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Abstract

Since before the Renaissance the rules for doing perspective drawings were known,
obtaining representations of the reality just like a well placed observer’s eye would
perceive it. We use our knowledge of extended projective geometry to study the
basis of these rules. We obtain some of the basic properties of perspective drawings
and learn how to construct simple examples. Finally, we apply this knowledge to a
practical exercise, namely to study the perspective in some Canaletto’s paintings.

Resumen

Desde antes del Renacimiento se conocen las reglas para dibujar en perspectiva,
obteniendo representaciones de la realidad tal y céomo la percibiria el ojo de un
observador colocado adecuadamente. Utilizando recursos avanzados de geometria
proyectiva, estudiamos una fundamentacién de las reglas de la perspectiva. Se ob-
tienen algunas propiedades bésicas de la perspectiva, y se construye algin ejemplo
sencillo. Para acabar, se aplican estos conocimientos a un caso practico, concreta-
mente estudiar la perspectiva en algunos cuadros de Canaletto.
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1. Introduccién

Desde antes del Renacimiento se ha buscado la sensacion de realismo en la pin-
tura. De aqui surge el interés en representar la profundidad e intentar dibujar los
objetos tal cémo los ve un observador cuando los tiene delante. Es durante el Re-
nacimiento, mediante el método cientifico y el uso de las matematicas, cuando mas
se desarrollaron las leyes de la perspectiva. Algunos artistas como Alberti, da Vinci
y Brunelleschi, entre otros, trabajaron en ello. Brunelleschi, un artista y arquitecto
del renacimiento italiano, realizé una serie de estudios con ayuda de instrumentos
opticos, para poder representar sus edificios en perspectiva. Gracias a esto, se em-
pez6 a comprender los principios que rigen la perspectiva. Sin embargo, la tarea de
representar los objetos en perspectiva era muy laboriosa y se inventaron instrumen-
tos que facilitaron esta tarea, por ejemplo la caAmara oscura o el perspectégrafo. El
estudio de la perspectiva motivé y avanzoé el desarrollo de la geometria proyecti-
va. Por ejemplo, Desargues, en 1636 escribié un tratado sobre perspectiva titulado
Perspective, donde fundamentaba matematicamente los métodos de perspectiva uti-
lizados hasta entonces, y en 1639 un tratado sobre geometria proyectiva titulado
Brouillon project d’une atteinte aur evenmens des rencontres du Cone avec un Plan.
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Figura 1. Ilustracién de [1]

En este proyecto se demuestran las reglas mas importantes para dibujar en perspec-
tiva. Estas reglas, en su comienzo, surgieron al observar la realidad y estudiar el fun-
cionamiento de las maquinas de perspectiva. Mas tarde fueron justificadas mediante
geometria métrica. Sin embargo, en este trabajo se estudia una fundamentacién de
las reglas de la perspectiva con uso de recursos de geometria proyectiva.



Estructura de la memoria

Este trabajo se divide en tres partes. Una primera parte, formada por los capitulos
1 y 2 donde se repasan conceptos de geometria proyectiva, una segunda parte que
abarca el tercer capitulo sobre perspectiva y una tltima parte, formada por el ulti-
mo capitulo, con una aplicaciéon practica de todo lo anterior.

El primer capitulo hace un repaso de los conceptos basicos de geometria proyectiva:
espacio proyectivo, proyectividades, razon doble y cuadricas.

El segundo capitulo comienza definiendo la cuadrica del absoluto, un elemento de
tratamiento proyectivo de la geometria métrica, que sera clave a lo largo de todo
este trabajo. Esta cuddrica nos permite hacer geometria métrica en un contexto
proyectivo, ya que permite recuperar ortogonalidad y angulo. Se acaba el capitulo
estudiando la férmula de Laguerre, que sirve para calcular el angulo entre dos rec-
tas, utilizando la cuadrica del absoluto.

El tercer capitulo comienza definiendo los elementos basicos de una perspectiva. Se
utilizan los anteriores capitulos para demostrar las reglas basicas que rigen el dibujo
en perspectiva. El capitulo acaba con el proceso contrario, a partir de un cuadro se
estudia como obtener los elementos de la perspectiva.

Por 1ltimo, para poner en practica todo lo anteriormente aprendido, en el cuarto
capitulo se estudian algunos de los cuadros de Canaletto. A este pintor italiano se
le atribuye, por una parte, el uso de la camara oscura para reproducir fielmente la
realidad, pero por otra, se dice que deformaba las perspectivas para hacerlas mas
impresionantes. En el museo Correr de Venecia esta expuesta una camara optica
que presuntamente pertenecié al pintor. A su vez, en la exposicién “Canaletto: Una
Venecia imaginaria 7, llevada a cabo en el ano 2001 en el CCCB, se defiende la tesis
de que Canaletto modificaba las proporciones de la ciudad de Venecia para hacerla
mas sublime. En este trabajo se intentard comprobar la veracidad de la perspectiva
en algunos cuadros de Canaletto, restableciendo primero los elementos de la pers-
pectiva desde la que esta hecho el cuadro y después calculando la representacion que
resultaria desde ese punto de vista. De esta manera se concluird si la perspectiva
estda modificada o no.



2. Espacio proyectivo, espacio afin y cuadricas

En este capitulo recordaremos algunas nociones previas necesarias para abordar los
siguientes temas. De esta manera quedard establecida la notacién utilizada a lo largo
del trabajo. Algunas demostraciones no se han escrito aqui para no extendernos
en este capitulo de recordatorio, pero todas ellas se podran encontrar en libros de
geometria proyectiva y en particular en la referencia indicada en cada demostracion.

2.1. Espacio proyectivo

Definicién 2.1. Un espacio proyectivo sobre un cuerpo k es una terna (P, E, )
donde P es un conjunto, E es un espacio vectorial de dimensién finita sobre k y 7
es una aplicacion 7 : F — {0} — P tal que:

(a) m es exhaustiva

(b) Yv,w € E — {0}, m(v) = m(w) si y s6lo si IX # 0 tal que v = w

Si se cumplen estas condiciones se dice que 7 y E definen una estructura de espacio
proyectivo sobre P.

Notacién 2.2. Si p = m(v) se dice que el vector v es un representante del punto p.
Se escribe p = [v].

Ejemplo 2.3. El espacio proyectivo asociado a un espacio vectorial F, que deno-
taremos como P(E), es el conjunto de clases de equivalencia segin la relacién en
E —{0}:

xr~y< dX\€ektal que x = Ay

Es decir, P(F) = E — {0}/ ~.

2.2. Coordenadas proyectivas

Definicién 2.4. Una referencia proyectiva A de un espacio proyectivo P, es un
conjunto ordenado de n + 2 puntos {py, ..., pn; A} que cumple

" Do, ..., Pp son independientes

u Agpo\/\/pz_l\/pﬁ_l\/\/pn ‘V’Z:O,,n

donde V indica variedad lineal generada.



Proposicién 2.5. Sea E el espacio vectorial asociado a P, Para cada referencia
proyectiva A de P, se puede tomar una base {eo, ...,e,} de E, tal que p; = [e;] y
A =leg + ... + e,], conocida como base adaptada a A.

Si tenemos una base adaptada a una referencia A, podemos tomar como coorde-
nadas proyectivas o coordenadas homogéneas de un punto p las componentes de
cualquier vector representante de p. Es decir, si [zoeq + ... + z,€,] = p, entonces
las coordenadas homogéneas de p en la referencia A seran x,...,x, v se escribe
p = [%g, ..., Zx]a. El punto queda determinado por sus coordenadas, y las coordena-
das quedan determinadas por el punto, salvo un factor de proporcionalidad.

Demostracion. Ver [2], secciones 2.1, 2.2. O

2.3. Espacio afin y clausura proyectiva

En este apartado se relaciona la geometria proyectiva y la geometria afin mediante
el concepto de clausura proyectiva de un espacio afin. Primero se hard un breve
recordatorio sobre el espacio afin.

Definicién 2.6. Un espacio afin de dimensién n (n > 1), sobre un cuerpo k es una
terna (A, F,+) donde A,, es un conjunto cuyos elementos se llaman puntos, F es
un espacio vectorial de dimension n sobre k cuyos elementos se llaman wvectores y
+ es una aplicacién
+: FxA, — A,
(v,p) +—— p+wv

que cumple:

(a) p+(v4+w)=@p+v)+w VpehA,Vo,weF
(b) p+0=p VpeA,

(c) ¥p,q € A, existe un tnico v tal que p+v =gq

Sea un espacio afin A,,, con espacio vectorial asociado F'. Las direcciones de A,, son
las clases de equivalencia de vectores no nulos médulo proporcionalidad, por tanto
forman el espacio proyectivo P(F) (visto en Ejemplo 2.3).

La clausura proyectiva A, de A, se obtiene ahadiendo puntos a A,, un nuevo
punto por cada direccién de A,,. Por tanto A,, como conjunto, es la unién disjunta

A, = A, UP(F) y se dota de estructura proyectiva (demostracién en [2], seccién
3.2).

Definicién 2.7. Dada una referencia A = {O; ey, ..., e, } de A, se llama referencia
proyectiva asociada a A, a la referencia A de A,,:

A=1{0,le1],....[en]; O+ €1+ ... +e,}



Teorema 2.8. Sobre A, se puede establecer una estructura de espacio proyectivo,
de manera que:

(1) Si un punto propio p tiene coordenadas afines (x1,...,x,) en una referencia
afin A, sus coordenadas homogéneas serdn [1,x1,...,x,] en la referencia pro-
yectiva asociada a A.

(2) Si un vector v # 0 tiene componentes (yi,...,yn) en la referencia afin A,
la direccion [v] tendrd coordenadas homogéneas [0,yy, ..., y,] en la referencia
proyectiva asociada a A.

Demostracion. Ver [2], secciones 3.2, 3.3. O

X1 Too

¥=(y1,¥2)

=1, x,%]

X

v=[0,y1,y21]

X2

[0,y1,Y2]

X2

Figura 2. Clausura proyectiva de A,. Al punto propio (x1,z2) le corresponde el
punto [1,z1, 5], a la direccién del vector (y1,y2) le corresponde el punto [0, y1, ys]
€1 AQ.

Proposicién 2.9. P(F) es un hiperplano de A,, y lo designaremos H.

Demostracion. Del Teorema 2.8 se deduce que Hy, es la variedad lineal de A, con
ecuacién xg = 0, y por tanto un hiperplano de A,,. U

Notacién 2.10. A, también se conoce como parte propia o parte finita de A, y
H,, como hiperplano impropio o hiperplano del infinito.

Los puntos de A, se llaman puntos propios, y las direcciones puntos impropios o
puntos del infinito de A,,.



2.4. Proyectividades

Definicién 2.11. Sean (P,, E,7) y (P, E’,7) dos espacios proyectivos sobre el
mismo cuerpo k. Sea ¢ : E — E' un isomorfismo entre sus espacios vectoriales.
La proyectividad entre P, y P inducida por ¢ es la aplicacién
f: P, — P
p=1[ — lp)] Yv#0
La existencia del isomorfismo ¢ implica que P, y P, tienen la misma dimensién, es
decir n = m.

Proposicion 2.12. f estd bien definida, es decir no depende del representante de
v elegido, ya que p(Av) = Ap(v) v ademas [Ap(v)] = [¢(v)].
Notacién 2.13. Se dice que f estd representada por ¢, y se escribe f = [¢] .

Definicién 2.14. Una homologia general del plano es una proyectividad ¢ : Py — Py
que tiene una recta de puntos fijos r, llamada eje de la homologia, y un punto fijo O,
O ¢ r, llamado centro de la homologia.

Una homologia ¢ queda determinada por su eje, centro y un par de puntos corres-
pondientes p, p’ = p(p), a través de la construccién siguiente:

o
e

— e
p

{0

et

Figura 3. Construccién de la imagen del punto ¢ por la homologia ¢, de centro O
y eje e, que envia el punto p a p’. (Demostracién ver [2], seccién 5.7.)

Proposiciéon 2.15. Sean dos puntos cualesquiera p,q € Py, tales que p,g € r vy
p,q # O. Sean p/, ¢ sus respectivas imagenes por una homologia ¢, de centro O
y eje e. Sean p, ¢ las respectivas intersecciones de las rectas Op, Oq con el eje e.
Entonces

(0,p,p,7) =(0,4,q,¢)

A este valor se le llama el invariante de la homologia .

Demostracion. Se sigue de la construccién anterior. U

Observacién 2.16. Las homologias de invariante -1 se le llaman homologias armodnicas.



2.5. Afinidades y proyectividades

Definicién 2.17. Una transformacion afin o afinidad f entre dos espacios afines
de la misma dimensién (A,, F,+) y (B, G, +) es una aplicacion

f: A, — B,
p — @+oel—aq)

para ciertos puntos ¢; € A,, ¢ € B, y un isomorfismo entre espacios vectoriales
p: F—G.

Sean A, A, espacios afines de las mismas dimensiones, A,,, A’,, sus clausuras pro-
yectivas y Hoo, H éo sus hiperplanos impropios. Consideraremos las proyectividades
f:A, — A’, que cumplen la condicién f(Hs) = H._ y por tanto f(A,) = A .
Es decir, proyectividades que llevan puntos impropios a puntos impropios y puntos
propios a puntos propios.

Proposicién 2.18. Si f cumple las condiciones anteriores, fja, : A, — A;L es una
afinidad. Reciprocamente, cualquier afinidad g : A, — A;z es restriccion de una
determinada proyectividad h : A,, — A’,,, es decir g = hjs, : A, — A;L.

Demostracion. Ver [2], seccién 3.5. O

2.6. Razon doble y razén simple

Sean ¢, ¢2, g3, q4+ puntos de un espacio proyectivo unidimensional Py, al menos 3
de ellos distintos. Suponemos una referencia fijada A = (pg,p1, A) de P;. Sean

¢ = [vi,yi]la para i =1,....4.

Definicién 2.19. Llamamos razon doble p al cociente

T3 Y3 Ta Ya
T T
Py 1 U 1 U kU {oo}
T3 Y3 Tga Ya
T2 Y2 T2 Y2

donde se toma oo = a/0 con a # 0,a € k

Proposicién 2.20. La razén doble p no depende de la referencia elegida A, ni de
la eleccion de coordenadas para los puntos g;.

Demostracion. Ver [2], seccién 2.9.1. O

Notacidén 2.21. Escribiremos la razdn doble de ¢, g2, g3, g4 como p = (q1, q2, 43, q4)-



Teorema 2.22 (Invariancia proyectiva de la razén doble). Sea f : P, — P| una
proyectividad entre espacios proyectivos unidimensionales. Sean qi,qo,q3, qs € Py,
al menos tres de ellos distintos. Entonces sus imdgenes por f son al menos tres de
ellas distintas y ademds

(f(q1), f(q2), f(g3), f(qa)) = (a1, G2, g3, qu)

Demostracion. Ver [2], seccién 2.9.11. O

Definicién 2.23. Sean ¢1,¢2,q3,qs € Py cuatro puntos ordenados. Se dice que
forman un conjunto armdnico si'y sélo si (q1,q2,qs3,q4) = —1.

Sean qi, ¢2, g3 tres puntos alineados de un espacio afin A,,, al menos dos de ellos
distintos.

Definicién 2.24. Se define razon simple como p tal que

= sigo # g3, p es el valor que cumple g1 = g3 + p(g2 — g3)
m sy = @3, p= 00
Notacién 2.25. Escribiremos la razén simple de q1, g2, g3 como p = (q1, g2, q3)-

Observacién 2.26. El punto medio de ¢y, g2 es el tinico punto g3, alineado con ¢,
Y ¢2 y que cumple (g1, g2, ¢3) = —1, ya que ¢1 = g3 — (g2 — g3)-

Proposicién 2.27. Sean ¢, q2, q3 tres puntos alineados de un espacio afin A,,, al
menos dos de ellos distintos. Sea [ la recta sobre la que estan estos tres puntos, sea
(s €l punto impropio de [. Entonces se cumple

<QI7 q2, q3) = (q1> q2, 43, QOO)

Demostracion. Ver [2], seccién 3.6. O

Teorema 2.28 (Invariancia afin de la razén simple). Sea f : A, — Al una
afinidad. Sean qi,qs, q3 tres puntos alineados de A,,, al menos dos de ellos distintos.
Entonces la razon simple (f(q1), f(q2), f(q3)) esta definida y cumple

(f(@r), f(q2), f(a3)) = (a1, a2, q3)

Demostracion. Se deduce de la Proposicion 2.27 y el Teorema 2.22. U

2.7. Involuciones

Definicién 2.29. Sea un espacio proyectivo P; de dimensién n = 1. Las proyecti-
vidades 7 de P; que cumplen 72 = Idp, v 7 # Idp, se llaman involuciones de P;.

Observacion 2.30. Sean p, ¢ € Py puntos cualesquiera, entonces g = 7(p) si y sélo
sip=r7(q).



Notacién 2.31. El par de puntos {p, 7(p)} se llaman puntos correspondientes por
la involucioén 7.

Proposicion 2.32. Sean ¢, ¢ dos puntos distintos de IP;. La aplicacion que deja ¢, q
fijos y envia cada p # {q¢,q} a su cuarto arménico relativo a {¢, g} es una involucién
de P;. Ademaés cualquier involucién 7 de P; puede ser obtenida de esta manera,
siendo ¢, q los puntos fijos de 7 (que pueden ser reales o imaginarios).

Demostracion. Ver [2], seccién 5.6. O

Corolario 2.33. Una involucién estd determinada por sus puntos fijos. Dos pun-
tos p,p’ # {q1,q2} son correspondientes por la involucién 7 de puntos fijos ¢i, ¢o

siy solo si (q1,q2,p,p') = —1.

Proposicién 2.34. Dos pares distintos de puntos correspondientes determinan una
involucién. Es decir, dados p,p’, q, ¢ € Py tales que {p,p'} N {q,¢'} = 0, existe una
tnica involucién 7 de Py tal que 7(p) =p' v 7(q) = ¢

Demostracion. Ver [2], seccién 5.6. O

2.8. Perspectividades

Sea L una variedad lineal de A,, de dimensién d > 2. Llamaremos LV al conjunto de
variedades lineales de dimensién d+ 1 que contienen a L. Sean T}, T dos variedades
lineales suplementarias a L.

Definicién 2.35. Definimos la perspectividad de T7 a T con centro L como la
aplicacion f : Ty — T5 que se obtiene al componer la proyeccion desde L restringida
a T1
5L|T1 1T — LY
p +— pVL

con la seccion por T,
OLT, : LV — T2
L' — L'NT
Observamos que por definicién f = o 1, 0 dp |, cumple que Vp € T}

flp)=p=(VL)NT

Proposicion 2.36. La perspectividad f es una proyectividad entre T3 y T5.

Demostracion. Ver [2], seccién 1.9. O



2.9. Nocion de cuadrica

En este capitulo definiremos el concepto de cuddrica en un espacio proyectivo. Para
ello utilizaremos las formas bilineales simétricas. Primero haremos un recordatorio
sobre éstas.

Definicién 2.37. Una forma bilineal simétrica en un espacio vectorial F', sobre un
cuerpo k es una aplicacion n: F x F'— k que cumple:

(a) n(u,v) =n(v,u) Yu,ve€F
(b) n(ur + uz,v) = n(ur,v) + n(uz,v)  Vur, uz,v € F
(c¢) n(Au,v) = An(u,v) VA€ k,Yu,v e F

Definicién 2.38. Sea P, un espacio proyectivo con espacio vectorial asociado F'.
Una cuddrica de P, es una clase dentro de las formas bilineales simétricas no nulas
en F', modulo proporcionalidad. Es decir, cada cuddrica () es una clase no nula
Q = {M}reck—{0}, donde 1 es una forma bilineal simétrica en F' no nula.

Notacién 2.39. Se dice que @ estd representada por 7, y se escribe @ = [n] .

Definicién 2.40. Un punto p = [v] € P, pertenece a una cuddrica @ = [
si y sélo si n(v,v) = 0. Escribiremos p € @) para indicar que el punto p pertenece a
la cuadrica Q.

Proposicion 2.41. Esta condicién de pertenencia, no depende de los representantes
de p y de n elegidos ya que

An(po, po) = MPn(v,v) =0

Observacién 2.42. Sea Q = [5] una cuédrica de P, y f : P, — P una proyecti-
vidad representada por el isomorfismo ¢ : E — E’. Se comprueba facilmente que
la composicion de la aplicacion

o lxp 1 ExE —ExE

con la forma 7 es una forma bilineal simétrica no nula no (o= x ') en E'.

1

Definicién 2.43. A esta forma 7o (¢~ x ¢™!) la llamamos imagen de Q por f

que también designamos f(Q).

10



Definicién 2.44. Sea e, ..., e, una base de F, sea @) = [n]. Llamamos matriz de la
cuddrica () relativa a esta base, a la matriz

n(eo, €0) -+ 1(eo; en)

n(en,e0) .. n(en,en)

Llamamos ecuacion de una cuddrica relativa a una referencia A, a la condicion de
que un punto cualquiera x pertenezca a la cuadrica

n(eg,e0) ... mleg,en) T
(Tg.., Tp) : : : -0

n(en,e0) ... nlen,en) T

Donde esta matriz es la matriz de la cuddrica relativa a una base adaptada a la
referencia A.

2.10. Conjugacién respecto a una cuadrica

Definicién 2.45. El punto p = [u] es conjugado de q = [v] respecto a la cuddrica
Q = [n] siy sélo si n(u,v) = 0.

Observacién 2.46. Debido a la simetria de la forma 7, el punto p es conjugado de
q respecto a la cuddrica @) si y solo si ¢ es conjugado de p respecto a la cuadrica Q).

Proposicién 2.47. (Invariancia de la conjugacién) Sea f : P, — IP’;1 una pro-
yectividad y () una cuadrica de PP, entonces los puntos p,q de PP, son conjugados
respecto @ si y sélo si los puntos f(p), f(q) son conjugados respecto f(Q).

Demostracién. Sean f = [¢]|, Q@ = [n], f(Q) = [no (¢! x ™), p=[u], ¢ = [v].
Utilizamos que

n(u,v) =no (=" x o) (p(u),p(v)) =0

Definicién 2.48. Sean [ una recta y ) una cuadrica de un espacio proyectivo P,,.
Se dice que [ es tangente a () si y sélo si QN1 es o bien [ o bien es un par de puntos
coincidentes.

En caso contrario diremos que [ es una cuerda de () y los puntos de interseccion de
[ con @ los llamaremos extremos de la cuerda.
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Teorema 2.49. Considerando la conjugacion respecto a una cuadrica Q:
q <L)
Figura 4. Conjugacion respecto una cuddrica

(a) Un punto p es conjugado de si mismo si y sélo si pertenece a la cuddrica.

(b) Dos puntos diferentes p y ¢, p € @, son conjugados si y sélo si la recta pq es
tangente a () en p.

(c) Dos puntos diferentes py q, p € Q, ¢ € @, son conjugados respecto a @ siy
sOlo si la recta pq es una cuerda de Q) y el par p, ¢ divide armoénicamente los
extremos de la cuerda pq.

Demostracion. Ver [2], seccién 6.4. O

Definicién 2.50. Dada una cuadrica () y un punto cualquiera p € IP,,, consideramos
el conjunto:

H,o ={q € Py,| py qson conjugados}
Pueden darse las siguientes situaciones:

(a) H, o =P,. El punto p se dice un punto doble de la cuadrica Q).

(b) H, g es un hiperplano de P,. Este hiperplano es conocido como el hiperplano
polar de p respecto a la cuadrica Q).

Definicién 2.51. Una cuddrica ) se llama no degenerada si no contiene ningin
punto doble. Se llama degenerada si contiene al menos un punto doble.

Definicién 2.52. Sea () una cuadrica no degenerada. La accion de asignar a cada
punto su hiperplano polar, define la aplicacién biyectiva polaridad relativa a @)

Po: P, +— P/
p <— H,q

donde P) es el espacio dual (o espacio de los hiperplanos) de P,.
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Notacién 2.53. Sea () una cuadrica no degenerada en un espacio proyectivo de
dimension n = 2. A cada punto p del espacio proyectivo le corresponde una recta
por la aplicaciéon Pg, a esta recta se le llama recta polar de p respecto a (). A su
vez, a cada recta r del espacio proyectivo le corresponde un punto por P ' a este
punto se le llama polo de r respecto la cuddrica Q).

Proposiciéon 2.54. Una cuddrica () y su polaridad Py tienen la misma matriz
relativa a cualquier referencia fijada.

Demostracion. Ver [2] seccién 6.5. O
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3. Cuadrica del absoluto

3.1. Cuadrica del absoluto

En este capitulo veremos cémo tratar temas métricos en un contexto proyectivo.
Trabajaremos con el espacio proyectivo A,,, clausura proyectiva del espacio afin A,,.

Consideramos el espacio euclideo (o espacio afin con producto escalar) definido por
la terna (A,,, F,T), donde

= A, es un espacio afin (n > 2)
= [ es el espacio vectorial asociado a A,

= T es una forma bilineal en F' definida positiva y simétrica, llamada producto
escalar.

Definicién 3.1. El hiperplano impropio de A,,, H, es un espacio proyectivo con
espacio vectorial asociado F'. Por lo tanto el producto escalar T define una cuddrica
en H. Esta cuddrica K = [T se llama cuddrica del absoluto, y serd la que nos
permitird controlar las cuestiones métricas en A,,.

Por lo tanto partimos del espacio afin euclideo (A,, F,T) y para poder tratar
cuestiones métricas dentro de su clausura proyectiva, trabajaremos con la terna
(A, Hy, K).

Observacién 3.2. Fijada una referencia afin ortonormal, trabajamos con la re-
ferencia proyectiva asociada. Entonces la cuddrica del absoluto tendra ecuacién
K:z?+..+22=0

Observacién 3.3. La cuadrica del absoluto K no tiene puntos reales, ya que el
producto escalar T' es definido positivo, es decir T'(v,v) > 0 Yo € F. Ademsds,
como no tiene puntos reales, no tiene puntos dobles y por tanto es una cuadrica no
degenerada.

Una variedad lineal afin L es un espacio afin, con espacio director asociado su
subespacio director F,. Por lo tanto se convierte en espacio euclideo tomando la
restriccion T 5, COMO su producto escalar. Esta propiedad afin la traducimos a
términos proyectivos en la siguiente observacion.

Observacion 3.4. Si dim L > 2, la cuddrica del absoluto de L es la seccion de la
cuddrica del absoluto de A,, con la parte impropia de L.
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Teorema 3.5. Una cuddrica de un espacio euclideo A,,, no degenerada, con puntos
reales y que contiene a la cuddrica del absoluto es una esfera, y reciprocamente.

Demostracion. Fijada una referencia ortonormal de A,,, utilizaremos coordenadas
homogéneas en la referencia proyectiva asociada.

La cuadrica del absoluto en la referencia fijada tendra ecuacién
4.+ 22 =0

Sea la ecuacién de Q)
n
Z ai,jxixj =0
i,j=0
hacemos la interseccién de @ con el hiperplano del infinito (xy = 0), tendremos que
() contiene a la cuadrica del absoluto si y sélo si

n

E (liijEin = O

i,j=1
es la ecuacion trivial 0 = 0 o es proporcional a 23 + ... + z2.
Por tanto la ecuacién de () queda
Aai+ ... +a2) +2 Tox; + agprg =0
X Xy, @0,; ToL j Qp,0Tg =
1<j<n

Si A = 0 es una cuadrica degenerada, por tanto suponemos A # 0. Dividimos la
ecuacién por A y hacemos a; = ag /A, a = agp/A y obtenemos la ecuacién

xf + ... —|—:1c,21 +2Zaix0xi +ax8 =0
i=1

para a, ..., a,,a € R, no todos cero.

Pasamos de coordenadas homogéneas a coordenadas afines haciendo X; = z;/zq y
la ecuacién de () queda

XP+ . +X)+2) aXi+a=0

=1

que completando cuadrados quedara
(X1 +a)+.. + (X, +a,)’=—a+ai+..+ad

La cuédrica definida por @ es degenerada si y sélo si —a + af + ... + a2 = 0. Por lo
tanto, como @ es no degenerada, —a + a3 + ... + a2 # 0.

Por otro lado, si @ tiene puntos reales entonces —a + a? + ... + a2 > 0. Adem4s la
ecuacién de @ es la condicién de que el punto propio (X7, ..., X,,) esté a distancia

—a+a?+ ...+ a?® > 0 del punto (—ay, ..., —a,). Por lo tanto la cuddrica @ es una
esfera con centro C' = (—ay, ..., —a,) y radio R = \/—a + a? + ... + a2.
El reciproco se obtiene mediante el mismo argumento. U
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3.2. Puntos ciclicos

Observacién 3.6. Supongamos que trabajamos en dimensiéon n = 2. Tomamos una
referencia proyectiva asociada a una referencia afin ortonormal. El absoluto K tiene
ecuacién 22 +z% = 0, y por tanto K es el par de puntos imaginarios [0, 1,4], [0, 1, —1]
de la recta impropia de As.

Definicién 3.7. Estos puntos se llaman puntos ciclicos, y se denotan {I,J}. La
razén de este nombre viene del Teorema 3.5 aplicado al plano (n = 2).

3.3. Ortogonalidad

El concepto de perpendicularidad en A, se puede traducir a conjugacion respecto
la conica del absoluto. Es 16gico que la perpendicularidad se controle en el infinito,
ya que sélo depende de las direcciones o puntos impropios de las rectas. Como es
de esperar, no podremos calcular el perpendicular a un punto propio; K es una
cuadrica en el hiperplano del infinito y por tanto sélo podemos conjugar puntos del
infinito.

Proposiciéon 3.8. Dos puntos p,q € H,, son direcciones ortogonales si y sélo si
son puntos conjugados respecto a la cuddrica del absoluto K.

Demostracién. Las direcciones p = [v] y ¢ = [w] son perpendiculares si lo son sus
vectores representantes, es decir T'(v,w) = 0, que es la misma condicién que se ha
de cumplir para que p y ¢ sean conjugadas respecto K = [T7]. U

Corolario 3.9. Utilizando el Teorema 2.49, podemos decir que dos rectas de un
plano son perpendiculares si y sélo si sus puntos impropios dividen arménicamente
los puntos ciclicos del plano.

Observacion 3.10. En la métrica euclidea no hay direcciones perpendiculares a
si mismas ya que, sea p = [v] € Hy,

vlveTwv)=0

pero el producto escalar T' es definido positivo, por lo tanto T'(v,v) > 0 Vv € F.

Definicién 3.11. Dos variedades lineales afines se dicen wvariedades ortogonales
cuando dos vectores cualesquiera de sus respectivos espacios directores son ortogo-
nales.

Estudiaremos la ortogonalidad en A,,, para el caso en el que la dimensién sea n = 3.
Los subespacios directores de las variedades lineales afines definen sus partes im-
propias, por tanto esta definicion de ortogonalidad en un espacio afin de dimension
n = 3 se traduce en términos proyectivos al siguiente corolario.
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Corolario 3.12. Sea As, su hiperplano del infinito H,, tiene dimensién 2, y por
tanto aqui la ortogonalidad se reduce a dos casos:

(1) Dos rectas son perpendiculares si y sélo si el punto impropio de una es con-
jugado, respecto del absoluto K, del punto impropio de la otra.

(2) Una recta r es perpendicular a un plano 7 si y sélo si el punto impropio de
la recta -7 es el polo, respecto del absoluto K, de la recta impropia del plano
m, o también si la recta impropia del plano 7 es la recta polar, respecto del
absoluto K, del punto impropio de la recta r.

Observaciéon 3.13. Existe una excepcién para la Definicion 3.11 de ortogonalidad.
Es habitual llamar ortogonales a dos hiperplanos de A, cuando las rectas perpen-
diculares a cada uno de los planos son ortogonales entre ellas. En un espacio afin
de dimension n = 3 esta definicién de ortogonalidad se traduce, en términos pro-
yectivos, al siguiente corolario.

Corolario 3.14. Dos planos H y H’ de A son perpendiculares si y sélo si los
polos (relativos al absoluto K) de las respectivas rectas impropias de H y H' son
conjugados respecto de K.

3.4. Foérmula de Laguerre

El angulo, que es un nimero real que mide la posicion relativa entre las direcciones
de dos rectas, es uno de los elementos basicos de la geometria métrica. La féormula
de Laguerre establece una relacién entre esta propiedad métrica y su traduccién a
geometria proyectiva; expresa el angulo en términos de la razéon doble, que es un
invariante proyectivo.

Tomamos como angulo de dos rectas propias de A,, el dngulo entre sus partes
propias, sin tener en cuenta su signo.

Teorema 3.15 (Férmula de Laguerre). Sean ly y ly dos rectas cualesquiera de un
plano euclideo Ay. El angulo entre las rectas Iy y Iy es

- 1
lllg = :EQ_’L IOg(I, J, q1, q2)

donde q, y g2 son los puntos impropios de Iy y ly respectivamente.
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Demostracion. Silas rectas son paralelas, ¢ = ¢» y por tanto la razén doble sera 1.
Supongamos entonces que las rectas [y y [y se intersecan en un punto O. Toma-
mos una referencia afin ortonormal, con origen O y primer eje [;, trabajamos con
su referencia proyectiva asociada A. Las coordenadas de la direcciéon de [y seran
0, cosa, sina] en la referencia A. Como la referencia A es ortonormal, por la ob-
servaciéon 3.6, tenemos que I = [0,1,—i] y J = [0,1,4]. Tomamos la referencia A,
inducida por A sobre la recta impropia, y las coordenadas de cada punto quedaran

I = [L _Z] J = [LZ] a1 = [170] q2 = [COSO&,SiIlOé]

Calculando la razon doble de estos cuatro puntos tendremos

—1 —icosa—sina  cosa—+isina ,
(LJ,(Il»sz):—.i : . = . 262041
7 1cosa — sin« cosa — i sin «
y despejando « de la ecuacién, obtenemos la férmula de Laguerre. O
[0,0,1]

q,=[0, cos a, sin a]

q1:[03 1; O]

Too

Figura 5. Demostracion de la formula de Laguerre

Observacion 3.16. Si en la demostracién anterior hacemos la otra eleccién de
puntos ciclicos, tal que I = [0, 1,i] y J = [0, 1, —i], el d&ngulo que obtenemos cambia
de signo respecto al obtenido si la eleccion es I = [0,1, —i] y J = [0, 1,4]. Por tanto
cada elecciéon de orden de I, J se corresponde con una orientacién del plano.

Observacion 3.17. Sean ahora [; y Iy dos rectas cualesquiera de A,,, con n > 2.
Calculamos el angulo entre estas dos rectas tomando una paralela a una de ellas
que se interseque con la otra y aplicando la formula de Laguerre a estas dos rectas
que si se intersecan y por tanto contenidas en un plano.
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Teorema 3.18. Sea f : A, — A, una afinidad entre espacios euclideos A, y A’
las siguientes condiciones son equivalentes (sin tener en cuenta signos de dngulos)

(1) l:l\z = f(mg) para rectas cualesquiera ly, lo

(2) 1 es perpendicular aly < f(ly) es perpendicular a f(ly) para rectas cualesquiera
ll; l2

(3) [fla.(K) =K
donde K y K’ son el absoluto de A, y A, respectivamente.

Demostracion. (1)=(2) es inmediato.

Para demostrar (2) =-(3) utilizaremos la propiedad de que si las conjugaciones
respecto dos cuadricas ) y @' coinciden, entonces Q = Q'. Sean ¢, ¢y direccio-
nes de [y, respectivamente, conjugadas respecto K, y por tanto f(q1) v f(¢2)
seran conjugadas respecto a f(K) por ser la conjugacién un invariante proyectivo
(Proposicién 2.47). Por tanto, por la propiedad que hemos enunciado anteriormente
f(K) = K.

Supongamos que se cumple (3), y sean ¢, go dos puntos impropios cualesquiera. Si
{I, J} es la seccién de K con ¢;qs, entonces {f(I), f(J)} sera la seccién de K’ con
f(q1)f(g2), ya que f(K) = K’. Entonces por la invariancia proyectiva de la razén
doble, y la férmula de Laguerre, tenemos (1). O

Definicién 3.19. Las afinidades que conservan dngulos (sin tener en cuenta signo)
se llaman semejanzas.
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4. Perspectiva

4.1. Introduccion

El objetivo de la perspectiva es, fijado un punto de vista, representar una figura
tridimensional sobre una superficie plana. En medida de lo posible, se intenta que
esta representacién produzca en el ojo de un observador, convenientemente situado,
la misma impresién que produciria la figura.

Entre el punto de vista, que designaremos O, donde se supone colocado el ojo del
observador, y el objeto a representar, se coloca una superficie plana, considerada
transparente, que llamaremos plano del cuadro 1I. Cada punto del objeto envia
al ojo un rayo rectilineo que llega al cristalino, es el rayo visual del punto. La
representacion de un punto es la interseccién de su rayo visual con el plano del
cuadro.

Una representacion obtenida de esta manera se conoce como una perspectiva.

Figura 6. Visién binocular. Cada ojo del espectador capta una perspectiva ligera-
mente diferente a la del otro ojo, esta informacién es combinada y procesada en el
cerebro para obtener informacién de profundidad. Es por esto que un solo dibujo no
puede conservar exactamente la apariencia del objeto. Para tener una representacion
exactamente igual a lo que percibimos con la vista habria que hacer dos perspec-
tivas y mostrar a cada ojo su correspondiente dibujo, utilizando un estereoscopio.
Imagen de [12].

En este capitulo consideraremos la representacion que se obtiene mirando desde un
unico ojo, en el que situaremos el punto de vista O de la perspectiva.
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4.2. Definiciones y nociones generales

Supongamos que nuestro espacio ambiente es un espacio euclideo tridimensional Aj.
Trabajaremos sobre la clausura proyectiva Az de As, el plano impropio de Ajg se de-
signard 7., por lo tanto Ag = Ag U . Los puntos podran ser propios o impropios
y a partir de ahora se hablard indistintamente de direcciones o puntos impropios.

Para definir una perspectiva fijaremos un plano propio II, llamado plano del cuadro,
con frecuencia este plano es perpendicular al plano del suelo, aunque aqui estudia-
remos el caso general que no sea necesariamente perpendicular. Fijaremos también
el punto de vista que designaremos O.

PLANO DEL CUADROIT

CIRCULO DE DISTANCIAS

LINEA DE HORIZONTE

Figura 7. Elememtos bésicos de una perspectiva
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Proyectando desde O y haciendo la seccién con II definimos una aplicacién ¢ que
llamaremos perspectiva, que nos determina la representacion del objeto considerado.

”Lp: Kg—{O} — H
p — (pVO)NIl=p

A la imagen p = ¥ (p) de un punto p se le llama representacion de p. La aplicacién
1 no es inyectiva, hay infinitos puntos cuya representacion es p, todos los puntos
en el rayo visual de p.

Cuando se comienza a dibujar una perspectiva sobre el plano del cuadro, primero
de todo se fijan sobre II los siguientes elementos, que mas adelante explicaremos
detalladamente:

= punto principal F
s Clirculo de distancia D

» Linea del horizonte

Llamamos linea de vista a la perpendicular al plano del cuadro por O. Si hacemos la
interseccion de la linea de vista con el plano del cuadro, obtenemos el punto F', que
llamaremos punto principal, y a la distancia F'O la designaremos como d o como
distancia focal de aqui en adelante. A la circunferencia de centro F' y radio d le
llamaremos circulo de distancia y lo designaremos D.

La representaciéon del punto impropio de una recta se conoce como punto de fuga de
la recta. La representacion de la recta impropia de un plano se conoce como recta
de fuga del plano.

Los planos paralelos al suelo se llaman planos horizontales. La recta de fuga de los
planos horizontales se conoce como linea del horizonte, y como ya hemos visto, es
uno de los elementos que se sitian sobre el plano del cuadro al empezar a dibujar.

4.3. Invariancia afin y métrica

Considerando la restriccién de 1) sobre un plano cualquiera m de Az que no pase
por O obtenemos la perspectividad

Ylp:m — 10

que, por tanto, por la Proposicion 2.36, es una proyectividad. Las propiedades pro-
yectivas de cualquier figura en 7m se mantendran en su representacion. Por ejemplo
las rectas concurrentes se representaran como rectas concurrentes, y los puntos ali-
neados como puntos alineados. Sin embargo, en general, en la representacién no se
conservan las propiedades afines y métricas de 7. Primero veamos en qué casos 1,
es una semejanza.
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Proposicién 4.1. Si el plano 7 es paralelo al plano del cuadro, entonces |, es
una semejanza, en caso contrario, V|, no es una afinidad.

Demostracion. Sea ro, la recta impropia de 7w, s la recta impropia de II. Si 7 es
paralelo a II, la recta impropia de 7 coincide con la de II. 9|, deja invariantes los
puntos de esta recta, por tanto ¢|, es una semejanza, por el Teorema 3.18.

Supongamos ahora que 9|, es una afinidad, entonces OV ro, NII = s, y por tanto
Se0 C OV rs. Por otro lado, s, C Il. La recta ro, también cumple ro, C OV 74
V Too C . Por tanto, las rectas ro y so pertenecen a dos planos I, y OV ry,
distintos por ser O punto propio, por tanto 1., = Ss. U

Por tanto, si el plano 7 es paralelo al plano del cuadro, la representacién de figu-
ras en 7 conserva los angulos y proporciones. Sin embargo, si no es paralelo estas
propiedades no se conservan. La pregunta es como se ven modificadas. Para resol-
ver este problema expresaremos las propiedades afines y métricas como relaciones
proyectivas con el absoluto, y utilizaremos la invariancia proyectiva para identificar
estas relaciones después de aplicar 1.

4.4. Paralelismo

Considerando la restriccion de 1) sobre 74, plano impropio de Az, obtenemos la
perspectividad
W)t Moo —> 11

que, por tanto, es una proyectividad. Las relaciones de incidencia entre puntos y
rectas de 7., se mantienen en la representacion por ser proyectividad.

Definicién 4.2. Dos variedades lineales afines se dicen paralelas si y sélo si sus espa-
cios directores afines estan incluidos uno de ellos en el otro. En términos proyectivos,
dos variedades lineales afines seréan paralelas si y sélo si sus partes impropias estan
incluidas una en la otra.

Proposicién 4.3. (a) Dos rectas de Az son paralelas si y solo si tienen el mismo
punto de fuga.

(b) Dos planos de Az son paralelos si y sélo si tienen la misma recta de fuga.

(¢c) Una recta y un plano son paralelos si y sdlo si el punto de fuga de la recta
pertenece a la recta de fuga del plano.

Proposicién 4.4. (a) Una recta de Az es paralela al plano del cuadro si y sdlo
st su punto de fuga es un punto impropio del plano del cuadro.

(b) Un plano de As es paralelo al plano del cuadro si y sélo si su recta de fuga es
la recta tmpropia del plano del cuadro.

Demostracion. Por ser 1) proyectividad se conservan las inclusiones de rectas y
puntos. U
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Los siguientes corolarios se deducen de la Proposicién 4.4, el segundo ademas utiliza
la Proposicion 4.1.

Corolario 4.5. Dos rectas paralelas, no coincidentes, se representan como rectas
paralelas sobre el plano del cuadro si y sélo si son paralelas al plano del cuadro.

Corolario 4.6. Si un plano 7 de A3 es paralelo al plano del cuadro I, entonces dos
rectas cualesquiera paralelas de 7 seran representadas como rectas paralelas sobre
el plano del cuadro.

A su vez, si dos pares de rectas paralelas de un plano 7, en dos direcciones diferentes,
son representadas como pares de rectas paralelas sobre el plano del cuadro, entonces
7 es un plano paralelo al plano del cuadro.

4.5. Dividir un segmento en perspectiva

En este apartado se demuestra como dividir un segmento dibujado en perspectiva,
dada una razén simple. Un caso particular de esto es dividir un segmento en partes
iguales.

Proposicién 4.7. Sea [ una recta de A3 cuya representacion se quiere dividir dada
una proporcién. Supongamos que [ no pasa por O. Sea [ la representacién de [ y
pE [ su punto de fuga. Fijamos un punto propio q € I, g ¢ l~, y una recta propia
s € 11, tal que s es paralela (no coincidente) a pg. Como ¢ ¢ s podemos considerar
la perspectividad ¢ : | — s con centro ¢. Entonces, la composicién po)|; : I — s
es una afinidad.

Figura 8. Vista en perspectiva de la divisiéon de un segmento.
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Demostracién. Como [ no pasa por O, su representacién { es una recta en II. La
aplicacién |, : | — [ es una perspectividad con centro O, y por tanto una proyec-
tividad. ¢ también es una proyectividad, por lo cual la composicién ¢ o 9|, también
serd una proyectividad. Para demostrar que es una afinidad hay que ver que envia
el punto impropio al punto impropio. Por definicién de punto de fuga, 1|, envia el
punto impropio de [ a p. A su vez ¢ envia p al punto impropio de pg por ser rectas
paralelas. Por lo tanto la composicién ¢ o 1|, envia el punto impropio de [ al punto
impropio de s y entonces es una afinidad. U

De la anterior proposicién se deduce el siguiente corolario que nos permite repre-
sentar tres puntos alineados, con una razén simple dada entre ellos. A su vez, nos
permite calcular la razén simple de tres puntos alineados (no alineados con O) a
partir de sus representaciones.

Corolario 4.8. Sean pi, ps, p3 tres puntos diferentes de una recta I, pi,ps,p3 € [
sus respectivas representaciones sobre el plano del cuadro. Entonces

(p1,p2,p3) = (p(P1), p(P2), (P3))

con la notacion de la proposicién anterior.

4.6. Ortogonalidad

La ortogonalidad depende de la cénica del absoluto K. Para poder estudiar la
ortogonalidad en el plano del cuadro I, haria falta obtener la representacion 1 (K)
de la cénica del absoluto. Sin embargo, ¥(K) no tiene puntos reales, por lo que
no se puede manejar facilmente. Trabajaremos con otros objetos que contienen la
misma informacion que el absoluto K y que si se pueden representar sobre el plano
del cuadro.

Sea L., la recta impropia del plano del cuadro, {I,J} el par de puntos ciclicos
del plano del cuadro y F'’ la direccién ortogonal al plano del cuadro. Entonces,
KNLy ={I,J}. Ademés F’ es el polo respecto a K de la recta L., y por lo tanto
F" ¢ L. Entonces podemos considerar la homologia arménica h, con centro F’ y
eje Loo.

Proposicion 4.9. Existe una tnica conica no degenerada C' de 7, tal que

(a) Pk = Pc o h, donde Pk, P son las polaridades relativas a K y a C respec-
tivamente

K Vv
Moo ——> Moo

|

Too
(b) C tiene puntos reales

(¢c) Ky C son bitangentes en {I,J}
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Demostracion. Primero demostramos la existencia de C'. Para ello tomamos en 7,
una referencia A = (pg, p1,p2; U), tal que sea autopolar respecto K (es decir p;, p;
conjugados respecto K para i # j) con pg = F’ y por tanto py, ps € Ls. Elegimos
el punto unidad U de manera que la ecuacién reducida de K sea x3 + 2 + 22 = 0.
En esta referencia, la homologia h de razdn -1, recta de puntos fijos o = 0 y centro
I’ tendra matriz

-1
0
0

O = O
_ o O

Sea C la cuddrica con ecuacién —z3 427 +23 = 0, cuddrica no degenerada (ya que el
det de la matriz de C' es # 0) y con puntos reales. Por la Proposicién 2.54 sabemos
que las matrices de las cuadricas coinciden con la matriz de sus polaridades, y por
lo tanto la condicién (a) se cumple debido a la igualdad de matrices

1 00 -1 0 0
01 0] = 10
0 01 01
Para demostrar (c) primero veremos que la ecuaciéon de Lo, es zp = 0 en la
referencia A, por tanto {/,J} = {[0,1,4d],[0,1, —i]}. Observamos que K N Lo, =

CN Ly ={I,J}, ademas I’ es el conjugado de L., respecto ambas cuddricas K y
C, por tanto las tangentes de K y C' en I, J coinciden. O

La cuadrica C' y la homologia h si se pueden representar en el plano del cuadro,
y nos permitiran controlar facilmente la condicion de ortogonalidad a partir de los
puntos de fuga.

Notacién 4.10. Llamaremos 14, a la proyectividad ¢|, _ : 7o —> 11

Proposicién 4.11. Las representaciones sobre el plano del cuadro de los elementos
méas importantes al estudiar ortogonalidad son los siguientes

(a) La representacion 1. (F") es el punto principal F.
(b) La representacion ¢, (C) es el circulo de distancia D.

(c) La representacion 1., o h ol de h es la simetria central respecto a F' que
designaremos Sp.

Demostracion. La demostracién de (a) es inmediata por definicién de .

Para demostrar (b) primero observamos que C' es no degenerada real y por tanto
su representacion D también lo serd. Ademas C N Ly, = {I,J} y como 9|, = Id
entonces D N Lo, = {I, J}. Por lo tanto D es una circunferencia. Como C'y K son
bitangentes en {I, J}, F” es el polo de L, respecto C. Debido a la invariancia por
proyectividades de la conjugacién (Proposicién 2.47), tendremos que F' = 1. (F”) es
el polo de Lo = ¥oo(Lao) respecto D = 1, (C). De aqui es facil demostrar que F es
el centro de D. Para demostrar que el radio de D es la distancia OF', necesitaremos
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demostrar primero la Proposicion 4.12 que viene a continuacion.

Para demostrar (c¢) primero observamos que Sg deja invariantes F' (foco de h) y
Ly o recta de puntos impropios (eje de h). Por otro lado, sea un punto propio
cualquiera q € I, ¢ # F, sea ¢’ = F'qN L4, entonces

(¢,5¢(q), F,q') = (v (q), h(¥ "' (q), F',q') = —1

ya que h es una homologia armonica. Por lo tanto, Sr es una homologia arménica
de eje Lo, y foco F. Ademas, utilizando la Proposicion 2.27 y la Observacién 2.26:

(Qa SF(q)>F7 q/) = -1
<Q7 SF(Q)aF) =1

por tanto se cumple que F es el punto medio de ¢ y Sg(q), es decir S es la simetria
central de centro F. Il

Proposiciéon 4.12. Controlamos la perpendicularidad en el plano del cuadro II
mediante las siguientes proposiciones:

(a) Dos puntos del plano del cuadro p y p’ son puntos de fuga de rectas ortogonales
si y sélo si cualquiera de ellos es conjugado respecto a D de la imagen por Sg
del otro punto.

(b) La recta de fuga de los planos perpendiculares a una recta con punto de fuga
p, es la imagen por Sg de la recta polar de p respecto a D.

Demostracién. Para demostrar (a), utilizamos la propiedad de invariancia de la
conjugacién (Proposicion 2.47), p’ es conjugado respecto D de Sg(p), si y sélo si
P H(p') es conjugado respecto C' de ¥ (Sr(p)) = h(v!(p)), que por la Proposicién
4.9, es equivalente a decir que ' (p’) es conjugado respecto K de ¢ !(p), es decir
que son direcciones ortogonales.

El apartado (b) es consecuencia directa de lo que acabamos de demostrar. 4

Y

Figura 9. r es la recta de fuga de planos ortogonales a las rectas con punto de fuga p
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En la Proposicion 4.12 hemos visto que la recta de fuga de los planos ortogonales
a una recta con punto de fuga p es Sp(H, p), es decir, la recta simétrica, respecto
F', de la recta polar de p respecto D. Esta recta se conoce como antipolar de p.

Demostracion. Podemos demostrar ahora el apartado (b) de la Proposicién 4.11.
Sean p y p’ los extremos de un didmetro de D, observamos que las rectas Op y Op’
tienen como puntos de fuga p y p’ y por la Proposicion 4.12, son rectas ortogonales.
Por lo tanto el tridngulo pOp’ tiene un éngulo recto en O y p,p’ son extremos de
un didmetro, entonces por semejanza de tridngulos, la altura del triangulo pOp’
coincide con el radio de D. U

Figura 10. Demostracién del apartado (b) de la Proposicién 4.11

Observacién 4.13. En la demostracién anterior hemos visto que los angulos 10/077 =
p’/O\F = 45°, para los puntos p,p’ extremos de un didmetro cualquiera de D. Esto
quiere decir que los puntos de D son los puntos de fuga de las rectas que forman
45° con la linea de vista. En el caso de que el plano del cuadro es perpendicular al
plano horizontal, la interseccién del circulo de distancia con la linea de horizonte
son los puntos de fuga de las rectas horizontales que forman 45° con la linea de
vista. Estos puntos se conocen como puntos de fuga diagonales.

Podremos hacer una construcciéon mas sencilla de la antipolar de un punto una vez
demostrada la siguiente proposicion.

Proposicién 4.14. Sea p € II, p # F', la antipolar de p es perpendicular a la recta
Fp y la interseca en un punto ¢ que es

= para p impropio ¢ = F

= para p punto propio se cumple que d(F,p)d(F,q) = d?, donde F est4 entre g
y p, y donde d es la distancia focal.
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Demostracion. Tomamos una referencia ortonormal afin en II, con origen F'y el eje
Y = 0 pasando por p. En esta referencia D tendrd ecuacién —d? + X2 + Y2 = 0.
Tomando la referencia proyectiva asociada, tendremos que el punto p que tiene
coordenadas afines (a,0), tendré coordenadas proyectivas [1, «,0]. La recta polar
de p la obtenemos de

~& 0 0\ /1
(L,a,0) [ 0 1 0] |X]=0
0 01/ \Yy

y por tanto tendrd ecuacién —d? + aX = 0. Por tanto la recta antipolar, que es
la recta simétrica respecto al eje X = 0, tendrd ecuacién d? + aX = 0. El punto
q, interseccion de la recta F'p y la recta antipolar de p, tendra coordenadas afines
q = (—d*/a,0). Ahora comprobamos que se cumple

d(F,p)d(F,q) = a(d’/a) = d*

X=0 antipolar de p

/ \D
Y=0
PN F=(0,0) y/ a,0)

Figura 11. Demostracién de la Proposicién 4.14
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Corolario 4.15. Sea p € II, P # F, sea M uno de los extremos del diametro de D
perpendicular a la recta Fp. Sea s la recta por M, perpendicular a la recta Mp y
= s N Fp. Entonces, la recta antipolar de p serd la recta perpendicular a F'p por

q.

antipolar de p

Figura 12. Construccién de la recta antipolar mediante perpendiculares

Demostracion. Por la Proposicién 4.14, sabemos que la recta antipolar es la tnica
perpendicular a la recta F)p y que la intereseca en un punto g tal que d(F, p)d(F, q) = d?,
quedando F' entre q y p. Comprobamos que la construccion propuesta cumple esta
propiedad. Observamos en el dibujo que los tridngulos pF'M y qF M son semejantes,

y por tanto

Fp FM
FM  Fgq
y de aqui obtenemos d* = d(FM)? = d(F,p)d(F,q). Ademéas observamos que F
queda entre q y p. O

Observacién 4.16. La construccion del Corolario 4.15 se puede invertir para ob-
tener un punto p # F a partir de su antipolar, es decir, el punto de fuga de las
rectas perpendiculares a un plano dada su recta de fuga.

4.7. Angulos

En este apartado estudiaremos como representar dos rectas bajo un determinado
angulo. También, a partir de la representacion de dos rectas, veremos cémo hallar
el angulo que forman estas dos rectas.

Observaciéon 4.17. Si dos rectas estan en un plano m, paralelo al cuadro, el angulo
que forman coincidird con el de su representacion, ya que por la Proposicion 4.1,
1| es una semejanza entre el plano 7 y el plano del cuadro.
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Para rectas que no cumplan la condicién anterior, tendremos que hacer una cons-
truccién con un par de puntos llamados centros conformes.

Sea 7 el plano (no paralelo al cuadro) que contiene a las rectas. Sea [, la recta
impropia de este plano y v su recta de fuga, v = 1 (ls), que podemos dibujar en
el plano del cuadro ya que es una recta propia.

Definicién 4.18. Llamamos centros conformes al par de puntos obtenidos con la
siguiente construccion:

(1) Trazamos s, perpendicular a v por F. Sea ¢ = v N s.

(2) Sea g1 un punto propio cualquiera de v, ¢; # ¢ y r su recta antipolar. Sea
g =rnNo.

(3) Trazar T, circunferencia de didmetro g;¢qo. Entonces T'N's = { X7, X2} son los
centros conformes del plano .

P q P2

quo

Figura 13. Construccién de los centros conformes del plano 7. El angulo que forman
las rectas con puntos de fuga p; vy po es el angulo p1 Xpo.

Observaciéon 4.19. (a) El punto ¢ y el punto impropio ¢, de v son puntos de
fugas de rectas ortogonales, ya que la recta antipolar de ¢, es s, por la Pro-
posicion 4.14.

(b) Por construccién, ¢; y g2 son puntos de fuga de rectas ortogonales.
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Proposicién 4.20. Si X es uno de los centros conformes { X1, Xy}, entonces para
dos rectas no paralelas cualesquiera [y, en un plano m, con puntos de fuga p1, ps,
se cumple

lily = p1 Xpo

Demostracion. Definimos la aplicacion g : oo —> Lo, que es la composicién
fotli,, donde ¥ucli, es

Yoot i loe —> v

y f es la perspectividad con centro X
fr v — Ly
p — (pX)N Ly

Entonces, g es una proyectividad que envia el punto impropio de una recta con
punto de fuga p, al punto impropio de la recta pX.

Sean {I’, J'} los puntos ciclicos de [. Utilizando la férmula de Laguerre y la inva-
riancia de la razén doble (Prop. 2.22), si demostramos que {g(I'), g(J")} = {1, J},
entonces tendremos que los angulos entre dos direcciones coinciden con los angulos
de sus imagenes por g, demostrando asi la proposicién.

Sea 7 la involucién de ortogonalidad en .., con puntos fijos {I’, J'}. En la observa-
cién anterior hemos hallado dos pares de puntos de fuga de direcciones ortogonales:

{01, @2} ¥ {000, 4}

por lo tanto tendremos dos pares de puntos correspondientes por 7:

{v (@), v (@)} y {0 (@), vt (40}

Entonces los puntos impropios de las rectas X¢; y X¢o y los puntos impropios de
las rectas Xq y X ¢ son dos pares de puntos correspondientes por la involucién
goTog !de L.

A su vez, son pares de direcciones ortogonales en II:

= la recta X¢q; es ortogonal a la recta Xgs ya que ¢1q2 X forman un triangulo
circunscrito a una circunferencia de didmetro ¢;qs, y por tanto es un triangulo
rectangulo.

= La recta Xq es perpendicular a X¢,, ya que Xq = sy Xq, es paralela a v.

Por lo tanto la involucién g o 7 o ¢! y la involucién de ortogonalidad de L
comparten dos pares de puntos correspondientes y por la Proposicion 2.34 son
involuciones iguales. Es facil comprobar que {g(I’), g(J")} son los puntos fijos de g
o7 o g !, y por tanto son los puntos fijos de la involucién de ortogonalidad en L.,
entonces {g(I'),g(J")} = {1, J}. O
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Proposicién 4.21. Sean dos rectas no paralelas cualesquiera ly, /5 en un plano m,
con puntos de fuga pq, p2, sea X un punto de II que cumple

lily = p1Xps
entonces X es uno de los centros conformes { X7, Xs}.

Demostracion. Por un lado X cumple que las rectas Xq y X¢. son perpendicu-
lares, por tanto X € s. Por otro lado X cumple que las rectas X¢q; y X¢qo son
perpendiculares, por tanto X estara en el arco capaz de 90° de ¢;¢- es decir en T'.
Por tanto

XESOT:{Xl,XQ}
U

Observacién 4.22. Esta dltima proposiciéon demuestra que los centros conformes
no dependen de la eleccién de g; para su construccién. Por lo tanto se habla de
los centros conformes del plano 7, ya que son unicos para cada plano. Los centros
conformes son los mismos para 7 y todos los planos paralelos a 7.

Corolario 4.23. Sea 7 un plano ortogonal al plano del cuadro, entonces su recta
de fuga v es un diametro del circulo de distancia D y sus centros conformes son los
extremos del didmetro de D ortogonal a v.

A partir de las representaciones de dos rectas en un mismo plano 7 se puede hallar
el angulo que forman originalmente. Para ello, una vez dibujado uno de los centros
conformes X del plano 7, se mide el angulo que forman las rectas obtenidas al unir
sus puntos de fuga con X.

A su vez, se puede hallar el punto de fuga de una recta que forme un angulo o con
otra recta dada, ambas en un plano m. Para ello se traza una recta que forme un
angulo o con pX y se interseca con v (recta de fuga de 7). Este punto de interseccién
es el punto de fuga de la recta buscada.

4.8. Representaciéon mediante homologia

Sea 7 un plano no paralelo al plano del cuadro, tal que O ¢ 7. Sea v la recta de
fuga del plano 7 y s una recta perpendicular a v por F' punto de vista principal, sea
q = sNwv. Sea X uno de los centros conformes del plano 7. Sea e una recta cualquiera,
propia, de II, tal que X ¢ e, paralela (no coincidente) a v. Sea ¢ la homologia general
de II, con centro X y eje e, que envia el punto ¢ al punto impropio de s.

Proposicién 4.24. La composicion de la perspectividad ¢, y la homologia ¢, es
una semejanza

pothy :m—1I
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Demostracion. Observamos primero que ¢ deja invariante el punto impropio de v,
ya que pertenece al eje de la homologia. Por otro lado envia el punto ¢ a un punto
impropio, por lo tanto ¢ envia la recta v a la recta impropia de 11, es decir ¢ o 9,
es una afinidad.

Ademas, ¢ deja invariantes las rectas por X y asigna a cada punto p € v una
direccion, concretamente la direccion de la recta Xp. Observamos entonces que
la restriccién ¢ o 9|, a la recta impropia de 7, es la misma aplicacién que la
proyectividad g de la Proposicién 4.20. En esa demostracién habiamos visto que g
enviaba los puntos ciclicos de [, a los puntos ciclicos de L., y por tanto ¢ o ¢|,_
también lo hace. U

Ejemplo 4.25. (Homologia en un plano horizontal)

Figura 14. Representacién de un pentagono regular en un plano horizontal. Imagen
de [2], apéndice A.
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Para representar este pentdagono se ha utilizado una homologia de las descritas en
la Proposicién 4.24. En este ejemplo, h es la linea de horizonte, F' el punto de vista
principal, D el circulo de distancia y X uno de los centros conformes de los planos
horizontales. La homologia ¢ tiene centro X, eje e, y envia F' al punto impropio de
las rectas verticales.

El ejercicio consiste en representar en perspectiva un pentagono regular dada la
representacion pyp, de uno de sus lados. Para ello, primero se obtiene la imagen por
¢ de p1pe, obteniendo p)p,. A continuacion se dibuja un pentdgono regular con uno
de los lados p)pj. Por tltimo se calcula la imagen de este pentdgono regular por
o~ !, obteniendo la representacién buscada.

Por lo tanto, supongamos que tenemos dibujados uno de los centros conformes X
de un plano 7, la recta de fuga v del plano 7 y el eje e de la homologia ¢ descrita
anteriormente. A partir de la representacién de una figura en el plano 7, se pueden
hallar sus proporciones y forma originales, para ello se aplica la homologia ¢ a la
representacion.

A su vez, se puede hallar la representacién en perspectiva de una figura dada. Para
ello se dibuja la figura sobre el plano del cuadro a una escala adecuada al tamano
del plano del cuadro. Después se calcula la imagen por ¢! de determinados puntos
de la figura, y finalmente se acaba de dibujar la figura a partir de estas imagenes.
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Ejemplo 4.26. (Método del geometral o “méthode du géométral“ en [6])

Antiguamente, este método era muy utilizado por los arquitectos para dibujar
imégenes de sus edificios en perspectiva. El método utiliza la homologia existen-
te entre el dibujo en planta del edificio y la vista en perspectiva de esta planta.

Rame 22.

Figura 15. Dibujo de Canaletto. Imagen de [14].
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En esta imagen de Canaletto, se calcula la representacién en perspectiva de la
planta de un edificio mediante el método del geometral. Se utiliza la homologia
o~ ! descrita en las proposiciones anteriores. Esta homologfa tiene centro X que
es el centro conforme de los planos horizontales, y como eje la recta IH de la
imagen. Ademas, utilizando la notacién de las anteriores proposiciones, sabemos
que la homologia ¢! envia la direccién vertical (punto impropio de la recta s) al
punto principal F' del cuadro.

Para calcular la representacion en perspectiva se utilizan las siguientes propiedades
de ot

= los puntos del eje de homologia son puntos fijos

= la homologia envia la direccion vertical al punto principal F’

Ademas, debido a la peculiar situacién del punto de vista al nivel del suelo, es
necesaria una construccion auxiliar para determinar la posicién de los elementos
del edificio. Se sitdan en un nivel inferior al plano del suelo y luego se trasladan
verticalmente esas posiciones para poder dibujar la perspectiva.

4.9. Problema inverso de perspectiva

Hasta ahora hemos visto como dibujar una perspectiva a partir de una figura a
representar. Pero nos podriamos preguntar ;es posible es restituir la figura a partir
de su representacién? En general, este es un problema indeterminado, ya que cada
punto de la perspectiva se corresponde con cualquier punto situado en el rayo visual
correspondiente. Por lo tanto, si queremos hacer una reconstruccion a partir de una
unica representacién de una imagen, tendremos que hacer algunas suposiciones o
disponer de una informacién previa, por ejemplo conocer paralelismo o perpendi-
cularidad entre rectas o planos de la figura. Si tenemos un dibujo en el que aparece
un suelo embaldosado, podriamos suponer, en caso de ser baldosas rectangulares,
que los lados de cada baldosa son direcciones ortogonales entre ellas, por ejemplo.

Por otro lado también se pueden restituir algunos de los elementos de la perspectiva,
por ejemplo el punto de vista principal F, la distancia focal d o la linea de horizonte.
Cuando se observa un cuadro es natural preguntarse ;jdénde deberia colocarme
para ver lo que el artista queria que viese? Para que la representacion sea lo mas
fiel posible, el observador deberia colocarse a la misma distancia del cuadro que el
pintor al realizar el cuadro, y por tanto necesitaria saber la distancia focal d. Ahora
veremos algunos ejemplos de cémo obtener esta informacién.
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Corolario 4.27. Para hallar la linea de horizonte estudiaremos dos casos. Si el
plano del cuadro es perpendicular al plano horizontal, la linea de horizonte sera la
recta horizontal que pasa por cualquier punto de fuga de rectas horizontales. En caso
contrario la linea de horizonte se obtendra uniendo dos puntos de fuga diferentes
de rectas horizontales.

P o) linea de horizonte

Figura 16. Restitucion de la linea del horizonte en el caso de plano del cuadro no
perpendicular al plano horizontal. Aqui suponemos que el edificio tiene algunas de
sus aristas horizontales.
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Corolario 4.28. El punto principal F' es el ortocentro de cualquier triangulo cuyos
vértices sean puntos de fuga de rectas ortogonales dos a dos, siempre que las rectas
no sean paralelas al plano del cuadro (ya que si no sus puntos de fuga no serian

propios).

Demostracion. Sean pi, ps v ps los vértices del triangulo. Por hipdtesis la recta
antipolar de p; es pops3, v por el Corolario 4.15 sabemos que p; F' es ortogonal a pops
y por lo tanto p; esta en la altura del lado psp3. Aplicando el mismo argumento
para po se llega a que F' estd en el ortocentro del triangulo. U

Figura 17. Restitucion de el punto de vista principal F'. Aqui hemos supuesto que
las aristas principales del edificio son perpendiculares dos a dos.
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Corolario 4.29. Una vez se ha hallado el punto principal F', a partir un triangulo
cuyos vértices son puntos de fuga de rectas ortogonales dos a dos, se puede hallar
ahora el circulo de distancia D. Sean pq, pa, p3 los vértices del tridngulo, sean ¢; el
pie de la altura del triangulo, donde ¢, € pops. La distancia d se halla de la siguiente
manera

= Trazar recta s paralela a paps por F.
= Hallar el arco capaz de 90° de p1q;.

= Sea M la interseccion de la recta s con el arco capaz anterior.
La circunferencia de centro F'y radio FM es D.

Demostracion. Se sigue del Corolario 4.15. O

p3

Figura 18. Restitucién del circulo de distancia D en una perspectiva de tres puntos
de fuga.
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Corolario 4.30. Supongamos ahora que el plano del cuadro es perpendicular al
plano horizontal. Sean dos pares de puntos de fuga de rectas horizontales perpen-
diculares entre ellas, el punto principal F' y el circulo de distancia D se hallan de
la siguiente manera

» Hallar el arco capaz de 90° del primer par de puntos de fuga de rectas per-
pendiculares.

= Hallar el arco capaz de 90° del segundo par de puntos de fuga.

= Sea P la interseccién de los arcos capaces, por P trazar una recta vertical y el
punto de corte con la linea del horizonte sera F'. El circulo de distancia sera la
circunferencia de centro F'y radio F'P.

Demostracion. Por ser el plano del cuadro perpendicular al plano horizontal sabe-
mos que F' se encuentra en la linea del horizonte. Sean {p1,p2} v {q1,¢2} los dos
pares de puntos de fuga de rectas ortogonales. Por el Corolario 4.15 sabemos que
los dngulos p1 Pps v q1 Pge son rectos y asi demostramos la construccién anterior. [

qQ by F Q@ b2 LH

\

Figura 19. Restitucion del punto de vista principal y del circulo de distancia. En el
caso de un suelo con baldosas cuadradas se tienen dos pares de direcciones ortogo-
nales, los lados del cuadrado y las diagonales.
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5. Estudio de la perspectiva en Canaletto

En este apartado se aplicaran los capitulos anteriores con una utilidad practica,
hacer un estudio de la perspectiva en algunos de los cuadros de Canaletto. Primero
se comprobara si aparecen contradicciones en los calculos de la perspectiva y en
caso de que no haya se restableceran los elementos de la perspectiva desde la que
estd hecho el cuadro y después se calculara la representacién que resultaria desde
ese punto de vista. De esta manera se concluira si la perspectiva estd modificada
o simplemente se cifie a la realidad. La informacién se ha obtenido del programa
Google Earth, tanto las imagenes en planta de la plaza de San Marcos como las
alturas de los edificios que aparecen en los cuadros. Dicho esto, hay que recalcar
que las alturas son siempre una aproximacion debido a la dificultad de precision
milimétrica al obtener medidas en el citado programa. También se han sacado los
planos originales de la plaza de San Marcos y del campanario de [10], tanto las
plantas como los alzados y secciones.

Analizaremos con detalle el cuadro, “Piazza San Marco con la Basilica”, 1730.
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PASO 1. Hallar la linea del horizonte y los puntos de fuga principales. Para en-
contrar la linea de horizonte aplicamos lo descrito en el Corolario 4.27. Por otro
lado observamos que es una perspectiva de dos puntos de fuga, ya que las lineas
verticales del cuadro se representan como lineas verticales. Podemos decir entonces
que el plano del cuadro esta colocado perpendicularmente al plano del suelo.

LH

Figura 20. Restitucién de la linea de horizonte.

PASO 2. Hallar el circulo de distancia. Como se trata de una perspectiva de dos
puntos de fuga, podemos hallar el circulo de distancia tal como hemos descrito en el
Corolario 4.30. Buscamos un cuadrado en el plano del suelo y partir de los puntos
de fuga de sus lados y de sus diagonales hallamos el circulo de distancia D y el
punto de fuga principal F.

Figura 21. Restitucion del circulo de distancia y el punto principal F.
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Merece especial atencién el campanario. En el cuadro de Canaletto, sus aristas no
son exactamente paralelas sino que forman un pequeno dangulo de 1° aproximada-
mente. A partir de los planos originales del campanario de 1831, encontrados en
[10], y que adjuntamos en la imagen siguiente, hemos observado que efectivamen-
te no es un paralelepipedo sino que sus aristas convergen ligeramente en la parte
superior formando un angulo de aproximadamente 1°. Es muy dificil que el pintor
supiese las medidas exactas del campanario, lo normal seria que pensase que se
trataba de un paralelepipedo. Si Canaletto no tuviese ningiin aparato para calcular
perspectivas lo esperado seria que, utilizando las reglas de la perspectiva, hubiese
dibujado el campanario con sus aristas paralelas, pero no es asi, lo que sugiere que
quizés utilizé una camara éptica u otro instrumento auxiliar.

alia
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Figura 22. Campanario de la plaza de San Marcos.
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PASO 3. Una vez que tenemos determinados los elementos principales de esta pers-
pectiva, podemos pasar a hallar la antiimagen de algunos de los puntos del cuadro,

mediante una homologia ¢ como las descritas en la Proposicién 4.24.

LH

Figura 23. Homologia de centro X y eje e, que envia el punto F' al punto impropio

de las rectas verticales.
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PASO 4. A partir de los puntos p} y p,, calculados mediante la homologia ¢, situamos
la planta real de la plaza de San Marcos encontrada en [10]. Mediante la homologia
o~ ! calculamos la planta en perspectiva de la plaza.

/

Figura 24. Planta de la plaza en perspectiva

o

Podemos comparar ahora ambas perspectivas en busca de contradicciones. Super-
ponemos el cuadro con la planta en perspectiva calculada a partir de la homologia.
Observamos que en general las dimensiones coinciden, con excepcién del campana-
rio, que en el cuadro es mucho més estrecho.

e

Figura 25. Superposicion del cuadro con la planta en perspectiva

Por tdltimo situamos ambas perspectivas una al lado de la otra para comparar la
perspectiva del cuadro con la que resulta a partir de los calculos. Se observa que en
general el cuadro de Canaletto esta dibujado correctamente pero claramente se ha
estilizado el campanario, haciéndolo mucho mas estrecho, y algo més pequeno.

Bl (=

Figura 26. Cuadro de Canaletto a la izquierda y calculo de la perspectiva a la
derecha.
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Esta deformacién del campanario para hacerlo mas estilizado la podemos encontrar
en otros cuadros de Canaletto de la Plaza de San Marco. Aplicando el mismo pro-
cedimiento que en el cuadro anterior, observamos también que en los dos siguientes
cuadros se ha dibujado mas estrecho y un poco més bajo.

“Piazza San Marco”, 1724.

Figura 27. Cuadro de Canaletto a la izquierda y calculo de la perspectiva a la
derecha.
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“Piazza San Marco”, 1720.

Sall D=

Figura 28. Cuadro de Canaletto a la izquierda y calculo de la perspectiva a la
derecha.
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