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Abstract

As stated by EIOPA in Guideline 51 of BoS-14/253 (Guidelines on system
of governance), the Actuarial Function of an undertaking using an internal
model should contribute to analyze how dependencies between risks are
derived in the framework of the model. A previous step is to investigate the
underlying assumptions in the current structure of dependencies between
risks considered in the Solvency II standard formula, and implications of
considering alternative dependency structures. This paper focuses on
longevity risk. We illustrate the longevity risk model of EIOPA-14-322 for a
portfolio of life products (the hypothesis of the standard formula for the
Solvency Capital Requirement calculation) and we quantify the impact of
alternative dependence structures on the SCR. This example should be used
as basis for the analysis of more complex longevity risk models. We show
that all required calculations can be made in an Excel worksheet to ease the
use by practitioners.
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Tal y como EIOPA indica en la Directriz 51 de BoS-14/253 (Directrices
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Estructura de dependencia entre el riesgo de longevidad...

utiliza un modelo interno debe prestar especial atencion al analisis de las
dependencias entre riesgos del modelo. Un paso previo al modelo interno
consiste en entender las hipotesis que subyacen en la matriz de dependencias
que se utiliza en la formula estandar de Solvencia Il y las implicaciones si se
consideran estructuras de dependencia alternativas. Este trabajo se centra en
el caso particular relacionado con el riesgo de longevidad. Mediante un
enfoque practico se analiza el modelo de riesgo de longevidad de acuerdo a
EIOPA-14-322 para una cartera de productos de vida (las hipdtesis de la
formula estandar en el calculo del SCR) y el impacto sobre el valor del SCR
de considerar estructuras de dependencias diferentes entre riesgos. Este
ejemplo ilustrativo debe servir de base para poder considerar modelos del
riesgo de longevidad mas complejos. En la aplicacion mostramos que los
calculos se pueden realizar en una hoja de calculo Excel con el objetivo de
facilitar su uso entre los profesionales.

Palabras clave: SCR, riesgo de longevidad, riesgo de mortalidad,
dependencia, copula, copula de supervivencia, co-copula.

1. Introduccion

La Directiva de Solvencia II’ propone una férmula para calcular los
Capitales Requeridos de Solvencia (SCR, segun sus siglas en inglés,
Solvency Capital Requirements), es la conocida como modelo estandar. El
modelo estandar es un conjunto de formulas y pardmetros fijados por la
Directiva, que son iguales para todas las entidades, y que establecen como
fijar las necesidades de capital de las entidades para garantizar un nivel
adecuado de solvencia a un horizonte temporal de un afio. El objetivo del
uso del modelo estandar es obtener, mediante relativamente sencillos
calculos, un valor numérico que refleje aproximadamente las necesidades de
capital en funcion del perfil de riesgo de la entidad. Este modelo tiene la
ventaja de ser de mas o menos facil y directa aplicacion®. Por el contrario,
tiene la desventaja que no siempre sera adecuado para reflejar el perfil de
riesgo de todas las entidades aseguradoras, atendiendo a la naturaleza y
complejidad de los riesgos asumidos por cada entidad. En el caso que el uso

* Directiva del Parlamento Europeo y del Consejo de 25 de Noviembre de 2009 sobre el acceso y
ejercicio de la actividad aseguradora y reaseguradora, 2009/138/EC.

* En algunos casos los calculos son intricados (por ejemplo, contribuciones al SCR de los riesgos de
crédito de las contrapartes o de los riesgos catastroficos del negocio de No Vida) y han requerido
significativas inversiones de tiempo y recursos por parte de las companias. A pesar de ello, lo que se
quiere destacar es que la normativa proporciona un manual a seguir para calcular dichas contribuciones al
capital requerido de solvencia.
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del modelo estandar no refleje adecuadamente el perfil de riesgo de la
entidad, el legislador abre la puerta a que la entidad pueda calcular el SCR
mediante mecanismos alternativos siempre que la autoridad supervisora se lo
autorice’. Solvencia II permite dos formas alternativas al modelo estandar de
calcular el SCR que son; 1) Mantener el conjunto de formulas del modelo
estandar pero recalibrar algunos de los pardmetros utilizados para adaptarlos
al perfil de riesgo de la entidad, es decir, modelo estandar con parametros
especificos o, 2) Utilizar un modelo propio de cuantificacion del SCR,
conocido como modelo interno.

La obtencion del SCR segun el modelo estandar puede dividirse en distintas
etapas. La formula estandar proporciona tanto un mapa jerarquico de riesgos
y sub-riesgos como unas matrices de correlaciones lineales que permiten
agregar las contribuciones al capital requerido de los riesgos y sub-riesgos
identificados en esta estructura, siguiendo un enfoque bottom-up de
agregacion. Es decir, se calculan los requerimientos de capital de los
distintos sub-riesgos en los niveles mas inferiores de la estructura jerarquica
y las contribuciones en niveles superiores se van obteniendo por agregacion,
en base a las matrices de correlacion indicadas en cada nivel. Es decir,
dichas matrices proporcionan el valor de los parametros de dependencia a
considerar entre los distintos riesgos/sub-riesgos.

Entender en profundidad las hipdtesis que se asumen en el uso de dichas
matrices de correlacion es esencial para la politica de gestion empresarial del
riesgo de la entidad. En primer lugar, permite analizar si los supuestos que se
consideran en el modelo estandar son adecuados para reflejar el perfil de
riesgo de la entidad aseguradora. En segundo lugar, y relacionado con el
punto anterior, permite evaluar el impacto hipotético que representaria
calcular el SCR mediante formas alternativas al modelo estdndar. En la
misma linea se manifiesta la Autoridad Europea de Seguros y Pensiones de
Jubilacion (EIOPA, segun siglas en inglés), remarcando en las directrices
sobre el sistema de gobernanza que la funcion actuarial de una empresa que
utiliza un modelo interno debe prestar especial atencion al analisis de las
dependencias entre riesgos del modelo (EIOPA, 2015).

Para el ramo de no-vida, Ferri-Vidal (2010) analiz6 la matriz de
correlaciones del modelo estandar y como recalibrar sus parametros para su
utilizacion en un modelo interno. En este articulo nos centramos en algunos
de los riesgos de suscripcion del ramo de vida. En concreto, analizamos el
riesgo de longevidad y el riesgo de mortalidad. El riesgo de longevidad hace

* La Direccién General de Seguros y Fondos de Pensiones en el caso de Espafia.
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referencia a la posibilidad de que, en su conjunto, los asegurados de una
cartera de negocio vivan mas tiempo del esperado. Por el contrario, el riesgo
de mortalidad hace referencia a la posibilidad que los individuos de una
cartera fallezcan, en su conjunto, antes de lo esperado. Estos dos riesgos a
priori deberian tener una dependencia negativa perfecta, puesto que son las
dos caras de una misma moneda.

En este articulo se discuten las implicaciones y limitaciones que suponen el
uso de dependencias lineales entre riesgos, centrandonos en el grado de
dependencia lineal entre el riesgo de longevidad y el de mortalidad
considerado en la formula estandar. Proponemos el uso de estructuras de
dependencia (o asociacion) alternativas, aprovechando principalmente la
modelizacion multivariante mediante copulas. Al utilizar copulas, medidas
de dependencia distintas a la correlacion lineal aparecen de forma natural.
Este es el caso de las medidas de dependencia por rangos, por ejemplo. Cabe
mencionar que la reciente publicacion de Latorre (2017) pone de manifiesto
que el enfoque seguido en este articulo encaja con las preocupaciones y
lineas de investigacion de una gran parte de la comunidad actuarial nacional
e internacional. En el ambito concreto de Solvencia II, existe un extenso
nimero de estudios que analizan el uso de copulas. Pfeifer y Strassburger
(2008) pusieron de manifiesto hace casi una década los riesgos del uso de la
formula estandar para el célculo de SCR. Diversos estudios han propuesto el
uso de modelos internos basados en copulas para su calculo (Nguyen y
Molinari, 2011; Tang y Valdez, 2009). Por su parte, Devineau y Loisel
(2009) muestran como un modelo interno puede converger a la formula
estandar.

Mediante un ejemplo de una cartera de productos de vida, se analizan las
hipdtesis de la formula estdndar en el calculo de las contribuciones al SCR
debidas a los riesgos de longevidad y mortalidad, y el impacto sobre el valor
de la contribucion conjunta de estos riesgos al SCR debido a considerar
estructuras de dependencias diferentes entre dichos riesgos, entre las que se
incluyen la de dependencia negativa perfecta. Este ejemplo pretende reflejar
la importancia de considerar estructuras de dependencia entre riesgos
adecuadas y debe servir de base para poder considerar modelos de riesgo
mas complejos. En la aplicacion mostramos que los célculos se pueden
realizar en una hoja de célculo Excel con el objetivo de facilitar su uso entre
los profesionales.

El articulo se estructura de la siguiente forma. En el siguiente apartado se
introducen las copulas asi como las distintas medidas de dependencia. En el
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apartado 3 se muestra el ejemplo ilustrativo. En el apartado 4 se describen
los resultados y en el apartado 5 las principales conclusiones.

2. Metodologia

En este apartado introducimos los conceptos de copulas y medidas de
dependencia que pueden ser utilizados en la modelizacién conjunta de
riesgos. Describimos algunas de las principales copulas, centrandonos en el
caso bivariante, ya que Unicamente pretendemos modelizar el riesgo de
mortalidad y el riesgo de longevidad. La generalizacion del uso de copulas a
mas de dos dimensiones a menudo no es directa y es, ciertamente, mas
compleja. Una posibilidad es unir las variables dos a dos de forma secuencial
(Aas et al., 2009).

2.1 Cépulas

Supongamos el caso de una variable aleatoria continua no negativa que
representa una parte de la pérdida total de una cartera del ramo de vida,
pérdida asociada exclusivamente a los riesgos de mortalidad y longevidad, a
la que denominamos X. Asi, podemos suponer que esta pérdida total esta
compuesta por las posibles pérdidas ocasionadas por los dos sub-riesgos, X4
y X5, que representan las pérdidas derivadas de los productos asociados con
el riesgo de longevidad y las pérdidas derivadas de los productos asociados
con el riesgo de mortalidad. Por ejemplo, supongamos que la pérdida total y
las sub-pérdidas tienen una relacion lineal, X = X; + X,.

Sea (X;,X,) un vector aleatorio bivariante que representa dos pérdidas
dependientes y sean F;(x;) =PX; <x1), F,(x;)=PX,<xy) vy
F(xq1,%x5) = P(X; <x1,X, <x;) sus dos funciones de distribucion
continuas marginales y la funcion de distribucion conjunta, respectivamente.
Una copula es una distribuciéon conjunta bivariante de dos variables
aleatorias uniformes (Sklar, 1959; Nelsen, 2006). El teorema de Sklar
demuestra que existe una unica coépula C: [0,1]% — [0,1] tal que:

F(xy,x3) = C(ug,up),Yxq, %, € R,

donde u; = F;(x1) y u, = F,(x,) son los valores de dos variables aleatorias
U; y U, que se distribuyen segun una Uniforme(0,1).

Una de las consecuencias del teorema de Sklar es que, ante un problema
probabilistico o estadistico multivariante, si conocemos o podemos
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aproximar las funciones de distribucion de las marginales, la cuestion sobre
la estructura de dependencia entre las variables aleatorias marginales la
podemos aislar en una copula. Lo que no proporciona el teorema es la forma
particular de la copula que recoge dicha estructura de dependencia. Es decir,
es un teorema que asegura existencia de una cdpula (y unicidad cuando
trabajamos con marginales absolutamente continuas) pero no informa sobre
cual es dicha copula. Asi pues, problemas abiertos como determinar el
conjunto de coOpulas mas adecuadas en cada situacion o calibrar
estadisticamente parametros de copulas a partir de la informacion disponible
han sido (y contintan siéndolo) problemas de interés tanto a nivel
profesional como a nivel de investigacion (Genest y Rivest, 1993; Bahraoui
et al., 2014; Bolancé et al., 2014; Gronneberg y Hjort, 2014).

Al trabajar con copulas, con frecuencia aparece la necesidad de tratar con
transformaciones de las mismas. Algunas veces la transformacion resultante
vuelve a ser una copula y en otras no sucede asi. Se exponen a continuacion
algunos ejemplos de estos tipos de transformacion, puesto que se usaran en
la aplicacion que se presenta en este articulo.

Sea C una copula bivariante, la copula de supervivencia C asociada a C se
define como C(uy,uy) = C(1 —uy,1—uy) +u; +u, — 1, uy,u, € [0,1].
Asimismo, se denomina co-copula de C a la siguiente funcion definida en
[0,1]%: C*(uq,uy) =1—C(1 —uy,1—uy), ug,uy €[0,1]. Notese que
C*no es una copula (Denuit et al., 2005; Nelsen, 2006) pero que (C*)* = C.

Existen multitud de funciones que cumplen los requisitos de una distribucion
conjunta de variables aleatorias uniformes, por lo que pueden definirse un
gran numero de coOpulas. Consideramos aqui seis copulas (o
transformaciones de las mismas) que, de acuerdo a la clasificacion de
copulas propuesta por McNeil et al. (2015), se engloban en las siguientes
tres grandes tipologias:

e (Copulas fundamentales: son aquellas que representan casos
especiales de estructuras de dependencia (copula
contracomonotonica y copula comonotonica).

e (Copulas implicitas: su forma funcional coincide con una funcion de
distribucion multivariante conocida (Normal, t-Student).

e (Copulas explicitas: poseen una forma funcional propia y sencilla
(Frank, Clayton).
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Tabla 1. Copulas, copula de supervivencia y co-copula utilizadas

Coépula (o

transformacion) Expresion
Contracomonotonica max(u; +u, — 1,0)
Comonotonica min(uy, uy)
Gaussiana 1 -1

D2 (@7 (ug), P (u2))
t-Student tr2 (67 (), t ()
Co-copula de 1
Clayton I-(A-u)?+(1-u)-1)°
Copula de .

: : U + Uy —

supervivencia de (1 (exp(=6(1 — up) 1) (exp(~6(1 1)) ~ 1)
Frank —ghn|1l+ exp(—60) — 1

@, @, indican la funcion de distribucion estandar normal univariante y
bivariante, respectivamente.

t;,t;, indican la funcién de distribucion estindar t univariante y
bivariante con / grados de libertad, respectivamente.

2.2 Medidas de dependencia

Uno de los aspectos fundamentales relacionados con las copulas es que
consideran medidas de dependencia alternativas al coeficiente de correlacion
lineal de Pearson. Si la relacion entre las pérdidas no es lineal, el coeficiente
de correlacion de Pearson no mide correctamente la dependencia. A
continuacion, describimos las principales medidas de dependencia.

Contracomonoticidad y comonoticidad miden la dependencia perfecta
negativa y positiva, respectivamente. Consideremos X; y X,, estas dos
variables aleatorias son contracomonotonicas si y solo si

(X1, X3) = (171(2)» U2 (Z))’

para una variable aleatoria Z, con una funcion creciente v; y una funcidén
decreciente v,, o viceversa. La funciéon de distribucién conjunta es
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F(xq,x,) = max(F;(xq) + F,(x,) — 1,0), donde F;(x;) y F,(x,) son las
funciones de distribucion marginales. En caso que las dos funciones v, y v,
sean crecientes, entonces X; y X, son comonotonicas, o con dependencia
positiva perfecta, con F (xy,x,) = min(F; (x;), F,(x3)).

El coeficiente de correlacion de Pearson es una medida de dependencia
lineal que equivale a:

_ E[(X; — p) (X2 — 1p)]
\/E[(X1 — u)?]E[(X2 — p2)?]

donde py = E[X;]y pp = E[X3].

Pp

La 1 de Kendall es una medida de asociacion por rangos. Consideremos
(X,,X,) y una copia independiente (X;,X,). La t de Kendall mide la
probabilidad de concordancia menos la probabilidad de discordancia entre
pares, y se define como

t=E [SignO ((X1 - X)(X2 - XZ))]

donde signo(x) = I,s¢ — I,<o siendo I la funcién indicatriz. Otra medida
de asociacion por rangos es el coeficiente de correlacion de Spearman
(Nelsen, 2006).

Por ultimo, se pueden calcular dos coeficientes de dependencia de la cola.
Pensemos en un cuadrado [0,1]%, en el que cada lado del cuadrado
representa los valores de las funciones de distribucion de dos marginales. El
coeficiente de la cola derecha de la distribucion 4,, (que corresponde con lo
que sucede en el cuadrante superior derecho del cuadrado al que se ha hecho
referencia) y el de la cola izquierda A; (que se corresponde con lo que sucede
en el cuadrante inferior izquierdo), se definen de la siguiente forma:

Ay = limg4- P (Xo > F (@)X, > FrH(q)),
Ay =limg_ o+ P (Xo < F5 M ()1X1 < FTH(Q)).

En la Tabla 2 se muestra la relacion entre estas medidas de dependencia y el
parametro de las copulas explicitas consideradas en este trabajo (Genest y
Rivest, 1993; Aas, 2004). En el caso de las copulas de supervivencia la
correlacion por rangos de Kendall coincide con la de la copula original,
mientras que para las transformaciones de tipo co-copula, la intuicion lleva a
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pensar que, si fueran copulas, su correlacion por rangos de Kendall deberia
parecerse en valor absoluto a la de la copula base, pero cambiada de signo.
Con las medidas de dependencia en colas, lo que sucede con ambas
transformaciones (copula de supervivencia y co-copula) es que los valores
24 (€) y 2;(C) de la copula original pasan a representar lo que sucede en el
cuadrante inferior derecho y en el cuadrante superior izquierdo,
respectivamente, del cuadrado [0,1]? de la transformacion (sea ésta C o C*).

Tabla 2. Correlaciones por rangos de Kendall y coeficientes de dependencia
en la cola para las copulas Clayton y Frank

Coépula T Ay A4
Clayton 6/(6 +2) 0 21/6
Frank 1-46"1(1—-D,(8)) 0 0

Donde D;(8) = 071 [ ¢/(e — 1) dt.

2.3 Simulacion

La cuantificacion del SCR se realiza mediante simulacion por el método de
Monte Carlo. Este método consiste en generar pseudo-observaciones con la
estructura de dependencia descrita en la Tabla 1 y estimar posteriormente el
SCR de forma empirica. Es decir, nuestro objetivo es simular a partir de la
copula los valores (i1, U,,),7 = 1, ..., R, donde R es el nimero de réplicas
simuladas. Posteriormente, obtenemos las pérdidas simuladas como X,; =
F7Y (@) vy X2 = Fy1(@,,), donde Fi! es la funcién cuantila de X;,
i=1,2.

Para simular los valores procedentes de una copula bivariante se parte de la

distribucién condicionada (Genest y Rivest, 1993),

9Cq(uy)

P(U; < up|Up =wuy) = EM
1

= CB;ul (uz)-

El algoritmo se implementa del siguiente modo:

29



Estructura de dependencia entre el riesgo de longevidad...

1. Generar valores de dos variables aleatorias independientes con
distribucion Uniforme(0,1), i, y v.
2. Obtener 1, = Cg;_ull](v), donde el subindice [—1] indica pseudo-
inversa, que equivale a:
inf{x|Ce;u1(x) < v},si v=20
Col@) =4¢kt), siv e (0,1)
inf{x|Coy, (x) < v},siv=1.

Para el caso de las copulas fundamentales, la pseudo-inversa del paso 2
anterior se obtiene de forma directa. En el caso de la copula
contracomonotonica y comonotdnica, generaremos valores de una variable
aleatoria con distribucion Uniforme(0,1), ii,. Posteriormente, generaremos
i, = 1 — 14, en el caso de la copula contramonotonica, y ii, = 14 en el caso
de la copula comonotonica. Para el resto de copulas (o sus transformaciones)
de la Tabla 1, también se puede obtener la inversa. Las inversas de las
copulas condicionadas se muestran en la Tabla 3.

3. Aplicacién

En este apartado describimos el ejemplo ilustrativo sobre el que vamos a
trabajar para analizar las contribuciones al SCR seglin la formula estandar
para los riesgos de longevidad (SCRy,pg), mortalidad (SCRpeqen) y su
contribucion conjunta (SCRonggpeath)- Esta ultima contribucién conjunta
se comparara con las contribuciones conjuntas a SCR cuando se consideran
estructuras de dependencia alternativas entre los riesgos de longevidad y
mortalidad.

Vamos a trabajar con una compaiiia ficticia que tiene tres carteras de seguros
de vida, cada una de ellas con productos que encajan en las siguientes

tipologias:

1) Una renta individual diferida a partir de los 65 afios de edad y
mientras el asegurado esté vivo (producto 1);
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Tabla 3. Inversas de las copulas (o sus transformaciones) condicionadas

Copula (o transformacion) u
Contracomonoétonica 1—u
Comonotonica uy
Gaussiana @ (pCD‘l(ul) + C[Tl(v)\/l—_pz)
| 1—,2
t-Student t |t () S ot (uy)
m+1
2
m+ (tz_ 1(u1))
1
_9 9
Co-copula de Clayton L (Q=»m -t
1- 7«‘1)‘9
Copula de
supervivencia de il % [ — exp(—6) — 1 o
Frank Ty (=01 =) — exp(=6(1 =) + 1

@ indica la funcion de distribucioén estandar normal univariante.
t;, t;41 indican la funcion de distribucion estandar t univariante con / y /+1
grados de libertad, respectivamente.

2) Una renta para la pareja del asegurado, a cobrar durante todo el
periodo en el que la pareja sobreviva al asegurado principal de la
péliza, hasta la fecha en la que el asegurado principal hubiera
cumplido los 65 afios de edad (producto 2);

3) Una prestacion por fallecimiento del asegurado en forma de un
unico capital en el afio de la defuncion, siempre que el asegurado
fallezca antes de los 65 afios (producto 3).

El niimero de asegurados son 45.000 para el producto 1 y 15.000 para el
producto 2 y producto 3. Esta ilustracion de tres carteras de seguros de vida
esta inspirada en van Gulick et al. (2012). Se muestra en el Grafico 1 la
distribucion por edades de las tres carteras de asegurados, que por
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simplicidad se han asumido igualmente distribuidas. Asimismo, la Tabla 4
recoge un breve resumen de los porcentajes de asegurados agrupados por
distintas franjas de edad.

Tabla 4. Esquema de distribucion por edades de las tres carteras de
asegurados

Rango de percentiles Rango de edades Probabilidad

[0% ,23,12% | [22,35] 23,12%
[23,12%, 53,88% ] [36,43] 30,76%
[ 53,88% ,75% ] [44,50] 21,12%
[75% ,100% ] [51,68] 25,00%

Grafico 1. Distribucion por edades de las tres carteras de asegurados
consideradas en la aplicacion

5,00%
#50%
A,00%
3,50%
3,00%
2,50%

2,00%

1,50%
1,00%
=
o il

52 57

Para toda la cartera, normalizamos la renta individual a percibir con el valor
de 1 unidad monetaria. De igual modo, la renta para la pareja del asegurado

||| I
87

32 37 a2 al b2
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la fijamos en todos los casos en 0,75 unidades monetarias y el capital por
fallecimiento se establece igual a 7,5 unidades monetarias.

Algunas consideraciones (hipotesis y/o simplificaciones) con respecto a
estos productos y a las carteras:

e Se asume que todos los tomadores son varones y que sus parejas son
mujeres dos aflos menores que ellos.

e Se tarifican los productos 4 afos antes del calculo de solvencia que
abordamos (es decir, se tarifica en 31/12/2012 y los calculos se
realizan a 31/12/2016). La tabla de mortalidad que se utiliza es la
PASEM. Se considera como hipdtesis una tasa de descuento
constante e igual al 3%.

e No se consideran gastos de gestion internos ni comisiones, es decir,
se tarifica prima pura, considerando en todos los casos una prima
anual constante pagadera a final de periodo. No se incluyen
prestaciones en caso de rescate y no se tarifica teniendo en cuenta la
posibilidad de rescate.

e En los calculos de Best Estimate Liabilities (BEL = provisiones
técnicas en entorno Solvencia II — Margen de Riesgo Solvencia II),
se asume una tasa de rescate anual (e independiente de la edad del
tomador) del 2%.

e Tanto en los calculos de tarificacion como en las proyecciones de
BEL se asume que toda prestacion se paga a final de afio y que toda
prima anual se adquiere también a final de afo.

e Asimismo, se asume que un tomador de edad x de la cartera es
representativo de todos los tomadores de la misma edad en dicha
cartera (es decir, lo tomamos como model point de los tomadores de
esa edad).

3.1 Calculo del Best Estimate Liabilities
En el <caso del producto 1, el Best Estimate Liabilities

BEL(Xy;71:;Q;s¢;YYYY), entendido como el valor actual, a fecha
31/12/YYYY, de prestaciones menos primas asociadas al producto, teniendo
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en cuenta los tipos de interés 1y, las tasas de rescate s; y la tabla de
mortalidad Q, se calcula de la siguiente forma:

BEL(Xy;74; Q555 YYYY)
Ny

- Z Z (1 © (@ Se)xy,  f (s YYYY))
i=1 t=max(65—-x1;,0)
N; max(65-x4;,0)

Y e 0@ 50w, [ VYY)
i=1 t=0

donde

e (@ St)xu- = lt=o(1 - (qu-+l t St = Qi1 s1) es la
probabilidad de que un asegurado de edad xq; a 31/12/YYYY haya
sobrevivido y no haya rescatado después de t afios segln la tabla de
mortalidad Q y las tasas de rescate s .

o f(rs;YYYY) es el factor de actualizacion de 1 unidad monetaria tras
t afos desde la fecha 31/12/YYYY y en base a los tipos de interés
Tt

e N; y pi(xq;) son el nimero total de asegurados de la cartera del
producto 1 (45000) y la prima a pagar (calculada en 31/12/2012) por
el asegurado de edad x;, respectivamente.

Para el producto 2, calculamos BEL(X,;1:;Q;s:; YYYY) de la siguiente
forma:

BEL(X3; 75 Q5 56 YYYY)
N, max(65—x,;,0)

=; Z (075 (1

- tp(Q;St)xzi) - wp(Q; St)yzi f(r YYYY))

N, max(65—x,;,0)

_Z Z (pz(xZi)- P(Q;St)x,,) - f(rt;YYYY))
i=1 t=0

donde

e 1-— p(Q; St)xzi =1- lt=o(1 - (qx2i+l t St = Gyt s)) es la
probabilidad de que un asegurado de edad x,; a 31/12/YYYY no
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llegue vivo o haya rescatado después de t afios segun la tabla de
mortalidad Q y las tasas de rescate s;.

e st)yzi = Hf:o(l - (qx2i+l t St = Quyyt1 ) es la
probabilidad de que la pareja del asegurado, de edad y,; a
31/12/YYYY haya sobrevivido y no haya rescatado después de ¢t
afnos segun la tabla de mortalidad Q y las tasas de rescate s;.

o N, y py(xy;) son el nimero total de asegurados de la cartera del
producto 2 (15000) y la prima a pagar (calculada en 31/12/2012) por
el asegurado de edad x,;, respectivamente.

Finalmente, para el producto 3, calculamos BEL(X,; 13; Q; s¢; YYYY) como:

BEL(X3; 74 Q; 54 YYYY)
N3 max(65—x3;,0)

DG

1P Q5 Sy * Queggre * (s YYYY))

N3 max(65—x3;,0)

_Z Z (p3(x3i)' P(Q5St)xy,) - f(rt;YYYY))
i=1 t=0

donde

o t—1p(Q;St)x3i = Hfgé(l - (Qx3i+l + St = Qxgit1 sp)) (con la
convencién de que vale 1 si t=0) es la probabilidad de que el
asegurado de edad x3; a 31/12/YYYY haya sobrevivido y no haya
rescatado después de t — 1 aflos segun la tabla de mortalidad Q y las
tasas de rescate s; .

®  (yx,+¢ s la probabilidad de que el asegurado de edad x3; a
31/12/YYYY fallezca tras t afios segtn la tabla de mortalidad Q.

o N; y p3(x3;) son el nimero total de asegurados de la cartera del
producto 3 (15000) y la prima a pagar (calculada en 31/12/2012) por
el asegurado de edad x5;, respectivamente.

Cabe senalar que las tarifas por edad x del asegurado para los tres productos
p1(x), p2(x) y p3(x) se calculan de forma que satisfacen la siguiente

relacion:

BEL(X;; 3%; PASEM; 0%; 2012) = 0 para i = 1,2,3.
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Es decir, han de cumplir que el valor actual, a fecha 31/12/2012, de
prestaciones menos primas asociadas al producto, teniendo en cuenta el tipo
de interés del 3%, sin tasa de rescate y la tabla de mortalidad PASEM, es
igual a cero.

3.2 Célculo del SCR segun férmula estandar

A continuacion analizamos las contribuciones al SCR (capital requerido de
solvencia) segun la formula estandar para los riesgos de longevidad
(SCRyong) y mortalidad (SCRpeqsn), teniendo en cuenta que la formula
estandar asigna una correlacion lineal entre las contribuciones SCRyong ¥
SCRpeqtn del -25%.

Calculamos el SCR,ng Y SCRpeqrn por productos, siguiendo los siguientes
pasos:

1. Obtencion de las provisiones técnicas sin margen de riesgo de los
tres productos. Para su calculo, asumimos que el mejor estimador
sobre la mortalidad de las carteras de asegurados de esta compaiiia
ficticia coincide con la mortalidad con la que tarifico estos
productos. Por otro lado, consideramos una estructura temporal de
tipos de interés para el descuento (obligatoria, aunque se le afiade el
volatility adjustment que podria ser opcional) y, también, una
hipotesis sobre rescate de polizas. Es decir, calculamos los
siguientes valores,

E, = BEL(Xy; ETTIg0pa + VA; PASEM; 2%; 2016)
E, = BEL(X,; ETTIg0ps + VA; PASEM; 2%; 2016)
Es = BEL(X3; ETTIg0pa + VA; PASEM; 2%; 2016)

2. Obtencion de los BEL introduciendo el estrés necesario para el
calculo del SCR de longevidad (80% de la tabla de mortalidad del
escenario central). Es decir, calculo de:

L, = BEL(X,; ETTIz0pa + VA; 80% - PASEM; 2%; 2016)
Ly = BEL(X3; ETTIg0pa + VA; 80% - PASEM; 2%; 2016)
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3. Obtencion de los BEL introduciendo el estrés necesario para el
calculo del SCR de mortalidad (115% de la tabla de mortalidad del
escenario central). Es decir, calculo de:

D, = BEL(Xy; ETTIg10pa + VA; 115% - PASEM; 2%; 2016)
D, = BEL(Xy; ETTIg10pa + VA; 115% - PASEM; 2%; 2016)
D3 = BEL(X3; ETTIg10pa + VA; 115% - PASEM; 2%; 2016)

4. Determinacion de si hay que calcular SCR;ong ¥ SCRpeqen para
cada producto, segun los criterios establecidos en los articulos 137 y
138 del Reglamento Delegado de Solvencia I1°:

a. Si Li—E; >0 entonces SCRiong(X) #0 y
SCRLong(Xi) =L, —E;

b. Si D;—E;>0 entonces SCRpeqen(X)) #0 vy
SCRpeatn(Xi) = D; — E;

coni =1,2,3.

Para el caso de los productos 2 y 3, como ambos hacen referencia al riesgo
de mortalidad, calculamos el SCR conjunto de la siguiente forma

Eyy3 = E; +E3
Sl D2+3 - E2+3 > (0 entonces SCRDeath(XZ +X3) 0 y SCRDeath(XZ +
X3) = Dy43 — Epy3.

El calculo de la contribucion para la compania ficticia, se obtiene como,

SCRLong&Death =

\/SCRfong +SCREqtn — 2 - 25% - SCRyong - SCRpeqtn

siendo SCRLong = SCRLong(Xl) Y SCRpeath = SCRpeatn(X2 + X3).

¢ Reglamento Delegado (UE) 2015/35 de la Comision, de 10 de octubre de 2014, por el que se completa
la Directiva 2009/138/CE.

37



Estructura de dependencia entre el riesgo de longevidad...

3.3 Calculo de los SCR de longevidad y mortalidad, por separado, en
base a las hipotesis subyacentes en la formula estindar

A continuacion, calculamos el SCR;,ng Y SCRpeqen segun formula estandar
por productos a partir de simulaciones basadas en las hipotesis subyacentes a
la formula estandar. Utilizando algo similar a lo hecho en UNESPA (2009)
aunque sin distinguir por tramos de edad, se establecen dos factores de
impacto aleatorios sobre las tablas de mortalidad, comunes para todas las
edades de la tabla y para ambos géneros, y que satisfacen las hipotesis
subyacentes a la formula estandar segtn lo establecido en EIOPA (2014), de
la siguiente forma:

my(z)=1—-(0%+o0-2)

15%
mp(z) =1-— (0,0001%+ 20%-0-2)

donde z se distribuye segin una normal estandar. Por otro lado, o se
determina de la siguiente manera:

C20%  _ 20%
T $(99,5%)  2,57583

o =0,07764

Con esto, lo que se consigue es lo siguiente:

m;(z) = Normal
E(m,(2)) =1
VaRysy, (my(2)) = 1 — 20% = 80%

mp(z) = Normal
E(mp(2)) = 99,9999%
VaRgg s, (mp(2)) = 99,9999% + 15% = 114,9999%.

Es decir, se consiguen reflejar las siguientes hipotesis:

Para el riesgo de longevidad:

— Las mejoras anuales se distribuyen como una normal,

— El factor de estrés (para el calculo de la contribucion a SCR) sobre la
tabla de mortalidad es del 80%,

— Se asume que la tasa media de mortalidad de la poblacioén no crece
mas de un 10% cada afo.
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Para el riesgo de mortalidad:

— La funcion de distribucion de la mortalidad esta sesgada, tiene cierta
tendencia hacia una mejora de la mortalidad (es decir, tendencia
hacia que se reduzcan las probabilidades de fallecimiento),

— El factor de estrés (para el calculo de la contribucion a SCR) sobre la
tabla de mortalidad es (muy cercano al) 115%.

Una vez definidas las variables aleatorias m; y mp, el siguiente paso para
calcular el SCR es generar S simulaciones de z;, s =1, ...,S., siendo cada
Zg una normal estandar. En esta aplicacion hemos establecido S = 4000. A
continuacion, obtenemos

Ll(ZS) = BEL(Xl, ETTIEIOPA + VA, mL(ZS) . PASEM, 2%, 2016)
Dz(zs) = BEL(XZ; ETTIEIOPA + VA; mD(ZS) . PASEM; 2%; 2016)
D3(ZS) = BEL(X3; ETTIEIOPA + VA; mD(ZS) . PASEM; 2%; 2016)

Se comprueba que, aproximadamente:

E(Ly(z5)) = E;
VaRgq 50, (L1(25)) = Ly

SCRyong(X1) = VaRgg 59,(L1(25)) — E(L1(25))

E(D,(z5)) = E,
VaRgg 50,(D2(25)) = D, R
SCRpeatn(X2) = VaRgq s0,(D2(25)) — E(D(25))

E(Ds(zs)) = E3
VaRggs50,(D3(25)) = D3 R
SCRpeatn(X3) = VaRggs50,(D3(25)) — E(D3(25))

Una vez realizadas dichas comprobaciones, calculamos el SCR conjunto de
los productos 2 y 3, y comprobamos que se cumple:

E(D;43(25)) = Epy3
VaRy59,(D243(2s)) = Daqs ~
SCRpeatn (X2 + X3) = VaRgg50,(D243(25)) — E(D243(25)),

teniendo en cuenta que D,y 3(zs) = BEL(X; + X3, ETTIg10pa +
VA; mp(zg) - PASEM; 2%; 2016).
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3.4 Calculo de la contribucion conjunta a SCR de los riesgos de
longevidad y mortalidad en funcién de distintas estructuras de
dependencia

Por tltimo, calculamos el SCRy,nggpeatn considerando las diferentes
estructuras de dependencia listadas a continuacion:

NS

Y

9.

Copula contracomonotdnica (dependencia opuesta extrema)

Copula comonotonica (dependencia directa extrema)

Dependencia lineal (directa, causal)

Copula Gaussiana (con parametro p = —25%)

Copula t-Student — Caso basico (con parametro p = —25% y 3
grados de libertad)

Coépula de supervivencia de Frank — Caso basico (6 = —0,3125)
Co-copula de Clayton — Caso basico (6 = 1,5)

Copula t-Student — Caso alternativo (con parametro p = —85% y 3
grados de libertad)
Coépula de supervivencia de Frank — Caso alternativo (6 = —15)

10. Co-copula de Clayton — Caso alternativo (6 = 12)

El procedimiento de calculo esta basado en lo expuesto en la Seccion 2.3. Se
han considerado 200 escenarios aleatorios, realizando para cada uno de ellos
los siguientes pasos’:

L.

Generar series {Vs}s=1,s de S =4000 simulaciones uniformes
(0,1) independientes, que sirvan para generar las distintas estructuras
de dependencia a analizar.

Generar series {uz,s (ul,s, vs)}s_ 1 s de S simulaciones de uniformes
(0,1), para que los pares {(ul_s, uz_s)}s_l ¢ tengan una de las
estructuras de dependencia listadas al principio de esta seccion.

Calculo de la contribucion SCRy,nggpearn @ partir de las §
simulaciones L;(zs) y D,43(2), reordenando los resultados para
que coincidan con la estructura de dependencia determinada en 2.
Para ello, basta reordenar los D,,3(zs) de manera que la serie

{zs}s=1,.s esté ordenada igual que la serie {uy¢(uys, vs)}s:1 ¢

Asi, la contribucion conjunta al SCR por los riesgos de longevidad y
mortalidad se calculara como

7 Siendo siempre u; la funcién de distribucién empirica de {L; (25)}s=1,.s-
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SCRLong&Death = Vaﬁ:9,5% [{Ll (25) + D243 (uz’s(ul’s’ vs))}s=1 S]

-F [{Ll(zs) +Dyy3 (UZ,S(ule’ US))}S:L...,S]

En los casos 1 y 2 se ha considerado un solo escenario, en lugar de los 200
escenarios considerados para el resto de estructuras de dependencia (ver
Grafico 1). Para el caso 3, que se ha denominado dependencia lineal causal,
se ha forzado la siguiente asociacion entre las pérdidas Ly y Dy, 3:

u, = B (F ' (u)a+b +¢)

siendo F, la funcion de distribucion empirica de D,,3, F;! la funcion
cuantila empirica de L, y a, b y € tales que

6
a= —25%&—2,1; =, —apy € ~ N (0,6,/T— (—25%)?).

1

4. Resultados

En la Tabla 5 se muestran los resultados cuando la contribucioén conjunta de
los riesgos de longevidad y mortalidad al SCR se calcula teniendo en cuenta
las diferentes estructuras de dependencia. Como se ha mencionado con
anterioridad, para este supuesto de aplicacion se han considerado 4.000
simulaciones. Este nimero relativamente bajo de simulaciones se debe a que
realizar todos los calculos en un libro Excel consume un tiempo
considerable.

En el caso de la copula t-Student, la copula de supervivencia Frank y la co-
copula Clayton se calcula el SCR considerando dos posibles escenarios. En
el primer escenario, denominado ‘basico’, se consideran parametros de las
copulas que generan dependencias que aproximadamente equivaldrian al
grado de dependencia recogido en la formula estandar, es decir, una
correlacion lineal del -25%. En el segundo escenario, denominado
‘alternativo’, se consideran valores para los parametros de las copulas que
reflejen un mayor grado de dependencia negativa entre riesgos que el
establecido en la formula estandar.
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En concreto, se considera una 7 de Kendall del -3.5% en el caso de la copula
de Frank y del 42,85% en la copula de Clayton para el escenario ‘basico’, y
del -76% y 85%, respectivamente, para el escenario ‘alternativo’.

Como puede apreciarse, la dependencia lineal y la copula gaussiana ajustan
muy bien al valor de SCR por medio de la formula estandar. Las diferencias
en promedio se mueven entre el +-1% del SCR como se puede apreciar en el
Grafico 2.

Como cabia esperar, la dependencia contracomonotonica es la que genera un
SCR menor, ya que su valor coincide con el limite inferior de Fréchet
(Nelsen, 2006; McNeil et al., 2015) En nuestro caso, mediante el calculo del
SCR con la cépula contracomonotdnica se considera un ahorro de capital de
casi el 10%.

Tabla 5. Célculo del SCR para la cartera de productos de vida considerando
diferentes estructuras de dependencia

Dif. Rel.
Hipotesis Vaﬁg\%% Promedio SCR vsFE

Férmula Estandar 16.279,24 0,00%
Copula
contracomonotonica 89.139,99 74.423,07 14.716,92  -9,60%
Copula comonotonica 93.012,37 74.423,07 18.589,30 14,07%
Dependencia lineal 90.711,24 74.423,62 16.287,62 0,05%
Copula gaussiana 90.752,50 74.423,63 16.328,87 0,30%
Copula t-student
(basico) 90.854,94 74.423,53 16.431,41 0,93%
Copula de
supervivencia Frank
(basico) 91.167,69 74.423,65 16.744,04 2,86%
Co-copula Clayton
(basico) 90.683,42 74.421,27 16.262,15  -0,10%
Copula t-Student
(alternativo) 89.42598 74.423,15 15.002,83  -7,84%
Copula de
supervivencia Frank
(alternativo) 89.902,74 7442283 1547991 -491%
Co-copula Clayton
(alternativo) 89.950,16 74.421,97 15.528,19 -4,61%
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Nota: Cépulas basicas se asemejan al grado de dependencia entre riesgos de
la formula estandar, es decir, un coeficiente de correlacion lineal de Pearson
aproximado del -0.25. Copulas alternativas consideran una dependencia
entre riesgos de p=-0.85 (copula t-student), 7=-0.76 (Frank copula) y 1=0.85
(Clayton copula). Las copulas t-student (basico) y (alternativo) tienen en
ambos casos 3 grados de libertad.

Grafico 2. Simulacion del SCR para las distintas estructuras de dependencia
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Por otro lado, la calibracion “basico” utilizada para la copula t-Student, la
Frank y la Clayton generan un SCR que no difiere mucho del de la Formula
Estandar: es decir, en este supuesto de aplicacion, calibrando los parametros
de las copulas de forma que la correlacion por rangos de Kendall sea similar
a la correlacion lineal del -25%, no podriamos distinguir claramente qué
estructura de dependencia estd asumiendo la formula estandar (esto seria,
hasta cierto punto, un resultado no esperado al empezar el analisis).
Sorprende principalmente para las copulas t-Student y Clayton, que, a
diferencia de la copula gaussiana y la copula de Frank, tienen dependencia
en la cola superior (Tabla 2) y no estan recogiendo un ahorro de capital
significativo.

Abhora bien, al considerar parametros alternativos para las copulas t-Student,
Frank y Clayton, que reflejan un mayor grado de dependencia negativa entre
los riesgos que el recogido por la formula estandar, si se pueden obtener
ahorros significativos de capital. En concreto, si consideramos la calibracion
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“alternativo” de forma que la correlacion lineal fuera -85% en el caso de la
copula t-Student, la correlacion por rangos de Kendall fuera del -76% en el
caso de la copula de Frank y del 85% en el caso de la copula de Clayton, se
obtuvieron valores del SCR sensiblemente inferiores a los obtenidos
mediante la formula estandar. En este caso, la copula t-Student es la que
reportaria en promedio un menor SCR (-7,84%), seguidas a cierta distancia
de la copula de supervivencia de Frank (-4,91%) y de la co-copula de
Clayton (-4,61%).

5. Conclusiones

Entender las implicaciones de las hipotesis subyacentes en la formula
estandar para el calculo del SCR en el riesgo de longevidad y mortalidad es
relevante para los gestores de riesgos en el ramo de vida. Dependiendo de la
estructura de dependencia considerada, puede tener un impacto significativo
en el valor del SCR vy, por tanto, en un ahorro o sobrecoste de capital. De
acuerdo con nuestros resultados, el valor de SCR de la formula estandar
puede ajustarse adecuadamente considerando dependencia lineal y copula
gaussiana. La calibracion utilizada para la cépula t-Student, la copula de
supervivencia de Frank y la co-copula de Clayton que aproximan la
correlacion de la formula estandar generan valores de SCR cercanos a los
obtenidos mediante la formula estandar. Seguramente, debido a que la
dependencia lineal considerada en la formula estandar es relativamente
suave.

La dependencia contracomonotonica, que intuitivamente parece la que mejor
deberia representar la dependencia entre los riesgos de longevidad y
mortalidad, genera SCRs claramente menores que los de formula estandar.
Aunque en menor medida, también se observan importantes ahorros de
capital al usar parametros alternativos para las copulas t-Student, la copula
de supervivencia de Frank y la co-copula de Clayton. En ese sentido, para el
supuesto de aplicacion realizado, lo que estariamos viendo es que la formula
estandar es conservadora en lo que se refiere a requerimientos de capital en
lo que respecta a la contribucion conjunta de los riesgos de longevidad y
mortalidad al SCR.

La bondad que tiene el enfoque del articulo es que permite “corregir” el
hecho de que se consideren variables aleatorias distintas para la mortalidad y
la longevidad en las hipotesis de formula estandar. Ahora bien, el articulo
muestra algunas limitaciones, como puede ser la simplicidad de las hipotesis
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consideradas en el célculo del mejor estimado o de los factores de impacto
en la mortalidad.

Para terminar, nos gustaria trasladar al lector la siguiente reflexion.
Opinamos que la formula estandar es, aparentemente, conservadora por el
hecho de optar por utilizar en sus calculos una medida de riesgo con un nivel
de confianza muy elevado (el 99,5%), mas que por utilizar estructuras de
dependencia que reflejen adecuadamente las relaciones entre riesgos en
aquellos casos que pueden representar un serio peligro para las entidades
(dependencias en las colas). Podemos justificar esta opinion en base al
trabajo realizado: puesto que tomando en cuenta un par de riesgos de
impacto opuesto en la solvencia de la entidad (como ya se ha mencionado
con anterioridad, longevidad y mortalidad son dos caras de la misma
moneda) observamos importantes ahorros de capital al usar estructuras de
dependencia con fuerte relacion en las colas (caso contracomonoténico, por
ejemplo), es altamente probable que, al usar estructuras de dependencia con
fuerte relacion en las colas para riesgos que impacten de modo similar en la
solvencia de la entidad (por ejemplo, cualquier par de riesgos para los que la
formula estdndar esté considerando un coeficiente de correlacion positivo),
lo que detectemos es que la formula estandar estd infra-estimando las
necesidades de capital para la contribucion conjunta de dichos riesgos. De
algin modo, y a falta de contrastar la intuicién que aflora tras la aplicacion
realizada con investigaciones futuras al respecto, una de las conclusiones que
se puede inferir del trabajo realizado es que, tal vez y desde un punto de
vistas de las estructuras de dependencia que tiene en consideracion, la
formula estandar no sea tan conservadora como pudiera pretenderse desde
las instancias europeas y se pueda estar incurriendo en cierto riesgo
sistémico dificil de cuantificar.
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