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Abstract

Riemann theorem and its applications in the complex dynamic systems are studied
in this final degree project. In this work we will prove that the complementary
of Julia set together with the complementary of Mandelbrot set are conformally
equivalent with the external of the unitary disc. Although the boundary of these
sets is highly fractal, using the function dynamics, we are going to express practically
in an explicit way the Riemann conformal map.

Resum

En aquest treball final de grau s’estudia el Teorema de Riemann i les seves apli-
cacions als sistemes dinamics complexos. Al llarg d’aquest projecte demostrarem
que els complementaris dels conjunts de Julia i del conjunt de Mandelbrot sén con-
formement equivalents a ’exterior del disc unitat. Tot i que la frontera d’aquests
conjunts és altament fractal, mitjancant la dinamica de les funcions, expressarem
de forma practicament explicita la transformacié conforme de Riemann.
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1 Introduccid

Els nombres complexos neixen de la necessitat de trobar una extensio algebraica-
ment tancada dels nombres reals, quan al segle XVI matematics com Tartaglia o
Cardano van trobar formules explicites per a resoldre equacions de segon i tercer
grau.

Per estudiar les funcions en el pla complex, als voltants del segle XIX neix 1’analisi
complexa, una branca de les matematiques que investiga principalment les funcions
holomorfes o analitiques. Aquestes funcions estan definides en un subconjunt obert
del pla complex, prenen valors en el mateix pla i séon diferenciables en cada punt
del conjunt de sortida. La condicié d’holomorfia és molt més forta que la de deri-
vabilitat real, ja que implica ser diferenciable infinites vegades. Gauss, Weierstrass,
Riemann, Cauchy, entre d’altres, sén considerats dels matematics més importants
en el camp de 'analisi complexa.

Un tipus concret de funcions holomorfes séon les transformacions conformes, que

)
preserven angles. En el transcurs d’aquest treball, les transformacions conformes
tindran un paper rellevant.

Georg Friedrich Bernhard Riemann en la seva tesis doctoral del 1851 va enunciar
el Teorema de Riemann. Aquest teorema assegura l’existencia d’una transformacié
conforme que envia una regié simplement connexa al disc unitat. No obstant, el
resultat no va ser demostrat fins a 'any 1912 per Constantin Carathéodory, utilit-
zant, superficies de Riemann. Una altre demostracio, publicada al 1922 per Fejér i
Riesz, trobava la transformacié conforme com la solucié d’un problema maximal.

El Teorema de Riemann és un resultat molt potent ja que certifica que qualse-
vol regi6é simplement connexa és conformement equivalent al disc unitat. Aquest
teorema és un resultat d’existéncia, no constructiu. Tot i que sigui possible trobar
la representacié conforme que envia regions senzilles del pla al disc unitat, en gene-
ral, donada una regié complint les hipotesi del teorema trobar aquesta aplicacié no
és un problema facil.

Per altre banda, la dinamica complexa o ’estudi de la iteracié de funcions holomor-
fes és una branca de les matematiques que neix amb els treballs d’Ernst Schroder i
Arthur Cayley a finals del segle XIX. Aquest articles tracten sobre algorismes per
trobar les arrels de funcions complexes, dels quals el més conegut és el metode de
Newton. El primer enfoc global i sistematic en el camp de la iteracié complexa,
va arribar a principis del segle XX de la ma dels matematics Gaston Julia i Pierre
Fatou.

Els principals estudis de Fatou i Julia, es van centrar en la iteracié de funcions
racionals en l'esfera de Riemann identificant-la amb C mitjancant la projecci6 es-
tereografica. El fet que les funcions racionals sén expansives a tot arreu excepte al
voltant dels punts on s’anul-la la seva derivada provoca que la dinamica sigui parci-



alment caotica. Utilitzant la teoria de families normals desenvolupada per Montel
van dividir I'esfera de Riemann en dos conjunts segons el seu comportament dels
iterats: un de caotic i ’altre d’estable. Actualment sén coneguts com el conjunt de
Julia i el conjunt de Fatou respectivament.

El conjunt de Julia va mantenir a Fatou i Julia molt intrigats, ja que en molts
cassos semblava molt particular i complicat. Fatou va aconseguir demostrar que
per alguns casos el conjunt de Julia és totalment desconnex, a més, d’altres propi-
etats que mostraven una gran complexitat geometrica i topologica. Tan Julia com
Fatou imaginaven que aquest conjunt tenia la propietat d’autosemblanca.

Posteriorment a mitjans del segle XX amb 'arribada dels primers ordinadors que
tenien la capacitat de realitzar milers d’operacions numeriques per segon, es va
aconseguir dibuixar amb molta exactitud el conjunt de Julia i amb aquest fet resol-
dre grans incognites i obrir noves preguntes sobre la seva natura.

L’ajut de la tecnologia també va fer més facil estudiar les families de sistemes
dinamics. La familia més emblematica i més estudiada és la quadratica, és a dir
{c € C: 2%+ c}. En el seu pla de parametres es troba el conjunt de Mandelbrot,
un objecte de gran complexitat, moltes de les propietats del qual continuen sent
objecte d’investigacié actualment.

La dinamica complexa utilitza moltes eines de ’analisi complexa per estudiar els
sistemes dinamics dels quals es preocupa. Es precisament 'abast d’aquesta potent
maquinaria que provoca que aquests siguin essencialment diferents que altres amb
menys regularitat.

No obstant, aquesta relacioé és de fet fructifera en les dues direccions ja que els siste-
mes dinamics complexes sén una font d’exemples "naturals”de resultats i fenomens
que només son intuits des de ’analisi i la topologia sota un enfoc practicament teoric.

El Teorema de Riemann és un dels resultats que troba en la dinamica comple-
xa multitud de cassos especifics, ja que la iteracié de funcions holomorfes permet
generar, de forma quasi-bé explicita, una gran quantitat d’exemples de transforma-
cions conformes que envien conjunts amb frontera extremadament fractals, com els
conjunts de Julia, al disc unitat. Al llarg del treball, en veurem diferents cassos.

Estructura de la Memoria

Abans d’entrar en materia comencem amb un capitol dedicat a un seguit de preli-
minars necessaris. En aquest capitol introductori definim i veiem propietats de les
funcions de Green, estudiem l’esfera de Riemann i recordem alguns resultats sobre
funcions holomorfes com el Teorema de Weirstrass, el Teorema de Rouché o el Lema
de Schwarz.



El Teorema de Riemann és enunciat i demostrat a la tercera seccid, on desenvo-
lupem la teoria necessaria de representacions conformes que ens permet fer-ho. En
aquest capitol també estudiem varies propietats de les transformacions de Mobius,
un tipus concret de representacions conformes.

En el segiient capitol analitzem com actuen dinamicament les funcions racionals.
Per fer-ho, en primer lloc observem el comportament local en un entorn dels dife-
rents tipus de punts fixos o periodics. Seguidament, expliquem la dinamica de les
funcions racionals en l'esfera de Riemann. A continuacié estudiem, en particular,
com es comporten els polinomis del pla complex. Per acabar aquest capitol analit-
zem el pla de parametres de la familia quadratica, que conté el conegut conjunt de
Mandelbrot del qual discutim diverses de les seves propietats.

Aquest treball també ha tingut una component tecnica de programacié per tal de
visualitzar el comportament de diferents sistemes dinamics complexes. Per fer-ho
hem fet diversos programes, el codi dels quals es mostra en I’annex.



2 Preliminars

Durant el transcurs d’aquest capitol veurem un seguit de resultats i definicions que
no formen part de la teoria en la que ens centrem al llarg del treball, pero sén
necessaris per obtenir alguns resultats o entendre conceptes.

2.1 Resultats d’analisi complexa

Per comencar aquesta seccié enunciarem i demostrarem varis resultats sobre les fun-
cions de variable complexa, com el Teorema de Weierstrass, el Teorema de Montel
o el Teorema de Hummitz. Aquests resultats es troben en qualsevol llibre d’analisi
complexa, com és per exemple [Con].

Teorema 2.1 (Teorema de Weierstrass). Sigui Q2 C C i H(2) l'espai de les funcions
holomorfes en  llavors:

i) H() és un subespai tancat de C(Q), és a dir, si (fn)n C H(Y) convergeix
uniformement sobre compactes a f € C(Q), llavors f € H().

it) Per a cada k > 1 laplicacid

H(Q) — H(Q)
fo— f®

és continua, és a dir, si (fu)n C C(Q) i f € C(Q) tal que f, — f en C(Q)
Havors fi) — f®) en C(02)

Demostracid. i) Siguin (f,), C H(2) i f € C() tals que f,, — f en C(£2) volem
provar que f € H(2). Sigui A C Q un triangle tancat, aleshores dA C € és un
compacte. Com que f, — f en C(2) es compleix que f,, — f en H(OA). Aplicant
el Teorema de Cauchy, ja que per a tot n, f, € H()) tenim

0= [\ fadz = [, fdz=0= [, fdz

i aplicant de nou el Teorema de Cauchy obtenim que f € H(2).

i1) Volem veure que si f, — f en H(Q) llavors per a tot k € N, B s f®) e
H(Y) < per a tot K C Q compacte FB — p®) en C(K) < Per a tot a € Q existeix
r >0 tal que D(a,r) C Qi By f® ep D(a,r).

Sigui a € 2, D(a, R) C 2 amb R = § aleshores es compleix que D(a,r) C D(a, R)
i per a qualsevol z € D(a,r) es compleix D(z,7) C D(a, R):

sigui w € D(z,7) tenim |w —a| < |w—z|+ |z —a|<r+r=2r=R

Aplicant les desigualats de Cauchy a z i D(z,r) C €2 obtenim
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Definicié 2.2. Sigui F C H(S2) és una familia normal en H(Q) < F és relativa-
ment compacte en H(SY).

Teorema 2.3 (Teorema de Montel). Sigui Q@ C C i F C H(S2) son equivalents:

1) F és una familia normal en H(2)

2) F és localment acotada en Q2 < per a tot K C Q compacte, sup{|f(z)|: f € F
iz€ K} <oo= peratot K CSQ compacte, existeiz My tal que per a tot
f € F iperatotze K escompleiz |f(z)] < M.

Per a demostrar el Teorema de Montel és necessaria la definicié de familia de
funcions equicontinues i aplicar el Teorema d’Arzela-Ascoli el qual enunciarem a
continuacié i no demostrarem. La seva demostracié es pot veure en [Con).

Definicié 2.4.

o Una familia F de funcions definides en 2 C C es diu que és equicontinua en
Q si per a tot € > 0 existeiz 6 > 0 tal que si z,w € Q complint |z — w| < o
llavors, per a qualsevol f € F es compleix |f(z) — f(w)] < e.

o Una familia F de funcions definides en €2 C C es diu que és equicontinua en
29 € Q si per a tot € > 0 existeiz 6 > 0 tal que si z € Q complint |z — 29| < 0
llavors, per a qualsevol f € F es compleix |f(z) — f(z0)] < €.

Teorema 2.5 (Teorema d’Arzela-Ascoli). Sigui K C C un compacte i F C C(K)
llavors:
F és relativament compacte en C(K), si i només si:

i) F' és equicontinua en z, per a tot z € K.
ii) Per a tot z € K, F(z) ={f(2): f € F} és relativament compacte en C.

Un cop conegut el Teorema d’Arzela-Ascoli procedim a demostrar el Teorema de
Montel.

Demostracié (Teorema Montel). i) = ii). F normal = F és relativament com-
pacte en C(f2) < F |k és relativament compacte en C(K) = F |k és compacte en
C(K) = F |k és acotat en C(K).

i1) = i). Aplicant el Teorema d’Arzela Ascoli és suficient provar:

a) Per atot z € K, F és equicontinua en z.

b) Per a tot z € K, F(z) és relativament compacte en C.



a) Siguin a € Qi R > 0 tals que D(a,R) C Q sigui ¢ = sup{|f(z)| : f € Fi
z e K} < oc.

R
2
trass, hem vist que D(z,r) C D(a, R). Apliquem les desigualtats de Cauchy:

Prenem r = z € D(a,r) 1 f € F en la demostracié del Teorema de Weiers-

S |

sup  |f(w)] <
wedD(z,r)

1F(2)] <

= =

C
sup [ f(w)] < -
weD(z,R) r

Siguin z € D(a,r) 1 f € F qualsevol, tenim:
() = F(@)] = |, £/(w)dw] < €[ —al.

I per tant, F és equicontinua en a.
b) és conseqiiencia de ii) aplicat a K = {z}. O

El segiient teorema esta demostrat en [Con]| i per fer la demostracié s’utilitza el
Teorema de Montel vist anteriorment.

Teorema 2.6 (Teorema de Montel-Caratheodory). Sigui Q@ C C un obert i siguin
a,b € C dos punts diferents del pla complex. Aleshores les families de funcions del

tipus F ={f € H(Q) : f(Q) C C\ {a,b}} sdn normals.

Teorema 2.7 (Teorema de Hummitz). Siguin Q@ C C un obert, D un obert tal que
D CQ, (fi)n CHO) i feH(Q) tals que f, — f en H(). Suposem que f no
té cap zero en 0D llavors existeix ng € N tal que per a tot n > ng, f i f, tenen el
mateix nombre de zeros comptant multiplicitat en D, és a dir:

Vn > ng Z m(f,a) = Z m(fn,a).

aeDNZ(f) a€DNZ(frn)

Per demostrar el Teorema de Hummitz, utilitzarem un resultat del curs d’analisi
complexa de tercer conegut com el Teorema de Rouché el qual no demostrarem.

Teorema 2.8 (Teorema de Rouché). Sigui f,g € H(Q2), D(a, R) C Q sense zeros
en 0D(a, R) i tals que |f(z) — g(2)| < |g(2)| per a qualsevol z € OD(a, R) llavors:

Y, mlfla= Y  miga)

a€D(a,R)NZ(f) a€D(a,R)NZ(g)

Demostracié (Teorema de Hummitz). Per hipotesi tenim que f no té zeros en
0D C €2 implica que € = ggé%|f(z)| > 0.

Per altra banda sabem que f,, — f en H(Q2) i, per tant, f,, convergeix uniformement
a f en 0D; en particular existeix un ng € N tal que per a tot n > ng i per a tot z €
0D es compleix | f,(2) = f(2)| < § < e < |f(z)|. Aplicant el Teorema de Rouché ob-
tenim el resultat. O



Corol-lari 2.9. Sigui Q C C una regid i f,, f € H(Q) onn <1 tals que f,, — f en
H(Q) i complint que per a tot n € N, f,, no té cap zero en Q. Llavors o bé f =0 o
bé f no té cap zero en €.

Demostracié. Suposem f # 0, com que f és holomorfa, tots els zeros sén aillats.
Sigui z € Q, aleshores existeix D, disc centrat en z tal que D, C Qi z(f)NOD, = ¢.
Aplicant el Teorema de Hummitz sabem que existeix n, € N tal que per atot n < n,
f i f, tenen el mateix nombre de zeros en D,. Com que f, no té zeros en D,, f tam-
poc en té cap. O

Lema 2.10 (Lema Schwarz). Sigui f € H(D) complint f(0) = 0 i |f(z)] <1

llavors:

i) PeratotzeD |f(2)] <|z|i|f(0)] <1

i1) Si existeir zg € D tal que |f(z0)| = |20] 0 b€ |f(0)| = 1 llavors ezisteiz § € R

tal que f(z) = €“z per a qualsevol z € D.
Demostracié. Com que f € H(D) i f(0) = 0 sabem que existeix g € H(D)
complint f(z) = zg(z) per a tot z € D. Es compleix

Y vaeDd)\ {0}
g(z)—{ f1(0) siz=0.

Per tant, i) es dedueix de provar que per a tot z € D |g(z)] < 1. Aplicant el

principi del modul maxim:
. . : |f(2)]
sup|g(z)| = lim sup|g(z)| = lim sup|g(z)| = lim sup
suplg(2)| = lim suply()] = lim sulg(2)| = limg st 1

desigualtat 'obtenim de que |f(2)| < 1.

< lim - = 1 I'altima
r—17r

i1) Si existeix zp € D tal que |g(z0)| = 1, com que hem vist que per a tot z € D
lg(2)| < |g(20)|. Aplicant el principi del modul maxim obtenim g = ct, implica que
existeix 6 € R tal que g(z) = € per a tot 2 € D d’on obtenim f(z) = ¢z per a tot
z € D. U

2.2 L’esfera de Riemann

Moltes de les funcions que utilitzarem en el treball tindran com a conjunt de sortida
o d’arribada la unié del pla complex amb el punt infinit, conegut com esfera de
Riemann. Es aquest el motiu pel qual necessitem definir una topologia sobre ella.

Definicié 2.11. Definim l’esfera de Riemann com C,, = C U {oco}

Es pot definir una topologia a C,, que indueix sobre C la topologia habitual.
Aquesta topologia es defineix fixant una base d’entorns de v/, € Cq:

e Sia € C una base d’entorns de a és {D(a,r)},~0

e si a = +0o una base d’entorns de a és {Co \ {D(0,7)}},50

En [Con] es pot veure que C,, amb aquesta topologia és homeomorfa.

7



2.3 Funcions de Green

En aquest apartat introduirem les funcions de Green i discutirem la seva existencia.
Tota la informacié sobre les funcions de Green s’ha extret de [Con|. Abans de definir
les funcions de Green, recordem la definicié de funcié harmonica.

Definicié 2.12. Sigui Q2 C C un conjunt obert, aleshores una funcio f : 2 — R és
harmonica si les segones derivades parcials de f son continues i compleizen [’equacio
de Laplace:

92 3?
G+ 5k =0

Definicié 2.13. Sigui 2 una regio del pla i a € 2. Una funcio de Green en 2 amb
una singularitat en el punt a és una funcid f, : Q\ {a} — R complint:

i) fa €s una funcio harmonica en Q\ {a}.
i1) F(z) = fu(2) + log|z — a| és harmonica en un entorn de a.

i11) lim f,(2) = 0 per a tot w € 0.
Z—w

A continuacié demostrarem varies propietats de les funcions de Green.
Proposicié 2.14. Donada una regio €2 i un punt a € §2, si existeix f, €s unica.

Demostracié. Suposem que g, és una altre funcié que compleix les propietats de les

funcions de Green. Per la propietat i) podem assegurar que g, — f, és harmonica en

Q\{a}. Aplicant 7ii) obtenim lim [g,(z) — f,(2)] = 0 per a cada z € 9. Pel principi
zZ—w

del modul maxim podem afirmar que g, = f,. 0

Proposicié 2.15. Donat Q C C i un punt a € §Q, aleshores la funcié de Green f,
€s positiva.

Demostracié. f, és una funcié harmonica en Q \ {a}, lim f,(2) = +o00 i f,(2) +
z—a

log|z —a| és harmonica en z = a. Aplicant el principi del modul maxim obtenim que
fa(2) > 0 per a qualsevol z € Q\{a}. O

Proposicié 2.16. C no té cap funcio de Green amb una singularitat en el zero, i
de fet, en cap altre punt.

Demostracié. Suposem que fy és una funcié de Green amb una singularitat en
el zero. Definim f = —fy, per la proposicié anterior, f, sera positiva i per tant
f(z) < 0 per a tot z. A continuacié veurem que f és una funcié constant, fet
que resulta una contradiccié. Prenem z1, 2, € C\ {0} dos punts diferents. Donat
€ > 0 existeix 6 > 0 tal que |f(2) — f(21)| < €si |z — 21| < 6. Aix0 implica que
f(z) < f(z1) +€5si |z — 2| < 6. Sigui r > |21 — 29| > J llavors:

hel2) = gy log 52



és una funcié harmonica en C\ {21} que compleix f(z) < h,.(z) per a tot z de la
frontera de l'anell A ={z:0 < |z — z| < r}:

o Cas |z — z| = ¢:

f(2) < flz) + e = LB Jog =il = B0 22mil — ()

log ‘Z;Zﬂ r log r
o Cas |z —z| =

tenim que f(z) <0 = h,(2) si z compleix |z — 21| = r, aleshores
lz=z] _

log logZ =logl=0

Pel principi del modul maxim, f(z) < h.(z) per a tot z € A. En particular,
hy(22) > f(22). Fent el pas al limit quan » — oo obtenim:

f(z2) < lim hy(22) = f(z1) + €

Com que € és arbitrari, obtenim que f(z9) < f(21). Com que z, 2o s6n arbitraris
implica per tant que f(z1) = f(22) i per tant f ha de ser una funcié constant. [

Despres de provar aquesta tultima propietat una pregunta que ens fem és quan
existeix la funcié de Green. Per obtenir una resposta a aquesta pregunta, primer
hem de definir les regions de Dirichlet.

Definicié 2.17. Una regid 2 C C s’anomena regid de Dirichlet si per a cada
funcio continua f : 0 — R, existeix una funcio continua u : 2 — R tal que u és
harmonica en Q i es compleix que u(z) = f(z) per a tot z € 0N).

Teorema 2.18. 5i €2 és una regio de Dirichlet acotada, aleshores per a qualsevol
punt a € Q) existeir una funcio de Green en  amb una singularitat en a.

Demostracié. Definim g : 9Q — R per g(z) = log |z — al, sigui u : © — R I'tinica
funcié continua i harmonica en Q tal que u(z) = g(z) per a tot z € 9. Llavors
fa(2) = u(z) — log |z — a| compleix les propietats de les funcions de Green:

i) es pot demostrar que f, és harmonica en Q \ {a}.

it) F(z) = fa(z) +log|z —a|l = u(z) és harmonica en 2 i en particular en un
entorn de a.

i11) li_I}l fa(z) = lim (u(z) — log |z — a]) = lim (u(z) — g(z)) = 0 per a tot z € 99Q.

Z—w zZ—w

g

El segiient resultat esta demostrat en [Con] i ens afirma que les funcions de Green
son conformement invariants.

Teorema 2.19. Sigui Q1 @ )y dues regions del pla tals que existeix @ : 2y —
una transformacio conforme (holomorfa i bijectiva, veure capitol 3). Sigui a €
ia=(a). Sig, ihy son funcions de Green per 1 i Qq amb singularitats a i o
respectivament, llavors:



3 Representacié conforme

Aquest capitol té un objectiu clar: enunciar i demostrar el Teorema de Riemann.
Per fer-ho necessitarem treballar el concepte de representacié conforme. Com en
el capitol anterior, la informacié sobre representacions conformes es pot trobar en
varis llibres d’analisi complexa, [Con] és un d’ells.

Definicié 3.1. Siguin Qq, Qs oberts de C. Una transformacio o representacio con-
forme entre )y i Qo €s una aplicacio ¢ : 2y — Qo holomorfa i bijectiva.

Es compleix que la composicié de transformacions conformes és una transforma-
cié conforme.

La propietat geometrica, que defineix les representacions conformes és el fet que
preserva angles. Aquesta i altres caracteristiques estan contingudes en la segiient
proposicié que podem veure en [Con].

Proposicié 3.2. Sigui ¢ una representacio conforme d’un obert 2 C C; llavors

e ¢ no té cap zero en ). En particular o conserva angles en Q.

o 1 p(Q) = Q és holomorfa i (p71) (p(2)) = @%(z) per a cada z € ). En

particular, o' és una representacié conforme de p(Q).

3.1 Transformacions de Mobius

Seguidament, definirem i veurem varies propietats de les transformacions de Mobius.
Un tipus de funcions racionals que ens seran utils per aconseguir demostrar el
Teorema de Riemann.

Definicié 3.3. Una transformacio de Mobius és una funcié racional de la forma

o(z) = gjis on a,b,c,d € C complint que ad — bc # 0.

A continuacié enunciarem varies propietats de les transformacions de Mobius
que no demostrarem.

e La composicié de dues transformacions de Mo6bius és una transformacié de
Mobius.

dz—b
—cz+a’

e La inversa de ¢ és p~!(z) =
e p:C\ p!(c0) = C\ ¢(c0) és una transformacié conforme.

Definicié 3.4. Definim les transformacions de Mobius elementals.

e Translacié z — z+a on a € C.

e Semblanca z — az on a € C\ {0}.
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o [nversio z — 1/z.

Proposicié 3.5. Tota transformacio de Mobius és composicio de transformacions
de Mobius elementals.

.~ s . _ az b
Demostracié. Considerem ¢(z) = ¢35 on ad — be # 0
e cas 1: ¢ =0,a # 0,b # 0 llavors ¢(z) = %z + % considerem ¢;(z) = %z i
¢2(z) = z+2 transformacions de Mdbius elementals. Tenim ¢(2) = ¢10¢s(2)
com voliem.

e cas 2: ¢ # 0 observem que az +b = %(cz + d) + b — %L, Per tant, ¢(z) =

bc—ad

< Considerem:
z+3

w—ﬂ_‘_ﬂ
cz+d

cz—d ~ ¢

:%4_

c

e1(2) =242, @o(2) =1, p3(2) =252 i pu(2) =2 + 2

es compleix que @1, 2, Y3, Y4 sON transformacions elementals de Mobius com-
plint p = 40 P30 P30 ;.
O
Corol-lari 3.6. La imatge per una transformacio de Mobius d’un cercle o d’una
recta ampliada és un cercle o una recta ampliada.
Per a provar aquest corol-lari necessitem un lema tecnic el qual no farem la seva
demostracio.

Lema 3.7. L’equacid general d’un cercle o una recta a C és AzZ+Bz+Bz+C =0
on A,C € R 1 B € C complint |B|* > AC. Si A =0 és l'equacid d’una recta, si
A #£0 és lequacio d’un cercle.

Demostracié (Corol-lari 3.6). Aplicant la proposicié 3.5 només ens cal veure que
les transformacions elementals compleixen aquesta propietat.

e Per transformacions i semblances resulta immediat veure que la imatge d'un
cercle o d'una recta ampliada és un cercle o una recta ampliada.

e Per a provar la inversio, utilitzarem el lema 3.7:
Sigui C un cercle o una recta invariant de C,,. L’equacié dels punts finits de
C ve donada per l'equacié A2Z+ Bz+Bz+C =0on A,C e Ri B e C
complint [B]* > AC. Sigui z € C\ {0} i w =1 = ¢(z) (¢ és la inversa).

AzZ4+Bz+Bz+C =0 A4 BL+BL+(C =0 & A+Buw+Bu+Cuww =0

Sigui C\ {oco} = {2 € C\0: AzZ+ Bz+Bz+C =0} llavors o(C\ {0,00}) = {w €
C\ {0} : A+ Bw + Bw + Cww = 0}.

Si C és un cercle o recta ampliada que passa per l'origen, llavors ¢ = 0 = o(C) =
{w e C: A+ Bw+ Bw = 0} que pel lema 3.7 és una recta ampliada.

Si C no passa per l'origen tenim que 0 ¢ Ci ¢(C) = {w € C : Bw+ Bw+Cuww = 0}
que pel lema 3.7 és un cercle o una recta ampliada. O
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Proposicié 3.8. Cada transformacio de Mobius diferent de la identitat té com a
molt dos punts fizos.

Demostracié. Sigui p(z) = % una transformacié de Mébius diferent de la iden-

cz+d
titat.

e Cas 1: Sic =0 tenim ¢(z) = % + 2 i co és un punt fix de .
D’altra banda, els punts fixos de ¢ finits sén les solucions finites de p(z) = z:

rtt=z8(a—d)z+b=0

ale

com a molt té una solucio ja que ¢ és diferent de la identitat.

_a

e Cas 2: si ¢ # 0 llavors oo no és un punt fix de ¢ ja que p(c0) = ¢ € C. Els
punts fixos de ¢ compleixen:

az+b=(cz+d)ze 2+ (d—a)z—b=0

és una equacio de segon grau i com a molt té dues solucions. Com que 0o no
és un punt fix de ¢ aleshores la transformacié de Mdébius té com a molt dos
punts fixos en C,.

g

Corol-lari 3.9. Siguin ¢,V dues transformacions de Mobius que coincideizen en
tres punts diferents de Co, aleshores es compleix que ¢ = .

Demostracid. Si p(z;) = VU(z;) = w; per i = 1,2,3. On zy, 29, 23 1 w1, we, w3 sén
tres punts diferents de C,, respectivament. La transformacié de Mobius ¢ o W1,
compleix po W (w;) = w; per a qualsevol i = 1,2, 3 i com que wy, ws, w3 sén punts
diferents de C, per a la proposicié 3.8 tenim que o W= = Id i, per tant, o = ¥. [J

Definicié 3.10. Si zq, 29, 23, 24 € Co complint que zs, 23, z4 son punts diferents de
Cw. Definim la rad doble d’aquests quatre punts com:

. R1TRZ3 . 22723 __ Z1T”Z3 22”24
( 1, <2, <3, ~4 21—z Zo—24 21—24 22—23 S 0

Tenim que (21, 29, 23, 24) és la imatge de z; a una transformacié de Mébius donada
per:

Z—23 29—24 :
B Sl 23,24 € C.
z—2z3

Sl 29 = 00.
Pro,23,24 (Z) = s :
e 2= Sl 23 = 0.
z2—2z4
£z Sl z4 = 00.
z9—23

Teorema 3.11. 57 21, 29,23 € C, diferents 1 wy,wy, w3 € Cy diferents, llavors
existeix una unica transformacio de Mobius ¢ tal que p(z;) = w; per a i =1,2,3.
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Demostracio. La unicitat I’hem vist en el corol-lari 3.9. L’existencia ens ve donada
Per U = (Quy wpos) - © ©ay.20.25 quE és una transformacié de Mobius que compleix
U(z) =w; perai=1,2,3. d

Corol-lari 3.12. Siguin Ci,Cy dos cercles o rectes ampliades, llavors existeir una
unica transformacio de Mdbius ¢ tal que o(Cy) = Cs.

Demostracié. Siguin zi, zo, 23 punts diferents de C; i wy, ws, ws punts diferents
de Cy. Pel teorema anterior sabem que existeix una transformaciéo de Mobius que
compleix p(z;) = w; per a ¢ = 1,2,3. Aplicant el corol-lari 3.6 sabem que ¢(C;) és
un cercle o una recta ampliada que passa per wy, ws, w3 € Cy. Per tant ¢(Cy) = Cy.00

Teorema 3.13. Tota transformacio de Mdbius ¢ conserva la ra¢ doble, és a dir, si
21, 22, 23 € Coo llavors (z, 21, 22, 23) = (@(2), (21), p(22), ©(z3)) per a tot z € Cy.

La demostraci6é d’aquest teorema es pot veure en [Con].

3.2 Automorfismes conformes

Una altra eina necessaria per demostrar el teorema de Riemann sén els automorfis-
mes conformes.

Definicié 3.14. Sigui Q) una regio del pla complex, un automorfisme conforme de
Q és una transformacio conforme de § en si mateix. El conjunt d’automorfismes
conformes de Q0 s’anomena Aut(2).

Proposicié 3.15. Aut(C) = {p : p polinomi de grau 1} = {p(z) = az + b,a,b €
C,a # 0}.

Demostracié. D) Es compleix que p(z) = az + b € Aut(C) ja que p(z) és compo-
sicio d'una semblanca i una translacié.
C) Sigui f : C — C biholomorfa = f(z) = Z a,z" amb convergencia uniforme

n=1
)

An
i absoluta en compactes de C. Definim per a z € C* la funcié g(z) = f(2) = —

A
n=0
Hi ha convergencia uniforme i absoluta sobre anells r < |z| < R. Com que 0 és una
[e.o]

Qpn
singularitat aillada de g; g(z) = Z — és el desenvolupament de Laurent de g.
ZTL
n=0
Tenim f € Aut(C) = g és una transformacié conforme de C* en C \ {f(0)}.
Anem a veure que 0 no és una singularitat essencial.

g és conforme de C* en C \ {f(0)} sigui D'(0,1) := D(0,1) \ {0} es compleix
D'(0,1)NnC\ D(0,1) =¢ = g(D'(0,1)) ng(C\ D(0,1)) = ¢ tenim que C\ D(0,1)
és un obert de C i, per tant, g(C\ D(0,1)) també. Aleshores podem afirmar que
g(D’(0,1)) no és densa a C. Aplicant el Teorema de Cassaroti-Weierstrass, assegu-
rem que 0 no és una singularitat essencial.
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Per tant {n : a, # 0} és finit, és a dir, f és un polinomi. Suposem que grf > 1
llavors f’ seria un polinomi no constant. Pel Teorema fonamental de I'algebra, f’
tindria algun zero; aixo és una contradiccio.

En conseqiiencia f és un polinomi complint grf < 1 pero grf # 0 ja que sin6 f
seria constant. Aixo fa que f sigui un polinomi de grau 1. U
Corol-lari 3.16. Sigui f € Aut(D) complint f(0) = 0 aleshores existeiz § € R tal
que f(z) = e“z per a tot z € D.

Demostracié. Aplicant el lema de Schwarza f: D — Di f~!: D — Damb f(0) =

0 = f71(0) obtenim |f'(0)] < 11 |(f~")(0)] = |5l < 1. Per tant, [f(0)] = 1.

Aplicant ii) del lema de Schwarz obtenim que existeix # € R tal que f(z) = ez per
atot z € D. U

Proposicié 3.17. Les segiients afirmacions son equivalents.
a) f € Aut(D).
b) f és transformacid conforme de Mébius complit f(D) = D.
c) B eRiacD tals que f = e, on p,(z) = L=

l—az"

La demostracié d’aquesta proposicié es pot trobar en [Con)].

3.3 Teorema de Riemann

En aquesta seccio i utilitzant varies de les propietats anteriors de les representacions
conformes, podem enunciar i demostrar el teorema principal d’aquest capitol. El
Teorema de Riemann:

Teorema 3.18 (Teorema de Riemann). Sigui Q@ C C una regio simplement conneza
del pla i zg € Q, llavors existeir una unica transformacio conforme o : @ — D tal
que p(z0) =0 1 ¢'(z) > 0.

Demostracié. Per provar la unicitat suposem que existeixen 1,99 : @ — D
transformacions conformes tals que p;(z9) = 01 ¢}(29) > 0 per a i = 1,2. Definim
© = py0p;t € Aut(D). Tenim ¢(0) = (p2 0 v;1)(0) = v2(2) = 0 Aplicant el
corol-lari 3.17 sabem que existeix § € R i ¢(z) = €z per a tot 2 € D. Tenim doncs

e = ¢ (0) = Py (1 (0)(P1)(0) = Ph(z0) iy > 0= P =1 = p=Td =
©1 = P2.

Per a veure l'existencia cal provar que existeix una transformacié conforme
¢ : Q — D complint ®(z)) = 0. Doncs llavors tindrem que ®'(z5) # 0 i, per
tant, existeix § € R, r > 0 amb &'(2y) = re?. Definint una representacié conforme
o = e D QO — D tal que p(z) = 01 ¢(20) = e Pre? = r > 0 obtenim la
transformacié conforme buscada.

La demostracio es basa en provar les quatre afirmacions segiients:
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1. La transformacio conforme de €2 en D, que envia 2y a 0, sén les funcions f € F
que maximitzen | f'(z)| on F = {f € H(Q), f(z0), f injectiva, f(Q) C D}. Es
a dir, provarem que ¢ : {2 — D és una transformacié conforme amb ¢(zg) = 0
si 1 només si per a tot f € F |f'(20)] < |¢'(20)]-

2. F # ¢.
3. F=Fu{o}.

4. Finalitzacié de la determinacié del teorema.
1. Per veure-ho hem de provar:

a) ¢ : Q@ — D transformacié conforme tal que ¢(zy) = 0 implica que ¢ és
una solucié del problema extremal, és a dir, ¢ € F i per a tota f € F

|[F'(z0)] < [#'(20)]-

b) Reciprocament si f € F és soluci6 del problema extremal implica que f :
2 — D transformaci6 conforme de €2 en D tal que f(z) = 0.

a) Es conseqiiencia del lema de Schwarz. Suposem que @ : 0 — D transformacié
conforme complint ¢(z9) = 01 f € F. Definim h = fop~!: D — D holomorfa
i complint h(0) = f(p~(0)) = f(20) = 0, aplicant el lema de Schwarz tenim que
L2 [H(0)] = [£(¢7 (0)II(¢™")(0)] = 52y d'on obtenim que [ f/(z0)] < |¢/(=0)]-

¢’ (20)]

b) Reciprocament si f € F és una soluci6 del problema extremal, hem de veure
que f(2) = D. Suposem que f(Q2) € D i veiem que existeix g € F complint
|f'(20)] < |9'(20)]. Fixat a € D\f(Q2) considerem ¢,(z) = == € Aut(D) amb
wa(a) =0. Com que a & f(Q) = p, o f no té zeros. Al ser {2 simplement connex,
existeix h € H(S2) satisfent:

o h2 =y, o0 f.
e com que f és injectiva, h també.

e o, 0f: QN —=D=n(Q) CcD= h() cCD.

Definim b = h(zg) € D i volem provar que g = ¢ o h és una funcié de F tal que

| (20)| < 1g'(=0)].
Observem que donat g € H(S2) injectiva, g(2) C D i g(z0) = wu((20)) = @u(b) = 0.
Comprovem ara que |f'(z0)| < |¢'(20)|- En efecte, com que (p;)~' = ¢ implica
h = pp 0 g i per tant tenim:

f=0aoh?=pa0(p0g)’ =paop0g=FogonF :=p,0p;
F compleix: F' € H(D), F(0) = F(g(z0)) = f(20) = 0.

Per veure b) hem de veure que F' no és una rotacié. Per absurd, suposem que
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ho és, F(2) = €2 = ¢, 0 0(2) = €92 = ©2(2) = @.(e?2) que és una contra-

dicci6.  Aplicant el Lema de Schwarz obtenim |F’(0)| < 1 i per tant |f'(z0)] =
[F"(9(z0)ll9'(z0)] = [F"(0)]lg (20)] < 19" (20)]-

2. Volem veure que F # ¢. Com que Q # C existeix a € C\(, definim
h(z) = z —a, h € H(2). La funcié h no té zeros en €2, com que € és una re-
gié simplement connexa implica que existeix g € H () que és una determinacié de
I'arrel quadrada de la funcié h, és a dir, g no té zeros en Q i compleix ¢g? = h.

Com que la funcié h és injectiva, g si z,w € Qi g(z) = £g(w) llavors es com-
pleix que z = w ja que h(z) = ¢*(2) = ¢*(w) = h(w).

Per una banda podem afirmar que g és una funcié injectiva. Per altre banda si
w € Q llavors —g(w) & g(£2) doncs si existeix z € 2 complint —g(w) = g(z) llavors
z = wiper tant g(w) = —g(w) fet que implica que g(w) = 0 que és una contradiccié
ja que g no té zeros en §2.

Com que h no és constant, g tampoc i ¢g(€2) és un conjunt obert, és a dir, exis-
teix 7 > 0 tal que r < |g(20)| 1 D(g9(20),7) C ¢(£2). Comprovem que g(f2) C
C\{=D(g(2), )} on =D(g(20),7) = {—wi: w € D(g(2),r)} = D(=9(20),7)-
Raonant per absurd, suposem ¢(Q2) ¢ —D(g(20),7). Per tant tenim que exis-
teix £ € ¢(Q) N D(—g(z),r) implica que existeix z € Q tal que £ = g(2) i
¢ € D(—g(20),r) d’on obtenim —¢g(2) = —& € —D(g(20),7) que és una contra-
diccié. Per tant g(©2) € C\ {—D(g(z0),7)}.

Definim 1 (z) = z+;(zo) transformacié de Mobius que transforma C \ {W}
en D(0,1)\ {0} i envia g(2) a a = 29(20)'

Finalment definim f = ¢, o ¥ o ¢ que és una funcié injectiva i holomorfa en 2
i complint f(z9) = 01 per tant f € F.

3. Aplicant el Teorema de Montel tenim que si f € F f(€2) C D es compleix que

supsup|f(z)| < 1, aleshores F és normal i per tant F és relativament compacte en
fEF zeQ

H () d’on obtenim que F és compacte. Volem veure que F = F U {0}:

C) Sigui f € F = existeix (f,), C F tal que f, — f en H(2) Aplicant el co-
rol-lari 2.8 tenim que f és constant i f,(z9) = 0 per a tot n i per tant f =0
o bé f és injectiva.

Si f és injectiva tenim que f no és constant i per tant f(Q2) C D és un
obert, de fet, f(2) C D, f és injectiva i f(zy) = 0. Per tant f € F.

S

Obviament F C F, volem veure doncs que 0 € F aplicant el punt 2 podem
suposar que F # ¢ i per tant existeix f € F. Definim f,, = %f € F, com que
tenim f,, — 0 en H(92) podem afirmar que 0 € F
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4. Pel Teorema de Weierstrass tenim que fixat zo € Qi la funcié f € F aleshores
|f'(20)| és continua.

Si f, = fen H(Q), fo, f € F implica que f' — f' en H(Q). Per tant |f’(z)| —
| f'(z0)]-

Tenim que existeix ® € F complint que |®(29)| = max|f'(z0)| = sup|f'(z)| Per
fer feF

tant ® no és constant (i tampoc nula), com que F = F U {0} tenim que ® € F
i aplicant 1. obtenim que ® : 2 — D és una transformacié conforme tal que ®(zy) =

0. 0J
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4 Iteracid al pla complex

4.1 Introduccid

L’objectiu d’aquest capitol és estudiar el comportament dels diferents punts del pla
complex despres d’iterar una funcié racional f : C,, — C,,. Denotem les iterades
de f com: f!' = fi f* = f"'o f. Donada una condicié inicial 2y € C la seva
orbita és

O(z0) ={z0,21 = f(20)y--+,2n = f(zn_1) = ["(20),... }.

Per entendre els sistemes dinamics generats per les iterades de f és necessari en-
tendre el comportament de les orbites en termes de les condicions inicials. En
conceptes d’iteracié zg € C., és un punt fix de f si es compleix que f(z9) = 2o, de
forma analoga, zy és un punt periodic de f si existeix n € N complint f"(z9) = 2o.
Anomenem periode a la minima n per a la qual es compleix la condicié anterior, en
aquest cas, definim el cicle de zp com a l'orbita {21, 22, ..., 2, = 20}-

Un conjunt de punts especials de la funcié f son els punts critics, és a dir, els
punts ¢ € C, tals que f'(¢) =0, ja que en ells la funcié no es localment conforme.
Aquests tindran un paper rellevant en 'estudi de la dinamica de la funcié f. Donat
un punt critic ¢ de f definim v € C on v = f(c) com el valor critic.

4.2 Teoria local

En dinamica complexa, un paper molt important el tenen els punts fixos. En la
secci6 actual estudiem els diferents tipus de punts fixos i el seu comportament local.
En el transcurs d’aquest capitol, notem per a f a una funcié racional qualsevol de
grau d > 2. Per estudiar la dinamica local la informaci6 ha estat extreta principal-
ment de [CG] i completada amb [Bea, Ste].

Per comencar, classifiquem els diferents tipus de punts fixos:

Definicié 4.1. Sigui zp € C un punt fix d’una funcio analitica f. Aleshores direm
que zy €s

o Atractor si |f'(z)] < 1.

o Superatractor si |f'(z)| = 0.

o Repulsor si | f'(zo)] > 1.

e Parabolic o racionalment neutral si |f'(z0)] = 1 i f'(20) és una arrel de la
unitat.

Irracionalment neutral si |f'(z0)] = 1 i f'(20) no és una arrel de la unitat.
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Definicié 4.2. El nombre X\ = f'(29) s’anomena multiplicador de f a zp.

Definicié 4.3. Sigui zp € C un punt fix atractor definim la seva conca d’atraccio
A(zy), com el conjunt obert de tots els punts del pla complex tal que la seva orbita
tendeix a zo. Es a dir A(z)) ={z € C: lim f"(z) = 2z} .

n—oo

La conca d’atraccié no necessariament ha de ser un conjunt connex. Anomenem
conca d’atraccié immediata i ho notem per A*(zj) a la component connexa de A(zp)
que conté a zj.

Definicié 4.4. Sigui f : U — U una funcio analitica, direm que f és conjugada a
g:V =V un altre funcié analitica. Si existeiz ¢ - U — V tal que g = po fop 1.
Equivalentment o(f(2)) = g(¢(2)), que és conequda com l'equacié de Schrider.

La definici6 anterior implica que les iterades f™ i ¢" també sén conjugades:
g" = o fhop ! Notem, doncs, que ¢ envia punts fixos de f a punts fixos de g,
conques d’atraccio a conques d’atraccié i els multiplicadors coincideixen.

El nostre objectiu és estudiar, en els diferents casos de punts fixos d’una determi-
nada funcio, si podem conjugar aquesta funcié per una de més senzilla, en concret,
per una funcié lineal.

Punts fixos atractors

Teorema 4.5. Sigui zog un punt fix atractor de f, amb multiplicador \ tal que

0 < |A| < 1. Llavors ezisteiz una transformacio conforme & = ¢(z) d’un entorn de
2o sobre un entorn de 0, que conjuga f(z) amb la funcid lineal g(§) = X,. La funcid
conjugada €és unica llevat del producte per un factor escalar diferent de zero.

Demostracié. Podem suposar zg = 0, ja que si zy # 0 fent el canvi de variables
w = z — 2y obtenim wy = 2y — 29 = 0.
Definim la successié de funcions ¢, (2) = A™" f"(z). Veiem que se satisfa

¥n © = )\—nfn—i—l = Apn41.
Si existeix ¢ tal que @, — ¢ llavors po f = Ap. Aleshores, tindrem (po fop_1)(§) =

A€ 1 ¢ sera una conjugacio.
Per a veure la convergencia, veiem que per un 0 > 0 prou petit, es compleix:

f(2) = Az < Clal, 2] < 0.
Ja que f(z) = Az + @22 + -+ i per tant |f(2) — A\z| = |@22 + -] < )22
Aplicant la desigualtat triangular, obtenim: |f(2)] < [A+C|z|* = (A +C|z])|z| <
(|| + C90)|z|. Per induccié, volem veure que per |A| + Cd < 1 es compleix:

/()] < (Al + Co)"[2], 2| <0
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Estudiem primer el cas n=2.
12 = fFFDI< (A + COf(2)] < (JAl+ CO) (Al + C)|z] = (|A] + C6)?|2|

on utilitzem la desigualtat trobada anteriorment per |f(z)].
Suposem doncs, que es compleix |f™(z)| < (]| + Cd)"|z|, per a |z| < 6 i velem que
per an + 1.

[P @ =1 FED] < (A + OO f(2)] < (Al + CO(|A] + CO)[2] =
(IAl+ o)™z,

Com voliem.
A continuacié prenem & > 0 petit tal que p = (|A| + C6)?/|A| < 1 i obtenim:

_ | [MUEDNNE) < CUTEE o Ol 2] < 4.

’(anrl(Z) o ¢n<2)| AnTI NG I

Per tant, ¢, (z) convergeix uniformement per a |z| < § i la conjugacié ¢ existeix.

Un cop vista l'existencia, procedim a provar la unicitat.

Suposem que existeixen ¢, ¢ dues conjugacions de f. Per tant ¢ o ¢! és una
conjugacio i aixi doncs:
$opTI(A2) = Apo ()
Desenvolupant la igualtat anterior per a series de potencies obtenim:
Doisi (@A) =AY (') Sz + N2+ = Mez + o2 + ).

Igualant aquesta igualtat terme a terme obtenim:
Cl)\ = )\Cl v
CoA? = Aep & ¢ = 0 A A2 = ) pero per hipotesi tenim que 0 < |A\| < 1 = ¢ = 0.

A" = Aep & ¢, =0 A A" = X\ perd per hipotesi tenim que 0 < [A\| < 1= ¢, = 0.
Acabem de provar

popt(N\2) =2

d’on obtenim: ¢(u) = c1p(u). O

La conjugacié definida anteriorment és normalitzada i compleix ¢'(z) = 1.
L’equacié de Schroder que satisfa la funcié de conjugacié ¢ es converteix en

p(f(2)) = Ap(2).

Aquesta equacié ens permet estendre ¢ analiticament a tota la conca d’atraccid
A(zp) a partir de la férmula

p(z) = o(f"(2)) /A"

on n és suficientment gran i f"(z) pertany a un entorn de z.
L’aplicacio ¢ sera bijectiva fins a trobar un punt critic.
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Punts fixos repulsors

L’existencia d'una funcié de conjugacié per a punts fixos repulsors és immediata a
partir del cas atractor. Suposant

f(z) =20+ A(z—2)+--- on |A] > 1.
Llavors
U 2) =20+ (z—20)/A+---

té 29 com a punt fix atractor. Per tant, qualsevol conjugacié de f~1(z) amb &/
també conjuga f(z) amb EA.

Punts fixos superatractos

Teorema 4.6 (Teorema de Boettcher). Sigui zq un punt fiz superatractor de f.
f(z)=2+ay(z—20)P+---, a, #0,p>2.

Aleshores existeix una transformacié conforme § = ¢(z) d’un entorn de zy a un
entorn de 0, que conjuga f(z) amb £P. Aquesta conjugacié és unica llevat de la
multiplicacidé per una arrel (p — 1)-ésima de la unitat.

Demostracié. Podem suposar zg = 0, ja que si 2y # 0 fent el canvi de variables
w = z—zg obtenim wy = zp—2zp = 0. Com que 2y és un punt fix superatractor, per |z|
petit existeix C' > 1 tal que |f(2)| < C|z|P ja que f(2) = apzP +--- = |f(2)| < C2P.

Volem provar mitjangant induccié que |f(z)] < (Cz])?", |z| < 6.

Estudiem primer el cas n = 2.
f2(2)] = [f(f(2)] < ClfR)IP < CICI2PI" = ClCP[fr?| = CPHHz]P < (Clz))P
Jaque C >1ip>2=Crtl <CP,

Podem suposar que es compleix |f"(z)| < (C|z])P" i volem veure que en el cas
n + 1 també. Considerem |f"*(2)] = [(f™ o f)(2)| = |f*(f(2))].

Aplicant la hipotesi d’induccié obtenim |f"(f(z))| < (C|f(z))P" < C’pn|C’|z|p|pn =
C" |2|p?" = O™ < (Cz])P"" com voliem.

Hem vist dones |f™(2)] < (C|z|)P", |z| < 6. Per tant, tenim que f"(z) — 0 super-
exponencialment.

Podem suposar a, = 1, ja que en cas contrari podem fer el canvi de variables
w = cz on ! = 1/a,. Aleshores podem conjugar f a una funcié de la forma
f(w) = wP + ---. El nostre objectiu és trobar una transformacié conforme ¢(z) =
z+ - tal que p(f(2)) = @(2)?. Es equivalent a veure que (o f o ¢ 1)(€) = 2.
Sigui
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—-n

on(2) = P2 "= (" 4P = (1)

esta ben definida en un entorn de l'origen. Les funcions ¢,, satisfan:

—n+1

pnrof= ("o T =¢h

Si ¢, —  aleshores, ¢ satisfa p o f = P i per tant també és una solucié. Volem
doncs demostrar que {¢,} convergeix:

n pin n(, n -1\ —n
Pnil _ (sm f ) _ (f ( ><1;g((g )? ) — A+ O(f )y =

1+ 0(p™)O(|f"C?") =1+ O(p™)
En la quarta igualtat desenvolupem el binomi de Newton i utilitzem que |f™(z)| <
(Clz|)P". La cinquena és una conseqiiencia de que prop de Porigen |z|P"CP" — 0

quan n es fa gran.

Si |z| < 1/C, el producte

ﬁ Qpn—s—l

n=1 ¥

convergeix uniformement per |z| < ¢ < 1/C, i per tant {¢,} convergeix. Acabem
de provar l'existencia de ¢.

Finalment, hem de veure que la transformacié conforme ¢ és tinica llevat del pro-
ducte per arrels (p — 1)-esimes de la unitat:

La demostracié de la unicitat és analoga al cas atractor. Si ¢, ¢ sén conjugaci-
ons aleshores ¢ o p™! també és una conjugacié. Per tant, es compleix

pop H(2) =pop i (2)".
[gualant les series de potencia, com en el cas anterior, i sota la hipotesi que A =0
obtenim: ¢(u) = c1p(u) on ¢ = ¢ i, per tant, hem vist que ¢ és tinica llevat del pro-
ducte d’arrels (p — 1)-esimes de la unitat. O
De nou, si f depén analiticament d’un parametre, aleshores el mateix passa amb

la conjugacio ¢ construida anteriorment, queda com a exercici veure que en aquest
cas  satisfa l'equaci6 funcional:

La representacioé conforme ¢ es pot estendre fins a trobar un punt critic de f.
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Punt fixos parabolics (racionalment neutrals)

Per a punts fixos d’aquest tipus, tenim un resultat en [Bea], on s’explica com de
complicada resulta la dinamica a I’entorn de 1’origen.

Definicié 4.7. Siguint € Ry, p e N ik € {0,1,...,p — 1} aleshores definim els
petals a origen com els conjunts sequents:

e (t) = {re® . r? < t(1 + cos(p®)), |2k /p — 0| < 7/p}.
Teorema 4.8 (Teorema dels petals). Suposem que f te com a expansié de Taylor
f(2) =z — 2Pt 4 O(2%P11)
prop de l'origen. Llavors per a tot t suficientment petita es compleix:
e fenvia cada pétal mx(t) a si mateix.
e f"(2) — 0 uniformement en cada pétal quan n — oo.
o argf"(z) — 2km/p localment uniforme en m(t) quan n — oo.

e |f(2)] < |z| en un entorn de leiz de cada pétal.

o [ m(t) = m(t) és pot conjugar amb una translacid.

La demostracio del Teorema dels petals es pot trobar en [Beal.

Figura 1: Esbés del Teorema dels petals per p=3

Punts fixos irracionalment neutrals

Considerem ara A = €™ on 6 és irracional. Busquem una solucié ¢ de I'equacié

de Schroder o(f(2)) = Ap(2), normalitzada per X' (0) = 1. Per h = ¢! I'equaci6
es converteix en

f(W(E)) = h(A), W(0) =1
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Pels punts fixos irracionalment neutrals les condicions necessaries per a ser linealit-
zables 0 no resulta un problema molt complicat, ja que de fet actualment encara hi
ha molts problemes oberts.

Definicié 4.9. Els punts linealitzables s’anomenen punts de Siegel i els que no ho
son punts de Cremer.

La classificacié dels punts fixos irracionalment neutrals en un dels dos anteriors
és un problema que involucra l'aritmetica de 6.

ae ol

Figura 2: Dinamica prop de l'origen de f(2) =22 — 11 f(z2) = 2> — 0.7+ 0.34.

Teorema 4.10 (Teorema de Jacobi). L’orbita de qualsevol punt zo € C per a la
funcié f(z) = ze'?™ 0 € R\ C és densa en el cercle de radi |z|.

Teorema 4.11. Una solucio h de ’equacio de Schroder anterior, en qualsevol disc
D, =(eC: [ <r) ésinjectiva.

Demostracié. Suposem que h(§;) = h(&). Llavors h(A\"&) = h(A"&)Vn > 0.
Com que {\"} pel Teorema de Jacobi és dens en el cercle unitat. Per tant h(&e?) =
h(&e?) VO =h(&12) = h(&2) per |z| < 1. Com que A/(0) = 1 =& = &. d

Teorema 4.12. Una funcio f és linealitzable si i només si la successio d’iteracions
{f™} és uniformement acotada en un entorn de l’origen.

Demostracié. =) Si existeix h aleshores f"(z) = h(A"h™1(2)) és acotat.
<) Si |f" < M ¥n, podem definir

—

n—

pu(2) =5 D _ AT (2).

J

I
o

Aleshores {y,} és una successié uniformement acotada de funcions analitiques. Per
tant conte una subsuccessié convergent. Tenim ¢, o f = A, + O(1/n). Qualsevol
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limit de ¢, satisfa o f = Ap. On A = f/(0) tenim doncs ¢/,(0) =11 (0) =1=h =
o~ ! és solucié de 'equacié de Schroder. O

Una conseqiiencia immediata del teorema anterior és que si f és topologicament
conjugada a Az prop del 0, llavors, podem trobar una conjugacié conforme.

Definicié 4.13. Un nombre real 6 és diofantic si existeixen ¢ > 0 i p < 0o tals que

C

|0 — § > 5 onp.q son enters amb q # 0. Denotem per D el conjunt dels nombres

diofantics.

276

Observacid 4.14. Un nombre 6 és diofantic si 1 només si A = e satisfa

A" =1 >ent n>1.

Teorema 4.15 (Teorema de Siegel). Si 6 és un nombre diofantic, i si f té un
punt fix en el 0 amb multiplicador e*™, llavors, f és linealitzable. Per tant, f és
conjugada prop del 0 a la multiplicacio per ™.

Donarem l'idea que segueix la demostracié. e
Per a demostrar-ho, és necessari resoldre h(Az) = f(h(z)). Definint f,h per f(z) =
Az + f(2) i h(z) = z 4+ h(z) llavors I'equaci6 es pot escriure

h(Az) = Ah(z) = f(h(2)).

La demostracié original de Siegel consisteix en desenvolupar els dos costats de la
igualtat per a series de potencies utilitzant

h(z) = ianz”, f(z) = ibnz"
n=2 n=2

Inductivament s’obtenen equacions de la forma a, (\"—\) = A, (ag, -+ ,an_1,b2,- - ,by),
n > 2. Utilitzant [A" — A\| > cn'™* es pot estimar el valor de a, i aix{ provar la
convergencia de la serie de potencies.

Yoccoz va aconseguir fer una demostracié geometrica alternativa a la de Siegel. El
metode de la qual generalitzava el resultat als nombres de la classe B D D i que de-
finim a continuacié. Va ser tal la importancia d’aquest fet que a ’any 1994 Yoccoz

va guanyar la Medalla Fields.

Definicié 4.16. Un nombre irracional 6 és un nombre de Bryuno si es compleix que

[e.e]
log g
+1 . . . . .
E —"= convergeir a un nombre finit, on q, és el denominador de la n-ésima
an
n=0

fraccié convergent de p—: de l’expansio continua per fraccions de 6. Denotem per B
el conjunt de tots els nombres de Bryuno.

Es pot demostrar que els nombres de Bryuno inclouen els diofantics, és a dir,
D CB.
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Teorema 4.17 (Teorema de Yoccoz, Bryuno i Russmann). : Si 0 és un nombre de
Bryuno, i si f té un punt fix en el 0 amb multiplicador e*™ | llavors f és linealitzable.
Per tant, f és conjugada prop del 0 a la multiplicacid per e*™.

La linealitzacié és un concepte local. Pero es pot estendre a un entorn d’un punt

fix.

Definicié 4.18. Anomenem disc de Siegel al mazim entorn d’un punt fix on f és
linealitzable.

04

03

02

01

0

01

02

03

04
04 03 02 01 0 01 02 03 04 05

Figura 3: Imatge d’un disc de Siegel per a la funcié f(z) = Az(1 — 2) on \ = >

i0= %g’ és a dir, 0 és la rad auria.

Donada una funcioé racional f, denotem per A el seu disc de Siegel. Per definicié
de A podem afirmar que f és linealitzable i que per tant, existeix un homeomorfis-
me ¢ que compleix A = ¢~ }(D). La funcié ¢ és la funcié de Riemann i aplicant el
Teorema de Riemann obtenim que A és simplement connex.

El fet que el disc de radi 1 centrat en l'origen i el disc de Siegel siguin confor-
mament equivalents és un fet que pot resultar curids, ja que el disc de Siegel pot
comportar-se de maneres molt estrambotiques i en la seva frontera és molt irregular
(veure per exemple figura 3) tot el contrari que el disc unitat.

4.3 Teoria global

En la seccié anterior hem estudiat com era la dinamica al voltant dels diferents tipus
de punts fixos. Aquesta seccid té com objectiu caracteritzar la dinamica per a qual-
sevol punt del pla complex per a funcions racionals f : C,, — C,, de f major que 1.

La teoria global, pretén classificar els punts del pla en termes de la seva dinamica.
Per aixo sera molt 1til el concepte de normalitat, que hem vist en seccions anteriors,
aplicat a la familia de funcions formada pels iterats de la funcié que considerem.
La informacié d’aquesta seccié esta extreta basicament de [BF, CG] i algun detall
ha estat comparat amb [Bea, Ste].
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El primer conjunt que estudiem és el conjunt de punts ”estables” sota la itera-
ci6 de f. S’anomena el conjunt de Fatou. Altrament, la dinamica de f sobre el
conjunt complementari, el conjunt de Julia, és inestable o ”caotica” com veurem
posteriorment.

Definicié 4.19. Donada f : Coo — Co una funcio holomorfa, definim el conjunt
de Fatou de f com

F(f)={2€ Cy : {f"}n és una normal en un entorn de z}.

Definicié 4.20. Definim el conjunt de Julia com el seu complementari.

J(f) =C\ F (/).

El conjunt de Fatou és un subconjunt obert de C, el conjunt de Julia és com-
pacte en C,,. Es facil veure que aquests dos conjunts sén totalment invariants.

Efectivament, si z € F(f) aleshores {f"},, sén normals en un entorn U de z, i
per tant també ho sén en l'entorn f(U) de f(2).

La invariancia sota f~! es veu de manera similar, i aixd assegura la invariancia

de J(f).

Els conjunts de Fatou i Julia es conserven per conjugacions topologiques. En el
sentit que si h és un homeomorfisme tal que ho f = go h on f,g sén funcions
holomorfes llavors

JI(9) = MI () i Flg) = h(F(f)).

Una propietat del conjunt de Julia que és conseqiiencia del Teorema de Montel-
Caratheodry és que si tenim zg € J(f) i U un entorn obert de z aleshores,

U fM(U)=Cyx \ E(f) on E(f) és el conjunt excepcional definit seguidament.

n>0

Definicié 4.21. Donat f : C,, — C, i z € C definim la gran orbita de z com

GO(z) ={w € Cy : fP(z) = f9(w) per algun p,q € N}.

Definicié 4.22. Definim el conjunt excepcional E(f) com el conjunt de punts amb
una gran orbita finita.

Observacié 4.23. Es directe veure, a partir de les propietats descrites anterior-
ment, que el cardinal de £(f) és més petit o igual a 2 i que E(f) C F(f)

A continuacié enunciarem varies propietats fonamentals dels conjunts de Fatou
i Julia.

Proposicié 4.24 (Propietats dels conjunts de Julia i Fatou). Sigui f: Co, — Cy
una funcio holomorfa.
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1) Per a qualsevol k > 0 es compleiz T (f*) = T (f).
2) Cada cicle atractor de f i la seva conca d’atraccié pertanyen a F(f).

3) Sigui zy un punt fix atractor, sigui A(zo) la seva conca d’atraccid aleshores es
compleiz J(f) = 0A(20).

4) Cada cicle repulsor o parabolic pertany a J(f).

)

) J(f) # ¢ i és infinit.

) Es compleiz o bé int(T(f)) = ¢ o bé T(f) =C.
) J(f) no té punts aillats.
)
)
)

o N O Ot

O bé J(f) és connex o bé té incontables components.

9) Els iterats d’un punt z € J(f) son densos en J(f).

10) Els punts fizos repulsors son densos en J(f).

Seguidament demostrarem algunes de les propietats esmentades anteriorment,
les altres poden trobar-se per exemple en [Bea, CG].

Demostracié.

1) Es dedueix de que F(f) = F(f*) ja que {f"}, és un conjunt normal i obert
de © si i només si {f™*}, és normal en .

6) Suposem que existeix un obert U C J(f). Llavors f*(U) C J(f). Pero
Uf™(U) = Cx \ E(f) és dens en C, no obstant J(f) és tancat, aleshores

J(f) = Cw.

7) Prenem zy € J(f) iU un entorn obert de z5. Sabem que els iterats de zy per
f estaran en J(f), en conseqiiéncia tenim J(f) C U fM(U) i com que J(f)

n>0
és invariant podem afirmar que U conté punts de J(f), és a dir, zg no és un
punt aillat.

OJ

F(f) és un obert i generalment té infinites components connexes anomenades
components de Fatou. Per tant, és una conseqiiéncia de la invariancia dels conjunts
J(f), F(f) idel principi del modul maxim que aquestes components es corresponen
entre elles per f. En altres paraules si U és una component de Fatou llavors f(U)
també ho és.

Definicié 4.25. Sigui U una component del conjunt de Fatou de f, llavors U és:

e p-periodic: si fP(U) C U per a un minim p > 0.

o Preperiodic: si fE(U) és periodic per algun k > 0 pero U no ho és.
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o Errant: si f5(U)N f™(U) = ¢ per tot k,m >0, k # m.

Si U és p-periodic, denotem per O(U) el cicle de les components del conjunt de
Fatou el qual U pertany.

El seglient teorema és un dels pilars de la dinamica complexa i és una barreja
entre un teorema inicial de Fatou amb una aportacié posterior i molt important de
Sullivan. De fet, aquests dos teoremes, es poden veure per separat en [BF] i sén el
teorema 3.39 i el teorema 4.2 respectivament.

Teorema 4.26. (Classificacid de les components periodiques del conjunt de Fatou)
Sigui f : Coo — C. holomorfa, és a dir, f és racional ¢+ U una component del
conjunt de F(f). Llavors, U és periodica o preperiodica i només pot passar un dels
cassos seqiients:

i) U conté un punt p-periodic atractor zo i f"(2) — 2o quan n — oo per a tot
z € U. Elcicle O(U) s’anomena conca d’atraccid immediata del cicle atractor
O(z9) @ es denota A*(zp).

i1) OU conté un punt periodic zo i ™" — zg quan n — oo per a tot z € U. El cicle
O(U) s’anomena conca parabolica d’atraccié immediata del cicle parabolic

O(Zo) .

ii1) Emisteiz una representacid conforme v : U — D tal que (Y o foyp™)(2) =
e*™z per algun w € R\ Q. El cicle O(U) s’anomena p-cicle de discs de
Stegel.

iv) Existeiz 0 < r < 1 i una representacio conforme ¢ : U — A, = {r < |z| < 1}
tal que (o forp™')(2) = e*™™z per algun w € R\Q. El cicle O(U) s’anomena
p-cicle dels anells de Herman.

La demostracié d’aquest teorema, que pot trobar-se a [Mil] excedeix 'abast d’a-
quest treball.

Punts critics de f

En aquesta subseccié volem veure la relacié que existeix entre les diferents com-
ponents de Fatou i el conjunt de punts critics de f. Demostrarem que la conca
d’atraccié d’'un cicle atractor o neutral conté un punt critic de la funcié racional
f. També veurem que els cicles irracionalment neutrals necessiten un punt critic
7associat”. Aixo significa que el nombre de cicles no repulsors és més petit o igual
al nombre de punts critics de la funcié f de grau d > 1, que és 2d — 2. En primer
lloc, veiem que el nombre de punts critics és 2d — 2.

Proposicié 4.27. Sigui f una funcio racional de grau d, aleshores f té com a molt
2d — 2 punts critics en C.
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Demostracié. Sigui f(z) = 2% sabem que d = max{d,,d,} on d, i d, sén els

graus dels polinomis p i g respectivament.

La derivadade f, f'(z) = pl(z)q(‘z)zzf)(z)ql(z) té grau d,+d,—1, que a menys que d, = d,,
es compleix dy+d,—1 < 2d—2. En el cas que es compleixi d, = d, = d > 2, dividint
el numerador per el denominador, la funcié f es pot reescriure de la segiient manera:

f(z) = a‘I(z):é‘;‘l(z) =a+ qu‘(;gz), on Sy_1 és el polinomi de grau d—1 (residu de la di-

visié) i @ una constant. D’aquesta forma, ens trobem en la situaci6 anterior i per tant
f té com a molt 2d — 2 punts critics. O

Anteriorment, hem mencionat que voliem veure que les conques d’atraccié d’un
cicle no repulsor contenen un punt critic de la funcié racional f, ho veien en els dos
teoremes que es mostren a continuacié.

Teorema 4.28. Si zy és un punt periodic atractor d’una funcid racional f, llavors
la seva conca de atraccid immediata A*(2p) conté com a minim un punt critic de f.

Demostracio. Suposem que zp és un punt fix atractor, és a dir, el seu multipli-
cador A compleix: 0 < |A| < 1. Considerem Uy un entorn de 2 invariant per f,
on es compleix que existeix una branca g de f~! que satisfa g(zy) = 2o i estd ben
definida. La branca g envia Uy a A*(zy) i és injectiva. Llavors U; = ¢g(Up) és un
obert simplement connex complint Uy C Uj.

Suposem que A*(zp) no conté cap punt critic, o sigui, la inversa no té cap obstruccio.
Reiterant el procés anterior i estenent g a cada pas, obtenim una successié d’oberts
{Up}n complint U, C U,1 = g(U,). Aleshores U, es pot estendre analiticament
per g a U,,1. Si aquest procediment no acaba, obtenim la successié {g"}, tal que
per a tot n, ¢" |y,: Up — U, C A*(z) C F(f). Com que zy € Uy és un punt
fix repulsor de g aixo implica que g" |¢, no és normal, fet que és una contradiccié
i obtenim que no podem arribar a U, estenent g, és a dir, existeix un punt critic
p € A*(z) de f tal que f(p) € U,.

Si zp és un punt periodic atractor amb periode n > 1 i complint |(f")(z)| < 1. L’ar-
gument anterior demostra que cada component de A*(zp) conté un punt critic de f™.
Sabem que (f")'(z) = H R'(R?(z)) i per tant A*(z) també conté un punt critic de
Jj=0
f. OJ
De forma analoga en [CG] es demostra el mateix resultat per a punt periodics
parabolics.

Teorema 4.29. Sigui zy un punt periodic parabolic, aleshores la conca d’atraccio
associada al cicle de zg conté un punt critic.

A partir dels dos teoremes anteriors que ens proven que les conques d’atraccid
d’un punt periodic atractor o parabolic tenen com a minim un punt critic de f,
podem demostrar el segiient teorema.

Teorema 4.30. Sigui f una funcio racional de grau d > 1. El nombre de cicles

atractors més el nombre de cicles parabolics (contats amb multiplicitat) és com a
molt 2d — 2.
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Demostracié. Aplicant els dos teoremes anteriors, utilitzant que les conques d’a-
traccio son disjuntes i fent sevir que f té com a molt 2d — 2 punts critics, obtenim el
resultat. 0

Observacié 4.31. En general, aquesta afirmacié és falsa en dinamica real, ja que
una funcié diferenciable de R pot tenir infinits punts atractors.

Definicié 4.32. Donada una funcio f definim el conjunt postcritics com

= J Urw

vesing(f~1) n<0

on sing(f~1) denota el conjunt dels punts critics de f.

El segiient resultat es pot veure en [BF] i ens relaciona els cicles de Siegel, Herman
o Cremer amb els punts critics.

Teorema 4.33. Siguin f una funcio racional de grau d > 1 i U una component de
Fatou.

a) Sigui O(U) un cicle de Siegel o un anell de Herman, aleshores per a cada
U € OWU) es compleiz que OU" C Py.

b) Si O(zy) és un cicle de Cremer, per a cada z € O(zy) tenim z € Py.

4.4 Polinomis
En el transcurs d’aquesta seccié estudiarem com es comporta un polinomi complex
p de grau d < 2 quan l'iterem. En general, la informacié d’aquesta seccié ha estat
extreta de [BF, CG, Mil].
Tenim doncs que p és de la segiient forma

p(2) = agz? + ag_127 4+ - a1z + ag
on ag # 0. Notem doncs que p(co) = oo = p~!(c0). El polinomi p té d — 1 punts
critics en C comptats amb multiplicitat i un punt critic amb multiplicitat d — 1 a
I'infinit. Notem per Crit(p) el conjunt de punts critics finits de p.

El punt d’infinit sempre és un punt fix superatractor, veiem-ho.

Per tal de trobar el valor de la derivada del punt infinit, hem de fer primer el
canvi de cartes z — % Definim la funcié f(¢) = p(11/<) = ad+ad*lg:ﬂ+a
p(oo) = f(0)ip'(c0) = f'(0). Calculem f'(0):

G complint

/ _ d¢agtag_1¢+taolh)—¢4(aa—1++dao?h) / 0—0
f <C) - (ag+ag_1¢+-+ao¢?)? = f (O)
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Concloem doncs que 'infinit és un punt fix superatractor i definim la seva conca
d’atraccié.

Definicié 4.34. Donat un polinom: p, anomanem conca d’atraccio de ['infinit al
conjunt

A,(00) ={2€Cx: nh_)ngop”(z) = 00}.

La conca de l'infinit sempre és un conjunt obert connex, ja que p no té pols i per
tant A,(00) no té cap antiimatge diferent de si mateixa. El seu complementari és
conegut com al conjunt ple de Julia:

Definicié 4.35. Donat un polinomi p definim el conjunt ple de Julia com:

K(p) :=Cux \ Ap(c0).

Lema 4.36. Per a qualsevol polinomi p de grau d > 2, el conjunt ple de Julia
K(p) C C és compacte, C\ K(p) és connex, o equivalentment, totes les components
de Fatou acotades U son simplement connezes.

Demostracié. Es evident que 7% — ag quan |z| — oo. Podem suposar que p és un

polinomi ménic, és a dir, a; = 1. Prenem ry > 2 una constant tal que |’% -1l < %
per a |z| > ro, d’on segueix:

Ip(2)] > ‘Zﬂ > 2|z| per a |z| > ro.

En deduim que per a z tal que |z| > ry aleshores z € A,(c0). Com que K(p) =
Coo \ Ap(c0), K(p) és compacte.

Veiem ara que una component de Fatou acotada no pot estar en A,(c0). Sigui
U C Cy \ 9K(p) una component de Fatou acotada. Per a z € U i n > 0 qualse-
vol, es compleix que |f™(z)| < ro. Per altre banda, aplicant el principi del modul
maxim tenim que existeix w € U C 0K(p) tal que |f"(w)| > 1. Aixo implica
que w € A,(00), aquest fet és una contradiccié perque cada component acotada de
Co \ OK(p) esta continguda en KC(p) i I'inica component no acotada s’identifica

amb Co \ K(p) = Ap(c0).

De manera similar, si 7 és una corba tancada de U, considerem V com la compo-
nent connexa acotada de C\ 7. Es consequencia del principi del modul maxim que
V C K(p), i en particular, V' no pot contenir punts de 9KC(p). Concloem que V' C U
i per tant, U és simplement connex. O

La segiient proposicié relaciona el conjunt ple de Julia amb els conjunts de Julia
i Fatou.

Proposicié 4.37.

i) int(K(p)) C F(p)
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i) OK(p) C J(p)

Demostracié.

i) Siguin z € int(K(p)) 1 U C int(K(p)) un entorn obert de z, per definicié
existeix R > 0 tal que per a tot n > 0, p" |y (2) € D(0,R). Aplicant el
Teorema de Montel-Caratheodory obtenim que p™ és normal en U i per tant
z € F(p).

i1) Sigui z € 0K(p) i U un entorn obert de z. Com que z € 9K (p), aleshores U
té punts de K(p) i de A,(00). Suposem que per a tot n > 0, la funcié p" |y és
normal, aixo implica que existeix una subsuccessié parcial p™* que convergeix
uniformement a p en U. Pero p no pot ser continua ja que per z € A,(c0),
tenim p(z) = ’}Lrgopnk(z) = 00. En canvi si z € K(p), llavors p™ (z) 4 oo que

esta en contradiccié amb el fet que p sigui continua, per tant z € J(p).

OJ

Un cop demostrada aquesta proposicié podem donar les definicions dels conjunts
de Julia i de Fatou adaptades als polinomis:

Definicié 4.38. Sigui p un polinomi, definim el conjunt de Julia com la frontera
dels dos conjunts anteriorment descrits, és a dir:

J (p) = OK(p) = 9A,(0).

Definicié 4.39. Siguip un polinomi, el conjunt de Fatou F(p) consisteix en la unid
de la component conneza de A,(00) i totes les components connezxes de l'interior de

K(p), si n’hi ha.

Recordem que el punt infinit és un punt fix superatractor per a qualsevol poli-
nomi p de grau d. El Teorema de Boettcher ens assegura l’existencia d’un entorn
U de oo i una conjugacié local ¢ tal que ¢ : U — C, conjuga p(z) amb z — 2%
Prosseguim a trobar de forma gairebé explicita aquesta conjugacié:

Podem suposar que p és un polinomi moénic. Per estudiar p al voltant de I'infi-
nit fem el canvi de cartes descrit anteriorment z = 1 i considerem la funcié racional

¢
o 1
1) = sae

De la igualtat asimptotica p(z) ~ z% quan z — oo, obtenim que f(¢) ~ ¢¢ quan
¢ — 0 ja que 0 és un punt fix superatractor de f.

Pel Teorema de Boettcher (4.6), existeix una funcié

6(¢) = lim f5(()# € D.

k—o0

que és biholomorfa per a [(| suficientment petit, amb ¢'(0) = 1, ja que p és un
polinomi monic.

Tornant al punt de l'infinit, definim la funcié ¢ com la composicié

33



a"“

o(z) = m = lim p*(2)# € C\ D.

k—o0

La funcié ¢ envia un entorn de l'infinit biholomorfament a un altre entorn de
I'infinit, amb ¢(2) ~ z quan |z| — oo i ¢ conjuga el polinomi p de grau d amb
la d-esima potencia:

En el cas en que ¢ es pot estendre conformement a C \ K(p) aleshores es compleix
que U = A,(0).

Definicié 4.40. La funcié de Green G : U — [0,+00) associada al conjunt ple de
Julia K(p) d’un polinomi mdnic p de grau d, és la segiient:

G(z) = log[p(2)]

Aquesta funcié es pot estendre a C,, mitjangant G(z) = 0 quan z ¢ U. Més
endavant, veurem que el nom de funcié de Green és justificat. Aquesta funcié de
C\ K(p) compleix:

G(p(z)) =d-G(z) per a z € Ay(o0)

Les funcions de Green donen una mesura precisa de la freqiiencia d’escapament a
linfinit. L’exterior {z € C: G(z) > r} de la corba de nivell,és invariant per p que és
una funcié de grau d sobre {z € C : G(z) > rd}. Per una r gran, ¢(z) esta definida
en {z € C: G(z) > r} ilenvia conformement en {¢ € C : || > €"}. L’equaci6
©(2) = (p(p(z))) permet estendre (z) a {z € C : G(z) > Z} ja que cap punt
critic de p pertany a aquest domini.

Definicié 4.41. Per p > 0, el conjunt de nivell
G, 1= G (p) = {= € A(o0) : G(2) = p}
s’anomena l’equipotencial de potencial p.

En el cas que e” > r l'equipotencial de potencial p és una corba tancada al
voltant del conjunt de Julia.

El segiient teorema ens mostra que la connexitat topologica i el comportament
dinamic al voltant de les orbites critiques estan relacionats.

Teorema 4.42.

i) K(p) és connex si i només si Crit(p) C K(p). En aquest cas, la restriccio del
polinomi p a Cy, \ K(p) és conformement conjugada a z — 2% en C \ D.

it) K(p) és totalment desconnex si Crit(p) C A,(c0). En aquest cas J(p) = K(p)
1 és el conjunt de cantor.
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Figura 4: En I'imatge es pot observar la dinamica en el pla complex del polinomi

p=2"=

. En aquest cas el polinomi té un tnic punt critic zg = 0. Es compleix

3
2
que zg € K(p) i com es veu en I'imatge K(p) és connex.

i)

Si com a minim un punt critic de p pertany a A,(c0) i un altre a KC(p), llavors
tan J(p) com K(p) sén desconnezes i tenen infinites components connezes.

Demostracio. Per a fer aquesta demostracié, utilitzem la transformacié conforme
¢ 1 la funcié de Green G definides anteriorment. Demostrem els tres cassos per
separat:

i)

i)

Si no hi ha cap punt critic de p en A,(00). Llavors podem estendre ¢ con-
tinuament per a tot 4,(c0). La transformacié conforme ¢ envia A,(co) al
complementari de D. En particular el conjunt de Julia J(p) = 0.A,(c0) és
connex.

Si tots els punts critics de p estan en A,(c0). Sigui D Un disc obert ar-
bitrariament gran tal que J(p) C D i p(C\ D) € C\ D. Prenem una ny € N
suficientment gran tal que p™ envii els punts critics de p a C\ D. Per a cada
n > ng no existeixen punts critics de p™ en D, per tant qualsevol branca de
la inversa p~" esta ben definida i envia conformement D a D.

Sigui zp € J(p), llavors p™(z9) € J(p) i podem definir f,, com la branca
de la inversa de p™ que envia p™(zg) a zo. Per a tot n > ng, f,, esta uniforme-
ment acotada en un entorn de D i per tant formen una familia normal. f,(z)
s’acumula en J(p) per a z € D N A,(00). Qualsevol funcié f tal que f, = f
quan n — oo, envia z € DNA,(o0) a J(p). Com que J(p) no conté conjunts

oberts en deduim que f ha de ser constant.

Llavors el diametre de f,(D) tendeix cap a zero i f,(0D) és disjunt de 7 (p).
Per tant {2} és una component connexa de J(p) i és totalment desconnex.
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Figura 5: Esbés de les corbes de nivell de la funcié de Green on J(p) té infinites
components connexes.

i17) Si hi ha algun punt critic de p en A,(c0). Aleshores podem estendre ¢ fins a
arribar a la linia de nivell {z € C: G(z) = r} tal que la funcié de Green conté
un punt critic de p. El domini {z € C: G(z) > r} és simplement connex i ¢
I'enviaa {z € C: G(z) = ¢"}. El domini esta format per varies cispides en els
punts critics, p(z) envia valors z propers al punt critic a les seves respectives
cuspides.

Dins de cada una d’aquestes corbes o bé hi ha punts de J(p) o bé G ha
de ser harmonica i positiva, per tant, constant dins la corba. Llavors J(p)
és desconxe; de fet, en aquest cas que J(p) té incomptables components con-
nexes ja que els punts critics de G sén els punts critics de p i tots els iterats
de la seva inversa, que desdoblen les corbes de nivell en cadascun d’aquests
punts critics tal i com es mostra a la figura 5.

g

Figura 6: En I'imatge es pot observar la dinamicar en el pla complex del polinomi
p = 22 —0.75 + 0.11i. En aquest cas el polinomi té un tnic punt critic zy = 0.
Es compleix que zy € A,(c0) d’acord amb el teorema 4.42 K(p) és un conjunt de
Cantor. En I'imatge, no es pot veure que és un conjunt de Cantor, pero si que pot
observar que el conjunt K(p) es desconnex.
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Figura 7: En I'imatge es pot observar la dinamica en el pla complex del polinomi
p=23—0482+0.7+ % En aquest cas el polinomi té un unic punt critic zy € K(p) i
un altre z; € A,(00). Com es veu en l'imatge KC(p) té infinites components connexes
coincidint aixi amb el punt ii) del teorema 4.42.

La regié C\ K(p) en el cas que K(p) sigui connex

En el cas que K(p) sigui connex, llavors la transformacié conforme ¢ : C\ K(p) —
C\ D que conjuga p(z) amb (? prop de l'infinit de I’apartat i) del teorema anterior,
s’anomenen coordenades de Boettcher i és la transformacié conforme descrita pel
Teorema de Riemann.

Veiem ara que quan IC(p) és connex, aleshores G(z) : A,(c0) — [0, +00) defini-
da per G(z) = log |p(z)| és una funcié de Green.

Considerem U un entorn del punt infinit, fixat n € N, si ¢p™ esta definida en
p~"(U), aleshores podem definir la funcié G, tal que

Ghn(2) = gxlog le(p™(2))].

Anteriorment hem vist que la funcié ¢(z) ~ z quan |z| — oo i que envia U a l'ex-
terior de D. Per tant, G,, és positiva i harmonica en p~™(U) (excepte en 00).

Observem que p"(U) C p" }(U), prenem z € p™(U), llavors G,, i G,,;1 estan defini-
des per a z. Com que

op" M (2) = ep(p™(2)) = [p(p"(2))]

es compleix que G,1(2) = Gp(z) en p~"(U). Com que estem en el cas en que
K(p) és connex, aleshores la unié dels dominis P~"(U) coincideix amb A,(c0). A
continuacié definim la funcié harmonica i positiva G en A,(co) per a G = G,, en
p~"(U). Es compleix que al voltant de oo,
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G(z) = log|e(z)] = log|z| + O(1)
Per acabar la demostracié, hem de veure que G(z) — 0 quan z € .A,(c0).

Per a qualsevol z € A, (o), existeix m € N tal que z € p~ ™+ (U) complint

dGi1(2) = 7 log lop™ (p(2))| = |G (P(2))].
D’on n’obtenim les relacions d'G(p(z)) = G(z) i d "G(p"(2)) = G(2).

Considerem M = sup{G(w): w € p~'(U),w € U}. Si z & p~(U), aleshores exis-
teix m > n tal que z € p~(™F(U) perd z € p~™(U). Aixi G(p™(z)) < M, d’on
obtenim

d"G(z) < d"G(z) = G(P™(2)) < M

Finalment obtenim que 0 < G(z) < 2 en A,(c0) \ p~"(D) com voliem.

Extensidé a la frontera

Una pregunta que ens pot sorgir de forma natural és la de saber si ¢ es pot es-
tendre fins a la frontera del conjunt ple de Julia. Tot seguit veurem sota quines
circumstancies ¢ es pot estendre fins a 9KC(p).

Definici6 4.43. Si KC(p) és connex. Aleshores per a cada t € T = R/Z definim el
raig extern de arqgumentt com el conjunt:

Ry(t) :=={z € C\K(p) : arg((2)) = 27t}
Observem que p : R,(t) = R,(d-t) és una funcié bijectiva per a arguments t € T.

Si existeix el limit v(t) = lim ¢(re*™™), aleshores diem que R,(t) aterra al punt
r—1

v(t) 1 per tant pertany al conjunt de Julia.
A continuacié introduim el concepte topologic de conjunt localment connex:

Definicié 4.44. Un conjunt 2 es diu localment connex si per a tot punt z € € i
tot entorn U de (), existeix un entorn connex de z contingut a U.

Seguidament es mostren exemples que demostren que ni connex implica local-
ment connex, ni localment connex implica connex:

Exemple 4.45.
1. C és connex i localment connex.

2. Q no és ni connex ni localment connex.
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3. El subconjunt (0,1) U (2,3) de R no és connex, pero és localment connex.

1
4. El conjunt | J{(z,~) e R*: 2 € [0,1]} U{(x,0) e R*: 2 € [0, 1]} U{(0,y) €
n
neN
R? : 5 € [0,1]} és connex, perd no localment connex en cap punt de la forma

(x,0).

En [Mil] esta demostrat el segiient teorema que ens mostra les propietats d’ater-
rament dels raigs externs i ens mostra 'extensié de les transformacions conformes
a la frontera del domini.

Teorema 4.46 (Criteri d’aterrament). Per a qualsevol polinomi p tal que J(p) és
un conjunt connex, les segiients condicions son equivalents:

i) Cada raig extern R,(t) que aterra a un punt y(t) depén continuament de
l’argument t.

it) El conjunt de Julia J(p) €s localment connex.
i11) El conjunt ple de Julia IC(p) és localment connex.

iv) La inversa de les coordenades de Boettcher ¢ : C\ D — C\ K(p) s’exten
continuament a 0D i indueix una parametritzacid v : T — J(p) del conjunt
de Julia donada per v(t) = ¢(e*™™).

Observacié 4.47. La condicid ii) < iv) del teorema anterior, és conegut com el
Teorema de Caratheodory.

Figura 8: En I'imatge es mostra el comportament de la transformacié conforme ¢
que té com a conjunt de sortida I'exterior de K(p) per a p = 22 — 0.5+ 0.6i i com a
conjunt d’arribada C\ ID. Es pot apreciar com actua ¢ en els raigs externs i en els
equipotencials.
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La parametritzaci6é ¢ descrita en iv) del teorema anterior és l'aplicacié que ens
descriu el Teorema de Riemann. La transformacié conforme ¢ envia raigs que sur-
ten del cercle a raigs externs que aterren en el conjunt de Julia. Per tant, per pas
al limit, obtenim que el conjunt de Julia del polinomi p i la vora del disc de radi 1
i centre l'origen sén conformement conjugades per ¢.

El resultat que enunciem a continuacié es troba demostrat en [Mil] i ens mostra
propietats per assegurar que un raig extern aterra en el conjunt de Julia.

Teorema 4.48. Cada raig extern periodic aterra a un punt periodic repulsor o
parabolic. Si t és racional pero no periodic, aleshores el raig R,(t) aterra en un
punt que és eventualment periodic pero no periodic.

4.5 Pla de parametres de la familia quadratica: El conjunt
de Mandelbrot

En el transcurs d’aquesta seccié hem estudiat el comportament dels polinomis en
general. En aquest apartat, volem estudiar la dependeéncia respecte parametres.
Concretament, ens centrarem en la segiient familia de polinomis quadratics

{pc(z) =22+ c:ceC}

Donat p un polinomi quadratic, és facil comprovar que existeix una tnica ¢ € C tal
que p és conjugat al polinomi p.(z) = z? + ¢ per a un canvi afi, és a dir, existeix un
polinomi h(z) = az + b tal que h~! opo h = p.. Com a conseqiiencia, és suficient
coneixer el comportament dinamic dels polinomis p. per entendre com es comporta
qualsevol polinomi quadratic p despres de ser iterat.

Definicié 4.49. Definim el conjunt de Mandelbrot com
M :={ceC:p0) 4 oo quan n — oo}

El nostre proper objectiu és descompondre el pla de parametres en regions se-
gons el comportament dinamic de p.. La dictomia del comportament dinamic del
conjunt de Julia esta determinada en funcié de si aquest conjunt és o no connex. Pel
teorema 4.42, un altre criteri també pot ser observar si ’orbita del punt critic 0 esta
acotada o no al iterar el polinomi p.. Utilitzant aquets criteris, podem descompon-
dre el pla de parametres en dos conjunts complementaris; el conjunt de Mandelbrot
M i el seu complementari C \ M.

Podem doncs donar dues definicions equivalents a la definicié del conjunt de Man-
delbrot:

M :={ceC:p0) A oo quan n — oo}
={ceC:J(p.) ésconnex } ={ceC:c*+c,(2+c)+c, -/ o}
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Figura 9: El conjunt de Mandelbrot.

Teorema 4.50. El conjunt de Mandelbrot M és un subconjunt tancat @ simplement
connex del disc Dy.

Demostracié.

e Si |¢| > 2 implica que [p*(0)] > |c| i p2(0) — oo. Tenim doncs que si |c| > 2
llavors ¢ & M.

e Prenem c tal que |¢|] < 21 ¢ € M. Per absurd, suposem que existeixen
m > 116> 0 tal que [p7"(0)] = 2 + 0. Iterant aquesta igualtat obtenim que
lp"TH(0)] > (24 6)% — 2 > 2+ 2§ i inductivament obtenim que [p™*(0)] >

2 + 2§ — 0o quan k — oo que resulta una contradiccié ja que ¢ € M.
Acabem de provar que M C Dy, a més, hem vist que M és un conjunt tancat.
Aplicant el principi del modul maxim obtenim que C\ M no té components acotades
i per tant el conjunt de Mandelbrot és simplement connex. 0

Proposicié 4.51. MNR = [-2,1].

Demostracié. Si ¢ € R, el polinomi p.(x) — x no té arrels reals si ¢ > i, té una
1

arrel en v = 3 si c = i i té dues arrels quan ¢ < %.
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En el cas en que ¢ > 1 0 bé ¢ < =2, [p(0)] és creixent i es compleix [pf(0)| — oo
quan n — oo.

Si—2<c¢< }1, sigui a = (+vi-de) V2174€) I'arrel més gran de p.(z) —x, es compleix que a >
lc| = |pe(0)]. Llavors [p”(0)| < a i per tant [p"*1(0)] = [p2(0)*+¢| < a*+c=aila

successio esta acotada. Per tant MNR = [—2, %] O

A continuacié definim les components hiperboliques del conjunt de Mandelbrot.
Considerem el conjunt:
H(M) ={ceC:p. té un cicle atractor}.

El teorema de la funcié implicita ens diu que H(M) és un conjunt obert. Una
altra conseqiiencia del teorema de la funcié implicita és que cada cicle es mou
holomorfament pels valors propers al parametre c. Aquests cicles sén atractors, i

per tant H(M) C int(M).

Definicié 4.52. Anomenem component hiperbolica a una component connexa §2 C

H(M) .

La conjectura enunciada a continuacié ens diu que l'interior del conjunt de Man-
delbrot i les seves components hiperboliques sén el mateix. Aquest problema és
obert i rep el nom de la conjectura hiperbolica per a polinomis de grau 2.

Conjectura 4.53. int(M) = H(M).

Definicié 4.54. Donat una component hiperbolica €2 de periode m definim la funcio
multiplicador com:

A:Q — D
¢ — Ae) = (p")(¢(0))

On ((c) per a cada c € Q) denota un punt del cicle atractor de periode m. Per tant
A(c) és el multiplicador del cicle atractor.

Tenim que ¢ — ((c) és holomorfa i per tant, A també ho és.

El segiient teorema va ser demostrat per D.Sullivan.

Teorema 4.55. Sigui §2 una component hiperbolica de periode m de M. Aleshores

la funcio multiplicador és un isomorfisme conforme que estén continuament A :
Q—D

Com que 2 és connexa, 'isomorfisme conforme A, és la transformacié conforme
de Riemann. D’aqui en deduim que totes les components hiperboliques sén con-

formement equivalents al disc unitat. Cada component hiperbolica ) té un centre
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A~1(0), que és I'inic valor on el cicle atractor resulta ser superatractor.

De forma analoga a l’apartat anterior de polinomis procedim a construir les funci-
ons de Green i de Riemann pel conjunt de Mandelbrot.

Considerem p.(z) = z? + ¢ i la seva funcié de Green G, : C — [0, 00] tal que

0 Vz € IC(pc)
Gl =\ tim - tog ()] si = ¢ K(po)
k—o0 2k

En el teorema 4.50 hem vist que el conjunt de Mandelbrot és un compacte de C,
per tant existeix una dnica funcié de Green G : C\ M — R. Aquesta funcié esta
definida per Ga(c) = Ge(c).

Analogament, per a cada polinomi p. podem definir una transformacié confor-
me @, tal i com hem vist en la seccié anterior complint ¢. : U. — C\ D on
U.={2€C:G.(2) > G.(0)} és un entorn de l'infinit. La transformacié conforme
Y. conjuga p. amb py en U,.

Definim la funcié analitica ¢ : C\ M — C\ D complint puy(c) = @.(c) per
a tot ¢ € C\ M. Esta ben definida ja que ¢ € U, i per tant ¢.(c) sempre esta
definida. El segiient teorema el podem trobar per exemple en [Bral.

Teorema 4.56. La funcio
definida anteriorment és un isomorfisme conforme

En el conjunt de Mandelbrot, també podem definir raigs externs i conjunts equi-
potencials, tal i com hem vist anteriorment pel conjunt ple de Julia d’'un polinomi
p, utilitzant la transformacié conforme @, i la funcié de Green G, definides ante-
riorment.

La transformacié conforme ¢, que envia 'exterior del conjunt de Mandelbrot a
I’exterior del disc unitat és la funcié de Riemann.

Tot seguit, parlarem de la frontera del conjunt de Mandelbrot, ja que resulta un
objecte molt interessant i fascinant on es centren varies recerques molt intenses.
Aquest conjunt té una estructura altament fractal. La frontera de M es pot carac-

teritzar en termes de families normals:

OM = {c € C: {gn(c) := p(0)}, no és normal en cap entorn de c}.

Definicié 4.57. Un punt c és un punt de Misiurewicz si l’orbita de 0 del polinoms
Pe €S estrictament periodica.
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Figura 10: En I'imatge es mostra el comportament de la transformacié conforme
©m que té com a conjunt de sortida C\ M i per a conjunt d’arribada I'exterior de
D. Es pot apreciar com actua ¢ en els raigs externs i en els equipotencials.

Exemple 4.58. Dos exemples de punts Misiurewicz sén els punts c =11 c¢c = —2:

pPi:0—i— =140 —i— —14+ 1.

Po:0— =222
El segiient teorema es troba en [BF] i classifica els diferents parametres de M.
Teorema 4.59.
i) Els punts de Misiurewicz son densos en OM

it) Per a cada ¢ € OM ezisteix una successio {c,}, de centres de components
hiperboliques tal que c,, — ¢ quan n — Q.

iii) Si pe €s parabolic, un cicle de Siegel o bé un cicle de Cremer, aleshores ¢ €

oM.

A continuacié veiem i) i i) del teorema anterior.

Demostracié. Considerem la familia de funcions f, : C — C definides recursiva-
ment per

fl(c) =, fn(c) = (fnfl(C))2 +c

Observem que per a un ¢ fixat la seqiiencia (0, fi(c), ..., fu(c),...) coincideix amb
I’orbita del punt 0 pel polinomi p..

Sigui ¢g € OM, per a qualsevol ¢ € C\ M es compleix que f,(c) — oo. Per a

¢ € M tenim que |f,(c)| < 2. Aleshores per a qualsevol entorn U de ¢q la familia
de funcions f,, |y: U — C no és normal.
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i

i)

Figura 11: Frontera del conjunt de Mandelbrot.

Per reduccié a I'absurd suposem que 'afirmacio és falsa. Suposem que ¢y # }l.
Seleccionem un entorn simplement connex U de ¢y tal que i ¢ U iU conté
punts que no sén de Misiurewicz pels quals el 0 eventualment va a parar en
un punt fix. Siguin gy, g2 : U — C dues branques diferents de 'arrel quadrada
de 1 — 4c. Com que }l ¢ U i U és simplement connex no hi ha problema per
a definir les dues branques. Llavors f,(c) omet (per exemple) els tres punts:

hi(c) = 5 + g1(c), hao(c) = 5 + g2(c), 0.

Observem que hy(c) i ha(c) sén dos punts fixos diferents (només coincideixen

en el cas ¢ = i) Considerem la familia de funcions F,, : U — C,, que omet

0,1, 0o determinada per a una unica transformacié afi definida per

_ In—=h
I = 5
Llavors, aplicant el Teorema de Montel-Caratheodory (teorema 2.6), obtenim
que {F, }, és normal. Per tant {f,}, també ho és, fet que és una contradiccid.
Acabem de veure doncs, que els punts de Misiurewicz son densos en la frontera
del conjunt de Mandelbrot.

La demostracié d’aquesta afirmacio és analoga a la del cas anterior. Suposem
que és fals i prenem un entorn U simplement connex de ¢q tal que U no conté
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centres de components hiperboliques. Considerem g;, g, : U — C dues bran-
ques de l'arrel quadrada de —c. Aleshores f,, omet tres punts: 0, ¢g1(c), g2(c)
que tal i com en el cas anterior, ens porta fins a una contradiccié.

g

La convergencia dels centres de components hiperboliques cap a la frontera de
M és molt rapida. Aquesta propietat s’utilitza per a construir algoritmes per a
dibuixar aproximacions, molt acurades, de la frontera del conjunt de Mandelbrot.
Com per exemple 'algoritme de Hen, utilitzat per a I'imatge 11.

La segiient conjectura és considerada, juntament amb la hiperbolica, una de les
conjectures més important sobre el conjunt de Mandelbrot.

Conjectura 4.60. M és localment connex.

Si la conjectura anterior fos certa, llavors, aplicant el Teorema de Carathéodory,
podriem estendre continuament la transformacié conforme @ : C\ID — C\ M fins
a la frontera del conjunt de Mandelbrot. D’aquesta manera aconseguiriem trobar
una parametritzacié de OM i també assegurar l'aterrament dels raigs externs en

oM.
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I Annex: Programes per a construir imatges

En el fragment de codi que es mostra a continuacié s’implementa, mitjancant el
llenguatge de programacié c, un algoritme d’escapament per tal de dibuixar la
dinamica d’una funcié al voltant de 'origen, com en les imatges 2, 4, 61 7.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "image.h"
#include <complex.h>
#include <stdlib.h>

int main(int argc, char **argv) {
Image *im = createImage (10000, 10000);
int x,y, color, i, iter=50;
double complex z, c0=-1;

for (x = 0; x < 10000; x++) {
for (y = 0; y < 10000; y++) {
z=x+Ix*y;
z=z-10000./2-(10000./2) *I;
z=z/3000. ;
i=0;
while(cabs(z)<4 && i<iter){
/*¥Funcié a iterarx*/
z=z*z+c0;
i++;
}
color= (int)i*255/iter;
imageSetPixel(im, x, y, color);

+
imageSaveAsGif (im, "cO.gif", "blue.map");
return O

Per a dibuixar el conjunt de Mandelbrot de I'imatge 9 de nou hem utilitzat
algoritmes d’escapament, seguidament es mostra el codi en c.

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include "image.h"
#include <complex.h>
#include <stdlib.h>
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int main

(int argc, char x*argv) {

Image *im = createImage (10000, 10000);
int x,y, color, i, iter=50;

double complex fz,z;

for (x = 0; x < 10000; x++) {
for (y = 0; y < 10000; y++) {

z=x+I*y;

z=z-10000./2-(10000./2) *I;

z=z/2000. ;

i=0;

fz=z;

while(cabs(fz)<4 && i<iter){
fz=fzxfz+z;
it++;

}
color= (int)i*255/iter;
imageSetPixel(im, x, y, color);

}
imageSaveAsGif (im, "M1.gif", "blue.map");
return O;

El segiient programa en ¢ pinta els punts del disc de Siegel amb un fitxer de
dades. Llavors utilitzant I'aplicacié Gnuplot hem pintant els punts al pla per tal de
dibuixar 'imatge 3.

#include
#include
#include
#include

<stdio.h>
<stdlib.h>
<math.h>
<complex.h>

int main(void){

int i,j,iter;
double complex lambda, fz, z;
FILE *dad;
lambda=-0.73736887807831990151-0.67549029426152364234*1 ;
iter=15000;
dad=fopen("dades.res","w");
if (dad==NULL){
puts("Error en obrir el fitxer de sortida de les dades.");

exit(1);

}

for(j=0; j<5; j++){
fz=z;
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for(i=0; i<iter; i++){

fz=lambdaxfz*(1-fz) ;
fprintf (dad, "\%1f\setminus t\%1lf\setminus n"
, creal(fz),cimag(fz));
}
z=z+0.2;
+
fclose(dad);
return O;

Utilitzant ’eina IT per a Macintosh de Mannes Technology i mitjancant el codi
que es mostra tot seguit hem dibuixat els conjunts de Julia i Mandelbrot juntament
amb els raigs d’aterrament i els equipotencials de les imatges 8 i 10.

CLASS(Quadraticrays, "Quadratic: z"2 + c¢") { public:
complex z, c;
int depth;
double escape;
// for rays
int p;
int q;
double startingpot;
// for equipotentials
double poten;
int p_ini;
int gq_ini;
double theta_fin;
//for all
int npoints;

Quadraticrays(String name, String label, int pspace)
Function(name, label, pspace) {
PARAM(c, "c", complex, complex(0,0), complex(-1,0));
PARAM(depth, "depth", int, 75, 75);
PARAM(escape, "escape", double, 1000, 1000);
PARAM(p, "(r)p", int, 1, 1);
PARAM(q, "(r)q", int, 7, 7);
PARAM(startingpot, "(r)startingpot", double, 0.25, 0.25);
PARAM(poten, "(eq)pot(loglphil)", double, 0.25, 0.25);
PARAM(p_ini, "(eq)initial_p", int, 0, 0);
PARAM(q_ini, "(eq)initial_qg", int, 1, 1);
PARAM(theta_fin, "(eq)final_theta", double, 1.0, 1.0);
PARAM(slope, "(s)slope", double, 0.1, 0.1);
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PARAM(ps, "(s)p_ray", int, 1, 1);

PARAM(gs, "(s)q_ray", int, 7, 7);

PARAM(pot_ini, "(s)pot_ini", double, 0.25, 0.25);
PARAM(npoints, "(r,eq,s)npoints", int, 40000, 40000);
setDefaultRangeParameterSpace(-2.2, 1.4, -1.8, 1.8);
setDefaultRangeDynamicalSpace(-2, 2, -2, 2);

+

Function *copy() {
Quadraticrays *f = new Quadraticrays(name, "", pspace);
return f->copyArgsFrom(this);

}

byte iterate(double x, double y) {
int 1i;
if (PARAMETER_SPACE) {
z = complex(0, 0);

c.set(x, y);
} else {
z = complex(x, y);

}
for(i = 0; i < depth; i++) {
zZ =2z %2z + C;
if ( norm(z) > escape * escape) break;
}
return (byte) (255%i/depth);
}
void orbit(complex &x) {
X =X * X + C;
}
void setParameter (double x, double y) {
c = complex(x, y);

}

void sandbox() {

draw_equi(c, poten, p_ini, q_ini, theta_fin, escape);

draw_equi(c, poten/2.0, p_ini, q_ini, theta_fin, escape);
draw_equi(c, poten/4.0, p_ini, q_ini, theta_fin, escape);
draw_equi(c, poten/8.0, p_ini, q_ini, theta_fin, escape);

rational_rays(c, depth, 2, 7, startingpot, escape, npoints);
rational_rays(c, depth, 4, 7, startingpot, escape, npoints);
rational_rays(c, depth, O, 7, startingpot, escape, npoints);
rational_rays(c, depth, 1, 2, startingpot, escape, npoints);
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/* int 1i;
complex z(-0.20,-0.20);
complex w(-0.3,-0.3);
complex u(-0.12,-0.12);
byte q = 200;
for (i = 0; i < depth; i++) {
orbit(z);
orbit(w);
orbit(u);
SETPIXEL(z.re, z.im, q);
SETPIXEL(w.re, w.im, q);
SETPIXEL(u.re, u.im, q);
x/
//HLINE(-1,
//VLINE(-1,
}
void annotate() {
/%
SetFillColor(1, 1, 0, 1);
FillRect(-1, -1, 2, 2);

-1,2,25);
-1,2,25);

b 3 5

SetFillColor(1, 0, 0, 0.5);
FillRect (0, 0, 300, 300, false);

SetFillColor(1,1,1,1);

SetFont ("Arial", 1);
DrawText ("foo", 1,1);

SetStrokeColor(0, 0, 1, 1);

SetLineWidth(1);
DrawLine(-1, -1, 1, 1);
*/

}

};

Utilitzant I'eina IT per a Macintosh de Mannes Technology i mitjancant el codi
que es mostra tot seguit hem dibuixat 'imatge 11, que és la frontera del conjunt de
Mandelbrot.

CLASS(QuadraticHen, "Quadratics with Henriksen’s algorithm") { public:
// Declare your parameters and working variables here
complex c;
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int depth;

double escape;
complex z;

double pixfactor;

QuadraticHen(String name, String label, int pspace) : Function(name, label, pspace)
// List every parameter you want to appear in the "parameters" section
// using ARG(variable, parameter-name, default-value, allowed-values)
ARG(c, "c", complex, complex(-1,0), ANY);
ARG(depth, "depth", int, 500, ANY);
ARG(escape, "bound", double, 1000, ANY);
ARG(pixfactor, "pixfactor", double, 4, ANY);

void defaults() {
// Default settings, shown initially and on "restore defaults"
if (PARAMETER_SPACE) {
c.set(0,0);
setDefaultRange(-2.2, 1.4, -1.8, 1.8);
} else {
c.set(-1,0);
setDefaultRange (-2, 2, -2, 2);
}
+

// Main function: given coordinates (x, y), return a value from
// 0 to 255, representing the color to assign to the pixel
byte iterate(double x, double y) {
int i = 0;
int inJ = 0, goal = 0, gone = 0;
// complex z, c;
complex epsilon,w;
complex alpha;
complex der,derO;
double dx = (state->xmax - state->xmin)/(2x%(state->xres));
double dy = (state->ymax - state->ymin)/(2xstate->yres);
if (PARAMETER_SPACE) {
setParameter(x,y);
/* we will try to check if c=c(b) is mapped to O=w(b) */
w = complex(0);
der0 = O; /* der0 = (d/db) w(b) */
z = c; /* ¢ = c(b) is the critical value. For M it is simply c */
= 1; /* initially der = (d/db)c(b) */

while(i < depth && goal == 0 && gone == 0){
/* der(n+1) = der(n) * (d/dz) (f_b) (zn) + (d/db) (f_b)(zn) */
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/* in this case (d/dc)(z"2+c) = 1 and (d/dz) (z"2+c)=2%xz */
der = der *x 2 *x z + 1;

zZ = zxzZ + C; /¥ z(n+l) = z@)"2 + ¢ *x/
if (norm(z) > escape) gone = 1;
else

if (norm(der - der0) > 1le-12) {
epsilon = (z - w)/(der -der0);
/* checking if z + epsilon * der = w + epsilon * der0 */
if (fabs(epsilon.re) < (dx/pixfactor)
&& fabs(epsilon.im) < (dy/pixfactor)) {

goal = 1;
}
}
i++;
s
// if ( gone == 1) return (byte) (255%i/depth);
if ( gone == 1) return (byte) 0;
if ( goal == 1) return (byte) 255;
return (byte) 50;
} else {
z = complex(x, y);
alpha = z;

der = complex(1,0);
while( i < depth && inJ == 0 && gone == 0) {
der = 2.0 * z * der;
zZ=2z%2z+C;
if (norm(z) > escape) gone = 1;
else
if (norm(der) > 1.1) {
epsilon = (z-alpha)/(der-1);
if (fabs(epsilon.re) < (dx/pixfactor)
&% fabs(epsilon.im) < (dy/pixfactor)) {

inJ = 1,;
}
}
i++;
+;

if ( gone == 1) return (byte) 0;
if ( inJ == 1) return (byte) 255;
return (byte) 50;

// Forward orbit: assign f(x) to x
void orbit(complex &x) {
X = X * X + C;
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// Set the parameter in dynamical space
void setParameter (double x, double y) {

b

c.set(x, y);

void sandbox() {

// Use sandbox to manipulate the image by setting pixels
// SETPIXEL(x, y, color) -- set a pixel corresponding to real coordinates x, y

// SETPIXEL_(x, y, color) -- set a pixel in image coordinates (0, 0) is lower lef

// GETPIXEL(x, y) -- returns the pixel value at real coordinates X,y

// GETPIXEL_(x, y) -- returns the pixel value at image coordinates x, y
// HLINE(x, y, dx) -- draw a line from point x, y to x+dx, y

// VLINE(x, y, dy) -- draw a line from x, y to x, y+dy

// HLINE_(x, y, dx) -- draw a line from point x, y to x+dx, y (image coordinates)

// VLINE_(x, y, dy) -- draw a line from x, y to x, y+dy (image coordinates)

void annotate() {

b

// Add vector graphics on top of the image. You can use the entire Quartz
// drawing API, documented at

// https://developer.apple.com/library/mac/#documentation/GraphicsImaging/Concept

// Your current context is called ctx.

// Your coordinates correspond to image coordinates (0, O is lower left cormner)
/*

SetFillColor(1, 1, 0, 1);

FillRect(-1, -1, 2, 2);

SetFillColor(1, 0, 0, 0.5);
FillRect (0, 0, 300, 300, false);

SetFillColor(1,1,1,1);

SetFont ("Arial", 1);
DrawText ("foo", 1,1);

SetStrokeColor(0, 0, 1, 1);

SetLineWidth(1);
DrawLine(-1, -1, 1, 1);
x/

void setColors() {

}

};

SETCOLOR(255, 0, 0, 0);
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