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Abstract

The aim of this paper is to demonstrate how to use what is learned as a graduate
to intuitively resolve a problem and expand the knowledge on it. In this case the
heat equation is resolved using some of the numerical methods studied along with a
collection of other methods not presented during the math career. The way is solved,
using finite differences method means that solving a partial differential equation
resumes in using Taylor, resolving an ordinary differential equation and finding
the solution of a big dimension sparse linear system. With this process the aim
of this project will be satisfied and an approximation of the real temperature for
each point in space and time will be found. In order to wite this paper a software
was developed where three different ways of resolving differential equations and
four different methods to resolve the linear system. This software will output the
aproximation using all combinations with the number of iterations, time of execution
and the error with the real solution. All together, the reader should have a good
understaing of how Finite Difference Method works, some ways to approximate the
temperature described with the Dirichlet condition in a given domain and will end
up with a first modelling experience.
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1. Introduccién

Los métodos numéricos y el estudio de ecuaciones diferenciales siempre ha sido
uno de los campos de la matematica que mas me han atraido. El hecho de poder
modelar una situacién dada, a través de la observacion y traducirla a una relacion
matematica para poder analizarla y sacar conclusion que aporten conocimiento para
entenderla mejor, me parece basico para crecer y avanzar como sociedad. Para mi lo
mas importante era utilizar lo aprendido a lo largo de la carrera para solucionar un
problema préactico, con mas autonomia de lo que estaba acostumbrado. El problema
de aproximar la temperatura de un dominio tridimensional a lo largo del tiempo es
bastante atractivo y se puede resolver de forma relativamente sencilla con el método
de diferencias finitas. De hecho la solucién se basa en conceptos muy utilizados a lo
largo de la carrera que resultan faciles de implementar.

Este trabajo trata de presentar la metodologia para afrontar un problema de
aproximacién de la temperatura en un dominio de dos y tres dimensiones a lo
largo de un periodo de tiempo. Para ello se recordaran temas estudiados en la
asignatura de métodos numéricos 2 en su mayoria pero teniendo en cuenta otras
asignaturas que se tendran que tener presentes. El texto presentara informacion
de relevancia que hay que conocer y que serd crucial para entender el proceso,
como teoremas necesarios o la descripciéon del sistema en el que nos encontramos
que vendra definida por una relacién diferencial parcial. Después de explicar el
método en si se procedera a describir cada paso con posibles mejoras a tener en
cuenta para finalmente aplicarlo a ejemplos ilustrativos y una visualizacion de estos
para entender el método al completo. Como comentarios y conclusiones se resumen
posibles lineas de avance que puede tomar un estudiante aunque existen muchos
otros caminos para mejorar el método.

El primer paso es tener clara la pregunta que se quiere resolver y la informacién
que se conoce. Para ello se presentara una de muchas condiciones de entorno donde
estara definidas en cierto dominio espacio-temporal, la condiciéon de Dirichlet, donde
existen tres condiciones. La primera viene dada por la relacién diferencial u; =
Au + g(z,t) con g(x,t) conocida, que se deduce de la ley de Fourier y la ley de
transmision de calor. La segunda condicién es conocer el estado del dominio en
tiempo inicial, que vendra denotado por ug. La tltima condicién es la funcion que
definira la temperatura en la frontera del dominio a lo largo del tiempo. Estas
condiciones son suficientes como para encontrar una solucién tnica del sistema y
estable en relacion a la funcién de la temperatura en la frontera. Con esto se tendra
un problema sélido para solucionar numéricamente.

Una vez se conocen las condiciones de entorno, en este caso Dirichlet, se empleara
el método de diferencias finitas para aproximar la solucion. Para ellos se utiliza dife-
rencias divididas para calcular Au que dara lugar a conocer los puntos mas cercanos
en las tres coordenadas. Con danimos de expresar estos puntos mas cercanos se dis-
cretiza el dominio definiendo el niimero de puntos a utilizar para su representacion
finita, y asi poder hacer referencia a estos puntos mas cercanos. Cuando ya se tiene
el laplaciano Au, quedard un sistema de la forma uw; = f(u,t). Este se resolverd
utilizando métodos numéricos para ecuaciones diferenciables ordinarias estudiados



en la universidad como Euler implicito y explicito, notando la inestabilidad del se-
gundo y como afecta esto a la aproximacién. También se introducira el método de
Crank-Nicolson que serd una aproximacién de un orden mayor que los anteriores
y permitird encontrar una aproximacién mas realista de la solucién. Los métodos
que si serviran para este contexto seran los implicitos, que darédn lugar a un sistema
lineal de tantas incognitas como puntos del interior del haya en el dominio espacial.
Para solucionar este sistema se plantean los métodos iterativos porqué la matriz que
lo define es una matriz escasa y podemos utilizar la légica condicional en la pro-
gramacién para calcular el producto de matrices en n pasos (por cada elemento).
Esto permitird no guardar la matriz en memoria y ser mas réapidos en los calculos,
mientras que los métodos no-iterativos manipulan las matrices y si requieren esa
memoria. Los métodos mas basicos que se presentan, seran también los aprendidos
en la carrera Jacobi, Gauss-Seidel y S.O.R (successive over relaxation). Ademds de
estos se presentara el método del gradiente conjugado, que enfoca el problema como
un problema de minimizacién y encuentra la misma aproximacion en menos itera-
ciones y tiempo de ejecucion. Todo este proceso se acompanara en cada paso de un
ejemplo donde se ve representado todo el proceso en un cuadrado y un cubo en 2
y 3 dimensiones respectivamente. El proceso se ha seguido en otro dominio que me
referiré como horno, que consiste en un cuadrado o cubo quitandole un cuadrado o
cubo mas pequeno de su interior y con altura variable.

Finalmente, cuando ya se tiene una aproximacion de la solucién para ser visua-
lizada y analizada. Para ello se recogera la informacion relevante, como nimero de
iteraciones, tiempo de ejecucion y comparacién con la solucion real. También se
guia para representar la solucién en dos dimensiones para todo tiempo con ayuda
de un video y se presentaran herramientas para visualizar, en tres dimensiones, la
solucion de las diferentes capas del dominio espacial. Esto puede presentarse como
un reto ya que se tienen que representar en una pantalla (2D) cinco dimensiones
(temperatura, tiempo y las tres del dominio macizo).



2. Informacion basica

El primer paso para entender una aplicacién del método es conocer la informacién
que nos proporciona el propio analisis de la situacion. Por ello el siguiente apartado
se dedicara a la deduccion de la ecuacién de calor en tres dimensiones a partir de un
analisis fisico de la situacion. Para llegar a a este andlisis se requiere de teoria y por
eso se enunciard y demostrard el teorema del maximo, un resultado que va implicito
a lo largo del estudio de la ecuacion del calor a través del método de diferencias
finitas.

2.1. Deduccidon en tres dimensiones

A continuacion se resumira lo estudiado en el grado de matematicas de la Uni-
versidad de Barcelona en la asignatura de modelizacién, donde se explica como su
puede deducir la relacién diferencial que ayudara a encontrar una aproximacion de
la temperatura en cada punto de un dominio discretizado. Esta relacién proviene de
la ley de Fourier y viene dada por la relacion entre el flujo de calor q y el gradiente
de la temperatura:

ou —  Ou ou —
o (X, t) i + —(X, t) E(X,t)k

G(X,t) = —KVu(X,t) = —K(2= o

)

Suponemos que u(X,t) es la temperatura en un punto X = (x,y,2) en tiempo t
con conductividad termina K > 0, densidad ~ y capacidad térmica c constantes y
no pasa calor ni escapa al el medio. Entonces, el primer principio de termodinamica
dice que el calor ¢ que entra por la frontera del dominio espacial V., S = 9V, y
la energia que se genera en V' es igual a la variacién de la energia almacenada
en V. Puede que haya un factor externo que afecte a la temperatura interior que
definiremos como ¢(X,t), si no lo hay g = 0.

1] fnom= ] foa

Se integra en un intervalo de tiempo [0, 7.

Calor que entra por S:

T . . T
/ //Cjﬁdet T.Gauss]%vergenma\/ /// quvdt:
0 S 0 %4
T
:K/ ///(5u(X,t)dvdt (2.1)
0 \%4

Energia que se genera en V:

/OT || [ otxnava (2:2)



Variacion de la energia almacenada en V:

L////yc—fxm (2.3)

Utilizando la relacion entre las tres integrales (2.1} —|— =([2.3)) obtenemos que:

/OT///‘/(KAU(X,t)+g(X,t)—7.6%()(775))@ df— 0
— KAu(X,t) + g(X,t) — yeu (X, t) = 0 =

K X, 1
(1) = K au(x 4 95D
e e
Si se define k% := % y f(X,t) = (ffct) se puede conseguir asi la definicién que
resulta mas familiar:
u = k*Au+ f

2.2. Principio del maximo

A continuacién se enunciard el principio del méximo, que nos dice que si una
funcion tiene laplaciano positivo o cero, el maximo estara en la frontera. Esto se
utilizara para demostrar, en el caso cuando u; = 0 y por lo tanto Au = 0, que la
temperatura interior del dominio sera menor. También se puede interpretar, cuando
un sistema que depende del tiempo esta en equilibrio, ya no depende del tiempo.
Para la demostracién de la unicidad de soluciones de Dirichlet también es titil aplicar
el principio del méximo que dice lo siguiente:

Teorema 2.1 (Principio del maximo). Sea €2 abierto conexo, reqular y compacto
en R3. Supongamos que u = u(x,y, z) es solucién de la ecuacidn laplaciana Au = 0
en Q0 y continua en = QU I, Entonces el mdzimo y minimo de u se obtienen
en la frontera 05), esto es:

A, oy € O t.q. u(zy,) <u(x) <u(xy) Yo € Q

Demostracion. Supongamos que el valor maximo (xo, %o, 20) € € de la funcién
u(z,y,z) no estd en la frontera, por lo tanto la hessiana tendrd la diagonal ne-
gativa o cero:

uxw(x07y0720) S 07 uyy(x07y07z0> S 07 uZZ(x07y07ZO) S 0

Como u(xg, Yo, 20) €s un minimo lo serd en particular en las direcciones de eje z,y, 2
, por lo que se obtiene que

Uz (05 Yo, 20) = Uyy(To, Yo, 20) = U=2(To, Yo, 20) = 0
Definimos la funcién v(z,y, z) con € > 0 de la siguiente manera:
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Av(e,y,2) = Au(z,y, ) + eA(a® + o + 22) = 0+ Ge

Como Av < 0 a los puntos interiores maximos, esto nos dice que en el interior de
2 no hay puntos maximos.

Como u es continua en la adherencia de €2 entonces v también lo és en €2, por lo
tanto tiene un maximo (xo, Yo, 20) y tiene que estar en 02

Por construccién de v observamos que para cualquier (z,y, z) € {2 tenemos:
u(z,y,z) < o(x,y,2) < v(w0, Yo, 20) = (o, Yo, 20) + €l (o, Yo, 20)||* <

< , . 2 <
(x’glza)«gaﬂuw, Yy, z) + € L nax (0, Yo, 20)|]° < 00

Si € — 0 obtenemos:

< s I SR
u(r,y, z) < Jnax u(z,y, z) X u(r,y,z) < Lnax u(z,y, z)

2.3. Condiciéon de Dirichlet

Una de las cosas mas importantes es determinar la informacién que se tiene a
priori del problema, esto son las condiciones de entorno. Hay varias condiciones que
pueden alterar el método y cambiar la solucién. A continuciacion se presentara la
condicién de contorno de Dirichlet, que nos proporciona la temperatura en tiempo
inicial y sobre las fronteras asociadas al espacio. Se vera como esto es suficiente para
encontrar una solucion y asegurar que és Unica. Las condiciones son las siguientes:

Seau:Qx[0,1] CR*"xR—R

u = k*Au+ g(u,t)
u(z,0) = ug(x) z € (2.4)
u(z,t) = f(x,t) if z € 00

con k € constante y dos funciones g(u,t) : R x [0,1] — Ry f(x,t) : R" x
[0,1] — R conocidas.

Estas condiciones determinan una solucién tnica que es la que queremos apro-
ximar utilizando el método de diferencias finitas. A continuacién se demostrara la
unicidad y estabilidad que proporcionan las condiciones de Dirichlet que son los
resultados maés basicos. La demostracion de la existencia no entra dentro del alcan-
ce de este trabajo. No obstante como las funciones f y ¢ de nuestro sistema son
diferenciables, donde solo es necesaria la continuidad, se sabe que existe al menos
una solucion.

El siguiente teorema nos demuestra si existen dos soluciones, tienen que ser la
misma:

Teorema 2.2. Sea u : 2 x [0,1] C R" x R — R wna funcion continua como la
presentada las condiciones de Dirichlet. Entonces, si existe una funcion u(x,t)
solucion del sistema, es unica.



Demostracion. Sea uy(z,t), us(z,t) soluciones de la codicién de Dirichlet y tomemos
el cambio de variable w = u; — u9, entonces nuestro sitema pasa a ser:

wy — k2Aw =0
w(x,0) =0 x € (2.5)
w(z,t)=0 ifx € 0N

Si Q C R” es un abierto acotado no vacio, y u € C*(2) N C°(Q) es una funcién
tal que —Awu < 0 en €2, entonces:

MAax u = maxu
Q onN

En particular, si v < 0 sobre 0 entonces u < 0 en

Como 2 es un abierto acotado no vacio y w € C*(Q2)NC°(2) cumple que —Aw < 0
en €2 utilizando el principio del maximo tenemos que el maximo y el minimo tienen
que estar en la froentera donde w(z,t) = 0 Vz € 0S, por lo tanto, se obtiene que
w(z,t) = 0. Finalmente concluimos que las soluciones u;(x,t) = us(x,t) sén iguales
para todo tiempo t > 0.

i

Ahora que se sabe de la existencia y unicidad de la solucién, se quiere comprobar
cuanto cambia la solucién, por el cambio de condicién frontera.

Teorema 2.3. Enunciado Estabilidad Sean uy,uy soluciones de sistemas que se
diferencian unicamente en la condicion de frontera fi, fo respectivamente, definidas
en el dominio €2

uy = k2Auy + gy (x,t) Uy = k*Aug + go(,t)
ur(z,0) = uy, r e ug(z,0) = uy, z €
uy(z,t) = fi(x,t) si x € 0f) ug(z,t) = fa(x,t) st x € 0N

entonces se cumple:
[ wntet) = uae, ) < 3 [ @1lait) = @ala )’
Q — Ja

Demostracion. Sea w = wu; — ug, el del sistema [2.5] si multiplicamos w por la
ecuacion y utilizando la regla de derivacion del producto y la regla de la cadena,
obtenemos:

cw = (w, — E2Aw) - w = ww, — wkiAw = — (— Lw? —
0-w=(w; — k*Aw) - w = ww; — wk*Aw dt( 5 )+;:1k wy, ;Zlk (W - wy, ),
Integrando sobre el dominio 2 obtenemos:

O—/i(w—2)~l—/ik wg—/k(ww)
th 2 Qi:1 xq o T4 )T
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2/w—z—i-ki/uﬂ—/’{;i/(wm))
0t)o 2 = Jo " i=1 79 e

Teniendo en cuenta que [, (w - wy, ), = ’Qw -w,, = 0, se tiene:

o [ w? & 9
_ - = _ < .
:>8t/g 2 k;zil/ngi_o (26)

Utilizando [2.6]y substituyendo u, us y las soluciones en estos puntos @1 (;, t), P (x;, t)
obtenemos:

/Q (i) = i, ) < Y / (@1 (1, 1) — By (2, ))?

i

Con estas dos demostraciones que demuestran que las soluciones que determinan
la condicién de Dirichlet existen son tunicas y estables, tenemos un problema sélido
y con la informacion suficiente para aproximar esa solucion tnica.



3. Meétodo de diferencias finitas para la ecuacién
de calor

El método de diferencias finitas trata de crear una aproximacion de la tempera-
tura para un punto determinado en un tiempo determinado, es decir, para todo el
dominio espacio-temporal. Se parte de la relacién diferencial u; = k*Au + g(u,t) y
una serie de condiciones de entorno que acotaran el niimero de soluciones. Una vez
claro el dominio en el que se va estudiar la ecuacion de calor, se descretizara. Hecho
esto, serd posible encontrar una aproximacion de u; y Au, a poder ser del mismo
orden, para hallar la temperatura en el dominio discretizado dado. La temperatura
resultante acaba dependiendo de la de los puntos mas proximos, que coincide con
la idea intuitiva que se tiene de conduccién o del flujo de temperatura en un do-
minio. Estos puntos seran del mismo tiempo t o t — dt dependiendo del método de
aproximacién de la derivada respecto el tiempo que se utilice (métodos numéricos
de resolucién de EDOS), que puede ser explicito o implicito. En los casos que se
estudiaran, los métodos implicitos, que convergeran a una solucién, daran lugar
a sistemas lineales que se solucionaran con métodos basicos. La inestabilidad del
método explicito llevara a comprobar que a medida que pasa el tiempo el error tien-
do a infinito. Como se comprobara, el método de diferencias finitas es un método en
su conjunto bastante intuitivo, pero a la vez con resultados positivos en escenarios
similares a los que se presentan en este trabajo.

Conociendo las hipétesis del problema de Dirichlet, es decir la temperatura en la
frontera y una condicion inicial de la temperatura sobre todo el dominio, se propone
utilizarlas para encontrar la temperatura para cada punto de un dominio, durante
un periodo de tiempo, que viene descrita como la solucion de la ecuacion diferencial

uy = k2Au + g(u, t) (3.1)

El método de diferencias finitas proprociona una posible solucién a este problema
aproximando los terminos desconocidos u; v Au de esta igualdad, a partir de la
informacion que conocemos. Para ello lo primero es discretizar nuestro dominio
no temporal de una manera razonable. Los dominios, cerrados y acotados que se
representaran como €2 que se estudiardn, seran la unién de un nimero r (finito) de
cubos n-dimensionales de tal forma que

Q= U Ci, C; = [xl,yl] X ... X [xn,yn] Cc R"” T, Y; € N T; <Y j cl,...n
€{1,..,r}

serd donde estara definida la ecuacién en derivadas parciales (EDP) que necesitamos
reemplazar por una ecuacién expresada en difrencias finitas (EDF). En los ejemplos
préacticos que se ilustraran nos concentraremos tnicamente en los casos n = 2,3,
pero el razonamiento es intuitivo para dimensiones més generales.

Se quiere que la EDF esté definida en un nimero finito de puntos equidistantes
y con la densidad suficiente como para perder la menor precisién posible. Este es
un proceso que puede parecer muy simple (y lo serd en muchos casos) pero se puede
complicar dependiendo de la diferenciabilidad del dominio. Para ello se divide la



proyeccion del dominio sobre cada coordenada (que estard contenida en el intervalo
0, a;]) en N; € N sub-intervalos de una medida dada dz; << minjeq,.. ny |[75, 95|
siguiendo Figura [T}

El dominio espacial finito, que denotaremos como {2, tiene que estar compuesto
por puntos equidistantes. Se definine para ello § := dx; = ... = dx,,, de tal manera
que imponemos implicitamente que N; = %, Vi. El dominio espacio-temporal finito
Dr en un tiempo ¢ és de la forma Dr = {(z1,...,2,,t) € Qp x [0,1]}} Como
g(u,t) y & son conocidos, se puede hacer uso de la férmula de Taylor encontrar una

aproximacién Au de Au, para encontrarnos con el sistema:
up ~ K2Au + glu,t) (3.2)

Gracias a tener un dominio discretizado tiene sentido plantear hacer referencia al
punto mas cercano en cierta direccion, que se utilizara para encontrar una expresion,
también aproximada, de Au.

Notacién: La temperatura en un punto (x1, s, ..., T, t) € Dy en tiempo
t, viene representada por la funcién u(zy, ..., Tn,t) =: w4 6 u, que

in,

también anotaremos u(w1, ..., 75 + 0g;y oo Ty t 4 0p) COMO Usy i1, i 41

6 Ui 45045- En particular, el caso n = 3 serfa u(z,y,z + 0,t) = u.45 0
'LL(ZL' + 9, Y, 2,1+ 5) = Up+8,t+6-

.

Proyecciones

N

Y

Proyecciones

Figura 1: Ejemplo de descretizacion de un dominio en 2D. Los puntos mas oscuros re-
presentan los puntos los puntos de la frontera y los puntos mas claros son los puntos del
interior del dominio finito.

Siendo wu(zq, ..., 7, t) la temperatura en un punto cualquiera del dominio Dy,
se puede calcular, utilizando la expansién de Taylor en el punto (zi,...,2,,t) €
2 x [0, 1], una aproximacién de u,, 5 = u(x; + dx;, t).

8 1 0%u 1 u

— 2 3 4
Ug;+6 = U 8 5+§62—5 +§a3—5 +O(5)



dug 10, 10w

— - _ 3 4
Uai=g = &vi(s 2 0%x; 3! 83%5 O@’)
0*u 52 54
= Ug s + Uy, 5 = 2u + Pz +0(5%) =
2 . ‘ S —
Pu  u(r; 4+ 0xi,t) +u(x; — 0wy, t) — 2u (82)

= =

821'@' 02
0 1
_ 5 ol Z[u(zl +6,t) +u(z; — 6,t) — 2u(z, )] + O(6?)
Como se puede observar la aproximacion de Au que se obtiene, arrastra un error
de orden O(4?). Por lo tanto ahora se conocen todos los términos de la derecha de
la ecuacion diferencial ordinaria [3.11

El siguiente paso del método es aproximar la ultima incognita de la relacion
diferencial que queda por conocer, u;. Por esto se plantea introducir métodos de
resolucion de ecuacion diferenciales ordinarias, ya que |3.2| puede re-escribirse la
ecuacién diferencial matricial ordinaria como:

Uy = f(uv t)

En este punto dependiendo del método que se utilice, se puede encontrar la solu-
cién explicitamente, aunque no sera estable dadas su propiedades. En cambio, si el
método empleado es implicito obtendremos un sistema de ecuaciones lineales, ya
que nos encontraremos con un numero de incégnitas finito que queremos aproximar
en tiempo t, que dependen unas de las otras por el hecho de que la temperatura de
un punto dependa de los mas cercanos. Todo esto acaba resultando en que f(u,t)
puede representarse con la forma matricial Bu + ¢, y asi, para encontrar la solu-
cion para todo tiempo ¢, se necesita resolver un sistema de ecuaciones lineales de la
forma:

Au =b.

Habiendo solucionado el sistema lienal hayando la solucién u*, se tendra una aproxi-
macién de la temperatura para cada punto de nuestro dominio y para todo tiempo
t € [0,1]. De esta manera se podra analizar los resultados para poder aplicarlo a
otras condiciones iniciales y de frontera.

3.1. Aplicacion a nuestros ejemplos

Para hacerse una mejor idea del método, cada paso se ird plasmando con un
ejemplo de un dominio simple, descrito como producto cartesiano del intervalo [0, 1]
en las diferentes coordenadas del espacio, en dimensiones n = 2, 3.

Para la descretizacione se segue la logica planteada anteriormente donde se con-
venientemente § = 1073, por ejemplo, dividiendo el intervalo [0,1] en N; = 10® i €
{z,y, z} sub-intervalos, de esta medida. Como puntos de nuestro dominio, toma-
remos los extremos de estos intervalos. Obtendremos para cada eje i € {z,y,z}
N; + 1 puntos que representen el dominio, que se denotara como 2z, con cardinal

#Op = Hie{l,...,n}(Ni + 1)~

10



[0,1] x [0,1] c R%. [0,1] x [0,1] x [0,1] C R3.

Figura 2: Representacién de los doniminios utilizados en 2 y 3 dimensiones

AN

Figura 3: Descretizacion de parte del dominio espacial

Para entender mejor el proceso y para enfocar desde el principio el problema
como una relacién lineal, se reescribird el problema como tal. Para ello hay que tener
en cuenta que, para cada tiempo t, de los [[(N; + 1) puntos de nuestro dominio
Qp, sélo [](N; — 1) puntos son incdgnitas del sistema, mientras que los demds
puntos pertenecerdn a la frontera (donde la condicién de Drichlet nos determina la
temperatura para todo t). Se pondran las incgnitas en forma de vector teniendo
en cuenta el orden, como por ejemplo:

U111 Uy
U(t) = UL,1,N,—1 _ Un,—1
o N U
U121 N,
UN,—1N,—1,N,—1 UNzNyNZ

Los puntos de la frontera, serdn de la forma u; ;j teniendo alguno de sus indices
0, N, Ny, N,. Dado un punto (id, jé, k) € D, del dominio, se definen la tempera-
turas de los puntos que me referiré como vecinos mas cercanos a un punto:

vecinos(i, j, k) = {Uz’ﬂ,j,k, Uj j41k> Ui,j,k:tl}

Se puede ver por la ordenacién del vector que cada wuj tiene asociado un U, por
lo tanto a cada (i, j, k) le corresponde un [. Teniendo esto en cuenta se definird un
brront que acumulara, en la fila [ la temperatura de los puntos més cercanos que

11



también sean de la frontera:

Z v

vevecinos(i,j,k)NODy

bFront,l (umk) =

Hasta ahora, con lo que se ha visto, se puede aproximar el laplaciano de la
siguiente forma:

- N Y
Au = 5 (Z —u(z; + 0,t) + 2u(x,t) — u(x; — 6, t)>

i

Para expresarlo de forma matricial se tiene que tener en cuenta que u;j; son incoégni-
tas para anadirlo a la matriz del sistema, y cuales no lo son para ponerlo en forma
de vector. A la hora de tratar el producto de matrices en el entorno de programa-
cién no sera necesario guardar los coeficientes de la matriz A en ninguna variable
n-dimensional. En su lugar se tendran escribiran explicitamente con una logica de
if, ya que como mucho se tendran 2n coeficientes y todos seran iguales. Se puede
resumir en que se sumaran los indices correspondientes a los 2n vecinos, excepto
en caso de que sean frontera. El resultado de estd ordenacion de indices y en con-
secuencia de la eleccion de incognitas no lleva a considerar a la familia de matrices
tridiagonales a bloques de la siguiente forma:

a -1 0 0 0
~1 a -1 0 0
0 -1 a -1
Tl(a) = c RNz—l % RNz—l
0 0 0
.-
0 0 0 -1 a
Ty In,—1 0 0 0
Iy T Iyyy O oo 0
0 In1 To In,_ :
Lw=| o S e
: - Ine
0 0 0 In,—1 T
T I(Nyfl)(szl) 0 0
N, —1)(Na-1) T LN, -1y (Na-1) 0
Ty(a) = ' '

Iin,~1)(N.—1) 15

: Ty —1)(Na—1)
0 Iovy -1y -1) I

T3(CL) c R(Nw—l)(Ny_l)(Nx_l) X R(Nx_l)(Ny_l)(Nx_l)

12



Ahora si se puede expresar la aproximacion de Awu en forma matricial, para
obtener la ecuacion diferencial ordinaria:
~ 1
Ay = — A2 (szm(Qn) Ut + bFront)
que se denominard la matriz laplaciana de la funcién u, por lo tanto se tiene la
siguiente representacion de la relacion diferencial:

= e~ 9, 1) — 5 (T (1)U, + by

Para resolver la ecuacién diferencial ordinaria se utilizardn los métodos de Euler
implicito, Euler explicito y Crank-Nicolson. Los diferentes métodos, al aproximar la
derivada de la temperatura respecto al tiempo, tendra un efecto en los coeficientes
de la aproximacién (expresado de forma matricial). Los métodos explicitos dardn, en
general, una peor aproximacion de la solucién pero se tendra una férmula explicita
de la solucion, luego no serd un método iterativo y se resolverd con el ntmero
de asignaciones igual a la dimensién de nuestras (N, — 1)(N, — 1)(N, — 1)* =
(10% — 1)3 incégnitas. Para los métodos implicitos obtendremos para cada tiempo
t € [0,1] un sistema lineal para solucionar. Con esto discretizaremos el tiempo y
encontraremos un sistema a tiempo ¢ que podremos solucionar en el siguiente paso
si no lo solucionamos en este.

Los métodos que se utilizaran para resolver estos sistemas de ecuaciones lineales
seran Jacobi, Gauss-Seidel y SOR y por ultimo se mejorard la velocidad con el
método del Gradiente conjugado. Se estudiara la convergencia, las iteraciones y el
error de cada método para encontrar el éptimo para esta situacién para verificar la
validez de la solucién y poder utilizarlo a otros casos.
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4. Resoluciéon numérica de ecuaciones diferencia-
les ordinarias

En este apartado se estudiara métodos explicitos e implicitos de sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinadrias, partiendo de la relacién @ = f(¢,x), definda en el
dominio presentado en la seccién anterior y suponiendo que conocemos las hipotesis
de Dirichlet. Se empezara a presentar una serie de métodos que se estudian tipica-
mente en las universidades (en particular en la UB) como puede ser Euler Explicito
y Euler Implicito. En la seccién que le precede se conocerd el método de Crank-
Nicolson motivado por querer encontrar un método que minimice el error hasta el
mismo orden que la aproximacion de Awu y siguiendo la misma logica que en los
métodos anteriores, se vera como este método finalmente aproximara mejor la solu-
cién. Para todos ellos se estudiara la estabailidad y convergencia de estos métodos
igual que la férmula de error para poder compararlos y se vera la aplicacion de estos
para la ecuacion diferencial que se presenta en este trabajo y se comprobard con
practica qué método es mejor.

4.1. Meétodos basicos: Euler Explicito e Implicito

El método de Euler explicito encuentra una aproximacién para cada punto co-
giendo la definicién de derivada por la derecha de la funcién u respecto a la variable
t, esto es:

VU R Uy(t) = Jim LFW = UW)

5t4)0 6t
Asumimos que es una aproximacion para obterner:

U(t+6t) — U(t)
5t

YU €R™  fu,t) = Uy(t) ~

A partir de aqui, se obtiene una expresién de U(t+;), es decir la temperatura para
el siguiente paso, aislandolo:

Ut+06,)~=U(t)+ 6 f(u,t)

La estabilidad de este método se estudiara utilizando la ecuacién test u; = Au,
con A < 0y solucién C'exp™ . Se encontrard una expresiéon para el iterado k-ésimo
u® con k — oo

u® = =D 5, f kD ED) = o F=D (1 p 50) = w O (1 4+ A6,)*

Im v Q1+ M) =0 <= |1+ A <1

k—o00

2
14+ My <1 —2< A <0, (5t>0<:>5t<m
Por lo tanto el método no es estable y en caso particular en el que nos encontraremos
que el error tiende a infinito a medida que ¢ tiende a infinito.
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El método de Euler implicito empieza por coger la definicién de derivada por la
izquierda de la funcion u respecto a la variable ¢ en el punto t + 0t, esto es:

VieR lim Ut +6t) = lim Ut+6,) —U(t)

6:t—0 6t

Asumimos que es una aproximacién para obtener:

Ut)—U(t+6
WU ERY F(U.t+8) = Ut +8) ~ 2 6(+t)
t

A partir de aqui, se obtiene una expresién implicita de U(t + ;) aislandolo, para
encontrarse con una expresion implicita de la solucion:

Ut+6) =U(t)+ 6, - f(Ut+6)

De igual manera que el caso anterior se utilizara la funcion test para comprobar
su estabilidad:

u(k_l) u(o)

T 1N (1= M)

u® =y D g, f® 1) = D 5 a0 ®) o B

; u® 1
lim

B 1
e VA G BV

Tenemos A < 0,d; > O:

1 1<1- —\oy =
1—Aht< = 1< Ay =0 < =)Ao = |A|dy

Observamos que no depende del valor de A, por lo tanto podemos concluir que el
método es estable.

Ahora calcularemos el error restando la solucién exacta de la aproximada, utili-
zando la expansion de Taylor:

u(t 4 o) — u(t)
Ot

5
= u/(ta) + ' (tn) 5 + O(5})

y teniendo en cuenta

n t
' (t+0;) — u'(t) = u"(t)0; + l 2( )53 + 0(8?)
se obtiene que
n — Un / / " 0
Flust400) = S =l (14 8) = (1) — (1) 5+ O(9F) =

B ul/(t)

2
El orden de la funcién error es del orden de ¢d;, el mismo orden que el método de
Euler explicito.

6+ O(62) == ¢
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4.2. Crank-Nicolson

Hasta ahora la aproximacién del laplaciano que se ha planteado es de orden 62
mientras que los métodos de aproximaciéon de la ecuacién diferencial ordinaria que
se han visto hasta ahora son de orden ¢;. Tomando desde ahora d; = ¢, se tendra el
problema de que las dos aproximaciones son de ordenes diferentes. Por lo tanto hay
que encontrar un método que tenga un error de orden 6%, para que tenga sentido
aproximar a orden 42 el laplaciano du. Para ello aproximaremos, con un error ¢ la
derivada respecto al tiempo en u con las funciones f(t*) u®)) y f(t*+D) yk+1)) 5
pesos 6,1 — 0 de la siguiente manera:

k1) _
0

Minimizaremos el error intentando eliminar los términos de orden ¢. Primero utili-
zando Taylor sabemos que:

k)

U S B0 ) 1 (1 ) (1 )

ul

2
u(t® ) — u () = w(t* D 4 6) — u(t®) = o/ (t*)§ + u"(t(k))% + 0(8°)

(kt1) _ ., (k) 5
— % =/ (t9) + " (t9)3 + o(6?)

Por otro lado tenemos que:
O f (5D u(@ ) + (1= 0) f(tW u(t®)) = 0u' (V) + (1 — 0)u/ (t*)) =
=/ (t™) 4+ (' #*) — /(W) = &/ (t®) + 06 - " (tP)) 4 0(6?)
Si se restan los términos anteriores, se tiene que el error es el siguiente:

O f (t*D uEHDY (1 — 0) (P, u®)) — u(t™) gu(t(’f)) _

=6-u"(t™) (9 — %) +0(6%) 1= ¢

Observamos que el orden del método es o(A?) para 6 = %, mientras que para

0 # % el orden del método es o(9). Si 0 = %, llamaremos al método resultante el
método de Crank-Nicolson obteniendo la siguiente expresién:
Ut+6_ Ut - f(uat) +f<u>t+5) T+

) 2

De igual manera veremos la estabilidad del método utlizando una vez mas la
funcién test para un 6 cualquiera, para el sistema:

u==\y, t>0,
u(0) = ug

Los caculos anteriores nos dicen que:

BRIV
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definiendo 11—
— (1 —-0)x
r(z) = 1+ 0z

tenemos que:
u®) = r(A6)Ful

hay que estudiar |r(AJ)| < 1. Observamos que esto ocurre para todo d si § > 1, en
cambio si 0 < % solo se verifica si:

<
)‘5—1—29

Por lo que podemos concluir que el método serd incondicionalmente estable si 6 > %
Seré condicionalmente estable si 0 < 8 < %

Notamos también que si § = 0 entonces responde al método de Euler Explicito,
si tenemos # = 1 obtendremos el método de Euler Implicito. Por tultimo, si 6 = %
tendremos el método de Crank-Nicolson (el untico de orden 2).
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4.3. Aplicaciéon al ejemplo

Se ha visto como teniendo una aproximacién Awu, la relacion diferencial inicial
se resume en la siguiente ecuacién diferencial ordinaria:

= F(ut) = glu, ) — %(Tdim@n)U(zﬁ) + brvont)

Nos planteamos utilizar los métodos explicados a los dominios 2r de dos y tres
dimensiones que se han descrito en capitulo 3, y se tomara d; = o

= Explicto :

t+0) — t
Vo € R ut(l’,t) _ (ISI,H(I) U<I7 + ) U(Z‘7 ) =
—

0= Ut+65_ Uy

= Ut+6t = Ut + (5f(u,t) =

= f(u,t) =

1
= U, + d[g(u,t) — E(Tn(2n)Ut + brront)] =

1
= Ups = U+ g(x,t) — =(T,,(2n)U; + beront)

)
Ugs =0
= Implicito :
~ Uis — U,
Upys = % = f(u,t +0¢) =

=>Uns=U+0f(x,t+0) =

1
= Ut + 5g(u,t + 6) - E(Tn(2n)Ut+6 + bFront)

1 1
= (I + ng(zn))UtJﬂ; = Ut —+ 5g(u,t -+ 5) — ngront
= AUt+5 == b
s Crank-Nicolson :
flu,t) + flu,t+06)  Ups
= =
2 )
5 1 1
5[9(?% t)_ﬁ(Tn(ZH)Ut'}_thront)"f_g(u) t+5)_§(Tn(2n) Ut+5+b(t+6)Front)] - Ut_HS_Ut

1 1 )
Ut+h+_Tdim<2n) Ut+h = Ut__(Tn(2n>Ut+thront+b(t+§)Fr0nt)+_(g(u7 t)+g(u7 t+5))

2h 20 2
1 1 1)
(I+2_(5Tdim(2n))Ut+6 = Ut_2_5(Tdim(2n)Ut+thront+b(t+6)Front)+5(g(u7 t)+g(u,t+6))
:> AUt+5 — b
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Se puede ver como aplicando Euler explicito ya tenemos la aproximacién para la
temperatura en todo el dominio espacio-temporal. Esto significa que podemos ver el
error que tiene el método numéricamente. A continuacién una tabla con la diferencia
entre la solucién real fijada a priori, u*(z,y, z,t) := cos(x+y+z+t) y la aproximada
por el Euler explicito u(x,y, z,t). Para ello tambien se tendrd en cuenta la funcién
gu(z,y, z,t),t) = w((z,y, z,t)) —Au(z, y, 2, t) = 3cos(x+y+z+t)—sin(z+y+z+t)
como una de las hipétesis que deberiamos conocer.

tiempo | Error maximo en
Euler Explicito
t=0,01 5,022 x 107°
t=0,02 1,497 x 1072

t=0,03 5,085

t=0,04 2,840 x 10°
t=0,05 1,523 x 10°
t=0,06 8,084 x 108

t=0,07 5,720 x 107
t = 0,08 3,881 x 10
t = 0,09 2,779 x 1077
t=0,1 2,083 x 10%

Tabla 1: Tabla de Error de Euler explicito en tres dimensiones

Con este método es una asignacién directa de la temperatura para cada punto del
dominio espacio-temporal finito. En cambio los métodos implicitos que se obtienen
resultan en un sistema lineal de dimensién N, x N, = 10° o N, x N, x N, = 10° por
cada punto del dominio,es decir, el niimero de asignaciones es mucho mayor. Como
es un método inestable los resultados que obtenemos en la primera paso de tiempo
es bastante buena, pero a medida que pasa el tiempo el error se va haciendo grande
en pocos iterados, tendiendo al infinito como se esperaba. Se puede observar como
tomando un paso de &; = 0,01, en el octavo t = 0,1 ya tiene un error de 2,083 x 10%°
por lo que no tiene sentido utilizar este método. Este tipo de comportamiento viene
por que el método es inestable y tiene que cumplir una seres de condiciones que a
medida que aumenta la dimensiéon aumenta el nimero de condiciones. Por ello en
la resoluciéon de EDPs se pasa de un problema de dimensién infinita a uno finito,
esto produce que las dimensiones suelan ser cuanto més grandes mejor y hace que
pierda el sentido utilizar Euler. Por ello no se utilizara en ninguno de los casos.
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5. Resolucion numérica de sistemas lineales

Como hemos visto, utilizar un método implicito para solucionar la EDO conlle-
va resolver un sistema lineal Ax = b . Hay varios grupos de métodos de resolucién
lineal, si los métodos no iterativos, requerira una manipulacién de la matriz y necesi-
tard ser guardada en su completitud, aunque siempre son convergentes mientras que
los iterativos tienen que cumplir condiciones asociadas a cada método. Los méto-
dos iterativos no requieren de ese espacio de memoria en la maquina si se pueden
capturar los coeficientes con cierto patrén. Esto se podria complicar si la matriz
tiene muchos coeficientes diferentes a cero, pero en el caso que nos planteamos sera
una matriz sparse donde cada fila tendra lo sumo 2n y por lo tanto no le daremos
importancia . Por ello, en este capitulo se resumen los métodos iterativos de reso-
lucion de sistemas lineales de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR, para compararlos con el
método del Gradiente Conjugado, un método que plantea el problema como uno de
minimizacion. De esta manera encontraremos la aproximacion de la solucién que se
busca, para finalmente, con un ejemplo, se ilustraran las diferencias de los diversos
métodos desde el punto de vista de la aproximacién a la solucién real y el ntimero
de iteraciones para llegar a converger a ella.

5.1. Meétodos iterativos basicos

A continuacién repasaremos los métodos mas sencillos que resuelven un sistema
lineal Az = b, con A € R x R" y z,b € R" descomponiendo la matriz como
A =L+ D+ U, donde L es la triangular inferior, D es la diagonal, con todo
elemento diferente de cero, y U es la triangular superior. Hay que tener en cuenta
que n representa la dimensién del sistema lineal, y no la dimension del dominio como
en troas secciones. Los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel basan su razonamiento
‘aislar’ cada componente de z para asi, de una manera recursiva, encontrar una
aproximacién que tiende a la soluciéon real. El método de SOR, parte del de Gauss-
Seidel y aplica un termino de sobrerelajacién, que permite mejorar los métodos
anteriores. Se estudiara el error de cada método expresando el sistema de la siguiente
forma:

kD — Bk 4 ¢ (5.1)

con B e R"x R" y ce R" Si denotamos z, como la solucién del sistema, esta
cumple x, = Bz, + c¢. Si restamos estas dos igualdades y definimos:

okt 1) (k+1)

=X Ty

se puede tomar una norma matricial consistente para obterner:
(2D —2,) = B(z® —z,) =
[[e® D] = [| Be®|| < ||BF[]]e]] < || B[+
Se observa que el sistema convergera si

lim [|B||F =0 < ||B]| < 1
k—oo

20



A continuacién un breve recordatorio de los métodos numéricos de resolucion de
sistemas lineales que se han estudiado a lo largo de la carrera, expresados con la

forma (/5.1).

Jacobi: Suponemos que la diagonal D del sistema no tiene elementos nulos.
Ar=(L+D+U)x=0b

g * ) = DU + L)2™ —b)
Luego, con la notacién anterior se tien que B= D Y (U + L)y ¢ = D'

Gauss-Seidel: Suponiendo que aproximamos x; con el orden x4, zs, ..., z,, Para

. k1 . L
aproximar las componentes x,f 1 del vector x, siendo k el paso, se utilizan los
(k+1)

elementos ;" 7, j <, ya calculados del paso actual. Esto es:

Ar=(L+D+U)x=b

e D = _L(D+U) 2™ + (D +U) M
luego B=—-L(D+U) ", yc=(D+U)""

SOR: Se trata de utilizar el método anterior y expresarlo de la forma x

2F + wF(A, z,b) e influir con w € (0,2) C R en la convergencia del método de
(k)

7 )

(k+1) _—

Gauss-Seidel. Primero re-escribamos el método anterior sumando y restando x
de la siguiente forma:

(k+1) (k) 1 (k+1) (k)
x, =z — Z(Z aijxr;  + Z aijx;’ —b)

J<i J=i
Ahora se anade el término w # 0 como término de sobre-relajacién del método

anterior: w
k41 k k41 k
A0 o)~ (5 0 1 Yl - )
btj<i §>i

Aunque a la hora de programar el método puede ser més conveniente ver el
sistema de esta forma, expresado como en [5.1| seria:

(D + wL)2"™ = wb — [wU + (w — 1)D)2®

Luego B = —(D + wL) Y (wU + (w — I)D), y ¢ = (D + wL) twb

Se ha visto como cuando w = 1 el sistema es el de Gauss-Seidel y se intenta
encontrar un valor 6ptimo en el intervalo abierto (0, 2), luego podria ser 1. Se puede
calcular una aproximacion w* € (0,2) del w éptimo de varias maneras en el caso
que estamos. Podriamos calcular el radio espectral de la matriz B descrita en el
método de Gauss-Seidel o S.O.R.. Con este valor se obtiene w con la siguiente
igualdad, ya que nuestra matriz es simétrica, definida positiva, con coeficientes
reales y tridiagonal a bloques :




En los ejemplos se utiliza otro método ya que no tendremos siempre matrices
tridiagonales a bloques (aunque cumplirdan las otras hipdtesis), consiste en com-
parar las soluciones aproximadas con las reales, fijada la funcién u y calculando
los valores de u;, Au, y g(X,t). Con un paso de h = 0,05, obtenemos para cada
w € {h,2h,...,20h} la diferencia de las dos soluciones utilizando la norma || - ||.
Por lo tanto se obtendra una aproximacién wx = T &£ h.

22



5.2. Meétodo del gradiente conjugado

En los métodos anteriores calcular los valores propios de la matriz B asociada
al sistema (para ver la convergencia, o calcular el w 6ptimo) puede ser complicado.
O quizés no son lo suficientemente rapido como queremos cuando las dimensiones
empiezan a ser grande. Por ello se presenta un método para matrices reales definidas
positivas y simétricas, que permite encontrar la aproximacién de la solucién mas
rapido. El método del Gradiente conjugado plantea el problema de encontrar la
solucién de Az — b = 0 de forma diferente. Tomard una funcién f(z) = s27 Az —
2Tb, x € R™, cuyo minimo serd la solucién del sistema, es decir lo transforma en
un problema de minimizacién. La direccién a serguir se expresara en una base de
vectores conjugados, a partir del gradiente en cada punto para asi hayar la solucion.

Supongamos que se tiene {p;} base ortogonal respecto al producto escalar <, >:
R™ x R" — R definido como < u',v >= u'Av de R" y z, = > ! a;p; solucién
del sistema Ax = b expresada en la base {p;};. Entonces se pueden calcular los

coeficientes a; explicitamente de la siguiente manera:

b= Az, = i @i Ap;

n
pib =" cip{ Api = wpf Apy
%

ap = fki

Pi APk
Como a priori no se tienen los vectores {p;}, se calculard la base ortogonal con el
método de Grand-Smidth a partir del vector gradiente 74 (también conocido como
residuo), en cada punto zj y siendo z( el punto inicial, lo mds aproximado a la
solucién posible. Luego el vector p; calculado no serd ortogonal a pg = rg, sino a
un py = r1, que no se necesitara ya que para calcular un «ay se requiere inicamente
el vector pi. Se deducira cada vector p; de la base para hallar la solucién z,, de la
siguiente forma:

(5.2)

T = b — 145(]1C
PiTATk
Pr =Tk — T . Pi
— i Api

Tpi1 = Tg + QgPk

Halladas todas las variable que intervienen en el planteamiento se ha conseguido
una solucion directa. A la préactica, en matrices de dimensiones grandes donde el
nimero de iteraciones serd tan grande que es suficiente acercarse a la solucién
con cierta tolerancia y por esta razon se plantea habitualmente como un método
iterativo.
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Con intenciéon de hacer el minimo de calculos posibles se pone en funcién de
Tk, Tke1 , sabiendo que r; es ortogonal a p; con ¢ < k, rx-; = 0, y teniendo en cuenta
el orden, se utilizan los términos de la siguiente forma:

PEb =Pty — DL AT =Pl =

T
D; Ary,
= i (r + aApr 1) = piri = (re — ) T i) e =g =
ek Pi 4P
T T
Db T Tk
— ap = = (5.3)
pE APk ppAps
T TkT+1<7’k+1 — ) 7’£+17"k+1
Tep1 APk = = (5.4)
Qg (673
TT Tk — Tk TT’I"k
Pr APk = (rk + Biepr—1)" Api = i (Tt ) _ T (5.5)

73 073

_TkT+1Apk _ —(B.4) _ Tg+17°k+1

piApe (B rin
Teniendo en cuenta la igualdad , la construccién de {p;}; , y los cdlculos descritos,
se traduce al siguiente pseudo-codigo:

B =

Inicializacion :
To = po = b — Awp;
k = 0;
while ||7]| < tolerancia : break
i
T T A,

Thy1 = T + 0Pk
The1 = b — Azpp
if ||rkl] < tolerancia :
B = TEaTh+
b riry,
Pr+1 = Tht1 + OkDk
k=k+1

Con esto se tiene una solucién aproximada en el vector xy con N € N . Sabemos
que, como mucho, el método acabara en tantos pasos como la dimension de A, ya
que puede ser escrito como un método directo, por lo tanto convergirda aunque no
sepas cuanto puede tardar. Como ya se ve en el codigo la tolerancia tol sera el error
que se asumira.
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5.3. Aplicacion a un ejemplo

En este paso ya se tienen claro los coeficientes de la matriz A del sistema de-
pendiendo si se ha utilizado Euler implicito o Crank-Nicolson. Cuando se plantea
resolver el sistema lineal, en el caso de los métodos més bésicos (Jacobi, Gauss-Seidel
y SOR) no tienen que cumplir ninguna hipétesis en especial y su convergencia se
comprobard numéricamente (ya que solo nos importa este caso), por lo que no se
calcularan valores propios de las matrices del método. En cambio para el método
del Gradiente Conjugado se tiene que verificar que la propia matriz del sistema A
sea una matriz definida positiva para poder aplicarle el Gradiente Conjugado.

Estos métodos conllevan la multiplicacién de matrices y vectores y eso puede
resultar costoso para la méquina. Por suerte la manera en la que se ha planteado el
problema se conocera qué elementos corresponden para calcular el vector i-ésimo del
vector solucién (los vecinos(i, j, k) que no sean frontera). Por este motivo los célculos
seran menores como y los métodos tardardn menos, tal y como se ha descrito antes.
Teniendo en cuenta esto y que todos los coeficientes menos los de la diagonal son
iguales, no hara falta multiplicarlas explicitamentey es aplicar los métodos anteriores
con las matrices definidas en la 1ltimas seccién del capitulo anterior.

Ahora se comprobara si la matriz del sistema lineal presentado define un producto
interior, es decir, es simétrica y definida positiva en el sentido estricto. Primero es
facil ver que 1 matriz tridiagonal a bloques A es simétrica ya que todos elementos
de la matriz, menos la diagonal, son iguales. Esto se traduce a que todos sus valores
propios son reales, y hay que saber que estos valores son positivos en el sentido
estricto.Utilizaremos el teorema de Gregorin para saber en qué unién de discos
estan contenidos los valores propios, este es:

Teorema 5.1 (Teorema Gerschgorin). Sea A € C" x C"* una matriz con co-
eficientes A = {aij}ij=1,.n € C,y sea A, ..., \, sus valores propios asociados. En-
tonces A1, ..., \, estan contenidos en la union de los discos D; del plano complejo,
siendo:
Di:D(CLii,T’i) :{ZGCZ ’Z—(Z“| S?"i}, TZ'ZZ(IZ']'
J#i

Demostracion. Sean vy, vs, ..., v, los vectores asociados a los valores propios A1, ..., A,
respectivamente, entonces para cada ¢ = 1, ..., n se tiene:

n n
E Q055 = )\ivi < )\ivi — Q;;V; = E QU5 <
Jj=1 J=1,j#i

7}7 QUi n L.
— \)\i—aii\:’Z]l’]# —l< ) ‘M’SZ“U:”
vi =Lt J#i

Ahora si podemos asegurar que \; € D(ay, m)Vi=1,...,n. #

Teniendo en cuenta que los elementos de la diagonal son iguales el centro de
cada disco (en nuestro caso un intervalo) es el mismo, por lo tanto, si encontramos
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el maximo de los radios nuestros valores propios estaran comprendidos en el ese
intervalo. Se calcula el radio dada la matriz que tenemos en los casos de Euler
implicito y Crank-Nicolson. En el caso de Euler la fila que més elementos contiene
tiene el siguiente sumatorio en 2D y 3D respectivamente:

, 4 , 6
max r; = —, max r; = —
ie{l,..,n} 0 ie{l,.n} )

Dop(1 + %, %) D3p(1+ g, g)

Siendo 7 la dimension del dominio y D;p(a,b) el disco con centro a y radio b donde
estan contenido los valores propios. Como se ha visto que los vaps son reales, los
valores propios estaran contenido en intervalos cerrados. En estos casos viene dado

por el intervalo [1,1 + 27;pmaz]

En el caso de Crank-Nicolson la fila que contiene todos los elementos y por lo
tanto el radio maximo en 2D y 3D respectivamente da el sumatorio:

2 3

T2Dmax = 57 3Dmaxz = S

2 2 33
D2D(1+5,5) D3D(1+575)

De forma parecida el intervalo cerrado para Crank-Nicolson es [1,1 4 27;pmaz)-

Por lo tanto todos los valores propios son reales y estrictamente positivos, luego
nuestra A es simétrica y definida positiva por lo que cumple todas las hipotesis
planteadas en el método del gradiente conjugado y ya podemos aplicarlo.

Para aplicar el gradiente conjugado, convendra tener una funcién que multiplique
un vector por la matriz A del sistema lineal, ya que esta no necesita ser guardada
por su estructura y se necesita de esa multiplicacion a diferencia que en los métodos
mas sencillos. En nuestro caso el método tendra el mismo codigo que el descrito en
5.2, con la matriz A que tengamos en cada caso (Euler Implicitoo Crank-Nicolson).
Como ya sabemos las dimensiones de la matriz A en este caso tendrd (10% —1)(10° —
1) y (10 — 1)*(10° — 1) columnas y filas en 2 y 3 dimensiones respectivamente.

5.4. Resultados y visualizacion

Ya se ha encontrado una aproximacién y queremos validarla con una funcién
fijada para poder extrapolar el programa a cualquier condicién, La funciéon que
se ha fijado en este caso serd u(z,y,z,t) = cos(x +y + z + t) y se ha deducido
Au=—-2n-cos(r+y+z+t), s =—sin(r+y+z+t)yg(z,y,2,t) = 2n-cos(z +
y+2z+t)—sin(x +y+ z+t). Conociendo la solucién real u* para cada punto, y la
aproximacién calculada wu, se toma como error la maxima diferencia de los puntos
del dominio para cada tiempo t (cada vez que se ejecuta el método).
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n° iteraciones | tiempo de ejecucién | Error maximo
Jacobi Implicito 5903 451s 1.676x1074
Crank-Nicolson 3331 198s 1.030x107°
Gauss- Implicito 3070 171s 1.676x10~4
Seidel Crank-Nicolson 1733 99s 1.029%107°
SOR Implicito 233 26s 1.676x10~4
Crank-Nicolson 201 23s 1.029x107°
Gradiente Implicito 183 65 1.676x10~4
Conjugado | Crank-Nicolson 139 4s 1.028 x10°°
n° iteraciones | tiempo de ejecucién | Error maximo
Jacobi Implicito 8126 650m 6.977x107°
Crank-Nicolson 4740 400m 6.317x10°7
Gauss- Implicito 4227 380m 6.977x107°
Seidel Crank-Nicolson 2465 200m 6.392x10~7
SOR Implicito 312 93m 6.977x107°
Crank-Nicolson 292 66m 6.311x10~7
Gradiente Implicito 254 33m 2.139x 1074
Conjugado | Crank-Nicolson 186 26m 8.69x10~7

Como es de esperar el caso de dos dimensiones es mas rapido que el de tres, puesto
que tiene menos incégnitas y a medida que el método es méas sofisticado, menor
es el nimero de iteraciones y el tiempo de ejecucion. Si uno se fija en el error, se
da cuenta de la importancia del orden en los métodos de ecuaciones deferenciales
ordinarias, donde la diferencia entre los dos métodos es de x10? aproximadamente.
En particular, el método de S.O.R. requiere hacer la computacion para cada w €
(0,2), en este caso se ha utilizado un paso de 0,05, como ya se ha comentado. Los
datos de las tablas, en la fila ”SOR”, representan los resultados del caso en el que se
ha considerado como w 6ptimo los valores 1,75, 1,8, 1,85 dependiendo del caso en del
método y de la dimensién. Y se puede observar como realmente la sobre-relajacién
nos sirve para converger mas rapido a la solucién.

Para visualizar la respuesta ya conociendo el error y teniendo en cuenta como li-
mitacion, que es una aproximacién de segundo orden. A continuacion estan represen-
tados el cambio de temperatura en dos dimensiones en tiempo t = 0,1,0,2,...,0,9 €
[0, 1]. La visualizacién del dominio tridimensional representada en planos (pantalla)
es mas facil de comprender en software dotado de visualizacién de capas dindmicas
como se explicard en el apartado para poder apreciar los cambios con el paso
del tiempo de todas las proyecciones y el cambio de temperatura en el interior del
dominio. Por lo tanto se escapa de lo planteado por este trabajo, no obstante a
continuacion se representa el cambio de temperatura del dominio dos dimensional
en varias figuras para visualizar los resultados obtenidos utilizando como ejemplo
la funcién mencionada u(z,y, z,t) = cos(x +y + z + t).
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Utilizando el programa FFMPEG crearemos un video juntando los frames de las
soluciones aproximadas por el método y representadas graficamente con el programa
gnuplot . Siendo el frame i-ésimo la imagen con nombre salidai.png utilizamos el
siguiente comando en la consola :

ffmpeg framerate 20 —i salida %l .png output.mp4

Estas herramientas pueden ir muy a la hora de utilizar otras condiciones y observar
el resultado. Por ejemplo, se puede tener como condicién inicial u(z,0) = 0 y como
condicién de frontera u(z,t) = 100. En este caso se podria observar con el paso del
tiempo como tiende la temperatura a la condicién de frontera 100.
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6. Aplicacion a otros dominios, Horno en 2D y
3D

A continuacion se estudiard el mismo proceso, pero esta vez sobre otro dominio
un poco mas complejo que definiremos como un horno sellado, para plasmar su for-
ma en pocas palabras. Estard formado por un cubo/cuadrado en 3D /2D, quitdndole
otro cubo/cuadrado més pequenio de su interior, dejando un anillo ciibico/rectan-
gular (figura E[) Los dominios tendran una cierta anchura que se denotara como
a. En este caso las hipotesis de Dirichlet, que se conoceran a priori, cambiaran las
dimensiones y los indices de las matrcices pero el proceso es el mismo. Se descreti-
zaran utilizando la misma légica que la explicada anteriormente y cuando llega la
hora de solucionar la ecuacion diferencial se utilizaran los métodos implicitos para
entender las diferencias de orden entre solucionard y no el de Euler Explicito. El
sistema lineal que se obtiene, se solucionara utilizando los métodos de SOR y Gra-
diente Conjugado para poder comprobar las posibles diferencias entre los métodos
en dominios diferentes.

Figura 4: Representacién del dominio referido como horno en R? (izq.)y R? (der.).

6.1. Discretizacion

El proceso para discretizar estos dominios serd el mismo que en el apartado 1,2,1,
por lo tanto se tomara:

X x Y =[0,1] x [0,k]/[a,1 — a] x [a,k —a], N, = A@=§

1

5

XxYxZ=10,1]x[0,1]x[0,k]/(a,1—a)x(a,1—a) x (a, k—a), Ny, N, =

El dominio finito, que denotaremos como 2 resulta ser el siguiente:
Qop ={(2,9): (1-0,7-0), (4,7) € (X xY)N(NxN)}

Qur = {(x,y,2): (i-6,§-6,h-8), (i,j,h) € (X xY x Z) N (Nx N x N)}

con cardinales respectivos:

#Qop = (10°—1)(k-10°~1)—(10*-2a+1)(k10°~2a+1)  #Q3p = (10°—2a+1)*(k10°—2a+1))
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Partimos de la relacién u; = Au + g(u,t) con g(u,t) y Au conocidos, y de la
condicién de Dirichlet en el dominio discretizado presentado, es decir, conocemos
la temperatura u(z,t) para todo tiempo t € T' = [0,1] con x € D) y ademds
para tiempo ¢ = 0 conocemos la temperatura en todo el dominio, u(z,0), z € D. El
sistema se representara de una forma matricial de la forma en la que se ha descrito
en la seccién 4, aunque no serd estrictamente necesario a la hora de programarlo. En
este caso los elementos de la frontera seréan los que tengan alguna de sus coordenadas
0+a,N, £a, N, £a, N, £ aEsto se traduce a que su matriz estara formada por
bloques de matrices tridiagonales y —Id de diferentes dimensiones, que vendra dado
segun si lo vecinos de un punto son de la frontera o no. El nimero de incognitas
serd menor que en los casos presentados en las secciones anteriores, y no solo eso
sino que también el orden de ellas representadas por el vector bf.on: y la matriz
laplaciana resultante sera diferente si queremos separar los términos que vayan
a representar mas adelante nuestras incognitas del sistema lineal. En cuanto al
cédigo es de una dificultad similar ya que utilizando condicionales ’if” sobre los
indices de las coordenadas espaciales se soluciona el problema. Por ejemplo en el
caso tres-dimensional y siguiendo la notacién presentada con aterioridad, siendo
ie{l,.,N, -1}, j€e{l,...N,— 1}, he {1,...,N, — 1} y | dimension del vector
bFront

if ((i>=a & i<=k*Nz—a)&&(h>=a && h<=Ny—a)&&(j>=a && j<=Nx—a)
I ——;
else
//proceso

Después de este proceso, se tendra claro que puntos son incégnitas, representados
en AU, , y cuales son conocidos (puntos frontera), b. Por lo tanto se tiene el sistema
AUy, s = b que hay que solucionar.

6.2. Sistemas Lineales

Para solucionar el sistema lineal que se plantea, se utilizaran unicamente los
métodos de S.O.R. y Gradiente conjugado para plasmar las diferencias de los méto-
dos lineales. Técnicamente en el método de S.O.R, cuando se quiere calcular el
valor de un elemento de Uy, s, hay que tener en cuenta que elementos vecinos son
frontera para sumarlos al vector bg,.n: por que no son incognitas. A la hora de pro-
gramarlo sera necesario, para calcular el sumatorio del método, acumular la suma
de lo términos de los vecinos que no son frontera. Por lo tanto habra el doble de
condiciones que con el dominio mas simple, ya que ahora tenemos 12 planos como
frontera, mientras que antes teniamos la mitad. En Gradiente Conjugado, una vez
que ya se tienen los coeficientes de la matriz del sistema y el vector b, el programa es
exactamente el mismo, es decir, no habra que anadir mas condicionales al método,
aunque si, en la multiplicacion de la matriz A y la definicién del vector b.
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6.3. Visualizacién de los resultados y analisis

En este caso se utilizard la misma funcién que en el aparatado 5.4 u(z,y, z,t) =
cos(x+y+z-+t)y se le dard ese valor a lo largo de la frontera de nuestro dominio.
Compararemos los resultados aproximados con la solucién real y cogeremos la maxi-
ma diferencia calculada, a partir de los cada punto del dominio espacio-temporal.

n° iteraciones | tiempo de ejecucién | Error maximo
Jacobi Implicito 2294 180s 2.897x107°
Crank-Nicolson 1784 140s 1.135x1077
Gauss- Implicito 1197 90s 2.853x107°
Seidel Crank-Nicolson 932 70s 1.135x1077
SOR Implicito 161 12s 2.865x107°
Crank-Nicolson 132 10s 1.138x1077
Gradiente Implicito 118 6s 2.865x107°
Conjugado | Crank-Nicolson 99 4s 1.179x10~7
n°® iteraciones | tiempo de ejecucion | Error maximo
Jacobi Implicito 3458 2492 2.798x107°
Crank-Nicolson 2672 1748 1.772x1077
Gauss- Implicito 1802 350m 3.252x107°
Seidel Crank-Nicolson 1394 275m 1.772x1077
SOR Implicito 215 40m 3.252x107°
Crank-Nicolson 173 35m 1.771x10°7
Gradiente Implicito 157 21s 3.252x107°
Conjugado | Crank-Nicolson 134 19s 1.735x1077

Se puede ver en la tabla de resultados cémo a medida que bajamos, una vez mas,
el error disminuye, por lo que se acerca mas la solucion, y el nimero de iteraciones
y tiempo de ejecucién es considerablemente menor. Como también es de esperar se
nota la diferencia entre la aproximacién a la derivada wu; de segundo orden de Crank-
Nicolson y con la de Euler implicito de primer orden. También se puede observar
como el error es similar al del dominio anterior y no cambia segiin el método de
resolucién lineal. Cuando en SOR se computa el error w € (0,2) con un paso de
0,05, el que se ha considerado como w éptimo esta en los valores 1,75,1,8,1,85
dependiendo del caso en del método y de la dimension.

Los resultados se han guardado pero no se han visualizado en dimensién tres por
el alcance de este trabajo, la representacién de los resultados de la aproximacion
de la funcién cos(x,y, z,t) serdn los mismos que los representados en el ejemplo
del cuadrado, pero sin el cuadrado més pequeno del interior (dejando un ancho
de a entre las fronteras), por lo que no se mostrard graficamente aunque se puede
conseguir utilizando una vez més el software de gnuplot . Otra herramienta que
se puede utilizar es fmpeg, que ayudara en producir un video con las soluciones
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que tengamos utilizando gnuplot plasmadas en un archivo con extensiones graficas
(como ".png’ en nuestro caso). Con esto se podra interpretar mejor el resultado y
con mas rapidez.
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7. Posibles lineas de avance

Después de ver una posible soluciéon para encontrar la temperatura de dominios
cubicos dada la relacién diferencial que define Fourier, hay que tener en cuenta
las posibles mejoras o los posibles planteamientos del problema. El plantarse este
problema en segin que dominios diferenciables, hace que se pierda precision al
discretizar el dominio. En estos casos el método de elementos finitos pueda dar
una mejor aproximacion ya que la discretizacién se basa en una triangulacién del
dominio mas realista. Por otro lado los propios pasos que se han planteado a lo largo
del trabajo pueden ser mejorados. A continuacién se presentard una posible manera
de alterar el método lineal Gradiente Conjugado y mejorar sus propiedades. Otra
posible linea de trabajo es encontrar la manera de interpretar el resultado de cara
a sacar conclusiones con ayuda de la visualizacion de dominios de tres dimensiones
en un plano (p.e. la pantalla) que presenta algun reto.

7.1. Precondicionando el método de Gradiente Conjugado

Partimos con un sistema lineal Ax = b que ha sido solucionado con el método
de Gradiente Conjugado explicado anteriormente y queremos, sin alterar la légica
del método, aplicar un precondicionamento al sistema que consiste en multiplicar
los dos lados de la igualdad por una matriz M con la intencién de mejorar las
propiedades de la matriz multiplicando ambos lados de la igualdad por una matriz.
Como la convergencia de la iteracion de una matriz depende de las propiedades de
la matriz del propio sistema( valores singulares entre otros), se precondiciona esta
para que cambiar sus propiedades para que el método converja con mayor rapidez.
En lugar de depender de la matriz A, si utilizamos la igualdad, la convergencia
dependerd de las propiedades de M ' A en su lugar. Si estd bien escogida podremos
dotar al sistema de las propiedades que precisamos, como puede ser tiempo de
calculo aproximacion de la condicién inicial a la solucion.

El cémputo del producto de matrices M 1A hay que plantearlo de una manera
eficiente ya que es el producto de matrices de grandes dimensiones. Como el sistema
que se obtiene del método de diferencias finitas es una matriz sparse (la mayoria de
coeficientes nulos, menos la diagonal), a niveles préacticos no se computara explici-
tamente la matrix M 1A ni M1, en cambio, se construird la solucién del sistema
de ecuaciones de la forma M~'A y My = c. Se reescribe el sistema considerando

Az =b <= E'A(EY)'EN2 = E"

y definiendo ) )
A=ET'AE™" b=E"% y=E"x

para encontrarnos con un sistema de la forma & que se resolvera planteandolo como
un sistema de minimizacién de la siguiente forma:

]_ T~ g
i —y" Ay — y'b 1
min oy" Ay —y b +e (7.1)
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y se utiliza minimizar este sistema por el hecho de que ahora podemos utilizar la

matriz E de tal manera que x(A) << k(A) = ’/\\m?"((’:)) o que agrupe el espectro

de A en pocos valores positivos para mayor convergencia del minimo. Si definimos
M = EE7T entonces tenemos una matriz sparse que satisface:

ETAET = ETEYAETET = F TE'A=(EE"Y'A=M"'A

por lo tanto las matrices A y M~'A tienen los mismos valores propios y el sistema
(7.1) queda determinado por la matriz M.

Casos simples que podemos considerar para hacernos una idea del método, son
los casos M = Ay M = I. En el primer caso la resolucién serd simple, ya que
tenemos el sistema x = A~1'b y dnicamente hay multiplicar la matriz M~! por el
vector b, pero la probleméatica viene en poder calcular la inversa de una matriz
de tales dimensiones, por lo tanto nada se gana. En el segundo caso aplicar el
precondicionador es facil (ya que es la identidad) pero el sistema precondicionado es
el mismo que el sistema original. Entre estos dos casos extremos existen los sistemas
utiles de precondicionamiento tal que My = c se resuelva rapidamente y cercana a
A en el sentido de que converja mejor el método iterativo para M 1Az = M~1'b.
La dificultad de precondicionar la matriz viene por encontrar una que nos ayude a
mejorar la convergencia del sistema. No se conoce una forma metddica de encontrar
una matriz éptima, no obstante, existen varios procesos para encontrar una.

De forma natural es problema nos sugiere una pregunta. ;Qué quiere decir,
suficientemente cercano a A? Si los vaps de M 1A son cercano a 1 y la norma
||M~1A — I||5 es pequenia, entonces cualquier iteracién se puede considerar que va-
ya a converger rapidamente. Atn asi hay precondicionadores que no cumplen esta
condicién tan fuerte y en cambio funcionan bien. Por ejemplo, los valores propios
de M~! podrian estar cerca de otro valor que no fuera 1, o podria haber algiin
vap alejado de los demas. Los detalles de esta pregunta de ratio de convergencia
depende, como siempre, en problemas de aproximacion de polinomios en el plano
complejo. Todo lo que cambia para el analisis de precondicionadores en contraste
con las iteraciones bésicas es que ahora son las propiedades de M ~'A las que nos
interesan en lugar de las de A. Utilizando esta logica de que la matriz M que pre-
condiciona el sistema tiene que estar cerca de la matriz A del sistema es coherente
utilizar las matrices que salen de un método iterativo, como por ejemplo el método
de SOR. También se aplican 16gicas como a los métodos que NO son GCN(Gradiente
Conjugado para ecuaciones normales) donde se asume que un precondicionador es
bueno si M~!A no estd alejado de las normales y sus valores propios estdn cerca
(aglomerados).

A nivel de programacion no es dificil modificar el método del Gradiente conjugado
para este sistema ya que se resolvera el sistema Ay = b.Por lo tanto, siguiendo la
misma logica que antes, tendra el siguiente pseudo-cédigo:
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Inicializacion :
To = po = b — Awp;
20 = M_IT()
k= 0;
while true :
L2
p;;FApk
T+1 = Tk + Dk
The1 = Tk — Qi Apy,
if 7Try1 < tolerancia  break;

ap —

-1
Zgpp1 = M7 14

/8 _ Zg+1rk+1
k= T
21Tk
Dkt1 = Zk1 + Bk
k=k+1

7.2. Visualizacién 3D

Otra posible manera de avanzar en este proyecto seria conseguir la posibilidad de
visualizar los resultados que se recogen para tres dimension. Para representar estos
resultados se tienen que representar 5 dimensiones, las tres espaciales , la temporal
y la temperatura con un degradado de color que se entienda la diferencia entre los
puntos mas calientes y los puntos mas frios. Para ello hay varias posibilidades, la
mas complicada seria representarlo en un espacio de realidad virtual donde para
ver por capas siendo cada capa un cubo mas pequeno que el anterior hasta llegar
a la frontera. Otra posibilidad seria con la ayuda de la herramienta plotly que nos
permite con el lenguaje de programacion javascript hacer graficos con transicio-
nes y por capas, siguiendo el mismo concepto que antes. Con esta herramienta se
podria crear presentaciones en el un entorno LateX, lo que nos permitiria exponer
la visualizacién més clara y vectorizada de nuestro resultado.

35



8. Conclusiones

El método de diferencias finitas plantea encontrar la temperatura de un dominio
a lo largo del tiempo conociendo conociendo la temperatura en tiempo inicial y la
de la frontera en todo tiempo. Programando este método y utilizando alguna herra-
mienta de visualizacion, se ha desarrollado un proceso para aproximar el calor del
interior del dominio. Esto ayuda a entender ciertos comportamientos por ejemplo,
cuando se tiene una situacion de equilibrio y la temperatura no cambia respecto
al tiempo, se tiene que cumple el principio del maximo y se sabe que el maximo o
minimo esta en la frontera. Otra observacion que se puede hacer es, en la relacién
diferencial, la funcién g(u,t) se puede interpretar, de manera intuitiva, cémo un
cambio de temperatura en el que afecta a todo punto del dominio (c6mo un micro-
ondas); en el caso que la funcién g() sea constante se puede ver en la representacién
grafica la tipica transmision de calor que seria la que proporciona la frontera. Las
aproximaciones que se consiguen con el método son realmente cercanas a la reali-
dad. Como se ha visto en las tablas de resultados, el minimo error de ~ 1 x 1077,
ha sido calculado utilizando el método de Crank-Nicolson.

Si se quiere hacer con todas las combinaciones de métodos diferenciales y de
resolucion de sistemas lineales, hay que tener claras las dificultades que se pueden
dar. Una de ellas puede ser la discretizacién del dominio para que se guarde como
una matriz, y poderle aplicar los métodos lineales. También puede ser confuso uti-
lizar la légica condicional en la programacién para determinar si los términos son
incognitas o no, que es utilizado tanto en los métodos como en la definicién de del b
como la multiplicacién por A. Es muy importante tener recursos informéaticos para
encontrar solucién a los sistemas de visualizacién, si no se tiene un conocimiento
previo, por que el tiempo de bisqueda se reduce considerablemente.

Es importante saber hacia donde se quiere ir una vez que se acaba un proceso
como este. Una de las posibilidades que se a planteado es mejorar el método de
Gradiente conjugado, para ganar tiempo de ejecucién y ser capaz de tratar sistemas
méas grandes en el mismo tiempo. También se ha nombrado otro problema muy
parecido que se plantean con las condiciones de entorno de Neumann, done puede
utilizar la misma légica para solucionarlo. Para visualizar mejor los resultados y
poder ver la temperatura de las tres dimensiones por capas a lo largo del tiempo,
se han nombrado unas posibles herramientas donde se puede jugar y tener mejor
intuicién sobre el problema. Aun asi, hay posibles mejoras més haya del método de
diferencias finitas. Cuando se tratan dominios complicados, donde los puntos mas
cercanos por cierta direccion no quedan tan claros, se pierde precisién y se utilizan
otros métodos que dan mejor resultado. Una de las posibilidades es triangulizar el
dominio para que se acerque mas a la forma del dominio complejo (los més cotidianos
o realistas). Esto se plantea en el método de Elementos Finitos, un proceso que se
escapa de este trabajo y que puede ser estudiado con posterioridad a entender este.

Se puede sacar mucho de un ejercicio como este que se presenta. Si se esta en
tercer curso de la carrera de matematicas y se han estudiado los métodos bési-
cos, puede ser una buena manera de utilizar todo lo aprendido y asimilarlo en un
ejemplo donde se tendran que juntar las diferentes piezas para tener un resultado
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comprobable y verificar el proceso. Es algo que factible para un alumno con estas
caracteristicas e incluso a més de uno se le puede ocurrir solo con plantearles el
problema. El nivel de programacion se mejora al programar un proceso con tantos
casos y pasos como los que se han presentado y con dimensiones tan grandes. Acaba
siendo una buena manera de ver lo que se ha aprendido en 'produccién’ y conocer
los problemas que puede significar eso. A los que le interesé modelar situaciones que
se puedan dar en la vida real puede tener un primer contacto en tener la satisfac-
cién que por uno solo se haya aproximado algo que a priori no se conocia con tanta
precision. Redactar todos los pasos y resultados es bueno para asimilar formalmente
todos los conocimientos adquiridos y ver como el flujo del trabajo que se ha hecho
encaja.
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Anexos

Anexo I: A continuacién el cédigo de los métodos empleados en la figura del horno
de tres dimensiones. Se presenta unicamente para reflejar todos los métodos que se
utilizan a lo largo del proceso ya que de una forma u otra todos estan contenidos
en este y es el mas complicaciones puede tener. Asi se conseguird un reflejo de lo
explicado a lo largo del trabajo con las légicas de condicionales que se ha comentado
en el proceso. Utilizando este codigo como base, se puede construir el proceso entero
en otro archivo principal.

#tinclude<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>

double fronterBi(int i, int j,int k, double *x**x, int n,int ancho ,
int nz);

double g(double t, double x, double y,double z);

double u0O(double t ,double x, double y,double z);

void multMatrizBanda(double *x,int n,double *res, double *a,int
ancho, int nz);

// funciones basicas

double ***x safe3dMatrix (int ,int );

double *** free3dMatrix (double *** ,int ,int );

double * safeVector (int dim) ;

int metodoGradiente (double ***ut,double *b,int n, double *a,int
ancho,int nz){
int k, 1i,j,1,m=0,n3;
double *ap,*rk,*pk,rold=0,rnew=0,alpha, tol=1.e-10;
n3=(nz-1)*(n-1) *(n-1) - (n-2*xancho+1)*(n-2*xancho+1)*(nz-2*ancho
+1);
//guardamos wvectores
ap=safeVector (n3);
rk=safeVector (n3);
pk=safeVector (n3);

for(i=1,1=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<n;j++)
for (k=1; k < n;k++,1++){
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>=ancho && k<=n-
ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) ) {

1--;
Yelse{
pk[1] = uwtl[i][j][k] ;
}
}
//ap=A*pk

multMatrizBanda (pk,n,ap,a,ancho ,nz);

//r0 = b-Az0
//p0=70

//rold = r0*r0
for(1=0;1<n3;1++){
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rk[1] b[1l] - apll];
pk([1] rk[1];
rold+= rk[1]l*xrk[1];

}

while (m<n3){
//A*pk
multMatrizBanda(pk,n,ap,a,ancho ,nz);

//alfab=rk*rk / pk*A*pk

alpha = 0;

for(i=0;i<n3;i++) alpha+=pk[il*ap[i];
alpha= rold / alpha;

rnew=0;
for(i=1,1=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<n;j++)
for(k=1; k < n;k++,1++){
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>=ancho && k
<=n-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) ) {

1--3
Yelsed

ut[i][j] [k]+= alpha*pk[1]; /7
r_k+1 = zk + alpha*pk

rk[1]-= alphax*ap[1l]; /7
r_k+1 = rk - alpha*A*pk

rnew+=rk [1]*rk[1]; //
new = rk+l*rk+1

}
if (rnew < tol) break;
rold = rnew/rold;
for(i=0;i<n3;i++) pk[i] = rk[i] + roldx*pk[i];

rold =rnew;
m++;
}

free (ap);
free (rk);
free (pk);
return (m) ;

}

void multMatrizBanda (double *x,int n,double *res, double *a,int
ancho,int nz){ //Multiplicar ’vector’ ut por A. Reslutado en
vector res
int i,j,1,k;
double x*x**pk;

pk= safe3dMatrix(n+1,nz);
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for(i=1,1=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<n;j++)
for (k=1;k<n;k++,1++){

}

if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>=ancho && k<=n-
ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) ) {

1--;

Yelseq{

pk[i][jI[k] = x[1];

for(i=1,1=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<mn;j++)
for (k=1;k<n;k++,1++) {

}

if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>= ancho && k<=n
-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) ) {

1--;

Yelsed{

res[1]=a[0]*pk[i][j]1[k] ;

if(k!'=1 && (k'!'=n-ancho+1l || (k==n-ancho+1 && ((i
<ancho||i>nz-ancho) || (j<ancho||j>n-ancho)) )
) )
res[1]+=al1]*pk[i][j][k-1] ;
if(k!=n-1 && (k!=ancho-1 || (k==ancho-1 && ((i<
ancho | |i>nz-ancho) || (j<ancho||j>n-ancho)) )
) )
res[1]+=al[1]l*pk[i][j][k+1] ;

if( j!=1 && (j!=n-ancho+1 || (j==n-ancho+1l &&
((i<ancho||i>nz-ancho) | | (k<ancho | |k>n-ancho)
) ) )
res[1]+= al[2]*pk[i][j-11[k] ;

if(j!=n-1 && (j!=ancho-1 || (j==ancho-1 && ((i<
ancho | |i>nz-ancho) | | (k<ancho||k>n-ancho)) )
))
res[1]+= al[2]*pk[i][j+1][k] ;

if(i!'=1 && (i'!'=nz-ancho+1 ||(i==nz-ancho+1 &&
((j<ancho || j>n-ancho) | | (k<ancho | |k>n-ancho))
) )

res[1]+= al[3]*pk[i-1]1[j][k] ;

if (i'=nz-1 && (i!=ancho-1 ||(i==ancho-1 && ((j<
ancho || j>n-ancho) | | (k<ancho | [k>n-ancho)) )
) )
res[1]+= al[3]*pk[i+1]1[j][k] ;

free3dMatrix (pk, n,nz);
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return;

}

int Jacobi(double **xut ,double *a,double *b, double dx , double dy
,double dz, double dt, int t ,int n , int nz){
int i,j,k,1,it=0,ancho=20;
double ***utant , max,mcos, uij,sum,tol=1.e-12;
utant = safe3dMatrix(n+1,nz);
doAq
for(i=0; i<=nz;i++){
for (j=0; j<mn+1; j++){
for(k=0; k<n+1; k++){
utant [1] [j] [k1=ut[i]1[j][k];
}

}
max=0;
mcos=0;
for(i=1, 1=0;i<nz;i++)A{
for(j=1;j<n;j++){
for(k=1;k<n;k++,1++){
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>= ancho &&
k<=n-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) )
{
1--;
}elseq{
sum=0;

if(k'=1 && (k'!'=n-ancho+1 || (k==n-ancho+1 &&
((i<ancho||i>nz-ancho) || (j<ancho||j>n-
ancho)) ) ) )
sum+= a[l1]l*utant[i][j][k-1];

if (k!=n-1 && (k'=ancho-1 || (k==ancho-1 &&
((i<ancho||i>nz-ancho) || (j<ancho||j>n-
ancho)) ) ) )
sum+= al[l]l*utant[i][j][k+1];

if( j!=1 && (j!=n-ancho+l ||(j==n-ancho+1
&& ((i<ancho|li>nz-ancho) || (k<anchol|k>n
-ancho)) ) ))
sum+= a[2]*utant[i][j-1][k];

if(j!=n-1 && (j!=ancho-1 ||(j==ancho-1 &&
((i<ancho||i>nz-ancho) | | (k<ancho| |k>n-
ancho)) ) ))
sum+= a[2]*utant [i] [j+1][k];

if(i'=1 && (i'=nz-ancho+1 ||(i==nz-ancho+1
&% ((j<ancho||j>n-ancho) || (k<ancho||k>n-
ancho)) ) ))
sum+= a[3]*xutant[i-1][j][k];

if(i!'=nz-1 && (i'=ancho-1 ||(i==ancho-1 &&
((j<ancho||j>n-ancho) | | (k<ancho | |k>n-
ancho)) ) ) )
sum+= a[3]*utant [i+1][j][k];
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uij=(b[1]-sum)/al0];

if (fabs(uij-ut[i]1[j]1[k]) > max )
max = fabs(uij-ut[i][j][k]);
if (fabs(uij-u0(1l.xdt*t,1.*dx*i,1.*xdy*j,1.%
dz*k)) > mcos )
mcos = fabs(uij-uO(l.*dtx*t,1.xdx*i,1.*
dy*j,1.*%dzxk));

ut [i1[j1[k] = uij;

}

it++;
}while(max > tol && it < 20000);
free3dMatrix (utant ,n,nz);
return(it) ;

3

int SOR(double w , double **xut ,double *a,double *b, double dx ,
double dy,double dz, double dt, int t ,int n , int nz){
int i,j,k,1,it=0,ancho=20;
double max,mcos, uij,sum,tol=1.e-12;
doAq
max=0;
mcos=0;
for(i=1, 1=0;i<nz;i++){
for(j=1;j<n;j++){
for(k=1;k<n;k++,1++)A{
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>= ancho &&
k<=n-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-ancho ) )
{
1--;
}else{
sum=a [0]*ut [i] [j] [k];

if (k'=1 && (k'!'=n-ancho+1 || (k==n-ancho+1 &&
((i<ancho||i>nz-ancho) || (j<anchol||j>n-
ancho)) ) ) )
sum+= al[1]l*ut[i][j]1[k-1]1;

if (k!=n-1 && (k'=ancho-1 || (k==ancho-1 &&
((i<ancho|li>nz-ancho) || (j<ancho||j>n-
ancho)) ) ) )
sum+= al[1]l*ut[i][j][k+1]1;

if( j!'=1 && (j'!=n-ancho+1l || (j==n-ancho+1
&& ((i<ancho||i>nz-ancho) || (k<anchol||k>n
—ancho)) ) ))
sum+= a[2]*ut[i][j-1]1[k];

if(j!'=n-1 && (j!=ancho-1 ||(j==ancho-1 &&
((i<ancho | |li>nz-ancho) | | (k<ancho | |k>n-
ancho)) ) ))
sum+= a[2]*ut[i][j+1][k];
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if (i'=1 && (i'=nz-ancho+1 || (i==nz-ancho+1
&% ((j<ancho||j>n-ancho) || (k<ancho||k>n-
ancho)) ) ))
sum+= a[3]*ut[i-1]1[j][k];

if (i!=nz-1 && (i'=ancho-1 ||(i==ancho-1 &&
((j<ancho||j>n-ancho) | | (k<ancho | |k>n-
ancho)) ) ) )
sum+= a[3]*ut[i+1]1[j][k];

uij=ut[i][jl[k]-w/a[0]*(sum -b[1]);

if (fabs(uij-ut[il1[j]1[k]) > max )
max = fabs(uij-utl[i][j][k]);
if (fabs(uij-u0(1l.*xdt*t,1.*dx*i,1.*xdy*j,1.%
dz*k)) > mcos )
mcos = fabs(uij-uO(1l.*xdt*t,1.*xdx*i,1.x%
dy*j,1.*%dz*k));

ut [1]1[j1[k] = uij;

}
it++;
}while(max > tol && it < 20000);
return(it);
}
void calcBi(int edo, double *b, double ***ut, double ***utl, double
dx, double dy,double dz,double dt, int n,int t,int nz){
double ptsfront, du;
int i,j,k,h,ancho=20;

// calculamos b[i] st hay edo
switch(edo){
case 1:

break;
case 2:
for( i=1,h=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<mn;j++){
for(k=1;k<n;k++,h++){
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>= ancho
&% k<=n-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-
ancho ) ) {
h--;
}else{
ptsfront = fronterBi(i, j,k, ut,n,ancho
,nz);
b[h]l = ut1[i1[j1[k] + dt*xg(l.xdt*t,1.%
dx*i,1.*dy*j,dz*k) + 1l.*n*xptsfront;

break;
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case 3:
for( i=1,h=0;i<nz;i++)
for(j=1;j<n;j++){
for(k=1;k<n;k++,h++){
if ((i>=ancho && i<=nz-ancho ) && (k>= ancho
&% k<=n-ancho ) && (j>=ancho && j<=n-
ancho ) ) {
h--;
}else{
ptsfront = fronterBi(i,j,k,ut,n,ancho,
nz) ;
du= utl1[i-1]1[j][k] + wti[i+1]1[j][k] -
2.xut1[i1[j][k];
du+=ut1[i][j-1]1[k] + uwt1i[il[j+1][k] -
2.xut1[110j]1[k];
du+=ut1[i]J[j1[k-1] + ut1[i][j][k+1] -
2.xutl1[i][j][k];

bl[h] = uti1[i][j][k] ;

b[h] += 0.5*xdt*( g( 1.xdt*x(t-1), 1.xdx*
k , 1.*xdy*j , 1.xdzx*i) + g(1l.xdt*t
,1.xdx*k,1.*xdy*j,1.xdz*xi) );

b[h] += 0.5%n*(du + ptsfront);

break;

return;

}

double fronterBi(int i, int j,int k, double ***x, int n,int ancho,
int nz){
double ret=0;

if (k==1) ret+=x[i]1[j][k-11;
if (k==n-1) ret+=x[i][j][k+1];

if (j==1) ret+=x[il[j-11[k];
if (j==n-1) ret+=x[i][j+1]1[k];

if (i==1) vret+=x[i-1]1[;j][k];
if (i==nz-1) ret+=x[i+1]1[j]1[k];

if (k==ancho-1 &&(i>=ancho && i<=nz-ancho )&&(j>=ancho && j<=n-
ancho) ) ret+=x[i][j][k+1];

if (k==n-ancho+1 &&(i>=ancho && i<=nz-ancho )&&(j>=ancho && j<=n
-ancho) ) ret+=x[i][j]1[k-1]1;

if (j==ancho-1 && (i>=ancho && i<=nz-ancho )&&(k>=ancho && k<=n-
ancho) ) ret+=x[i] [j+1] [k];

if (j==n-ancho+1 && (i>=ancho && i<=nz-ancho )&&(k>=ancho && k<=
n-ancho) ) ret+=x[i]l[j-1]1[k];

if (i==ancho-1 && (k>=ancho && k<=n-ancho )&&(j>=ancho && j<=n-
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ancho) ) ret+=x[i+1][j][k];
if (i==nz-ancho+1 &&(k>=ancho && k<= n-ancho )&&(j>=ancho && j<=
n-ancho) ) ret+=x[i-1]1[j][k];

return ret;

}

void frontera(double *#**ut, double dt, double dx, double dy, double
dz, double t,int n,int nz){ //frontera para todo tempo t
int i,k,j,ancho=20,mult=nz/n;

for (k=0;k<=n;k++){
for(j = 0;j<=n;j++){
for(i = 0; i <mult; i++)A{

ut [k+i*n] [jI[0]=u0(1l.*dt*t , O, 1.xdyx*j
, 1.x(k+i*n)*dz) ;

ut [k+i*n] [0][jl=u0(l.*dt*t , 1.*dxx*j, O
, 1.x(k+i*n)*dz);

ut [k+i*n] [jl [n]l=u0(1l.*dt*t , 1.*xdx*n, 1.%

dy*j , 1.x(k+i*n)=*dz);
ut [k+i*n] [n][jl=u0(1l.*dt*t , 1.*xdx*j, 1.%
dy*n , 1.x(k+i*n)*dz) ;
}
ut [0] [k][jl=u0(1.*xdt*t , 1.xdx*j , 1.xdy
*k , 0);
ut [nz] [k][jl=u0(1.*xdt*t , 1.xdx*j , 1.
dy*k , 1.*nzx*xdz);

if ((k>= ancho && k<=n-ancho ) && (j>=ancho && j
<=n-ancho ) ){
ut [ancho] [k]1[jl=u0(1.*dt*t , 1.*%dx*j
, 1l.*xdyxk , 1l.*xanchox*dz) ;
ut [nz-ancho] [k] [jl=u0(1.xdt*t , 1.xdx*j
R 1.xdyx*k , 1.%¥dz*(nz-ancho));

}
}
for (k=ancho;k<=nz-ancho;k++){
for(j=ancho;j<=n-ancho; j++){

ut [k][jl [n-ancho]l=u0(1.*dt*t , 1.*dx*(n-ancho)
,  1.*xdy*j , 1.xkx*xdz) ;

ut [kl [j]l[ancho]l=u0(1l.*dt*t |, 1.*xdx*ancho s
1.xdy*j , 1.*xkx*dz);

ut [k] [n-ancho] [jl=u0(1.*dt*t , 1.%dx*j , 1.
dy*(n-ancho) , 1.xkx*xdz) ;

ut [k] [ancho] [j]1=u0(1.*dt*t , 1.xdx*j , 1.xdy
*ancho , 1.xkx*xdz) ;

}
}
return;
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}
void estadoInicial (doublex*x ut ,double*x* utl,double dx ,double dy

,double dz,int n,int nz){
int i,j,k;
for(i=0; i<= nz ;i++)A{
for(j=0; j<=n ;j++){
for(k=0; k<= n ;k++){
utl1[i]J[j1[k] = uw0(0,1.*xdx*k,1.*dy*j,1.*xdz*i);
ut[i1[j1 k)= ut1[i1([j][k];

}

return;
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