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Resum

Aquest treball tracta sobre la respresentacié del atoms d’hidrogen. A partir de so-
lucions propies de 'equacié d’Schrodinger independent del temps, es millorara una
aplicacio capag de representar els orbitals de I’hidrogen entesos com superficies de
densitat constant. En el programa s’incorporaran diferents formes de visualitzacio,
tant en 2D com en 3D i també s’argumentara quina pot ser la manera més represen-
tativa de visualitzar un orbital. Previament al treball computacional s’ha de fer un
tractament analitic per tal d’adaptar de manera eficient el treball computacional a
Iestructura de les funcions que es volen representrar.
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Introduccid

L’hidrogen és un element molt abundant a 'univers i té I’atom més senzill possible,
que és el format per un proto i un electré. Aquests dos fets han provocat que sigui
objecte d’estudi en diverses ocasions i que els fisics s’hagin centrat en aquest element
per proposar els diferents models atomics que han anat sorgint al llarg de la historia.

L’existencia dels atoms com les unitats més petites de les que es compon la materia
és ja molt antiga, els filosofs atomistes (s.V a.C) afirmaven que 1'univers estava for-
mat per particules anomenades atoms i que eren indivisibles. Amb el pas del temps,
el concepte d’atom ha anat evolucionant molt i s’han proposat diversos models al
llarg de la historia basats en diferents teories fins arribar al model actual.

El 1803 John Dalton afirma que els atoms estan formats per petites esferes in-
divisibles. No obstant, aquest model no explicava l'existencia de ions. EI 1897
Thompson va proposar un model format per una massa de carrega positiva que
tenia incrustades petites masses de carrega negativa. Aquest és el primer model
que té en compte l'existencia dels ions, pero no explicava altres tipus de radiacions
provinents de I'atom. El 1911 Ernest Rutherford realitza un experiment que el va
portar a afirmar que la part positiva de I’atom, el proté, estava concentrada al nucli
i la seva massa era practicament la total de I'atom mentre que la part negativa,
formada pels electrons, feia orbites circulars o elliptiques al voltant d’aquest nucli.
Aquest model no explicava els fenomens d’emissié de fotons de freqiiencies molt
concretes en els atoms i, per explicar aquest fenomen de quantitzacié de ’energia
,Niels Bohr va proposar que aquestes orbites només podien tenir unes determina-
des energies. Pero el seu model no explicava l'estabilitat dels estats ni I'existencia
de subnivells atomics per a altres elements. No va ser fins el 1926 que, després
que Victor de Broglie suggeris que la materia pot tenir també comportaments on-
dulatoris, Erwin Schrodinger va descriure el comportament dels electrons com a
solucions estacionaries de ’equacié d’ona, el quadrat de la qual representa la den-
sitat de probabilitat de trobar I'electré en cada punt de ’espai. Aleshores allo que
es creia determinista, com és la posicié de 'electré al voltant de ’atom, passa a ser
descrit per una densitat de probabilitat, un fet revolucionari respecte als anteriors
models. Amb aquest fet neix el concepte d’orbital, molt lligat a aquest treball i
del qual parlarem extensament. A partir d’aqui s’han anat afegint correccions al
model d’Schrodinger provinents de la teoria quantica de camps i I’electrodinamica
que s’allunyen dels objectius d’aquesta memoria.

Aquest projecte se centra en quin és el procediment per trobar aquestes solucions
estacionaries de l'equacié d’Schrodinger i de quina manera es poden representar.
L’objectiu és aclarir el concepte d’orbital, explicar les diferents formes en que es
poden representar i donar una eina de visualitzacidé que permeti veure i entendre
les explicacions donades aixi com descriure el procés i els conceptes que han anat
apareixent a mesura que s’ha anat desenvolupant aquesta eina computacional.



El projecte

Com alumne de la doble titulacié de Fisica i Matematiques, aquest projecte preten
reunir coneixements adquirits en les dues branques d’aquesta titulacié i aplicar-los
de manera conjunta per tal de resoldre un problema com és el de la representacio
dels orbitals de ’atom d’hidrogen. Al llarg del treball es veuran sobretot conceptes
treballats a les assignatures de metodes numerics, equacions diferencials, mecanica
quantica, geometria, aixi com a assignatures relacionades amb la programacio, el
calcul i la probabilitat. Pel que fa ’aplicacié de visualitzacid, es treballara sobre
una versié previament feta en un altre treball de fi de grau [7] i s’intentara millorar
el seu rendiment i incorporar noves funcionalitats.

Estructura de la Memoria

La memoria esta estructurada en 6 parts:

En la primera hi ha un tractament analitic de les equacions de I'atom d’hidro-
gen per tal de trobar les funcions que estudiarem. En la segona part es fa una
analisi exhaustiva de les funcions trobades en la primera part i s’aprofita aquest
estudi per definir I’estructura sobre la qual treballara el software.

La tercera part inclou els metodes numerics aplicats en el treball aixi com de quins
procediments s’han seguit durant la programacié d’algunes funcionalitats. En La
quarta podem trobar el concepte d’orbital i quines sén les diferents possibilitats de
representar-los, aixi com de les equacions habituals dels orbitals que es troben a
la literatura i que difereixen lleugerament de les utilitzades en aquest projecte. La
cinquena part és una explicacié de la interficie del software aixi com de les diferents
funcionalitats que aquest incorpora per tal de familiaritzar a 1'usuari.

La darrera part correspon a les conclusions d’aquest projecte on es fara una analisi
de les diferents formes de representar els orbitals i es comentaran també els possibles
canvis que es podrien fer en el programa tant en la part analitica com computacio-
nal.



1 Orbitals de ’atom d’hidrogen

En el marc de la mecanica classica, un atom d’hidrogen pot ser tractat com un
sistema format per dues particules, un proté al nucli i un electré que es mou al
seu voltant. Si el que volem es trobar 'equacié de les orbites que segueix I'electrd
podem utilitzar la segona llei de Newton per escriure el sistema

F, = mp%pv
E, = m.r,, (1.2)

on el vector 7 representa la posicio, F representa la forca sobre cada particula, m la
massa i 7 la derivada segona de la posicié respecte el temps, és a dir, ’acceleracio.
Tots els termes porten el subindex p o e que indica si sén relatius al proté o a
I’electro respectivament.

Si considerem que la tnica interaccié entre aquestes particules és coulombiana, cosa
que podem fer ja que la interacci gravitatoria és diversos ordres menor, aleshores
la forga pren la forma

Foe = T _ B pn_g (1.3)
= = L r= re - T 9 .
P Grf A :

on €y és una constant i e és la carrega del protd. Llavors el problema es transforma en
un problema de dos cossos, la solucié del qual es pot trobar definint un nou sistema
de coordenades i descrivint cada moviment individual com un moviment del centre
de masses del sistema i un moviment relatiu entre els dos cossos corresponent al
d’una particula sotmesa al potencial coulombia V(r), on r = |r], amb massa igual
a la massa reduida del sistema fi,:

2

e
vV = — 1.4
M) = e (14)
mpMe
. = —. 1.5
Hp my + M, ( )

Observacié 1.1. El valor del potencial només depen de la distancia de separacié
entre les carregues.

En resulta que les orbites dels electrons tenen forma de coniques, i com que sén
tancades, serien ellipses.

En la mecanica quantica, segons el primer postulat, tot estat quantic esta repre-
sentat per una funcié d’ona V(7 t) que pertany a l'espai de Hilbert de le funcions
de quadrat integrable. Aquesta funcié d’ona satisfa 'equacié d’Schrédinger donada
pel cinque postulat i el seu modul al quadrat W¥* = |¥|? representa una densitat
de probabilitat.

Notacié 1. El simbol x indica el complex conjugat.



El postulat V de la mecanica quantica afirma que [’evolucio temporal de [’estat
d’un sistema quantic satisfa l’equacio d’Schrodinger:
in v — i (1.6)
ot ’ '
on H és un operador anomenat hamiltonia que esta relacionat amb 1’energia i /i és
una constant anomenada constant de Planck. Necessitem saber, doncs, quina forma
pren el nostre operador H en el cas de 'atom d’hidrogen. En aquest cas, I’hamiltonia
esta format per 'operador energia cinetica i 'operador energia potencial que, a més
a més, sera independent del temps:
A h?

H= 2mA + V(7), (1.7)
on A és l'operador Laplacia. Per resoldre 1'equacié, separarem la variable espacial
de la temporal i fixarem una constant de separacié E que representa l’energia del
sistema quantic. Aixi doncs, buscarem funcions propies de I'equacié d’Schrodinger
amb valor propi F. Sigui ¥(7,t) = (7)¢(t) lestat del sistema, aplicant (1.6)
obtenim les dues equacions segiients:

I AR VR = B (1)
iﬁ%gb(t) — Eo(). (1.9)

Una solucié de 'equaci6 (1.8) és

o) = e 'nt. (1.10)

Aquesta solucié descriu 'evolucié temporal dels estats del sistema amb energia F
en la qual no estem interessats. El que hem de resoldre ara és un problema de valors
propis d'una equacio en derivades parcials, lineal i homogenia que es coneix en la
literatura com 1’equacio d’Schrodinger independent del temps.

Aprofitem la dependeéncia en r del potencial per resoldre 'equacié (1.8) en co-
ordenades esferiques (7,0, ¢). En aquestes coordenades, 'expressié de I'operador A

1 {0 0 1 0 0 1 02
A | Z (22 — (sin6— — 1.11
r? {07’ (T 87‘) * sin 6 [89 (Sm 89) * sin@@gpzﬂ (1.11)

Utilitzem la separacié de variables radial i angulars de manera que
P(r,0,9) = R(r)A(0, ¢). (1.12)

Substituint les igualtats (1.4),(1.5),(1.11) i (1.12) a 'equacié (1.8) i triant la constant
de separacié com [(I + 1)%?%, obtenim dues equacions diferencials corresponents a la
part angular i radial respectivament:

h? [2 (sineg) + 1 02 } A(B,0) = 11+ 1)R2A(, p), (1.13)

sind |06 90 ) " sinf dp?
nod(,d I+ )R
[2;@67’25 (T $> - 4megr * Q,U,peT’2 :| R(T) o ER(T) (1‘14)
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1.1 Solucié de la part angular

Per a la part angular convé resoldre I'equacié separant les variables angular amb la
constant m? de manera que A(6, ) = O(0)P(p) i 'equacié (1.13) se separa en:

1d?d
- 1.1
D dy? - (1.15)
sin® [ 1 d de
— (sinf— | +1(I+1)0| =m? 1.16
o [sin&d& (Sm d9)+ (t+1) } m (1.16)
L’equacié (1.15) té per soluci6

Bul) = €, (117)

on imposant la condicié de contorn ®(¢) = @(p + 27) deduim que m ha de ser un
valor enter.
Fent el canvi de variable x = cos 6 i P(z) = O(0) 'equaci6 (1.16) resulta

2 2

d d
_ 2__ —
(1-2%) 20 + 1 +1) - 7=

P(z) = 0. (1.18)

Les solucions d’aquesta equacié sén les funcions associades de Legendre Py, (z) i els
valors que pot prendre [ per tenir solucions fisicament acceptables son valors enters
no negatius. Aixi doncs, desfent els anteriors canvis de variable podem escriure la
solucié de la part angular (sense la normalitzacié corresponent) com:

A0, p) = Py(cos)e™. (1.19)

En la mecanica quantica, es defineix 'operador moment angular com

~

L = —ih(F x V), (1.20)

resulta que el modul quadrat d’aquest operador aixi com la seva component en 1’eix
z cartesia es poden escriure, respectivament, com:

- o 9] 1 0
2 —_ — _ —_—
L= sin 0 [(99 (Smgae) * sin@@gpQ} ’ (1.21)
. 8
L, = —ith— 1.22

El resultat d’aplicar aquests operadors a les funcions A(6, ) és:

LPA(0,0) = 11+ 1)R* A6, ), (1.23)

L.A(0, ©) = mhA(0, ). (1.24)

La primera igualtat es dedueix directament de 1’equacié (1.13) i per veure la segona
igualtat s’ha de tenir en compte que la unica dependéncia respecte ¢ de la funcié

A(0, ) es troba en el terme exponencial. Acabe{n de veure que les solucions de la
part angular sén funcions propies dels operadors L? i L, amb valors propis (1 +1)h?

bt



i mh respectivament. Aquests valors representen el quadrat del modul del moment
angular de I’atom i la seva projeccié en l'eix z. A més a més sabem que [ ha de ser
un enter no negatiu.

Com que L? = L2 + L2 + L2, llavors I(I + 1) > m? i com que m ha de ser un
valor enter, es dedueix que m € {—I,—l + 1,---,1 — 1,1}. Afegirem doncs els
subindexs [ 1 m a les funcions A(f, ) per indicar els valors propis associats a ca-
dascuna. Hem vist que el moment angular i valor de la seva component en z estan
quantitzats.

Les funcions A;,, amb un coeficient de normalitzacié sén altrament conegudes com
els harmonics esferics i la seva notacié habitual és Y, (6, ¢). Els harmonics esferics
corresponen a la restriccio de les funcions associades de Legendre sobre el disc uni-
tat i el producte amb el terme €% . Es important notar que combinacions lineals
d’harmonics esférics amb el mateix valor de [ i m? també sén solucié de 1'equacié
(1.16) en ser aquesta lineal.

Podem observar que el quadrat de modul de la funci6 d’ona no depen de la

coordenada ¢ ja que

[0(r, 0, 0)]* = |R(r)]*| A9, )|* = |R(r)|* Py, (cos 0)|e™?[* = R(r)*[ Py (cos )],
(1.25)

Definim un sistema de coordenades en dues dimensions per explotar aquesta
simetria respecte ¢ i treballar de manera més senzilla en dues dimensions. Aquestes
coordenades seran:

(=ocos p=osind, (1.26)

on ¢ és una nova variable proporcional a la distancia al nucli r definida per ’equacio
(1.44).

Tot i que m pot prendre valors negatius, no tractarem aquests casos ja que els
harmonics esferics compleixen la propietat que

V™0, ) = (=1)"Y,7™(0,¢), (1.27)
per tant,

Yntm Ui = Ny By ()Y (0, 0) Y™ (0, ) = Ny Roy(r)Y,™ (6, 0) (=1)™Y; 7™ (0, 0) =
= N By (n)Y"(0,0)(=1)"Y, (0, ) = Ny Ry (r)Y, ™ (0, )Y, ™ (0, ) =

= ¢nl—m¢nl—m'
(1.28)

Per tant, no hi haura diferencia entre les densitats de probabilitat del casos amb m
i—m.



1.2 Els polinomis associats de Legendre

Els polinomis associats de Legendre satisfan unes relacions de recurréncia parti-
culars, les quals utilitzarem per calcular qualsevol polinomi associat donats [ i m.
Aquestes relacions de recurrencia sén (tenint en compte que Py = 1):

Pri1my1(cos@) = —(2m + 1) sin 0P, ,,(cos 8) (1.29)

[(20 + 1) cos 0P (cos ) — (I +m)P_1 m(cosd)] (1.30)
Pi1m(cos ) = cosO(2m + 1) P, p,(cosd) (1.31)

Priim(cost) = [y

Adaptem aquestes relacions a les noves variables definides per (1.26). Afegim també
un terme o a les relacions de recurréncia definint py,,, (¢, p) = o' P, (cos @) de manera
que obtenim:

pm+1,m+1(<7 :0) = _(2m + 1)ppm,m<<7 p) (132)
o (G.) = e [ D) — (L )P nlCop)] (139
pm—l—l,m(cy p) = C(Qm + 1)pm,m(C7 p) (134)

133 p1o=¢ y/pm = —p\%
P20 = %(3C2 —0?) P21 = —3Cp D22 = 3p°
1.33 1.33 /.34 \QQ
P30 = %5(5@ — 30?%) P31 = —30(5@ — %) P32 = 15¢p? P33 = —15p°

Figura 1: Diagrama amb les recurrencies dels polinomis p;,, fins a [ = 3. A cada
branca s’indica quina relacié s’ha fet servir.

Observacié 1.2. En tots els termes apareix p™.

Si definim p"q;,(C, p) = pin(C, p) 1 readaptem les recurréncies a aquesta nova
definicié trobem

Qm+1,m+1(C7 P) = _(2m + 1)Qm,m(C7 p) (1'35)
[(20+ 1)Cam(C, p) — (L +m)o*q1,m(C p)]  (1.36)
Qm+1,m(C7 p) = C(2m + 1>Qm,m(<7 p) (137)

1
@erm(CoP) = 7=



do,o =

y q10=¢ }qu = —i%
G0 = 3(3¢* — 0?) 2,1 = —3C QP2 =3
1.36 1.36 / 37\
gs0 = 2C(5¢* — 30?) @31 = —3(5¢* — 0?) q3,2 = 15C g33 =

Figura 2: Diagrama amb les recurréncies dels polinomis ¢ ,,, fins a [ = 3. A cada
branca s’indica quina relacié s’ha fet servir.

Observacié 1.3. Veiem que quan [ —m és senar sempre apareix un factor ¢ mentre
que no ho fa si [ — m és parell.

Si definim b = (I — m)%2 juntament amb uns nous polinomis (hy,, (¢, p) =
@i (C, p), aquests resulten ser polinomis homogenis i les recurréncies prendran la

forma
hm+1,m+1(c2a p2) = _(Qm + 1)hm,m(§27 p2)(138)
[(20+ 1) (@ 07) = (L m)o*hiy (¢ )] (1.39)
homs1,m(C,07) = (2m 4 1) i (€7, p*)(1.40)

1
h " 2 2 —
+1, (C7p> l—m+1

h070 =1
e
hl,O =1 hl 1= = —1
= N
hay = %(352 —0?) hoy = —3 hoo =3
1.39 1.39 /40\38
hso = $(5¢2 — 30?) hsy = —3(5¢% = 0?) has =15 hag =

Figura 3: Diagrama amb les recurrencies dels polinomis A, fins a [ = 3. A cada
branca s’indica quina relacié s’ha fet servir.

Cal dir que tot i que en algunes de les relacions apareix o, tenint en compte que
0% = (? + p? podem sempre deixar el polinomi en funcié de (2 i p*.

Observacié 1.4. A partir de les relacions de recurrencia podem veure que els
polinomis Ay, sén polinomis homogenis de grau g := [I_Tm} en (2, p?

8



1.3 Solucié de la part radial

Per resoldre ’equacié radial utilitzem el canvi de variable

u(r) =rR(r) (1.41)
juntament amb ,
L () e

per tal d’obtenir una nova equacio

d*u(r)  [2u 2ue* U1+ 1)
o {ﬁE + 2 ] u(r) = 0. (1.43)

r2

Busquem estats lligats amb una energia negativa (F < 0), tenint en compte aixo i
definint unes noves variables

—8upeE e? — e
Y _ ¢ [Thwe 1.44
“ n 0 "T dreoh\ 2E (1.44)

d*u(o n 1 1(l+1
()+————( )u(a):O

do? o 4 o2

Mirant el comportament quan ¢ — 0 i quan ¢ — 0o es pot escriure la funcié u en

bona aproximacié com

obtenim

(1.45)

u(o) = o e 3v(0) (1.46)

de manera que v(0o) satisfa ’equacid
ov"(0) + (a+1—0)v (o) + Bu(c) =0 (1.47)

que no és més que l'equacié associada de Laguerre amb a =2[+ 118 =n— (Il +
1). Les solucions d’aquesta equacié sén els coneguts com polinomis associats de
Laguerre que denotarem com L%‘(a). Tenint en compte que les solucions fisicament
acceptables son aquelles amb « i § enters positius, aleshores I'equacié

B+ (l+1)=n= ¢ |=n (1.48)
~ T trenV 2B ‘

implica que n > [,n > 1 i que 'energia esta quantitzada ja que la podem expressar

com )
2
— Hpe € 1
E, = —. 1.49

" om? (471‘60) n? (1.49)
Aquesta energia coincideix amb la proposada per Bohr en el seu model i mostra que
els electrons lligats a I’atom no tenen un espectre continu d’energies. Recopilant
els canvis de variable fets anteriorment podem esciure la solucié de 1’equaci6 radial

(sense la constant de normalitzacid) amb els subindexs que indiquen una solucié
per a cada valor de n i [:

_r 2r : 20+1 2r
Ry(r)=em ( — ) L7 | — |, (1.50)

na na

. 2 . . .
on hem definit a = 47;—2; conegut com el radi de Bohr i reescrit o = %

9



1.4 Els polinomis associats de Laguerre

Com hem vist anteriorment, els polinomis associats de Laguerre apareixen de forma
natural quan s’estudien les solucions de I’equacié de I'atom d’hidrogen. Aquests po-
linomis tenen diverses funcions generatrius i es poden calcular de diferents maneres
que es poden trobar a la literatura i les quals no aporten cap valor al tractament que
volem fer, el que si que ens interessen son les relacions de recurrencia que satisfan
a partir de les quals trobarem I'expressio de qualsevol polinomi de Laguerre donats
nil. Definima=2[+1i8=n—(I+1).

Relacions de recurréencia:

Ls(o) =1 (1.51)
Ly(o) =1+a-o (1.52)

2 1(0) = ﬁ [(26+1+a—0)L3(0) — (B+a)L31(0)]  (153)

Aixi doncs, donat n il i per tant a i § podem trobar qualsevol polinomi de Laguerre.

1.5 Les funcions d’ona propies de I’hidrogen: orbitals.

En els apartats anteriors han aparegut diverses constants de separacié que estan
relacionades amb els valors propis dels operadors energia, moment angular i compo-
nent z del moment angular. Els valors de n, [, m es coneixen com nombres quantics
i caracteritzen els estats en que es pot trobar I’atom. Aquests valors tenen algunes
restriccions degut a les condicions fisiques del sistema.

Quan afegim les constants de normalitzacio, els estats propis de ’hidrogen sén:

Vi (T) = Y (r,0,0) = (1.54)
2! 2r im
= N,e na (%) Lilf(ll+1) (E) Nim Py (cos 0)e™?. (1.55)

Imposant que [os Ynim (7)1, (7) = 1 i resolent les integrals de la part angular i la
part radial per separat trobem que les dues constants de normalitzacié son:

(@ ne-n1 (20 +1) 12
Nim = l 4 (I +m)! } _[47T(l+m)(l+m_1)...l] : (1.57)

Les solucions trobades de ’equacié d’Schrodinger sén funcions propies simultaniament
dels operadors H, L?i L,. A més, aquestes funcions propies formen un conjunt com-
plet, per tant podem escriure un estat qualsevol de I'atom v com:

¢ - Z Cnlmwnlm(n 97 S0> (158)

n,l,m
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Els orbitals son els estats estacionaris associats a les funcions d’ona propies carac-
teritzades per la terna (n,l,m). El concepte d’orbital atomic és encara avui dia
motiu de discusid, és per aixo que cal discutir-lo i complementar-lo amb diverses
explicacions al llarg del treball. El quadrat del modul de la funcié d’ona s’inter-
preta com una densitat de probabilitat (fet en el que incidirem més endavant). Si
calculem aquesta densitat de probabilitat obtenim

o 20\ 7 2r\ 1
rim Ui = Ui (7)|? = NZNG, e na <—) |:L721[j(1l+1) (—)] [P (cos 0)]*.

na na
(1.59)
Amb les coordenades definides per (1.44) la densitat de probabilitat resulta:

Dnlm = wnlm¢;lm = ’wnlm(_’)‘Q = ‘wnlm(aa Ca p)‘Q

(2 Sh—1—-D1@20+1)(1 - 1) I 20 .
(E) 2n(n+ 0! Ax(l+m)! € |:Ln—(l+1)(0)] [P Cth(C,P)}

(1.60)

2

Utilitzem tant ¢ com ¢ i p tot i que no seria necessari ja que podem escriure

una variable en funcié de les altres dues. Definirem la funcié d,,;,, de manera que
_ 2 o

Dyim = dz,,,, aixi doncs

2\’ (n—1—1)NQR+1)(1-1) .
dnim = \/(E) (;Ln(n+ l)? ( 4:@:57”)!) e‘iLilj(lzﬂ)(U)Pmehzm(@a02).(1.61)

A partir d’ara, en tots els calculs utilitzem d,;,, i 'anomenem funcié de densitat
d’ona. Per saber el valor de la densitat de probabilitat només cal fer el quadrat
d’aquesta funcié. El motiu de treballar amb d,;, en comptes de D,;,, és el fet
que computacionalment i analitica és molt més facil treballar amb els polinomis de
Legendre i Laguerre que no pas amb els seus quadrats. A més a més, el signe de la
funcié de densitat d’ona també aporta informacié que aprofitarem per recorrer les
corbes de densitat constant en el sentit que ens interessi i aquesta informaci6 es perd
quan treballem amb el seu quadrat. L’inic que hem de tenir en compte és que les
corbes de densitat de probabilitat constant amb valor D,;,,, = D? sén les corbes de
valor constant de la funcié de densitat d’ona corresponents a d,,;,, = —D i dyp = D.
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2 Estructura dels orbitals.

Un cop definida la funcié amb la que treballarem, és clau en el desenvolupament del
treball fer un estudi de les seves arrels i els seus punts critics per tal d’optimitzar
els processos de calcul i poder-la representar de manera eficient. Veurem que les
arrels i la distribucio dels punts critics de la funcié de densitat d’ona indueixen una
estructura en forma de xarxa polar on la densitat és nulla. Aquesta xarxa delimita
unes regions que estan foliades per corbes de densitat constant.

A més, en aquestes regions definides per la xarxa, els punts critics estan alineats
de manera que les corbes de densitat constant en cada regié tallen perpendicular-
ment aquestes rectes que contenen punts critics. Anem a veure com podem trobar
aquesta xarxa polar fixada la terna (n,m,1).

2.1 Cons nodals.

Primer de tot, volem trobar en quines direccions s’anulla la funcié d’ona. Aquestes
direccions combinades amb les simetries del sistema es convertiran en cons (o plans)
que anomenarem cons modals. L’equacié d’aquests cons és

ot = N2, (2.1)

per tant cal trobar el valors de A? que no sén més que els zeros de la part angular
de la funcié d’ona. Aixi doncs, sigui (tenint en compte que estem en la regié on

¢,p>0)
A (Ca )‘) = Mm)‘mgm+bhlm(€27 >‘2) =0 (2'2)

té tres tipus de solucions:

i) Si m # 0 aleshores \> = 0 és un pla nodal (con amb pendent zero).
ii) Si b # 0 aleshores “A? = 00” és una direccié nodal (con amb pendent infinit).

iii) Els zeros dels polinomis associats de Legendre.

Veiem un exemple de com calcular els cons nodals, després farem una generalitzacio
del metode:

Exemple 2.1. Si prenem [ = 5,m = 1 aleshores com que m # 0, A\* = 0 és una
direccié nodal. Com que b = (5—1)%2 = 0 el cas ii) no aplica. El polinomi associat

de Legendre és
15
hsn(Cp%) = 5 [-8¢7 +12C%° = p*]. (2.3)

Si fem el canvi de 'equacié (2.1), obtenim

oy = 2 [-8¢° +120%F = (A)"] = 2¢* [-8 4 120 = X (24)

que té per zeros A\? = 6 + 2v/7 i A2 = 6 — 21/7. Aquesta informaci6 la guardarem
en un vector

N2 =[0,22,02]. (2.5)
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Per tant, per trobar el vector nodal A? cal mirar si es satisfan les condicions 1)
i ii) per saber si les direccions 0 i/o co en formen part. Per trobar els zeros del
polinomi de Laguerre, que podem escriure com

hin(C2, 0%) Za ¢ =) (2.6)
que si combinem amb l'equaci6 (2.1) resulta
hum (G2, 0%) = Za =D (¢N)H ngza A (2.7)

Al terme

g
=> ;N (2.8)
=0

I’anomenarem polinomsi nodal i els seus zeros seran les direccions dels cons nodals.
Finalment, ens interessa tenir aquests zeros en el vector nodal:

. m#0 b#£0
M=1"0 M0, A o0 (2.9)

2.2 Esferes nodals

Analogament als cons nodals, volem veure quins valors de ¢ s’anullen la nostra
densitat. Si existexen, aquests valors generaran esferes on la densitat sera zero, que
anomenarem esferes nodals. Per trobar-les, només cal trobar els zeros dels polinomis
de Laguerre com es pot veure a l'equacié (1.61). Es interessant, abans de fer els
calculs, enunciar dues propietats dels polinomis de Laguerre que ajudaran molt a
la part computacional del treball.

Proposicié 2.2. Sigu: Lg(a) un polinomi associat de Laguerre, aquest té o arrels
simples.

Proposicié 2.3. Siguin L (o) i L§(0) dos polinomis associats de Laguerre, els
seus zeros estan intercalats.

Aixi doncs, per triar els punts inicials en els metodes iteratius per trobar les
arrels del polinomi L§(0) sempre agafem els zeros del polinomi L§™!(o) cosa que
ens redueix el nombre d’iteracions a fer abans de trobar-los. En el procés que
s’ha implementat en la simulacié, per a cada polinomi de Laguerre que es calcula
mitjancant les recurrencies es troben també els seus zeros, que serveixen de punt
de partida per trobar els zeros del polinomi segiient i aixi successivament. Anem a
veure un exemple.

Notacié 2. Anomenem vector de radis nodals &,; el vector de dimensio n —1 — 1
les components del qual son els radis nodals dels orbitals nl.
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Exemple 2.4. Volem calcular els radis nodals dels orbiltals n = 711 = 3. Aleshores
a=2l+1=7if=n—-101—1=3.

Li=1LT=8-0=0)=8 (2.10)
1 1
Li = 3 [(10 — o) Li(0) — 8L{(0)] = 502 —90+36 =0, =6,0, =12  (2.11)
1
L} = ——0% +50% — 450 + 120 = 0% = 4.89,05 = 9.32,03 = 15.78 (2.12)

6
Fixem-nos en l'ordre dels zeros, 0? < o} < 03 < o3}

proposicié (2.3). Per tant, el vector de radis nodals és

< 0% tal i com indica la

Gry = [4.89,9.32,15.78] .

Per trobar els radis nodals, doncs, cal resoldre I’equacio Lilflal =0quetén—I—1
solucions possibles i guardem en un vector, el vector de radis nodals

Op = 01,7+, O] - (2.13)

2.3 Cons modals.

En aquesta seccié buscarem les direccions on es troben els extrems de la funcié
de densitat d,;,. Cal trobar les direccions paralleles al gradient de la funcié de
densitat d’ona. Aixo es tradueix en que

(Dydim, Dednim)||(a, b). (2.14)
Analogament al cons nodals, tenim tres casos possibles per als cons modals:
e Sim = 0 aleshores (a,b) = (1,0).
e Si b =0 aleshores (a,b) = (0, 1).
e La resta de casos sén les direccions (a,b) = (1, ) amb p # 0.

Tenint compte que podem escriure d,;,,, = R(c)A((, p), aleshores

do

Dy = Dalt) 2 A ) + RD, A 0), (215)
Dedoin = DoR(0)32AW. ) + R()DAG ). (2.16)
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Calculem ara els termes de la derivada (els indexs dels polinomis associats de La-
guerre s’han suprimit per comoditat),

[ed 1
DeR(@)A(Cp) = NaNime™ 3" Chun(C2, p7) [—§L'(a> - L(a>} . (217)
do ¢ do  p
a_c 07 ap - 0_7 (218)
8hm 2’ 2
DA ) = Nim |mp™Chun (%, %) +pmcb% . (219)
L m;O
r ahm 2’ 2
DAGp) = Nin b 2) 4 P (o)
Combinant les equacions anteriors, obtenim els segiients resultats:
Dpdnlm = nl-/\/’lme_E |:§pm<bhlm(<2a P2) |:_§L (0) + L(O—):| +
| 2.21)
ahm 27 2 (
+ P(O)mpm‘lébhzm(cz,p22+L(0)meb#
m;0 P .
(o ]. / T
DCdnlm = nl-/\[lmeii lgpmcbhlm(gza p2) |:_§L (U) + L(0> +
. (2.22)

+ L(0)bp™ hum (C*, ) + L(a)pmébw} .

9¢

Fent el canvi p? = p?¢? (tenint en compte que som a la regié on p,¢ > 0), que és
'equacié d’'un con anomenat con modal i imposant la condicié (2.14) es tradueix
en que

Dpdnlm = ,ungnlm (223)

(M}

m~+1,m+b+1
an-/\/’lmei [%

(€2, C) [ 2(0) + L) +

b L mm A (G2 ) + L Pl ) |
! y ) 5
70 (2.24)

m m+b+1
= e P2 2) |10 + L) +
ahlm(CQa <2:u’2):|
¢ ’

Veiem que el primer terme és ideéntic i que podem eliminar els termes L(c), Ny, Ny,
e"2,¢™ i ™ " de manera que I'equacié (2.24) es redueix a

ahlm (C27 C2H2>
dp

+ L(0)bpp™ ¢ b (G2, i) + L{o) pups™ ™

8hlm(C27 CQMQ)
o
(2.25)

mC" iy (G, i) + ¢’ = 1Pbhm (P, Cp®) + p*¢
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que podem reescriure utilitzant ’expressié del polinomi associat de Legendre i fent
la derivada com

g g
m<2g+b71 Z Oéjﬁﬂ(gfj) + C2g+b71 Z 2(g — j)aj/f(g*j) —

j=0 7=0

g g
= b Z oI+ 4 29+l Z 2oy p9=I+Y,

j=0 7=0

(2.26)

on podem treure els termes amb ( i reordenar els sumatoris per obtenir

g g g g
m Z o+ Z kot = b Z oY 4 Z 2(g — k)agu?*+D (2.27)
k=0 k=0 k=0 k=0

g 9 g g—1
—m Z appt — Z 2k + b Z P Z 2(g — k)app?* D =0 (2.28)
k=0 k=1 k=0 k=0

[asy

bag 9T N ((=m = 2(k 4 1)) ayr + (0+2(g — k))ou) 1> —mag = 0. (2.29)
0

Q

£
I

Definim el polinomi modal com

—_

g+1
D ™ = bagP O 3 "(=m = 2(k + 1)) ags1 + (b+2(g — k))ag )i —ma,
k=0 0

Q

i

(2.30)
els zeros del qual ens donen les direccions dels cons modals de la forma p? = p2¢.
Aquestes direccions les guardem en un vector anomenat vector modal de manera
que

b=0
A=
nu%?"' 7:“3—1—17 oo |- (231)
—
b0
Hem vist, doncs, que tenim un conjunt de rectes que anullen la nostra densitat i
un altre on es troben els maxims de la densitat.

m=0
~ =
0

2.4 Esferes modals

Si bé en la seccié anterior hem vist que hi ha certs valors de o pels quals la densitat de
probabilitat és nulla, voldriem saber també on es troben els extrems de la densitat.
Aquests maxims es troben sobre les direccions modals pero no hi ha cap motiu per
pensar que tots els extrems es troben pels mateixos valors de o en cada direccio.
Demostrarem, perd, que efectivament existeixen el que anomenarem radis modals,
que sén valors de o pels quals existeix un maxim de densitat. El fet que existeixin
aquests radis facilita molt la part computacional i resulta molt 1til de cara a trobar
les corbes de densitat constant. Primer de tot, cal ser conscients que els extrems
es troben en les direccions modals, aixi doncs aquesta és una primera restriccié que
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imposem pels valors de i p ( recordem que estem fent els calculs en la regié on

p,¢>0):
__ 7 M 2.32
¢ e T e (2.32)

Per trobar els punts critics de la densitat cal imposar que Dydy;m(0) = 0. Expressem
primer la densitat en funcié de o i per aixo utilitzem 1'equacié (2.32).

m b
_c Ho g
pim(0) =NpyNiyme 2 L(0) | ——— ——— | hun(o
l ( ) YV ( )(m) (m) l ( )
" mO.erb
= nl-/\/’lme2L(0')<1l:_MWhlm<U)
m ~m+b O.2g 9

-z H-o 2k
=NuNime 2L(o — Qs
| )(1+u)?l’(1+u2)gz

0

(2.33)

— nlee 2L( aku
S Z

Si definim

pum g 2k .
o(p) = { (1+p2)t/2 D ko QU SZ. H 7_'é o0 ’ (2.34)
Qg St 4= 00

aleshores 'equacié de la densitat en funcié de o resulta

i (0) = NyuNime™% L(0)0'd (1) (2.35)

i com podem observar, la dependencia amb p queda separada de manera que si
calculem la derivada:

Doty = NN (p1)e™2 {—%al[/(a) +o'L'(0) + 1o L(o) (2.36)

i com Dydpy, = 0 < —30'L(0) + o'L'(0) + lo'"*L(0) = 0 trobem que els radis
modals son les solucions de 'equacid

20L'(c) + (2l — 0)L(c) = 0. (2.37)

De manera analoga a com hem procedit amb els radis nodals guardem aquesta
informaci6 en un vector que anomenem vector de radis modals

Oy =61, 5 6n].- (2.38)

Exemple 2.5. Sigui la terna (n,l,m) = (7,3,1), volem trobar el vector de radis
nodals corresponents. El primer que cal és saber els valors de « = 2[4+ 1 =71
S =n—1—1=3. En l'apartat anterior hem utilitzat el polinomi L%(c), la seva
expressio i la de la seva derivada soén:

1
Li(o) = —603 + 50% — 450 + 120, (2.39)

1
L'i(o) = —502 + 100 — 45. (2.40)
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Aleshores, 'equaci6 (2.37) resulta:
1
20L' (o) + (2l — 0)L(0) = —0® + 200* — 900 + (6 — 0)(—603 + 50% — 450 + 120) =

1
= 6‘74 — 70 4+ 9502 — 4800 + 720 = 0.
(2.41)

Les solucions d’aquesta equacié son els radis modals. Si les ordenem, el vector de
radis modals resulta: .
073 = [2.589,6.718,12,20.692] . (2.42)

2.5 Orbitals amb [ =01 m = 0.

Acabem de veure que els orbitals tenen una mena d’estructura formada per les re-
gions on s’anulla la funcié d’ona. Els orbitals amb [ = 0 i m = 0, pero, mereixen
una atencié especial ja que la seva estructura és diferent de la de la resta. Es per
aixo que en aquesta seccid tractarem aquestes excepcions ja que també s’han hagut
de contemplar al llarg de tot el treball computacional.

Per entendre quin és el problema amb aquests orbitals, cal notar que la part angular
de la funcié d’ona és: '
Ago(0, p) = Pyo(cos§)e? = 1. (2.43)

Veiem que la part angular de la funcié d’ona és una constant ( ja que només ens
falta el valor de la constant de normalitzacié per tenir completa la part angular).
La conseqiiencia d’aquest fet és que el nostra orbital no té cap con nodal ni modal i
té simetria esferica aixi que I'inic que hem de calcular son les expressions per poder
trobar les esferes nodals i modals que si que existeixen i que seran lleugerament
diferents a les de la resta d’orbitals. Tindrem en compte, doncs, que la nostra
funcié de densitat ara té la forma

oo = NooNooe 2 LE_ (o). (2.44)

Esferes nodals.
Les esferes nodals ja sabem que corresponen a valors de o pels quals la funcio
de densitat és nulla, aquesta part resulta identica al que hem fet amb la resta d’or-

bitals per tant les esferes nodals segueixen sent les arrels del polinomi associat de
Laguerre corresponent, aixi, I’equacio

L (0)=0 (2.45)
dona les n — 1 solucions corresponents als radis de les esferes nodals.
Esferes modals.

Per trobar els radis de les esferes modals ara 1'inic que cal és trobar els punts
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critics de la funcié de densitat d’ona que ara només depen de la variable o, aixi
doncs els radis de les esferes modals venen donats per les solucions de

o 1
D, d,00 = NyoNooe 2 _éL;_1<a) +L (o) =0, (2.46)

o bé, de manera equivalent
L} (o) =2L'} (o) =0. (2.47)

L’equaci6 (2.47) té n — 1 solucions, a la qual hem d’afegir la solucié amb o = 0 que
representa un maxim local de la funcié que esta representada en l'interval [0, 0o)
per tant, com abans, tenim n radis modals.

2.6 Estructura: zones radials i angulars.

Hem vist que els cons nodals i les esferes nodals formen una xarxa polar on la
densitat d’ona és nulla. A més a més, dins de cada regié de la xarxa les corbes
de densitat constant estan estructurades d’una forma molt particular. Cada zona
esta foliada per corbes de densitat constant que van des de la vora de la xarxa fins
al punt critic on la densitat de probabilitat és maxima. Aquests punts critics sén
la interseccié entre les esferes modals i els cons modals i podem saber quin és el
seu valor a cada regi6 de la xarxa. Indexem les zones de la xarxa amb dos valors
(1,k) on i sera la regié compresa entre les rectes de pendent p; 1 1 p; i k la regié
delimitada per les esferes de radi oj,_1 i 0.

Figura 4: Estructura de la xarxa polar en el primer quadrant amb les indexacié.

Exemple 2.6. Volem representar 1’estructura de es zones radials i angulars per a
la terna (7,3,1). En apartats anteriors hem calculat quins sén els vectors de radis
modals i nodals d’aquesta terna.

o3 = [2.589,6.718,12,20.692], (2.48)
[4.89,9.32,15.78] . (2.49)

073
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El polinomi associat de Legendre d’aquesta terna és hs; = —%(4{2 — p?), el cons
nodals sén les solucions de
3

—SUC =N =0.(#0ed-N =0\ =4 (2.50)

A més cal afegir el valor A = 0 ja que m # 0. El vector nodal és, doncs:

X2 =1[0,4]. (2.51)
El polinomi modal és:
2 33 5
Tk + 0 = =5 1+ 6. (2.52)

La seva arrel és u? = %, a més cal afegir el terme corresponent a b = 0 i aleshores
el vector modal resulta:

2 = {I,oo} : (2.53)

Si representem les corbes de densitat constant juntament amb les equacions de les
esferes nodals, modals i els cons nodals i modals en dues dimensions, obtenim:

30 r/modals
I nodals
c.modals ——

a0 L g E nodals —— |

= @
T &E

j
230 F

%)

@)

-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 5: Representacié de corbes de densitat constant per diferents densitats cor-
responents a 'orbital (7,3,1) juntament amb la seva extructura de zones radials
i angulars. Les linies discontinues també formen part dels cons modals o nodals
segons els colors de la llegenda. Podem observar de manera molt clara la xarxa
polar aixi com la foliacié de les diferents regions i la posicié dels extrems.
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3 Calcul de les corbes i superficies.

En aquesta seccié explicitarem els metodes que s’han seguit per calcular les corbes
de densitat constant. Desenvoluparem tant la part analitica com la part numerica
que ha servit per resoldre les diferents equacions que han anat apareixent al llarg
del procés.

3.1 Metode de Davidenko.

El métode de Davidenko és til per trobar I’equacié diferencial que descriu el camp
de les nostres corbes. Fixats n,[im isigui d; un valor donat de la densitat, busquem
tots els punts on es satisfaci d,,;,, = d;. Per trobar I'equacié diferencial la solucio
de la qual siguin aquestes corbes utilitzarem el parametre d’arc s de manera que:

daim(C(5), p(s)) = di = dpy(C(5), p(s)) = 0 (3.1)
i tenint en compte que
C(s) + o) = 1, (3.2)
ique
nim (C(8), (5)) = Dedim'(s) + Dpdpimp'(s) = 0, (3.3)

podem escriure ’equacié del camp com

/S _ Dpdnlm
) = S (3.4)
J(s) = -8 Denim (3.5)

V(D¢dnim)? + (Dpdpim)?

Observacié 3.1. Hi ha una eleccié de signe arbitraria que hem volgut reflectir amb
el parametre S que només pot prendre els valors {1, —1}. Aquest parametre és molt
important a 1’hora de decidir en quin sentit es calculen les corbes i caldra tenir-lo
en compte més endavant.

Al sistema d’equacions anterior cal donar-li un punt inicial per determinar ca-
da solucié. Es aqui on juguen un paper important les diferents regions angulars i
radials definides en apartats anteriors ja que com tenim la informacié de quin és
el maxim valor de la densitat en cada regid, podem anar recorrent-les i mirar si
el nostre valor d; és major o menor que el maxim de la regié (j, k), max(dpim )k 1
en el cas en que max(dnim)jx < d; ja no farem cap calcul en aquella regié. Es per
aixo que l'existencia de les regions radials i angulars estalvia molts calculs a nostre
programa i permet determinar facilment on s’han de buscar les solucions.

Aixi doncs, cada corba és la solucié del sistema d’equacions diferencials format
per (3.3) i (3.5) i un punt inicial ((p, pp) de manera que (¢(0), p(0)) = (Co, po)-
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3.2 Metode de Runge-Kutta-Fehlberg

Com que el sistema d’equacions diferencials format per (3.3) i (3.5) no té una solucié
analitica, per tal de trobar les corbes ens veiem obligats a trobar la solucié de manera
numerica. El metode que s’utilitza en el programa és el de Runge-Kutta-Fehlberg
7(8) que notarem RKF78. Aquest és un metode de pas variable, és a dir, en cada
iteracio el valor del pas es pot modificar segons un criteri per tal de reduir I'error.
En general, donat un problema de valor inicial donat per les equacions

y' = f(t,y)  y(to) = o, (3.6)

el metode RKS (considerant un pas h) consisteix en trobar el segiient punt com

=1

on

kl = f(tn7yn)7
k2 = f(tn + C2h7 Yn + h(aﬂkl))?

ks - (ts + Csh7 Yn + h<aslk1 + a52k2 + -+ as,s—lks—l))‘

El metode sera consistent si .
i
Z Q5 = G (39)
i=1

peri=2---,s. A més a més hi pot haver altres restriccions entre els coeficients
per assegurar un cert odre en aquest metode. Cal dir que els valors d’aquests coe-
ficients no estan completament determinats i ofereixen un cert grau de llibertat a
I’hora de triar-los.

Els metodes de Runge-Kutta-Fehlberg utilitzen un pas variables, és a dir, el va-
lor de h pot canviar en cada iteracio fent-se menor si es necessita més precisié o més
gran si la precisié és major que la demanada. Aquest metode combina dos metodes
RK, un RKS i RKS+1 i es pren com a solucié exacta el metodes d’ordre major.
D’aquesta manera, a cada pas comparem la solucié del metode d’ordre menor amb
la d’ordre major i en funcié de la tolerancia desitjada es modifica el pas h o es deixa
igual.

3.3 Emplenament de les corbes.

Una de les millores que se li han fet al programa és que s’ha creat un nou proce-
diment que permet visualitzar unes superficies amb un gradient de tonalitat grises
que donen una idea de la probabilitat de trobar 'electrd en aquella regié. A aquest
nou procés I'hem anomenat “FILL” (omplir en anglés) i resulta molt 1til ja que és
el que permet fer-se una idea clara del com és cada orbital. Explicarem quin és el
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procediment que s’ha seguit per representar aquestes superficies.

Suposem que tenim tota la informacié corresponent a un orbital, cons nodals, mo-
dals, esferes nodals i modals i que hem calculat les corbes de l'orbital per una
densitat de probabilitat donada. La corba és guarda com un vector de parelles de
punts on el primer terme correspon a la coordenada ( i el segon a p. Suposem
també que la corba té el maxim en un con modal u # 0, co.

Primer prenem un punt de la corba ({p, po) i calculem la distancia d’aquest punt
a la recta modal r,. Calculem també en quantes parts p es divideix el segment
que va des del nostre punt fins al punt de tall entre la recta r, i la seva perpen-
dicular que passa per ((p, po) fixada una separacié h. Fem el mateix pel segiient
punt de la corba (i, p1). Amb aquesta construccié podem anar obtenint punts
en la direccié perpendicular al con modal amb la separacié que hem definit. La
biblioteca OpenGL disposa d’una funcié anomenada GL QUAD STRIP que crea
quadrilaters per cada quatre punts que se li donen a la funcié. Aixi doncs nosaltres
anem donant-li aquests vertexs i aquesta funcié anira creant els quadrilaters que
“ompliran” la nostra corba. En el procés ja s’han tingut en compte les simetries del
sistema inclosa la simetria de la propia corba respecte el con modal. Per calcular
el degradat s’ha assignat un to gris a cada vertex en funcié del valor de la densitat
en el punt respecte la densitat inicial donada.

3.4 Revolucid de les corbes.

Per tal d’optimitzar al maxim el procés de calcul de les corbes s’han aprofitat totes
les simetries del sistema i només s’han hagut de calcular corbes en dues dimensions
i en el primer quadrant (p,{ > 0). No obstant, per representar els orbitals en tres
dimensions s’ha de procedir a calcular la superficie de revolucié al voltant de 1'eix
¢ de les corbes obtingudes. A més a més d’aquestes superficies es calculara també
una camp vectorial normal. El vector normal es necessita a I’hora d’introduir la
illuminacié de la superficie ja que una de les funcions de la biblioteca OpenGL ne-
cessita aquest vector per tal de poder calcular 'angle de reflexié de la llum.

Com la corba es té en forma d’un conjunt de punts discret, la manera d’aplicar
aquesta revolucio també és discretitzant-la. Per aixo, farem N rotacions d’angle QW”
al voltant de 'eix (. Aquest cop també utilitzarem la funci6 GL QUAD STRIP
per crear els quadrilaters que conformaran la superficie. El procés que segueix el
programa és el segiient:

e Prenem dos punts consecutius de la corba (o, po) 1 ({1, p1)-
e Apliquem una rotacié d’angle ¢ = %’r al voltat de ( de manera que els nous

punts tenen coordenades (p;, 0,¢;) 1 (p; cos(p), p;sin(y), ;) per ¢ = 1, 2.

e Creem el quadrilater format pels quatre punts anteriors. Apliquem una altra
rotacié d’angle .
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e Un cop fetes les IV rotacions i creats els quadrilaters corresponents, comencem
una nova iteracié amb ((y, p1) 1 ((o, p2).

Cada cop que es genera un quadrilater se li assigna un vector normal a cada vertex,
d’aquesta manera es crea el camp normal a la superficie per tal de poder-hi aplicar il-
luminacio i millorar-ne la visualitzacié. Per obtenir les components d’aquest vector,
s’ha considerat la superficie (¢, ) parametritzada per ¢t i ¢ com

V(t, ) = (p(t) cos(ep), p(t) sin(p), C(t)) (3.10)

i s’ha fet el producte vectorial respecte les dues direccions tangents a aquesta su-
perficie, que s’obtenen fent la derivada parcial respecte cada parametre:

Dy(t,p) = (p'(t) cos(ep), p/(t) sin(p), ¢'(t)) (3.11)
Dyr(t,0) = (=p(t)sin(p), p(t) cos(),0). (3.12)

Per tant el vector normal el podem obtenir amb

Ny = Div(t,¢) x Dyry(t,9) = (—p(H)C (1) cos(ip), —p(t)C' () sin(0), p(t)p'(£)),

(3.13)

que quan passem a discretitzar la nostra superficie (i ens desfem del terme p(s) ja
que només ens interessa la direccié de vector) pren la forma

Niy = (—(Gi = Gi1) cos(9), =(G — Giy1) sin(e), (pi — pit1))- (3.14)

En una parametritzacié continua, el parametre ¢ seria el que recorre les corbes
(C(t), p(t)), és a dir, les que s’obtenen com a solucié del camp trobat pel metode
de Davidenko. Per tal que el vector normal assignat a cada punt tingui un sentit
exterior al volum que tanca la nostra superficie, s’han de recorrer totes les corbes en
el mateix sentit. En el nostre cas hem fet el producte vectorial de manera que hem
triat el sentit antihorari. Les equacions del metode de Davidenko porten implicit
un sentit del camp que no té perque ser en el que estem interessats, és precisament
per aquest motiu que, tal com hem puntualitzat en I'observacié (3.1), hem afegit
un terme S € {1,—1} que és el que ens permet donar-li el sentit que ens interessi
al camp. Ara bé, per trobar el valor d’S per tal de recorrer les corbes en sentit
antihorari sempre, cal saber quan el camp té una direcci6 intrinseca diferent de la
que ens interessa i en aquests casos assignar el valor S = —1. Fent diverses proves
s’ha assignat el valor de S segons el valor de m i els indexs radial i angular de

manera que
S — (_1)(m+i+k’)%2. (315)
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4 Concepte d’orbital.

4.1 Representacions dels orbitals.

En el cas de I’hidrogen cada orbital té associats tres nombres quantics n,l i m que
estan relacionats amb I’energia i el moment angular de ’electrd i una funcié d’ona
propia Y., el quadrat del modul de la qual representara una densitat de proba-
bilitat de trobar 1’electré a una certa posicié. Ara bé, com es poden representar
els orbitals a partir de la seva densitat de probabilitat? O més aviat, quina és la
manera més representativa de visualitzar un orbital atomic?

Podem trobar diferents formes de representar els orbitals de I’hidrogen en la li-
teratura: la manera més habitual és la representacié de figures tridimensionals
corresponents a superficies de densitat de probabilitat constant. Tambés es poden
representar com a corbes de nivell de la funcié de densitat en dues dimensions. Una
altra possibilitat sén les representacions de les superficies de densitat constant pero
amb una seccié que permeti veure el comportament de la densitat en 'interior del
volum tancat per aquestes superficies. En el treball computacional s’ha millorat les
formes de visualitzacid existents i se n’han afegit de noves per tal que 'usuari pugui
tenir una visié exaustive de I'orbital.

Val la pena incidir en les diferents formes de representar els orbitals que existeixen
i valorar quin tipus d’informacié aporta cadascuna pero aquest analisi el farem a
les conclusions del treball.

4.2 Notacio6 i representacié habitual del orbitals

De la mateixa manera que s’ha fet en aquest estudi, la manera més habitual d’ob-
tenir la funcié d’ona és utilitzar coordenades esferiques que donen pas de manera
natural a I’aparicié dels harmonics esferics. No obstant, la representacié dels orbi-
tals (entesa com superficies de densitat constant) que s’ha triat en aquest treball
és diferent de I'habitual. En aquest projecte s’ha triat treballar amb coordenades
cilindriques ja que les funcions de densitat que s’han utilitzat guadien de simetria
cilindrica en desapareixer el terme relatiu a la coordenada esferica .

S’ha de tenir en compte que el fet d’haber triat una certa base ha particularit-
zat molt aquest estudi i s’han aprofitat al maxim les caracteristiques de la nostra
funcié per passar a treballar en dues dimensions i en un sol quadrant i després
aprofitar aquesta informacié per extrapolar els resultats a la resta de quadrants
mitjancant simetries i passar a la representacio tridimensional aplicant la rotacio al
voltant d’'un eix.

No obstant, la manera habitual de representar-los en la literatura implica triar

com a nova base dels nostres estats combinacions lineals dels polinomis de Legen-
dre amb nombre quantic m i —m de manera que la funcié d’ona associada a un
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estat sigui real. A partir d’aquestes combinacions lineals, quan es vol calcular el
quadrat del modul no és possible eliminar la coordenada ¢ i per tant la manera més
habitual de representacié no gaudeix de simetria cilindrica.

Representacié habitual.

En l'equaci6é de la densitat de probabilitat (1.59) hem vist que es perdia la de-
pendencia en la coordenada ¢ i per tant passavem a tenir simetria de revolucié
respecte aquesta coordenada. En la representacio habitual, en comptes d’utilitzar
els polinomis de Legendre tal i com apareixen en ’equacié, es fa un canvi de base i es
trien combinacions lineals dels harmonics esferics amb mateix valor de [ i valors de
m oposats (sempre que m # 0) que segueixen sent solucié de 'equacié d’Schrédin-
ger i,per tant, segueixen descrivint diferents estats propis de I’atom d’hidrogen. Les
combinacions lineals que es trien normalment fixats [ i m > 0 tenen la forma:

% Y70, ¢) + (~1)™Y;™(0, )] (4.1)
=5 6.0) — (1m0, (4.2)

Aquestes combinacions lineals passen a ser ara funcions reals i sén les més habituals
a 1’hora de representar els orbitals. Cal dir que en el treball computacional que s’ha
practicat si volem representar la densitat de probabilitat associada a aquestes com-
binacions hauriem de modificar gairebé tot el nostre programa ja que no podriem
aprofitar fer els calculs en dues dimensions ni tampoc seguiriem tenint I'estructura
de cons modals i cons nodals d’abans (perque els zeros de cada harmonic esferic per
separat no tenen per que ser els mateixos que els de la seva combinacié lineal) que
permet definir les zones radials i zones angulars on calcular les corbes de densitat
constant.

Existeix una notacié molt caracteristica pels orbitals provinent de l’espectrosco-
pia. Com ja sabem, cada estat es caracteritza pels seus nombres quantics n,[ i
m, la diferencia ara és que si representem les combinacions lineals aleshores per
cada valor de m tenim dos possibles orbitals corresponents a les dues combinacions
lineals de les equacions (4.1) i (4.2). Aquesta ambigiiitat es resol utilitzant com a
subidex les coordenades cartesianes que representen aquestes combinacions lineals.
A més d’aix0, el nombre [ no s’escriu com a tal si no que s’indica amb una lletra de
manera que:

e |=0 correspon a la lletra s de sharp en angles.

e |=1 correspon a la lletra p de principal en angles.

1=2 correspon a la lletra d de diffuse en angles.

e |=3 correspon a la lletra f de fundamental en angles.

a partir d’aqui es segueix 'ordre alfabetic pero evitant la lletra j.
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Exemple 4.1. Donats els nombres n = 4,1 = 2 i m = 1 volem esciure els orbitals
en notacié espectroscopica. El valor de [ correspon a la lletra d, el valor de n
s'indica com a tal per tant els orbitals seran del tipus 4d. Les combinacions lineals
d’harmonics esferics per a aquest nivell sén

1 . 115\ _ 115\ a2
E[YQ 0,0) =Y, (9,@)]—5(?) cos@sm@cosgp—§ — ) (4.3)
: /2 1/2

Z6.0) - v 0.0 = L () cospsinbsing = L (B ¥
\/§[Y2 0,0) =Y, (9,@)]—2<W) COSQSlnHSmgp—2 = ox (4.4)

on en la ultima igualtat hem expressat el resultat en coordenades cartesianes tenint
en compte que r = /2?2 + y? + z2. Aixi doncs, els obitals en notacié espectroscopica
correspondrien als termes 4d,, i 4d,,,.

’ l \ |m| \ Coordenades esferiques. \ Coordenades cartesianes. | Notacid.
(1 [ B sy L@ b
§(2)sinbsing 3 (2) Py
- 3 (%)1/2 cos fsin f cos ¢ . (%)1/2 z dy.
3 (%)1/2 cos f sin 6 sin 3 (%)1/22—5 dys
2| 5 : (%)1/2 sin? 0 cos 2¢ 1(15) 1/2 2r—2y2 dy2_y2
: (%)1/2 sin’ f sin 2¢ : (;—5)1/2% iy
1 Tr@r oo pame | 3@ e
% (%)1/2 sin? §(5cos?0 — 1) sin % (%)1/2 y(TQjZQ) fyr2—5:2)
2| 5 % (12_5) 2 6in?  cos 6 cos 20 All (1_25) 1/2 Z(xjgzﬂ) F@—y?)
5 (175)1/2 sin? 6 cos 0 sin 2¢ i (%)1/2 e fay-
3 3 §(32)" sin® 6 cos 3¢ HE) P Ly
5 (%)1/2 sin® 0 sin 3¢ 2 (%)1/2 M FyGa2—y2)

Taula 1: Taula amb combinacions lineals d’harmonics esferics en coordenades
esferiques, cartesianes i notacié espectroscopica.

La taula anterior mostra alguns exemples de les funcions que s’utilitzen per repre-
sentar els orbitals de I’'atom d’hidrogen aixi com la notacié habitual. En la seva
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expressio en coordenades esferiques podem veure com desapareix la simetria res-
pecte la coordenada ¢. Per tant, si volguéssim representar aquests orbitals hauriem
de replantejar la manera de trobar les corbes i superficies de densitat constant. A
continuacio, presentarem una imatge que mostra la representacié habitual d’aquests
orbitals com a superficies de densitat constant. Els orbitals que si que gaudeixen de
simetria respecte la coordenada ¢ sén aquells amb m = 0, ja que en la representacio
habitual es prenen els mateixos harmonics esferics que en aquest treball per tant
aquests orbitals coincidiran amb la nostra representacio.

Figura 6: Representacio grafica d’alguns orbitals de latom d’hidrogen en funcié dels
seus nombres quantics. En els orbitals amb [, m = 0 apareix també la seva seccio.

Observacié 4.2. Els orbitals amb [, m = 0 estan representats per esferes concentriques.
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5 Interficie i funcionalitats del programa.

En aquesta seccié descriurem la interficie del nostre programa de visualitzacié amb
el suport grafic d’imatges per complementar les explicacions. La idea és que després
de llegir aquesta part, 'usuari estigui familiaritzat amb el software, tingui idea de
com manipular-lo i de quin procés es segueix internament per calcular el que es
demana aixi com quin resultat esperar de cada funcionalitat i com combinar-les per
veure les diferents representacions.

5.1 Interficie.

Quan s’executa el programa és mostra la finestra on es veuen una serie de botons i
al centre un espai blanc que sera alla on es mostrin els grafics interactius. A la part
superior dreta d’aquesta finestra trobarem tres quadres de text amb un boto a cada
banda amb forma de fletxa (1), aquests serveixen per augmentar o disminuir els
valors de n,l i m en funcié6 d’amb quin orbital es vulgui treballar. Aquests botons
tenen incorporades les restriccions adients per cada valor en funcié de l’anterior,
que si recordem sén:

e Fixat n, aleshores [ pot prendre els valors 0,1,--- ,n — 1.

e Fixat [, aleshores m pot prendre els valors —{,—[+1,---,0,--- , [ —1,L.
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SECTION

4
c
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Figura 7: Imatge de la finestra principal del programa amb numeracié de cada
element
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Cal dir, pero, que el programa només deixa triar valors on m > 0 ja que hem pogut
veure que no hi ha diferencia respecte els valors m i —m per a les funcions propies
que s’han triat.

Sota la tria dels nombres quantics es troban una altra casella que permet augmentar
o disminuir el valor de la densitat de probabilitat que s’esta buscant utilitzant les
fletxes que hi ha a banda i banda del quadre de text (2). Sota aquesta densitat
apareix un altre quadre de text amb uns botons amb els simbols + i — que serveixen
per poder regular el valor de I'increment de la densitat. D’aquesta manera podem
precisar més la tria del valor de la densitat de probabilitat que es vol (3).

A la part dreta de la finestra, es poden veure una serie de botons amb un requadre
dins d’ells, aquests botons activen o desactiven les diverses funcionalitats d’aquest
programa. Quan la funcié esta activada el petit quadrat al costat del text es torna
groc i s’hi es torna a prémer la funcionalitat es torna a desactivar (4,5,6,7,8,9).
A la part esquerra hi ha dos quadres de text que serveixen per inforrmar quin és
el valor actual de la densitat de probabilitat que esta utilitzant el programa (10),
aixi com el tamany de la part grafica que s’inicialitza amb un cert valor pero es
pot anar modificant per fer augments o dismuncions a la pantalla i visualitzar el
contingut amb més o menys nivell de detall utilitzant les tecles Z o SHIFT + Z
per augmentar o disminuir el tamany de la part grafica(11).Per tltim, el requadre
blanc del centre de la pantalla és on es mostraran totes les imatges, aquesta part
de suport grafic és interactiva i permet rotar el contingut 360 graus per veure’l des
de diferents posicions utilitzant el ratoli (12).

A més a més de la finestra interactiva del programa, alhora que es manipula tambés
es mostra un altre tipus d’informacié per pantalla a través de la consola de 1’ordi-
nador. Cada cop que es fa una tria dels nombres quantics de l'orbital que es vol
representar, el programa calcula automaticament els polinomis associats de Legen-
dre i de Laguerre aixi com els cons nodals, cons modals, radis nodals i radis modals
i es mostren al terminal de l'ordinadr juntament amb els valors de n,l i m triats.

MODAL CONES
[Square slopes
[M.195962.6.80404]

[NODAL SPHERES
Laguerre polynomials and their zeros: [nodal radiil

MODAL SPHERES
Modal radii
[5.52786,.14.47211

Figura 8: Exemple del que mostra la consola de I'ordinador cada cop que es fa la
tria dels nombres quantics.
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5.2 Funcionalitats.

El més important del programa son les diferents funcionalitats que s’han incorporat
i millorat respecte la versié anterior. En aquest apartat es detallara que és el que
fa cada funcionalitat i com combinar les diferents opcions per poder visualitzar el
contingut de manera exhaustiva i aprofitant al maxim tota la implementacié.

COMPUTE. (4)

El boté “COMPUTE”és el que activa o desactiva els calculs de les altres funci-
ons. Si aquest botd no esta marcat es podran anar variant els valors dels nombres
quantics, activant o desactivan les altres funcionalitats i el programa no executara
cap calcul més que la mostra a la consola que fa cada cop que s’escull un orbital.

Aquest boto6 s’ha incorporat per millorar el rendiment del programa ja que si volem
fer canvis d’orbital, canvis en el valor de la densitat, activar i desactivar la resta de
funcions cada cop que féssim un petit canvi s’haurien de recalcular totes les corbes
i/o superficies. Si, en canvi, tenim aquest boté que controla quan fer els calculs i
quan no podem anar navegant per la resta d’elements del programa sense collapsar
I'ordinador.

Si el boté “COMPUTE”és I'inic que esta activat, a la part grafica es mostren
les corbes de densitat constant corresponents al valor de la densitat que hi ha a (2).
Per fer aixo, donada una densitat de probabilitat d i tenint en compte que com a
punt de partida el valor del maxim de la densitat de proababilitat en cada zona
és conegut, el programa recorre totes les zones i mira si el valor del maxim és més
gran o més petit que el valor donat. Si és més petit aquella zona queda descartada,
en canvi, si és menor es calcula en aquella zona la corba amb densitat d.

Density [+0.000416000000
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Layer densi
< |0000416.|_w
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C=—=
Incr. [+0.000032000000

COMPUTE
ALL

FILL

REVOLUTION
7
Box|[20.733658 SECTION

PRINT

Figura 9: Representacié grafica de l'orbital (5,2, 1) amb tinicament el boté “COM-
PUTE”activat i amb un valor de densitat d = 0.000416.
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ALL. (5)

El boté “ALL”activa el procediment que calcula les corbes amb densitat constant
igual més petites que el maxim separades per un valor i (que s’ha triat de manera
que la visualitzaci6 sigui la millor possible a base de prova i error). Es calculen,
doncs, les corbes que tenen densitat d,d — h,d — 2h,--- ,d — nh on n és el nombre
de parts en que es pot dividir el segment que va des del radi nodal al radi modal
de cada regi6. Amb aquesta funcionalitat podem apreciar la foliacio de les regions.
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Figura 10: Representaci6 grafica de lorbital (5,2,1) amb els botons “COMPU-
TE” i “ALL”activats. En aquesta combinacié de botons el valor de la densitat és
irrellevant ja que es comencen a dibuixar corbes fins al valor maxim de densitat.

Aquestes corbes es representen amb una tonalitat més clara o més fosca en funcié
del valor de densitat que tinguin respecte el maxim. Podem observar que en general
a mesura que ens acostem al centre les corbes sén més fosques.

FILL. (6)

Si activem el boté “FILL”, aleshores es calcularan les corbes amb densitat igual
al valor donat d i es procedira a omplir aquestes corbes amb una superficie que
recobreix cada corba i té incorporada una graduacié de color en funcié de quin és el
valor de la densitat la regié respecte el maxim trobat per aquell orbital sent negre
els valor on aquesta densitat és igual a la maxima, tons grisos a regions intermitges
i blanc alla on la densitat té el valor més petit. Cal dir que aquesta funci6 és com-
pletament exclusiva d’aquesta versié del programa i a més resulta de molta utilitat
a I'hora de representar el concepte d’orbital.
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Figura 11: Representacié grafica de l'orbital (5,2,1) am els botons “COMPUTE”
i “FILL” activats i amb un valor de densitat d = 0.000416.

REVOLUTION. (7)

Si el boté “REVOLUTION” s’activa, aleshores es fara la rotacié respecte l'eix ¢
i aleshores tindrem una representacié tridimensional del nostre orbital. Aquesta
figura tridimensional es pot rotar i veure’s des de diferents perspectives utilitzant
el ratoli.

Figura 12: Visualitzacié tridimensional de l'orbital (5,2,1) amb diferents perspec-
tives. La densitat utilitzada ha sigut d = 0.000416.
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SECTION. (8)

Aquesta funcionalitat s’ha d’activar a I’hora que esté activat el boté “REVOLUTI-
ON” ja que el que fa és permetre que es visualitzi I'orbital seccionat per la meitat.
D’aquesta manera és possible veure tant la part tridimensional com les corbes que
I’han generada. A més a més, s’activa juntament amb la funcié fill es pot veure a
més més la gradacié de color per tenir una idea de com varia la densitat a 'interior
del volum que es representa.

a0

Figura 13: Visualitzacié tridimensional de l'orbital (5,2,1) amb les funcionalitats
“SECTION” i “REVOLUTION” activades alhora. La densitat utilitzada ha sigut
d = 0.000416.

PRINT. (9)

La funcionalitat “PRINT” no té cap efecte a nivell de visualitzacié pero s’ha in-
corporat per tal que el programa retorni un arxiu de text amb les coordenades de
tots els punts de les corbes que s’estan visualitzant en aquell moment. A més a més
aquesta funcié crea un arxiu .plt propi del programa gnuplot que permet graficar
I’arxiu de text que s’ha processat.
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Figura 14: Grafic de 'orbital (5,2,1) elaborat amb gnuplot a partir de 'arxiu que
crea la funci6 “PRINT”.



6 Conclusions

Els orbitals de I’hidrogen sén entesos com a funcions propies d’operadors diferenci-
als lligats a ’energia i el moment angular. La separacié de les variables temporal,
radial i angulars impliquen la quantitzacié del problema que es tradueix en que els
orbitals estiguin associats als tres nombres quantics n,[ i m. Les funcions propies
que caracteritzen els orbitals v, tenen sentit fisic només per a valors enters que
compleixenn > 0,0<[<ni—-l<m<lI.

L’estudi anailitc i computacional de les funcions de densitat permet coneixer ’es-
tructura d’aquests orbitals i els cons i les esferes nodals trobats donen un esquelet
en forma de xarxa polar en que la densitat s’anulla. En cada zona definida per la
xarxa, els cons modals i les esferes modals permeten trobar-ne la foliacié per corbes
de densitat constant. Els diferents tipus de representacié fan servir tota aquesta
estructura juntament amb tecniques numeriques de calcul de corbes de nivell.

L’objectiu del treball era poder donar una eina que permetés visualitzar els or-
bitals de I’atom d’hidrogen i el nostre software incorpora sis maneres diferents de
visualitzacié algunes de les quals es poden combinar. El software realitzat permet
visualitzar de forma interactiva els orbitals i facilitar detalls qualitatius i quantita-
tius de la forma de cadascun dels orbitals.

La manera més habitual de representar els orbitals que es troba en la literatura
és la d’utilitzar superficies de densitat constant que formen figures tridimensionals
amb un volum limitat. Aquesta representacié pot donar una idea equivocada de
que els orbitals tenen un volum finit i ben delimitat en I’espai quan en realitat es
tracta d’una densitat de probabilitat que s’estén per tot ’espai i no té limit. A
més a més, aquestes figures tridimensionals amaguen el comportament d’aquesta
densitat de probabilitat al seu interior. Si el que es representa és 'orbital en dues
dimensions utilitzant corbes de densitat constant, aleshores es pot apreciar bé el
canvi de probabilitat en funcié de la distancia al nucli pero es perd la profunditat.
La solucié aquest problema pot ser representar les superficies amb una seccié per
tal de mostrar l'interior. Tot i aixi, es pot seguir tenint la idea equivocada de la
finitud dels orbitals.

El software que s’ha creat incopora una funcionalitat que, donada una densitat,
es dibuxen les corbes de densitat constant corresponents a aquell valor i després
s’omplen amb una escala de tonalitats grises que indiquen si la probabilitat es ma-
jor o menor a l'interior d’aquestes corbes. Si aquest valor de densitat es fa molt
petit, les corbes de densitat seran cada cop més grans i més difuses i quan s’arriba
a zero es pot aprecir la no finitud de I'orbital aixi com 'evolucié de la probabilitat
al llarg de tot l'espai. Malauradament, aixo només es pot fer en dues dimensions
pero tot i la manca la de tercera dimensid, crec que aquesta pot ser la forma més
clara de representar 'orbital ja que permet apreciar la no finitud aixi com 1’evolucio
de la probabilitat al llarg de la separacié respecte el nucli, a més a més de les zones
nodals, on no hi ha probabilitat de trobar 1’electro.
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En el treball, la tria adient d’una base de funcions popies concreta ha permes
simplificar moltes parts de 'estudi, sobretot pel fet d’haver reduit el problema a
dues dimensions. Les nostres representacions es poden conciliar amb les que es
troben habitualment a la literatura si es mira una seccio d’aquestes, ja que la gran
diferencia entre ambdues radica en la coordenada ¢. A part d’aixo, els orbitals amb
m = 0 també coincideixen amb els representats habitualment.

Tot i que es considera que els resultats de visualitzacié aconseguits sén prou bons,
encara es poden millorar diversos aspectes tant de la part analitica com computa-
cional. El primer que cal dir és que el fet d’utilitzar la coordenada o = % provoca
que no puguem comparar distancies entre orbitals amb diferent valor de n ja que
sigma depen clarament d’aquest valor. Encara hi ha aspectes que, tot i que s’ha
comprovat que funcionen bé de la manera que s’han implementat, manquen d’una
demostracio analitica que els doni suport. Es el cas de la unicitat dels maxims de
probabilitat en les regions delimitades pels cons i esferes nodals. Una manera de
demostrar que només n’hi ha un a cada zona seria veient que la derivada segona de
la densitat d’ona és sempre positiva o sempre negativa excepte en el punt critic, on
s’anulla. No s’ha pogut trobar la manera de fer-ho de forma general per tots els
orbitals i per totes les zones. També és el cas de sentit de gir intrinsec de les corbes
de densitat constant. En el programa s’ha incorporat un parametre que permetia
modificar el sentit del gir segons el que resultava més convenient (que era recorrer
les corbes en el mateix sentit sempre) i a base de diferents proves s’ha vist que
el sentit canvia cada cop que canviem de zona radial i/o angular de manera que
es va alternant, mancaria una demostracié solida d’aquest fet. Respecte la versio
que existia anteriorment d’aquest software, s’ha aconseguit millorar 'eficiencia dels
calculs, s’han incorport noves funcionalitats com és el cas de la funcionalitat “FILL”
i s’han fet petites correccions als algorismes ja existents.

Un altre aspecte que es podria millorar del programa és el del color de la visu-
alitzacié. Tot i que es mostren sempre tonalitats grises en funcién de si la densitat
és alta o baixa, aquesta comparacio es fa respecte la maxima densitat per aquell
orbital concret aixi que quan s’analitzen dos orbitals diferents, el mateix to de gris
no indica la manteixa densitat de probabilitat sind que indica la mateixa respecte
la maxima, aixo dificulta la comparacio entre orbitals i podria ser bo establir tona-
litats absolutes.

Per acabar, es mostren tres imatges corresponents a la visualitzacié dels orbitals
(5,2,1),(5,1,1)1(5,1,0) amb el format que es creu que representa millor el concepte
d’orbital i aporta més informacio, fruit d’aquest treball que ha servit per aprendre
i entendre quin és el tractament matematic que hi ha darrere de I’hidrogen, des-
cobrir gracies a aquest tractament 'estructura que tenen els orbitals i aprofitar la
programacio per acabar de mostrar allo que s’ha trobat de forma analitica d'una
manera interactiva per tal que resulti el més pedagogica possible.
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Figura 15: Orbital (5,2, 1) amb la funcié “FILL”activada i valor de densitat d ~ 0.

Figura 16: Orbital (5,1,1) amb la funcié “FILL” activada i valor de densitat d ~ 0.

Figura 17: Orbital (5,1,0) amb la funcié “FILL” activada i valor de densitat d ~ 0.
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