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Abstract

Maxwell’s equations are one of the cornestones of physics. In this essay, we describe
how these equations can be expressed in terms of differential forms. For this purpose, we
present some results on smooth, riemannian and pseudo-riemannian manifolds in order
to make this reformulation easier to understand.

Resum

Les equacions de Maxwell sén la base per una de les branques més importants de la
fisica: l'electrodinamica. En aquest treball, descrivim com es poden reformular aques-
tes equacions en termes de formes diferencials. Per aquest objectiu, primer de tot, es
presenten uns resultats previs de varietats continuament diferenciables, riemannianes i
pseudo-riemannianes, per tal de realitzar aquesta reformulacié d’una manera entenedora.
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Introduccio

L’electromagnetisme ha estat present en la historia de la humanitat des de fa segles.
A T'antiga Grecia ja es coneixen els imants i I'ambre, de fet el terme electric prové de la
paraula grega per denominar 'ambre, elektron. Tot i aix0 electricitat i magnetisme eren
tractades com materies completament separades i amb un punt de vista fenomenologic.
El canvi del punt de vista de 1’electromagnetisme per ser tractat com un camp d’estudi
quantitatiu va ser desenvolupat en menys de cent anys. Algunes aportacions claus van ser
els experiments d’electrostatica realitzats per Cavendish en 1771 i les grans investigacions
de Coulomb, les quals es van comencar a publicar a partir del 1785 i van marcar l'inici de
la recerca en electromagnetisme des d’aquest nou punt de vista. [5]

L’any 1820, Oersted va adonar-se’n que un corrent eléctric podia desviar 1’agulla d'una
briixola. Aquest resultat experimental va comengar a fer pensar que electricitat i magne-
tisme podien estar relacionats. Poc després Ampere postulava correctament que tots els
fenomens magnetics es produien a causa del moviment de les carregues electriques. Ales-
hores, el 1831, Faraday va descobrir que un imant en moviment produia corrent electric.
En aquells temps Maxwell i Lorentz estaven ultimant els tltims retocs d’una teoria, on
electricitat i magnetisme es trobaven inextricablement entrellacats. Seria a partir d’aquella
teoria quan ja es comengaria a parlar d’electromagnetisme. Va ser en 1864 quan Maxwell
va publicar el seu famés article On a dynamical theory of the electromagnetic field on aquesta
esmentada teoria va ser exposada. La teoria de Maxwell donava entre altres coses una
justificacié sobre la llum i com aquesta tenia una natura electrica com Faraday ja havia
especulat. Vint-i-quatre anys després (1888) Hertz publicava els resultats de les seves tro-
balles en ones electromagnetiques transversals, les quals es propagaven a la velocitat de la
llum. Aquests resultats experimentals van proporcionar a la teoria de Maxwell una confir-
macié experimental decisiva. Gracies a aquest fet abans del segle XX tres grans branques
de la fisica (electricitat, magnetisme i Optica) s’havien unificat en una teoria unificada.

De fet Einstein va buscar com expandir aquesta idea d’unificacié combinant gravetat
i electrodinamica tanmateix no va poder-ho fer de forma satisfactoria. Tanmateix, aquest
desig de buscar com unificar diferents forces de la fisica ha inspirat a noves generacions
de cientifics a la recerca d’aquestes teories. Un clar exemple d’aixo el trobem en la teoria
de cordes, la qual és una teoria que busca unificar les forces fonamentals de la fisica (forta,
electromagnetica, feble i gravitatoria). En resum, l'electrodinamica és el model ideal qué
es pren com a referéncia en la formulaci6 d’altres teories a la fisica. [3][5]

Una propietat rellevant de les equacions de Maxwell és que no totes sén invariants
sota transformacions del grup de Galileu (grup de transformacions de sistemes de refe-
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réncia que deixen invariants les lleis de Newton), només les dues primeres ho sén. Aixo
no era sorprenent des del punt de vista de Maxwell, ja que per a ell el camp eléectric i
el camp magnetic representen estats de moviment local d'un medi, I'éter electromagnétic,
i no era estrany que les equacions fossin més senzilles en un sistema referéncia on I'¢ter
és estacionari. Aixo implicaria que en altres sistemes de referéncia s’haurien de tenir en
compte els efectes de no tenir 'eter estacionari i els efectes derivats d’aquest fet haurien
de manifestar-se en el laboratori. Aviat pero, es va veure la impossibilitat experimental de
detectar aquests efectes. Per aquest motiu Lorentz va iniciar la recerca de les transformaci-
ons que deixessin invariant 1’electrodinamica de Maxwell. Va ser en 1904 quan finalment
Lorentz va trobar les transformacions exactes conegudes com a transformacions de Lo-
rentz. En aquestes lleis de transformacio, el temps es transformava depenent del punt
considerat i aix0d xocava amb la concepcié de temps absolut de 'época. Per aquest motiu
la variable temporal apareixia en les equacions com a temps local i per a Lorentz només
es tractava d’un artefacte matematic per tal d’explicar els resultats experimentals negatius
dels diversos intents de detectar els efectes electrodinamics o Optics associats al moviment
del laboratori on es feien les mesures respecte a l'eter. [6]

L’any 1904 Poincaré va proposar una soluci6é pels resultats experimentals negatius
proposant estendre el principi de relativitat a tota la fisica. Aquesta idea va ser recollida
i ampliada per Einstein en 1905 en un dels seus tres famosos articles. D’aquesta manera
apareixia la relativitat especial amb els dos postulats segiients

...les mateixes lleis de I'electrodinamica i I’dptica valent en tots els sistemes de referéncia en que
valen les lleis de la mecanica.

...la llum es propaga en el buit a una velocitat definida, c, independent de l'estat [de moviment]
del cos emissor. [6]

Un dels aspectes claus de la relativitat especial és que no es considera en un espai
purament euclidia, siné en 'anomenat espai de Minkowski. Tot i aix0 presenta certes
similituds amb els espais euclidians i per aix0 s’acostuma a classificar-lo dins dels espais
pseudo-euclidians. Una caracteristica fonamental d’aquest espai és que les transformaci-
ons trobades per Lorentz sén isometries.

Deu anys més tard, en 1915, Einstein publicaria la teoria de la relativitat on genera-
litzava la relativitat especial i la teoria de la gravitacié universal de Newton. Aquesta
revolucionaria teoria s’enuncia utilitzant unes estructures matematiques anomenades va-
rietats diferencials i uns elements anomenats tensors. Aquestes varietats diferenciables i
aquests tensors sén ingredients basics en la formulacié de la fisica teorica actual i una de
les caracteristiques principals d’aquests tensors és que permeten fer una formulacié que
no depeén de les coordenades escollides.

Per aquest motiu, és natural preguntar-se si és possible enunciar les equacions de
Maxwell dins d’una varietat diferenciable i utilitzant tensors. La resposta és afirmativaien
aquest treball veurem com es pot fer, quins resultats es poden retrobar i quines conclusions
se’n poden extreure. En particular utilitzarem uns elements concrets del calcul tensorial:
les formes diferencials.

Abans d’arribar a aquesta formulacié es veuran els aspectes basics de les varietats
diferenciables i, en particular, de les varietats riemannianes i pseudo-riemannianes, on
considerarem una metrica definida en aquestes varietats diferenciables.



Capitol 1
Varietats diferenciables

En aquest capitol es busca definir 1’espai basic utilitzat per la reformulaci6 de les equa-
cions de Maxwell, les varietats diferenciables, i derivar algunes de les propietats rellevants.
Aquests espais son localment euclidians i tenen estructura suficient per tal que es puguin
traslladar cap a ells la majoria dels conceptes basics del calcul. Es a dir, ens ocuparem de
les analogies i implicacions dels teoremes fonamentals del calcul diferencial en ser tras-
lladats cap a aquestes varietats diferenciables. Les demostracions amb més detall i altres
observacions no donades es poden a trobar a [1] i [8].

1.1 Varietats diferenciables

Definicié 1.1. Un espai M localment euclidia de dimensié d és un espai topologic Hausdorff
M tal que cada punt té un entorn homeomorf a un subconjunt obert de I'espai euclidia RY.

Definici6é 1.2. Un sistema de coordenades és una parella (U, ¢) on U C M és un conjunt
obert i connex (on M és un espai localment euclidia de dimensié d) i ¢, al qual anomen mapa de
coordenades, és un homemorfisme entre U i un subconjunt obert de RY,

El sistema de coordenades es pot escriure de forma analoga com (U, x',...,x) onx' =rio ¢
s‘anomenen funcions de coordenades i v' : R? — R és la funcié definida per v'(v) = v’ on
v=(v,...,0%) € R

En algunes referéncies, a la parella (U, ¢) se 'anomena també carta i al conjunt d’a-
questes cartes, atles.

Definici6 1.3. Una estructura diferenciable F de classe C* (1 < j < o) en un espai local-
ment euclidia M és una colleccié de sistemes de coordenades {(Uy, o) : & € A} que satisfa les
segiients tres propietats:

(@) |J Ux =M.

a€EA
(b) @uo0 (pﬁ_l és Ck per tot a, B € A.

(c) La colleccié F és maximal respecte (b); és a dir, si (U, @) és un sistema de coordenades tal
que po g i gy ol és Ckpertot a € A, aleshores (U, ¢) € F.

3



4 Varietats diferenciables

Lema 14. Si %) = {(Uy, @) : &« € A} és una colleccié qualsevol de sistemes de coordenades
que satisfan les propietats (a) i (b) de la definicié anterior, aleshores existeix una iinica estructura
diferenciable F que conté F.

Demostracié. Aquesta estructura diferenciable és
F={(U,¢): pog; igp;oesonCFpertot ¢, €. %}

Es obvi que .Z conté %, per tant la propietat (a) es satisfa. La propietat (b) es pot veure
utilitzant el fet que si (Uy, ¢1), (Up, p2) € F aleshores e Uy NU; N U, = Uy N U,. Per
altim, .% és maximal i tinica per construcci6. O

Definici6 1.5. Una varietat diferenciable de classe C* és una parella (M, F) que consisteix en
un espai M localment euclidia, segon numerable i de dimensio d amb una estructura diferenciable
F de classe C*.

Com ja hem dit, tractarem varietats continuament diferenciables, les quals sén va-
rietats diferenciables de classe C*. Per simplificar la notaci6, sovint ens referirem a la
varietat només com M en comptes de (M, .#). D’ara en endavant, si no s’especifica, M i
N seran sempre varietats diferenciables.

Definicié 1.6. Una estructura de varietat diferenciable en un conjunt X és una eleccié d'una
topologia localment euclidiana i segon numerable alhora que una estructura diferenciable.

Definici6 1.7. Sigui U C M un obert, aleshores f : U — R és una funcié C* en U (f €
C®(U)) si fo @~ és C* per a cada mapa de coordenades ¢ en M.

Definicié 1.8. Una aplicacié continua ¢ : M — N entre dues varietats diferenciables M i N és
diferenciable de classe C* si, i només si, p o p o T~ és C* per a cada mapa de coordenades T
de Mi¢deN.

Per dltim, introduirem el concepte de particié de la unitat. La seva existéncia en
varietats diferenciables prové de la paracompacitat d’aquestes. Recordem que un espai
és paracompacte si cada recobriment obert admet un refinament obert localment finit.
Les particions de la unitat sén una eina de gran utilitat per poder construir globalment
funcions i estructures en M quan només les tenim definides localment.

Definici6 1.9. Una particié de la unitat en M és una colleccié {¢; : i € I} de funcions C® en
M tal que

(a) La colleccié de suports {supp ¢; = ¢; '(R — {0}) : i € I} és localment finita.

(b) Y @i(p) =1peratotpe M,igi(p) >O0peratotpe M,iecl
i€l
Una particié de la unitat {¢@; : i € I} esta subordinada a un recobriment {U, : « € A} si per
a cada i existeix una « tal que supp ¢; C Uy. El recobriment {U; : i € I} té el mateix index que
la particio de la unitat si supp @; C U; peracadai € I.
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Proposicié 1.10. (Existéncia de particions de la unitat) Siqui M una varietat diferenciable i
{Uy : « € A} un recobriment obert de M. Aleshores existeix una particié de la unitat comptable
{gi i =1,23,...} subordinada al recobriment {U,} amb supp ¢; compacte per a cada i. Si
no es requereix que el suport sigui compacte, aleshores existeix una particié de la unitat {@,}
subordinada al recobriment {Uy} amb com a molt una quantitat comptable de ¢, que no sén
identicament zero.

1.2 Espai tangent

Una de les nocions que ens interessa traslladar a les varietats diferenciables és la deri-
vada direccional de I’espai euclidia. Donat I’espai euclidia R? i un vector v = (vl, ., vd) e
RY, podem considerar aquest vector com un operador actuant sobre funcions diferencia-
bles si assignem

of of
— 1 d
v(f)—vﬁ —0—...+0w
p p
on f és una funcié diferenciable en un entorn de p € R?. Aquesta operaci6 satisfa
o(f+Ag) =v(f)+Av(g) (v éslineal) (1.1)
o(f-g) = f(p)v(g) +g(p)v(f) (v és una derivaci6) (1.2)

on f i g s6n dues funcions diferenciables en un entorn de pi A € R.

L'interés que tenim en traslladar el concepte de derivada direccional és el que motiva
la definici6 de vectors tangents en varietats diferenciables. Aquests vectors tangents seran
derivades direccionals, en altres paraules, derivacions lineals en funcions que estaran de-
finides en varietats diferenciables. L'operacié de prendre derivades només depen de les
propietats locals de les funcions (en els petits entorns dels punts on derivem). Llavors per
expressar aquesta dependeéncia local de la forma més convenient introduirem la nocié de
germen d'una funcié.

Definicié 1.11. Sigui m € M, dues funcions f i g definides en conjunts oberts que contenen m es
diu que tenen el mateix germen en m si coincideixen en un entorn de m.

Aquesta definicié introdueix una relacié d’equivaléncia entre funcions C* definides
en entorns de m si diem que dos funcions sén equivalents si, i només si, tenen el mateix
germen. Denotarem per f el germen d'una funcié C* definida en un entorn de m i per
f(m) el valor a m de qualsevol representant del germen.

Definicié 1.12. Les classes d’equivaléncia introduides en la definicié anterior s’anomenen gérmens
i denotem el conjunt de gérmens com Ey,.

La suma de funcions, la multiplicacié per un escalar i la multiplicacié de funcions
indueixen una estructura de R-algebra en F,,. Aleshores si considerem el conjunt de
germens que s’anullen a m i el denotem per F,, és facil veure que és un ideal de F,,. Si
identifiquem Ff, com la potencia k-esima de F, tenim que Ff, és també un ideal de F, el
qual consisteix en totes les combinacions lineals de multiplicacions de k elements de Fy,.

Es obvi que F¥, O Fi1, per tant podem escriure la seqiiencia descendent d’ideals

FnDF,DFADF >,
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Definici6 1.13. Un vector tangent v en un punt me M és un derivacid lineal de I'algebra Fy,.
Esadir,pertotf,g€ FyiA €R,

(@) v(f+ Ag) = v(f) + Av(g) (b) v(f-g) = f(m)v(g) + g(m)v(f). (1.3)

Definicié 1.14. L'espai tangent a M en m és el conjunt de vectors tangents en m on m € M.
El denotem per My, i li diem espai perqué si definim, per qualsevol v,w € My, i A € R,

(0+w)(f) = o(f) + w(f)
(A0)(f) = A(e(f)

aleshores v + w i Av sén vectors tangents en m i d’aquesta manera M,, esdevé un R-espai vectorial.

Aixi com en el calcul diferencial la derivada direccional d’una funcié constant és zero,
si ¢ és el germen d’una funcié de valor constant ¢ en un entorn de m i v € My, aleshores

v(c) =cv(1) =0

ja que
(1) =0v(1-1) = 1(m)v(1) + 1(m)v(1) = 20(1) = v(1) =0

on 1 és la funcié constant amb valor 1. A continuacié veurem el teorema que déna una de
les propietats principals de M;;: la seva dimensi6.

Lema 1.15. M,, és isomorf de forma natural a (Fy,/F%)*.

Demostracié. Si v € My, aleshores v és lineal en Fy, i sanulla en F2 per la propietat de
derivacié. D’altra banda considerant ! € (F,,/F2) si definim v;(f) = I({f-f(m)}) per fc F,
aleshores v; és clarament lineal i es pot veure rapidament que és una derivaci6. Per tant,
v] € My,. En resum, hem vist que hi ha aplicacions de M, en (Fy,/ F,%)* ide (F,/F2)* en
M. A més, es pot comprovar que sén inverses una de l'altra. O

Teorema 1.16. Sigui (U, ¢) un sistema de coordenades en m d'una varietat continuament di-
ferenciable M amb funcions de coordenades x,...,x* on dimM = d, aleshores {x' - x'(m) :
i=1,...,d} é una base de F, /F2.

Demostracié. La demostracié d’aquest teorema es basa en el segiient lema de calcul:

Lema 1.17. Sigui g una funcié de classe C* (k > 2) en un conjunt obert i convex U entorn un
punt p de R?, aleshores per cada q € U,

d .
8 +) aﬁ ~ri(p))
i=1
. . 1 azg
r'(g) — 1 ri(g) —r; 1—t)—=>- dt.
+ D) =G ) /0 S S .

En particular, si g € C*, aleshores I'iltim sumand determina un element de Fg perqué la integral,
com una funcié de q, és de classe C*°.
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Utilitzant aquest teorema, podem escollir un sistema de coordenades (U, ¢) adequat
(amb ¢(U) convex) en m € M, tal que si f € Fy,, aleshores apliquem el lema a fo ¢~ 1 i
fent la composicié del resultat amb ¢ obtenim

-1 . .
M (x' — x'(m)) mod F2.
o ¢(m)

=~

f=

i=1

Per tant, {x' —x/(m) :i =1,...,d} genera F, /F2%. D'altra banda, es pot veure que aquests
elements generadors sén linealment independents, ja que si

d
Z x—x EFZ

fent la composicié aquest cop amb ¢!, la igualtat es pot reescriure com
d . .
Y ai(r —r' (¢ (m))) € Fz(m)
i=1

i aixo implica que

; (Y _ai(ri —ri(p(m))) =0

" p(m)

perj=1,...,d, per tant tots els a; han de ser zero. O

Corolari 1.18. dim M,,, = dim M.

A la practica ens interessa tractar els vectors tangents quan els apliquem a funcions
més que a germens. Per aquesta rad definim

on v € My, ifés una funci6 diferenciable en un entorn de m. D’aqui es veu que si f i g sén
dues funcions C* en definides en uns entorns de m aleshores v(f) = v(g) si coincideixen
en un entorn de m (tenen el mateix germen). També se satisfan les segiients igualtats

o(f +Ag) =0v(f) +Av(g) (AeR)  o(f-g) = f(m)o(g) +g(m)o(f),

on f +Agi f- g estan definides en la interseccié dels dominis de f i g.
L’objectiu ara és trobar una base de l'espai tangent. Per aquest motiu definim el se-
glent vector tangent.

Definicié 1.19. Sigui (U, @) un sistema de coordenades amb funcions de coordenades x',...,x",
isiguim € U. Peracadai € (1,...,d), definim el vector tangent (3/9x'1)|,y € My, com

(5,

per a cada funcié f que és C* en un entorn de m.

(n =29 (1.4

ot lopm)
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El fet que els (9/9x')|, satisfan (1.3) és immediat per les propietats de la derivada
parcial i per la mateixa raé tenim que (9/9x")|,;(f) només depen del germen de f. In-
terpretem (1.4) com la derivada direccional de f en m en la direcci6 de la coordenada

xt.

Proposicié 1.20. {(8/9x')|, :i=1,...,d} és una base de M,,.
Demostracio. El fet que sigui base prové d’observar que

9
ox' |,

(xj —xj(m)) = dij,

és a dir, és la base dual de la base de F,,,/ F,%l. O

Corollari 1.21. Siv € M,,, aleshores

(1.5)

m

d 9
_ 1
v= i:§1 v(x )—axi
Corollari 1.22. Si (U, ¢) i (V, ) son dos sistemes de coordenades en m (UNV # @) amb

funcions de coordenades X xd yl, eeey yd respectivament, tenim

9
oyl

s
m =19y

0

I (1.6)

m

D’aquest Gltim resultat és important destacar que (9/9x")|,, depén de ¢ i no només de
xi. Aixo té conseqiiéncies rellevants com, per exemple, si x! és igual a y!, aixd no implica
que 9/9x! sigui igual a 9/9y!, ja que

ox!

ox' A(x'ogp )
oyl

orl

m

¢(m)
no té per que ser zero per i = 2,...,d, aixd depén de ¢.
Definicié 1.23. Sigui ¢ : M — N una aplicacié6 C*, i m € M. El diferencial de 1 en m és
Vaplicacid lineal
dp : My — Ny(m) (1.7)
definida com
dy(v)(8) = v(go¥) (1.8)
onv € My, i g és una funcié C® en un entorn de (m).
L'aplicacié dual de ¢, 6 : Nf;(m) — M3, es defineix de la forma habitual
Sp(w)(v) = w(dy(v)) (1.9)
onweNlp(m)zveMm.
Si es vol ser precis, s’hauria d’escriure dy| My, o, simplement, di,,, perd per simplificar

la notacié no es posara quan no hi hagi possibilitat de confusié. Es facil comprovar que
di esta ben definida i és lineal.
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Definicié 1.24. L'aplicacié  es diu que és no singular en m si d,, és no singular, és a dir, si
Kerd,, = 0.

Les segtients relacions es poden deduir facilment amb les definicions i resultats ante-
riors respecte al diferencial d'una aplicacié C* 1 : M — N on dim M = d:

(a) Sigui (U, x',...,x%) i (V,y',...,y%) dos sistemes de coordenades en m i 1(m) res-
pectivament. Aleshores

9 Loy oy)
dlp(&)xf m> 1; ox/

En el cas particular d'una funcié C® f: M — R, siv € My, i f(m) = ry, aleshores
sigui (IR, r) el sistema de coordenades canonic de R tenim

d

m9Y’ ‘w<m>

En aquest cas, normalment prenem df per referir-nos a 'element de M;, definit
per df(v) = v(f). Es a dir, identifiquem df amb Jf(w) on w és la base de l’espai
1-dimensional R} dual a (d/dr)|,. Per context quedara clar quina de les dues
definicions s’esta fent servir.

(b) Sigui (U, x',...,x%) un sistema de coordenades en M i m € U, aleshores {dx|,}
és una base de M}, dual a {3/9x'|,,} ja que dx'|,;(3/0x/|y) = 9x'/9x/ |y = dij. En
particular, si f : M — R és una funci6é C*, tenim la segiient igualtat

d
of ;

1

(c) Regla de la cadena: Sigui ¢ : N — X una altra aplicacié C* aleshores

d(qo © 1/))711 = dfplp(m) o dpmy,
o simplement d(¢@ o i) = d¢ o dip.
(d) Si f: N — R és una funcié C*, aleshores 61 (dfy () = d(f o ¥)m-

La matriu {3(y' o ) /9x/} s’anomena jacobia de I'aplicaci6 9. En el cas que M i N siguin,
per exemple, els espais euclidians R% i R% aleshores, com en 'apartat (a), considerem
sempre el sistema de coordenades canoniques r!,...,7% amb i = 1,2 respectivament. En
aquest cas, el mapa de coordenades és la identitat i (3/9r') no és més que la derivada par-
cial ordinaria. El jacobia, en aquest cas, es pren sempre respecte a aquestes coordenades
canoniques.

Un cop trobades les bases de 'espai tangent M, i el cotangent M;;, en qualsevol punt
m € M veurem ara com la colleccié de vectors tangents presenta de forma natural una
estructura de varietat diferenciable, a la qual anomenarem fibrat tangent. De manera
semblant obtindrem l'element dual d’aquesta colleccié, anomenat fibrat cotangent.
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Definicié 1.25. Sigui M una varietat continuament diferenciable amb estructura diferencial F.
Definim
T(M) = |J Mn, (M) = |J My, (1.10)
meM meM

D’aquests unions T(M) i T*(M) tenim les segiients projeccions naturals
m:T(M) — M, v (v) =msiv € My,
T (M) — M, w— ' (w) =msiw € M,,.

Proposici6 1.26. Sigui (U, @) € .7 amb funcions de coordenades x',. .., x". Donats 7 i T* com
en la definicié anterior, definim

¢ (U) - R, v @(v) = <x1(rf(v)),...,xd(rc(v)),dxl(v),...,dxd(v)>

5 () U 5 R, v g(w) = <x1(7r*(w)),...,xd(ﬂ*(w)),w(a),...,w(a))

peratotv e Y (U)iw e (%) 1 (U). Aleshores

(a) La cotleccié {1 (W) : W obert de R*, (U, ¢) € F} és una base d’una topologia en T(M)
que fa que T(M) sigui un espai localment euclidia, 2d-dimensional i segon numerable.

Cas analeg per T*(M) i {(¢*) "1 (W) : W obert de R*, (U, ¢) € .7 }.

(b) Sigui . la colleccié, maximal respecte la definicié 1.3(b), la qual conté {(7—1(U), @) :
(U, @) € F}. Aleshores F és una estructura diferenciable en T(M).
Cas analeg per T*(M) i F* la cotleccié maximal que conté {((7t*)~1(U), $) : (U, ) €
Z}

Definicié 1.27. T(M) i T*(M) amb les estructures diferenciables presentades en la proposicio
anterior s’anomenen fibrat tangent i fibrat cotangent respectivament.

1.3 Camps vectorials

Una noci6é molt important en el calcul diferencial és la dels camps vectorials, els quals
associen un vector a cada punt de I'espai euclidia considerat. Aquestes funcions tenen un
gran interes a la fisica, ja que ens ajuden a representar, per exemple, velocitats o forces.
Per tant, el que buscarem ara és fer l'analogia d’aquests camps vectorials en varietats
diferenciables.

En primer lloc, definirem un camp vectorial al llarg d"una corba per després definir-lo
en un subespai obert U de la varietat diferenciable M. Es per aixd que primer cal definir
apropiadament el concepte de corba en una varietat diferenciable.

Definici6 1.28. Una corba C® és una aplicacié o : (a,b) — M C® amb (a,b) € R. A més, si
t € (a,b), llavors

o (t) = da(;r

és el vector tangent a la corba o a t.

) S M(T(t)

t
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Definici6 1.29. Una aplicacié o : [a,b] — M és una corba C® en M si o es pot estendre a una
aplicacié C® de (a — e,b+€) en M per € > 0.

Definici6 1.30. Un camp vectorial X al llarg d'una corba o : [a,b] — M és una aplicacié
X : [a,b] — T(M) que aixeca o; aixo significa que 7w o X = o, on 7t és la projeccié descrita en la
seccid anterior. El camp vectorial X és C® si X : [a,b] — T(M) és C*.

De forma semblant podem definir un camp vectorial en una regi6é de M.

Definicié 1.31. Un camp vectorial X en un conjunt obert U de M és un aixecament de U en
T(M), és a dir, un aixecament X : U — T(M) tal que wo X = id|y. El fet que X sigui C*®
significa que X € C*(U, T(M)).

Si considerem (X +Y)(m) = X(m) +Y(m) i (AX)(m) = AX(m) (on X,Y sén camps
vectorials C*) aleshores el conjunt de camps vectorials C* és un IR-espai vectorial i el
denotem per X(M). A més, també és un modul sobre 1’anell C*(U) perque (f - X)(m) =
f(m)-X(m)on f(m) € RiX(m) € My, ijas’ha vist que M,, és un R-espai vectorial.

Per simplicitat sovint utilitzarem X,, per referir-nos a X(m). També és important ob-
servar que si f € C*(U), aleshores X(f) és una funcié en U amb valor X,,(f) a m.

Proposicié 1.32. Sigui X un camp vectorial en M, els segiients apartats sén equivalents:

(a) X és C™.
(b) Si (U,x',...,x%) és un sistema de coordenades en M i {a;} una colleccié de funcions en U
definides per
d 9
Xlu = ;aiﬁr

aleshores a; € C=(U).
(c) Sempre que V és un obert de M i f € C®(V), aleshores X(f) € C®(V).
Demostracié. (a) = (b) Si X és C®, vol dir que X|; és C*, aleshores
dx' o Xy =a;

on dx' és el mapa de coordenades en 77~ (U) C T(M) descrit en la Definicié (1.25), per
tant dx’ o X|; és C*™ i aixd implica que a; també ho ha de ser.

(b) = (c) Es suficient comprovar-ho per un sistema de coordenades (U, xl,...,xd)
arbitrari tal que U C V. Aplicant (b) tenim

49
X(Plu = Laig,
la part dreta de la igualtat és clarament C*.

(c) = (a) Es suficient veure que X|y és C* on (U, x!,...,x%) és un sistema de co-
ordenades arbitrari en M. Per tant, només cal veure que X[y és C* per les funcions
canoniques de coordenades donades en la Definici6 (1.25), és a dir, que xlomoX lu = x!
idxl o X|y = X(x') sén C* en U. La primera clarament ho és i la segona ho és gracies a
(0). O
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Un camp vectorial molt util construit a partir de dos camps vectorials és el claudator
de Lie.

Definici6 1.33. Si X i Y son camps vectorials C* en M, definim el camp vectorial [X, Y| anomenat
claudator de Lie de X i Y com

(X, Y] (f) = Xm(Yf) = Y (Xf). (1.11)

Es pot comprovar que [X, Y] és un camp vectorial C*.

1.4 Tensors i formes diferencials

A partir del R-espai vectorial que és l'espai tangent podem, fent unes assignacions
adequades entre My, i els punts de M, obtenir un bon nombre d’espais vectorials i alge-
bres associats de forma natural a l'espai tangent. D’aquestes assignacions apareixeran els
tensors i les formes diferencials. Aquests elements provenen de l'aplicacié de l'algebra
multilineal en varietats diferenciables i tenen una importancia cabdal en la fisica d’avui
dia, ja que permeten fer una formulacié de la fisica independent de les coordenades esco-
llides. En el nostre cas, seran claus també per aquesta reformulacié de les equacions de
Maxwell.

Per arribar a la definici6 dels tensors i les formes diferencials comencarem per desen-
volupar els conceptes basics d’algebra multilineal per, a continuaci6, traslladar-ho a les
varietats diferenciables.

1.4.1 Algebra multilineal

Definici6 1.34. Sigui F(V, W) I'espai vectorial lliure sobre R generat pels punts de V- x W i sigui
R(V,W) el subespai de F(V,W) generat pels conjunts d’elements de F(V, W) amb la segiient

forma:

1 2

(vl +02,w) — (v, w) — (v, w)

(v, w' +w?) — (v,w') — (v, w?) (1.12)
(Av,w) — A(v, w)
(v, Aw) — A(v, w)

amb A € R, v,0',0*> € Viw,w',w?> € W. Lespai quocient F(V,W)/R(V, W) s’anomena
producte tensorial de V i W i el denotem com V ® W. Denotem la classe lateral (v, w) +
R(V,W) com v @ w.

A partir de (1.12) tenim les segtients identitats en V ® W:
W'+ ew=0rew+r*w
0@ (W' +w?) =v@w + oW

(VW) =av QW =v®aw

En altres paraules, apareix de forma natural una bilinealitat en aquests elements v ® w.
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El producte tensorial, a més, té el que s’anomena propietat universal (prové de la
teoria de categories), és a dir, donada 1’aplicacié bilineal ¢ : VX W — V ® W tal que
¢(v,w) = v ® w, aleshores sempre que U sigui un espai vectorial i ¢ : V. x W — U una
aplicaci6 bilineal, existeix una tnica aplicaci6 lineal ¢ : V@ W — U tal que el segiient
diagrama commuta:

VeoWw

P
VxW — U

Es a dir, op = ¢. Si V® W i ¢ compleixen aquestes condicions descrites, aleshores
diem que resolen el problema universal per aplicacions bilineals. A partir d’aquesta
definici6, si X és un espai vectorial i ¢ : V x W — X és una aplicacié bilineal que resol el
problema universal, aleshores existeix un isomorfisme a : V@ W — X tal que x o ¢ = @.
Aquesta propietat es veu si mirem els dos diagrames segiients (els quals commuten per
les respectives propietats universals):

Vew X
qJT G ﬂ \\ﬂf\ﬂ
Vxw -3 x VxW S vew

on « i &’ s6n tniques.
Proposicié 1.35. El producte tensorial té les segiients propietats:
(1) V® W és canonicament isomorfa W @ V.
(b) V& (W U) és canonicament isomorfa (V @ W) @ U.
(c) V* @ W és isomorf a Hom(V, W) i, aleshores, dimV @ W = (dimV')(dimW).

(d) Siguin {¢' :i =1,...,dimV}yi{fi :j=1,...,dimW} bases de V i W respectivament,
aleshores {ei ®f7 vi=1,...,dimVand j=1,...,dimW} és una base de V@ W.

Demostracié. Les dues primeres propietats es poden demostrar utilitzant la propietat uni-
versal del producte tensorial.

(c) Definim ¢’ : V* x W — Hom(V, W) com ¢/'(v*, w)(v') = v*(v')w on v* € V*,w €
W,v" € V. Com ¢/ és bilineal, aleshores podem definir ¢ : V* ® W — Hom(V, W) i estem
segurs que estara ben definida. Un element de V* ® W es pot escriure com Yij aijvl’f Qw
ona; €R {vf:i=1,...,c=dim V} ésunabasede V*i{w/ :j=1,...,d = dim W} és
una base de W, aleshores sigui v € V qualsevol, suposem que

Y} a0 @ w)(0') = Y a0t (v )wl =0.
i,j ij

En particular, podem escollir v’ = o' (on v és ’element dual de ') per obtenir Y aijwf =
0icom w!,...,w? s6n linealment independents tenim que ajj = 0Vj. Si repetim el procés

per a cada i arribem a que ha de ser zero Vi també. Per tant, ¢ és injectiva.
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Veurem ara que també és exhaustiva. Sigui ¢ € Hom(V,W) aleshores per a cada
element de la base de V, ¢/, tenim que ¢(v') = Y; bjw/ on b;; € R, aleshores veiem que
aquest homeomorfisme té la mateixa imatge per v' que Y (¥;; b;;(v')* ® w/) per qualsevol
v' de la base de V. Per tant, (};; b;j(v')" @ w/) i ¢ son el mateix homeomorfisme. Aixd
implica que ¥ és un isomorfisme i

dimV* ® W = dim Hom(V, W) = (dimV) (dimW)
equivalentment
dimV @ W = dimV** @ W = dim Hom(V*, W) = (dimV"*)(dimW) = (dimV)(dimW)

on hem utilitzat el resultat d’algebra lineal V** = V.

(d) Clarament {¢; ®f]- ti=1,...,cij=1,...,d} genera V® W on cid sbn les respectives
dimensions dels espais. A més, son linealment independents i per tant utilitzant el resultat
anterior veiem que aquest conjunt té els mateixos elements que la dimensié de 'espai, per
tant ha de ser una base. O

Definici6 1.36. L’espai tensorial V, s de tipus (t,s) associat amb V és I’espai vectorial
V-l eVevie- .oVt

Definici6 1.37. L'algebra tensorial de V és la suma directa T(V) = YV, s amb Voo = R.
Donats u € Vy, 5 i w € Vs, U @ w esta definit com

UQW= (U@ QUp QU] @ Ry )@ (W @ Q Wy, QU] D -+ @ WG, ) =

=R QU QW R QW U] @ DUy QW] R+ @ Wy,

T(V) és, respecte a la multiplicacié ®, una R-algebra no commutativa, associativa i graduada
(Viis1 © Vigsy € Vidrys14sy)- Els elements de I'algebra tensorial s’anomenen tensors, els quals
son combinacions lineals finites sobre R d’elements de Vs amb diversos (r,s). Si un tensor esta
en un espai tensorial concret V, s s’anomena tensor homogeni de grau (r,s). Un tensor homogeni
(per exemple de grau (1,5)) és descomponible si es pot escriure com v1 @ v, @ V] @ -+ - R VL, on
vieVi v]’-‘ e v
Definici6 1.38. L'algebra exterior A(V') de V és I'algebra graduada C(V)/1(V), on C(V) és
la subalgebra Y Vio de T(V) i I(V) és I'ideal per U'esquerra i per la dreta de C(V') generat pel

k=0
conjunt d’elements de la forma v @ vambv € V.

Observaci6 1.39. Si definim I,(V) = I(V) N Vi, aixo implica, per la construccié propia de
C(V), que I(V) = Y L(V). Sitambé definim A(V) = Vio/I(V) (k > 2), Ag(V) =
k=0

R, A1(V) =V, aleshores A(V) = Y A(V).
k=0

Definicié 1.40. La multiplicacio de I'algebra exterior s’anomena producte exterior i es denota A.
En altres paraules, la classe d’equivaléncia que conté v1 @ - -+ @ v €5 V1 A\ - -+ A\ V.
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Proposicié 1.41. L’algebra exterior compleix les segiients propietats:
(@) Siue A(V)ive A(V),aleshores u Ao = (—1)"o Aw.

(b) Siel,...,e' és una base de V, aleshores {e®} és una base de A(V), on ® correspon a tots
els subconjunts {iy, ..., i} de {1,...,d}, incloent el conjunt buit, tals que iy < --- < ir. A
més {e®} esta definit de tal manera que quan ®={i1, ..., i,}, aleshores e® = et A --- A er
ie®=1quan ®=Q.

Demostracié. (a) El resultat es pot demostrar facilment a partir de la segiient propietat: si
u,v € V aleshores, per 'associativitat del producte exterior,

O=u+o)AN(u+v)=ulAu+ulNv+oAu+wAw=uNv=—-0vAuU

(b) Utilitzant la propietat anterior i el vist en la Proposici6 (1.35) es dedueix facilment
que {ep} és una base de A(V). O

Definicié 1.42. Una aplicacié multilineal h : V x XV = Wes diu que és alternada si

h(vl’i(l)""'vpi(r)) = (sgnm)h(vy,...,vy)

onvy,...,vr € Vim €Sy (S, és el grup de permutacions de r elements). L'espai vectorial de

totes les funcions multilineals (h : V x 1. X V = R) alternades el denotarem A,(V) i fixarem
Ap(V) = R per conveniencia.

De la mateixa manera que haviem vist com el producte tensorial tenia la propietat uni-
versal, el producte exterior també té la propietat universal, perd en aquest cas l'aplicacio
¢(v1,...,0;) = v1 A -+ AUk és una aplicacié multilineal alternada. Aleshores es pot veu-
re, utilitzant la propietat universal vista anteriorment, que per a cada aplicacié multilineal

h:Vx---xV — W,on W és un espai vectorial, aleshores existeix una tnica aplicacié
lineal /1 : Ap(V) — W tal que 1 o ¢ = h. Es a dir, el segtient diagrama commuta:

A(V)

ﬂ Sk

k B
Vx-ooxV — W
De forma analoga al vist anteriorment també diem que, en aquest cas, Ax(V) i ¢ reso-
len el problema universal per aplicacions alternades multilineals i també es pot veu-

re que si una altra parella d'un espai vectorial X i una aplicacié multilineal alternada
k . - -
¢:V x-.-xV = Xresolen el problema universal per aplicacions multilineals alternades

.. k . . . ~
amb domini V' x - - - x V, aleshores hi ha un isomorfisme « : Ay(V) — C tal que x 0 ¢ = §.
Un cas de particular interes és quan W = IR, en aquest cas tenim el segiient diagrama
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el qual commuta. Clarament que i € A(V)*, considerant aixd juntament amb el diagra-
ma es pot establir de forma natural un isomorfisme Ay (V)* = Ag(V).

Definicié 1.43. Siquin V i W dos R-espais vectorials de dimensio finita. Un aparellament de V
amb W és una aplicacié bilineal (, ) : V x W — R. Un aparellament es diu que és no singular
si sempre que w € W és diferent de zero, existeix un v € V tal que (v, w) # 0, i sempre que v € V
és diferent de zero aleshores existeix un w € W tal que (v, w) # 0.

Observaci6 1.44. Si V i W son dos espais vectorials tals que hi ha un aparellament (, ) no
singular, podem definir ¢ : V. — W* com ¢(v)(w) = (v,w) ambv € Viw € W. ¢ és clarament
lineal perque I'aparellament és bilineal, a més és injectiva, ja que si

¢(v1)(w) = ¢(02)(w)

per qualsevol w € W i vy,vy € V. Aixo és equivalent al fet que (v1, w) = (vp, w) i, utilitzant de
nou la bilinealitat de 'aparellament (v — vp, w) = 0. Com aixo és per qualsevol w i I'aparellament
és no singular, aleshores vy = vy. De forma similar podem veure que hi ha una aplicacié injectiva
de W cap a V*. Aixo implica que dimV = dimW i, per tant, ¢ és un isomorfisme. A partir d’aqui,
és analeg veure l'isomorfisme entre W i V*.

A partir d’aquesta observacié, podem veure la utilitat de definir aparellaments entre
espais com algebres exteriors o espais tensorials. A continuacié, veurem un exemple
relacionat amb l'algebra exterior.

Definici6 1.45. Un aparellament no singular de A (V*) amb Ap(V) és una aplicacié bilineal
() A(VF) X Ag(V) — R tal que aplicat en elements descomponibles v* = v] A--- AN v} €
A(VHYiu=ug N+ ANug € A(V) ésigual a

(0", u) = det(v] (u)).

Observacié 1.46. El punt clau d’aquest aparellament és que esta ben definit, és a dir, que no
depén de l'element de la classe d’equivaléncia escollit. Aixo es satisfa clarament, ja que si agafem
un element de la classe del 0, de Iy (V') o I, (V*) respectivament, aleshores tindra iguals dos v;,, v;,
0 uj,, uj, respectivament, aleshores dues files, o columnes, seran iguals i per tant el determinant
serd zero.

Utilitzant el vist a I'observaci6 1.44 tenim Ax(V*) = Ax(V)*. Aleshores, haviem vist
que A(V)* = Ar(V), per tant A(V*) = Ag(V). Utilitzant aquest fet i observant que
I'espai dual d'una suma finita és canonicament isomorf a la suma directa d’espais duals

S d d
A(VF) =) MV = Y AV = ) A(V)" =2 A(V)
k=0 k=0 k=0

on d = dimV. A més utilitzant el vist anteriorment tenim A(V)* = A(V) = ) Ai(V).
k=0

Observaci6 1.47. Si {eq,..., e} és una base de V amb base dual {y,,...,v4} de V*, aleshores
utilitzant un dels isomorfismes que acabem de veure tenim que {ye }, on ® esta definida com en la
Proposicié 1.41 (b), és base de A(V*) .
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Definici6 1.48. Un endomorfisme | de A(V) (o, en general, de qualsevol algebra graduada) és
(a) una derivacié sil(u Av) =1(u) ANv+uAl(v)onu,ve A(V).
(b) una antiderivacié si [(u Av) = l(u) Nv+ (=1)Pu Nl(v) onu € Ap(V)ive A(V).
(c) degrauksil: Nj(V) — Ajyi (V) pera tot j (sentén que A;(V) = {0} sii < 0).

Observaci6 1.49. Es facil veure (mitjancant induccié per exemple) que | € End A(V) és una
antiderivacio si, i només si, en elements descomponibles tenim

j ,
Ior A Aoj) =Y (=1 oy A Al(w) A=+ Ao
i=1

Definici6 1.50. La multiplicacié interior per u € A(V), i(u), és un endomorfisme de A(V*)
definit com

(i(u)v*,w) = (v, u ANw) (1.13)
onv* € A(V*), w e A(V). Siu € V aleshores i(u) : Ap(V*) = A1 (V*) siw € Ag_1(V)
aleshores w A u € Ar(V) i com actua i(u) es veu per com esta definit I'aparellament. Si, a més,

v* € V aleshores
i(u)o* = (i(u)o*,1) = (v*,u) =0v*(u) € R.

Proposici6 1.51. Si u € V, aleshores i(u) és una antiderivacié de grau —1.

1.4.2 Camps tensorials i formes diferencials

Un cop s’ha vist tota aquesta introduccié d’algebra multilineal, ara I'aplicarem a les
varietats diferenciables. En particular, aquests espais vectorials no seran uns altres que
I'espai tangent i cotangent de la varietat.

Definicié 1.52. Definim

(@) Ty s(M) = U (Mu)yr,s com el fibrat tensorial de tipus (r,s) de M.
meM

() Af(M) = |J Ax(My,) com el k fibrat exterior de M.
meM

(©) A*(M) = | J A(M;,) com el fibrat d’algebres exteriors de M.
meM

Observacié 1.53. De manera semblant a com s’ha vist pels camps vectorials es pot veure que
Ty s (M), Af (M) i A*(M) tenen estructures naturals de varietats diferencials tals que les projec-
cions dels seus elements a M son aplicacions C*. Aixo es fa utilitzant les bases {0/9dy'} de My,
{dyiyde Mz, i {dy" A - Ady® 2 iy < -+ < i} de A(M;,) per un sistema de coordenades
(U, v, ...,y per definir les imatges inverses de U en Tys(M), Aj (M) i A*(M) .

Definicié 1.54. Una aplicacié C*° de M en

(a) Tys(M) s’anomena camp tensorial (C®) de tipus (r,s) en M.
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(b) Af(M) s’anomena k-forma diferencial en M.

(c) A*(M) s’anomena forma diferencial en M.

Observacié 1.55. Altre cop, de forma aniloga a com s’ha fet per camps vectorials, es pot veure
I'equivaléncia de les definicions amb com s’expressen aquestes aplicacions per qualsevol sistema de
coordenades. Per tant si (U,y",...,y?) és un sistema de coordenades qualsevol de M

(a) Un aixecament o : M — T, (M) és un camp tensorial C* de tipus (1,s) si, i només si per a
cada sistema de coordenades

i1eesir .
Mu = e @ @ gy @Ay @ @dy (1.14)

i1 o
ona;"" €C u).

(b) Un aixecament B : M — Aj (M) és una k-forma diferencial si, i només si, per a cada sistema
de coordenades
Blu= Y bi.idy" Ao Ay (1.15)
i< <i

onby, ; €C®(U).

Definici6 1.56. El conjunt de totes les k-formes diferencials el denotem EX(M) i el de totes les
formes diferencials com E*(M).

10es

Observaci6 1.57. De la definicio del k fibrat exterior tenim que si k = 0, aleshores

ASM) = | AoM;) = | REMxR.
meM meM

Per tant els elements de E°(M) son aixecaments C® de M en M x R, és a dir, sén grafiques de
funcions C® en M, (m,b(m)). Per tant, podem identificar E°(M) amb C*®(M).

Observaci6 1.58. Podem traslladar I'estructura de R-algebra graduada de I'algebra exterior cap a
E*(M) de la manera segiient, siguin w, ¢ € E*(M)i A € R

1. Suma: (w + @) és la forma diferencial tal que (w + @)(m) = w(m) + ¢(m) per qualsevol
me M.

2. Multiplicacié per escalars: cw és la forma diferencial tal que (cw)(m) = cw(m) per qualsevol
m & M.

3. Producte: w A ¢ és la forma diferencial tal que (w A ¢)(m) = w(m) A ¢(m) per qualsevol
me M.

Gracies a l'estructura presentada hem vist que E* (M) és un R-algebra graduada amb el producte
exterior. A més en el cas que f sigui una O-forma aleshores expressem f A\ w simplement com fw,
aquesta diferenciacio és per remarcar que E*(M) és un modul sobre 'anell C*(M).

Una de les propietats més interessants que haviem vist de la k-algebra exterior era la
possibilitat que oferia d’establir un isomorfisme amb Ay (V). A partir d’aquest isomorfis-
me podem considerar ara una k-forma diferencial w € EF(M) que avaluada en m € M és
wm € Ap(M},) i, per tant, via I'isomorfisme explicat en 1'observaci6 1.46 pot ser conside-
rada com una funcié multilineal alternada en M,,,.
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Definici6 1.59. Sigui X(M) el C®(M)-modul de camps vectorials en M i w € EX(M), aleshores
definim
w: X(M) x -5 x X(M) = C®(M)

de tal manera que w(Xy, ..., Xy) amb X; € X(M) peri =1,...,k és la funcié amb valor a m

w(Xy, ..., Xp)(m) = wy (X (m), ..., Xg(m)).

Utilitzant I'isomorfisme vist anteriorment, aquesta w : X(M) x Ko X(M) — C*(M)
és una aplicacié multilineal alternada del modul X(M) en C®(M), és a dir,

ZU(Xl,. . .,Xi_l,fX+gY,Xi+1,.. 'er> = f’(,U(Xl,. e, Xilq, X,Xi+1,. ..,Xk)

+gZU(X1,. . -rXi—errXi+1/- ..,Xk).

Definici6 1.60. Sigui X un camp vectorial C* en M, i w € E*(M), aleshores definim la mul-
tiplicacié interior de w per X com la forma i(X)w tal que el seu valor a m és la multiplicacié
interior de wy, per Xy, en altres paraules

({ (X)) | = i(Xon) (i)

Observaci6 1.61. i(X)w és C® i una antiderivacié de grau -1. Aquestes propietats es poden
comprovar utilitzant la forma que pren w en un sistema de coordenades (U, ) w|y; i els resultats
ja vistos de I'endomorfisme i(u) de A(M;,).

Definicié 1.62. Sigui ¢ : M — N una aplicacié C* i m € M. Aleshores, com ja hem vist ,
tenim el diferencial dip : My, — Ny (), i la seva trasposta 5 : NIZ )~ M, i 'homomorfisme
d’algebres induit 51 : A(Nt’;(m)) — A(M;,) on

(m

Sp(dy' A---Ady*) = Sp(dy ) A - ASP(ay") i (1) = 1.

Gracies a aquests resultats podem definir el que s’anomena pullback 6y : E*(N) — E*(M) una
aplicacié C® (prové del fet que I"homomorfisme d’algebres induit és lineal i C*) definida sobre
w € E*(N) com

OP(w)|m = oP(w|y(m))-

1.5 Operador diferencial 4

El fet que donada f € C®(M), el diferencial df és una aplicaci6 C* de T(M) en R
que és lineal en cada espai tangent. Es a dir, es pot considerar com df : M — A}(M) i
s’anomena derivada exterior. Aquest fet es pot interpretar com un operador de derivacié
exterior d que aplicat a O-formes fa que obtinguem 1-formes i aquest punt de vista porta a
una extensié en E*(M). Aquesta extensié sera una de les eines més importants en 1'altim
capitol.
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Definici6 1.63. Sigui p € M i E*(p) el conjunt de formes diferencials definides en subconjunts
oberts de M tals que p esta contingut en aquests subconjunts, i EX(p) pel conjunt de k-formes.

Fixem un sistema de coordenades (U, x',...,x%) amb p € U. Si w € E*(p), aleshores

W domini de wrl = 3, Apdx?. (1.16)
on @ esta definit com en la Proposicié (1.41). Definim dw a p com
dwy, =Y dag|, Ndx®|, € A(Mp).
Lema 1.64. La definicio de dw), presentada en (1.63) té les segilents propietats:
(a) w € E'(p) = dwy € Ar1(M;).
(b) dwy depen només del germen de w a p.

(c) d(aywy + aywy)|, = ay(dwq)|p + az(dwy)|, on a; € Riw; € E*(p). El domini de
aywq + arywy és la interseccid dels dominis de wy i wy.

(d) d(wy Awy)|p = dwi|p ANwa|p + (1) wi|p Adws |, onwy € E'(p) i wo € E*(p).
(e) Si f és una funcié C* en un entorn de p, aleshores d(df)|, = 0.

Demostracié. (a),(b),(c) W|domini de wnu = L. aedx® on ag és una funcié C* en aquest do-
mini i (U, XL xd) és un sistema de coordenades tal que p € U. Per tant

d

dag ;
d = — |, dxt,.
a¢)|p z; o’ |p * ’P

D’aqui es veu rapidament que (a), (b) i (c) es compleixen.
(d) Utilitzant (b) i (c) només cal que comprovem (d) per wy = fdxi1 Ao ANdxtriwy =
gdx/t A - Adxl en un entorn de p. Pel cas r = s = 0, la propietat (d) és d(f - g)|, =
dfy-g(p) + f(p) - dgp i que es compleix per la propietat de derivaci6 de la derivada. Per
tant, suposem que r,s > 01 {iy,...,i;} N {j1,...,js} = @ ja que si no fos buida aleshores
wy A wy = 01 els dos costats serien zero. En resum tenim

wi Awy = (fdx' A~ AdxT) A (gdx A - Adxs) = ef - gdxt A - A dalres
only < - <lpysie és el signe de la permutacié per tal de tenir els coeficients ordenats.
Si calculem d(w;y A w;)|, obtenim

d(ef - gdxh [p A - /\dxl*+s|p) =e(dfy-g(p) + f(p)dgy) A dxh lp A /\dxl*+s|p) =
= (dfy Ndx [y A Adx" ) A((p)AX |y A AdxF[p) + (=) (f(p)dx |p A+ Adx| )
Adgpdx/t]p A+ Ndx|,) = dw;|p Awalp + (1) w1 |y A dwy ).
(e) Considerarem el domini donat per la intersecci6é del domini de f i U. Aleshores
) ; 92 . ,
d(df)|P:Zd<axfi)‘ /\dxl]pzzif dx!|, Adx'| .
P

— Jxidx]
l/]axax p

Com 9?f/0xi0x/|, = 9*f/9x/9x'|, (Schwarz) perd dxl|, A dx'|, = —dx!|, A dxl[,. Aixd
implica que d(df)|, = 0. O
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Teorema 1.65. (Derivada exterior) L'operador d definit en la definicié (1.63) és una antiderivacio
tinica d : E*(M) — E*(M) de grau +1 tal que

1. d> =0.
2. Sempre que f € C®°(M) = EO(M), df és el diferencial de f.

Demostracié. Primer de tot veurem que la definici6 de d en p és independent de les coorde-
nades escollides. Sigui d’ definit en E*(p) per0 respecte a unes altres coordenades. w esta
definit en (domini de w)NU com en I'equaci6 (1.16) i com d’ ha de satisfer les propietats
del lema anterior tenim

d'(w)|p 0L Y d'(agdxT A AdxT)|, L Y d'(ag)|p AdxT [y Ao Adx],)

+2(—1)k+1ﬂq>|pdxi1|p A /\d'(dxik)\p A /\dxir>|p ()

(e) Y d(ag)|, /\dxi1|p N /\dxi’|p = dw,. (1.17)

Un cop vista la independeéncia respecte a les coordenades, sigui w € E*(M) definim dw
com la forma tal que el seu aixecament de M en A*(M) envia p a dw,. Definit d’aquesta
manera tenim que d* = 0, ja que si w € E*(M) i p € M, dw pren la forma Y_dag A dx® i
per aquest motiu

d(dw)|, = Y d(dag A dx® P 0,

Per tant d és una antiderivaci6é de E*(M) de grau +1 que satisfa 112 .

Unicitat: Suposem que hi ha una antiderivacié d’ de E*(M) de grau +1 tal que satisfa 1
i 2. Primer demostrarem que si w € E*(M) i w s’anulla en un entorn W de p, aleshores
d'w|, = 0. Escollim una funcié C® ¢ tal que sigui 0 en un entorn de p i 1 en un entorn de
M — W. Aleshores gw = w i

d'(w)], = d'(gw)|, = d'(¢)|p Nwp + ¢(p)d'w|, = 0.

Ara volem definir d’ en E*(p), ja que esta definida en E*(M). Si w € E*(p) aleshores la
podem estendre a una forma en M que té el mateix germen en p que w. Aquesta pot
ser escrita, per exemple, com ¢w € E*(M) on ara ¢ és una funcié C* tal que és 1 en un
entorn de p i suppgp C domini w. Per tant

d'(w)p = d'(w)|p

i pel vist abans, aquesta definici6 és independent de l’extensié escollida amb lo qual
d'(w)|, esta definida per tota w € E*(p) i clarament satisfa les propietats del lema anterior.
Per tant, I'equaci6 (1.17) implica que sempre que w € E*(p), en particular sempre que
w € EX(M), d'(w)|p, = d(w)|,. Aixd prova la unicitat. O

1.66. Lema de Poincaré Siqui U la bola oberta unitaria de I'espai euclidia R", i sigui EX(U),
com sempre, l'espai de les k-formes diferencials en U. Aleshores per a cada k > 1 hi ha una
transformacio lineal hy : EX(U) — EX=1(U) tal que

hgzqod+dohy =id.
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Corolari 1.67. Si w és una k-forma, k > 1, en la bola oberta unitaria en R" i dw = 0, aleshores
existeix una (k — 1)-forma B ( B = h(w)) tal que dp = w.

Observaci6 1.68. De fet el lema de Poincaré es pot enunciar amb dominis contractibles de R". En
particular, R".

1.6 Integracid en varietats diferenciables

En aquesta secci6 buscarem com traslladar tots els conceptes de la teoria d’integracié
de Riemann (no caldra més) cap a les varietats diferenciables. En altres paraules, definirem
la integral de k-formes a partir de la integral ja coneguda a IR" i després veurem quins
resultats se’'n poden derivar. Tot i aix0, segons com definim la integral, tindrem diferents
formes de procedir amb la integraci6. Per aquest motiu, distingirem dos casos, un de més
general i un quan la varietat sigui orientable.

Primer de tot, pero, introduirem el concepte d’orientabilitat en varietats diferenciables.
Com es pot veure a partir de la Proposici6 (1.41), A,(V), on V és un espai vectorial n-
dimensional, té un unic element a la base {eq}, aquest fet fa que no sigui gaire dificil
veure que A, (V) = R. Per tant, si considerem A, (V) — {0}, aquest espai té clarament
dos components connexes.

Observaci6 1.69. En fisica s’acostuma a diferenciar els elements de les dues components de A, (V')
amb el que es coneix com a tensor de Levi-Civita de rang n. El qual es defineix a partir de
I'element base e* A - -- A" de A, (V) com €y, i, €L N Ne', on

€iy,..i, = 1 si sgn(iy, ..., in) = +1,

seeerln
€iy,in = —1 si sgn(iy, ..., ip) = —1.

Definicié 1.70. Sigui V un espai vectorial n-dimensional. Una orientacié en V és una eleccio

d'una component de A, (V) — {0}. Una varietat connexa M és orientable si és possible escollir

d’una manera consistent, una orientacié en M, ver a cada m € M. En altres paraules, si definim
m

O:= | {0eA(M;)},
meM

com tenim dos components connexes per a cada A, (M;;,) — {0} i M és connexa, aleshores A}, (M) —
O té com a molt dos components connexes. Diem que M és orientable si A;;(M) — O té dues
components connexes, i si M és orientable, una orientacié en M serd una eleccid d'una de les dues
components de Aj,(M) — O.

Definici6 1.71. Un cop escollida una orientacié en M, diem que una base (ordenada) v*,...,v" de
M, esti orientada si o1 A\ - - - A\ Sy, pertany a 'orientacié, on 61, . .., 6y és la base dual a oL, .., o

Definicié 1.72. Siguin M i N varietats diferenciables orientables n-dimensionals, i  : M — N
una aplicacié C®. Aleshores 1 preserva l'orientacié si I'aplicacié induida 6y : Aj;(N) —
A}, (M) envia la component connexa Aj,(N) — O, la qual determina l'orientacié de N a la compo-
nent A, (M) — O que determina I'orientacié de M.
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Proposicié 1.73. Sigui M una varietat diferenciable n-dimensional. Els apartats segiients son
equivalents:

(a) M és orientable.

(b) Hi ha una collecci6 ¥ = {(V, )} de sistemes de coordenades en M tal que
) ox'
M= |J Vv i det 57 ) > 0entnv
(V,¥)ep Yy
sempre que (U, x*,...,x") i (V,y},...,y").

(c) Existeix una n-forma en M que no s’anulla enlloc.

1.6.1 Integracié en varietats diferenciables

A continuaci6, definirem una integracié que no depen de si la varietat és orientable
o no. En primer lloc, integrarem n-formes en IR" per després passar al que s’anomena
integracié sobre cadenes.

Definicié 1.74. Sigui w una n-forma en un conjunt obert D C R™ , aleshores la n-forma dr' A
-~ Ndr" fixa l'orientacié estandard. Aleshores hi ha una iinica determinada funcié en D tal que
w = fdr' A--- Adr". Sigui A C D. Definim

Jie= 1

on la part dreta és I'habitual integral d'una funcié a R". La férmula del canvi de variables es pot
restablir si donat un difeomorfisme ¢ i un subconjunt A de D adequa i w una n-forma en ¢(A),

llavors
=4/ 6
J = [, 59)

on tenim + si ¢ preserva 'orientacié i — si la canvia.

Definicié 1.75. Un p-simplex estandard en R?, AP es defineix com
p
AP = {(ay,...,ap) €RP : Y a; <1on cadaa; > 0}
i=1
i fixem A := {0} com el O-simplex estandard.

Definicié 1.76. Un p-simplex diferenciable singular o és una aplicacié de AP en M (on M és
una varietat diferenciable) que es pot estendre a una aplicacié C*° d'un entorn de AP en RP en M.

Definicié 1.77. Una p-cadena c en M (amb coeficients reals) és una combinacio lineal c =Y a;0;
de p-stmplexs o; en M amb a; € R. La vora de la cadena c no és res més que la suma de les vores
dels p-simplexs.
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Definicié 1.78. Es defineix la vora de o com la p — 1 cadena

9 =Y (1) (cokl™

s

i=0

onk§(0) =1,K4(0) =Tliperp>1,(1<i<p+1)

p
kg(al,. cap) = (1- Zai,al,...,ap),kf(al,...,ap) = (a1,...,8i-1,0,a;,...,ap).
i=1
Ara definirem les integrals de p-formes en entorns d’imatges de p-simplexs, per fer-ho
diferenciarem dos casos:

1. p=0:Com A” = {0} és un punt i una 0-forma és una funci6 aleshores definim la
integral com

[ w=w(e)
(o4
és a dir, com el valor de la funcié w en el punt ¢(0).

2. p > 1: Considerem el pullback éc : E*(M) — E*(IR?) i definim la integral com

/a = /M do(w),

aquestes integrals es poden estendre a cadenes, com

/C.w =Y a; [ do(w).

onc =y a;o;.
Un cop tenim aquestes definicions es pot enunciar el segtient teorema.

Teorema 1.79. (Teorema d’Stokes I) Sigui c una p-cadena (p > 1) en una varietat diferenciable
M, i w una (p — 1)-forma continuament diferenciable definida en un entorn de la imatge de c.

Aleshores
/ w = / dw.
dc c

on dc és de la vora de la cadena.

1.6.2 Integracié en varietats diferenciables orientables

En aquesta seccié considerem que les varietats diferenciables son varietats orientades.
En aquest cas, es pot definir una altra manera d’integrar formes diferencials en poder
considerar n-simplexs regulars orientats i integrar en els anomenats dominis regulars.

Definicié 1.80. Un subconjunt D de M és un domini regular si Vm € M es compleix una de
les segiients condicions:

(a) Existeix un entorn obert de m contingut en M — D.
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(b) Existeix un entorn obert de m contingut en D.

(c) Existeix un sistema de coordenades (U, ¢) centrat en m tal que (U N D) = o(U) NH",
onH" = {(r},...,r") €R, " > 0}.
Definicié 1.81. Es defineix 0D, on D és un domini regular, com el conjunt de punts tipus (c) de

la definicié anterior. Aquests punts s’anomenen punts frontera.

Observacio 1.82. Els sistemes de coordenades restringits a 0D es solapen diferencialment (al fer-
ho ja en M) i fan que puguem tenir una estructura de varietat diferenciable de dimensio n — 1
en 0D. Aixo prové del fet que si prenem un sistema de coordenades (U, @) centrat en m € 9D
aleshores 1" o ¢(m) = 0. De fet, dD és una subvarietat on la inclusié és un imbedding (la inclusié
és una aplicacio oberta en la seva imatge respecte a la topologia induida).

Definicié 1.83. Un vector exterior respecte a D és un element v € M,, amb m € 0D tal que
existeix una corba C* a(t) en M amb &(0) =viwa(t) ¢ D pert € (0,€) amb e > 0.

Observacio6 1.84. L'orientacio s'indueix en 0D de la segiient manera: escollida una orientacio en
M, aleshores una base v',...,v" ! de (dD),, és una base orientada si v,v",...,0" "' és una base
orientada de My,. Es pot veure que la definicié no depén del vector exterior v escollit.

Definicié 1.85. Un n-simplex en M és regular si s’estén a un difeomorfisme en un entorn de A".
A més, es diu que aquest n-simplex reqular esta orientat si I'aplicacio o preserva I’orientacié (en
R" sempre considerem I'orientacié estandard).

Definim la integral d'una n-forma diferencial w de suport compacte en un domini
regular D com

L w = lé [ g (1.18)
on oy, ...,0 poden correspondre a dos tipus de n-simplexs orientats
(@) o(A") C Int(D)
(b) c(A") C Dic(A")NAD =" (A" ).
tal que Uy, ..., Uy és un recobriment finit de suppw N D on els oberts U; son:
(i) Sio; és del tipus (a) aleshores U; C Int o;.

(if) Sio;ésdeltipus (b), U; és la imatge via un n-simplex tipus (b) d'un obert V. C R"” que
és un entorn d’un punt en I'n-ésima cara de A", el qual interseca amb la frontera A"
només en aquella cara, i la seva imatge via o; esta continguda en c;(A") U (M — D)

i@q,...,¢r és una partici6 de la unitat subordinada al recobriment abans esmentat. Es
pot veure que (1.18) no depen del recobriment escollit. A partir d’aquesta definicié podem
enunciar el segiient teorema (el qual analeg al Teorema (1.79)).

Teorema 1.86. (Teorema d’Stokes II) Sigui D un domini reqular en una varietat diferenciable
n-dimensional orientada M, i sigui w una (n — 1)-forma continuament diferenciable de suport

compacte. Aleshores
/ dw= | w. (1.19)
D aD



Capitol 2

Varietats riemannianes i
pseudo-riemannianes

Sovint les varietats diferenciables vénen equipades amb una métrica i és aquesta la mo-
tivaci6 d’aquest capitol per presentar les anomenades varietats riemannianes. De fet com
treballarem amb l'espai de Minkowski (o espai-temps de Minkowski ja que com veurem
es considerara una de les coordenades com el temps) també estudiarem les anomenades
varietats pseudo-riemannianes. Se li déna aquest nom ja que presenten certes similituds
amb les varietats riemannianes.

Notacié: Es important remarcar que d’ara endavant la notacié d’Einstein podra ser
utilitzada, aquesta notacié es basa en que si tenim un element amb la mateixa etiqueta
en el subindex que un altre en el superindex aleshores tenim un sumatori sobre tots els
valors possibles. En altres paraules, a;bt = Zaibi.

1

2.1 Varietats riemannianes i pseudo-riemannianes

Definicié 2.1. Sigui M una varietat diferenciable, una meétrica riemanniana de M és un camp
tensorial C* g de tipus (0,2) en M simetric i definit positiu.

Observaci6 2.2. Sigui (U, x!,...,x") un sistema de coordenades de M, aleshores
glu = gijdx’' ® dx/

on s'esta utilitzant la notacié d'Einstein. Es important veure que g(m) és una aplicacid bilineal de
My, x My, — R per tot m € M, recordem que My, és un R-espai vectorial. Una altra propietat
interessant és veure com es comporta la metrica sota un canvi de coordenades, per exemple de
u,x',...,x" a (V,yt,...,y"). Sidenotem per gij la funcid diferenciable del terme dx' @ dx/ i
hy la funcié diferenciable de la mateixa metrica pero que correspon a dy* ® dy' obtenim

I — oxt  ox/
Kl = E)T/kgijaiyl

26
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perk,l =1,...,n. Aixo es pot veure en forma matricial com H = CTGC on C = (cj) = (gTj;),

H= (h;) = (hj)iG= (g;) = (gij) ja que s’acostuma a considerar la metrica g;; com una matriu
on l'entrada (i, j) correspon a g;j. D’aquest comportament sota canvi de coordenades es diu que la
metrica és una forma quadratica i és una propietat important en fisica perqué assegura que aquesta
metrica no depeén de les coordenades escollides. També, freqiientment denotarem g en comptes de
glu per tal d’estalviar notacio.

Definicié 2.3. Una varietat riemanniana és una varietat diferenciable amb una metrica rieman-
niana.

Com ja s’ha explicat, la teoria de la relativitat especial sorgida en el segle passat pro-
voca un augment de la importancia d’espais equipats amb una metrica que no és exac-
tament riemmaniana perd que manté certes semblances amb les metriques riemannianes.
Per aquest motiu, s’anomenen espais pseudo-riemannians. En particular ens centrarem
en la meétrica de Minkowski la qual permet definir I'espai de Minkowski.

Definici6 2.4. Sigui M una varietat diferenciable, un camp tensorial C* g de tipus (0,2) es diu
que és no degenerat a m € M si satisfa qualsevol d’aquestes condicions

(@) gm(u,v) =0 per tot v € My, si, i només si u = 0.
(b) La matriu associada a g, no és singular.

Definicié 2.5. Sigui M una varietat diferenciable, una meétrica pseudo-riemanniana de M és
un camp tensorial C® g de tipus (0,2) en M simetric, no degenerat per tot m € M i que no té per
que estar definit positiu.

Observaci6 2.6. La propietat de no degeneracio és basica, ja que permet a la metrica sequir sent
un aparellament respecte als espais tangents i poder ser traslladada cap a 'espai cotangent a través
de 'aparellament com veurem més endavant.

Es important observar que tant si la meétrica és riemanniana com pseudo-riemanniana
la matriu (gj;(m)) té rang maximal a qualsevol punt m € M i per tant té una inversa que
denotem per (g(m)). A més com, (g;j(m)) és simetrica aleshores els valor propis de la
matriu sén reals. De fet, si la meétrica és riemanniana, els valors propis sén positius (en
estar definida positiva). En canvi, si és pseudo-riemannina podem tenir i valors positius i
j valors negatius fixats amb i + j = n. La parella (i, j) s’Tanomena index de la métrica i no

depen del punt considerat.

Definicié 2.7. Una metrica pseudo-riemanniana s’anomena meétrica lorentziana si 'index de la
metrica és (n —1,1) i, per tant, una varietat lorentziana es defineix com la parella (M, g) on M
és una varietat diferenciable i ¢ una metrica lorentziana.

Un cop la metrica s’ha diagonalitzat es pot introduir un canvi de base cap a una altra
base ortogonal respecte la meétrica tal que introduint un canvi d’escala per tal que tots els
elements de la diagonal siguin +1 o —1. En el cas d"una métrica riemanniana obtenim una
metrica euclidiana 6 = diag(1,...,1) i per una metrica lorentziana obtenim la metrica de
Minkowski, 7 = diag(—1,1,...,1).
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Definici6 2.8. L'espai de Minkowski (R} ;) és I'espai R* equipat amb la metrica definida en
forma matricial com

-1 0 0 O
0 1 00
8 0 010
0 0 01
respecte les coordenades 10 =ct,x! =1, x%2 = #2,x3 = #3 (¢ és una constant, la velocitat de la

3
llum al buit) en R* i qualsevol punt de R*. Es a dir ¢ = —dx® @ dx® + Z dx' @ dx'.
i=1

L'espai de Minkowski, un cas particular d'una varietat lorentziana, també es coneix
com l'espai-temps de Minkowski per aquesta interpretaci6 de la primera coordenada, x°,
com a temporal i les altres com les de l'espai. Els elements de l'espai de Minkowski
s’anomenen 4-vectors i la transformacié del sistema de referéncia d'un cos a un l'altre es
fa utilitzant les transformacions de Lorentz, les quals sén isometries lineals de I'espai de
Minkowski. De vegades, per conveni, en certs camps de la fisica es considera la metrica
com ¢ = diag(1,—-1,—-1,-1). Aquesta eleccié no canvia substancialment els resultats.

2.2 Operador * de Hodge

L'operador de Hodge és 1'tltima eina que necessitem per poder procedir amb la re-
formulaci6 de les equacions de Maxwell en termes de formes diferencials. Es tracta d'un
operador lineal que es pot definir gracies a la preséncia de la metrica i el que permet és
obtenir una (n — k)-forma diferencial a partir d’una k-forma diferencial on dimM = n.

Abans de definir I'operador de Hodge comprovarem com actua l'isomorfisme, ja es-
mentat, que indueix la metrica entre M, i M;,. Lisomorfisme (prové de la definicié
1.43 i 'observaci6 posterior), anomenat isomorfisme de contraccié interna, ve donat per
@m : My, — My, amb @ (vm) (Um) = gm(Um, m) per vm, um € My. Com g és no dege-
nerada aleshores és un aparellament i per tant ¢, és un isomorfisme. Aquest fet permet
definir un camp tensorial diferenciable simetric de tipus (2,0), g*, definit en cada punt
m € M de la manera segtient

S (Wi, Tm) = gm(q%l(wm), (Piﬁl(Tm))

on Wy, Ty € M;,. En el cas d"una varietat riemanniana g* estara definit positiu. L'aplicacié
@m s’estén a una aplicacio:
¢:%X(M) — EY(M)

amb ¢(X)(Y) = g(X,Y) i on per cada m € M tenim que
(X)(Y)(m) = @m(Xim) (Ym) = &m(Xm, Ym)-

Del fet que ¢, fos un isomorfisme i que M,; és un IR-espai vectorial es pot veure que ¢ és
un isomorfisme de C®-moduls i ¢! ve donat per

(D)@~ (w)) = 8" (1,97 (w))
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ja que tenim g (95" (Tp), @' (wp)) = (Tp) P’ (wp)-

Ara ens interessa veure com s’expressa ¢* utilitzant coordenades. Com ja s’ha vist
donat un sistema de Coordenades (U, xY,...,x") glu = gijdx' ® dx/, aleshores es pot com-
provar que g*|y = gl a?(z ® axj
comprovar-ho pels elements de la base. Sigui X = % peruncert j € {1,...,n}, aleshores

on (g) = (g,»j)_l. Com tenim bilinealitat, és suficient

p(X) = gijdx’
per tant
d
8 (p(X),dx') = == (@) = &

onl € {1,...,n}. D’altra banda,

d ad li
g”ﬁ ® — (gl]dx ®dx ) = glgi]' =0jI
ja que g' poden ser considerats com els elements (g) de la matriu inversa. Una conse-
qliéncia interessant del que s’ha vist és que si tenim un camp vectorial X = X/-%; a - aleshores
la 1-forma ¢(X) = §dx' = X]g,jdx i, a I'inrevés, si tenim una 1-forma w = w dxi, ales-

-1 20 _ 9
hores ¢ (w) = A5 = ]g”
indexs dels tensors.

. Es a dir, gracies a la metrica podem pujar i baixar els

Definici6 2.9. (Operador x de Hodge) Sigui (M, ) una varietat riemanniana o pseudo-riemanniana
orientada n-dimensional. Definim I'operador x : EX(M) — E"~X(M) com una aplicaci6 lineal tal
que actua sobre un element w € EX(M), on w|y = bil,_”,,-kdxil A -+ Adx' en un sistema de co-
ordenades (U, x',...,x") de M, de manera que si (xw)|y = *bil,_.,ikdxikﬂ A -+ Adxin aleshores
per tot m € U

1 o
*biy, i (m) = 5/ |gles,.i, b7 (m) (2.1)
amb bk = ghit . @ik o oxby o€ CO(U) ion |g| = |det((gif))-

Observaci() 2. 10 Sovint escriurem simplement *b; _; = %\/ 1€y, i itk en comptes de
*b = kl vV |g €i,.. i lk m)

Observaci6 2.11. L'operador de Hodge, com és un operador lineal, sera suficient conéixer com
actua sobre aquests elements dxt A - Adxik en m € U, on u, xl,...,x") és el sistema de
coordenades. En la definicié hem fet servir {dx' :i =1,...,n} ja que aquesta colleccié forma una
base de Mj, per tot m € U, respecte a la qual la meétrica té la matriu donada per g = gi]'dxi ® dad.
Tanmateix, es pot fer servir qualsevol altra colleccié d’1-formes d’aquest tipus. Per exemple, la
donada per un altre sistema de coordenades (V,y*,...,y") amb UNV # @. Es a dir, si tenim
les 1-formes {wy, ..., wy} tals que {wy(m), ..., wy,(m)} és una base de M;, per tot m € W on
W C U. Aleshores el producte de Hodge es defineix respecte a w|y = Yoiy iy Cinyeip Wiy N+ - AW,
com

1 o
*Ciy,. i (M) = /18" (m)eiy i, € (m) (22)

amb ek = g glikdkey ey o€ CO(U) don |g| = |det((g§]-))| amb ¢ la matriu

Ak
de la metrica expressada respecte a {w?, ..., w"}.
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A més, també és important veure
1 L ) 1
x1 = a\/ |gl€iy,.. i, bV dx A Ndat = | gldxt A AdX®,

ja que aquesta n-forma tindra importancia més endavant.

Proposicié 2.12. Sigui (M, g) una varietat riemanniana o pseudo-riemanniana de dimensié n i
w € EX(M) aleshores
«(xw) = (=) " Fsen(g)w.

Demostracié. Considerem el sistema de coordenades (U, x,...,x"), aleshores
ZU|U = bil,...,ikdxll Ao Adx'

i aplicant I'opeador * de Hodge obtenim, per definici6,

. . 1 S .
(xw)|y = *bil,.,.,ikdxlk+1 A Adxn = H\/ gl€i,.. i, b dX N e A dxn

Si apliquem l'operador un altre cop, utilitzant la linealitat de *, obtenim

1 o . o .
S ey ey AREREAL

1 " k(n—k s tin 0 '
= m|g‘(eilz---/ikbll,m,lk)(_1) (” )eil,...,ik,ik+],...,inezk+1/ /lndle A ERE /\dxlk =

1

= (KR el (e, &V gDy V€ i in @I g
kl(n—k)!

. . | _ | . .
dxUA - Adxie = M(—l)k("k)lglglbil,..‘,z‘kdx” A Ndxk =

= (-1 Rsign(g)b;, i dxt A Adxk = (1)K Fsgn(g)w

it
on g~ = det((g'). Hem fet servir que el determinant d’una matriu k x k A = (a"/) es pot
expressar com

1 L
I , .. gL gkl
det(A) = M Zellwlkeh,w]ka a

i{dx!,...,dx"} s’ha escollit per tal que ( gij) sigui una matriu diagonal (ho denotem direc-
tament com a partir del sistema de coordenades pero es podria tractar d'una combinacié
lineal d’aquests elements). O

Corollari 2.13. Siqui (M, g) una varietat riemanniana o pseudo-riemanniana de dimensié n i
w € EX(M), aleshores

* kW = (—1)k(”’k)w si (M, g) és una varietat riemanniana

k(n—k)+1,,

xkw = (—1) si (M, g) és una varietat lorentziana.
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Proposici6 2.14. Sigui (M, g) una varietat riemanniana o pseudo-riemanniana de dimensié n i
w1, wy € EX(M) tals que fixat un sistema de coordenades (U, x', ..., x™) aleshores

w1 |u = Z Til,.‘.,ikdxil A - dxi

i <...<ij
wz|u = ‘ Z ‘ Sjlr---rjkdle A - .dx]k
j1 <<k
on Ty i, Si,..i. € C*(U). Aleshores
1 .. . .
wi A #toalu = Egll]l o .glk]kTiln--/iksjlm-rjk |gldx™ A+ A dx

Demostracié. Per simplificar la notaci6 ens referirem a wq i wp en comptes de w1 |y 1 wa|y.

Com .
_ . QJ1see]) k+1 n
*Wy = ) ‘ H\/ 18l€j,,...jn ST kdX TN A dx
Je41<--<Jn
quan fem el producte exterior A amb w; el sumatori de *w, ja no caldra, ja que iy, ..., i
determina jii1,...,jn» completament arran del fet que jry1 < ... < j, . Per tant podem

identificar jy41 = ip41,...,jn = in sense perdua de generalitat. Un cop fet el canvi podem
expressar wj A *wy com

1 it g n
W1 A xwy = Z k! |g Til,~-.,ike]'l,--q]'k,ik+1,---,in Shkdxt A= Ndx" =

i1<...<ig
= 1 T, 151k dxl Ay —
= Z Kl |g| ilr---rikefll---,jk,ik+1,...,inS €, indxt Ao Ndx" =
i <eeip
1 il ik 1 n
= L V18I T i€, i nin S iy @0 Ao AN X =
l'1<“~ik :
= L kv 181Ts,,.. i, ST R A N = Tl 181 Ts,,...i, S dx” A -+ - Adx™.

i1 <oy
En (a) hem utilitzat la igualtat €;, ;i ., i, Shrdk = ke, i, Sl A més, s’esta con-

siderant que T;, _; = sign (U)Ta(il)wg(ik) on ¢ € S (permutaci6 de k lletres) (T;,. ; o

qualsevol funcié que apareix en la definicié d’una forma diferencial). O

Observaci6 2.15. Un cas interessant de considerar és wy = wy, per exemple, en el cas més basic
onwy = dx A - Adxk obtenim

1 ij ik 441
wl/\*wl = EZ 2 \/Egll]l ...glk]kdx /\/\dxn
Uyeeeli J1rer]k
si la metrica té matriu diagonal aleshores

wy A xwy = sign (g)dxt A --- Adx".

De fet es pot definir I'operador de Hodge a partir de la condicio de la proposicié ja que

1 . .
ol ... oIk T. . Q. .
klg ! 8 ! Tll/---/lkshr"'/]k

representa ¢* (wy,wo) i \/|g[dx! A -+ Adx™ és la n-forma esmentada anteriorment.
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2.3 Integracio en varietats riemannianes

En el capitol anterior haviem vist que el fet que una varietat diferenciable n-dimensional
M sigui orientable implica l'existéncia d’una n-forma que no s’anulla enlloc. Si M esta
equipada amb una metrica, existeix un element de volum que es pot definir, donat un
sistema de coordenades (U, x!,...,x") com

w:=/|gldx! Ao Adx"

on g = det(g;;). La propietat més important d’aquesta n-forma, la qual veurem a continu-
acio, és la invariancia sota transformacions de coordenades.

Proposici6 2.16. Sigui (M, g) una varietat orientada riemanniana o pseudo-riemanniana, alesho-
res donats dos sistemes de coordenades de M (U, x',...,x") i (V, vy y)amb UNV # Qsi
{x'} i {y/} defineixen la mateixa orientacié (és a dir, els dos sistemes de coordenades pertanyen a
la mateixa colleccié esmentada en la Proposicié 1.73(b) aleshores

lgldxt A~ Adx™ = \/|gldyt A - Ady”
enUUNYV.

Demostracié. Considerem a U NV, respecte les coordenades (y!,...,y") tenim que lele-

ment de volum es defineix com
\h|dy' A - Ady"
on, com hem vist en una secci anterior, hy; = % gijg—;; i, com és usual, h = det(hy). Per

tant,
IRldyt A Adyt = \/

ox! a]/] 1 1
det<ayk>‘1/|g|det<ayl>dx Ao Ndx™ =/ |gldxt Ao Adx".

oxi  9x/

1 —

O

Observacié 2.17. La invariancia obtinguda comporta que si recobrim M amb una colleccio de
coordenades definint la mateixa orientacio, aleshores alla on es superposen, I’element de volum és
igual i per tant es pot considerar com una n-forma definida en tot M que no s’anulla enlloc.

Un altre fet interessant relacionat amb l'element de volum és el fet que x1 és exactament
Uelement de volum. Aquesta n-forma estda fixant una orientacio en M i per tant considerar
—/IgldxY A - - - Adx" seria prendre Ialtra orientacié disponible. D’aqui podriem pensar a prendre
I'operador de Hodge amb el signe canviar, ja que d’aquesta manera x1 = —/[g|dx' A -+ A dx".
Es a dir, podem relacionar quina definicié de 'operador * fem en termes de I'orientacié escollida.
Tot i aixo, sempre considerarem I'eleccié positiva de I'element de volum.

D’aquesta manera, és natural definir la integral de f € C*(M) sobre M com

dx Adx® A - A dx” ::/ dxldx? ... dx"
/Mf I8 A
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i aleshores identifiquem el volum de M com [, VIgldxt Adx? A - Adxh

Anteriorment hem vist com gracies a la metrica tenim un isomorfisme entre M,, o Mj,
per qualsevol m € M i que aquest isomorfisme permet definir un camp tensorial diferen-
ciable simetric de tipus (2,0). Per les segiients definicions denotarem aquest isomorfisme
al qual abans denotavem per ¢ com ~. En altres paraules, si v € M, aleshores 7 € M}, i
siw € M;, @ € M. Utilitzant aquesta notaci6 establim les segiients definicions:

Definici6 2.18. Siqui f € C*(M), V € X(M)
(a) El gradient d’una funcié f (grad f) esta definit com
grad f = 5’7
(b) La divergencia d’un camp vectorial V (div V) esta definida com
divV = sign(g) xd V.
(c) El laplacia d'una funcio f (Af) esta definit com
Af = —sign(g) xd = df.

Observaci6 2.19. Es pot generalitzar la definicié del laplacia actuant sobre un k-forma qualsevol,
A : EK(M) — EK(M), si el definim com

A=dd"+d'd
on dt = (=1)"06+D+sion(g) * dx.

Si considerem I'espai euclidia R® amb la metrica euclidiana habitual, aleshores les definicions
coincideixen amb definicions habituals donades en qualsevol text de calcul.

(@) f € C®(R?),

gradf = a—f

ai+afa afa_<a af af>'

or2ar2 " ardord  \orl’ a2’ ar3
(b) V = (V1,V2,V3), aleshores
divV = xd x V = *d(Vidr* Ndr® — V2drt Adr® + V3drt A dr?) =

ovl avZ av3 I A A d ovl avZ 9v3
:*((ﬁ+872+?) /\1’/\7') 81+W+ﬁ

(c) fe C°°(1R3),
0 8
9 g f S 4y =

Af:—*d*df:—*d*(a r + 83
_ f of ‘1,3, 9f 1, 2\ _
= *d(aldr Adrd — arzdr Adr +Br3dr ANdre ) =

(azf ?*f azf)drl 2. .3 A *f S
ort? ar22 ar32 orl? o2 93%
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De la mateixa manera també es poden retrobar resultats ja coneguts derivats de la
versi6 habitual del teorema d’Stokes pero ara en el llenguatge de les formes diferencials.
Per aquest motiu ens centrarem en integrar en varietats riemannianes orientades com és
l'espai euclidia R®.

Per simplificar els calculs amb 1'operador de Hodge, donat un sistema de coordenades
(U,x',...,x") en un entorn d’un punt del domini regular on ens interessa fer la integra-
ci6, aplicarem Gram-Schmidt respecte al producte escalar donat per la métrica g;;, el qual
denotarem per (, ), a {0/0x'}, els quals s6n una base de M,, Vm € U, per tal d’obtenir
una base ortonormal {e'} per tot m € U. Aixi doncs, respecta la base ortonormal dbvia-
ment la métrica presenta un aspecte de metrica euclidia i la seva inversa, que indueix el
producte escalar en M;;,, també.

Un cop concluida la normalitzacié definim wy, ..., w, com w;(e/) = 0ij (w; = e i
viceversa) i aleshores {w;} sera una base ortonormal de E'(U) respecte al producte escalar
donat per ¢/ ja que el dual d"una base ortonormal és ortonormal.

Si considerem dos bases ortonormals d’entorns U i U’ respectivament, aleshores en
unu’

wi A Awy = det(o)wy A -+ A,
on ¢ és una matriu de canvi de coordenades, que al tractar-se de dos bases ortogonals,
és una matriu ortogonal i aix0 implica det(c) = £1. Si les dues bases tenen la mateixa
orientaci6 aleshores det(c) = 1 i aleshores coincideixen alla on es solapen. Si considerem
I'operador * de Hodge respecte a aquesta base, tenim que /|g| = 1 i per tant el nostre
element de volum invariant és wq A - - - A wy, on ja s’ha fet un tria de 1’orientacié. Seguint
aquest raonament la integral d’una funcié f € C*(D) resulta

/Df:/D*f:/wal/\~~~/\wn.

Teorema 2.20. (Teorema de la divergéncia) Si V és un C* camp vectorial en una varietat
riemanniana orientada M, D és un domini reqular de M i #i un camp vectorial unitari exterior en

dD, es compleix
/ divV = / (v, 7) 2.3)
D aD

on (,) correspon al producte escalar definit per la metrica i divV té suport compacte.

Demostracié. Per la demostracié d’aquest teorema ens interessa trobar una n-forma de
volum wj A --- A w, que no s’anulla en tot D i tal que wq|sp = 0 amb la qual definir
la integral de la funci6 amb suport compacte, que en aquest cas sera *d * V. Per aquest
motiu, en el procés explicat més amunt fem Gram-Schmidt perd considerant ¢! = 7, és
a dir w1(d) = 1, el qual al ser unitari formara part de la base i el farem considerant
els entorns de cada punt de dD. Com hem vist que en el solapament la n-forma resta
invariant a I’hora d’integrar tindrem sempre aquesta n-forma.
Respecte a la base considerada tenim

V=Ve+.. . +Ve"=V=Viw +...+ Vyw,

on f; sén funcions continuament diferenciables amb suport compacte en D. Si apliquem
I'operador * de Hodge

*V:Vlsz---Awn+...+(—1)"‘1Vnw1/\---/\wn_1é*V|aD:Vlw2A~~~Awn.
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A més,
(v,it) = (V,e!) = W.

/leV /*d*V /‘**d*V /d*V

(Stok
toes/ xV = / (V,dywy A - /\wn—/ (V,7)
aD aD

on, en aquest cas, xx = (—1)"(n —n) = 1. O

Si integrem

Proposicié 2.21. (Identitats de Green) Siquin M una varietat riemanniana orientada, D un
domini reqular en M, f i g funcions continuament diferenciables amb suport compacte en D. Si #
és un camp vectorial unitari exterior al llarg de 0D, denotem 7i(g) com dg/on, aleshores tenim les
segtients igualtats

ang% = /D<gmdf,gmdg> —/Dng)- 2.4)
/aD(fg% —g%) = /D(gAf—ng)~ (2:5)

Demostracié. Els calculs previs a fer s6n semblants als fets en el teorema de la divergencia.
En aquest cas, en comptes de *V tenim f * dg, per tant tornem a fer una elecci6 concreta
de base ortonormal (e; = #) per tal que

98
d=/ dg, )y A Awy = | f28
| frdg= [ flagiwrn-nw= [ rE
D’altra banda,
— [ fag= [ fodrdg) = [ ferdndg) = [ fldxdg) = [ a(fedg)— [ df nxd
/ng fGdwdg) = | flexdxdg) = | fldxdg) = | d(fxdg)— | df \dg
si utilitzem la Proposici6 2.14, tenim en compte que || = 1, obtenim
/d(f*dg) /df/\*dg / fxdg) — /(df,dg)
D
com (df,dg) = (df,dg) = (grad f,grad g), aleshores
~ [ fag= [ d(f «dg)~ [ (grad f, grad
[ 183 = [ a(f+dg) — [ (grad f,grady)
i aplicant Stokes al primer terme de la dreta de la igualtat
d :/ d f,erad —/ A
/an* §= | (gradf gradg) — | fAg

on, com ja hem demostrat, [, f*dg = [, fg—ﬁ
La segona identitat es veu facilment si utilitzem la que ja hem demostrat:

/aza(f%i —g%) = /D<gradf,gradg> —/Dng—/D<gradg,gradf> +/DgAf=
= /D(gAf*ng)

ja que (,) és simetric. O



Capitol 3

Equacions de Maxwell

En els capitols anteriors hem exposat tots els continguts necessaris per desenvolu-
par, en tota la seva extensio, les equacions de Maxwell en termes de formes diferenci-
als. Per simplificar les equacions fixem les segiients constants pg = 4710~7C 2kgm,
€0 = 1/(36m10°) C?2kg='m=3s2 i ¢, la velocitat de la llum, a 1. Fl fet de fixar aques-
tes constants no canvia absolutament en res el contingut matematic de les equacions de
Maxwell.

3.1 Equacions de Maxwell i tensor de Faraday

Les equacions de Maxwell al buit sén
VB=0  VxE+9B=0 (3.1)
VE=p, VxB-9E=7j (3.2)
on j és la densitat de corrent electric total, o la densitat de carrega electrica total, E =
(E', E2, E®) el camp electric i B = (B!, B, B?) el camp magnetic. Les dues primeres equa-
cions, (3.1), sén equac1ons homogenies i les altres dues, (3.2), sén inhomogenies.
El fet que V B = 0, fa que si considerem B com un camp vectorial, podem definir una

2-forma diferencial w; = *B € E?(R3) on R? esta dotat amb la métrica euclidiana, com
w1 = Bldr? Adr3 + B2dr3 Adr! + B3dr! A dr? aleshores

OBl 9B2 OB\ 1. .0 . .3 e
dw1_<ar1+ar2+a3>d1’ ANdre ANdr® = (V )dr Adr? Adr® = 0.

Per tant, com dw; = 0 podem aplicar el lema de Poincaré i aleshores sabem que ha
d’existir una 1-forma diferencial « € E'(R3) tal que a = Aldx! + A%dx? + A3dx3 amb Al
funcions continuament diferenciable tal que w; = dua, és a dir,

9A2 Al A3 Al A3 AT\, , . 4
le—(arl—az)d /\d +(al_a3)d Ad +<_r>dx /\dx—

= BYdr2 Adr® — B2dr! Adr® + B3drt A dr? =

36
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Lo AT A%, 9Al 9A% L, 0AZ 9AT
a2 ard’ or3 orl’ orl or?

aixd és equivalent a si considerem A = (Al, A2, A%) i
B=V x A. (3.3)

Aquest camp vectorial A és conegut a la fisica com vector potencial. D’una manera
semblant, utilitzant l'altra equacié de (3.1), tenim que V x (E + 9;A) = 0, si definim una
1-forma wy = Cldr! + C2dr?> + C3dr3 amb C' = E' +9A? on i = 1,2,3 aleshores podem
prendre dw,,que com hem vist per una 1-forma, i aleshores

e acl ac®  acl\ ,, s [3CP AC2\ ., 4

per la condici6 V x (E +9;A) = 0. Novament estem en disposici6 d’utilitzar el lema de
Poincaré per assegurar que existeix una 0-forma, és a dir, una funcié diferenciable, que
anomenarem —¢ on el signe negatiu s’incorpora per motius fisics tal que wp, = d(—¢). Si
apliquem 4 en aquesta funcié obtenim

? ? ?
=9 =~ aj; a(l;”l2 a(gdr -

= Cldr! + C%dr* + C3dr* — E40,A = —V¢.

Aquesta funci6 escalar ¢ es coneix com a potencial escalar eléctric. Aquest nom prové
del fet que en l’electrostatica (quan el camp magnetic i electric no depenen del temps)
tenim E = —V¢ que és la definici6 habitual d’un potencial. Reordenant, el camp electric
és igual a

E=-V¢-— aA (34)
Un punt crucial de les equacions de Maxwell és que donats E i B els potencials ¢ i A no
estan definits tinicament. Si considerem una funci6 escalar A(X,t) aleshores si introduim
els canvis oL

A A-VA(Xt)

oo bt 10A(X,t)

c ot

aleshores
B=Vx(A-VA)=VxA
19A. 10A 10 = - 10A
= Vo) ca tea AT Y o

D’aquesta llibertat per tirar ¢ i A en diem simetria gauge.
Considerem ara I'espai de Minkowski R} ; i definim en aquest espai el 4-vector del

potencial A" = (¢, A), el qual es pot interpretar com un camp vectorial en R*. Mitjangant
la metrica podem transformar el 4-vector A¥ en

Ay = A’ = (=, A) & A = —pdx" + Aldx' + A2dx? + A3dx>.

Per simplificar la notacio de vegades, denotarem F,,dx" A dx" simplement per Fy, i el
mateix per FIV -2 57 ® axL i FHv.
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Definicié 3.1. El tensor de Faraday és un tensor antisimetric tipus (0,2), Fyy, la matriu del
qual queda definida per
(Fuw) == 0y Ay — 9, Ay (3.5)

Els coeficients sén Fy; = dgA; — 9;Ag = —E! per i = 1,2,3, Fjp = B3, Fj3 = —B% i Fp3 = BL.
En forma matricial, el tensor de Faraday, té la segiient forma

0 —-E' —E2 _—E3
E! o0 B3 —B2
(P?‘V) = E2 _B3 0 B! : (3.6)

3 B2 _B! 0

De fet el tensor de Faraday considerat com a una 2-forma (un tensor antisimetric tipus
(0,2) no deixa de ser una 2-forma) F no és res més que dA on A és la 1-forma descrita
anteriorment. Fs a dir,

F=dA=Y Fjdx' ndx = — Y E%x® Adx® + Bldx? Adx® + B2dx® Adx! + Bldx! A dx®.
i<j a=1

(3.7)

Un element important per desenvolupament de la segiient seccié és veure com actua

l'operador * de Hodge en els elements de F.

Lema 3.2. *F = Zi:l BYdx9 A dx® 4+ Eldx? A dx® — E2dx! A dx® + E3dx! A dx?.

Demostracié. Per la definici6 del producte de Hodge tenim, en aquest cas, (F); = %eiklmF lm,
on Fk = girgkq Fpy. La matriu de Fik és

0 El  E? E3
—E! o0 B3 —B2
—E2 —-B3 0 Bl
-3 B2 _Bl

(F') = (g"g"PF,p) =

o

Aplicant aquestes igualtats per cada possible coeficient de *F obtenim

(e0213F" + €0oa1 F°1) = B2,

NI~

(€0123F% + €g132F*%) = B, (*F)o2 =

N —

(xF)o1 =

(e0312F + €gan1 F?1) = B3, (%F)12 = = (€1203F® + e1230F*) = E?,

NI~
NI~

(*F)03 =

1 01 10 2 1 01 10 1

(F)2s = 5 (€2 F" +ex0F ") = —E%,  (xF)os = 5 (e I + €x310F ) = E.
Que s6n exactament els coeficients que buscavem. O

Observaci6 3.3. Com ja s’ha dit (xF)q; representa xFydx® A dx!, (xF)op representa xFyydx® A
dx? i el mateix per la resta.
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3.2 Forma integral de les equacions de Maxwell. El contin-
gut geometric de les equacions de Maxwell

Un cop presentades les equacions de Maxwell, a I’estar descrivint una teoria fisica, un
dels aspectes claus és interpretar fisicament que ens diuen aquestes equacions. Per aquest
motiu, una de les formes de veure el contingut fisic, en aquest cas geometric, és expressar
les equacions de Maxwell en forma integral. Per aquesta transformacions sera important
considerar els resultats presentats en les seccions 1.6 i 2.4.

Especificament ens centrarem a examinar el comportament del tensor de Faraday F/*"
sota canvis de coordinades que no canvien la coordenada del temps x°, és a dir, sota
transformacions de la forma

x/O — xOI x/z — x”(xl, x2/ x3)‘

Com les coordenades x1, x2, x3 per un xY fixat s6n essencialment euclidianes (si traiem la
primera coordenada la metrica de l'espai de Minkowski es pot considerar com euclidia-
na) podrem aplicar tota la informacié que tenim d’integracié en varietats diferenciables
riemannianes. En aquest cas, estem considerant l'espai euclidia R>.

(a) En primer lloc, considerem el camp vectorial B = (Bl, B2, B3 ) en R3, mitjangant el
teorema de la divergencia (2.20) obtenim per un domini regular tridimensional U

amb vora I':
/ / / div Bdx' A dx? A dxd = / / (B, it)do (3.8)
u T

on do = wy A ws, la unitat d’area, amb w,, w3 descrits com en la seccié 2.3. Aquesta
equaci6 també es coneix con la férmula de Gauss-Ostrogradski. Mirant les equacions
de Maxwell veiem que div B =V - B = 0, per tant,

//r<§, iydo = 0.

Aquesta igualtat ens diu que el flux del camp magnetic a través d’una superficie
tancada és sempre zero. Aixo0 ja ens déna una idea sobre que les linies del camp
magnetic sén tancades, és a dir, no tenim monopols (en cas d’existir V - B # 0).

(b) A continuaci6, ens centrem en l'altra equacié homogenia, V x E + % = 0. Sigui
}é Eldx! +}4 E2dx? —I—f E3dx®.
Jr r r

on § es refereix al fet que I és un cami tancat. Aplicant el teorema d’Stokes obtenim

y{ Eldx! + ]{ E%dx* + f E3dx® =
Jr T T

"~ 0E,  OE 0E; OE J0Es OE
= //u[(a—xf - a—x;)dx1 Adx? + (a—xi’ — a—x;)dx1 Adx® + (a—x; — a—xg)dx2 A dx)

aleshores podem utilitzar el segiient resultat:
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Teorema 3.4. En l'espai euclidia R3, la integral doble d'una 2- forma en una superficie U
parametritzada per les coordenades z',z% on ' = ri(z!,22) (r1,72,r3 sén les coordenades
euclidianes habituals) es pot reduir a la segiient integral

/ /u Tjdx A dyf = / / Igldz! A dz? (3.9)

on il és el vector normal unitari a la superficie, T és el vector amb T! = Ty, T? =
—Ti3, T3 = Tpp i g és el determinant de la matriu (gl-]-) on gjj és la metrica induida en
la superficie per la meétrica euclidiana.

Demostracid. Per métrica induida ens referim a la 2-forma diferencial no degenerada
hydzk A dz! amb k,1 = 1,2 tal que

P ort  or/
k= @gi]’@

on g;j; és la métrica euclidiana habitual de R3 i per qualsevol punt de la superficie.
Per tant, es pot reescriure hy; com

e — ort o
kKl = @&'i@

Per a tot punt m de la superficie % | m. % |m és una base de 1’espai tangent en aquest

punt (estem considerant la superficie com a varietat diferenciable). Aquests vectors
’ 7 : 370 0 0

s’expressen respect.e ala bas.e de l'espai t.ange.n.t de R { T 370 m} en qualseyol

punt de la superficie (a partir d’ara per simplificar notacié no escriurem explicita-

ment que estem avaluant en aquell punt)

f 0 g
9zl &~ 9zl ox
9 3. ort 9

Aixi doncs 7 sera igual al producte vectorial habitual en R® de ¢ i 7 en cada punt,
[&,17]. En altres paraules,

[/
(&), 1&ml)

SL
|

Es facil calcular que

orZord ol or? ardorl  orlord orlorz  or? ort

e =152 = 5923192 971922 3192 921922

en la base de l’espai tangent de IR®. De fet, aquests termes es poden identificar com
els menors del jacobia (9r* /9zP) i sén els mateixos termes que acompanyen T;j quan
apliquem el canvi de coordenades. Per aquesta ra6 podem escriure

// Tl-]-dxi/\dx] // L& y))dz! A dz?
u
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(©)

(d)

on T = (Tp3, —Ti3, T12). Per ultim observem que

(&l IS ml) =h

on h és el determinant de la matriu (/). Gracies a aquesta igualtat 7i = [%ﬂ i, per
tant,
// Tyjdx' A dx) = // \h|dz! A dz?
u
com voliem veure. O

Gracies a aquest teorema i expressant el resultat en una base ortonormal dels espais
tangents de la superficie (fent \/|g| = 1) que estem considerant, obtenim
8E2 3E1 0E3; JE; 0E3; dE;

ok 0b1 Ok3 _9L1, .1 3, (983 9L2,, o 31 _
// ol )d A dx? +(8x1 ax3)dx A dx +(ax2 8x3)dx A dx’]

://<§><Enda
u

on do és I'habitual element d’area i V x E és aquest camp vectorial definit com en
el teorema. Si incorporem la informacié donada per 1'equacié de Maxwell, obtenim

- //u<?f i)do = l_il fr E'dx’ (3.10)

Aquesta igualtat ens diu que el ratio del canvi de flux del camp magnetic a través
d’una superficie respecte al temps és igual a la circulacié del camp electric al voltant
de la vora de la superficie. Aquest fet posa de manifest com un corrent eléctric pot
fer aparéixer un camp magnetic.

Considerem ara 'equacié inhomogenia V - E = p, es tracta d’un cas semblant a
l'apartat (a) i per tant si considerem el camp vectorial E = (El,EZ, E3) aleshores
mitjancant el teorema de la divergéncia (2.20) obtenim per un domini regular tridi-
mensional U amb vora I':

/ / div Edx' A dx? A dx® = / / (E, 7)do @3.11)
u T

i utilitzant la relacié obtinguda de les equacions de Maxwell

///up dx! A dx? A dxd = //rué, i)do (3.12)

on do és, com abans, la unitat d’area. Aquesta tltima igualtat s’interpreta com que
el flux del camp eléctric a través de la superficie d'una regi6 de 'espai és igual a la
carrega total continguda en la regi6. Es a dir, el flux eléctric no es veu afectat per
carregues fora de la regi6 considerada.

Per tltim veurem la forma integral de I'equaci6 inhomogenia V x B + %[;? = jla qual
la calcularem de forma similar a (b) pero ara considerant el camp magnetic. Sigui

7{ Bldx! + jf B2dx® + f B33,
T T T
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on § es refereix al fet que I' és un cami tancat. Aplicant el teorema d’Stokes i pel ja
vist anteriorment

dex +f32dx +%B3dx —// (¥ x B, )

fent servir I’'equacié inhomogenia i la bilinealitat del producte escalar resulta

fB ! +7§Bzdx +fB3dx —// _% 5 da+//u<f,ﬁ>da. (3.13)

Aquesta ultima igualtat s’interpreta com que el corrent net a través d'una superficie
menys el ratio de temps de canvi del flux del camp electric és igual a la circulacié
del camp magnetic al voltant de la frontera de la superficie.

3.3 Equacions de Maxwell en termes de formes diferencials

En el moment de presentar les equacions de Maxwell hem diferenciat dos tipus (3.1) i
(3.2). Aquesta distinci6 és important, ja que expressarem les dues equacions homogenies
com una de sola i el mateix per les inhomogenies.

3.3.1 Equacions homogenies de Maxwell
Expandint (3.1) s’obté

- oB! 0B? 09B?

@ X E + 8t1_§ =0&
LOE AE OB aEl o om _ oE B op
ox2  ox3  9x0 7 9x®  oxl  9x0 7 o9xl ox2  9x0
Considerant el tensor de Faraday F en termes de formes diferencials podem provar el
seglient resultat:

=0. (3.15)

Teorema 3.5. Les equacions homogenies de Maxwell vénen donades per dF = 0.

Demostracié. Si calculem dF obtenim

3
dF = — Y dE*dx® Adx" + dB'dx® A dx® + dB?dx® Adx' + dB?dx! Adx* =

a=1

1 1 2 2
= fgizdxo Adx! Adx® + g%dxo Adx® Adx + gildxo Adx' Adx* — gisdxo Adx? Adx®—

—gidx Adx® A dxt —O—g—dx Adx? A dx® —i-g—dx Adx? Adx® —i-g—dx Adx? Adx®

—0—%5&0 Adx3 Adx! + g?dxl Adx® Adx® + %dxo Adxl Adx? + g?dxl Adx? Ndx® =
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= ( 8x2+8x1+80)dx Adxt A dx +(8x3 o%, axo)d Adx® A dxt

oE2 9E3 9Bl oBl 9B? 9B3
@‘f’axz ao)d /\dx /\dx +(7+

1 2 3
d .
3l ax2+a3)dx Adx® A dx
Siigualem dF = 0, aleshores aix0 és equivalent a

+(-

(,LP+LE:2+L]33)— (§,L§+%)— (,§+8E3+831)—0
ox2  ox!  ox07 T tox®  oxl oo9x0) 7 9x3  9x2  o9x0)
les quals s6n les mateixes equacions que en (3.15), i
oB' 9B> 0B
Gar a2 T 5 =0
correspon a (3.14). O

Hem vist que, utilitzant formes diferencials, podem reduir les dues equacions homo-
genies de les equacions de Maxwell a una equacié simple i compacte, dF = 0. Una altra
forma de veure aquesta igualtat és observar que

dF = ddA = 0. (3.16)

Es important observar que no hi ha cap connexié entre 'obtenci6é de dF = 0 i la metri-
ca. Aix0 no passara en les equacions inhomogenies. Aquesta part es veura en la seccié
seglient.

3.3.2 Equacions inhomogénies de Maxwell

De (3.2) obtenim
VE=pe L +24+2=p (3.17)

i també

on (p, po!, pv?, pv3) amb p, com ja hem vist abans, la densitat total de carrega i v =

(vl, vz, %) la velocitat de carrega en cada punt de I’espai 3-dimensional amb coordenades

x!,x%,x3. Abans d’entrar en la demostraci6 de 1'obtencié de les equacions en termes de

formes diferencials definirem respecte a 1’espai de Minkowski el 4- vector del corrent.

Definici6 3.6. El 4-vector del corrent ]’; 2 esta definit com

iy = (0, 0", p0%, p0%).

Podem expressar j4), = gwj(v4) = (—p, pv!, pv?, pv®) en termes d’una 1-forma dife-

rencial, J,

3 . .
J=Y_jdx' = —pdx" + pv'dx! + po?dx® + pvdx®. (3.19)
i=0
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Teorema 3.7. Les equacions inhomogenies de Maxwell vénen donades per xd x F = |.

Demostracid. En comptes de veure *d * F = | demostrarem que d x F = *] ja que *J és una
3-forma diferencial i per tant s = (—1)#=3)3+1 =1,
Pel lema 2.2 sabem que

3
*F = 2 BYdx% A dx® + E'dx?® A dx® — E2dx! A dx® + E3dx! A dx?

a=1

si apliquem d obtenim

3
d«F =Y dB"dx" Adx" + dE'dx* Adx® — dE?dx' Adx® + dE%dx! A dx® =

a=1
oB! oB! 0B o .4, OB% o,
= dx Adxt A dx? —i——dx Adxt Adx® — = dxO Adxt Adx® + == dx0 Adx? Adx
9x2 9x3 ox1 0x3
B> 0 1 3 0B 0 2 3, OF ! 0 2 3 JE! 1 2 3
—dx Adx" ANdx ——dx ANdx ANdx —Q——dx ANdx ANdx® + —dx" ANdx® Ndx
oxl ox? 9x0 oxl1
2 2 3 3
C 9B 130 dxl A did + aidxl Adx® Adx® + aidxo Adxt Adx? + OE 13l pdx? A d® =
9x0 0x2 9x9 0x3
oE! 09E? 09FE? 0B 0oB® OF!

:(ﬁ‘Faxz +ﬁ)dx /\dx /\dx +(ﬁ—ax2 +a—0)dx /\dx /\dx

oBl 09B3 9QFE? oB! 9B? QE3

(@_ﬁ_@)dx Adxt A dx® +(a o +ao)d Adxt A dx?
(*])123 = €z’ = p, (*])o2s = €1023f" = —pv',
(*])o13 = 62013]'2 = PUZ/ (*f)o12 = 63012]'3 = —PUB,

En altres paraules,
] = pdx! Adx® Adx® — potdx® Adx® Adx® + po?dx® Adxt A dx® — poPda® Adxt A dx®.
Si considerem d x F = %], aleshores
(§+LISZ+L§)_ (—%+@—§)— ol
ol o o) T a3 a2 a0 P
(g_@_ﬁ)_vz (_ﬁJFLBZ_E)_Yﬁ
a3 oxl  ox0) P ax2 "ol ax0) P
i aix0 prova el teorema. O

En aquest cas, com hem utilitzat el producte de Hodge, la métrica si juga un paper
important en les definicions. En resum, hem demostrat que les equacions de Maxwell en
termes de formes diferencials podem ser escrites mitjangant dues equacions aparentment
senzilles

dF =0 (3.20)

xd*F = J. (3.21)

Un cop obtingudes aquestes equacions volem veure ara quins resultats ja coneguts podem
retrobar utilitzant aquest llenguatge de formes diferencials.
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3.3.3 Equacié de continuitat

L’equaci6 de continuitat déna una idea sobre el canvi del flux de corrent electric segons
la variacié de la carrega total que tinguem. Es tracta d’'una formulacié matematica que

recull la idea de la conservacié de carrega i I'equacié que s’obté de forma natural de les

equacions de Maxwell és V - f = — %—f. Si utilitzem (3.21) es pot obtenir facilment I'equacié

de continuitat
xsdxF=]<odxF=%x]=>dd«F=d+x]=dx]=0,
Utilitzant els calculs fets en el Teorema 2.5 sabem que
] = fldxt Adx® Adx® — j1dx Adx® Adx® + Pdx® Adxt Ada® — Bda® Adxt A dx®
i, per tant,

_/9p ajl afz 8j3 0 1 2 3,90 & 2.0 1 2 3
d*]—(@—ﬁ—@—i—@—i—@)dx Adx* Ndx* Ndx —(ﬁ—i-v j)dx? Ndxt Adx® Adx®.

Igualant d * | = 0, obtenim I’equacié de continuitat.



Conclusions

En aquest treball s’ha vist, en primer lloc, una introduccié a les nocions més basiques
de la geometria diferencial. En concret, hem vist com traslladar cap a les varietats dife-
renciables conceptes coneguts del calcul diferencial com, per exemple, derivades direcci-
onals, corbes o integracié. A continuaci6, s’ha definit el concepte de varietat riemanniana
aixi com de varietats pseudo-riemanniana on s’ha vist també 1'operador * de Hodge, un
concepte molt 1til per poder definir, en varietats riemannianes i pseudo-riemannianes,
operadors com el gradient, la divergencia o el laplacia.

Finalment, hem aplicat tots els conceptes en la reformulacié de les equacions de
Maxwell en termes de formes diferencials. D’aquesta manera hem demostrat que aquestes
equacions poden ser expressades amb només les dues equacions segiients

dF =0 xdxF=1]

i a partir de les quals es pot observar com la primera no depén de la metrica escollida.
Aquest fet és clau per entendre com, per exemple, les equacions homogenies de Maxwell
poden ser invariants sota el grup de Galileu. També s’ha vist com 1’equacié de continuitat
apareix de forma natural d’aquestes equacions i, per tant, la conservacié de carrega és un
concepte intrinsec dins les equacions.

A més, hem comprovat com es poden retrobar resultats coneguts de les equacions de
Maxwell al buscar la seva forma integral. Aquesta forma integral permet fer una analisi
més fisic de les implicacions d’aquesta teoria de l’electromagnetisme.

En resum, aquest treball només mostra un cas molt particular de tot el potencial que
el calcul tensorial pot oferir en el marc de la fisica teorica.
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