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Introduccién

El comienzo del siglo XXI ha visto el nacimiento de una nueva revolucion, la de la informacién.
Sélo entre 2013 y 2015 la humanidad gener6 méas datos que en toda su historia previa. Esta
avalancha de bytes ha servido como catalizador para el desarrollo de herramientas capaces
de clasificar grandes cantidades de informacion. Es en este marco donde los denominados
algoritmos de Machine Learning han encontrado un terreno fértil donde prosperar.

Se define Machine Learning como la disciplina del ambito de la Inteligencia Artificial que crea
mecanismos capaces de aprender de forma autonoma. En general, la caracteristica principal
de todos los algoritmos de este tipo es que su comportamiento esta determinado por una
serie de parametros, y mediante el empleo de grandes muestras de entrenamiento, se busca
modificar estos parametros de manera que el algoritmo sea capaz de llevar a cabo una tarea
clasificatoria de manera eficaz.

Dos de los mecanismos de Machine Learning més famosos son los Modelos Ocultos de Markov
(HMM) y las Redes Neuronales Artificiales (ANN).

Los HMM se enmarcan dentro de la teoria de las Cadenas de Markov, y aunque estos procesos
estocasticos son conocidos desde su introduccién en 1907 por el mateméatico ruso Andréi
Markov, la gran cantidad de aplicaciones practicas que tienen los ha convertido en uno de los
modelos probabilisticos mas empleados en la actualidad.

Por otro lado, las Redes Neuronales Artificiales son un modelo computacional basado en el
comportamiento de las neuronas en los cerebros biolégicos. Ya en los anos 50 se crearon
los primero algoritmos de este tipo, pero en 1969 Minsky y Papert demostrarén que estos
primeros ANN’s eran incapaces de procesar el operador 1légico XOR (disyuntor 16gico de
dos operandos que solo es cierto cuando los dos valores de entrada son diferentes), lo cual
fue un duro golpe para este campo. Sin embargo, en 1975 este obstaculo fue superado por
Paul Werbos con la creacion del algoritmo de Back-Propagation, y hoy en dia esta técnica se
encuentra en pleno renacimiento, con companias como Google o Facebook usando ANN’s de
gran complejidad en muchos de sus algoritmos estrella.

En este trabajo estudiamos primero procesos en espacios de secuencias, marco teorico de
las cadenas Markov, y daremos unos cuantos resultados importantes como la existencia y
unicidad de estos procesos empleando una version del Teorema de Extensién de Kolmogorov.

Continuaremos definiendo qué es una cadena de Markov y comentaremos sus principales
caracteristicas y propiedades

En el tercer capitulo analizamos los Modelos Ocultos de Markov y daremos algunos ejemplos
que hemos utilizado en la realidad.

El cuarto capitulo estard dedicado a las Redes Neuronales Artificiales: definiciones bésicas,
componentes y principales algoritmos que se emplean, asi como un par de ejemplos donde se
aplican.

En el dltimo capitulo terminamos dando las nociones de cémo seria un modelo que combinara
ANN’s y HMM’s para poder explotar las principales ventajas de ambos.



1. Marco Teoérico de las Cadenas de Markov

En este primer capitulo desarrollamos toda la teoria en la que se asienta las Cadenas de
Markov. Empezaremos viendo qué son las secuencias y, a continuacion, el tipo de espacio
de probabilidad conocido como el de Procesos. Ademés, mediante una versiéon adaptada del
Teorema de Extension de Kolmogorov demostramos que estos procesos estan definidos de
forma tnica.

Secuencias

Comenzamos definiendo el conjunto canénico X = {0,1,...,m — 1} con m € N llamado alfa-
beto, cuyos elementos se denominan simbolos, los cuales no tienen por qué ser necesariamente
nimeros naturales. Si z € X%, entonces © = ---x_;2¢z; - -+ €s una secuencia numerable

bi-infinita, donde los indices ¢ < 0 denotan el pasado de la secuencia, y los ¢ > 0 el futuro,
particularmente el indice ¢ = 0 es el primer simbolo desconocido de la secuencia.

En estos términos definimos una palabra w € X' de longitud [, como una I-tupla de X. ()
denotard la palabra vacia de longitud 0. Una subsecuencia s es una estructura s = (w, a, b),
donde w es una palabra y a,b € Z tq |w| = b —a+ 1. Asi, s puede también escribirse
S = 848y, ¥ a representaria el tiempo inicial, y b el tiempo final. Una secuencia x
contendrd a la subsecuencia s si Vt € [a, b], s, = ;. En muchas ocasiones identificaremos s y
w indistintamente, ya que lo tinico que las diferencia es el contexto temporal que le da a w la
subsecuencia s.

El conjunto A = {z € X%|z; = s;Vi € [a,b]} es el conjunto de las secuencias de X% que
contienen a s. Si por ejemplo s = (), (a,a — 1)), entonces A, = XZ.

Por dltimo, el conjunto X* denotara el de todas las palabras.

Procesos

Un proceso () es un espacio de probabilidad estacionario en un espacio de secuencias.

Una medida de probabilidad es una funcién que asigna probabilidades a conjuntos del espacio
medible de probabilidades (X%, X), donde X es el conjunto definido como la menor coleccién
de subconjuntos de X% tal que:

1. Para toda secuencia s, A, € X.
2. X es cerrado bajo complementos y uniones contables. Es decir, X es una o-algebra.

En definitiva, X es la menor o-algebra que contiene los conjuntos A, fijados por s.

Definiremos P la medida de probabilidad sobre XZ tal que P(s) = P(A,), tenemos en
particular:
P(0) = P(X")



En nuestra definicién de proceso nos referiamos también a ellos como estacionarios. Esto
quiere decir que si D es la funcién desplazamiento D : X% — X%, que actiia sobre todo
r € X% de manera que D(z;) = 4,1, es decir D desplaza el tiempo de origen, entonces se
cumple P(D'(A)) = P(D7Y(D(A))) = P(A). Esto en particular nos permitird tener bien
definido P(w).

Finalmente podemos definir de forma mas formal un proceso ) como el espacio de probabili-
dades estacionario (X% X, P).

Sea w una palabray s = (w, a,b), entonces si P estacionario P(w) = P(s). De manera trivial
podemos obtener que, si W, es el conjunto de las palabras de longitud [ > 0:

> P(wz) = > P(zw) = P(w) (1)

zeW; zeW;

Ademés, para w =

P)=1 (2)

El reciproco también es cierto, y cualquier funcién de X* que satisfaga (1) y (2) define un
proceso.

Unicidad de los Procesos

Este apartado estard dedicado a demostrar la unicidad de los procesos mediante el siguiente
Teorema. Nos basamos en la demostracién dada por Daniel Ray Upper!.

Teorema. Dado f: X* — [0, 1] que satisface:

L f0)=1
2. Ywe X flw)= Y flzw)= > flwz)

zeX* zeX*

existe un tinico proceso Q = (X%, X, P) tq Vw € X*, P(w) = f(w).

Este resultado deriva del Teorema de Extension de Kolmogorov (TEK). Usamos las notaciones
B(R") y B(RY) para referirnos a las o-dlgebras en R" y RY respectivamente.

Teorema de Extensién de Kolmogorov. Suponemos que nos dan un conjunto de medidas
de probabilidad p, consistentes en (R™, B(R™)), es decir que cumplen:

n n

pin1 (T T (ass b x R) = pn (I (a4, bi]).-

i=1 i=1
Entonces existe una tinica medida de probabilidad P’ en (RN, RY), con

n n

P'(x € [](ai,bi]) = (] (@i, b))

i=1 i=1

il



No demostraremos el TEK directamente, sino que lo usaremos para demostrar una variante
del mismo que se adapte a nuestras necesidades, teniendo en cuenta las diferencias que existen
entre el espacio de probabilidad (RY, B(RY), P') y el de un proceso estacionario (XZ%,X, P)

1. RN es producto de copias de R, mientras que XZ es producto de copias de un conjunto
finito X. Para resolver esta diferencia utilizaremos una aplicacion inyectiva g : X — R.

2. Los elementos de RY son secuencias infinitas mientras que los de X% son, de hecho,
secuencias bi-infinitas. Utilizaremos de nuevo una aplicacion, esta vez biyectiva h :
N — Z. Consideraremos los digitos en el orden 0,1, —1,2, —2,....

3. Por tdltimo, P’ no necesita ser estacionario, asi que usaremos el TEK para provar que
P existe, y luego veremos que es estacionario.

Introducimos primero las aplicaciones g y h.

g : X — R s6lo ha de cumplir que sea inyectivo, sin importar la imagen de los simbolos
reX.

La aplicacion biyectiva h : N — Z sera

h(n) = {n/Q n par

(1—mn)/2 n impar
Su inversa, por lo tanto:

h’l()— 2y y>0
Y7V122  y<o

Vemos como h envia 1,2, 3,4,5a 0,1, —1,2, —2 respectivamente, y viceversa con h~!. Definire-
mos el conjunto J(n) = {y € Z|h~'(y) < n}, y los valores d(n) y ¢(n) como los mayores y
menores de J(n) respectivamente, caracterizadas de la siguiente manera:

[\

n

¢(n) = min(h(n), h(n — 1)) = {jn ™ par
=" n impar
d(n) = maz(h(n), h(n — 1)) = {j{_l Z ii;ar

2
J(n) ={c(n),...,d(n)}

Observamos que ¢ y d cumplen las propiedades:

P1. Si n par, entonces h(n +1) < 0,¢(n+1) =c¢(n) — 1,d(n+ 1) = d(n).

P2. Si n impar, entonces h(n+1) > 0,¢(n+ 1) = ¢(n),d(n + 1) = d(n) + 1.

Demostraciéon

P1. Si n par, entonces n = 2i, para algin i € N\0, y

v



LML (nt 1) -2

h 1 = = =—-1<0
(n+1) 5 5 i <
y ademas
n+1 impar )
cn+1) = % =—i
n par
cn) =2 =—i+1

Luego c(n+1)=c¢(n)—1y

dn+1) = %:i

Por lo tanto d(n + 1) = d(n).
P2. Si n impar, entonces n = 2i 4 1, para algtin i € N\{0}, y

n+1 par 4 -

2142

hn+1) = Z;L:z'+1>o
y también
n—+1 par '
nt1) = 2 _
n impar

c(n) A 1-(2i41)

Luego c(n+ 1) =¢(n), y
n impar
A~ (2i+1)-1
d(n) = @GHDZL
n—+1 par '
dn+1) = 22 =i+1

Finalmente d(n + 1) = d(n) + 1.

Necesitaremos también definir una serie de conjuntos de subsecuencias, una funcién que nos
aplique esos conjuntos y, por ultimo, un conjunto producto.

Empezamos definiendo estos conjuntos de subsecuencias:

1. X» c X* el conjunto de todas las subsecuencias s = (w,a,b) que empiezan en el
tiempo a y terminan en el tiempo b. Vemos cémo incluimos a s en el conjunto X* de
las palabras, por la identificacién que hacemos de s y w.

2. De forma similar X7 C X* denotard el conjunto de todas las subsecuencias s =
(w, (c(n),d(n))) que empiezan en c(n) y terminan en d(n). Como |J(n)| = n, X7 es
un producto de n copias de X. La diferencia entre X” y X7 es cémo estén etiquetadas
las coordenadas, en el primer caso el orden es 1,2,...,n mientras que el segundo lo
hace como ¢(n),...,d(n). Por las propiedades P1 y P2 demostradas anteriormente,
tenemos que:



Si n es impar:

XJ(TL+1) — XJ(n) x X

Si n es par:

XJ(n+1) — X % XJ(n)

Ahora definimos la funcién H que envia subsecuencias en X7 a subsecuencias en R”. En el
caso que n = oo, H enviard secuencias bi-infinitas de X% a secuencias infinitas de RY. El
objetivo de esta funcion es reordenar los argumentos de las coordenadas y enviarlas a R. Si

z € X’ entonces hay una subsecuencia v € R" que satisface v; = 9(xh@e)), Vi € {1,...,n}.
Recordamos que g es una funciéon a la que solo imponemos que sea inyectiva, por lo tanto
no es invertible. Definimos H : X/ — R™ como H(z) = v. Siz = Te(nys - - - Tdn) € X7
entonces:

H(Te(m)Tep1 - Tam)) = 9(70)9(71) - - - 9(T)e(n)|+d(n) +1)

Esta funcién puede ser igualmente definida para el caso z € X%. Y aunque H no es invertible,
porque g no es invertible, si que tiene conjuntos inversos. Por ejemplo, si A C R", entonces:

HYA) = {z e X'M|H(z) € A}.

Finalmente, definimos el conjunto producto S como un subconjunto de X% de la siguiente
forma S = S, x...x Sy, donde S; C X. Si S’ C X, entonces S x S es un producto contenido
en X[@**+1 De forma natural definimos el cilindro C(S) de la siguiente manera;

C(S) = {.I c XZ|IZ € 5,1 € [CL, b]}

De forma parecida a como definiamos A, tenemos que C(S) es el conjunto de todas las
secuencias de X% que coinciden con la subsecuencia en S.

A partir de C'(S) definimos también el cilindro desplazado D(.S) como:

D(S) = {.2? € X[a_l’b_1]|l’i € Si—&-l?i +1€ [CL, b]}

Lema. Los cilindros C' y D verifican:

1. C(9)=C(SxX)=C(X xY9)
2. D(SxX)=D(S) x X =X x D(S)
3. D(C(9)) = C(D(5))

Demostracion.

Sea S =S5, X ... XS,

vi



1. Por definicién, Vi € Z,x; € X:
C(S)={xec X, € S;iclab)}={rcXlr,_ e Xy €S, i€ lab}=C(XxS)
De la misma manera:
C(S)={x e XPa; € S;i € [a,b]} ={r € Xt rpy € X ya; €8;,i € [a,b]} = C(SxX)
2. Teniendo en cuenta S x X C Xb+1;

D(S X X) = {33 S X[a—l,b}‘berl eX yx; € SiJrl,i +1€ [a,b]}
= {.1' € X[ail’bil}‘xi € Si+1,’i +1€ [a,b]} x X

De forma semejante a lo visto anteriormente también tenemos:

DS x X)={zve X2z, ye Xyua; € Sip,i+1¢€[a,b]}
= X x{re X 8 i4+1¢€ab}

D(C(S)) ={z € X% Ya; € Siy1,Vi+ 1€ [a,b] y x; € X,Vj ¢ [a,b]}
= {2z € X%|z; € Siy1,Vi+ 1€ [a,b]}
= C(D(9))
cqd

Corolario. Sea S = Scn) X ... X Sgm) C X7 un conjunto producto, y sea

A=C(S) = {z € X¥z; € Si,i € [e(n),d(n)]}

Entonces tenemos

D(S) = {z e Xl=td)=l 1 e G 1 i+ 1 € [e(n),d(n)]}

D(A) ={z € X%z; € Siy1,i + 1 € [c(n),d(n)]}
Ademés D(A) = C(D(A)) y, por el lema D(A) = C(D(S) x X).

Finalmente, observamos que para cada S € X*% existe un conjunto S’ € X7 donde
n = min(—2a,2b+1), tal que C(S) = C(S"). Como cada conjunto cilindrico puede ser escrito
como C(S) para algiin S € X[ esto significa que cada conjunto cilindrico puede ser escrito
como C(S’) para algtin S' € X7/,

Finalmente, ya estamos en disposiciéon de demostrar nuestra variante del TEK.

Teorema. Suponemos que tenemos una secuencia de medidas v, en X7 que satisfacen
que Vn y para todo S C X7, si n es impar,

U (S) = vp51(8 x X) (T.1)

vii



y si n es par,
U (S) = g1 (X x S) (T.2)
U(8) = vpia (D(S) x X), (T.3)

Entonce existe un tinico proceso estacionario @Q = (X%, X, P) tal que, Vn, S C X/,

P(C(S)) = vn(S5)
La demostracion la haremos en dos partes: primero demostraremos que P existe y, posterior-
mente comprobaremos que P es estacionario.

Demostracién. Definimos una secuencia de medidas p,, en RY de la siguiente manera:
si A C RY, entonces definimos p,(A) = v, (H™1(A)) = v,{z € X' |H(x) € A}, por la
definicién de anticonjuntos que establece H.

La consistencia de estas u’s se puede comprobar:

1 (A X R) = 0,1 (H (A X R)).

Dado que
H'(A)x X n impar

H ' (AxR)=
( ) {XxH‘l(A) n par,

obtenemos para fi,1

vpp1(HH(A) x X)  n impar

fint1 (A X R) = {vn+1(X x H71(A)) n par.

Ahora, aplicando T.1 y T.2 a la derecha de las igualdades

1 (A % R) = v, (H™(A)) = 1o (A).

Aplicando TEK sobre las p,,’s, obtenemos una tinica P’ en (RN, B(RY)) que concuerda con fi,,.
Por lo tanto, si A = Ay x ... x A,, Vi€ {l,...,n}, entonces existe una tnica probabilidad
P’ que concuerda con u,

P'lale; € Aii € {L,...,n}) = j(A)

Ahora pasamos a demostrar la segunda parte del Teorema. Definimos P tq VS € X,

P(S) = P'(H(z)|z € S)

viil



Probamos primero que P existe. Sea S € X7 tenemos

vn(S) = i (H(S)) = P'(a € RNja; ... a, € H(S)) = P(x € X2|zon) ... Zam) € S) = P(C(S))

Por lo tanto, esta P es en realidad una extensiéon de las p,,’s v existe.

Para ver que P es estacionaria, necesitamos demostrar que P(D(A)) = P(A) para cualquier
A € X que contenga al cilindro C'(S). Llamaremos a esta coleccién ©

0 = {C(9)|S ¢ X'™ para algin n}
Aunque cada A € © pueden tener asociado mas de un par n, S siempre escogeremos el de
menor n -que tiene asociado una tnica S-.

Si n es par, T.3 y el lema demostrado anteriormente nos da

P(A) = vn(5) = vaa(D(5) x X) = P(C(D(S)) x X)
= P(C(D(5))) = P(D(4))

Y por ultimo, vemos que ocurre lo mismo con n impar

Up1(S X X) = 0,11 (D(S x X) x X)

P(C(D(S x X) x X)) = P(C(D(S x X) x X))

= P(C(D(S) x X x X)) =P(C(D(S) x X) x X)
P(D(A) x X) = P(D(A))

Por lo tanto, P(A) = P(D(A)). cqd

Finalmente estamos en disposicion de demostrar nuestro nuestro teorema de partida.

Teorema Dado f: X* — [0, 1] que satisface:

L. f0)=1
2. Ywe X" fw)= Y flew) = > f(wz)

zeX* zeX*

existe un tinico proceso Q = (X%, X, P) tq Vw € X*, P(w) = f(w).

Demostraciéon. Primero construiremos v,’s que satisfagan T.1, T.2 y T.3 para a contin-
uacion aplicar el Teorema que acabamos de demostrar.

Vw € X* y Jw| =n, sea S = {w}; entonces definimos

X



Para un S C X7 S es una unién disjunta de conjuntos de la forma S,, = {w}, para cada
w € S. Podemos entonces definir v,, en todos los subconjuntos de X7™ como

ua(S) =3 a(Sw) = 3 flw).

wesSs weS

Para que las v,,’s sean realmente una medida de probabilidad han de cumplir v, (X J (”)) =1

Por induccion, si n = 0 entonces X7™ = @ y, por lo tanto f (0) = 1. Para los préximos pasos
de la induccion debemos usar la condicién 2 del Teorema, separando los casos par e impar.

Suponemos que (1) se cumple en n impar, entonces

v (X0 = Y )= Y Y flwa)

weXJ(n) weXJ(n+l) zeX
Y ) —(x) =1
weXJ(n+1)

En el caso de n par se hace de forma semejante

v (X0 = Y )= Y Y flaw)

weXJ () weXJ(n+1) zeX
— Y ) =) -1
weXJ(n+1)

Vemos que se satisface T.1 para n impar

() =3 flw) =3 3 flwx)

weS weS reX
= Y () = (S % X).
z€(SxX)

Para n par, comprobamos T.2

va(8) = 3 flw) =3 > flaw)

weS weES reX
= Z f(2) = v (X x 9).
z€(XxX)

Por ultimo, asumiendo que n es par vemos T.3

() =D flw) =23 > flwz)= >  f(2).

weS weS reX 2€(SxX)



Recordamos que, mientras que X x S C X7 no ocurre lo mismo con S x X ¢ X J(") sin
embargo si sabemos D(S x X) = D(S) x X ¢ X’™ v f no depende del indice temporal,
asi que

w(S)= > fla)= > f(z) =van(D(S) x X).

2€(SxX) 2€(T(S)xX)
Ya podemos aplicar el Teorema anterior para ver que 3! proceso Q = (X%, X, P) tal que,

Vn,S € X’ tenemos que P(C(S)) = v,(S). Por lo tanto, si definimos S = {w} para
cualquier longitud n y palabra w, se cumple

cqd

Ejemplo de Proceso

Para ilustrar el concepto de proceso, pondremos un pequeno ejemplo basado en un dado
‘ideal’ de seis caras, X = {1,2,3,4,5,6} y cualquier palabra de longitud [ tendra asociada

l
una probabilidad de P(w) = (%) . En particular, si la palabra es de longitud [ = 0, entonces

1
P(w) = (6>0 = 1. Si ademds tenemos otra palabra z € X entonces, a partir de (1) vemos
&l 1
que f(wz) = f(zw) = <6) > i (6) = f(w). Por lo tanto cumple tanto (1) como (2) y es
i=1

un proceso. cqd
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2. Cadenas de Markov

En este capitulo veremos qué es una Cadena de Markov, probaremos que se tratan de procesos
en un espacios de secuencias y, por lo tanto, se les puede aplicar el Teorema de Unicidad que
acabamos de ver. Veremos los diferentes comportamientos que los estados asociados a una
cadena son capaces de tener y demostraremos varias propiedades bésicas.

Definiciéon y Propiedades de una Cadena de Markov

Una Cadena de Markov (MC) de n-estados es un triplete (S, A, 7), donde S es un conjunto
de orden n, A es una matriz cuadrada de dimensién n, y # = {7, ..., 7,} es un vector de
longitud n, que cumplen las siguientes propiedades:

1. Cada columna de A tiene suma 1.
3. WZA =T.

Los elementos de S son los estados, A es la matriz de transicién y 7 es la distribucién
estacionaria sobre los estados S.

Si S es la o-4lgebra definida por el conjunto de los subconjuntos de S%, entonces (S%,S) sera
nuestro espacio medible, y definimos nuestra medida de probabilidades P de manera que si
V= Vo1 ...U_1, cON V; € S,

P(U) = TygQugvy - - - Qoy_svp_yq s

Definiendo P({)) = 1, vemos que una MC es un proceso estacionario.

Recordamos que un proceso es estacionario si cumple:

Z P(wz) = Z P(zw) = P(w) (1)

z€S z€S

P©) =1, (2)
La condicién (2) se cumple trivialmente. Para ver la (1) sea z € S, entonces
P(0z) = P(z0) = P(z) = ..

Por tanto, aplicando la propiedad 2 de las MC

P2MC

STPED) =D PM) =Y 7 = 1= P(0).

z€S zeS z€S

Ahora sea la probabilidad de la unién de v y z, y teniendo en cuenta la primera propiedad de

las MC

xii



P1MC
P(vz) = P(v)ay,_,. = Y Pwz) =P)Y a, . = Pv)-1=P(v)

z€eS z€S

En el otro sentido, la unién de z con v nos da
P(20) = TGy - - - Gy,

Por lo tanto

Z P(ZU) = <Z 7Tza21)0> Azvg - - - Ayy_gvp_y

z€eS zeS

Finalmente, aplicando la tercera propiedad de las MC, si tenemos en cuenta que Z T 20y €S
z€S
el elemento vy del vector mA, tenemos

P3MC
~=
Zﬁzazvo = Ty,-

z€S

Y terminamos viendo que

D P(20) = Tyyuguy - - - Quoy_pur, = P(0).

z€S
Concluimos que (S, A, 7) define un proceso en (SZ,S, P), cqd

Las MC’s pueden considerarse procesos “sin memoria”, es decir, que la distribucion de
probabilidad futura para X = (Xi,...,X,) secuencia de variables aleatorias, depende
unicamente del valor actual, mas formalmente:

P(XnJrl = .’L'nJrl‘Xn = Tpy--. ,Xl = .’L'l) = P(Xn+1 = l'nJrl‘Xn = Z'n)

Esta identidad es la denominada propiedad de Markov.

Si ademads Vi, j estados de la MC se cumple Vn > 1,p(i, j) = P(X,41 = j| X, = 1), entonces
se dice que la cadena es temporalmente homogénea. Ademads, los términos de la matriz de
transicién son constantes A = a;; = p(i, j).

Vemos un ejemplo para ilustrar mejor cémo funciona una MC?. La Ruina del Jugador es un
juego de apuestas en el que ganas 1€ con probabilidad p = 0.4 y pierdes 1€ con probabilidad
1 —p = 0.6. Suponemos que dejas de jugar si llegas a tener N€ o 0€.

Tenemos entonces:

Q41 = 04, ;-1 = 06, si0<i1< N

app =1, anny=1

Para N =14
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o =
o o
o
=
=~
o

oo o

0 0 06 0 04
0 0 0 0 1.0

En este modelo los estados 0 y N corresponden a estados fijos, ya que son los tnicos estados
alcanzables, es decir, que tienen probabilidad mayor que 0, son ellos mismos: p(0,0) =
p(N,N) = 1. A este tipo de estados se les denomina absorbentes.

Ya hemos definido p(i, j) como la probabilidad de ir del estado 7 al j en un paso. Ahora nos
planteamos como computar la probabilidad de ir de 2 a 7 en m > 1 pasos

pm(iaj) = P(Xn+m = .7|Xn = Z) (1)
Por ejemplo, consideramos la MC de la Ruina del Jugador para el caso N=4 ;cual es la
probabilidad de pasar de tener 2€ a tener 0€ en dos jugadas?
Simplemente consideramos los diferentes estados posibles y la propiedad

P(BN A)

P(BIA) = =prp

Entonces tenemos:

L P(Xy=0,X, =k Xo=2
P(Xo=0,X, =klXy=2)=) —2 1= F Xo=2)

NE

P(Xy = 0|Xp=2) =

k=0 k=0 (XO - 2)
_iP(XFo,Xl:k,Xo:m P(X; = k|Xo=2)
= P(Xl = k:\XO = 2) P(X 2)

P(Xo=0|X; =k, Xo = 2)P(X; = k| X, = 2)

I
M»

B
I
o

Aplicando la Propiedad de Markov vemos que

y por lo tanto
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4
P(Xs = 01Xy = 2) = 3" p(2, K)p(k. 0
k=0
=0-0406-064+0-0+...=0.6-0.6=0.36

Una generalizacion de esta féormula viene dada por el siguiente teorema.

Teorema. La probabilidad de transicion en el paso m, P(X, ., = j| X, = i) es la m-ésima
potencia de la matriz de transiciéon a™ (i, j) = p™ (4, j).

Primero probaremos la ecuacién de Chapman-Kolmogorov

n+m Zp Z k’ )

Tras esto, solo sera necesario sustituir n = 1 para para demostrar

1+m Zp Z k‘ )

Utilizamos lo deducido en el ejemplo anterior
P(Xm+n:j|X0:i):ZP( nm = J, X. —k‘|X0—Z)
k

y usando la propiedad (2) de nuevo

P(Xn+m :jaXm = k’,X() :Z)

P(Xmin = j|Xo=1) = P(Xpim = J, Xon = k| Xo = 1) = -
+ 0 ; + 0 P(XO:Z)
 P(Xpym =5, Xon =k, Xo = i) P(X,, = k, Xo = )
B P(X,, =k, X, =1) P(Xo =)

= P(Xpin = 71X =k, Xo =9)P(X,, = k| Xo = 1)
Aplicamos a la ultima expresion la Propiedad de Markov y (1)
P(Xoim = jlXm = k)P( X, = k| Xo =14) = p™ (i, k)p"(k, j)

cqd

Retomando la MC de la Ruina del Jugador podemos ahora calcular de forma completa A2,
aplicando este ultimo teorema.
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a3, = a3, = 1 al ser estados absorbentes
afS = 19093 = 0.4% = 0.16 al tener que subir dos veces

a%l = ay2a91 = 0.4 - 0.6 = 0.24 la cadena tiene que subir primero y luego bajar

Finalmente, tendriamos la matriz de transiciéon

o 1 2 3 4

0/10 0 0 0 0
106 024 0 016 0
A*= 21036 0 048 0 0.16
31 0 036 0 024 04
4\0o 0 0 0 10

Clasificacion de Estados

Para terminar el apartado sobre Cadenas de Markov veremos la clasificacién que de sus
estados puede hacerse. Normalmente nos interesara saber el comportamiento de la cadena
dado un estado inicial

P.(A) = P(A|X, = 2).

Primero introduciremos el concepto de 1), = min(n > 1: X,, = y) como el tiempo del primer
retorno a y, suponiendo que partimos de este estado (obviamente no tenemos en cuenta este
tiempo inicial). Y derivado de esto

Tyy = Py(Ty < 00)
la probabiliad de que de que X,, vuelve a y tras empezar en y. De forma intuitiva, la

probabilidad de que X,, vuelva a y al menos dos veces es TyZy, dado que tras el primer retorno,

la cadena esta en y, y la probabilidad de retornar una segunda vez es otra vez 7,.
De esta manera, por induccién

Tyk = min(n > T;_l : Xn =9)

es el tiempo del k-ésimo retorno a y. Y también

k k
P,(T,; < c0) =1,
la probabiliad de que de que X,, vuelve a y k veces tras empezar en y.

Por lo tanto, hay dos posibilidades:
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1. 7y, < 1: por lo tanto la probabilidad de retornar k veces es Tszy — 0 cuando &k — oc0. Y
por lo tanto eventualmente la MC no retorna a y. En este caso el estado y se dice que
es transitivo.

2. 7,4 = 1: La probabilidad de retornar & veces es Tfy = 1, asi que la MC retorna

infinitamente al estado y, el cual se dice en este caso que es recurrente.

Retomando el ejemplo de la Ruina del Jugador, vemos que eventulmente la cadena se queda
atascada en 0€ o N€. Para el caso N=4 es facil comprobar que estos dos estados son
recurrentes, ya que p(0,0) = 1, y por lo tanto

P(Th=1)=1,

es decir, 7990 = 1. De forma similar se ve que N es recurrente. En general si y es un estado
absorbente, entonces y es también recurrente.

Para el caso N = 4 vemos que 1,2,3 son estados transitivos. Empezando por 1, la probabilidad
de que la cadena nunca vuelva a este estado

Py(T, = 00) > p(1,0) = 0.6 > 0

es mayor que 0, y por lo tanto 71 < 1. De forma similar para 2

Py(Ty, = 00) > p(2,1)p(1,0) = 0.36 > 0.

Por 1ultimo, para el caso 3 también se puede comprobar viendo que en este caso se puede ir
directamente al estado 4, también absorbente

De hecho, se puede demostrar que el limite de la k-exponencial de la matriz de transcion A
en este caso es

0 12 3 4

0/10 000 O
157/65 0 0 0 8/65
lim AY= 9145/65 0 0 0 20/65
3127/65 0 0 0 38/65

4\ 0 00 0 10

Lo que confirma que la cadena eventualmente se queda atascada bien en 0€ o en 4€ (para el
caso N=4).
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3. Modelos Ocultos de Markov (HMM)

En los Modelos ocultos de Markov (HMM), la MC subyace tras las observaciones. Los estados
del HMM solo pueden ser inferidos a partir de los simbolos registrados. Correlacionando las
observaciones y las transiciones de estado lo que se busca es encontrar el estado de secuencias
mas probable.

Un HMM puede ser entendido como una especie de doble proceso estocéstico:

o El primer proceso estocéastico es un conjunto finito de estados, cada uno de ellos
generalmente asociado a una distribucion de probabilidad multidimensional. Mediante
la denominada matriz de transicién se controla las transiciones entre estados.

« El segundo proceso estocastico es aquel en que cualquier estado puede ser observado,
es decir, analizaremos lo observado sin ver en qué estado esta ocurriendo, de aqui el
epiteto oculto que define a este modelo.

Componentes de un HMM

Para definir completamente un HMM, se necesitan cinco elementos:
1. Los N estados del modelo S = {S1,...,Sn}

2. Los M diferentes simbolos V' = {V4, ..., Vs } que pueden observarse. Silas observaciones
son continuas, obviamente M es infinito.

3. La matriz de transicion A = {a;;}, donde a;; = P(q+1 = j|¢ = i), siendo ¢, el estado
actual. Esta matriz es equivalente a la vista en la definicién de las MC. Hay que
observar que si uno de los a;; es definido cero, permanecera cero durante todo el proceso
de entrenamiento.

4. La probabilidad de distribucién de los simbolos en cada estado, B = {b;(k)}, donde
b;(k) es la probabilidad de observar el simbolo vy, en el estado S;, viene dada por

bj(k) = Ploy =vi|lqe = j), Vg e{l,....N},Vk e {1l,..., M},
donde v denota el k-ésimo simbolo del alfabeto, y o, el actual vector de observaciones.

Se deben satisfacer ciertas restricciones:

M
bi(k) >0,Vje{l,...,N},Vk € {l,..., M} y ademéds > b;j(k)=1,Vje{l,...,N}
k=1

En el caso continuo tendremos una funcion de densidad continua, en vez de un conjunto de
probabilidades discretas. En este caso lo que especificamos es el conjunto de pardametros de la
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funcién de densidad, aproximada como una suma ponderada de M distribuciones Gaussianas
(GHMM),

M
bi(0) = D cimN (tjms Xjm, 0r)
m=1

donde c;,, son los pesos, pj, los vectores de medias, y Xj,, las matrices de covarianzas.
Observar que ¢, debe satisfacer las condiciones estocasticas ¢j, > 0,Vm € {1,..., M}y

M
> em=1VYje{l,...,N}

m=1

5. La distribucién inicial de estados m = {m;}, donde 7; es la probabilidad de que el modelo
estd en el estado S; en el tiempo inicial £ = 0, con

leP(qlzz),VZE{l,,N}

Ejemplo de un HMM

Para denotar los parametros de un HMM con frecuencia se usa

A= (A, B,n)

para denotar distribuciones discretas, o bien

)\ = (A, ij, ,ujm, ij, 71')

Cuando se trata de distribuciones continuas asociadas a funciones de densidad.
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Arquitectura de los HMM

El siguiente diagrama muestra la arquitectura general de un HMM de parametros A con los
dos procesos estocasticos asociados a este modelo.

A A 4 A
) d42¢|D)|ddee¢|Dd 4¢P 443
Sia S 5, Sea1
Opa Ora & Ca

Figure 1: Esquema del funcionamiento de un HMM.

Para cada tiempo ¢ tenemos la variable aleatoria S(t) que representa el estado oculto (no
observable directamente). La variable O es la de las observaciones.

El primer proceso estocéstico resulta de que el valor de la variable oculta S(t) en el tiempo ¢,
conocidos todos los valores de S anteriores solo depende de S(t—1). Por lo tanto la propiedad
de Markov es satisfecha.

El segundo procesos estocéstico viene de que el valor de O(t) depende de la variable oculta
asociada S(t).

Algoritmos Relacionados con los HMM'’s

El objetivo de un HMM, a grosso modo, es aprender a clasificar los datos proporcionados.
Es decir, un HMM tiene que ser capaz de discernir las diferencias de comportamiento que
posean los diferentes estados a partir del stream de observaciones con el que lo alimentamos.

En la historia de los HMM han destacado los estudios de tres problemas:
1. Problema de Evaluacion

Dada la secuencia de observaciones O = {0y, ...,0,}, ;Cudl es la probabilidad P(O|\) de
que O haya sido generada por el modelo A, Dado un \.

2. Problema de Decodificacién

Dada la secuencia de observaciones O = {0y, ...,0,}, {Cudl es la secuencia de estados més
probable dado el modelo A?
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3. Problema de Aprendizaje

Dada la secuencia de observaciones O = {0y, ..., 0, }, {Cémo debemos ajustar los parametros
de A para maximizar P(O|\)?

El problema de evaluaciéon es la piedra angular en muchos estudios de reconocimiento de voz.
El problema de decodificacion resulta 1til a la hora de segmentar, y el problema de aprendizaje
debe ser resuelto si queremos entrenar un HMM para su uso en labores de reconocimiento.

Los algoritmos para resolver estos problemas son muy conocidos, en nuestro caso usaremos la
version dada por Przemyslaw Dymarski.

Problema de Evaluacion: Forward Algorithm

Dada una secuencia de observaciones O = {oy,...,0r} y un modelo A = (A, B, 7), se trata
de averiguar P(O|\). Lo primero que uno se plantea es que este célculo se puede realizar
directamente mediante la férmula de Bayes:

PAO)P(O)

PO = =575

Sin embargo, el ntimero de operaciones requeridas es del orden de NT, lo que no resula
efectivo computacionalmente. Existe sin embargo un método de menos complejidad que
involucra la utilizacién de una variable auxiliar forward («) de la forma

(1) = P(o1,09,...,04, q = i|\)
Para el calculo de esta variable podemos definir una relaciéon recursiva de la forma

ai(j) =mbj(01),Vje{l,...,N}
N
aiy1(j) = bj(0r11) ;at(i)aij;Vj e{l,...,N}vte{1,....,T -1}

Las ar’s se pueden calcular utilizando la recursién. Asi que la probabilidad requerida es dada
por

N
P(OIXN) =) _or(i)
i=1
Este método es conocido cominmente como forward algorithm.

De forma similar podemos definir una variable backward (;(7)

ﬁt(” = P(Ot+17 Ot42, - .. 7OT‘qt = i? /\)
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Como el estado actual es i, (i) es la probabilidad de tener en ¢ el estado i sabiendo la
historia futura parcial 0,41, 0449, ..., 07.

Igual que antes, planteamos la férmula recursiva que nos dara la variable backward

Bi(i) = Zj'v:1 Bes1(g)aizbi(oes1); Vi e {1,... , N}, Vt e {1,..., T — 1}
Br(i)=1,Vie {1,...,N}.

Combinando ambas obtenemos

Finalmente, obtenemos que

P(OIN) =Y P(O,q: = i|A) =Y (i) (i)

i=1 =1

Maés adelante desarrollaremos de forma detallada esta combinacion forward-backward para
resolver el Problema de Aprendizaje mediante el algoritmo Baum-Welch.

Nota: en cada caso, tanto en las variables backward como forward hay que realizar una
normalizacion en cada tiempo t.

Problema de Decodificaciéon: Algoritmo de Viterbi
El problema de decodificacién gira en torno a saber cudl es la secuencia de estados més
probable dada una secuencia de observaciones O = 01,09, ...,0r y un modelo A = (A, B, 7).

El problema de buscar esta secuencia mas probable es que, muchas veces, quedarnos sélo con
las secuencias de ¢;’s mas probables resulta en una secuencia de estados poco significativa.

Por ello introducimos el denominado Algoritmo de Viterbi, que nos permite encontrar el
estado de secuencias que tiene mayor verosimilitud.

Utilizaremos una variable auxiliar

5t(7’) - max P(q17qQ7"‘JQt—17Qt:i7017027"'70t|>\)7
q1,92;---,qt—1

Es decir, la probabilidad mas alta de la secuencia parcial de estados y observaciones hasta t,
dado el estado actual i. Para t =1 se define como d1(j) = m;b;(01),Vj € {1,..., N}, para el
resto de términos se usa la férmula de recursividad

811(5) = bj(0141) [@%@(i)aij] vie{l,..., N}vte{l,..., T -1}
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Esto significa que empezamos nuestro calculo desde dr(j),Vj € {1,..., N}, mantenemos un
puntero al estado “ganador”, que serd jx = arg mazx. or(j), v a partir de aqui realizamos
¥

un back-track en la secuencia redefiniendo j* en cada paso, obteniendo de esta manera el
conjunto de estados que se pide.

Problema de Aprendizaje: Algoritmo Baum-Welch
El problema de aprendizaje se centra en cémo podemos ajustar los parametros del HMM
para que se ajusten de la mejor forma a las observaciones.

Uno de los criterios mas utilizados es el de maxima verosimilitud. Dado el HMM de parametros
Ay las observaciones O, la verosimilitud puede ser expresada como

L = P(O[\).

Conocer el modelo que maximiza A = (A, B, 7) es una operacién que no puede ser resuelta
analiticamente. Existen métodos iterativos, como Baum-Welch, o métodos basados en
gradientes -como veremos en el capitulo de Redes Neuronales- para encontrar localmente
maximos apropiados para ser parametros del modelo.

Algoritmo Baum-Welch
El algoritmo Baum-Welch, también conocido como Forward-Backward, ya que utiliza estas

variables que definimos previamente al tratar el problema de evaluacién, utiliza una cantidad
auxiliar Q(A, \') para comparar dos modelos A y .

QA X) =Y P(4|0, Nlog[P(O,q,\)]
q
También definimos unas nuevas variable a partir de las backward y forward.
La primera, referida habitualmente en la literatura como probabilidades smoothed, es la

probabilidad de estar en el estado ¢ en el instante ¢ dadas las observaciones O y el modelo .
Se obtiene combinando a y § de acuerdo al Teorema de Bayes.

(1) = P(q:(i)|0,7) =

Observamos que, si sumamos cada 7;(7) en todos los instantes de tiempo, obtenemos el

T-1
nimero de transiciones que se realizan desde i: Y. (7).
=1
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La segunda variable nueva, también combina las variables backward y forward para definir
la probabilidad de estar en el estado ¢ en el instante ¢, y en el estado j en el instante ¢ + 1;
dadas las observaciones O y el modelo 7.

P(q =1, q41 = j,O|N) ai(t)ayBi(t + 1)b;(yer1)

Glind) = PO -
I; Z ag(t)anfi(t + 1)bi(yer1)

~

Si hacemos igual que antes y sumamos cada &(i, j) para cada instante de tiempo, obtenemos
el nimero esperado de transiciones desde el estado ¢ al estado j en las observaciones O:

T-1
t=1

Por lo tanto la relacién entre 74(i) y &(i) viene dada por

yt(z'):z:gt(z',j) Vie{l,...,N},Vvte {1,...,M}.

Una vez calculadas estas variables, para resolver el problema de aprendizaje, se definen
los nuevos parametros X = (A’, B', ") del HMM utilizando las smoothed de acuerdo a las
siguiente féormulas

Probabilidades iniciales: probabilidades de estar en el estado i en t = 1:
=) Vie{l,...,N}

Matriz de transicion: cada a;; viene representado por el cociente entre el nimero esperado de
transiciones entre ¢ y j, entre el nimero total de transiciones desde :

T_
SEAR)
— L Vie{l,...N}LVje{l,...,N}

Probabilidades de emisién: cociente entre el nimero de veces que se tiene el estado j y se
oberva oy, y el nimero esperado de veces que se pasa por el estado j:

V(o) =222 wie{l,...,N},Vje{l,...,N}.

En resumen, el algoritmo Baum-Welch se divide en tres fases:
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1. Se determina un modelo inicial, que aunque en teoria se puede seleccionar aleatoriamente,
es conveniente hacerlo con una cierta aproximacion realista para facilitar la convergencia
del algoritmo.

2. Se realiza el célculo de transiciones y simbolos de emisién mas probables del modelo
inicial, determinando las /s, #'s,7's y &'s.

3. Se redefinen los parametros a partir de lo calculado en el punto 2 para crear un nuevo
modelo que mejore en verosimilitud al modelo inicial.

Modelo Gaussiano Oculto de Markov: GHMM

En este apartado describiremos un HMM cuyas observaciones tienen una distribucion Gaus-
siana multivariante de dimension L, diferente para cada estado. Esto quiere decir que,
si tenemos K estados diferentes, cada uno de estos estara asociado a una distribucion de
parametros (p;, ;) Vi€ {1,..., K}, con p; el vector de medias y ¥; la matriz de covariancias
del estado 1.

Al ser un modelo continuo, existen infinitos simbolos (de hecho, V' = R). Usaremos la notacién
para los modelos continuos de b;(0o;) = P(oy|lgp =), Vje{l,...,N} Vte{l,..., M}
que nos indicara la verosimilitud de la observacion o; respecto 1.

Tenemos en cuenta que la funciéon de densidad asociada al estado i sera:
1

—0.5(x—pi)S; H(z—pi)t
L/2
(27) Pz

€ )

N(xa/'L’MZz) =

y por lo tanto

bj(o(t)) = ]; cisN(z, g, 25).

Aplicacion de un GHMM

Vemos a continuaciéon cémo podemos emplear un GHMM para modelizar un sistema estocés-
tico como es el de la Bolsa * 5.

Nuestro punto de partida serd suponer que los retornos pueden pertenecer a dos estados
X ={1,2}, uno cuando el mercado tiende al alza (1), y otro cuando tiende a la baja (2), en
este caso como las observaciones son escalares nuestros estados tendran parametros (u;, 0;),

con [ > o.

Nota: nosotros suponemos que las observaciones que el HMM clasifique como estado 1 serdn
las correspondientes al estado alcista porque corresponden a una p positiva, sin embargo, por
lo general las o'’s de este estado son mayores que las del estado 2, y cabe la posibilidad de
que en observaciones muy negativas, aunque sean las menos probables, encajen mejor con la
distribucion del estado 1 que con la del estado 2 en contra de lo intuitivo.
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Nuestro caso de estudio sera el correspondiente a los valores diarios de apertura del IBEX35
entre el 19/10/1990 y 12/08/1991.

Fecha Valor Retornos
19/10/1990 2208.03 0
20/10/1990 2268.76 2.8%
21/10/1990 2309.00 1.8%
24/10/1990 2331.88 1%
25/10/1990 239847 2.9%

Uk~ W N+~

Table 1: IBEX 35: Valores de Apertura

Trabajaremos con los retornos (R), y estableceremos como condiciones iniciales uy y o la
media y desviacion estandard, respectivamente, de los retornos positivos y ps y 0o la media y
desviacion estandard de los retornos negativos. En cuanto a la matriz de transicion y a la
probabilidad inicial, los suponemos de la siguiente manera:

21 Q22

A ={ay} ={P(X; = j|Xi1 = 1)} = (ZH au) - (8? 83))

{ T = 0.5

7T2:1—’/T1:O.5

Tras aplicar el algoritmo de BaumWelch, obtenemos la estimacion de los parametros:
[ 58-107°
H=\-36-103
~(943-107°
7= \417.107®
La nueva matriz de transicién y probabilidad inicial son:

A 0.802 0.198
~ \0.196 0.804

{7T1 =1
o = 0
Para ilustrar la capacidad clasificadora del HMM, mostramos un grafico de la evoluciéon de los

valores del IBEX35 en el periodo estudiado, junto a la clasificacion que ha hecho el algoritmo
de Viterbi de la secuencia de estados mas probables.
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Grafica 1. Grdfico del IBEX 35 entre el 19/10/1990 y 12/08/1991, en verde se han indicado
los retornos clasificados como alcistas, y en rojo los bajistas.

Vemos cémo nuestra clasificacion de los retornos se aproxima de manera muy efectiva al
comportamiento que muestra la grafica. Aunque hay retornos positivos y negativos en ambos
estados, la distribucién a la que se atribuye cada retorno se hace en funcion del régimen
alcista/bajista en que se encuentre la serie.
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Grafica 2. Distribucion de los retornos pertenecientes a cada estado, junto con el grdafico de
la Gaussiana asociada. La linea roja (resp. verde) representa la funcion de densidad asociada
al estado bajista (resp. alcista). Las formas sombredas respresentan la distribucion de los
retornos clasificados como bajistas (resp. bajistas). Vemos cdmo las funciones de densidad y
las distribuciones de los retornos son bastante semejantes.
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4. Redes Neuronales Artificiales

Introducciéon

En este capitulo estudiaremos otro de los métodos de Machine Learning méas utilizados: redes
neuronales artificiales (ANN por sus siglas en inglés).

Comentaremos brevemente cudl es la base bioldgica que incorporan, y a continuacién expli-
caremos los elementos basicos que emplean estas implementaciones.

Luego nos meteremos de lleno a analizar el principal algoritmo que se utiliza a la hora de
entrenar redes neuronales artificiales para que sean capaces de realizar tareas concretas de
manera efectiva: el algoritmo de Back-Propagation. Destacaremos el principal problema que
implica su implementacion: la dificultad de su convergencia; y daremos dos variantes de este
algoritmo que tienen como objetivo minimizar este efecto: el Método de v Adaptable y el
Algoritmo de Resilient Back-Propagation.

Base Bioloégica

El cerebro humano es un complicado mecanismo capaz de resolver problemas de gran
complejidad. Estamos atn lejos de entender completamente como funciona, mucho menos de
poder replicar uno artificialmente; sin embargo, si que tenemos un buen conocimiento para
explicar las operaciones basicas que realiza un cerebro.

Para entender cudl es el fundamento de una Red Neuronal Artificial (ANN), primero tenemos
que tener un conocimiento basico de los mecanismos internos del cerebro. El cerebro es la
parte central del sistema nervioso y esta formado por una extensa red neuronal, consistente
en aproximadamente 10! neuronas interconectadas.

El centro de cada neurona se llama nticleo. El nicleo estd conectado a otros nicleos mediante
las dendritas y los axones. Esta conexién es la denominada conexion sinaptica.

Las neuronas pueden disparar pulsos eléctricos a través de las conexiones sinapticas, los
cuales son recibidos a través de las dendritas de otras neuronas. Cuando una neurona recibe
suficiente impulso eléctrico, envia asimismo un pulso eléctrico a través de sus axones, y asi
sucesivamente. Este proceso permite propagar informacion a través de la red neuronal.

La cuestion es que esta conexién sindptica cambia durante la vida de las neuronas, fortalecién-
dose o debilitandose dependiendo del uso. Esta plasticidad de la sinapsis es lo que permite al
cerebro aprender, y es el principio que se aplica en las ANN’s para poder entrenar una red
neuronal artificial para tareas especificas a través de grandes muestras de ejemplos.
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Definicién de Red Neuronal Artificial (ANN)

Una neurona artificial puede ser implementada de muchas maneras. Comenzamos con la red
neuronal de una capa, es decir, la que tiene entre el input y el output inicamente una capa
de neuronas ‘intermediarias’ que se denomina capa oculta. La definicion formal que relaciona
en una ANN el input y el output esS:

y(z) = g( io wiz; — 6;)

donde x = (x1,...,x,) son los inputs e y(z) es el output. Los pardmetros w = wy, ..., w,
son los pesos, y determinan cémo deben ser de intensificados los inputs. 6; es el umbral o
sesgo del input 7.

La funcién g es una funcion de activacién que balancea cémo de potente debe ser el output, si
existe, de la neurona tomando como argumento la suma de los input. En el caso de neuronas
reales, g es una funciéon § de Kronecker que determina una relacién binaria de todo o nada
para el output. Sin embargo, no se suele implementar de esa manera una neurona artificial,
ya que como veremos luego, los algoritmos para entrenarlas suelen venir determinados por
funciones diferenciables.

Figure 2: FEsquema de una ANN de una sola capa oculta.

Entre los tipos de funciones de activacion mas habituales estan:

filz) =azr,a € R

S, six>9;
falx) =qx, silz| <S;
—S, en cualquier otro caso.

Donde S es el output saturado (valor maximo que puede tener el output).
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Por tltimo estan las funciones sigmoidales, que son de las méas utilizadas, particularmente la
logistica (y que serd la que nosotros usaremos por defecto).

fa(@) = 1 +me—l’

con m el coeficiente de magnitud. Esta funcién es diferenciable y con un dominio D(f3(x)) =
(0,m).

1

La funcién sigmoidal es una funcién real de variable real diferenciable. Si y(r) = =,

dy(z) e

&~ @reep Vi)

por lo que y(x) tiene una derivada simple. En adelante, la funciéon de activaciéon que
utilizaremos sera la sigmoidal logistica para m = 1.

Backpropagation

Entre las ANN’s existentes, una de las mas empleadas por su alta eficiencia es el Perceptrén
Multicapa (MLP). Estudiaremos el MLP en su implementacién habitual, mediante el uso
del algoritmo del Back-Propagation. Nuestra version de este algoritmo es la descrita por
Jian-Rong Chen® . A diferencia del Perceptrén de una tnica capa, el MLP puede implementar
gran variedad de funciones complejas, incluida la funcién XOR, que no puede ser realizada
por el de una tinica capa como demostraron Minsky y Papert?.

En un MLP una unidad solo puede conectarse a la capa adyacente siguiente, no permitiéndose
conexiones recurrentes ni en la misma capa. Sea K el nimero de capas, M el nimero de
inputs y N el nimero de outputs. El input en una unidad (siempre que no sea en la capa
de entrada) es la suma de los outputs de unidades conectadas en la capa anterior. Sea z? el
input de la unidad 7 en la capa j, wfj el peso de la conexién entre la unidad ¢ en la capa k y la
unidad j de la capa k + 1, yf el output de la unidad ¢ en la capa j y, por ultimo, 9{ el umbral
(0 sesgo) de la unidad i en la capa j. Entonces tenemos que los input de la capa k + 1 son:

k+1 k, k
Ly —szjyi
A

donde
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Dependiendo de las aplicaciones un output que tome valores negativos es necesario, y podemos
utilizar entonces la funcion

Input
signial

o Dl

signal

Inpui Firsi Second Chaiput
laver hidden hidden laver
laver lwer

Figure 3: Esquema de un Perceptron Multicapa.

Hay dos fases en el algoritmo de Back-Propagation, la primera es computar el calculo a través
de las capas utilizando (1). La segunda fase es actualizar los pesos, operacién que se realiza
computando el error entre el valor esperado y el valor real calculado en la primera fase. Este
proceso clasifica el algoritmo de Back-Propagation dentro de la categoria de los algoritmos de
aprendizaje supervisado. Basicamente el algoritmo de Back-Propagation es un algoritmo de
gradiente descendente.

A continuacién explicaremos cémo se realiza la actualizacién de los pesos, una vez obtenido
el output a través de (1). Primero definiremos una funcién de error £ que nos dard cuenta de
la discrepancia entre el valor calculado y el real. Sea N el nimero de outputs, d; el output
deseado y y; el obtenido, con i € {1,..., N}. Entonces

£ = 530~ )" 2

J

N
El error total serd simplemente & = Y. &. Nuestro objetivo serd minimizar este error
k=1

total, para ello utilizamos un algoritmo de gradiente descendente. Este tipo de algoritmo
busca un minimo en la funcién (la funcién error en nuestro caso) dando pasos proporcionales
al negativo del gradiente. Es por ello que es tan importante que la funciéon que usamos como
funcion de activacion sea derivable.
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Asi, el ajuste de los pesos es proporcional a la derivada

ij

donde 7 es el tamafio del paso, importante para asegurar la convergencia. También se puede
anadir un término de inercia, mediante una dependencia de recursividad, que nos ayudara a
mejorar la convergencia evitando rapidos cambios en Awfj:

o0&
K = —p—" kot
Awij(t) = nawfj(t) + aAwy; (t—1), (4)

donde « es un positivo real pequeno.

Estrictamente hablando, la € que se utiliza en (3) deberfa ser &,y;. Sin embargo es mucho
mas practico actualizar pesos con cada input de una muestra de entrenamiento, en vez de usar
toda la muestra al completo. Estos dos casos se denominan batch y online, respectivamente.
En este caso puede utilizarse el £ definido en (2).

Asi, para cada capa de un perceptrén simple, tendriamos el output dado por

n—1

Yy = f(z wil; +0;) = f(s).

i=1

El sesgo 0; puede afiadirse como input siempre activo (1, = 1) con peso w,, = 6,

Yyj = f(i wil;) = f(s).

Si el ouput deseado es d;, entonces de (2) tenemos

o€ B o€ Oy, B , .
Sea
;= (dj — y;)-

Entonces el ajuste de pesos viene dado por

o€

Awi = =g,

=00, f'(s)1; .

Este esquema de ajuste de pesos es denominado la regla Delta. El algoritmo de Back-
Propagation en realidad es una generalizacién de la regla Delta.
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Sea una red MLP, con N capas y suponemos que nuestra funcién de activacion f es la
sigmoide logistica, entonces

o€

= = _(d; =
ayJN (] yj)7

donde el superindice N indica que el output es de la capa N y de (1) obtenemos

aij
Qxév

FEN)y =y (1 —y)).

k1 _ k ik
Como z7"" = 37, wiy;’, entonces

oxN

j —1
ow

N
N-1 Y
ij

Y por lo tanto, podemos escribir la parcial del error respecto de los pesos como

0 o€ Oy dxf

Owyy ! oy oz owd

= —(d; =y )yy 1=y )yt

Sea
N = (dy —y )y (1 —y)). (5)
Luego
o0& _
W = —55\[%?\[ L (6)

]

Entonces, teniendo en cuenta (4) y (5) tenemos que en la iteracién t + 1 los pesos seran

wf}]_l(t +1) = wf}[_l(t) + 775;\/—1%;\{—1 + oz[wN_l(t) —w Nt — 1)]. (7)

i i

Obviamente, esta es la actualizacién de los pesos para la capa del output. Pero como la delta
la podemos definir asi

g1 O€ yy  0€
T oy oY g
existe una férmula general para wfj, Vk € {1,..., N — 1} de la siguiente manera
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o€ 0 Oyt oxht!

owy; 8yk+1 Okt (3w

2 k+1y, k
- aykﬂyﬁ (1 =y )y
J
0E  OxyT?
k+1 k+1y, k
=y L=y )y > e k+28 k+1
!
o€
_ylky;ﬂJrl(l y;Hl)Zakar?warl _ylky;erl k+1 Zwk+15k+1'
! !
Sea
B = (1 — ) Sk, 0
!
Entonces tenemos que
o€
il —5k
awk zyz

Esta ecuacion es similar a (6). Finalmente obtenemos el algoritmo de Back-Propagation
combinando (7) y (8), llamado asi porque las 0’s se propagan hacia atrés, comenzando por

(5).
En general, la manera de ejecutar este algoritmo es:

1. Asignar valores pequenos y aleatorios a los pesos y sesgos del MLP.

2. Dependiendo de si el algoritmo se ha programado segin el método batch u online, se le
pasa un input de la muestra de entrenamiento, o la muestra entera y determinar las ¢§’s.

3. Actualizar pesos segin el algoritmo de Back-propagation.
4. Iterar hasta alcanzar la tolerancia de error deseado.

El problema del algoritmo de Back-propagation, como ocurre en todos los que poseen ciertas
caracteristicas geométricas, es que resulta lento en su convergencia, ya que n depende mucho
de la topologia local y curvatura de las superficies del error £. Asi, si introducimos una 7
pequena el algoritmo convergera de forma extremadamente lenta, mientras que si 1 es muy
grande, provocaremos que el algoritmo vaya saltando de un lado a otro de los valles de &, en
vez de seguir la curva que marca el camino a su minimo.

Por esta razén, daremos dos variantes del algoritmo de Back-propagation que se usan
frecuentemente para acelerar su convergencia, la Técnica de a Adaptable y el Algoritmo de
Resilient Back-propagation de Martin Riedmiller?.
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Técnica de o Adaptable

En esta variante del algoritmo de Back-propagation se aniade un término de inercia, siguiendo
el modelo de (4). En esta técnica introducimos una dependencia de la o (tamano de salto en
el gradiente) que aparece en (4) respecto al nimero de iteracién siguiendo este modelo:

at) = a(t — 1)(1 — h(th/ER)), t>2,
h(t) = ah(t — 1) + aAE() ¢ > 2,
AE() = E) —E(t—1) t>2,

donde «a(t) es el tamano de salto en el momento t. £(t) es la suma cuadratica de errores
entre el output deseado y el obtenido en la iteracién ¢

1N P
§szk—0

con N el nimero de capas del MLP y P el nimero de outputs. Asi, AE(t),t > 2 seria el
decremento de E(t), y h(t) serd un filtro recursivo de AE(t): un filtro recursivo reutiliza uno
o mas de sus outputs como inputs, y permite controlar de esta manera que haya cambios
bruscos en AE(t), creando un versién del algoritmo maés estable.

Los pardmetros a; y as del filtro recursivo h(t) son los encargados de controlar esta adaptacion.
Para una gran muestra de entrenamiento, un valor pequeno de a; y grande en as, combinado

con una 7 de gran tamaifio también es lo que més favorece la convergencia®.

Un analisis del algoritmo nos permite ver que si h(t) es positivo, entonces la tendencia de
E(t) en el pasado inmediato es incrementar, por lo que 1 — h(t)E(t) < 1, y por lo tanto «
decrecera en este paso. De forma similar concluimos que si la tendencia de £(t) es decrecer,
entonces « crecera. Y finalmente, si £(t) es muy pequeno, significard que el MLP ya casi ha
terminado de aprender, y la adaptacion de muy baja magnitud, estabilizando el algoritmo.

Resilient Back-propagation

Este algoritmo, desarrollado por Martin Riedmiller? para MLP con método de aprendizaje
batch, tiene como objetivo principal eliminar la influencia del tamano de la derivada parcial
en la actualizacion de los pesos. Por ello, se considera tinicamente el signo de la derivada
para indicar la direcciéon en que tiene que ir esta actualizacion. Consideramos la conexién de
la unidad ¢, i« € {1,..., I} de una capa con la unidad j,j € {1,...,J} de la siguiente capa
en la iteracion t:

. O

—Az](t) S1 311/1](2) > 0,

Aw; i (t) =+t i 0cl)
w;;(t) : (1), s Bws; ,
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®)

o9&
donde B0 ()

es la suma para cada componente de la muestra (batch learning).

Si reemplazamos A;;(t) por una constante se obtiene la regla de actualizacién de pesos de
Manhattan.

Para determinar los valores de A;;(t), utilizamos también un filtro de recursivo de la forma

mrAG(t—1), si ZEDEW 5

8wij 8wi]-

8’LUZ']' awij

Ayt —1), si 9E(t—1) 921 _ )

ow;;  Owj

donde 0 <7~ <1 <n".

Como ya comentamos antes, puede ocurrir que la actualizaciéon de pesos haya hecho que nos
saltemos un minimo, lo cual implica que el signo de la derivada parcial del correspondiente w;;
cambie, asi que disminuimos el valor de actualizacién A;;(t) un factor . En el caso contrario,
para acelerar la convergencia, este valor de actualizacion es incrementado en n*(> 1). En
caso de que hayamos alcanzado un minimo, no hay ninguna actualizacion.

En general, para evitar tener un gran nimero de parametros libres, se escogen valores
constantes de ™ y n~. Dos valores que, de acuerdo a las simulaciones realizadas por
Riedmiller, parecen funcionar bien independientemente de la muestra, son nt = 1.2 y
n- = 0.5.

Hay tres parametros a considerar: A, valor inicial de actualizacién de pesos, A,qz, que es el
limite del tamano del salto y A,,.;,, minimo peso de actualizacion.

Cuando inicializamos el algoritmo, todos los valores de actualizacion de pesos son Ay, que
debe ser escogido teniendo en cuenta también los valores iniciales de los pesos. Si por ejemplo
estos pesos estan en el rango [—1, 1],un buen valor serd Ay = 0.1.

El valor de A,,.; no es de gran importancia en la mayoria de casos, pero conviene fijar uno
para evitar posibles problemas de rebote alrededor de un minimo. Por tltimo, A,,;, si que es
un valor de importancia, ya que fijar un valor adecuado del mismo evitara que el algoritmo se
quede atascado si se encuentra con algin minimo local suboptimo. En su estudio Riedmiller
fija un valor de A,,;, = e75.
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Error Depends on Weight Value
5
aE
— (—5.0) = —0.90
awf ) 8
\ o)
6
L 5
a
= dE
e, —(5.5) =+2.15
g 4 ﬂw{ )
S
i . read as "the partial
& derivative of the error
\| / with respect to weight"
the weight value " ]
LS rrjlmm_lzegso the gradient is a collection of all the
Sl 1 partial derivatives for all the weights
and biases of a neural network
0
-10 -9 -8 7 -6 -5 -4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5% b 7 8 9 10
Weight Value, w

Figure 4: Esquema de como funciona el algoritmo de Resilient Back-Propagation, buscando
el minimo local de la funcion de error.
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En pseudo-cédigo, el algoritmo de Resilient Back-propagation seria

o0&

Vi,j: ——F——= =0
bJ (9w2](t—1)

1: repetir

2:  computar gradiente 9% (¢)

3:  para todos los pesos y sesgos hacer
4 si —(t — 1) ( ) > 0 entonces
5: Aij (t) = m1n(A~(t — ", Avaz)
6 Buwy(t) = — sign( £.(1) Ay (1)
7 w,](t +1) = wi;(t) + Az’j(t)

8

9

aww (t - 1) ?Ug (t)

: si no, si —(t - 1) ( ) < 0 entonces
10: A” (t) = max1mum(Aij (t—1)n", Apin)
11: 8w] (t - 1) 0
12: si no, (t —1):%-(¢) = 0 entonces
13 Awy(t ) _ SIgn<d§U§] (1)) Ay (t)

15: du; (E—=1) = 55-(1)
16: fin si

17:  fin para
18: hasta que converja

Ejemplo Red Neuronal Artificial
Veremos a continuacion un par de aplicaciones de una ANN, usando el algoritmo de Resilient
Backpropagation.

En el primer ejemplo entrenaremos una red neuronal para que sea capaz de calcular el
cuadrado de un nimero.

Usaremos una muestra aleatoria de 50 nimeros entre el 0 y el 10 como input, y el cuadrado
de estos niimeros como output de una ANN con 10 neuronas ocultas y una tolerancia del
error £ = 0.01.
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En el grifico se muestra un esquema de esta ANN, cuanto mayor es el peso de la conexion
mds oscuro es el color de la representacion de esta conexion.

Veamos la precision de esta ANN calculando el cuadrado de los naturales del 1 al 10.

Input Output FError
1.00 0.62 0.38
2.00 4.06  0.06
3.00 9.00  0.00
4.00 15.96  0.04
5.00 25.03  0.03
6.00 35.99  0.01
7.00 48.98  0.02
8.00 64.03  0.03
9.00 80.98  0.02

10.00 99.80  0.20

Table 2: Resultados ANN
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El otro ejemplo que veremos serda una ANN entrenada para deducir la relaciéon entre la
temperatura (°C) y la presién de vapor de mercurio en milimetros (de mercurio), a partir de

19 observaciones.

Temperature (°C) Pressure (mmHg)

0 0.0002
20 0.0012
40 0.0060
60 0.0300
80 0.0900
100 0.2700
120 0.7500 g
140 1.8500 5 0o
160 4.2000
180 8.8000 &
200 17.3000 ,
220 32.1000
240 57.0000
260 96.0000
280 157.0000 "I | | |
300 247.0000 : Y et 60)
320 376.0000
340 558.0000
360 806.0000

En azul la curva original, y en rojo los puntos determinados por la ANN
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5. Modelo Mixto HMM-ANN

La caracteristica de los HMM es su capacidad de discernir los diferentes estados atin cambiando
el paradigma del modelo, es decir, es capaz de adaptarse a lo largo del tiempo. Sin embargo,
los HMM estan limitados en el nimero de diferentes estados que son capaces de distinguir,
ya que si no estan bien diferenciados, sus distribuciones de probabilidad acaban solapandose.
En este sentido las ANN resultan mucho mas eficaces, con una muestra de entrenamiento
lo suficientemente grande estos mecanismos son capaces de distinguir una gran cantidad
de outputs diferentes. Sin embargo, las ANN no disponen de esa habilidad de adaptacion
temporal.

Uno de los ejemplos mas interesantes hoy en dia es el reconocimiento de voz. Podemos decir
que los HMM son mejores a la hora de seguir un discurso y las ANN en lo que seria la
distincion de las diferentes silabas que lo componen.

Por esta razon han surgido estudios que tratan de crear modelos mixtos para explotar las
ventajas de ambos métodos. En este capitulo explicamos como podria ser un modelo de este
tipo.

Redes Neuronales con Plasticidad Temporal

Un fenémeno que ocurre en el cerebro es la plasticidad temporal (STDP), donde la conexién de
la sinapsis modula la probabilidad de que un evento pre-sinéptico (accién sobre las dendritas)
cause un evento post-sindptico (accién sobre los axones). En otras palabra, la conexién
sinaptica influye a la hora de que un input sea o no procesado. De la misma forma en una
ANN los pesos pueden ser modificados a partir de reglas que incorporen informaciéon de la
sinapsis mediantes reglas STDP.

Basicamente, una regla STDP dicta que si un evento presindptico se lanza justo antes que
uno postsinaptico, entonces el peso de la sinapsis es reforzado. Si es al revés, esta conexion se
debilita. En Nessler et al.'? desarrollaron una versién de STDP para computar el algoritmo
de Maximizacion de la Esperanza en un circuito neuronal.

En este modelo, se usa una red neuronal de N inputs de una sola capa (totalmente conectada)
con K unidades en la capa oculta, y se utiliza de funciéon de activacion exponencial. El output
que genera entonces es y;(t) = e%® con

gr(t) = wio + Y 0F (Hwii(t).

=1

Si nos fijamos, respecto a la definiciéon habitual, lo que cambia es el término de la ¥, que
depende de si el input estaba activo o no.

xli



5 (1) = 1 siel input i se activo en el intervalo [t — o, ]
‘ 0 en caso contrario

El valor de o dependera del caso.

Planteamiento Modelo HMM-ANN

La idea de este modelo mixto, que proviene de un paper de Amirhossein Tavenaei y Anthony
S. Maida!® es utilizar ANN’s entrenadas especificamente para cada uno de los estados del
HMM, que seré de tipo Gaussiano (GHMM), de manera que la verosimilitud de cada estado
para las observaciones vendrd determinado por los pesos de las redes neuronales!!.

dj

2

Figure 5: Vemos como cada uno de los estados del GHMM viene representado por una red
neuronal, especificamente entrenada para reconocer inputs de este estado. Esto nos permite
entrenar de manera independiente cada ANN.

Para entrenar independientemente cada ANN, al introducir un input perteneciente a un
estado k, lo que hacemos es estimular en mayor grado la ANN asociada a este estado k,
mientras que el resto apenas se estimulan.

Para entrenar las ANN’s usaremos una version de las reglas STDP vistas anteriormente.
Pero primero recordamos que sobre una muestra y de dimensién N, definimos la funcién de
densidad de una Gaussiana como:

N(:}:, Fis Zi) = N/12 6_0-5(95—111')2;1(96—;“)’5’
(2r) a2
Por lo tanto, en un modelo mixto tendriamos K mezclas 21, 29,...,2x con > 2y =1y

P(ylzr = 1) = N(y|px, X)),
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N

=TI Nyl Zn)i
k=1

y la probabilidad de P(y) sera

K
= ZP(z)P(y|z) = ZwkN(ymk,Ek) donde Zwk =1,0<m <1
z k

Sea una muestra ¥, de y, definimos ahora R(z,.) como

TN (Y| g, 22

Zl WjN(yr’,uja 2])
‘]:

Para simplificar, supongamos que las muestras son independientes (3 = I).

e 0-5(@—pe) (@—pe)"
R(z) = — ke . (1)

Z T 6_0555 Hj)(@—p;)t

Tendremos que R(z,.) alcanza el maximo cuando y, = pg. Como hemos comentado antes,
lo que hacemos es sustituir las distribuciones de los estados por Redes Neuronales, asi que
suponemos que para la neurona k, su peso wy;, @ € {1,..., N} aproxima py y, por lo tanto,
podemos sustituir el componente —0.5(x — pu,)(x — pg)* por el producto escalar entre w e y,
w'y de manera que, con esta reformulacién, obtenemos

t
eV kY

: (2)
Z 7Tj€w§yT
j=1

con C una constante de normalizacion. En este punto usamos las reglas del Algoritmo de
Baum Welch para recalcular la py, o la wy bajo la suposicién con la que trabajamos, y
también las 7,

M
21 R(Zk:sys)

= S R )

M
! R(zks
T = Zs—lM(zk ) (4)

donde M es el nimero de muestras de entrenamiento.

En esta ANN, k es la neurona de output que acaba de disparar y la cual se supone corresponde
al py, del GHMM, y se actualiza con cada nueva muestra. Para calcular el wy final, lo que
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haremos sera, al valor p; que obtengamos, anadirle un término proveniente de aplicar una
adaptacion de la regla STDP de Nessler, teniendo en cuenta si ha habido senal presinaptica
en el input ¢ en el intervalo [t — o,t] de la siguiente manera:

—wpi+1 i 0k () =
Ay, — e 1 S'l or(t)y =1
-1 sioF(t)=0

con i € {1,...,N}. En el primer caso se refuerza la conexién, mientras que en el segundo se

debilita.

Otro pardmetro del GHMM es el coeficiente de mezcla 7 obtenido en (4). El peso del sesgo
Wgo, que asemejaria m;, y representaria la media de veces que se activa la neurona k, también
estd sujeto a las reglas STDP de la siguiente manera:

Awyy = zpe ot — 1.

Y tendriamos wi§" = wko + Awgy. Para el resto de wy; la regla varia un poco, anadiéndose

un término 7, proporcional al nimero de veces que ha disparado la neurona k. Y tenemos

new
Wi = Wi + MeAwg;.

Redefiniendo las 7, como hemos visto en funcién del peso del sesgo tendriamos

Wko
ann __ €

7Tk5 - Z ewj'o :
J

Introducimos este término en (2) para terminar de definir R(zg,) en funcién dnicamente de
los pesos de la ANN.

ewjo—i-wa,«

Pz disparaly,) = R(z,) = C .

=1

Finalmente, extraemos la probabilidad de que el input sea del tipo que la ANN ha reconocido
utilizando g (t), que hemos visto en el apartado anterior, definida como

gk (t) = wro + Z: SF(t)wps(t).
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Asi, la probabilidad en el tiempo  segin este modelo seria

egk (t)

Ponl) = 83—

Y

donde Z es una constante de normalizacién.

Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado las Cadenas de Markov/Modelos Ocultos de Markov y las
Redes Neuronales Artificiales desde un punto de vista tedrico, sobre todo en el primer caso,
para entender mejor la base que sustenta ambas herramientas.

Hemos visto como las MC’s/HMM’s estan bien definidas y de manera tnica en un espacio
de probabilidad estacionario. Se han analizado los diferentes comportamientos que pueden
tener los estados y, en el caso de las HMM’s, como se justifica mediante teoria Bayesiana los
principales algoritmos que se emplean.

En el caso de las ANN’s se ha comentado el principio biolégico en el que se basa su
implementacion y hemos repasado los principales algoritmos que suelen utilizarse para
entrenarlas, que actian bajo el principio de encontrar minimos locales en la funciéon de error.

Finalmente, hemos visto que bajo determinadas circunstancias se puede definir una
metodologia que atine HMM’s y ANN’s para aprovechar las principales ventajas de ambos
métodos.
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Adjunto

Algoritmo de Baum-Welch

Este cédigo es la implementacion del algoritmo Baum-Welch (Capitulo 2):

#ALGORITMO BAUM-WELCH
BaumWelch = function(returns, mu, sigma,
n_states=3, Tolerance=7*10"{-2}, maxstep=1000){

change likelihood=c(rep(Inf, n_states))
likelihood=data.frame()

returns=as.data.frame(returns)

mu = as.data.frame(mu)
A=data.frame(rep(1/n_states,n_states))
A[1:n_states]=rep(l/n_states,n_states)
p=rep(l/n_states,n_states)

# Nuestra Matriz de transcion incial
# A=data. frame(c(0.9,0.1),c(0.1,0.9))

# Nuestras probabilidades iniciales
#p=c(0.6, 0.4)

k=ncol (returns)
if (k==1){sigma=as.data.frame(sigma)}
L=nrow(returns)

B=data.frame(c(rep(0,L)))

B[1:n_states]=c(rep(0,L))

forward=B

backward=B

smoothed=B

xi=vector("list", L-1)

xi[1:L-1]=1list(data.frame(c(rep(0,n_states)),c(rep(0,n_states))))

iteration=1

while(change_likelihood[1] > Tolerance & change_likelihood[2] >
Tolerance & iteration<=maxstep){

#SECCION A

for(i in 1:n_states){
if (k!=1){
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R=returns

for(j in 1:nrow(returns)){
R[j,]=returns(j,]-mu[,i]

}

#Calculamos los wvalores de la proyeccion sobre las Gaussianas de los wvalores.

B[,i] = exp(-.5*apply((as.matrix(R)%*%
solve(as.matrix(sigma[[i]])))*
as.matrix(R), 1,
function(x)sum(x)))/((2*xpi)~(k/2)*
sqrt (abs(det(as.matrix(sigmal[i]1])))))

telse{
B[,i] = exp(-.5*%((returns-muli,])*sigmali,] ~(-1)*
(returns-muli,])))/(sqrt(2*pi*sigmali,]))

# SECCION B
forward[1,]=p*B[1,] # Valores Forward
forward[1,] = forward[1,]/sum(forward([1,])

for (t in 2:L){

aux=c(rep(0,n_states))

for(i in 1:n_states){
aux[i] = aux[i] + sum(forward[t-1,]1x*A[,i])
+

forward[t,]=aux*B[t,]

forward[t,] = forward[t,]/sum(forward[t,])

}

#SECCION C
backward[L,]=B[L,] #Valores Backward
backward[L,]=backward[L,]/sum(backward[L,])

t=L-1
while (t>=1){
aux=c(rep(0,n_states))
for(i in 1:n_states){
aux[i] = aux[i] + sum(A[,i] *backward[t+1,])
+
backward[t,]=aux*B[t+1,]
backward[t,]=backward[t,]/sum(backward[t,])
t=t-1
}
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#SECCION D

for (t in 1:L){ #Probabilidades Smoothed
smoothed[t,]= forward[t,]*backward[t,]
smoothed[t,]= smoothed[t,]/sum(smoothed[t,])

}

t=1
while (t<=L-1){
aux = diag(0,n_states,n_states)

for(j in 1:n_states){
aux[j,]=as.matrix(forward[t, jl*backward[t+1,]*B[t+1,])
}

xi[[t]] = Axaux
xi[[t]]=xi[[t]]/sum(xi[[t]])
t=t+1

}

#SECCION E
p=smoothed[1,]

exp_num_transitions=data.frame(c(rep(0,n_states)),c(rep(0,n_states)))
for(i in 1:n_states){
for(j in 1:n_states){
exp_num_transitions[i,jl= #Ndimero total de transiciones
sum(sapply(lapply (xi,
function(x)sum(x[i,j])), function(x) (sum(x))))

for(i in 1:n_states){
if (sum(sapply(lapply(xi, function(x)sum(x[i,])), function(x) (sum(x))))!=0){
#Redefinimos matriz de transicion
Ali,] = exp_num transitions[i,]/sum(sapply(lapply(xi,
function(x)sum(x[i,])), function(x) (sum(x))))
Yelse{A[i,]=c(rep(0,n_states))}
if (k!=1){
for(j in 1:k){
if (sum(smoothed[,i]) '=0){mulj,i]=sum(smoothed[,i]*returns[,jl)/
sum(smoothed[,i]) }else{muli, j]=0}
}
Yelsed{
if (sum(smoothed[,i]) !=0){
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#Redefinimos mu y sigma

muli,]=sum(smoothed[,i]*returns)/sum(smoothed[,i])

sigma[i,]=apply((smoothed[,i]*(returns-muli,])~2),2,
function(x)sum(x)/sum(smoothed[,i]))

#TOLERANCE
if (k!=1){
R=returns
for(j in 1:nrow(returns)){
R[j,]=returns(j,]-mu[,il]
}
# Verosimilitud para determinar convergencia del algoritmo
likelihood[iteration, i] = log(sum(smoothed[,i]/sum(smoothed[,i])*
exp(-.5*apply((as.matrix (R)%*%
solve(as.matrix(sigmal[[i]])))*
as.matrix(R), 1,
function(x)sum(x)))/((2*pi)~(k/2)*
sqrt (abs(det (as.matrix(sigmal[il]))))
)

Yelseq

likelihood[iteration, i] = log(sum(smoothed[,i]/sum(smoothed[,i])*
exp(-.5*%((returns-mu[i,])*sigma™(-1)*
(returns-muli,])))/
((2*pi)~(k/2)*
sqrt(cov(as.data.frame(returns)))

)

}
}
if (iteration>1){change likelihood= abs(likelihood[iteration,]
-likelihood[iteration-1,])}
iteration=iteration+l

}

return(list (mu=mu, sigma=sigma, p = p, A=A, forward=forward, backward=backward,
smoothed=smoothed, exp num_transitions)

)



Algoritmo Modelo Mixto GHMM-ANN

GHMM-ANN = function(returns, w, p, n_states=2, n_samples=10, Tolerance=7*10"{-2}){

sample=returns
n_samples=10
TL = length(sample)

#STDP Rule
w_change = function(w,L, n_neurons, n_states, stdp){
aux=list(data.frame())
for(i_1 in 1:L){
aux[[i_1]]=w
if(i_1 %in% stdp[[1]]){poisson_train=m[,i_1]}else{poisson_train=rev(m[,i 1]1)}
for(i_2 in 1:n_trains){
if (poisson_train[i_2]==1){aux[[i_1]]1[i_2,]=
exp(-aux[[i_1]]1[i_2,]+1)-1}else{aux[[i_1]]1[i_2,]=rep(-1,n_inputs)}

}

return(aux)

by

p_new=p
W_new=w

for (s in 1:n_samples){

p=p_new

W=W_new

#Sample
returns=sample[seq((s-1)*trunc(TL/n_samples)+1,s*trunc(TL/n_samples)),]

returns=as.data.frame(returns)

L=length(returns)

for(i in 1:n_samples){samples[[i]]= returns[((i-1)*round(L/n_samples)+1) : (i*round(L/n_
w = as.data.frame(w)

pi=rep(1/n_states, n_states)

#pi=c(0.6,0.4)

m=matrix(nrow = n_neurons, ncol = L)
R=list(as.data.frame(m), as.data.frame(m))
R[1:n_states]=list(data.frame(c(rep(0,L))))
iteration=1
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#Generate Poisson Train
n_trains=n_neurons*n_states
high freq=n_trains*.75
low_freq=n_trains/10
df=1/n_trains
m = matrix(ncol = L, nrow = n_trains)
for(i in 1:L){
m[,i] = as.double(runif(n_trains)<ifelse(i %in}% stdpl[[1]], high freq*df, low_freqxd:
}
eta=apply(m, 1, function(x)sum(x))

#Baum-Welch Adaptation
for(i in 1:n_states){
for(j in 1:L){
aux=pi[i]*exp(p[seq(((i-1)*n_inputs+l),i*n_inputs),1])*
exp(apply (w_new[[j]] [seq(((i-1)*n_inputs+1),i*n_inputs),]*
as.double(returns[j,]),1,function(x)sum(x)))
R[[i1][j,] = aux/sum(aux)
}
}
aux=returns
mu=1list ()
for(i in 1:n_states){
for(j in 1:L){
aux[j,] = R[[i]l][j,]*returns([j,]
}
mul[i]]=sum(aux[j,])/sum(R[[i]])
pillil)=sum(R[[i]])/nrow(R[[i]])
pi=pi/sum(pi)

w_new=w_change(w,L,n_neurons, n_states, stdp)
for(i in 1:L){w_new[[i]]= mul[[i]] + 0.O1l*eta*w _new[[i]]}
p_new=pixexp(-p+1)-1

}

return(list (mu=mu, pi=pi, p = p))

}
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