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Abstract

We give a graphical representation of the quantum orbits of the hidrogen atom
both for the quantum states with cilindrical simmetry described in [7] as for the
quantum real states. First, we do an analytical discussion of the hidrogen atom
quantum states an afterwards we use the adquired knwoledge to represent them in
3D in both cases. We describe the software created to allow a user to graphically
represent any orbital at will.

Resum

Es déna una representacié grafica dels orbitals de 'atom d’hidrogen tant per als
estats quantics que presenten simetria cilindrica com per als estats quantics reals.
En primera instancia, es realitza un tractament analitic de les funcions d’ona que
descriuen aquests estats quantics i, posteriorment, s’aprofita aquest coneixement
per a representar els orbitals a ’espai. Descrivim el programa de software previ,
revisat i modificat, per a la representacié dels orbitals quantics reals.
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1 Introduccid

Format per un proto en el nucli i un electré orbitant al seu voltant, ’atom d’hidrogen
és 'atom més senzill i abundant de I’Univers i el seu estudi és basic i fonamental
en el desenvolupament teoric de diverses branques de la Fisica.

La seva importancia pero no es restringeix a la Fisica, és un element clau tant a
la Quimica com a la Biologia.En particular, permet entendre estructures biologiques
com ’ADN que fan possible la vida tal i com la coneixem avui en dia.

Una vegada descoberta |'existencia dels electrons un dels temes més interessants
ha estat el d’intentar determinar quines soén les orbites que segueixen els electrons
al voltant del nucli. Propostes inicials com les orbites circulars de Bohr, simples
i a priori forga raonables, sén rapidament contrarestades amb arguments solids
d’electromagnetisme.

No va ser fins I'arribada de la Fisica Quantica i ’equacié d’ona de Schrodinger
que les orbites no es van substituir pel concepte d’orbital, regié de I’espai en la qual
es mou l’electrd, amb una determinada probabilitat de trobar-lo en cada punt de la
mateixa,de tal manera que no podem determinar univocament la posicio de I'electro
per a un cert instant de temps (Principi d’Incertesa de Heisenberg). Aquest fet és
impossible dins el marc de la Fisca Classica.

La representacié greafica dels orbitals atomics, en particular de ’atom d’hidrogen,
presenta un problema interessant que val la pena tractar amb detall tant des del
punt de vista teoric com practic.

El projecte

Es busca representar graficament els orbitals de 'atom d’hidrogen més usuals a la
literatura representats per funcions d’ona reals. Per tal d’assolir aquest proposit
es revisa, es repasa i es modifica, el treball i el programa previ [7]. S’afegeixen
noves visualitzacions i posteriorment s’utilitzen aquests coneixements per abordar
la representacié dels orbitals reals i generalitzar-la amb un programa de software.

Estructura de la Memoria

La memoria esta dividida en 6 parts.

e En el marc de la Fisica Quantica, es plantegen els conceptes necessaris i es
realitza el desenvolupament analitic que porta als estats propis de 1’atom
d’hidrogen ¢ a partir dels quals es defineix una funcié de densitat d.

e S’estudien els maxims relatius i els zeros de la funcié de densitat d que ens
permet abordar la representacio grafica dels orbitals amb simetria cilindrica
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e Es presenta la interficie del programa i les visualitzacions que es poden acon-
seguir amb aquest software a mode de manual per a 'usuari. Es comenta
breument les eines grafiques utilitzades per a les visualitzacions mostrades.

e Es fa un repas als metodes de calcul utilitzats en el programa.

e Es fa un tractament analitic dels estats propis reals de I'atom d’hidrogen
Unim+, que ja no presenten simetria cilindrica, en general, i es representen
graficament amb el Mathematica i amb el programa de software previ modi-
ficat.

e Finalment, presentem les nostres conclusions.



2 L’atom d’hidrogen

Siguin els postulats de la Mecanica Quantica segiients:

Postulat I La maxima informacié possible d’un sistema fisic és el seu estat
quantic, que es representa amb una funcié d’ona normalitzada ¥ (z,t) i de fase
arbitraria U(x,t) ~ e"¥(z,t),Vy en un espai de Hilbert separable.

Postulat V L’evolucié temporal d'un estat quantic ve donat per 'equacié de
Schrodinger:

0 n* _,
zha‘ll(:c,t) = HU(z,t) = —%V + Vix,t)| ¥(x,t) . (2.1)

Proposicié 2.1. Un espai de Hilbert és separable si, i només si, admet una base
ortonormal numerable.

Observacié 2.2. L’espai de Hilbert al qual fa referencia el primer postulat es
correspon a l'espai L?(a,b), és a dir a 'espai de les funcions de quadrat integrable

fab |f(x)|?dzr < oo , dotat del producte interior < f(x)|g(z) >= fab fH(z)g(z)dz .
Notacié 1. f* denota el complex conjugat de f, i |f| denota la seva norma.

Observacié 2.3. En general, un espai de Hilbert és un espai complet dotat de
producte interior. Un espai H és complet si, per a tota successié de Cauchy de
funcions de 'espai H, aquesta convergeix en una funcié també de H.

Definicié 2.4. Tenint en compte les observacions anteriors:

Es diu que un estat esta normalitzat si satisfa que el producte interior amb si
mateix €s la unitat.

Es diu que dos estats son ortogonals si el seu producte interior és nul.

Es diu que un conjunt d’estats és ortonormal si tots els estats estan normalitzats
1 son ortogonals dos a dos.

Definicié 2.5. Un operador O és una aplicacio lineal O : C* — C™ Direm que una
funcio i és una funcio propia d’un operador O amb valor propi o si O = o).

Si una funcié d’ona ¥(z,t) representa un estat d’energia E, aleshores la funcié
d’ona és propia del hamiltonia H amb valor propi E.
L’equacio que en resulta és justament la de Schrodinger,

.0
zha\ll(x,t) = HVU(z,t) = EV(z,t) . (2.2)

Per a I'atom d’hidrogen es busquen quines funcions d’ona, quins estats quantics,
satisfan els electrons. Aquestes funcions d’ona es coneixen com els orbitals.



El potencial dominant V' per a la intereaccié proto-electro és el coulombia

2 . ., .z . . , .
Vir)=— Treor - lgnorem la contribuci6 d’atracci6 gravitacional doncs és diversos

ordres de magnitud inferior a I’atraccié coulombiana en aquest cas.

Donat que el potencial és central (i.e. depén només de la distancia a ’origen, on
es troba el nucli), 'equaci6 (2.2) implica que W(r,0, ¢,t) = (r,0, ¢)e Ft/" On o
satisfa:

V()| 6(:0.60) = Bulrn0.0). 2.3

En coordenades esferiques, la laplaciana(V?) pren la forma:

19 /,0 10 9 1
2 _ - — =] . 24
V= ( ar) T2 sma 06 (Smeae) T e (8(252) (24)

Realitzem 'ansatz i (r, 0, ¢) = R(r)A(6, ¢).

Imposem que A(f, ¢) sigui una funcié propia de L?* amb valor propi (I + 1)h?,
(I >0) ide L, amb valor propi m.

n oo 0 1 0
L?A(0,¢) = ——— [89 (SIne)aQ) + MTA A0, ) = 11+ 1)R*A(0, ¢) . (2.5)

L.A(0,6) = mA(0, ¢) . (2.6)

Per a major precisio, s’utilitza la massa reduida = el >~ Me .
)
Me+mp

Per tant, I'equaci6é de Schrédinger independent del temps (2.3) en coordenades
esferiques és

h? 0 0 1 0 0 1 o2
B 2pur? [(E (T25> + sin 6 90 (Sm986’> T sinZ @ <3¢2)) +V(r )} W(r, 0, ¢) =

:_ﬁ;{_( ” f (1)A(0,6) + V(1)6(r.0,6) =
J ro

2 (o8 mown - (452 v -
= FEY(r,0,0) .

R(r

(2.7)

Definint un potencial efectiu V.5 = (l(l;;ig +V(r )> podem reescriure ’'equacio

anterior de manera que:

{_ B0 ( : 3) N vef} R(r) = ER(r) . (2.8)

2ur? Or

2.1 Solucié de la part radial

Es procedeix a solucionar l'equacié diferencial (2.8).
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h? d?
[—ZW + Vef] u(r) = Eu(r) . (2.9)
Sigui
vV—2uE pe?
K=——"p—, T=Hr, Tozm. (2.10)

Observacié 2.6. Com que l'energia E d'un estat lligat és negativa s, 7,79 € R i,
per a un valor donat d’energia E, 7 ~ r .

Aleshores,

5 Ju(T) . (2.11)
Tenim que,

e Quan 7 — 0 aleshores u(1) ~ Cor!*1 .

e Quan 7 — oo aleshores u(7) ~ Coe™™ .

En vista del comportament de la funcié u(7) en els limits anteriors, considerem

u(t) = 7" e o (r) . (2.12)
L’equacié (2.9) pren la forma
d*v dv
TW—FZ(l—i—l—T)%—i—[7'0—2(l—|—1)]v:() : (2.13)

Suposant v(7) = 3" ¢;7/ aleshores s’ha de complir

2(j+l+1)—70]
® Cjy1 = j

G+DH(+20+2)

® 3j = Jjimas tal que ¢;,, #0icj .41 =0 .

Definint n = jpee + 1+ 1 = 19/2 € N, per (2.10) obtenim la discretitzaci6 de les
energies possibles per al sistema,

B, = ( ¢ )2 . (2.14)

“om2n2 \ dre

La solucié de (2.13) resulta v(r) = NyL**' (27) , on Lg_ﬁ és el polinomi
associat de Laguerre definit a partir del a-ésim polinomi de Laguerre L, (z) .

LS, = (1) (%)B L@ L) =e(£) ). @

bt



Desfent els canvis
2\ 2
R(r) = Nye~"/m <l) 241 (n—g) : (2.16)

2 Ve .
on a = r<l” &g el radi de Bohr.

me?

Imposem que estigui normalitzada,

1:/OOOR*Rdr:>NnZ:\/<%)3%. (2.17)

Definim una nova variable o = % i, a partir d’ella, definim també p = osinf ,

( = ocosf. Aquestes variables ens defineixen un pla diferent per a cada valor de
I'angle ¢. Clarament, se satisfa o2 = p? + (%

La part radial queda:

R(0) = Nye o' L2 (o) . (2.18)

2.2 Solucié de la part angular

Procedim a solucionar les equacions diferencials (2.5) i (2.6). Realitzem I'ansatz
A0, ¢) = ©(0)D(¢). Aleshores, tenim que I'equacié (2.6) resulta

L.® = —ih%@ = mhd = &(¢p) =™, mcZ . (2.19)

Observacié 2.7. De fet, ®(¢) = Cye™? . Préviament hem obviat la constant Cy
ja que sempre pot ser adherida dins ©(6). Com ®(¢) ha de ser igual a ®(¢p + 27)
tenim

D(¢) = M = MmO — P4 21) @ M =1 meZ . (2.20)
(*)
L2<L*=m|<I(l+1)="|m| <. (2.21)

() Altrament, per [ = 0, tindrfem m = [+ 1 = 1 , resultat que contradiu la
desigualtat |m| <I(I+1) .

L’equacié (2.5) queda

o ( 0 1 07
{% (sm 9%) + w@} 0(0)2(¢)
=—I(l+1)sinh ©(0)P(p) .

g (. 0 m?
[% <Sm9%> " Sin 91 0= 99



Per tant, s’ha de satisfer

[ﬁ (Smgﬁ) G 1)sm9} 0(0) =0 . (2.23)

06 sin @
Aplicant el canvi de variable x = cos @, P(x) = ©(f0) a 'equaci6 (2.23)

2 2

{(1 — ) — — 2aci +I(1+1) -

dx? dx

— 2

} P(z)=0. (2.24)

La solucié d’aquesta equaci6 és ©(0) = C Py, (cosf), on Py, és el polinomi as-
sociat de Legendre definit a partir del polinomi l-esim de Legendre P, (ben definit
per avalorsdel € Z,1 >0 ).

Pin(z) = (1 — 22)mI/? (%) " Py(z) 5 P(z) = 2,%, (%)l (z* =1 (225)

Observacié 2.8. P(z) = B _m(z) i Pn(z) = B, (7) .

Finalment

A0, ¢) = CP,,e™ . (2.26)

Imposant que estiguin normalitzades, es troben els anomenats harmonics esferics

Y0, 9).

27 s 2 1 o |
1:/ / A*Asin9d0d¢:>017m:\/( LEDE=mt S
0 0

An(l+ m)! (2.27)

=Y"(0,¢) = Cj P m(cos 0)e™?

Observacié 2.9. La constant Cp,, = (—=1)"C;_,,, si m < 0. Els polinomis de
Legendre satisfan

Y™ (0, )" = CramPlme™™? = (=1)"Y, (0, 9) - (2.28)

on s’ha utilitzat 'observacid 2.8.

2.3 Polinomis associats de Legendre

Per al calcul dels polinomis associats de Legendre P, ,,(cos 6) s’aprofitara el fet que
aquests polinomis satisfan les relacions de recurrencia segiients:

(I) = Ppi1m =cos(2m + 1) Py

(II) = Priimir = —(2m +1)sin 0P, ,, , (2.29)

(IIT) = Py1m = (20 +1)cosOF,,, — (I +m)P_1 ] ,

l—m+1

OIlP070:1.



Observaci6 2.10. (III) esta ben definida si [ > m~+1 . Altrament (I = m) utilitzem

(D).

Utilitzant les variables definides anteriorment o, ¢, p, definim q;,,(p, ¢) := o' P, (cos 9).
Les noves relacions son:

<[> — dm+1,m = §(2m + 1)(]m,m )
(1) = gmt1m+1 = —(2m + 1) pgmm (2.30)

([II) — qi+1,m = m[(zl + 1)CQI,m - (l + m)oqu,l’m] .

Escrivim els polinomis ¢;,, per a [ <4 en una matriu per a veure'n la forma.

1 — — — —

¢ —p — - —

Qm = 1%(3C2 —0?) —3Cp 3p? - —
5¢(5¢% = 30%) —3p(5¢% — 0?) 15¢ —15p* -

1(35¢* — 30¢%0? + 30%)  p((35¢% — 30?) Lp*(7¢* —0?) —105(p> 105p

Observacié 2.11. Es pot veure, fixant-se en les columnes, que en tots el polinomis
es troba el factor p™ . Si ara un es fixa en les diagonals, que mantenen un valor de
[ — m constant, apareix un factor comu ( quan aquesta resta és senar.

En conseqiiencia, definim el parametre b = (I —m) mod2, b € Z/2 i definim els
nous polinomis hy ., (p, () = meC_Ile,m(pa ().

Les relacions de recurrencia queden:
(1) = hpms1m = 2m+ Dby
(II) — hm+1,m+l = —(2m + 1>hm,m 5 (231)

(IT11) = hyyim = (20 + 1) hym — (L + M) M) -

[l—m+1
Observacié 2.12. Els polinomis Ay ,, sén polinomis homogenis de grau g = [Z_Tm]
en p?, (%, on [f] denota la part entera de f .
Per tant, es poden reescriure de la segiient forma:
g . .
M) = D0y (232

J=0

2.4 Polinomis associats de Laguerre

Novament per al calcul recursiu dels polinomis associats de Laguerre en el programa
és important coneixer quines relacions de recurrencia satisfan.

Definma=2l+1, f=n—-101—-1.



Les relacions de recurréncia son:
o
LO (U) =1,
L¥(o)=1+a—o0,

) (2.33)
511(0) = 5728+ 1+ a—o)Lj(0) = (B+a)L5a]

De tal manera que donats els nombres quantics n i [ es poden trobar els polinomis
de Laguerre corresponents.

2.5 Els orbitals de ’atom d’hidrogen

Gracies als apartats anteriors podem concloure que els orbitals es corresponen amb
les funcions d’ona

_ _ = (2r : 20+1 2r img
Unim(r,0,0) = R(r)Y (0,¢) = Nyene <_na> Lo (_na> CimPim(cosb)e
(2.34)

Aquestes funcions d’ona sén ortonormals i sén funcions propies simultaniament
dels operadors H, L? i L, que formen un conjunt complet d’observables compatibles.

Definicié 2.13. Un conjunt complet d’observables compatibles (CCOC) és un con-
gunt d’operadors {A, B,C, ...} tals que

o Commuten entre ells, [A, B = AB — BA =0 (i.e. sdn compatibles).

e Donat un valor propi (a, b, c, ...) de cada operador (A, B, C, ...) existeix un unic
estat quantic Ygpe.. tal que és propi dels operadors (A, B,C,...) amb valors
propis (a,b,c...) (i.e. és complet).

Llavors els estats quantics Yap... formen una base dels estats 1.

Per tant, qualsevol estat 1) de 'atom d’hidrogen es pot expressar com a combi-
nacié lineal dels estats ¥,

¢ = Z Cnlmwnlm . (235)
n,l,m
En primera instancia s’explicara com representar graficament els estats ¢, .

Posteriorment s’analitzaran els estats ¥+
¢n,l,m+ = N+(¢n,z,m + ¢n,l,—m) 3 wn,l,m— =N_ (¢n,l,m - wn,l,—m> : (2‘36)

S’aprofitara el fet que [1]|?> = 1*1) representa la densitat de probabilitat de 1’e-
lectré de trobar-se en 'estat quantic 1.

2r

na

21 2
—or [ 2r
fanl? = N CRe (20) 125, () IPmfcost) . (230

9



Aquesta densitat de probabilitat resulta independent de la coordenada ¢, in-
troduim doncs les variables o, (, p, definides amb anterioritat, per tal d’explotar al
maxim aquesta simetria present als estats ¥,,.

Definim una funcié densitat d,;, tal que d?, = [tum|* sigui la densitat de

probabilitat esmentada i on ja hem omes la dependencia amb la coordenada ¢.

dnlm(C; )0) = anClmeia/ZLg(O-)pmcbhlm(gza IO2) . (238)
ona=2[+1,=n—-1-1.

Observacié 2.14. Al definir ¢ = 2—2 estem introduint la dependeéncia en n dins
o, p, C, fet que provoca un problema de reescalament. Podriem definir una variable
s = %’ = no de tal manera que la dependencia en n quedes explicita fora. No
obstant, donat que el programa esta ideat per a la ¢ simplement fer n((, p) quan
trobem els valors dels punts (¢, p) del pla, per a cada corba de densitat d, soluciona
el problema del reescalament i no hem hagut de modificar cap de les equacions

previament calculades per a la variable o.

10



3 Orbitals

En aquesta seccié s’estudiara els zeros de la funcié de densitat d,;,, i els seus maxims
relatius. Aquesta informacié resultara molt 1til a ’hora de representar els orbitals

wnlm-

En tots els subapartats inferiors s’ignoraran les constants N,,;, Cy,, ja que preci-
sament al ser constants per a una terna (n, [, m) no influeixen en la discussié sobre
els zeros i els maxims relatius de la funcié d,;y,.

Tampoc es considerara el punt ¢ =0, i.e. p=(=0.

3.1 Cons nodals

Es busca en quines direccions s’anul-la d,,;,. Aquestes direccions en el pla (p, () es
transformen en plans a l’espai en aplicar la simetria en 'angle ¢. A aquest plans
se’ls coneix com a cons nodals.

p=HX = p* =N (3.1)

Es vol trobar el valor del pendent A que satisfa que s’anul-la la part angular de

dnlm-
ARy (G N =0 . (3.2)

Observacié 3.1. S’ha supossat que ens trobem en el 1r o 3r quadrant (i.e. p = A(),
alternativament, 2n o 4t quadrant, apareixeria un factor (—1)" que no influeix en
cap cas a trobar aquestes direccions.

De (3.2) es dedueix que les solucions sén:

(i) Sim # 0, el pla p =0 és un con nodal que correspon a A = 0.
(ii) Si b # 0, el pla ¢ =0 és un con nodal que correspon a A = 00
(

iii) Els zeros del polinomi associat de Legendre hy,,,(¢%, \?) .

Es guarden els valors de A? corresponents a les direccions on s’anul-la la funcié
densitat d,,z,.

Aprofitant I'equacié (2.32)

g
hun(C%, ) = (P D@\ = CUN (V) (3.3)
=0
on s’ha definit el polinomi nodal N(A\?) :=>7%_ja;A>.

Les direccions que es busquen son els zeros d’aquest polinomi nodal i es guarden
en un vector, al que anomenarem vector nodal \?

A= (0 _ AT A3, A2 o0 (3.4)
m7#0 b£0

11



Exemple 3.2. Sigui la terna de nombres quantics (n,l,m) amb [ = 4, m = 1.
Busquem les direccions A dels cons nodals per a guardar-les en el vector nodal A%

m#0= )\ =0.

b=(A4—-1)mod2=1#0= )} =00 . (3.5)
1 1 20
ha1 (G2, %) = 5(—20§2 +15p%) = 5§2(15A2 —20)=0= M\ = T
Per tant, el vector nodal queda:
- 20
2\ = - . )
(0, 52,0) (36)

3.2 Cons modals

En aquest subapartat es busquen les direccions u (p = u() on la funcié de densitat
dpim €s maxima. Aquestes direccions son les direccions paral-leles al gradient de la
funcié densitat:

(D¢ Do) (v, 1) (3.7)

De manera analoga al apartat anterior, es té
(i) Sim =0, el pla p = 0 (i.e. ladireccié (1,0)) satisfa D,d,, = 0 = (v,1)]](1,0)
és un con modal.

(i) Si b = 0, el pla p = oo (i.e. la direccié (0,1)) satisfa Dedpy, = 0 =
(v,1)]](0,1) és un con modal.

(iii) Alternativament, les direccions (v,n)||(1,u), on u # 0, sén cons modals ja
que D, dyim = pD¢dpim -

Se satisfa

ngnlm - DUR(U)g_ZY<C7 p) + R(U)DCY(Ca p) )
Dy = DUR(a)g—;Y((, p)+ R()D,Y(C.p) (3.8)
D, R(0) = |~ Li(0) + E5(0)]

on s’ha utilitzat l'eq (2.38) i Lg(a) = %Lg(a).

Es vol demostrar que

Dpdnlm = Hngnlm = DpY(Ca P) = MDCY(C> p) . (39)
Clarament
o _p_ ¢ _ 00 07— i)
o Mo T T 1Dy R(0) aCY(C,p) = D, R(0) 6pY<C,p) (3.10)



Aleshores, imposar D,d,imm = ptD¢dym és clarament equivalent a imposar

Tenim que

B
DY (G2, p%) = bp™ " (G p7) + me”a—Chzm(Cz,pQ) :

2 2 m—1 b 2 2 m b a 2 2 (311)

Aleshores, imposant D,Y (C, p) = pD:Y (¢, p),

Ohun(C717) _
¢

bah%n(<27ﬂz)
ou¢)

pb(pC) ™ (G2 %) + (€)™ ¢
(3.12)

= m ()" P hum (€, 1%) + ()¢

Arreglant-ho, s’obté
9

8<hzm(é2,u2) - (3.13)

M (2, 1) + ucﬁhlm«% 1) = byt (P 2) 4 12C

Utilitzant (2.32),

9 9 9 9
m¢2 Z ajp? 979 4 ¢ Z a;2(g — j)p2N=t = by Z ajp99) 4 2% Z ;25299

J=0 J=0 J=0 j=0
g g g g
= m Y ag i Y ag 2k =by ag gV 4y Jag 29— k)utY
k=0 k=0 k=0 k=0

g g
= magy + Z ag_ i (m + 2k) = baou® 9t + Z ag_pr1 2 (b+2(g —k+1)) .
k=1 k=1
(3.14)

Definim el polinomi modal M (u?) := i:é Yelt?F tal que:

g
M (%) = bao/f(gH)—I—Z ¥ lag i1 (b+2(g—k+1)) —ay_(2k+m)]—ma, . (3.15)
k=1
els zeros del qual déna les direccions modals (i.e. on la funcié densitat és maxima).

Aquests zeros es guarden en l’anomenat vector modal /%, juntament amb els
valors 0, co quan sigui necessari.

/7:2 = (\ 0 ) ,LL%,,M%, o ')Mi—i—lu OO,) : (316)
m=0 b=0
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Exemple 3.3. Novament sigui la terna de nombres quantics (n,l,m) amb [ = 4,
m=1.
m#0=0¢ i’ , b#0=oc0¢ ji*.
1

1 A A 15
har (¢, p%) = 5(=20C% + 15p%) = 3 L a;¢¥ 0" = app® + ar(® = a1 = —10,00 = - .
j=0
(3.17)
Per tant,
131 131
15 105 T\ 5 T+ 5
M(p?) = Fpt = 20> +10=0 = i = ) i ) ’ (3.18)

3.3 Esferes nodals

En aquest apartat es busca per a quins valors de ¢ s’anul-la la funcioé d,,;,,. Aquests
valors de o generen circumferencies en el pla que en aplicar la simetria en 'angle ¢
es transformen en el que anomenarem esferes nodals.

El problema es redueix a calcular els zeros dels polinomi associats de Laguerre

L§(o).

Proposicié 3.4. El polinomi associat de Laguerre L%(O') té B arrels simples.

Definim el vector de radis nodals

O_:nl = (01702 : "70-5) ; (319)
on {o;} sén les arrels del polinomi associat de Laguerre L§(o) .

Observacié 3.5. Es podria considerar ¢ = 0 com el primer radi nodal, ja que
anul-la la funcié densitat, pero aquest cas s’ha exclos del tractament analitic.

Proposicié 3.6. Donats dos polinomis associats de Laguerre L§(o),Lg, (o), els

seus zeros estan intercalats.

Aquesta proposicié sera molt 1til a I’hora de realitzar el calcul computacional dels
zeros dels polinomis associats de Laguerre al programa ja que, ajuda a simplificar
considerablement els calculs.

Exemple 3.7. Sigui la terna de nombres quantics (n,l,m) amb n =8, = 4. En
aquest casa =2[+1=9if=n—-1—-1=3.

Ly(o)=1,L}(0c) =10 —0 = 0y = 10 ,
1
Ly(o) = 5[02 — 220 +110] = 07 = 11 — V11,05 = 11 + V11,

1
Ly(o) = 6[—03 + 3607 — 3960 + 1320] = o} = 6.37,05 = 11.32,05 = 18.31 .
(3.20)
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El vector de radis nodals queda
gsq = (6.37,11.32,18.31) . (3.21)

Observacié 3.8. Els zeros compleixen 0% < o] < 03, 0} < 0} < 05 < 03 < 73.

3.4 Esferes modals

En aquest subapartat es discuteix si existeixen uns valors o tals que, per a ells, la
funcié densitat d,,;,, és maxima. Aquests valors de o els anomenarem radis modals
i generaran les esferes modals.

Es supossara que s’estd en una direccié modal, p = u¢, p? € ji%, doncs el valor
maxim de o es troba en la direccié on (, p també es fan maxims.

o o
——, P p— .
14 p? 1+ p?

Posteriorment es veura que els radis modals sén independents del valor de p
escollit i, per tant, de la direccié modal escollida en el pla (¢, p). Fet clau que
permet pensar en el concepte d’esferes modals.

== (= (3.22)

La funcié de densitat d,,;,, queda

m b
o o
Ao = ¢=2L%0) | 2 | | =2 | Tun(0) ; 3.23
5<>< =) () e e
si utilitzem l'eq (2.32) arribem a

m g

—0 [e% :u 2k
dnim = € /QLB(U)UZW Ag—kHL (3.24)
(1+ p2)i2 e
on s'utilitza que g = [52] = o=t
Definim .
p 2%
6(1) = a5 ) Qgkl (3.25)
(14 p?)? =
de tal manera que
1 .
Dy = (1) (—5(7ng(0) + ang(a) + lal_ng(a)> : (3.26)

Observacié 3.9. En els casos extrems, la funcié 0 es comporta bé.
Quan g = 0, la funcié § esta ben definida i 6(0) = q, .

Quan p = oo, aleshores § també esta ben definida i 6(c0) ~ p™ 2 app 2 = ap.

15



Els radis modals es corresponen als valors de o tals que
20L%(0) + (2l — 0)L5(0) =0 . (3.27)

Siguin {¥;} les solucions de 'equacié anterior, definim el vector de radis modals
S, com

—

an = (El, 22, ceey 26+1) . (328)

Observacié 3.10. El polinomi de Laguerre L§(o) té grau 3. Aleshores, I'equaci6
(3.27) és de grau 4 11 té per tant un maxim de § + 1 solucions reals.

Exemple 3.11. Donada novament la terna de nombres quantics (n,[,m) amb n =
8 [ =4, tenim

a=2l+1=9if=n—-101—1=3. A més,

1
Ly(o) = 6[_03 + 360% — 3960 + 1320] .

. 1 (3.29)
Ly(o) = 5[—02 + 240 — 132] .
Aleshores, 'equacié a resoldre queda,
1.
o[—0? + 240 — 132] + (8 — 0)=[—0® + 3602 — 3960 + 1320] =
. 6 (3.30)
= 6[04 — 500° + 82802 — 52800 + 10560] = 0 .

Les solucions sén Y7 = 3.71, %, = 8.46, X3 = 14.26, >, = 23.56, de tal manera
que el vector de radis modals és

Sieq = (3.71,8.46,14.26, 23.56) . (3.31)

3.5 Nomenclatura estandard

Introduim la notacié espectroscopica, la notacié estandard per als orbitals, i la
modifiquem lleugerament per tal d’adaptar-la a la nostra representacié.

Donada la terna (n,l,m) de nombres quantics la notaci6 espectroscopica el de-
nota nl on n pren el valor del nombre quantic en qiiestio i el valor de [ es representa
mitjancant la lletra :

e ssil =0 ,on s prové de I'angles sharp.
e psil=1 ,onp provc/ie I’angles principal.
e dsil=2 ,on dprové de 'angles diffuse.

e fsil=3 ,on f prové de I'angles fundamental.
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e Sil > 3, es continua alfabéticament a partir de g (i.e. g,h,i,k,... s’assignen
respectivament a | = 4,5,6,7,...), on obviem la lletra j i no repetim les lletres
ja assignades.

Per tal d’adaptar-la a la representacio dels orbitals amb simetria cilindrica, que es
descriuen en aquesta seccid, afegim el subindex m corresponent al valor del nombre
quantic. Quan aquest nombre val m = 0 I'obviem.

Exemple 3.12. Donada la terna (8,4, 1) el orbital s’anomenaria 8¢g;. Analogament
donada la terna (3,2,2) es representaria 3ds i donada la terna (4, 1,0) es denotaria

4p.

3.6 Orbitals ns

Aquest subapartat es centra en el cas particular dels orbitals ns, és a dir, els orbitals
amb nombres quantics (n,l = 0,m = 0).

Els orbitals ns destaquen principalment pel fet que 'harmonic esferic Yy (6, @)
és constant. Aquest fet fa que el nostre orbital no tingui cap con nodal o modal i
presenti simetria esferica.

A partir dels apartats anteriors i utilitzant que 1=0, tenim que a = 1,8 =n—1.
Aleshores, les equacions
L71‘L—1(U) =0= 5:710 = (Ula T '>Un—1)

. . 3.32
o OILL (o) — 201 () = 0= So = (S0 om0

donen els valors dels radis nodals i modals. Novament s’ha exclos el valor o = 0,
en aquest cas, del vector de radis modals.

3.7 Representacié grafica

S’ha vist com es comporta la funcié de densitat d,,, en el pla (, p).

En la interseccié entre un con modal i una esfera modal, es troba el punt de
densitat d,;,,, maxima. Al voltant d’aquest punt, giren corbes de densitat constant
compreses entre els dos radis nodals i els dos cons nodals adients.

Aixi doncs, el pla ((, p) esta dividit en una xarxa polar com la segiient:

17



Figura 1: Representaci6 grafica de la xarxa 2D indexada

on la regié (i, k) és la compresa entre els cons nodals de pendent A;, ;11 i les
esferes nodals de radi oy, 0441. Per a la indexacié considerem oy = 0, 0541 = 00.

Un cop obtingut el resultat en el pla, s’aplica la simetria cilindrica en la coorde-
nada ¢ per a passar-ho a ’espai i obtenir 'orbital desitjat.

Una descripcié més acurada de les diferents regions en les que esta dividit I'espai
es fa a I'apartat 6.2.

Exemple 3.13. Situem-nos en el cas que s’ha treballat durant tota aquesta seccid,
és a dir, la terna (n,l,m) amb n = 8,1 =4, m = 1. Al llarg del treball hem trobat

/131 131
o020 o | VE VS
Y ) ILL 2 Y 2 Y (3‘33)

15’
Fsq = (6.37,11.32,18.31) , gy = (3.71,8.46,14.26, 23.56) .

Observacié 3.14. En el programa es treballa sobre el pla (p, () mentre que en el
desenvolupament teoric hem treballat sobre el pla ((, p). Simplement cambiant els
pendents ), 1 dels cons nodals i modals per A=, u~! obtenim els nous cons nodals
i modals reflectits a la Figura2.

Observacié 3.15. Encara que continuament parlem del pla (¢, p) cal tenir en comp-
te que p > 0 per tant en realitat es tracta d'un semi-pla ampliat a p < 0 en el
programa per simetria per a una major estetica visual.

Aleshores, seguint el procediment anterior s’obté la Figura2.
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Figura 2: Representacié grafica de la xarxa 2D amb les corbes de densitat constant
per a l'orbital 8¢;(1s41), on podem apreciar els cons nodals (blau), els cons modals
(groc), les esferes nodals (violeta) i les esferes modals (vermell) .
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4 Interficie i visualitzacions del programa

En aquesta secci6 es veu de forma breu i concisa les diferents representacions que
es poden fer com a usuari donat el programa original.

4.1 Interficie

En iniciar el programa es té

1 Orbitals - o X

Density [+0.00403200000C N [T e
[
[ I E——

Lay

yer density
- 0004647 -
L=
Incr. [+0.000032000000
COMPUTE

ALL

FILL

NEETCTCHN|
Box [30.356159 SECTION

SURFACE
PRINT

Figura 3: Interficie del programa Orbitals

on es pot apreciar que és forca user friendly, és a dir, sense cap explicacié un
usuari es pot defensar prou bé utilitzant-1’ho.

Els parametres inicials com els nombres quantics NV, L, M o la densitat d escollida
son modificables mitjancant les fletxes laterals. La densitat es pot incrementar més
o menys rapidament modificant el parametre increment, situat just a sota seu.

Els botons inferiors permeten accedir a diferents visualitzacions. Quan s’activen,
un quadrat groc apareix al seu costat i desapareix quan es desactiven.

Finalment, a la part esquerra, apareix el valor de la densitat utilitzat en la visua-
litzacié en pantalla, en cas que s’hagui modificat a la dreta pero no es correspongues
a la visualitzacié central. A la part inferior apareix el valor del zoom utilitzat en
la visualitzacié, modificable mitjancant SHIFT+Z,Z, per augmentar o disminuir el
zoom respectivament.

La visualitzacio central és interactiva i pot ser rotada utilitzant el ratoli.

Observacié 4.1. Per conveniencia el valor de M només es deixa agafar positiu.
Recordem que l'orbital corresponent a l'estat v,;,_,, és analeg al corresponent a
I'estat ¥, en aquesta representacio..
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4.2 Visualitzacions

Les visualitzacions descrites a continuacié presenten escala de grisos, son més fos-
ques quan major és la densitat dels punts que representen. El valor del maxim de la
densitat és el que marca el color més fosc en cada cas. Es a dir, la escala de grisos
és relativa a cada orbital i no serveix per comparar-los.

Compute

En seleccionar aquesta opcié el programa calcula els diferents elements descrits a la
seccié 3 (cons nodals, cons modals,...), i dibuixa al pla (¢, p) les corbes de densitat
constant d. Aquests elements es poden veure de manera explicita a la consola que
s’obre automaticament a ’hora de realitzar els calculs.

W7 Ci\Users\PC\Documents\ramon\ TFG\Orbitals quantics\Orbitals_Sim"Debug\Orbital_Sim.exe - a X

—

Figura 4: Valors dels parametres A2, y?, 7, % .

Els valors sén els mateixos que els calculats manualment al llarg del treball (3.33).
En el programa el valor oo es correspon a 80.

Les corbes es representen utilitzant la funcié LINE STRIP d’OpenGL.

1 Orbitals: - o x

Density [+0.00019200000C N 8 =]
LA 7 >
M_- -

Layer density
- 0.000192 -

+

Incr. [+0.000008000000

COMPUTE

ALL

AL |

NEEOTTeAl|
Box |22 807026 SECTION

SURFACE
PRINT

Figura 5: Corbes de densitat constant d = 0.000192 al pla (¢, p) per a l'orbital ¢)g4;.
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Observacié 4.2. Si es vol cambiar els valors dels nombres quantics o de la densitat
es aconsellable no tenir compute activat o, per a cada canvi, el programa fa els
calculs en questid. Per contra, si volem accedir a qualsevol altra visualitzacio,
compute ha d’estar activat doncs realitza tots els calculs base necessaris.

All

En seleccionar aquesta opcié representem totes les corbes de densitat d menor que
dmar - LOgicament, necesitem un pas entre les corbes que calculem. Aquest pas
ha de ser suficientment petit per a obtenir una resolucié prou bona pero no tant
petit que els calculs s’allarguin massa o quedin corbes indistingibles en els limits de
les regions delimitades pels cons i esferes nodals. El pas escollit en el programa li
assignem el valor h triat a partir de prova i error.

El programa calcula d,qz, dimaz — P, -..dimae — nh , on n és el nombre de parts en
que es pot dividir el segment que va entre els radis nodals i modals en cada regié.

B Orbitals - o X

Density [+0.00025600000C N_- 8 Lol
L_- 4 -
M_- -

1
Layer density
0.

- 000240 -
+ -
Incr.|+0 000016000000

COMPUTE

ALL

2y

FILL

(=) REVOLUTION
Box|33.391769 SECTION

©

SURFACE
PRINT

Figura 6: Representacié completa de les corbes de densitat constant en el pla (¢, p)

de Torbital 1)g4;.

Fill

En seleccionar FILL el programa omple les corbes de densitat constant d i les
coloreja. En aquest cas, I'escala de grisos presenta un color més fort com major

és la densitat maxima present al interior de la corba en qiiestio.S’utilitza la funcio
d’OpenGL GL QUAD STRIP.
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57 Orbitals - o s

Density |+0 00019200000C N_- 8 -~
L_- 7 -
M_-- 1 -

Layer density

- 0.000192 -~

+

Incr_ |+0.000008000000

COMPUTE
- - AL
..‘ =20 O —
‘ ‘ .. REVOLUTION
Box [22 807026 - ‘
SECTION
- -

SURFACE
PRINT

Figura 7: Representacié de les corbes de densitat constat d = 0.000192, amb 'inte-
rior colorejat segons pertoca, de l'orbital g4y .

Revolution

Revolution aprofita la simetria cilindrica per tal de rotar les corbes en el pla ((, p) i
representar la isosuperficie tridimensional corresponent a la densitat d per a la qual
s’ha realitzat el Compute.

X

"1 Orbitals

- o

Density [+0.00019200000C i
—
T

=rz
hlk|d

[elrl»

Layer density
_= [ 0000162 _w

+

Incr_ +0.000008000000
COMPUTE

ALL

FILL
[ REVOLUTION |
SECTION

SURFACE
PRINT

Box [22 807026

Figura 8: Isosuperficies a I’espai de densitat constant d = 0.000192 de I'orbital 1)g,;.

Section

Es talla la figura tridimensional per veure’n una seccié i apreciar-ne la coloraci
interior.
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"7 Orbitals

X

- O
Density |+0 00019200000C i
—
1

= -z
Alhlh

[vlelv

Layer density

- 0.000192 -

+ -
Incr. |+0.000008000000

COMPUTE

ALL

FiLL
REVOLUTION
SECTION

SURFACE
PRINT

Box|22.807026

Figura 9: Secci6 de les isosuperficies a ’espai per a la densitat d = 0.000192 de
I'orbital ¢841 .

Surface

Es dibuixa la funcié de densitat d, de tal manera que podem apreciar-ne la seva
forma. A més consta d’un pla associat al valor de d escollit per tal de veure'n la
posicié relativa a la mateixa.

51 Orbitals X

- o
Density [+0.00019200000¢ E
—
T
Layer density
- [ ooo0te2 _»
+ -
Incr. [+0.000008000000

COMPUTE

ALL

=rz
A|h|k

[vlvl»

FILL

=T
Box |22 807026 SECTION

SURFACE
PRINT

Figura 10: Representacio tridimensional de la funcié de densitat d on podem ob-
servar el pla corresponent a la densitat d = 0.000192 de 'orbital ¥g4; .
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Print

Print crea un arxiu .plt que guarda la visualitzacié per tal de poder ser recreada
després amb gnuplot. Un exemple el trobem a la Figura2, la qual ha estat modifica-
da posteriorment amb el propi gnuplot per afegir els plans i esferes nodals i modals
corresponents.

4.3 OpenGL

En aquest apartat es comenten les diferents funcions utilitzades d’OpenGL amb
una breu descripcié de que fa cada una.

e glVertex3d Permet definir un vertex a l’espai.

e GL LINE STRIP Traca una linia recta que uneix els vertexs que anem
definint un cop activa.

e glColor3d Permet definir el color, com a composicié de blau vermell i verd,
de la representacio.

¢ GL QUAD STRIP Definida una parella de vertexs vg, wg, per a cada nova
parella v;,w;,i € IN es dibuixa el quadrilater v;w;v; 1 w;1 1,7 € N U {0} i es
coloreja.

e GL LIGHTING Permet modificar la iluminacié, s’ha de desactivar quans’im-
plementen canvis a les figures 3D i reactivar-I’ho a posteriori.

e glMaterialfv Permet cambiar propietats del material com la seva brillantor,
la seva reflectivitat,...

e glNormal3d Permet definir el vector normal al iltim vertex definit. Aquesta
informaci6 és important per a la iluminaci6é. Cal tenir en compte que definir
no definir correctament la normal pot resultar en un color drasticament més
negre que el dessitjat per al punt corresponent. Aquest problema introdueix
la necessitat de definir la normal per a cada punt que es calcula.

Per a una informacié més detallada del funcionament de les funcions d’Open GL
us animem a consultar [4] .

4.4 Fast Light Toolkit

En el programa de software també s’utilitza la llibreria grafica Fast Light Toolkit
(FLTK).

L’FLTK permet dotar la interficie del programa dels botons interactius que donen
acces a les diferents visualitzacions realitzades amb 'OpenGL.
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5 Eines de calcul

5.1 Metode de Davidenko

El métode de Davidenko permet trobar ’equacié diferencial que satisfan les corbes

de densitat constant d.
Donat un valor de la densitat d , tenim l'equaci6 d,, = d = d,;,,, = 0.

Utilitzem el parametre d’arc s, tenim

¢'(s)* +0/(s)" =1

5.1
Inlm = Dcdnlmcl(8> + Dpdnlmpl(s) =0 ( )
Aleshores podem escriure
D, d
C/(S) — pUnim
V (D¢dim)? + (Dt )?
D¢d,; (5.2)
pl(s) =~ < nim

V (D¢nim)? + (D pdnim )?

on el parametre S pot prendre els valors {1, —1} segons el sentit en el que hem
de recorrer les corbes en el calcul computacional.

Per resoldre aquest sistema d’equacions necessitem coneixer un punt inicial ({p, po)-
Busquem aquest punt inicial en cada regié de la xarxa 2D sempre que el valor de
la densitat maxima en ella sigui major que el valor de la densitat d donada.

Conegut un punt inicial, ja podem resoldre el sistema d’equacions utilitzant
metodes numerics com Runge-Kutta-Fehlberg.

5.2 Metode de Runge-Kutta-Fehlberg

El metode de Runge-Kutta-Fehlberg (RKF) és una extensié del metode de Runge-
Kutta (RK) que treballa amb un pas variable.

Donat un problema del tipus

Y = flz,y) . ylwo) =yo; (5.3)

el metode de Runge-Kutta de s € IN etapes (RKS) [6] amb un pas h, ens déna la
solucié de la manera segiient

ky = f(%#/o)
ke = f(xo + c2h, yo + hagi ky)

ks = f(l"o + Csha Yo + h(aslkl + -+ as,s—lks—l))
y1 = Yo + h(biky + - - - + bsks)
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on els coeficients a; ;, by, ¢; € R 1 a més els coeficients ¢; satisfan

Ci = Ajj - (5.5)

0
€a L)1
€3 3 32
ll:!.s a‘sl (15,2 e a’s.s—l
bl bZ s—1 bs

Figura 11: Taula de butcher generica per a un metode RKS.

Definicié 5.1. El meétode RKS té ordre p, si satisfa
ly(wo +h) — ]| < KRPT (5.6)

Teorema 5.2. Per a p > 5 no existeix cap metode de Runge-Kutta (RKS) d’ordre
p tal que s = p.

Per tant, és important no confondre el nombre d’etapes del metode amb 'ordre
del mateix.

Finalment comentar que la extensié al metode RKFP(P+1) es basa en calcular
un RKS d’ordre p i un RKS d’ordre p + 1 amb un pas h, i reevaluar el pas h a
posteriori considerant la solucié d’ordre p + 1 com l'exacta. Es comparen les dues
solucions en funcié d’una tolerancia donada i es va variant el pas h fins que és
compatible amb aquesta tolerancia. Aleshores, la solucié és el resultat donat per el
metode RKS d’ordre p+ 1 .

Per al metode RKF7(8) utilitzat al programa de software s’han utilitzat els valors
dels coeficients donats per la taula de butcher il-lustrada a la Figural2.
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Figura 12: Taula de butcher que ilustra els valors dels coeficients,utilitzats en el
treball, per al cas RKF7(8).

28



6 Estats propis reals

Fins ara s’han discutit els estats 1, definits per la terna (n,l,m) de nombres
quantics, que es corresponen als orbitals amb simetria cilindrica nl,,. Gracies a la
simetria de [¢)|* amb ¢, podiem reduir el problema a dues dimensions i després rotar
al voltant de I'eix (. Aquest fet facilitaba la representacié grafica enormement.

A la literatura és usual trobar representats també els estats 1, jma,
wn,l,m:l: - N:I: [wn,l,m + ¢n,l,—m] (61)

on N és una constant de normalitzacié tal que [Ny |* = 3.
Aquests estats sén combinacié lineal d’estats de ’atom d’hidrogen.

Si desenvolupem (6.1), tenint en ment (2.34), aleshores

o 2r\ 2 A .
1/}n,l,m+ = N-I—ane% <_T> Liljllfl (_r) Olmle<COS 8)[6”’@ + e_zmﬂ =
na na

= 2N.d, cosmo . (6.2)

o2\ ) . .
Ungm- = N-Nuene (l> L, (_T> Cim Prm (cos 0)[e™? — e79] =
na na

= 2tN_d, sinmao .

Per tal de mantenir el valor de I'estat real les constants de normalitzacié prenen
els valors N, = \/LE’ N_ ==

Precisament que els estats 1, ; ,,,+ prenguin valors reals fa que a la literatura se’ls
consideri els veritables orbitals de I’atom d’hidrogen i no pas els vistos anteriorment.

Definim
Jml’nﬁ = 2d,,;,, cos mao, Elvn,l7m, = V2d,,;,, sin meo ; (6.3)

les noves funcions densitat de probabilitat.

En aquest cas Jnlmi ja no presenta una simetria amb ¢, en general, fet que
dificulta la representacio grafica dels orbitals reals.

Observacié 6.1. El cas particular m = 0, si presenta simetria per a ¢. En aquest
cas les dues representacions coincideixen.

Abordem doncs diferents metodes per a representar aquests nous estats.

6.1 La funcio W de Lambert

Deﬁnicié 6.2. Definim la funciéd W de Lambert com la inversa de la funcid f(x) =
xe®. Es a dir, W(y) =x <y =xe” .
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Observaci6 6.3. Se satisfa:
i) La funcié f: R — A és continua Vz € R, on A = {z € R,z > —1}.

ii) La funci6 W : A — R preén dos valors, és a dir no esta univocament deter-
minada, peraxeA,—é <r<0.

Definicié 6.4. En vista de la observacio anterior, definim
i) La branca principal o superior deW, Wy : A — B, on B ={x € R,z > —1}.
ii) La branca inferior de W, W_1: A — C, on C ={x € R,z < —1}.

Aleshores, definim 7 = (), g(7) = Ny L2 () .
En unitats atomiques (a =1) , 7 =1 .
Definim Y+ (0, ¢) = Yiun(0, ) cosme, Yim—(0,¢) = Yin(0, ¢) sinmo.

n

~\ I
Jn,l,m—&-(’ﬁ 0, gb) = N+ (2r) G_F/ng(?)%,m-&-(ev gb) : (64)

Per poder aplicar la funci6 W de Lambert és util considerar el cas [ =n—1 , en
aquest cas g(r) = N,; i podem definir la constant Gz = N, N,; .

Aleshores, per a un valor de densitat d, es té

- 2o\"t -
d - |dn,n—1,m+(p797 ¢)| = Gp (f) € p/n|Yn—l,m+(0a ¢)| =

1

- (2(n_—1 1)) <G,,|17C(l9,¢)y) T - (n(n_—fl)) N ()

-1 d o
=p(0,¢) = —n(n — )W 2(n—1) (Gp|5~/(9a ¢)|)

Un element a tenir en consideraci6 és el limit per als angles 6, ¢.
S’ha de comprovar quins valors dels angles compleixen

-1 d - 1 e g -
2(n —1) (prf/(e, ¢)\) =TT (m) G, = Y (0,¢). (6.6

La forma estandard de procedir sera imposar cosm¢ = 1 o sinm¢ = 1, trobar
els limits per a 6 i després trobar els limits de 'angle ¢ per a cada valor de 6.
Alternativament, s’haria d’utilitzar calcul numeric per a trobar aquests limits.

Notaci6 2. Els sufivos utilitzals a la literatura fan referéncia a l’expressié en co-
ordenades cartesianes(z,y,z) que adopta U’harmonic esféric Y, llevat constants i
excloent la coordenada radial de la qual no en depen.
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Exemple 6.5. Representem I'orbital ¢35 21 també anomenat a la literatura 3d,2_ 2.
En aquest cas

~ 1 /1
Yim(0,0) = 7\ / ?5 sin? 0 cos 2¢ . (6.7)

Per tant,
%

- -1
r(0,¢) = —6W | —

4d
4 Gy / 22 sin® 0] cos 29|

(6.8)

on G? = N+N3,2 = #@

Pel que fa als limits dels angles 6, ¢, considerem |cos2¢| = 1. Per a I’angle

tenim
eN2 d 1 /15
) = <oy Zsin?d .
(4) a1 7T31r19 (6.9)

Aleshores,

9 2
| cos2¢| > ———dv/2r ; (6.11)
4si
1 per tant
arccos (3 9 ;dV2m)  nm arccos (3 o ;dV2m)  nm
_ Sin _ < < Sin - 6‘12
2 * 2~ ¢ < 2 + 2 ( )

Podem procedir a representar els orbitals reals amb 1’ajut del Mathematica.

El Mathematica resulta molt 1til per a representar graficament els orbitals reals
de I'atom d’hidrogen ja que la funcié W de Lambert esta definida, essent Wy(z) =
PowerLog(z) i W_y(x) = PowerLog(—1, x).

Representarem el contorn de I'orbital 3d,2_,2 al pla @ = 7/2 , és a dir, les corbes
de densitat constant. S’analitzara com evolucionen aquestes corbes en el pla. Intui-
tivament un espera trobar un comportament semblant al vist en les representacions
de la secci6 4.

Posteriorment, es representaran les isosuperficies tridimensional dels orbitals re-
als. En aquest cas s’espera una diferéncia notable respecte a les representacions
previes.
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Figura 13: Contorn de l'orbital 3d,2_,> al pla § = 7/2 per a d = 0.003 (esquerra), i
per a d variable entre 0.001 —0.01 amb un interval entre contorns de 0.002. (dreta)

Observacié 6.6. La part del contorn calculada a partir de la branca principal de
W (blau) i la part calculada a partir de la branca inferior (groc). A mesura que
augmenta la densitat de probabilitat d, els contorns és fan més petits i s’allunyen
lleugerament del 0.

Figura 14: Per a l'orbital 3d,2_,2 amb d = 0.003, un lobul aillat on veiem clarament
la part calculada a partir de la branca principal (taronja) i la part calculada a partir
de la branca inferior (blau) (esquerra) , i la isosuperficie sencera amb tots els seus
lobuls (dreta)
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Gracies al Mathematica podem representar les isosuperfices de qualsevol orbital
real, no obstant, aquest metode restringeix 'estudi a treballar cas a cas, fet que
seria preferible evitar.

6.2 Adaptar el programa previ de C++

Immediatament un té la tentacié d’intentar adaptar el programa preexistent de
C++ per tal de poder calcular els nous orbitals de forma general. Aquest primer
intent sembla no porta a bon port doncs la dependencia explicita en 'angle ¢
impedeix reduir el problema a 2D ((, p) , reduccié clau en el programa que facilita
els calculs enormement..

A continuacié es veu com ’analisi més detinguda del problema permet utilitzar
el programa previ després d’implantar una serie de modificacions.

El calcul realitzat amb el Mathematica a 6.1 (Figural4) ens permetra comprovar
si la representaciéo amb el programa dels orbitals reals és prou acurada.

Ens situarem en el cas d,, 4, el procediment resulta trivialment estes al cas

dn,l,m— .

Per a cada valor de I'angle ¢, definim una nova funcié de densitat i

Jnlm COS m¢ = glvnlm 5 Jnlm = dnlm\/§ . (613)

La funcié d és, a efectes practics, equivalent a la funcié d, pot ser estudiada com
s’ha descrit en la seccié 3 i presenta els mateixos cons nodals, cons modals, esferes
nodals i esferes modals que d.

Pel que fa a la funcié d, aquesta presenta uns nous zeros i maxims relatius
corresponents al comportament de la funcié cosme . Aixi doncs, es poden definir:

e Uns nous plans modals, corresponents als angles per als quals cosm¢ és

maxim, ¢ = 7% w=0,...,2m —1.

e Uns nous plans nodals, corresponents als angles per als quals cos m¢ s’anul-la,

¢ =T 4y =0,...,2m — 1,

Aleshores, el valor maxim de la densitat d que s’assoleix en la interseccié dels
nous plans modals amb el cons modals i esferes modals de d és dar = V2dmaz.

Per tal de fer més clares quines son les isosuperficies que s’estan intentant repre-
sentar graficament, definim

e El recinte esferic S, com l'espai compres entre dues esferes nodals de radis

Ok, Okt+1 , on es considerara 0y = 01 dg41 = 0o. Aleshores, per a una terna
de nombres quantics (n,l,m) es tenen [ + 1 recintes esferics.
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e El recinte conic C; com l'espai compres entre dos cons nodals de pendents
Aiy Air1. Donada una terna de nombres quantics (n,l,m) es tenen [ —m + 1
recintes conics.

e El recinte toroidal T}, com la interseccié entre el recinte esferic Sy, i el recinte
conic C}, per tant Ty, = C; NSy, .

e El recinte diedric D,, com l'espai compres entre dos plans nodals P,, P,i1.
El recinte Ds,, 1 correspon a l'espai entre P, 1 i Fy. El pla nodal P, és el
pla definit per 'angle ¢,, = wr/m. Donada una terna (n,l,m) es tenen 2m
recintes diedrics.

e Els blocs toroidals B;,, com la interseccié entre el recinte toroidal Ty, i el
recintediedric D,,.

En la frontera de tots els elements definits anteriorment se satisfa que la funcio
de densitat és nul-la.

Cada recinte toroidal Tj; esta foliat per les components connexes de les iso-
superficies de densitat constant d dels orbitals amb simetria cilindrica estudiats
anteriorment.

Ara, cada recinte toroidal Tj, esta, a més a més, seccionat mitjancant els nous
plans nodals formant els blocs toroidals B;,,. Per tant, cada bloc toroidal B;y,, esta
foliat, en aquest cas, per les components connexes de les isosuperficies de densitat
constant d dels orbitals reals de I’atom d’hidrogen. Cada una d’aquestes components
connexes, anomenades lobuls, la denotem per L, (d).

L’estructura de l'espai és una xarxa 3D indexada (7, k,w) formada per els blocs
toroidals B, on a cada bloc hi ha el l1obul L;;,,. Aprofitant la periodicitat de la
funcié cosm¢ , un cop conegut un lobul L, aquest es pot reproduir a la resta de
blocs Bjrg on w pren la resta de valors possibles de I'index w en cada cas. A més,
també com a conseqiiencia de la periodicitat del cosme, el lobul L, és simetric
respecte al nou pla modal. Per tant, nomes calculant mig lobul L, C Birw C Ti
per a cada recinte toroidal Tj, s’obté la completa representacié de les isosuperficies
de densitat d de 'orbital. Anomenarem aquest mig lobul, semi-lobul primigeni i el
localitzarem al bloc B;g.

B Per tal de reproduir el lobul L;;, a la resta de blocs B,y cal rotar-lo un angle
G = wr/m .
Un lobul esta foliat per corbes de densitat constant d. Donat un valor de I’angle

¢ = ¢o 0, equivalentment, donat un pla de I'espai que inclou l'eix z, les corbes de

densitat constant d al pla definit per ¢y es corresponen a les corbes de densitat

d

Pyl Aquestes corbes existiran, sempre i quan dy < d,,4z-

constant JO , on JO =

Definim 'angle ¢ maxim

1 d
Omaz ‘= — arccos <~—) ) (6.14)
m

max
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L’angle maxim determina els limits del lobul L;, dins del bloc Bijg,.

Per tant, el lobul L;i, C Bj, , per a un cert valor de I'index w, esta compres
entre els angles ¢ € [_¢maz + YL Drmas + %} .

El procediment a seguir per a calcular el semi-lobul primigeni es detalla a con-
tinuacio.
Primer es comprova que la densitat buscada d satisfa d < Jma& en el recinte

toroidal Tj,. Altrament, no hi ha cap corba de densitat constant d en el recinte
toroidal T}.

Aleshores, per representar el semi-lobul primigeni ;o es secciona el bloc B
en J plans que comprenen entre ¢ =01 ¢ = P4 De tal manera que el pla j-esim
presenta un angle ¢; = d’m% 7.

Definim J = [%], on el pas entre plans de 0.02 ha estat escollit, a base de prova

i error, per tal d’obtenir una representacié prou fina sense que els calculs triguin un
temps excessiu.

d
cosme;

En cada pla, es calculen les corbes de densitat constant Jj =

Finalment s™uneixen les corbes calculades i s’obte el semi-lobul primigeni corres-
ponent.

Per poder unir les corbes calculades és important que totes tinguin la mateixa
quantitat de punts Q. La froma de procedir sera guardar-se el nombre de punts Q
de la primera corba calculada (¢ = 0), i adaptar el pas de les noves corbes per tal
d’obtenir Q punts per a cada una.

Observacié 6.7. La darrera corba es correspon a un tinic punt, ja que quan j = J
estem buscant punts tals que d = d,,... Aquest problema el solucionem repetint el
mateix punt Q vegades.

Exemple 6.8. Per a un orbital 5f,2 definit per a l'estat 1532, es té

—y2;
e J=n—1—1=1, per tant, hi ha 2 recintes esferics Sy, k =0, 1;
e [ —m+1=2, per tant, hi ha 2 recintes conics C;, 1 =0, 1;

e m = 2, per tant, hi ha 4 recintes diedrics D,,, w = 0,1, 2, 3;
El nombre de blocs B, satisfa # B, = #C; #Sy #D, = 16. Es a dir, les
isosuperficies tindran un maxim de 16 lobuls. A més, #T;. = #C;#S, = 4. Per

tant, necesitarem 4 semi-lobuls primigenis per tal de calcular tots els lobuls que
conformen 'orbital.

6.3 Noves Visualitzacions

En aquesta seccio es presenten les noves visualitzacions que es poden obtenir dels
orbitals reals 1,,;,,,+ amb el nou programa de software. Com es pot veure, la resta de
funcionalitats del programa s’han deixat igual de tal manera que es poden realitzar
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totes les visualitzacions anteriorment descrites a la seccié 4 per als orbitals amb
simetria cilindrica.

En aquest cas, el boté compute no només calcula les corbes de densitat constant
d al pla ((, p) sino que a més calcula les corbes necessaries per formar els semi-lobuls
primigenis.

Donat que els calculs sén forca més costosos s’han implementat dos canvis, el
primer, ha estat obligar al programa a desclicar el boté compute quan cambiem
el valor de la densitat o dels nombres quantics (n, [, m), seguint el consell donat a
I'observacié 4.2. El segon canvi és que la consola on es fan els calculs va informant
a I'usuari de la quantitat de plans J en els que ha dividit el bloc Bj, per a w =0
a mesura que va calculant els semi-lobuls primigenis dins de cada recinte toroidal
T;.. Aquest canvi ha estat implementat per tal de donar informacié a 'usuari de
que aquests calculs s’estan realitzant i que el programa no s’ha quedat penjat.

Lobes

En la interficie del programa s’ha afegit el boté lobes, que permet dibuixar els lobuls
corresponents a les isosuperficies de densitat constant d. L’estat representat és el
Unim+, on els valors de la terna (n,l,m) i de la densitat d es poden modificar a
voluntat amb les fletxes superiors.

Observacié 6.9. Com s’ha comentat en la observacio 6.1. el cas m = 0 coincideix
amb I’anterior representacié. En conseqiiencia en el programa s’ha supossat m > 0
per al cas dels lobes ja que si es vol obtenir la representacié d’aquests orbitals
simplement es representen com abans.

1 Orbitals - o x

Density [+0.00307200000C N_=
L=
M_=

I
Incr. [+0.001024000000
COMPUTE

[ LoEs |

ALL

FILL

¢ REVOLUTION
Box|[30 356150 SECTION

SURFACE
PRINT

Figura 15: Representacié grafica dels lobuls de I'estat 13004 ( 3d;2_,2) corresponents
a les isosuperficies de densitat d ~ 0.003.

Es pot veure com aquesta figura es analega a la Figural4 obtinguda amb el
Mathematica.
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S’ha aconseguit, per tant, generalitzar la representacié grafica dels orbitals reals
de I'atom d’hidrogen.

Finalment introduim unes quantes visualitzacions d’aquests nous orbitals.

Es representa graficament 'orbital g4;+, per comparar-lo amb les representaci-
ons donades per aquesta mateixa terna de nombres quantics que s’han anat fent al
llarg del treball (fonamentalment la Figura8)).

1 Orbitals - o x

Density [+0.00019200000¢

Layer density
- 0.000192 -

+ 5
Incr. |[+0.000064000000
COMPUTE
[ LoBEs |

ALL

FILL

REVOLUTION
Box[20 733656 SECTION

SURFACE
PRINT

Figura 16: Representaci6 grafica dels 1obuls de 'estat 10414 ( 8¢g42_,2) corresponents
a les isosuperficies de densitat d ~ 0.000192 .

Es poden apreciar les esferes nodals i com entre una esfera nodal i un altra hi
ha 8 lobuls, que és el nombre exacte que s’espera trobar.

l—m+1=4=#C;, 2m =2 = #P,; per tant #B, ¢, = #C; #P, = 8.

37



7 Conclusions

La representacio grafica dels orbitals reals de I'atom d’hidrogen és un problema
interessant i, a la practica forca complex, que s’ha abordat amb prou exit.

Amb I'ajut de la representacié més intuitiva, excloent la dependencia en I'angle
¢ i, per tant, dotant-lo de simetria cilindrica, s’ha realitzat un estudi exhaustiu de
la funcié de densitat d que, posteriorment, s’ha pogut extendre al cas més complex
dels orbitals reals.

Fem un repas dels elements presents en el treball.

e S’ha revisat la formulacié i el desenvolupament analitic necessari per a des-
criure els estats quantics dels atoms d’hidrogen.

e S’ha comentat el programa de software previ i les eines necessaries per al seu
funcionament.

e S’ha introduit el concepte de la funcié W de Lambert, que ha permes repre-
sentar les isosuperficies de densitat constant d’un orbital concret amb 'ajut
del Mathematica.

e S’ha aconseguit generalitzar la representacié grafica dels orbitals de 'atom d’-
hidrogen modificant el programa de software previ. Per assolir aquest proposit
s’ha estudiat l'estructura de la xarxa nodal tridimensional (cons, esferes i
plans), s’han definit els recintes que defineixen aquestes estructures (conics
C;, esferics Sg, toroidals Ty, 1 diedrics D,,) i el bloc By, que en resulta de la
seva interseccié. Les isosuperficies de densitat constant que constitueixen una
foliacié interior dels blocs B;i,, s’anomenen lobuls. Per tal de representar-los
graficament s’aprofiten les simetries presents en el sistema, de reflexio, amb
el pla modal que talla el bloc, i de rotacid, al voltant de l’eix z amb un an-
gle wop/m w =1,2,...,2m — 1. Aquestes simetries permeten calcular tots els
lobuls presents en un recinte toroidal Tj; a partir de mig lobul del bloc Bigo.
Aquest mig lobul s’anomena semi-lobul primigeni. Finalment, per calcular el
semi-lobul primigeni es divideix el bloc B, en J plans entre els angles ¢ = 01
¢ = Gmaz, conegut a partir de la densitat maxima de la zona d,,,., que també
és coneguda, gracies a la interseccio dels plans amb els cons i les esferes mo-
dals. Com major és la quantitat de plans J, major és la resolucié. No obstant,
el temps que triga el programa en representar-los també creix notablement.
Per tant, existeix un compromis entre l’estetica visual i el temps de calcul.
En cada un d’aquests plans es calculen les corbes de densitat constant segons
pertoca i s'uneixen per formar el semi-lobul primigeni corresponent. Cal inci-
dir en el fet que aquestes corbes han de tenir el mateix nombre de punts per
tal de poder unir-les. Posteriorment, s’apliquen les simetries esmentades i, un
cop s’ha repetit aquest calcul per a tots els semi-lobuls primigenis necessaris,
obtenim el resultat final.

Encara que s’ha assolit I'objectiu de representar graficament els orbitals reals
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dels atoms d’hidrogen, hi ha feina restant a fer. A continuacio, es llisten algunes de
les possibles funcionalitats que es podrien afegir al programa de software actual.

e Poder seccionar els lobuls per tal de veure’n la coloracié interior, tal i com es
feia a l'anterior representacié amb la funcié section. Per tant, acolorir, amb
una escala de grisos adequada, l'interior dels lobuls, com a minim per al pla
en el qual es fa el tall, és necessari per implementar aquesta funcionalitat.

e Permetre representar els lobuls dels orbitals reals amb la funcié sinm¢ i, per
tant, preguntar quins lobuls s’han de calcular per a una terna (n,l,m) de
nombres quantics, si els corresponents a 'estat ¥4 0 V-

e Permetre canviar el pas entre plans per tal d’obtenir una major o menor
resolucié a discrecié de 'usuari, sense tenir que canviar el codi.

Acabem amb una pregunta.

Es podria estendre el programa de software per tal de representar graficament
els orbitals d’atoms amb més d’un electrd?
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