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Abstract

Asteroids are of strategic importance for science in an effort to uncover the formation,
evolution and composition of the Solar System. Near-Earth objects (NEOs) are of
particular interest because of their accessibility from Earth.

In this work, we will study the mathematical models, methods and techniques
needed to design an asteroid retrieval. This line of research has multiple aplications,
such as mitigating the hazard posed by an asteroid impact; or the obtention of
resources via asteroid mining.

We will analise some dynamical models used to envisage an asteroid orbit. We
will take profit of the dynamics of these models to minimize the required energy to
perform an asteroid capture. Different transfer techniques in each of these models
will be shown. At last, we will explain the whole process behind an asteroid retrieval:
from the asteroids database selection, to the construction and posterior refinement
of the transfer trajectory.

Resum

Els asteroides tenen una gran importancia per a la ciencia, en 'intent de descobrir la
formacio, I'evolucio i la composicié del Sistema Solar. En particular, tenen gran in-
teres els coneguts com NEA (Near Earth Asteroids), asteroides amb orbites properes
a la Terra.

En aquest treball, ens centrarem en estudiar els models, metodes i tecniques ma-
tematiques necessaries per a realitzar la captura d’un asteroide. Aquesta linia d’in-
vestigacié té diferents aplicacions, com ara mitigar el gran perill que podria provocar
un impacte d'un asteroide de gran mida; o la mineria i obtenci6 de recursos materials.

Estudiarem dos models dinamics que s’usen per a preveure I’orbita d’un asteroide.
Volem aprofitar la dinamica d’aquests models per minimitzar la quantitat d’energia
requerida per a capturar un asteroide. També s’investigaran diverses tecniques de
transferencia en cadascun d’aquests models. Finalment, veurem com es duu a terme
el procés de captura de I'asteroide: des del procés de seleccié dels asteroides, fins la
construccio i el refinament de 'orbita de transferencia.
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1 Introduccid

El desenvolupament de I'estudi de I’Univers ha sigut una constant en la nostra evo-
lucié historica. Homes i dones han entregat el seu treball, el seu temps i fins i tot la
seva vida, a ’estudi dels misteris de I’Univers.

Recentment, I'interes de la comunitat cientifica en ’exploracié del Sistema Solar
ha empes a considerar una nova linia d’investigacié centrada en missions de captura
d’asteroides. Aquestes missions consisteixen a transportar un asteroide a una regio
propera a la Terra on es mantingui controlat. Per a alterar la trajectoria d’un aste-
roide cal dissenyar maniobres que modifiquin la seva velocitat. Tot i que la relacié
del cas amb l'estudi purament cientific és clara, la importancia d’aquest camp de
recerca es concentra principalment en dues aplicacions: mineria de materials i segu-
retat del planeta. Considerant la disminucié dels recursos a la Terra, un pas natural
és buscar-ne més al Sistema Solar. Pel que fa a la seguretat, que sigui factible evitar
el possible impacte d'un asteroide contra la Terra, amb els danys catastrofics que
podria causar, és un aven¢ molt important per a la defensa del planeta.

Aixi doncs, 'objectiu d’aquest treball és estudiar i entendre les principals tecniques
i conceptes matematics darrere el procés de desviacié i captura d’un asteroide.

Estructura del treball

En primer lloc, a la seccié 2 “Models Dinamics”, presentem dos models simplificats
del Sistema Solar: el model de dos cossos, o model de Kepler, i el model de tres cossos
restringit. Aquests models ens donen bones aproximacions del moviment que segueix
un asteroide al Sistema Solar. Realitzem un estudi de la dinamica en aquests models.
Primerament, investiguem el model de dos cossos, el més simplificat. El problema
recau en determinar la trajectoria que segueixen dos cossos que es mouen degut a la
interaccié gravitatoria mutua. Assumint certes hipotesis, com ara que la massa de
I’asteroide negligible respecte la massa de la Terra, i aplicant certes reduccions, veiem
que el problema és equivalent a determinar el moviment que duu a terme el cos de
massa negligible al voltant de la massa primaria. Analitzem les propietats de I'orbita
més importants, com ara que tota orbita esta confinada en un pla, que totes les orbites
son el-lipses, paraboles, o hiperboles; els punts on s’assoleix la velocitat maxima i
minima; i més. També definim els sis elements orbitals, sis integrals primeres que es
poden determinar empiricament i que ens permeten aproximar la posicio i la velocitat
reals de 'asteroide. A continuacié, estudiem el model de tres cossos restringit. El
plantejament del problema torna a ser determinar el moviment de tres cossos regits
pel camp gravitacional que formen. Quan s’estudia el model de 3 cossos restringit
circular, es considera que les dues masses principals giren en orbita circular i que
la massa del tercer cos és negligible respecte les dues primeres. Aixi, I'esfor¢ recau
en determinar el moviment del tercer cos. La complexitat de la dinamica d’aquesta
model augmenta de manera considerable. Enlloc de calcular la trajectoria donades
unes posicions i velocitats, fem un estudi qualitatiu del retrat de fase. En particular,
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investiguem la dinamica al voltant dels punts fixos L; i Ls, que sén de gran interes
degut a la proximitat que tenen a la Terra en el sistema Sol-Terra-asteroide. Finalit-
zem aquesta seccid estudiant la dinamica lineal al voltant d’aquests punts fixos per
a demostrar I'existencia d’orbites periodiques al seu voltant.

A la seccié 3 “Transferencies”, estudiem algunes de les possibles transferencies
que es poden dur a terme en els dos models anteriors. Ens interessa també el cost,
en forma de variacié de velocitat, que comporta cada una d’aquestes transferencies.
En el model de dos cossos, presentem les transferencies de Lambert i de Hohmann.
Construir una trajectoria mitjancant una transferencia de Lambert consisteix en
determinar ’arc que connecta dos punts de ’espai, donat un temps de vol fixat.
Pel que fa a les transferencies de Hohmann, en aquest treball mostrem només la
transferencia de Hohmann més senzilla, que planteja transferir un cos que manté una
orbita circular a una segona orbita circular de diferent radi que conviu al mateix pla.
Per altra banda, en el model de 3 cossos plantegem un model de transferencia en el
qual amb un sol impuls, podem transferir el nostre asteroide a una orbita periodica o
a un punt fix. L’eina clau en aquest metode son les varietats invariants estables de les
orbites periodiques: un cop en aquesta varietat, 1’asteroide tendira assimptoticament
a ’orbita periodica en qiiestié.

A la segiient seccié “Optimitzacié”’ presentem un tipus d’algoritmes anomenats
algoritmes genetics. Aquests algoritmes serveixen per a trobar solucions en problemes
d’optimitzacié multiparametrics, i tenen gran aplicacié a la segiient seccid, en la qual
hem de determinar orbites de transferencia que minimitzin certes funcions objectiu.
Parlem, per exemple, de minimitzar I'increment de velocitat total usat en el procés
de transferir ’asteroide d’una orbita a un altra.

Finalment, a I'altima seccié “Captura d’asteroides”, mostrem el procés sencer de
captura d’un asteroide, usant els conceptes explicats a les seccions previes. Primer
parlem breument del procés de seleccié d’asteroides. Seguidament exposem el procés
real de construccié d’una orbita de transferencia: des de la primera orbita referencia,
per acabar amb una orbita de transferencia optimitzada en un model realista. En
aquest procés, combinem propietats dels dos models dinamics estudiats: volem cap-
turar l'asteroide en un punt fix o una orbita periodica del problema de 3 cossos, pero
les orbites de transferencia inicials les construim considerant model de dos cossos. La
primera construcci6 que presentem és la de Sims i Flangan [7], i consisteix a construir
una orbita de transferencia mitjancant un cert nombre d’impulsos entre el punt inici-
al i final. La segona construccié utilitza el metode de la varietat invariant presentat
a la seccié “Transferencies”, amb la diferencia que aquest cop construim un arc de
Lambert entre I'orbita de I'asteroide i el punt de la varietat invariant estable on el
volem inserir. Finalment, explicarem com podem refinar aquesta orbita, usant-la
com a guia per a construir una orbita més realista adaptada a un model dinamic que
aproximi millor el moviment dels cossos al Sistema Solar, com pot ser el model del
Sistema Solar de n cossos.




2 Models dinamics

2.1 El problema de Kepler
2.1.1 Introduccié al problema de Kepler

Fins dia d’avui, s’han desenvolupat models molt elaborats per a determinar el mo-
viment d’asteroides i satel-lits artificials. Tot i aixo, les caracteristiques basiques
del moviment d’un asteroide es poden aproximar de manera raonablement simple.
Aixo és degut a que, si l'asteroide esta situat a una distancia relativament propera
al Sol o a un planeta, les forces provocades per aquest cos dominen totes les altres
forces que actuen sobre 'asteroide. Ens referirem al problema de dos cossos, o equi-
valentment, al problema de Kepler, com l'estudi del moviment de dues masses que
es mouen seguint només la interaccié gravitatoria mutua. Seguidament veurem que
aquest problema es pot reduir a 'estudi del moviment d’una de les masses en un
camp de forces generat per una massa central.

Comencem amb dues masses puntuals my i mo, en un sistema de referencia inercial.
Un sistema de referencia inercial és un sistema en el que es satisfan les tres lleis de
Newton:

1. Principt d’inércia: Tot cos lliure, sobre el qual no actua cap for¢a, manté el seu
estat de moviment, ja sigui en repos, o ja sigui en moviment rectilini uniforme.

2. Llei fonamental de la dinamica: Tot cos sobre el qual actua una forca es mou de
tal manera que la variacié de la seva quantitat de moviment respecte al temps
és igual a la forca que produeix el moviment.

3. Llei d’accio i reaccié: Sempre que un cos exerceix una forga sobre un altre,
aquest segon cos exerceix una forca igual i de sentit contrari sobre el primer.

A més, donat un sistema de referencia inercial, qualsevol sistema de referéncia que
es desplaci amb velocitat lineal i constant respecte del donat, segueix essent inercial.
Les posicions de les dues masses s’especifiquen pels vectors Ry i Ry, respectivament,
de manera que les acceleracions inercials sén simplement Ry i Ry. Igualant la forca
gravitacional sobre cada massa a mlRZ, obtenim les equacions de moviment d’aquest
sistema:

.. Gmims

mlRl = —m(Rl — Rg) (21)
.. Gmims

m2R2 = —m(RQ — Rl) (22)

on G és la constant de gravitacié universal. Aquestes equacions representen un
sistema de sis equacions diferencials no lineals de segon ordre. Volem prendre un nou
sistema de coordenades. Usarem la posicio relativa r = Ry — Ry com una de les noves
coordenades. Per a l'altra coordenada, escollirem la posicié del centre de masses R..,

definit com: Rt R
R, = myify — Mol (2.3)
mi + Mo
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Anem a veure ara que el moment lineal ens permet deduir que el centre de masses es
mou a velocitat constant. Sigui P el moment lineal dels dos cossos:

dRy dRy
P=P + P —m—2 i 2.4
B T (24)
Derivant R, respecte el temps obtenim:
dR. P dR.
dt my + Mo (ml + mQ) dt ( )
Ara, si sumem les dues equacions del moviment:
m1R1 + mQRQ =0= PLC =0 (26)
Fet que podem usar per a deduir:
dP ..
—r = (ma+ma) e =0 (2.7)

Per tant, queda clar que P = C, on C' és un vector constant. Aixi doncs, podem
assegurar que el centre de masses es moura a velocitat constant, fet que ens permet
escollir un sistema de referencia inercial prenent l'origen com el centre de masses i
que suposarem en repos. Usant el vector r = Ry — Ry (i, essent r=|r|) i sumant les
equacions, —(2.1) x mg + (2.2) X my, obtenim les noves equacions del moviment:

Gm1m2 (m1 + m2> r

mlmQ'I" = — 3 (28)
I, cancel-lant el factor comui myma:
g Gl tma) (2.9)

r3

En el nostre cas, considerem que la massa de I'asteroide msy és negligible (my = 0)
respecte la massa central, m; = Mg, de manera que considerem 1’equacio:

GM;

r3

= r (2.10)
A més, aquest fet ens desplaca la massa central al centre de I'origen de coordenades,
ésadir, Ry = 01 Ry =r. Podem observar que T denota un vector unitari que apunta
de l'asteroide al centre de la massa central, I'origen del sistema de coordenades. De
I'equacié (2.10) també podem observar que 'acceleracié de 'asteroide és proporcional
al seu vector de posicio.

2.1.2 Propietats generals del problema de Kepler

A continuacid, estudiarem les propietats principals que es deriven de les equacions
del moviment. En primer lloc, definim el moment angular per unitat de massa:

h=rx7 (2.11)

4
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El vector h és el vector director del pla que conté r i r. Anem a veure que h és
constant, i equivalentment, que I'orbita esta confinada en un pla per tot temps.
Derivem respecte el temps:

dh d(r x 1)
— = —— 2 =rX¥P+rXr 2.12
dt dt ( )
Per definicié de producte vectorial r x 1 = 0, i per tant només ens queda veure que
si un fa el producte vectorial entre el vector acceleracio r i el vector de posicié r:

GMo (r xr)

PR TTS (2.13)

=0

Com que dh/dt = 0, h és constant. Aquest fet implica la segona llei de Kepler o la
llei d’arees. Considerant el moviment de 'asteroide com lineal en un pas de temps
suficientment petit At, llavors:

AA = %]r X AL = %\h\At (2.14)

és I'area ocupada pel vector radi durant At. Anomenarem wvelocitat areolar al valor
absolut h = |h|, i com que tant h com h sén constants, ’area escombrada pel vector
radi és la mateixa en qualsevol interval de temps, independentment de la posicié
inicial de asteroide (segona llei de Kepler).

Es poden deduir més propietats de ’orbita en multiplicar els dos costats de I'e-
quacié del moviment (2.10) pel vector h:

hxf:—GM@(hxr)

r3
= _G]‘f@((r X ) X r) (2.15)
r
GMsg . .
= (i) —x(r )
Ara, com:
d /r 1. 7
—(-)=-r——=r

= (@ 1) —r(r-1))

r3
podem substituir a les expressions previes, obtenint:
d (r
hx# = —GMa— (—) 2.17
ar \r ( )
Integrant als dos costats respecte el temps:

hxt=—GM, (;) _A (2.18)

on A és una constant d’integracio que es determina amb la posicié i velocitat inicials,
i s’anomena el vector de Laplace. Donat que hx 1 € II,r/r € TI, podem concloure que

5



2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

A € II, també. Seguidament, multipliquem I'tltima equacié per r, fet que provoca
que:

(AxF) r=-GMg--r—A-r (2.19)
r
Usant la identitat (a x b) - ¢ = —(c X b) - a en (2.19):
2
(rxr)-h=GMg— + Arcos(v) (2.20)
r
I finalment arribem a:

h? = GMgr + Arcos(v) (2.21)
on v és I’anomalia vertadera, I'angle entre A i el vector de posicié r; i A és el modul
de A. Definim a continuacié dues quantitats positives auxiliars:

h? A
[ e =
GMg’ G Mg,

(2.22)

que ens permeten simplificar (2.21) com es segueix:

h2
h* = GMgr + Arcos(v) = Gl =71+ rcos(v) Gl =p=r+recos(v) (2.23)
obtenint la relacio: »
= 2.24
"T1te cos(v) (2.24)

Aquesta equacié ens relaciona la distancia a ’asteroide r amb 1’angle entre el vector
de posicié i la direccié de referencia donada per A, definint I'orbita de I'asteroide en
II. Es pot observar que la distancia r varia entre:

p
Tomin, = Tre (2.25)
per v =0, i
—— ,per0<e<1
Tmae = 4 L —€ (2.26)

o ,perl<e

Els corresponents punts de l'orbita s’anomenen periapsis i apoapsis. Anomenarem
semieix gran a al valor mitja:

1 P h?

= S\ U'min mazx) — = 2.27
“ Z(T + maz) 1—e2  GMg(1l—e?) (227)

per orbites amb apogeu finit. Ara ja podem donar sentit a p i e. La constant p mesura
la distancia de ’asteroide al centre de la massa central a angles rectes amb el perigeu
i 'apogeu, i s’anomena semi — latus rectum, mentre que e s’anomena excentricitat,
i és una mesura de la desviaci6 de I'orbita respecte un cercle (que correspon al valor

de e =0).

L’equaci6 (2.24) és I'equacié d’'una seccié conica en coordenades polars. Es una
extensié de la primera llei de Kepler, i enuncia que les orbites planetaries son el-lipses.
Sabem que hi ha tres tipus de corbes que neixen d’intersecar un pla amb un con:
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el-lipses, paraboles, i hiperboles; que tenen excentricitat més petita, igual, i més gran
que 1, respectivament. Restringirem la discussié al cas el-liptic (e < 1).

Seguidament es pot deduir una altra llei important del moviment de Kepler, que
relaciona la velocitat de I'asteroide amb la distancia respecte el centre de la Terra.
Amb aquest proposit, cal elevar al quadrat 'expressi6 (2.18):

A A?

A% = (GM.)2(1+ 2%
+ (GMe) (1420 Za- + e

r-A

(h x 1)? = (GMg)* + 2G M,

= (GMg)* (1+ 202@
(GMg)?*(2(1 + ecos(v)) — (1 — €?))

cos(v) + €*) = (GMg)*(1 + 2ecos(v) + €?)

(2.28)
Com que els vectors h i 1 sén perpendiculars, el valor del costat esquerre de la igualtat
és equivalent a h%v?; usant v = |r| per denotar el modul de la velocitat de I’asteroide.
Substituint el valor 1/a = GMg(1 — €2)/h?, i fent ts de I'equacié de la secci6 conica
(2.24), podem simplificar encara més ’expressi6 previa:

h*v? = (GMg)? <% -1- 62) (2.29)
i, per tant:
(GMg)?* (2p (GMg)?
U2 = h—Q@ 7 — h,—;B<1 — 62) (230)
En conseqiiencia:
Mg)? (2 M, 2 1
UQZ(G o) 2p _G ®:>112:GM@ GMEB_p__ (2.31)
h2 r a hr a

Usant que linvers del semi — latus rectum és p~!' = GMg/h?, obtenim lequacié
coneguda com llei vis — viva:

v? = GMg (2 — 1) (2.32)
rooa
Un asteroide en orbita circular (e = r) té una velocitat de v =+/GMg/a, d’acord
amb la llei vis — viva. En una orbita amb excentricitat, i com a conseqiiéncia de
la llei d’arees, la velocitat maxima s’assoleix al periapsis, i la minima, a ’apoapsis.
Sigui vy, la velocitat al periapsis. Usant (2.32), obtenim les segiients expressions:

2 2
2
vi = GM, — 2.33
per @ (Tmin T'min + Tmaac) ( )
Tractant el parentesis:
2 5 2  2min + 2Tmae — 2Tmin 1 Tmee  11+e
T'min T'min + T'maz B rmin<rmin + Tmaac) B a T'min B al—e

On, recordem, 7in, = p/(1 + €) 1 Tmae = p/(1 — €). Finalment, es segueix:

GMg |[1+e
er — 2.34
vp a 1l—e ( )
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De mateixa manera, obtenim que la velocitat maxima és:

GM@ 1—ce
apo — 2.35
Vap a 1+e ( )

Tenir en compte que la velocitat maxima i minima s’assoleixen a l’apoapsis i al
periapsis és basic en el plantejament de les transferencies de Hohmann, que pretenen
fer canvis d’orbita amb variacions de velocitat minimes, i per a fer-ho, s’apliquen
aquestes variacions en el periapsis i I’apoapsis.

2.1.3 Prediccio de 1’orbita de ’asteroide

Fins ara, hem pogut concloure que el moviment de 'asteroide esta contingut en una
seccid conica, pero no sabem quina és la posicié de 'asteroide en un temps especific.
suposem que identifiquem el pla orbital amb el pla z = 0. Situats al cas el-liptic
(0 < e < 1), volem determinar la posici6é de I’asteroide al pla.

Cercle Auxiliar

Orbita

Apogeu a ae 57 X Perigeu

Figura 1: La definicié de I'anomalia excentrica E.

Amb la intencié de resoldre aquest problema, es defineix una variable auxiliar F,
anomenada anomalia excéntrica, definida a través de les equacions:

& =rcos(v) =: a(cos(E) — e)
{ § = rsin(v) =t av1 — sin(E) (2.36)

0, equivalentment:
=V
=+/a2(cos(E) — €)% 4 a2(1 — e)%(sin(E))2
= a+/(cos(E))? — 2ecos(E) + €2 + (sin(F))2 — e2(sin(E))? (2.37)
= a\/1 + e2(cos(E))? — 2ecos(E)
=a(l —ecos(E))
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i on el significat geometric d’E es pot observar a la figura 1. Usant les coordenades
Z 19, es pot expressar el moment angular h en funcié de E:

A

Boy—g-i
= a(cos(E) —e) - aV'1 — e2cos(E)E + aV1 — e2sin(E) - asin(E)E (2.38)
= a®V1 - e2E(1 — ecos(E))

Aquesta equacié es pot simplificar usant h =+/GMga(1l — €2), per donar lloc a la
segiient equacié diferencial per a la anomalia excentrica:

h

(1 —ecos(E))E=n (2.39)
on hem introduit el moviment mitja:

GM,

a3

n= (2.40)
per a simplificar la notaci6. Integrant respecte el temps déna lloc a ’equacio de
Kepler:

E(t) —esin(E(t)) =n(t —t,) (2.41)

on t, denota el temps del pas pel perigeu (on £ = 0). La part dreta de 'equacié
(2.41) es defineix com M := n(t —t,) i s’"anomena ’anomalia mitjana, i varia uni-
formement en una revolucid. Enlloc d’especificar el temps de pas pel perigeu per
a descriure l'orbita, és habitual introduir el valor M, de 'anomalia mitjana en un
temps referencia ty. L’anomalia mitjana en un temps arbitrari es pot trobar llavors
com M = My + n(t —ty). El periode orbital, i.e., el temps que "anomalia mitjana
canvia en 27, ve donat per la tercera llei de Kepler:

2T a?
T=—=2
n " GMg

(2.42)

2.1.4 Resoluci6 de I’equacié de Kepler

L’equacio de Kepler relaciona el temps ¢ amb les coordenades & i ¢ en el pla orbital
mitjancant l'anomalia excentrica. Per a obtenir la posicié de 'asteroide a temps ¢,
hem de saber el temps de pas pel perigeu ¢, i el semieix gran per a calcular I’anomalia
mitjana. Seguidament, trobant el valor de E que resol I'equacié de Kepler correspo-
nent, podem determinar Z i y. L’equacié de Kepler es pot resoldre, malauradament,
només mitjancant metodes iteratius. Una manera usual de comencar el metode és
amb una aproximaci6é de Fy = M (0 < e < 0.5) o By =7 (0.5 < e < 1), 1 usar el
metode de Newton aplicat a la funcié auxiliar:

f(E)=FE—esin(E) — M (2.43)

per a calcular iterats successius E;, fins que el resultat canvii menys que una tolerancia
preestablerta. Aplicant el metode de Newton, els refinaments F; s’obtenen seguint
la férmula:

f(EY)

f'(E;)

Ei1=F; — (2.44)




2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

2.1.5 L’orbita a I’espai

Hem pogut determinar la posiciéo de l'asteroide al pla orbital, pero l'objectiu és
coneixer la posicié real de ’asteroide a l’espai. Per a fer-ho, farem 1us del siste-
ma més habitual: els sis elements orbitals. Fins el moment, ja hem tingut contacte
amb alguns d’aquests sis elements. El semieix gran a determina la mida de 'orbita,
al mateix temps que especifica el seu periode. L’excentricitat e determina la forma i
el tipus de secci6 conica. L’anomalia mitjana en el temps £y, My, ens déna una posi-
cié referencia de 'asteroide, fixant la seva posicié en 1’orbita en un instant de temps.
Junts, aquests tres elements orbitals formen un grup, i determinen completament el
moviment de I'asteroide en el pla orbital. El segiient objectiu és coneixer la segona
terna d’elements, que especifiquen 'orientaci6 del pla de I’orbita a ’espai.

Usem el vector unitari P = %, que apunta al perigeu, i el vector unitari perpendi-
cular (), corresponent a la anomalia veritable de v = 90°, per a expressar la posicié
com:

r=12P+yQ = a(cos(E) —e)P +av1—e?sin(F)Q (2.45)
i, la velocitat, com:
GM@CL

r

F=3iP+ Q=

(— sin(E)P +v1 — 2 cos(E)Q> (2.46)

doncs afl =¥ Giw@a, d’acord amb (2.38) i (2.40).

El sistema de coordenades més habitual per a descriure orbites de satel-lits al
voltant de la Terra es el sistema de coordenades equatorial geocéntric, que esta alineat
amb l'eix de rotacié de la Terra i amb ’equador. L’origen esta al centre de la terra,
I'eix z apunta al pol nord, i el pla equatorial forma el pla de referencia xy. L’eix
x esta alineat amb ’equinocci vernal (la interseccié del pla equatorial amb el pla
orbital de la Terra). Com s’il-lustra a la figura 2, la posicié d’'un punt en el sistema
de coordenades equatorial es pot especificar via les coordenades cartesianes (z,y, z),
o bé usant les coordenades polars («,d,r), ascensio recta, declinacid i la distancia
geocentrica, respectivament.

+2 (Nord) Asteroide

+ (Equinocci Y) @

Figura 2: El sistema de coordenades equatorial.
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2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

El canvi de coordenades polars a coordenades cartesianes es pot dur a terme amb
les relacions:

x cos(0) cos(a)
r= |y | =r| cos(d)sin(a) (2.47)
z sin(d)

on

Y
o= tan(=
arc cm(x)

J= arctcm(#)
/ 12 +y2
r = /x2+y2+22

El quadrant de a s’ha d’escollir de manera que el signe del denominador sigui igual
al signe de cos(a); ie, —90°< o < 90° si 0 < z, 1 90°< a < 270° si z < 0.
Per a poder descriure 'orientacié del pla orbital i el perigeu respecte al sistema de
coordenades equatorial, s’acostumen a usar tres angles, que conformen la segona
terna dels elements orbitals:

(2.48)

(i) La inclinacid i dona 'angle d’interseccié entre el pla orbital i I’equador.

(ii) L’ascensid recta del node ascendent € indica I’angle entre ’equinocci vernal i
el punt de I'orbita en el que 'asteroide creua el pla equatorial de sud a nord.

(iii) L’argument del perigeu w és langle entre la direccié del node ascendent i la
direcci6 del perigeu.

Pla orbital

Figura 3: Els elements orbitals.

La posicio de I'asteroide a ’espai es pot expressar com a funcié d’aquests tres angles
per una successio de transformacions elementals. En el pla orbital, definit pels vectors
P,Q,iW = %, les coordenades es donen per:

(Z,9,2) = (rcos(v),rsin(v),0) (2.49)

11



2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

En un sistema de coordenades rotat al voltant de W un angle de —w (i.e. amb un
eix ' apuntant al node ascendent), les coordenades sén:

(2,9, 2") = (rcos(v + w),rsin(v + w),0) (2.50)
i la transformacié corresponent es pot escriure com:
cos(v + w) cos(v)
r | sin(v+w) | = R.(—w)r | sin(v) (2.51)
0 0
on les matrius:
( 1 0 0
R.(¢) =10 cos(¢) sin(¢)
0 —sin(¢) cos(o)
cos(p) 0 —si (cb)
Ryp)=|( 0 1 (2.52)
0

son les matrius de rotacié que usarem per expressar els canvis de coordenades.

Per expressar les coordenades de l'asteroide en les coordenades equatorials, cal
dur a terme dues rotacions més. Primer, una rotacié al voltant de l'eix ' per un
angle de —z, obtenint llavors coordenades equatorials des de la linia de nodes. Es
necessita una nova rotacié de — al voltant del nou eix z”, que ens permet obtenir
coordenades equatorials des de la direccié de 'equinocci.

x cos(v)
y | = R.A-Q)R(—i)R.(—w)r | sin(v) (2.53)
z 0
Avaluant aquesta expressié es pot veure que:
x cos(u) cos(Q2) — sin(u) cos(i) sin(2)
y | =7 | cos(u)sin(§2) + sin(u) cos(i) cos(12) (2.54)

z sin(u) sin(7)

on u = w + v (angle de latitud) és angle entre r i la linia de nodes. També podem
representar P,(Q) i W com:

cos(w) cos(Q2) — sin(w) cos z

P = | cos(w) sin(Q2) — sin(w) cos(7) (2.55)
sin(w) sin(7)

— sin(w) cos(2) — cos(w) cos(i) sin(2)

Q = | —sin(w) sin(2) — cos(w )cos(z) s(Q2) (2.56)
cos(w) sin(7)
sin(7) sin(€2)

W=1- sin(i)(qc))s(Q) (2.57)

12



2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

Té interes observar que P, () i W sén els vectors columna de la matriu:
(P, Q, W) = R.(-Q)Ro(—i) R.(—w) (2.58)

fet que és util quan hem de canviar entre coordenades equatorials i les del pla orbital.
Es coneixen com els vectors de Gauss.

2.1.6 Calcul dels elements orbitals a partir de la posicid i la velocitat

Com hem vist, es necessiten un total de 6 parametres independents per a determinar
el moviment d’un cos al voltant d’una massa central. Dos d’aquests elements (a i
e) descriuen la forma de I'orbita, un element (M) defineix la posicié al voltant de
I'orbita i tres altres (€2, ¢ i w) determina 'orientacié de I'orbita a I'espai. Donats
aquests 6 elements, sempre es pot determinar la posicié i la velocitat del cos.

La pregunta és si donada una posicié i una velocitat, podem determinar de manera
univoca aquests 6 elements. La resposta es si, i és el que veurem en aquesta seccio.
Primerament, tant el moment angular:

yz — 2y
h=rxr=|zt—2a% (2.59)
Ty — YT

com el seu modul h es poden obtenir a partir de la posici6 i la velocitat. Llavors,
escrivint W = h/h com a funcié de i i €2, es segueix que:

sin(7) sin(€2) h,/h W,
sin(i) cos(Q?) | = | =h,/h | = | =W, (2.60)
cos(i) h./h W,

Llavors, la inclinacié i ’ascensio recta del node ascendent s’obtenen:

NiEERE
i = arctan <#> i Q) = arctan (ﬁ) (2.61)
—W,

W,

El moment angular es pot usar per obtenir el semi-latus rectum:

h2
T GM,

p (2.62)

La llei vis-viva ens permet obtenir el semieix gran:

2 v2 \ 7!

(2.64)
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2. MODELS DINAMICS. El model de Kepler.

La excentricitat e s’obté de:

p
=/1—-= 2.65
o= 12 (2.65)
Considerant r = a(1 — ecos(E)), i la identitat:
r i =—a(cos(E) —e) - asin(E)E + aV1 — e?sin(E) - av1 — €2 cos(E)E (2.66)
= a’nesin(E) '
un pot extreure de esin(FE) i de e cos(E) la anomalia excéntrica:
r-r
E = arct 2.67
. (<a2n><1 - r/a)) 200

Aquesta dada la podem usar per obtenir la anomalia mitjana de ’equacié de Kepler:
M = E(t) — esin(E(t)) (2.68)

on t és el temps de r i de . Per determinar I'iltim element w, primer hem de
determinar I'angle de latitud u. De I'equacié (2.54) es pot extreure:

u = arctan <W) (269)

L’anomalia veritable ve donada per:

V1 —e?sin(FE
v = arctan < e sin( )> (2.70)
cos(F) —e
Finalment:
w=u-—v (2.71)

2.2 El model restringit circular de tres cossos

El problema restringit circular de 3 cossos té un paper molt important en la historia
de la mecanica celeste. La motivacio de 'estudi d’aquest model recau en que volem
capturar un asteroide en un punt fix, o bé en una orbita periodica d’un punt de
libracié del model de 3 cossos.

Considerem dos cossos puntuals m; i ms, que anomenarem primaris i que se-
gueixen orbites circulars al voltant del seu centre de massa. Un tercer cos de massa
negligible ms es mou degut a la forca gravitatoria dels primaris, sense influir en el
seu moviment. Aquest tercer cos es considera prou petit com per a que la seva massa
no influeixi en el camp gravitacional generat pels dos primaris.

2.2.1 Equacions del moviment

Es seguiran les segiients convencions. Escollim com a unitat de distancia, la distancia
entre els dos cossos primaris:

rg =1 (2.72)

14



2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

Com a unitat de massa, i tenint en compte que suposem ms = 0, podem considerar
mq 1 my de tal manera que:

de manera que si anomenem a la massa més petita my = p , llavors:
mi=1l—pimg=np (2.74)

Finalment, s’escull la unitat de temps. Siimposem que la constant gravitacional sigui
G = 1, llavors, degut a la tercera llei de Kepler, el periode dels dos cossos primaris
en la seva orbita sera:

B\
Too=27—12 ) =2 2.75
12 T (G(Tm +m2)) T ( )

El problema restringit s’acostuma a plantejar en un sistema de referencia en rotacid
seguint el moviment orbital dels dos cossos primaris. L’origen d’aquest sistema és el
centre de masses dels dos primaris. A més, el sistema de coordenades es considera de
tal manera que els dos primaris viuen en 1’eix d’abscisses. Aixo significa que m; esta
situat a una distancia p de I'origen, mentre que ms esta situat a una distancia 1 — p,
al costat oposat de I'eix d’abscisses. El sistema de referencia en rotacio s s’anomena
sinodic, 1 té una velocitat angular inercial de w = 1 Hz, donat que el periode es
Tio = 27. Per aplicar la segona llei de Newton, hem de calcular I'acceleracié inercial
de la massa petita, i podem expressar-la respecte els vectors unitaris del sistema
sinodic s. L’acceleracié inercial ve donada per:
% d2 s d2 sd

d—ﬁr:ﬁr—i—waEr—l—wx(a}xr) (2.76)

on el vector de posicié de la massa petita ms és:
r = 1S, +yss + 283 (2.77)

i on els superindex r i s indiquen que les derivades temporals es prenen respecte del
sistema inercial i del sinodic, respectivament. Es a dir:

S

EI‘ = ZI./’Sl + ySQ + 2.83 (278)
sd2
dtzr = Zi'Sl —+ ySQ + 283 (279)

Desenvolupant els productes vectorials en (2.76):

°d
2w —r = (~2§,2,0) (2.80)
wX (wxr)=wx (—y,z,0) = (—z,—y,0) (2.81)

on w = (0,0,1). L’acceleracié inercial de mg es converteix doncs, en:

i d2
dt?

r=(%—2y—x)s1+ (§+ 2% —y)ss + Zs3 (2.82)




2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

Per a completar les equacions del moviment, encara cal calcular ’acceleracié gravi-
tacional sobre mg. Per a fer-ho, necessitem els vectors de my i my a mg, que sén:

= (a:—u,y,z) (2 83)
ry=(z+1-py2) '

i, els moduls respectius,

= ((x—u)2+y2+z2)%

i (2.84)
ro=((x+1—p)?+y>+2%)>
Finalment, 'acceleraci6 gravitacional de ms ve donada per:
1—
ay = ! 3M>r1 — %rg (2.85)
1 Ty

Les equacions del moviment es troben igualant 1’acceleracié inercial de m3 amb 1'ac-
celeracié gravitacional sobre ell. Separades en components:

( 1— - 1—
i—2y—m:—( u)gw u)_u($+3 1)
LT Ty
.. ) 1—
i+ 20—y = _d-ny 3“>y . (2.86)
1 Ta
A=z pe
F=T 3 -3
\ 1 Ty

— 1
PR S Ul ) S NS SO 2.87
5 (@ + %) + - +T2+2u( ) (2.87)
son equivalents a:
P2 =0Q,
i+ 2% =Q, (2.88)
=0,

Aquestes equacions tenen una integral primera coneguda com la integral de Jacobi,
que es pot calcular de la segiient manera:

(i — 2§) = i€,
Y(ij + 28) = 9, ¢ = id + iy + 25 = Qi + Qu + Q.2 (2.89)
i3 = 30,
Integrant respecte el temps obtenim:

T+y+2=204Cy (2.90)

on el costat esquerre representa el quadrat de la velocitat de la particula, i on C'; és
la constant de Jacobi. Un cop donades condicions inicials, un pot donar valor de C;
i estudiar llavors la superficie 2(2 = C';, que establira la possible regié de moviment.
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

2.2.2 Els punts de libracié

El primer pas per a estudiar un sistema dinamic, és estudiar els punts d’equilibri. En
un punt d’equilibri, les particules estan parades i no tenen ni velocitat ni acceleracio:
les forces del sistema s’anul-len en aquell punt. En un sistema on les equacions del
moviment depenen explicitament del temps, no poden existir punts d’equilibri. Si
el sistema de forces depen del temps, llavors els punts on s’anul-len han de variar
amb el temps; contradient el concepte de punt d’equilibri. El problema restringit té
forces independents del temps en el sistema de coordenades sinodiques. En el sistema
inercial, les dues masses primaries es mouen, de manera que les forces gravitacionals
depenen del temps explicitament. Per tant, si existeixen punts d’equilibri, han de
fer-ho en el sistema sinodic.

Amb la intencié de buscar punts d’equilibri, imposem en les equacions del movi-
ment (2.86) que les velocitats i acceleracions siguin 0:

1— — 1-—
_ u)gft p o p +3 1) (2.91)
(1—wy py
[ Sl VX A - 2.92
y=-Uop (292
1—
(N Dy (2.93)
1 Ty
.l—4
msy
mp=1-— 1%
mo = [
T2 r
L, M2tz ™ o
(1 K 07 0) (,LL, 0~0)
0L5

Figura 4: Els punts de libracié.
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

Observem que (2.93) ens implica z = 0. Tot punt d’equilibri ha d’estar en el pla
orbital de les dues masses primaries. Els dos primers punts d’equilibri els trobem
si suposem 1 = ry = 1, fet que redueix (2.91) i (2.92) a identitats, que semblen
no especificar els valors de x, i de y. Pero suposar r; = r, = 1 conté informacié
implicitament: els dos punts d’equilibri estan situats als vertex de dos triangles
equilaters, on m; i mo sén els altres dos vertex. Aquests punts també s’anomenen
els punts triangulars, o Ly i Ls; 1 son, en el nostre sistema de referencia:

1 1

Ly = (=5 +m, §¢§, 0) (2.94)
1 1

Ls = (=5 + —5\/5, 0) (2.95)

Existeixen tres punts més d’equilibri. Els anomenem els punts d’equilibri colineals.
Aquests son de gran interes, ja que dos d’ells son ”facilment”accessibles des de la
Terra. L’equacié (2.92) també es satisfa si y = 0. Tot punt d’equilibri restant ha de
viure a l'eix z, i seran arrels de (2.91) amb y = z = 0, fet que porta a:

I-—p@—p) pa+l-p)

€T — — —
|z — pf? [z +1—pf?

(2.96)

Quan netegem els denominadors, ens queda una equacié de cinque grau, anomena-
da la quintica d’Euler, equacié que, malauradament, ha de ser resolta mitjancant
tecniques numeriques. Els valors de x als punts L; i Lo, en funcié de u, es poden
observar a la segiient figura.

o
(%3]
T

1

x(L4 )gecl) X(L,) (green)

Figura 5: Coordenada = de L; i Ly en funcié de p.
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

2.2.3 Estabilitat al voltant de punts d’equilibri

A continuacié estudiarem la dinamica lineal al voltant dels punts d’equilibri L; i Ls.
Recordem que tenim L; := L(a;, b;,¢;), 1 =1,2, on by2 =01 ¢ o = 0. Fem el canvi:
1= X4=21T
Ta=Y 5=y

T3=2 Xg=2

de manera que les equacions del moviment es poden escriure com:

( o0

$1 = T4 5 i’4:2x5+—(x1’$27x3>

(5512'1
o0
Gy =as =204+ —(xg’;?’x?’) (2.97)
2

. 0z, o, x3)

Ty =T , T6=—""F """
\ (Sl'g

Comencem fent un estudi generic al voltant de qualsevol d’aquests tres punts d’equi-
libri. Siguin &,7n,v € R de manera que el punt (z,y, 2) :

x:ai—l—é
y=n
z=7

és un punt arbitrariament proper a L;. La funcié Q(z,y, z) es pot expandir al voltant
de L; mitjancant el polinomi de Taylor. Anomenant Q° = Q(a;, 0,0):

Q:QO‘FQOS—FQQU_’_Q:{V—*— Qzlz1€ + szn + 9139537—’_

Q) L En+ QY Ev+ Q) ny+0(3)

(2.98)

Les equacions diferencials (2.89) resulten en:

¥ = Qm,xlf + %mn + ng,xﬂ +0(2)

Ometent els terme O(2), hem donat lloc a les equacions linealitzades. Siguin u i @
els vectors de les variacions:

(2.100)

D P2 3
2 [ o2 [
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

d’aquesta manera, les equacions linealitzades es poden escriure com un sistema:

. 0 I
U=Au, A= <B C) (2.101)

amb 0,1, B, C' sén blocs de 3 x 3. 0 és la matriu nul-la, I la matriu identitat, i

lexl lexQ 921333 O 2 0
A=1Q0 a0 b ) iB=(-20 0 (2.102)

L’objectiu d’aquest apartat és calcular els valors propis de A, que ens donen infor-
macié sobre el comportament lineal al voltant dels punts d’equilibri.

Abans de fer-ho, ens mirem una mica els coeficients de les equacions. Les segones
derivades parcials de la funci6 €2 sén:

— 1— 1 —
Quyny = 32 {('rl W =) |l F “)} (2.103)
T L
1-— — —n+1
oy = 323 [( Wlo —p) | o =it )} (2.104)
T T3
1 —
Qpyy = 3095 {—5“’ + %} (2.105)
1 s
L—p  p l—p  p
2

Els punts colineals viuen en xo = x3 = 0, i doncs tenim €2, (2, 0,0) = Q4. (2,0,0) =

Qyps (2,0,0) =0 i:

1 —
Qs (2,0,0) = — ( 2y ﬂg) <0 (2.107)
" 2
1 també:
1
Oy, (,0,0) = 1+2( 3“+ “) =120, (z,0,0)
I (2.108)
o
Qpyey (2,0,0) =1 — ( —3) Qyzs (2,0,0)
ry 3
Als punts d’equilibri colineals:
0 _ Qo
00, =%, —1<0 (2.109)
Usant —7 < QY . <0, (veure [10] seccié 4.6, pag. 146), concloem:
0
8< <1 (2.110)

Donat que les derivades parcials creuades €2, ,, = .., = 0, la tercera equaci6
linealitzada es pot separar de les dues primeres i ser tractada independentment als 2
punts de libracié. La dinamica al pla z125 no és influenciada, doncs, pel moviment
en la direccié 3, d’acord amb les equacions linealitzades (2.99). Es pot observar que
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

les derivades creuades d’ordre superior de €2 no soén zero, i en conseqiiencia existeixen
efectes no lineals entre les dues primeres equacions i la tercera. En el cas lineal, el
moviment en I'eix x3 esta governat, doncs, per:

. 0
¥ = Qs (2.111)

Aquesta equacié de segon ordre és equivalent a dues equacions de primer ordre:

o~ ()= (et o) ()
. =>|.|= (2.112)
{ o= Qggngy (Oz Qgsxs 0 «

Els valors propis de la matriu del sistema (2.112) surten de I'equacié:

-2 1
o —-A
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‘:O@)\g,ﬁ::l: Q0 eC (2.113)

on hem usat (2.110) per a concloure que en la direccié z3 tenim un comportament
lineal del tipus centre. Recordem que si tenim una equacié diferencial del tipus

Z = kzamb k < 0, llavors el periode és w = 27r./—%. Per tant, el periode del

moviment perpendicular al pla ;x5 als punts colineals és:
w = 27 (— Qs (L)) 2 (2.114)

Com els moviments al voltant de l’eix x3 en el cas lineal sén purament oscil-lacions
harmoniques, no es poden fer prediccions sobre ’estabilitat no lineal.

Estudiem ara els moviment lineal en les direccions x; i z9. Les equacions linealit-
zades al pla x3 = 0 sén:

ST
{ 6 ! g”“g (2.115)
0426 = Q0,0
que és equivalent a:
3 3 0 0 10
g. = A/ 2 , On A/ == QOO 8 8 ; (2116)
i i 0 0, 20

Procedim a calcular els valors propis de A’. Busquem A tal que det(A” — A\Id) = 0.

—00 i p—00 .
Anomenant m =€), in=Q

_OA_OA(l)(l) A 0 1| o =x 1
=-A0 =X 2|+m 0 2|=X+A-m—n)\+mn
mo 0 =A 2 n -2 =\ 0 n =X\
0 n -2 =\
(2.117)
Per tant,
det(A'—Nd) =0 X'+ (4 —m—n)\’>+mn=0 (2.118)




2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

Fem el canvi A> = ¢ . Ens transforma (2.118) a la segiient equacié quadratica:
24 (4—m—n)t+mn=0 (2.119)

La solucio d’aquesta equacio és de la forma:

:m+n—4i\/((m+n)—4)2—4mn
2

t (2.120)

Ens interessa saber el signe del terme que esta dins I'arrel. Per a fer-ho, cal fer un
petit estudi de les funcions:

2(1 — — w2 2 1— p)?
Qs (2,0,0) = 1+ 2L ”>§""C D “($+5 #) (2.121)
] Ty
1 _
pay (2,0,0) =1 — —H — L (2.122)
i Ty

Recordem que L; = (a;,0,0), i, observant la figura 4, ens fixem en que, en L;:

r =y (a1 — p)2 = p—ay (2.123)
r=Vla (@)= (-1~ a (2124)
Ien Lo:
r=v/(as — p)2 = 1 — as (2.125)
ra=v/(az — (1 - p)?=as — (u—1) (2.126)

Clarament, substituint ’equaci6 (2.121) en qualsevol dels tres punts d’equilibri:

201 = m(as = p)* | 2nfai = (p=1))
7a5

1

201 = wry | 2ury

5
1

Q. =1+

1T

=1+ (2.127)

Ara, tenint en compte que QY = 0, tenim la igualtat:

1— 1-—
=T+ 2”—1—%:0% M=T1— - £ (2.128)
1 T

=<
=N

Que la podem usar per reescriure I'expressié (2.122):

Ll-p p
Qfmm(maoao) =1-— 5 — 3

1
:1—;(r1— —%)—% (2.129)
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

A partir d’ara hem de fer un petit tractament per casos, tenint en compte les segiients
igualtats en cada punt d’equilibri:

En Lll r —To = 1 (2130)
En LQI N+ 1o = 1 (2131)

Procedim (2.129) en Ly:

r —Te 1
- — 2.132
( rar )(Tz 7“3) ( )

Donat que ry < 1, podem concloure que €,,,(a1,0,0) < 0. Procedim (2.129) en Lo:

e+ 1 1 r 1 1
me(a%o:o):,“(l 2+_2__3):#(1+—2+———3)
2

1 rr:oor o orrsors

1 1 1 r+r 1
T2 T1 s 271 s
11 1 [ 1

=ul — 7“2——2 = — 1——3
1 T2 T3 ™ 9

Donat que 1 < 1, podem concloure que €,,,,(as,0,0) < 0. Per tant, hem vist que

m=Q0, >0iquen=20), <0. En conclusié, tenim que —4mn > 0, i podem

observar trivialment que:

m+n—4=+/((m-+n)—4)2<\/(m+n) —4)2 — 4mn (2.134)

Si t1 1 to s6n les solucions de (2.119), llavors ¢; > 01ty < 0. La conclusié és que les
solucions de (2.118) sén:

AL =Vt >0

1=vVh (2.135)
Aa=—1 <0

A3 =1ty € C

s =Vh (2.136)
M=—VteC

Per tant, al pla xyx5 tenim un moviment lineal al voltant dels punts d’equilibri del
tipus centre x sella. En definitiva, el comportament lineal al voltant dels tres punts
d’equilibri, és del tipus centre x centre x sella. Pel que fa al caracter no lineal, es pot
veure [5] on es demostra mitjancant el teorema de Lyapunov l'existéncia de families
d’orbites periodiques.

A la figura 6 tenim el retrat de fase de I'aplicacié de Poincaré al voltant del punt Lo,
on s’observen certes families d’orbites periodiques i quasi-periodiques. Una aplicacio
de Poincaré es pot interpretar com un sistema dinamic discret amb menor dimensié

23



2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

que el sistema continu original. De fet, es disminueix la dimensié en 2 unitats: una
reduccié és deguda a que es fixa el valor de la constant de Jacobi per a totes les
orbites, i la segona és deguda a que només es miren les interseccions de les orbites
amb una certa superficie de seccié (la secci6 de Poincaré). La correspondéncia entre

un sistema i 'altre és la segiient:

(i) Una orbita periodica simple en el sistema dinamic original equival a un punt

fix en la seccié de Poincaré.

(ii) Una trajectoria quasi-periodica equival a una corba tancada.

Figura 6: Retrat de fase d’una aplicacié de Poincaré al voltant de Ls.

2.2.4 Formulaci6 Hamiltoniana

Introduint el moment lineal com p; = &7 — z9, po = T2 + 21 1 p3 = 3, el 3RBP es

pot escriure en forma hamiltoniana amb el segiient Hamiltonia:
L—p  p

1
H(x1, 29, 23,p1,p2,P3) = 5(19% +p3 + p3) — T1p2 + Top1 — o 7‘2

Les equacions diferencials son, llavors:
( 1—

. : H H
Ty=p1+T2 , pr=DpP2— —3 (xl—ﬂ)__g(%—ﬁhLl)
T ra
. . 1—pn i
g =P2—T1 , Pa=—P1— —3 L2— 32
1 s
: : L —p 0
T3 =P3 y P83 = ———3 %3~ 33
\ r s

(2.137)

(2.138)
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2. MODELS DINAMICS. El model restringit circular de tres cossos.

Satisfent z; = 7 ip, = . Ens acostumem a referir al valor del Hamiltonia com
a l'energia, i esta rela(:lonat amb la constant de Jacobi, C;, com:

Cy=—2H — p(1— p) (2.139)

Les equacions linealitzades al voltant de qualsevol punt d’equilibri es donen pels
termes de segon ordre del Hamiltonia, doncs Hi(x;, p;) = 0 als punts d’equilibri. Per
tant, les podem escriure com:

1

1
ST +p3) — 212 + Tap1 — o2t — Sa3) +

1
2( 5 ~13 (2.140)

1 2
— c
P3 22

H2: 2

on ¢y és una constant positiva major que 1, que depen del punt d’equilibri i del
parametre p com es mostra a la figura 7. Observant 'expressiéo per Hs, és pot
concloure que linealment, la direccié x3 no esta aparellada amb les direccions planars
(els moviments en el pla z125). L’equacié en la direccié vertical que s’obté d’Hy és:

. dH,
r3 = W = D3
. dgffg = I3 = —CaT3 (2141)
P3 = ———— = —C2Z3
dIg

i per tant, la dinamica en la direcci6 vertical és un oscil-lador harmonic amb freqiiencia
w =,/co. El polinomi caracteristic associat al moviment planar és

pN) =M+ (2= )N+ (1 + ¢ —263) (2.142)

Un cop determinat el valor de co, es poden extr eure les mateixes conclusions sobre
la dinamica que a la seccié anterior.

8

D

4]

=N
T
1

c2(L,) (red) c2(L,) (green)

w
T
1

o071 02z 03 04 05 06 07 08 08 1

mu

Figura 7: Valor de co(u).
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3 Transferencies

En aquesta seccié estudiarem alguns possibles metodes de transferéncia orbital que
es poden dur a terme en cada un dels models dinamics estudiats a la seccié anterior.

3.1 Transferencies en model de Kepler
3.1.1 Transferencies de Lambert

El problema de Lambert es planteja aixi: tenim dos instants de temps t1, t9, aixi com
dues posicions ry, ry. Volem trobar la solucié 7(¢) que satisfa r(t1) = ry, £(t2) = ro.
Dit d’una altra manera, volem coneixer 1’orbita que connecta dos punts en l'espai
amb un temps de vol fixat. Si som capagos de determinar aquesta orbita, llavors amb
dos impulsos adequats (un al principi i un al final), en forma de variacié de velocitat,
serem capacos de transferir un asteroide de la seva orbita a una orbita final desitjada.
Una solucié d’aquest problema va ser formulada per Gauss, dividida en dos passos.

El ratio entre el sector 1 el triangle

Com veurem en el segiient apartat, per determinar una orbita a partir de dues
posicions i un temps de vol donats, necessitem ser capacos de determinar el ratio
entre el sector i el triangle format per ’orbita i els vectors de posicié. Siguin r; i ro
les posicions geocentriques de I'asteroide als instants de temps t; i to. El triangle A
depeén dels vectors ry i ro, i dels angles 14 i 15, on v 1 vy s6n els angles de 'anomalia
veritable en els temps precisats.

D
D ¢

Figura 8: Les arees A i S.

L’area A sera: .
A= R sin(vy — 1) (3.1)
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Lambert.

L’area del sector S, acotat pels vectors ry i 7o i I'arc de ’orbita entre ells, és pro-
porcional a la diferencia entre els temps ¢; i t5 d’acord amb la segona llei vis-viva i
(2.27):

S= %\/GM@ Al = - (ts — 1) (3.2)

Substituint el semi-latus rectum p = a(1 — €2), obtenim la férmula per al ratio entre
I’area del sector i la del triangle:

I/
T=AN- (3.3)

rirg sin(vy — v7)

on 7 =v/GMg(ty — t1). Si es substitueix p per valors coneguts usant les equacions
del problema de Kepler, s’obté un sistema de dues equacions i dues incognites:

2g — sin(2g
’(n—1)=m=—3—— (29) (3.4)
sin”(g)
1
—m——— 3.5
T sin?(g/2) (3:5)
on les quantitats auxiliars m i [ son:
2
m = T . (3.6)
\/2(7“17’2 +r11 1)
T+ T 1
[ = - = 3.7
2\/2(7”17'2 +7r- 1‘2) 2 ( )

Evitant entrar en la subtilesa dels calculs, (que es poden trobar a [8], pag. 41), per
a determinar n cal trobar ’arrel de 1’equacio:

m m
on la funcié W és:

_ 4sin~t (/w) — sin(4sin~ (/w)

w 3.9
(w) sin®(2sin ' (/w)) (3:9)
Una opcié és implementar el metode de la secant:
i —7i—1
Nivr = 1 — f (i) (3.10)
i f(ni) = f(ni-1)
amb condicions inicials
6 n 5 " 4 m
T TTh 9 1+5/6
(3.11)
m =no+0.1
T2 = To
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Lambert.

Calcul dels 6 elements orbitals a partir de dues posicions

Com hem vist anteriorment, I’orbita d’un asteroide que passa pels punts ry i ry viu
en el pla determinada per aquests dos punts i el centre de la Terra. Per a determinar
la inclinacié ¢ d’aquest pla respecte el pla equatorial, aixi com l'ascensié recta del
node ascendent €2, definim dos vectors ortonormals que viuen al pla orbital, e, i ey,
de la seglient manera:

ry

R 12
=1 (3.12)
Iy
=22 1
€y T (3 3)

onr, =re — (ry-e,)e,. El vector e, esta alineat amb 71, mentre que e, n’és per-
pendicular. Si fem el producte vectorial entre e, i e,, obtenim el vector de Gauss
W = e, X e, que és perpendicular al pla orbital. Aix{ doncs, usant (2.66) ja tenim
determinats 7 i 2. Ara, 'angle de latitud u; es pot determinar usant:

21
u; = arctan 3.14
! <_371Wy + ylwx) ( )

Per a poder determinar els segiients elements orbitals, necessitem del ratio calculat a
I'apartat anterior. De la férmula (3.3) obtenim una expressié pel semi-latus rectum:

- (220 .

T

usant 71 A = %7“17"2 sin(vg —vy) = %Tlrb. Per a determinar la excentricitat de I’orbita,
usem l'equacié de la seccid conica (2.24), obtenint:

ecos(v) = o 1 (3.16)
ecos(ry) = L (3.17)
T2

Usant la propietat:

cos(vy) = cos(vy) cos(vy — 1) — sin(vy) sin(vy — 1)

= cos(iy) (rzea) _in (71:_?) (3.18)

s’obtenen dues equacions:

ecos(vy) = 7“2 -1 (3.19)
esin(i) = ((:Ll — 1)(r2r';a) — (7% — 1)) :—;’ (3.20)

que s’han de resoldre per obtenir la excentricitat i la anomalia veritable a temps ;.
L’angle de perigeu w és la diferencia entre ’angle de latitud i 'anomalia veritable:

w=1u — (3.21)
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Lambert.

També podem obtenir el semieix gran a partir de I’excentricitat i el semi-latus rectum:

p
a=17 (3.22)

Finalment, el sise element, ’anomalia mitjana M; s’obté mitjancant 'equacié de
Kepler:

Ml = E1 - €SiH(E1) (323)
on ’anomalia excentrica E; és:
V1 —e?si
E, = arctan ( ‘ s1n(1/1)) (3.24)
cos(vy) + e

L’increment de velocitat total que s’hauria d’aplicar per a dur a terme aquesta trans-
ferencia la suma de les segiients diferencies entre:

1. La velocitat inicial a la posicié r; i la velocitat en aquell punt de 'orbita de
transferencia calculada.

2. La velocitat final inherent a l’0orbita calculada i la velocitat de 1’orbita final
desitjada.

3.1.2 Transferéncies de Hohmann

Suposem que volem transferir un asteroide des d’una orbita circular I a una segona
orbita F', també circular, que viu al mateix pla.

Orbita final F

Orbita inicial |

Figura 9: Transferencia de Hohmann.

S’aplica un increment de velocitat amb direccié tangencial a I'orbita al punt A.
Aquest increment en la velocitat incrementa el nivell d’energia de I'orbita, de manera
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Hohmann.

que s’obté l'el-lipse de transferencia 7. El punt A es converteix en el periapsis d’a-
questa el-lipse de transferencia. A continuacio, s’aplica un segon impuls de velocitat
a l'apoapsis B de l'el-lipse, en la direccié del moviment. L’energia de I’orbita torna
a augmentar i s’obté 'orbita circular final F'. Ens plantegem determinar quin cost
energetic, en terme de la suma dels dos increments de velocitat, comporta dur a
terme una transferencia de Hohmann.

Considerem primer que el radi de la primera orbita és vy = a; = a, i el radi de la
segona orbita és ro = as = a + Aa. Ens preguntem quin increment de velocitat hem
de donar per passar d'una orbita a ’altra. Segon la llei vis — viva, les velocitats en

les orbites I 1 F' son:
,/ ,/ (3.25)

(recordem que en un cercle, e = 0 Ens mirem ara les velocitats en l’el-lipse de
transferencia T'. Tenint en compte que ’el-lipse de transferencia té un semieix gran
a; = (1 +r2), obtenim:

R M
v, Z\/GM69 (— - ) _ [Mor (3.26)

1 T+ T2 ag T

ve—yjOMo (2o 2 ) _ [CMen (3.27)
Ty T+ T2 a; To

En total, 'increment de velocitat que s’ha de donar sera:

i, analogament:

Av = Avp + Avg = (v, — v1) + (V2 — v,) (3.28)

Volem observar aquest resultat assumint dues orbites circulars amb radis poc distants
(Aa << a). Considerem llavors vy, va, v, v, com a funcions de Aq, i ens mirem el
seu comportament lineal. Per a fer-ho, fem el desenvolupament de Taylor de vy, vp,
Vg, 1 els posem en funcié de v;. Comencem amb vs.

v2(Aa) = v2(0) + v5(0)Aa + o(|Aal?)

Llavors:

vo(Aa) =

per altra banda,

W (Aa) =/ G, ((a;m)_é)/

1 [GM, 1

= 0h(0) = ——4/ —= = ——
1 v2(0) 2a a 2av1
=—VGMy—F—————
2/(a+ Aa)?
Per tant,
Aa
Vo = U (1 — %) (329)
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Hohmann.

Podem procedir de mateixa manera amb v, i v, per acabar obtenint:

Aa 3 Aa
Vp = U1 (1 -+ E) , Vg = U1 (1 — 17) (330)

Mitjangant (3.29) i (3.30), podem observar que, per maniobres amb poca elevacié en
orbites circulars: 1A
a
AUl + A/UQ =~ 57.)— = V1 — V2 (331)
a
és a dir, l'increment de velocitat que es requereix és igual a la diferencia de les
velocitats orbitals.

Pero sobretot ens interessa coneixer el cost per una transferencia entre dues orbites
que no siguin necessariament properes. Es pot obtenir una forma adimensional de
I'increment de velocitat dividint per la velocitat inicial anomenada relacio de Hoh-
mann:

& Avp  Avy

= +
U1 U1 (%1
\/%Q _ \/% \/% _ \/%r_l
at T1 T1 T2 at T2
= +
G Mg GMg
1 r (3.32)

N

1
_ <2 "2 ) 1y —)
L+ To
1
2
() (-0) ()
T+ T 71
Definint la nova variable R := Z—f (que equival a R = :—f, ja que, recordem, 'excentri-
citat d’'un cercle val 0), podem escriure la relaci6 de Hohmann com:

[N}
VR
ol
[\ —
~_

[V

|
7 N
DO
<
(V)
—~
=
<
<
&)
SN—

() e

L’equaci6 anterior té un maxim que es pot calcular, derivant 1’equacio i igualant a 0:

d(Av/v)) 1 / 2R \* R-1 °OR \? 1
_ (2 — -9 3.34
dR R2\1+R + R1+R2\1+R 2R3 (3:34)

Després de simplificacions, i desenvolupant el polinomi, I’equacié equival a:
R —15R*~-9R—-1=0 (3.35)

que té una arrel real en Rj; := 15.58176. Com que per tot valor R > Ry, I'increment
de velocitat disminueix, la idea d’ascendir mitjancant una transferencia de Hohmann
a una orbita molt alta (a; >> ag = 19), i llavors retornar a 'orbita final és factible.
Considerem, doncs, el procés de transferir I’orbita inicial per a un valor molt gran de
ay:

o Av 1\ . oR \: . [1\?
A&?ﬁéﬂ&(“ﬁ)éﬂ&(ﬂ) +é§%o(ﬁ) Sl=va-1 o (330)
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3. TRANSFERENCIES. Transferéncies de Hohmann.

Es a dir, 'impuls per a escapar a l'infinit ve donat per:

Avgee = /2 — D)vy (3.37)
i la velocitat per retornar de I'infinit a ’orbita final:

Avey = /2 — 1wy (3.38)

La relacié de Hohmann corresponent per aquesta maniobra s’obté com:

Ave  Avme | A L
Vo _ Vooe 4 Voor _ (\/5 _ 1) (1 + _1) (339)
R3

(%1 U1 (%1 2

Representant graficament aquest polinomi, es pot observar que les grafiques de Awv
i de Av,, intersequen. Per a buscar el punt d’interseccid, igualem les expressions

(3.33) i (3.39):

(1—%) (%)%—1:@5—1) <1+é)—é (3.40)

que, després de simplificar, es redueix a:
R~ (T+4V2)R* + (3+4V2)R—1=0 (3.41)
amb arrel real R; := 11.93876.

Les conclusions que traiem d’aquests calculs son clares: per 0 < R < R; una
transferencia de Hohmann estandard és la millor opcid; per R; < R < Ry, una
transferencia de Hohmann a un punt molt llunya i llavors tornar, és factible. Es pot
veure 'analisi complet, que inclou el cas Ry, < R, a [9)].

Cal tenir en compte que ens hem restringit al cas entre orbites coplanaries. L’es-
tudi de transferencies orbitals entre orbites no coplanaries augmenta en complexitat,
i es pot veure [9] per a observar la metodologia a seguir en aquests casos.

3.2 Transferencies en model restringit de tres cossos
3.2.1 Imsercié en varietats invariants estables de punts de libracié

Ens plantegem el problema de transferir un cos proper a la Terra a una orbita pe-
riodica al voltant de L; o Lo del sistema Sol-Terra. Degut a la hiperbolicitat d’aques-
tes orbites, sabem que tenim direccions que tendeixen assimptoticament cap a ella.
Volem usar aquestes varietats invariants estables per a arribar a l’orbita periodica
amb una sola maniobra (en el marc teoric del problema de tres cossos).

Per a fer un estudi de les solucions periodiques al voltant d’un punt d’equilibri
colineal, com ara L, és util introduir un sistema de referéncia normalitzat amb
I'origen al punt de libracié. L’eix x pren la direccié de m; a mo, 'eix z orientat
com la velocitat angular del segon cos al voltant del primer, i ’eix y de manera que
completi un sistema de coordenades orientat positivament. Es pot observar [2] per
trobar explicacions detallades sobre el calcul d’orbites periodiques.
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3. TRANSFERENCIES. Insercié en varietats estables.

Aproximacio local de la varietat estable

Sigui ® el flux d’una orbita periodica amb periode T'. La matriu de monodromia
és la matriu D®(T'), la matriu variacional avaluada en el periode de I'orbita. D’a-
cord a la teoria de Floquet, els vectors propis de la matriu de monodromia donen
les direccions dels espais tangents a les varietats invariants de 1’0orbita periodica so-
bre la qual es treballa. Aquests espais tangents ens aproximen suficientment bé, de
manera local, les direccions de les varietats invariants. Recordem que la varietat in-
variant estable d'una orbita periodica és el conjunt de de tots els punts que tendeixen
assimptoticament a I’orbita quan el temps tendeix a infinit.

En aquest sistema de referencia, el vector propi associat al valor propi més petit
(en valor absolut) de la matriu de monodromia (dues passades consecutives a través
del pla y = 0) és el que aproxima la direcci6 estable quan ’orbita creua el pla y = 0.
La matriu de monodromia A := D®(T) és una matriu 7 x 7 degut a que el temps
s’afegeix a les equacions del moviment per a obtenir un sistema autonom, seguint la
metodologia de [2]. A sera la matriu 6 x 6 de posicions i velocitats associada a A. Es
trivial observar que si v és un vector propi de A amb valor propi A, llavors (0, v) és
un vector propi de A de valor propi A.

Un cop un té la matriu de monodromia A ben definida, es pot calcular el vector
propi v de A que déna la varietat estable mitjancant el metode de la poténcia aplicat
a A=, Quan tenim la direccié de la varietat estable al principi de la revolucié, podem
obtenir la direccio estable a qualsevol punt intermedi de la revolucié transportant el
vector de la segiient manera:

v(t) = DP(t)v (3.42)
Globalitzacid de la varietat

Amb la direccié estable determinada, el segiient pas és globalitzar la varietat.
La idea és situar-nos molt a prop d'un punt de ’orbita periodica, en termes de la
direccié estable calculada a la seccié anterior, i integrar el sistema dinamic. Sigui D
un desplacament, X, un punt de ’orbita periodica, i V,,s la direcci6 estable al punt
Xpo- Definim el punt:

X2 = X, + DV, (3.43)

Cal tenir en compte que la magnitud D no pot ser massa petita en valor absolut,
per a prevenir errors i temps molts llargs en el procés de globalitzar la varietat. Per
altra banda, tampoc pot ser massa gran ja que la aproximacié lineal del vector de la
direccié estable només és valida a prop de X,,. Un rang adequat per a D és entre
200 1 250 km. Aix0 vol dir que es considera que ”s’ha arribat”a 1’orbita periodica
quan 'asteroide esta a 200 km de distancia. Quan X2 s’ha calculat, 1'inic que cal
fer és integrar el sistema dinamic per a aquesta condicio inicial enrere en el temps.

Finalment, caldria fer un estudi de minimitzacio per a saber quines son les orbites
que passen més a prop de la Terra, amb la intencié d’inserir-se en aquesta varietat
amb l'impuls més petit possible.
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4 Optimitzacié

Amb problemes d’optimitzacié de dimensié molt gran, s’han d’implementar els ano-
menats Algoritmes Genetics, desenvolupats per John Holland al 1970. Aquests al-
goritmes sén metodes de cerca que mimetitzen 1’evolucié natural, i operen sobre
una poblacié de possibles solucions aplicant el principi de supervivencia per generar
estimacions millorades de la solucié. A cada generacid es crea un nou conjunt d’a-
proximacions, en un procés de combinacio i selecci inspirat en la natura. Tot aquest
procés porta a poblacions més bones que les anteriors. En presentarem un, que s’u-
sara per a construir orbites de transferencia. El Teorema d’esquemes ens assegura la
convergencia d’aquest tipus d’algoritme.

4.1 Algoritme genetic

Definicié 4.1. Anomenarem cromosoma a una estructura de dades binaria xt que
representa una solucid potencial. Cada solucid potencial xt s’avalua per donar valor
al seu rendiment (fitness).

Definicié 4.2. Un programa evolutiu és un algoritme iteratiu probabilistic que manté
una poblacid d’individus P(t) = (x}, 2k, ...,2%) a cada iteracio t — t + 1. Una nova

poblacié P(t + 1) = (i 25 2t) es forma a cada iteracid, seleccionant els

individus més adients en el pas de seleccio.

Certs membres de la poblacié pateixen transformacions degudes a ”operadors
genetics”, que formen noves solucions. Considerem dos tipus d’operadors genetics:
transformacions de mutacio, que creen nous individus fent un petits canvis en un
sol individu; i transformacions d’encreuament, que creen nous individus a base de
combinar parts de dos individus.

Funcionament de l’algoritme

Suposem que volem maximitzar una funcié de k variables f : R¥ — R. Su-
posem que cada variable z; pot prendre valors en un domini D; = [a;,b;] C R, i
que f(xy,....,xr) > 0, Va; € D; (si la f original pren valors negatius, només hem
de sumar una constant positiva adient). Volem optimitzar la funci6 f amb certa
precisié: suposem que demanem p; decimals correctes en els valors de totes les va-
riables. Per a assolir tal precisid, es necessari que cada domini D; estigui dividit en
(b; — a;) - 107" possibles valors equidistants. Denotem per m; 1'enter més petit de
manera que (b; — a;) - 1071 < 2™ — 1. Llavors, la representacié de cada variable x;
codificada com una tira binaria de llargada m; satisfa clarament la precisio requerida.
La segiient férmula dona la transformacié de binari a decimal:

on y; € [0,2™i —1] és la representaci6 en base de 10 de la cadena binaria corresponent.
Les cadenes (0,0, ...,0)2 i (1,1,..., 1)y corresponen, doncs, a a; i b;, respectivament.
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4. OPTIMITZACIO. Algoritmes genétics.

Llavors, cada cromosoma (com a potencial solucié), es representa per una cadena
binaria de llargada:

k

i=1

on els primers my bits corresponen al rang [aq, b1], el seglient grup de my bits corres-
ponen al rang [ag, by], 1 aix{ successivament.

Poblacié Inicial

Per inicialitzar una poblacio, es pot generar un conjunt de cromosomes aleatoriament.
Si coneixem informacio sobre potencial solucié optima, podem adequar la poblacié
inicial a aquesta informacio.

Procés de selecci6

Hi ha molts metodes per a la seleccié dels individus que formaran part de la
seglient poblacié. Un d’ells és la ruleta amb espais. Es construeix com es descriu a
continuacio:

(i) Calcular el valor fitness eval(c;) associat cada cromosoma ¢;, i = 1,..., N, on N
és la mida de la poblacié.

(ii) Calcular el valor fitness total:
N
F = Zeval(ci) (4.2)
i=1

(iii) Calcular la probabilitat de seleccié p; de cada cromosoma c¢;:

eval(¢;)
F

D = (4.3)

(iv) Calcular la probabilitat acumulada de seleccié ¢; per a cada cromosoma ¢;:
G =Y. (4.4)
j=1

El procés de seleccio de la ruleta, es basa en girar la ruleta N vegades. A cada gir,
escollim un nou cromosoma de la segiient manera:

(i) Generar un nombre aleatori r € [0, 1]
(ii) Sir < ¢, es selecciona el cromosoma ¢;.

(iii) En altre cas, seleccionar el i-essim cromosoma ¢; tal que ¢;_1 < r < g;
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4. OPTIMITZACIO. Algoritmes genétics.

Es clar que és probable que un cromosoma sigui seleccionat més d’un cop. Aquest fet
va acord amb el Teorema Fonamental dels Algoritmes Genetics: els millors cromoso-
mes tenen més copies, els normals es mantenen, i els pitjors moren. Quan el procés
de seleccié finalitza, estem preparats per aplicar les transformacions de mutacié i
encreuament als individus de la nova poblacié.

Operador d’encreuament

La probabilitat d’encreuament p., és un dels parametres claus en un algoritme
genetic. Aquesta probabilitat aproxima el nombre de cromosomes que patiran una
transformaci6 d’encreuament. El valor p. s’escull prou gran, p. € [0.2,0.8]. El procés
funciona aixi:

(i) Per a cada cromosoma de la poblacio:

(a) Generar un nombre aleatori r € [0, 1].

(b) Sir < p., seleccionar el cromosoma per a un encreuament.
(ii) Seguidament, aparellar els cromosomes seleccionats de manera arbitraria:

(a) Per a cada parella de cromosomes, generar un enter aleatori pos € [0, ..., m—
1]. El valor pos indicar la posici6 on es dura a terme ’encreuament.

(b) Fer l'intercanvi de tots els bits a partir de la posicié pos + 1.

11 11 1 11 12 2
(1, ¢y w5 Cposs Cpos 15 ey C) = (€1, Co, w5 Cposs Cpost 15 ey ) (4.5)

2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 :
(€15 €2y 4 Cposs Cpost1s =+ Cm) = (€15 Cas oy Cooss Cposi1s s Cm,

Operador de mutaci6

L’operador de mutacié actua sobre cada bit de cada cromosoma de la poblacié.
La probabilitat de mutacio p,, aproxima el nombre de bits que patiran una mutacio.
S’acostuma a seleccionar un p,, molt petit, p,, € (0,0.001]. Si un bit pateix una
mutacié, aquest canviara de 0 a 1, o viceversa. L’operador funciona de la segiient
manera:

(i) Per a cada bit de cada cromosoma de la poblacid, generar un nombre aleatori
r e [0, 1].

(ii) Sir < py,, mutar el bit.
D’aquesta manera, hem construit una nova poblacid, preparada per a la seva avalu-
acio.
Condicions d’aturada
Algunes condicions de parada raonables poden ser:
1. Nombre maxim de generacions.
2. Limitar el temps de I’algoritme.

3. L’algoritme parara si durant un cert nombre de generacions, el fitness total no
ha variat.
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5 Captura d’asteroides

En aquesta seccié comentarem el procés de captura d’un asteroide. Es pot intentar
capturar ’asteroide en un punt L;,i = 1,2, o bé en una orbita periodica al voltant
d’un d’ells. Els metodes que es proposen agafen com a referencia [6],[3].

5.1 Seleccid d’asteroides en la base de dades

El primer interes recau en establir un criteri que serveixi per a fer una seleccio dels
possibles asteroides sobre els quals és factible plantejar-se una transferencia orbital.
Dues limitacions son clares: la capacitat de maniobra, a nivell energetic i d’enginyeria;
i a nivell de seguretat, doncs un error de calcul en un asteroide massa gran podria
acabar amb un incident catastrofic per a la Terra. Es parteix d’una base de dades
concreta en la qual s’especifiquen els elements orbitals i la magnitud estel-lar d'un
gran nombre d’asteroides coneguts en una certa data, com es veu en la figura 10.

Orbital elements and stellar magnitude of NEAs selected (5th September 2012).

Name H a (AU) e i(deg) Q (deg) w (deg) M (deg) n (deg/day)
1991 VG 2839 1.03 0.0491 1.45 73.98 24.51 34017 0.95
2000 LG6 29.02 0.92 0.1109 2.83 72.55 8.19 185.75 1.12
2003 SW130 29.12 0.88 0.3043 3.67 176.45 47.80 49.55 1.19

Figura 10: Mostra d'una base de dades de classificacié d’asteroides.

Els primers filtres que s’apliquen a l'estudi del paper referencia sén els segiients:
es consideren asteroides amb semieix gran a € [0.85 UA,1.15 UA], i magnitud es-
tel-lar H > 28. Un cop dut a terme aquest filtre, també es considera que asteroides
amb excentricitat molt gran (e > 0.8) s’han de descartar, doncs una excentricitat
alta implica una gran velocitat relativa i en conseqiiencia maniobres de captura més
costoses.

5.2 Construccio de l’orbita de transferéncia

A continuacié proposarem possibles maneres de construir una orbita de transferencia
entre I'orbita de l'asteroide, i I'orbita objectiu. Aquesta orbita objectiu pot ser un
punt fix o bé d’una orbita periodica al voltant d’ell. Usarem tecniques que hem
estudiat a la seccié 3 combinant conceptes dels dos models dinamics estudiats.

5.2.1 Construccié de Sims i Flanagan

Volem trobar una trajectoria de transferencia entre 1’orbita de I’asteroide, i Ly o Ly,
o bé una orbita periodica al seu voltant. Per a generar aquesta trajectoria, executem
un algoritme basat en el model d’aproximacié per impulsos introduit per Sims i
Flanagan [7]. En aquest model, es considera un problema de Kepler, i 'objectiu és
dur a terme un seguit d’impulsos (increments de velocitat) a la trajectoria inicial de
I’asteroide I, per arribar a la trajectoria final F'. Dividim la trajectoria en trossos,
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5. CAPTURA D’ASTEROIDES. Construccio de Sims i Flanagan.

que comencen i acaben en nodes de control, com es pot veure a la figura 11. En el
nostre cas, considerem dos unics nodes de control, situats en la trajectoria inicial de
I’asteroide, i en la trajectoria final, de manera que treballarem amb un tnic tros. Ha
de quedar clar que aquests nodes de control no estan fixats, i seran una variable a
determinar que dependran de ¢;, el temps inicial en el que produim el primer impuls, i
T DV el temps de vol total. Entre els dos nodes de control hi ha un punt d’enlla¢ (que
normalment es situa al mig del tros). Aixi doncs, farem una propagacié endavant per
arcs Keplerians entre el node control inicial i el punt d’enllag, i una propagacio enrere
des del node de control final, fins al punt d’enllac. L’objectiu sera que aquestes dues
trajectories enganxin, minimitzant a més la quantitat d’impuls donat total.

Subdividim el tros en segments S;, donant un impuls AV, al centre de cada
segment. Ens mirarem els impulsos AV, en coordenades polars, de manera que un
impuls AV, vindra determinat per la terna k;, a;, B;:

AV; = ki AVpae|cos(B;) cos(ay), cos(B;) sin(ay;), sin(5;)]" (5.1)

on k; € [0,1] ens determina la quantitat d’impuls que donem, i «; i 5; ens orienten
I'impuls en el pla de transferencia. En aquests models de propulsio, la magnitud
de I'impuls que es pot proporcionar esta limitada per la quantitat d’AV que es pot
acumular durant d’aquest segment:

AV aw = aAt (5.2)

on a és la maxima acceleracié que pot oferir el sistema de propulsié i At és I'interval
de temps d’un segment. En aquesta primera construccié es considera que la massa
de la nau no varia. Denotarem per el nombre d’impulsos, aixi com pel nombre de
segments, per N; i considerarem, com en la referencia, dos blocs de 31 impulsos.

Punt d'enllag

AV,
Sy

S1 AV]

Node de control

AVy

Figura 11: Estructura d'un tros.
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5. CAPTURA D’ASTEROIDES. Construccio de Sims i Flanagan.

Sigui t; el temps de sortida, T' DV el temps de vol total, i considerem un conjunt
de 62 impulsos AV;, ¢ = 0,1,2,..30,31,...,61. Usarem com a referencies en els dos
blocs d'impulsos 7 = 30, i 7 + k = 60. La trajectoria endavant es genera usant el
seglient procediment:

(1) Determinar I'estat inicial de 'asteroide usant el temps de sortida ¢;, i els seus
elements orbitals (vist, seccié 2.1.5).

(2) Usar l'estat inicial de l'asteroide, i una serie d’impulsos AV}, i =0, 1, ..., 7, per a
dur a terme una propagacié Kepleriana endavant, fins al punt d’enllag.

En un primer pas, considerem ®y la corba que ens déna la trajectoria del primer
segment:

(5.3)

=

G(Mg + m)r r(t) =ri(t)
r3 ’ ’I'"(tl) = ’U](tl) + A‘/b
on r(t;), vi(t;), m sén valors coneguts, i AV és la primera variable (és el primer

impuls, que ens desvia de la trajectoria inicial). Si sabem el valor de AVf, aquest
problema té solucié com hem vist a la seccidé 2. Podem saber, doncs, el valor de

@Q(tl + At/Q; T](tl), U](tl) + A%)‘r 1 q)o(tl + At/?; T[(tl), U[(tl) + AVO)|U
on At = (t; + T'DV')/60. Per simplificar la notacié, escriurem:
(I)z(t)h‘ = (Dl(ta r, /U)\r

(I)z(t)\v = (I)l(ta r, /U)\v

entenent que el flux satisfa les condicions inicials del problema. Donant un valor a
AV; podem determinar la corba ®;, soluci6 de

(5.4)

F=—

G(Mg +m) { r(t+ At)2) = Bo(t; + At/2)x

r? F(t+ At)2) = $o(t; + At/2),, + AV,

1 coneixer a continuacio els valors:
CI)l(tl + 3At/2)‘r i q)l(tl -+ 3At/2)|v

D’aquesta manera podem anar construint una corba, continua en posicions, assignant
valors als impulsos AV;. ®; sera la corba solucié de 1’equacio:

7= —
r3 Pt + (20 — 1)A/2) = ;1 (1 + (20 — 1)At/2)), + AV,

(5.5)

i aix0 ho farem fins la posicié j. La corba ®; ens permetra obtenir els valors de

posicio i velocitat:

G(Ms +m) { r(t + (20 — 1)AL/2) = iy (t + (2 — 1)AL/2),,

Dty + (25 + 1)AL/2), i (1 + (25 + 1)AL/2),
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5. CAPTURA D’ASTEROIDES. Construccio de Sims i Flanagan.

que corresponen als valors de posicio i velocitat al punt d’enllac.

Orbita Final

o, AV;

P — @,
Punt d'enllag At

Orbita Inicial

Figura 12: Propagacié endavant.

La trajectoria enrere es calcula usant un procediment analeg.

(3) Determinar I'estat del punt Ly o de I’orbita periodica en el temps ¢, +7 DV usant
la efemerides JPL. Es pot trobar el canvi de coordenades € = kC'd + b entre les
coordenades R3BP i les coordenades al JPL (veure [1], p.138).

(4) Usar la posicié del punt Ls i la serie d'impulsos AV;, i =j+1,...,j + k + 1, per
dur a terme una propagacié Kepleriana enrere.

En un primer pas, considerem ®;; solucié de:

G(Mg +m) { r(t;+ TDV) = rp(t; + TDV)

5.6
F(t,+TDV) = vp(ty + TDV) — AV, (5.6)

i = —
r3

onrp(ty+TDV), vp(ti+TDV) sén 'estat de 'orbita final, i AV;;; I'impuls que ens
ha de fer entrar-hi. Si sabem el valor de AV, aquest problema té solucié com hem
vist anteriorment. Podem saber, doncs, el valor de:

®; 1t + TDV — At)2), i ®;1(t + TDV — At/2),,

Donant valor a AVj.,, podem calcular ®,,, la solucié del problema de Kepler amb
condicions inicials:
{ r(ty + TDV — At/2) = &1 (t; + TDV — At/2),,

. 5.7
Pty + TDV — At)2) = B4y (t; + TDV — At/2), + AV (5.7
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A continuacié, podem determinar els valors:
(I)j+2(tl +TDV — 3At/2)‘r 1 q)j+2(tl +TDV — 3At/2)|v

D’aquesta manera podem anar construint una corba com s’ha vist en la propagacié
endavant, assignant valors als impulsos AVj;;. ®;,, sera la solucié del problema de
Kepler amb condicions inicials
r(ti+TDV — (20 — 1)At/2) =P, (i + TDV — (20 — 1)At/2)),
i . , (5.8)
i aix0 ho farem fins la posicié j + k + 1. La corba ®;;;1; ens permetra obtenir els
valors de posici6 i velocitat:

que corresponen als valors de posicié i velocitat al punt d’enllag¢, amb la propagacié
cap enrere.

Recordem que les maniobres d'impuls AV;, i =0, 1..., j+k+1 venen determinades
per parametres «;, 5; i k;, que ens donen la direccié i la magnitud de I'impuls:

AV; = AVparki(cos B; cosa;, cosf; sina;, sing;) (5.9)

on a; € [0,2m), B € [-5,5] ik € [0,1]. Observem que la trajectoria propaga-
da endavant i la propagada enrere cap al punt d’enllag, no tenen perque coincidir.

Definim:

eTT:|\<I>-(tl+(2j+1)At/2) —<I>j+k+1(tl+TDV—(2k+1)At/2)|rH2 (5.10)
o = |1®; (1 + (25 + D)AL/2)y — By pa (b + TDV — (2k + DAL/2) |l (5.11)

I’error de posicié i de velocitat al punt d’enllac, respectivament. Volem trobar la
trajectoria que minimitzi ’error en posicio, en velocitat, i que minimitzi la quantitat
de fuel usat. Per a fer-ho, hem de resoldre un problema d’optimitzacié parametric,
amb el conjunt de parametres z = [ty, TDV, k;, o, 5;], 1 = 0, ..., 61. La funcié objectiu

a minimitzar és:
61

= Z kz + /\TRerr + /\v‘/err (512)
i=0

on A\, A\, és un pes que s’assigna a ’error en posicié i a I'error en la velocitat, respecti-
vament; i considerarem )\, = \, = 10°. Els pesos afecten a la factibilitat i optimalitat
de les trajectories que trobem. R, i V,,, s’expressen en unitats canoniques, en AU
i VU, respectivament. Per a obtenir aquesta primera solucié optima, enfoquem el
problema mitjangant I'algoritme genetic proposat a la seccié 4.1. Situats en el nostre
problema d’optimitzacié; primer hem d’acotar els possibles valors dels parametres
ki, o, Bi, t;, TDV. Ja hem vist anteriorment les acotacions de k;, o, 3;; en el paper
es proposen, per a t; i T'DV, els rangs segiients:

€ [0,1]
€ [0, 2m)
X € [-m/2,7/2]
€ [2456000.5, 2460000.5] dades JD.
TDV € [100, 1800] dies.
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Suposem que exigim py,, Pa,, P;» Pt,» Prov decimals correctes per a k;, o, 8,6, 1 T DV,
respectivament, Siguin ara my,, ma,, mg,, My, Mrpv,t = 0, ..., 61, els enters tals que:

( 10Pk < 2™k —

2m10Pe < 2Mei — ]
w10Ps: < 2M8i — 1]
4000 - 10P0 < 2™Mu — 1
\ 1700 - 10PTPV <L 2MTDV ]

Llavors els nostres cromosomes tindran una llargada total de:

61

m= Z(mkz + Ma, +mg,) +my +mrpy
=0

i la nostra funcié a optimitzar sera:

~

J(2) = 1/J(2) (5.13)

Aplicant I'algoritme genetic es pot trobar una primera trajectoria de referencia. Pel
que observem dels resultats obtinguts al paper, I’algoritme sovint obté una soluci6 on
la R... i V.. sén bastant grans. De fet, 'error en la velocitat pot ser més gran que
AV,az, 1 aixo0 significa que la trajectoria obtinguda no és factible. L’error en el punt
d’enlla¢ podria disminuir augmentant el nombre maxim d’iteracions i la mida de la
poblacié de I'algoritme genetic, pero el treball computacional també augmentaria.

5.2.2 Construccié d’un arc de Lambert a una varietat estable

Com ja hem comentat en seccions anteriors, el comportament lineal al voltant dels
punts L i Ly és del tipus centre x centre X sella. Aquest tipus de comportament ens
assegura que per a qualsevol orbita periodica al voltant d’aquests punts, existeixen
trajectories que s’hi apropen assimptoticament.

La proposta és inserir 'asteroide en una varietat invariant estable d’una orbita
periodica; com pot ser una orbita planar de Lyapunov, vertical de Lyapunov o halo.
Per a fer-ho, haurem de combinar els dos models dinamics estudiats a la secci6 2. Per
una banda, cal considerar el model circular restringit de 3 cossos per a determinar els
punts de libracié L; o Ly. Cal determinar la varietat invariant estable d’una orbita
periodica al voltant d’un d’aquests punts. Aquest procediment s’ha vist a la seccié
3.2. Un cop determinada 1’0orbita, es considera ’orbita de I’asteroide com Kepleriana
(en un model de Kepler heliocentric), i ens plantegem dur a terme una transferencia
de Lambert a la varietat invariant estable calculada.

Les trajectories de les varietats invariants estables es poden determinar pertorbant
les solucions periodiques al voltant del punt L; en la direcci6 del vector propi estable,
com s’ha vist a la secci6 3.2. Les condicions inicials es propaguen enrere en el temps
fins que arriben a una determinada seccié del marc giratori Sol-Terra. Aquesta seccid
s’escull de manera arbitraria. Anomenem a aquest temps de propagacié enrere com
el temps de transferéncia de la varietat (TTV).
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5. CAPTURA D’ASTEROIDES. Construccid d’un arc de Lambert.

La transferencia entre ’orbita de I’asteroide i la de la varietat es determina com un
arc de Lambert del model de Kepler heliocentric, amb dues variacions de velocitat:
una al principi (AV)), per desviar l'asteroide, i un al final (AV3), per inserir-se en la
varietat. En aquest cas, volem maximitzar la funcio:

1
AV + AV,
tenint en compte que tenim 5 parametres que ens determinen aquests dos increments:
el temps de vol de I'arc de Lambert, el TTV, I'instant d’insercié a ’orbita periodica
objectiu, I’energia de I’orbita periodica objectiu, i un cinque parametre que determina
el punt de I’orbita periodica objectiu en el qual s’insereix 1’asteroide.

J(2) (5.14)

Orbita inicial

Orbita final

Figura 13: Arc de Lambert a la varietat estable.

5.3 Refinament de ’0rbita

L’objectiu d’aquesta seccio és millorar la trajectoria calculada en el model de forces
simplificat (els models de dos o tres cossos), i aconseguir una trajectoria (que no
diferira molt de la trajectoria original) valida en el model del Sistema Solar. El model
del Sistema Solar és un model matematic més complex que usa les masses, posicions
i velocitats dels planetes del Sistema Solar i les adopta en el sistema de forces. Es
un model més complex, pero també més realista. En conseqiiencia, aproxima millor
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el moviment d’un cos al Sistema Solar.

El metode presentat a continuacié esta basat en una tecnica de tir multiple, o
tir paral-lel, combinada amb la minimitzacié d’'una funcié objectiu. Aquesta funcié
objectiu preveu la correcciéo de possibles discontinuitats en velocitats que puguin
existir al llarg de la solucié. Tot i que la funcié objectiu esta minimitzada, cal
remarcar que l'objectiu no és trobar una solucié optima, siné solucions que preservin
les propietats de la trajectoria inicial, tant com sigui possible.

Partim d’una trajectoria calculada en el model de dos o tres cossos, discretitzada
en N estats durant la trajectoria en NV instants diferents. D’aquesta manera, podem
definir N nodes del tipus:

(ti, Xi) = (Lo, Tiy yiy 2, T + AVi, 0 + AV, 5 + AVL) i =1, N (5.15)

i en conseqiiencia, N — 1 segments, que representen la trajectoria inicial del problema.
Fent 'analogia a la construccié de Sims i Flanagan de la secci6 5.2.1, parlem dels 61
segments i dels 62 impulsos. En aquell model, haviem considerat fixat 'increment
t; —t;_1 = At,Vi. Els estats inicials de la trajectoria s’obtenien un cop implementat
I’algoritme genetic. Respecte la construccié de ’arc de Lambert, només tenim dos
estats/impulsos, amb t; — t; = T'DV, i un sol segment. Aquestes trajectories, que
en el nostre model empalmaven en tots els nodes (excepte en el punt d’enllag en el
cas de la construccié de Sims i Flanagan), clarament no té perque ser continua en
cadascun dels nodes en el nou model. Donades certes equacions del moviment

X = f(t,X) (5.16)

que representen una aproximacié més real de la dinamica que les usades per a determi-
nar la trajectoria inicial, el nostre objectiu és trobar una solucié de (5.16), ”propera”a
la soluci6 inicial. Abordarem el problema incloent certes funcions de control a (5.16),
que representin les discontinuitats en les velocitats als nodes, i que serveixen per a
definir una funcié objectiu a minimitzar. En altres paraules, construim un problema
d’optimitzacié finit no lineal.

Sigui @ (5,1, X;—1) la imatge de (¢;_1, X;_1) donat pel flux corresponent a (5.16)
a linstant ¢t = t;, per ¢« = 2,...,N. Llavors, associem a cada node les seglients
variables:

1. Una posicié:
r; = (i, Yi, zi) = (ti, Xi)jr (5.17)

on |, es refereix a les components del vector X corresponents a la posicio.

2. Una velocitat de sortida v{ i velocitat d’arribada v{:

v = (& Gi ) = (b, Xo) e (5.18)

)

’UA = q)(ti;ti—lyXi—l)\i' (519)

)

on |; es refereix a les components de X; corresponents a la velocitat. Tenim en
compte que a la velocitat de sortida, estem incorporant I'increment de velocitat
calculat en la construccié “guia”.
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Llavors, definim la maniobra associada a l'i-eéssim node com:

AV, =¥ — o (5.20)

[

Els increments estan definits de manera que

A‘A/l - A‘A/1<t17 ry, t27 r2)
AVy = AVN(thhI'thtN,I‘N) (5.21)
AV, = A‘Z(tiflariflati:rivtiJrlariJrl)ai =2,.,N—-1

Figura 14: Variables associades als nodes.

L’objectiu de I'algoritme es determinar N nodes (¢;, X;) tals que:

1. S’obtingui continuitat respecte les posicions, és a dir:

q)(ti;ti—in—l)\r :I'i,i = 2,...,N (522)
2. S’assoleixi un minim local en un cert domini D d’una funcié objectiu ben defi-
nida: R X R
min F,p; (AVy, ., AV, ., AVy) (5.23)
(t,r)eD

3. Algunes relacions lineals i/o no lineals es satisfacin:
ti
X,
< i < g
i < At xi) | = s,i=1,....N (5.24)

on 7 i s sén cotes inferiors i superiors, respectivament. La tercera i quarta
equacio6 en (5.24) representen restriccions lineals i no-lineals, respectivament.

Llavors, v; son els controls que volem determinar. La funcié objectiu que s’acostuma
a considerar és:

N
Fob](A‘7h7A‘A/N) :Zwl||A‘7z||2 (525)
i=1
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i té com a objectiu minimitzar la quantitat de fuel a usar en les correccions. Els
parametres w; poden ser constants o poden dependre de cada node. Per a buscar
el minim de Fi; es pot usar el metode d’optimitzacié del punt interior, que usa un
optimitzador com es veu a [4], pag. 7. La idea de l'algoritme és que els punts sén
acceptats si milloren la funcié objectiu o disminueixen ’error en les restriccions.

Un optimitzador és, en general, una eina cara des del punt de vista computacional.
Per prevenir que I'algoritme sigui molt lent, s’entrellaga ’algoritme amb un metode
de tir multiple fins que s’obté el nivell de precisié desitjat (veure [4]).

Meétode del tir multiple

Busquem la solucié de 'equacio:

X1 D(to;t1, X7) Xo
Fl @ | = : - + | =0 (5.26)
XN O(tn;tn_1, Xn-1) XN

En el sistema anterior, les tiniques incognites son X;,7 = 1,.., N, doncs els valors ¢;
no es modifiquen durant el procés. El sistema (5.26) té 6 x (N — 1) equacions i 6 x N
incognites. Per superar aquesta indeterminacio, podem afegir condicions addicionals,
com ara fixar restriccions at =ty ot = ty. Per evitar certes dificultats numeriques,
el sistema (5.26) es resol usant el metode de Newton i demanant que la correccié
sigui minima a cada pas. D’aquesta manera ens assegurem que la trajectoria final
no disti molt de la inicial. Si X = (X{j), ...,XJ(\?)) denota el j-essim iterat en el
procediment, i AXW) = XU+D — X0) llavors I'equacié de Newton es pot escriure
com:

DF(XY)). AXU) = —F(XW) (5.27)

Llavors, volem minimitzar la funcié |[AXY)]|, o equivalentment [[AXY)][3, amb la
condici6 (5.27). Sigui F' = F(X)+DF(X)-AX, introduint el Lagrangia L(AX, F', u)
amb multiplicador pu:

LIAX,p) = AXT - AX + 4" - (F(X)+ DF(X) - AX) (5.28)
arribem a:
AXU) — _DF(X(J'))T . [DF(X(j)) . DF(x(j))T]—l . F(X(j)) (5.29)

Com s’explica a [4], és adient realitzar una factoritzacié de Cholesky de la matriu
DF(XW). DF(XUNT per a resoldre el problema recursivament.
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6 Conclusions

L’objectiu d’aquest treball era entendre les tecniques matematiques que s’involucren
en el procés de captura d’un asteroide. Després de sis anys de carrera, ha estat el
primer cop que he hagut de dur a terme un treball de recerca d’aquesta envergadura.
A més amés, si bé és cert que havia cursat ’assignatura de sistemes dinamics, on vam
tractar breument els models de dos i tres cossos, el meu coneixement sobre aquest
ambit de les matematiques era molt limitat.

El primer pas va ser llegir-me uns papers que es centraven en el procés de captura
d’un asteroide. En ells, els continguts augmentaven en complexitat a un gran ritme; i
estaven, sense dubte, enfocats a lectors més coneixedors del problema que jo. La gran
quantitat de conceptes que es donaven per coneguts van fer que em donés compte de
la dificultat del tema en el que m’estava introduint. Va ser aqui quan va comencar el
procés de tractar bé els models dinamics i les transferencies, que sén les eines basiques
i fonamentals que s’usen en aquest treball. En 'estudi d’aquestes dues seccions, una
de les dificultats usuals que m’he trobat mentre investigava la bibliografia ha estat el
gran nombre de resultats, i de passos en els calculs, que es donaven per bons sense
més justificacié. Per posar un exemple, podem parlar de I'equacié de 'acceleracié
inercial en el model restringit circular de tres cossos (2.76):

7 d2 s d? s

Tl = dt2r+2wx%r+wx(wxr)

Quan vaig pretendre entendre i donar sentit a aquesta equacid, em vaig trobar immers
en mecanica del solid-rigid, sense cap manera matematicament acceptable de resumir
en menys de 10 pagines la justificacio teorica d’aquest resultat, que és basic en tota
la explicacio que es segueix en aquella seccid. No és una sensacio agradable no deixar
plasmat en el treball aquesta justificacié. En relacié a aixo, he hagut d’estudiar
molts conceptes que ni es mencionen, i com a autocritica constructiva séc conscient
que no he tret el maxim profit de la possibilitat de citar referencies. Com comentava,
també vaig trobar dificultats quan observava calculs que es menjaven molts passos,
i al principi vaig pecar de desenvolupar els calculs sencers, fet que conduia a una
narracié pesada i que no aportava res interessant a la comprensio del problema en si.
Malgrat tot, trobo que a nivell personal si que m’ha anat bé haver-ho fet per a tenir
un pas més ferm i segur en la redaccio i el coneixement del problema.

Per tant, crec que bona part de ’aprenentatge que m’emporto gracies a la realit-
zacio d’aquest treball, es centra en la capacitat d’afrontar i realitzar aquest procés de
recerca, recopilacid, analisi, organitzacié i redaccié. Trobo que també sén destacables
els coneixements adquirits sobre dues eines que estic segur que tornaré a usar en un
futur: estic parlant del llenguatge LaTex i de I’eina online Geogebra, amb la que he
dissenyat els grafics.

En relacié als coneixements matematics apresos, dins la complexitat dels conceptes
teorics i la seva interpretacié fisica, considero que l'objectiu del treball s’ha assolit.
D’aquesta manera, m’agradaria mencionar les idees més importants que extrec de
cadascuna de les seccions, aixi com possibles opcions de millora, doncs un cop fina-
litzada la redaccio, i després d’un procés tant llarg, és inevitable reflexionar sobre les
limitacions del treball.
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6. CONCLUSIONS.

A la seccié 2, hem investigat dos models dinamics, cadascun d’ells amb certes
propietats i limitacions. La fortalesa del model de Kepler és que donat un cos amb
unes condicions inicials (en forma de posicié i velocitat, o a través dels sis elements
orbitals), sabem calcular la seva trajectoria. Com hem vist, els sis elements orbi-
tals sén sis integrals primeres (sén constants al llarg de la solucié) que prenen gran
importancia doncs es poden determinar empiricament i ens permeten determinar
univocament la posicié i la velocitat del cos en el sistema de referencia equatorial.
D’aquesta manera, el model de Kepler és essencial a I’hora de construir una primera
trajectoria de transferencia “guia”, i en aquest aspecte penso que els conceptes intro-
duits son tots necessaris i tenen aplicacié directa en el nostre problema. Si el paper
del model de Kepler és facilitar aquesta orbita de transferencia, el model restringit
circular de tres cossos s’encarrega principalment de dir-nos on hem de transferir I’as-
teroide. Aixi doncs, I'existéncia de punts fixos com L; i Lo, de facil accés des de
la Terra i amb un comportament del tipus centre x centre x sella, sén propietats
essencials en tota la metodologia que es proposa. Aquesta seccié 'hauriem pogut
completar enunciant i demostrant el teorema de Lyapunov i presentant conceptes
com els exponents caracteristics, justificant aixi I’existencia d’orbites periodiques al
voltant dels punts L i Ly. La limitacié del nombre de pagines ha estat, com en altres
casos, la causa per la qual aquests continguts no han entrat a la memoria.

Respecte a la seccio 3 “Transferencies”, m’agradaria remarcar la infinitud de pos-
sibilitats que permeten les transferencies de Lambert. Si coneixem les condicions
inicials i finals d’'una orbita, i fixem un temps de vol, podem determinar 'orbita
Kepleriana que connecta aquestes dues posicions i velocitats. Aquesta eina la com-
paginem amb la possibilitat de determinar la varietat invariant estable d’un punt fix
o d’'una orbita periodica, com s’explica a la seccié 3.2. En aquest apartat, és obvi que
una opcio de millora hauria estat parlar de transferencies de Hohmann més comple-
xes. També podriem haver comentat, en el metode de la varietat invariant, les eines
numeriques que s’han d’usar per a determinar la matriu de monodromia, les orbites
periodiques i la varietat invariant estable.

Seguint amb la seccié 4 “Optimitzacié”, hem exposat un algoritme que cerca el
maxim o el minim d’una funcié en un domini qualsevol. La importancia d’aques-
ta seccié recau en l'aplicacié d’aquest tipus d’algoritmes, que convergeixen donada
qualsevol condicio inicial, i la simplicitat amb que encaren problemes d’optimitzacié
multiparametrics. En aquesta seccié hauriem pogut presentar i demostrar el Teore-
ma d’esquemes per a justificar la convergencia de ’algoritme. També hauriem pogut
programar aquest algoritme genetic per a realitzar alguna simulacié, i haver intro-
duit el metode d’optimitzacié del punt interior que es menciona en el refinament de
la trajectoria final (secci6 5.3).

Finalment, en la secci6 5, hem presentat el procés de seleccié d’asteroides, creacié
d’'una orbita de transferencia, i el refinament d’aquesta en un model dinamic més
complex i realista. Una manera de completar la metodologia en la construccié de
I’orbita de transferencia, hauria sigut investigar i explicar com es pot transformar la
trajectoria, que usa un nombre finit d’impulsos en el seu disseny, en una trajectoria
que usi empentes de forma continua.
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6. CONCLUSIONS.

La captura d’asteroides ja és, avui dia, un problema real. L’empresa japonesa
JAXA (Japan Aerospace Exploration Agency) ha programat recentment una missié
anomenada Hayabusa2 project, que ja esta en marxa i que pretén assolir la captura
d'un asteroide conegut com Ryugu. Aquest treball ha presentat els coneixements
matematics fonamentals que s’han de tenir per a la comprensié d’aquest problema,
que sera, sense cap mena de dubte, de gran importancia a les proximes decades.
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