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Abstract

Localizations of homotopy theories are a fundamental tool in algebraic topology.
They were introduced by Bousfield in the seventies to study topological spaces.
Nowadays, these constructions are formulated, much more generally, using the lan-
guage of model categories and play a key role in abstract homotopy theory. The
main objectives of this project is prove that several known model structures in to-
pological spaces, whose homotopy categories model truncated homotopy types, are
instances Bousfield localizations.
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Capitulo 1

Introduccion

La localizacion es una técnica bien conocida en dlgebra conmutativa y geometria
algebraica. Por ejemplo, la construccion de anillos de fracciones y el proceso aso-
ciado de localizacion de modulos nos permiten reducir el estudio global de ciertas
propiedades referentes a un cierto anillo a un estudio local en el que intervienen
anillos mas sencillos. Muchas de las propiedades formales de las localizaciones de
modulos son compartidas por otras transformaciones similares definidas en otros
contextos. De esta manera, se puede axiomatizar el concepto de functor de locali-
zacion en categorias arbitrarias, con una terminologia similar a la del algebra.

El uso de las localizaciones en topologia algebraica tiene sus origenes en trabajos
de Serre (1953) y Adams (1961). Las localizaciones de tipos de homotopia han sido
estudiadas particularmente en el caso de localizaciones en primos, y posteriormente
generalizadas a localizaciones homoldgicas.

La idea es la misma que en algebra. Si queremos estudiar el tipo de homotopia de
un objecto complicado, podemos estudia el tipo de homotopia de localizaciones de
este objecto, potencialmente mas sencillas, y de esta manera obtener informacién
del objeto inicial. Por ejemplo, para estudiar el tipo de homotopia de un espacio to-
poloégicos, podemos estudiar el tipo de homotopia de dicho espacio para cada primo,
y su tipo de homotopia racional. Si conocemos esta informacion, hay resultados que
nos permiten recuperar el tipo de homotopia del espacio inicial como un pullback
homotopico de estos datos.

Las localizaciones de teorias de homotdpicas son una herramienta fundamental
en topologia algebraica. Fueron introducidas por Bousfield en los anos setenta para
estudiar espacios topoldgicos y espectros salvo E-equivalencias, donde E es una
teoria homoldgica generalizada. Hoy en dia, estas construcciones son formuladas,
de forma mucho mas en general, mediante el lenguaje de categoria de modelos y
juegan un papel importante en la teoria abstracta de homotopia.

Las categorias de modelos, introducidas por Quillen en 1967, son una categoria en
la que se distinguen tres clases de morfismos (fibraciones, cofibraciones y equivalen-
cias débiles) que satisfacen cinco simples axiomas que recuerdan a las propiedades
de los espacios topoldgicos. Sorprendentemente, estos axiomas crean el contexto ne-
cesario para poder desarrollar una teoria de homotopia. La ventaja de tener una
estructura de modelos en una categoria es que tenemos a nuestra disposicion toda
la maquinaria de la teoria de categorias de modelos (resoluciones fibrantes y cofi-
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brantes, limites y colimites homotdpico, equivalencias de Quillen, etc) que ha sido
ampliamente desarrolladas y que nos permite aplicarla en cada ejemplo concreto
una vez sean comprobados los axiomas. El ejemplo prototipo es el de la categoria
de espacios topoldgicos junto con las equivalencias débiles de homotopia. Pero hay
muchas otras categorias que también tienen una estructura de modelos interesantes
y no son de naturaleza topoldgica, por ejemplo la categoria de complejos de cadenas
junto con los cuasi-isomorfismos. Ciertamente, cada categoria tendra sus técnicas
particulares y axiomas adicionales, pero la ventaja de una aproximacion abstracta
es que todas ellas pueden ser estudiadas con las mismas herramientas y descritas
con el mismo lenguaje.

El objetivo de este proyecto sera entrar en el lenguaje de las categorias de modelos
y de las localizaciones de Bousfield por izquierda y por la derecha para llegar a
demostrar que varias estructuras de categorias de modelos conocidas para espacios
topoldgicos, que nos dan categorias homotopicas de tipos de homotopia truncados,
son en efecto localizaciones. Mas concretamente queremos construir, via localizacién
de Bousfield, una estructura de categoria de modelos para espacios topoldogicos y
conjuntos simpliciales para n-tipos, espacios n-conexos y para [n, m|-tipos, que son
los espacios cuyos grupos de homotopia son triviales fuera de los grados que quedan
entre n y m.

La memoria esta distribuida en tres capitulos principales y unos preliminares
sobre teoria de categorias. En el primer capitulo introduciremos la estructura de
modelos para una categoria y estudiaremos la categoria homotdpica que nos propor-
ciona. En el segundo capitulo estudiaremos las localizaciones de objetos y morfismos
para llegar a definir las localizaciones de Bousflied y caracterizar cuando existen.
En el dltimo capitulo usaremos estas técnicas de localizaciéon para construir las
estructuras de modelos que hemos mencionado en los objetivos.



Capitulo 2

Preliminares sobre categorias

En este capitulo revisaremos algunas ideas y construcciones bésicas de la teoria
de categorias que mds adelante usaremos. Siguiendo [2], asumiremos que ya son co-
nocidos los conceptos de categoria, subcategoria, functor y transformacion natural.

Definicién 2.0.1. Una categoria se dice que es pequena si su coleccion de objetos
forma un conjunto, y se dice que es finita si es un conjunto finito y solo hay un
numero finito de morfismos entre dos objetos cualquiera.

Definicién 2.0.2. Sea F : C — D un functor, diremos que F es
» faithfull si C(A, B) — D(F A, FB) es inyectiva,
» full si C(A, B) — D(FA, FB) es ezhaustiva, y

» esencialmente suryectiva si para todo B objeto de D, existe A objeto de C tal
que B = FA.

Functores

Definicién 2.0.3. Sean F,G : C — D dos functores, y sea t una transformacion
natural entre ellos. La transformacion natural t es llamada equivalencia natural si
el morfismo tx : F(X) — G(X) es un isomorfismo en D, para todo objeto X de C.
El functor F es llamado equivalencia de categorias si existe un functor F' : D — C
tal que las composiciones F'F' y F'F estan relacionadas con los correspondientes
morfismos identidad mediante equivalencias naturales.

Definicién 2.0.4. Sean F' : C — D y G : D — C dos functores (covariantes).
Diremos que (F,G) son adjuntos, en particular F' es adjunto por la izquierda y G
es adjunto por la derecha, si para todo objeto A de C y todo objeto B de D existe
una biyeccion natural

D(FA,B) > C(A,GB)

Limites y colimites

A continuacién introduciremos la nociéon de colimite de un functor. Sea C una
categoria y D una categoria pequena. Daremos los ejemplos para los casos que D
sea una de las siguientes categorias:
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(i) La categoria con un conjunto Z de objetos y solo morfismos identidad.

(ii) La categoria D = {a < b — ¢}, con tres objetos y los identidad més dos
morfismos indicados.

Podemos definir el functor diagonal
A:C—CP

que envia un objeto X de C al functor constante A(X) : D — C (que por definicién
envia cada objeto a X y cada morfismo a la identidad de X). El functor A asigna a
cada morfismo f : X — X’ de C la transformacion natural constante ¢(f) : A(X) —
A(X'") determinada por la formula ¢(f)d = f para todo objeto d de D.

Definicién 2.0.5. Sea D una categoria pequena y F' : D — C un functor. Un
colimite para F' es un objeto C de C con una transformacion natural t : F' — A(C)
tal que para todo objeto X de C y toda transformacion natural s : F' — A(X), existe
un unico morfismo s : C'— X en C tal que A(s')t = s.

Veamos ahora algunos ejemplos de colimite, dependiendo de que categoria D
elijamos.

Definicién 2.0.6. Sea D la categoria (i), de modo que el functor X : D — C es solo
una coleccion {X;}ier de objetos de C. El colimite de X es llamado el coproducto
de la coleccion y se denota por [ [, X;.

En el caso de que C sea Top o Set tenemos que el coproducto es la union disjunta.

Definicién 2.0.7. Si D es la categoria (i3), tenemos que el functor X : D — C es
un diagrama X (a) <= X(b) — X (c) en C. En este caso el colimite de X es llamado
el pushout P del diagrama X (a) < X(b) — X(c). Es el resultado de pegar X (a)
a X(c) alo largo de X (b). La definicion de colimite nos proporciona un diagrama
conmutativo

X (b) ——= X(c)

| b

X(a) P,

Todo diagrama isomorfo a un diagrama de esta forma es llamado un diagrama de
pushout. Dados morfismos f: X(a) =Y yg: X(c) =Y tales que fj = gi, eziste
un unico morfismo h: P =Y tal que hy' = g y hi' = f.

Ahora introduciremos la idea de limite de un functor. Es el dual de la nocién de
colimite, en el sentido que un limite de F': D — C es lo mismo que el colimite del
functor F°P : DP — C°P,

Definicién 2.0.8. Sea D una categoria pequena y F' : C — D un functor. Un limite
para F es un objeto L de C junto con una transformacion natural t : A(L) — F
tal que para todo X de C y toda trnasformacion natural s : A(X) — F, se tiene un
inico morfismo s : X — L en C tal que tA(s") = s.

Veamos algunos ejemplos, segin la categoria D sea una de las siguientes



CAPITULO 2. PRELIMINARES SOBRE CATEGORIAS 6

(i) La categoria con un conjunto Z de objetos y solo los morfismos identidad.

(ii) La categoria D = {a — b < ¢}, con tres objetos y los identidad més dos
morfismos indicados.

Definicién 2.0.9. Sea D la categoria (i), de manera que el functor X : D — C
es solo la coleccion de objetos {X;}ier en C. El limite de X es llamado producto de
la coleccion y se denota por [[. X;. Si C es la categoria de Top o Set entonces el
producto es lo que se conoce como producto cartesiano.

Definicién 2.0.10. Sea D la categoria de (i3), entonces el functor X : D — C es
un diagrama X (a) — X(b) <= X(c) en C. En este caso el limite de X es llamado
el pullback P del diagrama X (a) — X(b) < X(c). Es el resultado de pegar X (a)
a X(c) a lo largo de X (b). La definicion de limite nos proporciona un diagrama
conmutativo

T—%X(c)
)J((a) —i>Xl(b)

Todo diagrama isomorfo a un diagrama de esta forma es llamado un diagrama de
pullback.



Capitulo 3

Categorias de modelos

En este capitulo introduciremos el concepto de categoria de modelos y estu-
diaremos la categoria homotdpica asociada. Terminaremos con unos ejemplos de
categorias con estructura de modelos.

Definicién 3.0.11. Una categoria de modelos es una categoria C con tres clases de
morfismos destacados:

(i) equivalencias débiles (< );
(ii) fibraciones (—);
(iii) cofibraciones (—).

Cada una de las clases es cerrada por composicion y contiene todos los morfismos
identidad; y ademds cumplen los siguientes cinco axiomas:

MC1. (Azioma limites) Ezisten los limites y colimites finitos en C.

MC2. (Azioma dos de tres) Si f y g son morfismos en C de manera que gf esta
definido. Se tiene que si dos de los tres morfismos f, g, gf son equivalencias
débiles, entonces también lo es el tercero.

MC3. (Azioma retracto) Dado un diagrama conmutativo

Ao X "o A

bbb

B>y _".pB

en el cual roi =ids y1’'oi’ =idp (en este caso decimos que f es un retracto
de g), si g es una fibracion, cofibracion o equivalencia débil, entonces también

lo es f.
MC4. (Azioma elevacion) Dado un diagrama conmutativo en C de la forma

A—X

B——-Y,

7
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donde i es una cofibracion y p una fibracion, entonces si i o p es ademds una
equivalencia débil, existe un elevacion (representado por la flecha discontinua)
que hace el diagrama conmutativo.

MC5. (Azioma factorizacion) Todo morfismo f admite dos factorizaciones functo-
riales:

s f=poi, coni cofibracion y p fibracion y equivalencia débil, y

s f=qoyj, conq fibracion y j una cofibracion y equivalencia débil.

Un morfismo f que es a la vez una fibracion (cofibracion) y una equivalencia débil lo
llamaremos una fibracion (cofibracion) trivial o aciclica. Un objeto X de C diremos
que es fibrante si el morfismo de X al objeto final X — * es una fibracion y diremos
que es cofibrante si el morfismo del objeto inicial a él ) — X es una cofibracidn.

Observacién 3.0.12. Los axiomas de la definicién 3.0.11 describen lo que Quillen
llamé categoria de modelos “cerrada”, pero como en este trabajo no trataremos

ninguin otro tipo de categoria de modelos, optaremos por quitar la palabra “cerra-
da”.

Definicién 3.0.13. Un morfismo i : A — B se dice que tiene la propiedad de
elevacion por la izquierda (LLP) respecto otro morfismo p : X — Y y diremos
que p tiene la propiedad de elevacion por la derecha (RLP) respecto i si existe una
elevacion en todo diagrama conmutativo

A—X

B—Y.
Es decir, existe la flecha punteada que hace conmutativo el diagrama.
Proposicién 3.0.14. Sea C una categoria de modelos

(1) Las cofibraciones en C son los morfismos que tienen la LLP respeto a las fibra-
ciones aciclicas.

(ii) Las cofibraciones aciclicas en C son los morfismos que tienen la LLP respeto a
las fibraciones.

(iii) Las fibraciones en C son morfismos tienen la RLP respecto a las cofibraciones
aciclicas.

(iv) Las fibraciones aciclicas en C son los morfismos que tienen la RLP respecto a
las cofibraciones.

Demostracion. Por el axioma MC4 tenemos que una cofibracion (aciclica) o una
fibracién (aciclica) tiene la propiedad de elevacién que le corresponde en la propo-
sicion.

Nos quedaria comprobar el reciproco en cada caso. Veamos a continuacion la
demostracién de (i), las otras tres son muy similares.
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Supongamos que f : K — L tiene la LLP respecto todas las fibraciones aciclicas.
Factorizemos f por el axioma MC5 como K < L' —» L, de manera que i : ' < L/

es una cofibracién y p : L'’ — L es una fibracién aciclica. Por hipdtesis tenemos que
debe existir una elevacién g : L — L' en el siguiente diagrama:

K?L/ 5
)
L.

con lo que obtenemos que f es un retracto de 7

K—K—K

1717

Ly Sy

y el axioma MC3 nos permite concluir que f es una cofibracion. U

Observacion 3.0.15. La Proposicion 3.0.14 nos muestra que los axiomas para una
estructura de modelos en una categoria contienen informacién redundante en cierto
sentido. Una de las consecuencias clave es que si queremos dotar a una categoria de
estructura de modelos y hemos elegido las cofibraciones y las equivalencias débiles, la
clase de las fibraciones esta determinada por la propiedad 3.0.14(iii). Dualmente, si
tenemos elegidas las fibraciones y las equivalencias débiles, la clase de cofibraciones
esta determinada por la propiedad 3.0.14(i).

Proposicién 3.0.16. Sea C una categoria de modelos.

(i) La clase de cofibraciones en C es estable bajo cambios de cobase.

(ii) La clase de cofibraciones triviales en C es estable bajo cambios de cobase.

(i) La clase de fibraciones en C es estable bajo cambios de base.

(ii) La clase de fibraciones triviales en C es estable bajo cambios de base.

Demostracion. [2] Proposicién 3.14. O
Recordemos a continuacién que es un cambio de cobase y base.

Definicién 3.0.17. Dado el siguiente diagrama

Ao (

| b

B-“~D

el morfismo i’ es un cambio de cobase (base) de i, y j' es un cambio de cobase (base)
de j si el diagrama es un pushout (pullback).
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Dualidad

Dada una categoria de modelos C podemos dotar de una estructura de modelos
a la categoria opuesta C? definiendo que un morfismo f? : Y — X sea

(i) una equivalencia débil si f : X — Y es una equivalencia débil en C
(ii) una fibracién si f : X — Y es una fibracién en C

(iii) una cofibracién si f : X — Y es una cofibracién en C

Esta construccién nos muestra que los axiomas para una categoria de modelos son
auto duales. Sea P una declaracién sobre una categoria de modelos C, y P* la
declaracion dual obtenida invirtiendo las flechas en P y intercambiando “fibracion”
por “cofibracion” y al revés. Si P es cierta en C, entonces también lo es P* en CP.

Observacién 3.0.18. Para espacios una estructura de modelos en la categoria de
espacios topoldgicos esta dualidad es conocida como la dualidad “Eckmann-Hilton”
en teoria homotdpica ordinaria, es decir la inducida por la relacién de homotopia
ordinaria. Como existen declaraciones verdaderas P sobre teoria de homotopia en
espacios topoldgicos para las que la declaracién dual de “Eckmann-Hilton” P* no
es cierta, tenemos que hay hechos interesantes en la teoria de homotopia ordinaria
que no pueden ser derivados de los axiomas de categoria de modelos.

Esto no debe extranarnos ya que los axiomas son intento de codificar lo que todas las
teorias de homotopia deben tener en comtn, y luego cualquier categoria de modelos
particular tiene sus propiedades adicionas que van mas alla de los axiomas.

Categorias de modelos simpliciales

Una categoria simplicial es una categoria C enriquecida en conjuntos simpliciales.
Una categoria de modelos simplicial C es una categoria simplicial que también es
una categoria de modelos, junto con construcciones naturales de objetos K ® X y
X% en C, donde X es un objeto de C y K un conjunto simplicial, que cumple unos
ciertos axiomas.

Definicién 3.0.19. Una categoria simplicial C es una categoria tal que

(1) Para cada par de objetos X e Y de C tenemos un conjunto simplicial que deno-
taremos por map(X,Y).

(ii) Para cada tres objetos X, Y y Z de C hay una aplicacion
exyz imap(Y, Z) x map(X,Y) = map(X, Z)
tal que el siguiente diagrama conmuta para X, Y, Z y W de C:

(map(Y. Z) x map(X,Y)) x map(W, X) —=22 inap(X, Z) x map(W, X)
map<Y7 Z) X (ma’p<X7 Y) X map(VVa X)) w. X,z

idXCW’ny

v
map(X, Z) x map(W, X)

map(W, Z).

CW,Y,Z
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(iii) Para cada objeto X de C, hay una aplicacion de conjuntos simpliciales ix :
x — map(X, X) que hace que los siquientes diagramas conmuten para todo Y
de C:

iy Xid

* x map(X,Y) map(Y,Y) x map(X,Y)

o
CX,Y,Y

map(X,Y),

map(X,Y) X x %map(X, Y) x map(X, X)

o
CX,X,Y

map(X,Y).
(iv) Para cada par de objetos X e Y de C, hay un isomorfismo

mo(map(X,Y)) = C(X,Y)

Definicién 3.0.20. Una categoria de modelos simplicial es una categoria simplicial
que también es categoria de modelos y que satisface los dos axiomas siquientes:

MC®6. Para cada par de objetos X e Y de C y para todo conjunto simplicial K
existen objetos XK e Y™ de C tales que tenemos las siguientes equivalencias
naturales de conjuntos simpliciales:

map(X ® K,Y) = map(K, map(X,Y)) = map(X, Y™).

MC7. Sii: A — Byp: X — Y son una cofibracion y una fibracion en C
respectivamente, entonces la aplicacion de conjuntos simpliciales

map(B, X) = map(A, X) Xpmap(a,y) map(B,Y)
es una fibracion, que es trivial si i o p es una equivalencia débil.

El isomorfismo de conjuntos simpliciales de MC6 da lugar en grado cero a una
biyeccion natural de conjuntos

C(X ® K,Y) = sSets(K, map(X,Y)) = C(X,YF).

3.1. Relaciones de homotopia en morfismos

En esta seccién consideraremos fijada una categoria de modelos C. Nuestro ob-
jetivo es a partir de los axiomas llegar a construir alguna relacién de homotopia
razonable en el conjunto de morfismos entre dos objetos de C. Primero estudiare-
mos el concepto de homotopia por la izquierda definida en términos de los objeto
cilindro, y después la nocion dual de homotopia por la derecha, definida en términos
de los objeto camino. Resultara que las dos definiciones coinciden cuando el objeto
de salida sea cofibrante y el de llegada fibrante.
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Objetos cilindro y homotopia por la izquierda

Recordemos que dados dos morfismos f,g : X — Y de espacios topoldgicos,
decimos que son homotépicos si existe un morfismo

H:XxI—=Y

tal que H(z,0) = f(x), H(z,1) = g(x), Vo € X. Donde X x I denota el producto
de X con el intervalo unidad I = [0, 1]. El morfismo H se llama homotopia entre f

yg.
Por lo tanto, vemos que la nocién basica de homotopia entre espacios topolégicos
es inducida por la construccion de un cilindro

X xI=Xx][0,1],

en un espacio topoldgicos X, junto con las aplicaciones restriccién a las tapas y el
morfismo que colapsa (z,t) a =, como podemos ver en la imagen siguiente

Figura 3.1: Cilindro para un espacio topologico X.

Definicién 3.1.1. Un cilindro para A es un objeto Cyl(A) de C junto con un
diagrama

AJTA idAﬂ'dA/ A
Cyl(A).

Decimos que Cyl(A) es
(1) un buen cilindro, si A][[ A — Cyl(A) es una cofibracion , y

(ii) un muy buen cilindro, si ademds el morfismo Cyl(A) — A es una fibracion
(necesariamente trivial).

A los dos morfismos A — Cyl(A) los denotaremos por ig = i oing y i3 = i 0 iny.
Donde ing y iny son las dos inclusiones de A en A[] A.
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Observacién 3.1.2. Gracias al axioma MCB5 sabemos que al menos existird un
muy buen cilindro para A.

Lema 3.1.3. Si A es un objeto cofibrante y Cyl(A) es un buen cilindro para A
entonces los morfismos ig, 11 : A — Cyl(A) son cofibraciones triviales.

Demostracion. Es suficiente comprobarlo para ig. Como el morfismo identidad de

A factoriza como A % Cyl(A) = A, tenemos por el axioma MC2 que iy es una
equivalencia débil. Ahora, como A[] A esta definido por el diagrama de pushout

I
A——AJJA

y las cofibraciones son estables bajo cambios de cobase tenemos que ing es una
cofibracion. Y de la definicién de iy

AT ATTA - Cyi(4a),

como es la composicién de dos cofibraciones, obtenemos que también iy es una
cofibracion. O

Definicién 3.1.4. Dados dos morfismos f,g: A — B en C se dice que son homdto-

pos por la izquierda, y escribiremos f L g, si eziste un cilindro Cyl(A) para A tal que
el morfismo suma f+g: A[[ A — B se extiende a un morfismo H : Cyl(A) — B,
es decir, si existe H : Cyl(A) — B tal que H(iy +1i1) = [+ g.

Un morfismo como H es llamado homotopia por la izquierda de f a g (via el
cilindro C'yl(A)).

Diremos que una homotopia por la izquierda es (muy) buena si Cyl(A) es un
(muy) buen cilindro para A.

Observacién 3.1.5. Si f L g via la homotopia H, entonces por el axioma MC2
tenemos que f es una equivalencia débil si y solo si g lo es. Para verlo, fijémonos que
los morfismos i, 7; son equivalencias débiles, entonces si f = Hig es una equivalencia
débil, también lo sera H y luego también lo sera Hi; = g.

Lema 3.1.6. i f & g : A — B, entonces existe una buena homotopia por la
1zquierda de f a g. Si ademds B es fibrante, existe una muy buena homotopia por
la izquierda de f a g.

Demostracion. La primera afirmacion se obtiene de aplicar el axioma MC5(i) al
morfismo

ATTA = cyua),

donde Cyl(A) es un objeto cilindro para la homotopia por la izquierda de f a g.
Para ver que si B es fibrante entonces se tiene que existe una muy buena homo-
topia, consideremos una buena homotopia por la izquierda H : Cyl(A) — B de f
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a g. Por el axioma MC5(i) y MC2, podemos factorizar el morfismo Cyl(A) — A
como

Cyl(A) S Cyl(A) = A.

Aplicando el axioma MC4 al diagrama

Cyl(A) i | A
Ry
obtenemos la muy buena homotopia H' : Cyl(A) — X |

Lema 3.1.7. Si A es cofibrante, entonces L es una relacion de equivalencia en
Homc(A, B) .

Demostracion. (Reflexiva) Si A es cofibrante podemos tomar Cyl(A) = Ay f como
una homotopia entre f y f.
(Simétrica) Sea s : A[JA — AJ]A que intercambia factores (técnicamente,

S = ip, +1n,). Laidentidad (g4 f) = (f +¢g)s muestra que si f L g, entonces g L f.

(Transitiva) Supongamos que tenemos f L gy g A h. Consideremos una buena
homotopia H : C'yl(A) — B de f en g y una buena homotopia H' : Cyl(A) — B
de g en h. Sea C'yl(A)” un pushout del siguiente diagrama

Cyl(A) i A =y Cyl(A)

Como los morfismos i; : A — Cyl(A) y if, : A — Cyl(A)’ son cofibraciones triviales,
gracias a la propiedad universal de los pushouts y a que cofibraciones triviales son
estables por cambios de cobase, se tiene que Cyl(A)” es un cilindro para A. Usando

de nuevo la Proposicién 3.0.16, se tiene que los morfismos H y H’ nos dan la deseada
homotopia H” : Cyl(A) — B de f a h. O

Notacién 1. Denotaremos por w'(A, B) el conjunto de clases de equivalencia de
C(A, B) modulo la relacion de equivalencia generada por la homotopia por la iz-
quierda.

Observaciéon 3.1.8. Observemos que no hemos hecho ninguna suposicion sobre A.
Es decir, podemos considerar el conjunto 7'(A, B) atin y cuando A no sea cofibrante.
En este caso la homotopia por la izquierda, no es necesariamente una relacion
de equivalencia en C(A, B). Por eso, en la definicién, hablamos de la relacién de
equivalencia generada.

A continuacién enunciaremos algunas propiedades més, en relacién con 7!(A, B).

Lema 3.1.9. Si A es cofibrante y p : C — B es una fibracion trivial, entonces la
composicion con p induce una biyeccion

pe: T(AC) — 7l(A B)
= S
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Demostracion. [2] Lema 4.9. O

Lema 3.1.10. Si B es fibrante, f L g: A — B ytenemos un morfismo h : A" — A,
entonces fh L gh.

Demostracion. [2] Lema 4.10. O

Lema 3.1.11. St B es fibrante, entonces la composicion en C induce un morfismo

T (A, A) x 1'(A,B) — x'(A",B)
([n], 1) —  [fh]

Demostracion. [2] Lema 4.11. O

Objetos camino y homotopia por la derecha

Por dualidad, todo lo que hemos probado en la seccién anterior nos da inmedia-
tamente los correspondientes resultados duales.

Definicién 3.1.12. Un objeto camino para B es un objeto Path(B) de C junto con
un diagrama (dual al del cilindro)

(idp,idg)

B B x B
Path(B).

Diremos que un objeto camino Path(B) es
(1) un buen objeto camino, si Path(B) — B x B es una fibracion, y

(ii) un muy buen objeto camino, si ademas el morfismo B — Path(B) es una
cofibracion (necesariamente trivial).

A los dos morfismos Path(B) — B los denotaremos por pg = proop y p1 = priop,
donde pro y pr1 son las dos proyecciones de B x B en B.

Observacién 3.1.13. Los functores
Cyl(—=):C—C Path(—):C—C
son adjuntos.

Observacién 3.1.14. Gracias al axioma MC5 sabemos que al menos un muy buen
objeto camino existira para B.

Lema 3.1.15. Si B es fibrante y Path(B) es un buen objeto camino para B, en-
tonces los morfismos po,p1 : Path(B) — B son fibraciones triviales
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Definicién 3.1.16. Dados dos morfismos f,g : A — B en C se dice que son
homdtopos por la derecha, y escribiremos f ~ g, si existe un objeto camino Path(B)
para B tal que el morfismo producto (f,g) : A — B x B se eleva a un morfismo
H:A— Path(B).

Un morfismo como H es llamado homotopia por la derecha de f a g (via el objeto
camino Path(B)).

Diremos que una homotopia por la derecha es (muy) buena si Path(A) es un (muy)
buen objeto camino para B.

Lema 3.1.17. Si f ~ g : A — B, entonces existe una buena homotopia por la
derecha de f a g. Si ademds A es cofibrante, existe una muy buena homotopia por
la derecha de f a g.

R r ., . .
Lema 3.1.18. §i B es fibrante, entonces ~ es una relacion de equivalencia en

HOmc(A, B)

Notacién 2. Denotaremos por w" (A, B) el conjunto de clases de equivalencia de
Home (A, B) modulo la relacion de equivalencia generada por la homotopia por la
1zquierda.

Observacién 3.1.19. Observemos que, como antes, no hemos hecho ninguna su-
posicién sobre B.

Lema 3.1.20. Si B es fibrante y i : A — C' es una cofibracion trivial, entonces la
composicion con i induce una biyeccion

i*: n(C,B) — 7"(A,B)
= i

Lema 3.1.21. Si A es cofibrante, f L g:A— By tenemos un morfismo h : B —
C, entonces hf ~ hg.

Lema 3.1.22. Si A es cofibrante, entonces la composicion en C induce un morfismo

(A, B) x 1" (B,C) — 7"(A,C)
(/1 10) — [hf]

Relacion entre homotopia por la derecha y por la izquierda

El siguiente lema implica que si A es cofibrante y B es fibrante, entonces las rela-
ciones de homotopia por la izquierda y por la derecha coinciden sobre Hom¢(A, B).

Lema 3.1.23. Sean f,g: A — B dos morfismos
(1) Si A es cofibrante y f A g, entonces f ~ g

(ii) Si B es fibrante y f ~ g, entonces f & g
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Demostracion. Como las dos afirmaciones son una la dual de la otra solo hay que
demostrar una, veamos (i). Por el Lema 3.1.6 tenemos que existe un buen objeto
cilindro para A

ATTA™S cyia) 5 A

y una buena homotopia H : Cyl(A) — B de f a g. Sabemos por 3.1.3 que la
inclusion 7y es una cofibracion aciclica. Tomemos un objeto camino para B

B % Path(B) ™% B x B.

Ahora por el axioma MC4 tenemos que existe una elevacion en el siguiente diagra-
ma

A—Y. path(B)

iol l(povp!)
cyl(A) L B« B,

Si denotamos por K a esta elevacién, tenemos que la composiciéon Ki; : A —
Path(B) es la homotopia por la derecha de f a g. O

Definicién 3.1.24. Si A es cofibrante y B es fibrante, entonces denotaremos a
las relaciones de homotopia por la izquierda y por la derecha en C(A,B) de la
misma forma con el simbolo “~7 y diremos que dos morfismos relacionados por
esta relacion son homdotopos. El conjunto de clases de equivalencia con respecto a
esta relacion se denota por w(A, B).

Observacion 3.1.25. Supongamos que tenemos A un objeto cofibrante y B un
objeto fibrante, Cyl(A) un buen cilindro para A fijado y Path(B) un buen objeto
camino para B fijado. Sean f,g: A — B dos morfismos. La demostracion del Lema
3.1.23 implica que f ~ g si y solo si f ~ g via el objeto camino Path(B) fijado.
Dualmente, f ~ ¢ si y solo si f L g via el objeto cilindro Cyl(A) fijado.

Terminamos esta secciéon enunciando un resultado importante para la construc-
cion de la categoria homotopica de una categoria de modelos.

Lema 3.1.26. Supongamos que f : A — B es un morfismo en C entre objetos que
son fibrante y cofibrante, respectivamente. Entonces f es una equivalencia débil si y
solo si f tiene una una inversa homotopica, es decir, si y solo si existe un morfismo
g : B — A tal que las composiciones gf y fg son homdtopas a los respectivos
morfismos identidad.

Demostracion. [2] Lema 4.24. O

3.2. Categoria homotépica de una categoria de
modelos

El objetivo de esta seccién es construir la categoria homotépica Ho(C) asociada
a una categoria de modelos C.
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Notacién 3. Empecemos fijando nuestra atencion en las siguientes seis categorias
asociadas a C

C. la subcategoria full generada por los objetos cofibrantes de C.
Cs la subcategoria full generada por los objetos fibrantes de C.
Ces la subcategoria full generada por los objetos fibrantes y cofibrantes de C.

mC. la categoria con objetos los objetos cofibrantes de C y morfismos las clases de
homotopia por la derecha.

mCs la categoria con objetos los objetos fibrantes de C y morfismos las clases de
homotopia por la izquierda.

mCes la categoria con objetos los objetos fibrantes y cofibrantes de C y morfismos
las clases de homotopia.

Por medio de estas categorias definiremos la categoria Ho(C) y construiremos un
functor canénico C — Ho(C).

Definicién 3.2.1. Para cada objeto X de C podemos aplicar el azioma MC5 (i) al

morfismo ) — X y obtenemos
1] X
N
Q(X)

con Q(X) 5 X una fibracién trivial y Q(X) un objeto cofibrante. Definiremos el
objeto Q(X) como el remplazo cofibrante de X .
También podemos aplicar MC5(it) al morfismo X — x y obtenemos

X *
S
R(X)

con X < R(X) una cofibracién trivial y R(X) un objeto fibrante. Definiremos el
objeto R(X) como el remplazo fibrante de X .

Si X es cofibrante, entonces podemos tomar Q(X) = X ; si X es fibrante toma-
remos R(X) = X.

Lema 3.2.2. Dada f: X — Y en C, entonces existe ]?: Q(X) = QYY) tal que el
diagrama
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es conmutativo. El morfismo f depende de f, salvo equivalencia homotopica por la
derecha o por la izquierda.

Ademds, se tiene que f es equivalencia débil siy solo si f es equivalencia débil.
S1Y es fibrante, f depende de la clase de homotopia por la izquierda de f, salvo
homotopia por la derecha o por la izquierda. A un morfismo como f lo llamaremos
reemplazo cofibrante de f.

Demostracion. [2] Lema 5.1. O

Observacion 3.2.3. La unicidad en el Lema 3.2.2 nos dice que si f = idx entonces
f es hométopa por la derecha a idg(xy. Del mismo modo,si f: X =Y yg:Y = 7

y h = gf, entonces hes hométopa por la derecha a jq“f Por lo tanto, podemos definir
un functor

Q: C —  7C,
X — QX)) =
[ X =Y — [flem(Q(X),Q(Y))

Lema 3.2.4. Dado f : X — Y en C, entonces existe f : R(X) — R(Y) tal que el
diagrama
f

X Y
- o)
R(X) L~ R(Y)

es conmutativo. El morfismo f depende de f, salvo equivalencia homotdpica por la
derecha o por la izquierda.

Ademds, se tiene que f es equivalencia débil siy solo si f es equivalencia débil.
Si X es cofibrante, f depende de la clase de homotopia por la derecha de f, salvo
homotopia por la derecha o por la izquierda. A un morfismo como f lo llamaremos
reemplazo fibrante de f.

Demostracion. [2] Lema 5.3. O

Observacion 3.2.5. La unicidad en el Lema 3.2.4 nos dice que si f = idx entonces
f es homdétopa por la izquierda a idgr(x). Ademas, si f : X - Y, g:Y — Zy
h = gf, entonces h es hométopa por la derecha a Gf. Es decir, podemos definir un
functor

R: C — 7TCf
X — R(X):=X
fiX =Y w— [flerm(QX),Q())

Lema 3.2.6. La restriccion del functor Q) : C — ©C. a C; induce un functor Q' :
mCs — mCey, al igual que la restriccion del functor R a C. que induce un functor
R :7nC. — 7C;y.

Demostracion. [2] Lema 5.5. O
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Definicién 3.2.7. La categoria homotépica Ho(C) de una categoria de modelos C
es una categoria con los mismos objetos que C y con morfismos

Ho(C)(X,Y) = nC;(R(Q(X)), R(Q(Y))) = n(R(Q(X)), R(Q(Y))).
Observacion 3.2.8. Existe un functor

v C — Ho(C)
X —— X es la identidad para los objetos
f: X—=Y — RQ(f): RQX)— RQY).

Si dos objetos X e Y son a la vez fibrantes y cofibrantes tenemos por construccién
que
v:C(X,Y) — Ho(C)(X,Y)

es exhaustiva y induce una biyeccion
7(X,Y) = Ho(C)(X,Y).

Observaciéon 3.2.9. Una pregunta natural seria plantearse que pasaria si en lugar
de hacer esta definicién usando el functor R'Q) la hiciéramos usando el functor Q)'R.
La respuesta es que obtendriamos lo mismo, es decir, obtenemos la misma categoria
Ho(C)

Proposicién 3.2.10. Si f es un morfismo en C, entonces y(f) serd un isomorfismo
en Ho(C) si y solo si f es una equivalencia débil.

Los morfismos de Ho(C) estdn generados por composiciones de las imdgenes por
v de los morfismos de C y los inversos de las imdgenes por v de las equivalencias
débiles de C.

Demostracion. [2] Proposicién 5.8. O

Corolario 3.2.11. Si F y G son dos functores de Ho(C) en D yt: Fy — Gy es
una transformacion natural, entonces t nos da una transformacion natural de F en

G.
Demostracion. [2] Corolario 5.9. O

Lema 3.2.12. Sea C una categoria de modelos y F' : C — D un functor que envia las

equivalencias débiles de C a isomorfismos en D. Si f & g:A—-Boflg:A— B
entonces F(f) = F(g) en D.

Demostracion. [2] Lema 5.10. O

Proposicién 3.2.13. Supongamos que A es cofibrante en C y que B es fibrante.
Entonces el morfismo

~v:C(A,B) — Ho(C)(A, B)

es exhaustivo, y induce la siguiente biyeccion
(A, B) = Ho(C)(A, B).

Demostracion. [2] Proposicién 5.11. O
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La categoria homotdpica vista como una localizacion

A continuacién daremos una interpretacién conceptual de la categoria homo-
topica de una categoria de modelos. Sorprendentemente, esta interpretacién solo
depende de la clase de equivalencias débiles.

Esto sugiere que en una categoria de modelos las equivalencias débiles contie-
nen toda la informacion de la categoria homotdpica, mientras que las fibraciones
y cofibraciones junto con los axiomas que se verifican son herramientas para hacer
diversas construcciones.

También nos sugiere que cuando demos una estructura de modelos a una cate-
goria tiene mas importancia la eleccion de las equivalencias débiles que eleccién de
las fibraciones y cofibraciones

Definicién 3.2.14. Sea C una categoria, y W C C una clase de morfismos. Un
functor F' : C — D se dice que es una localizacion de C respecto W si

(1) F(f) es un isomorfismo para todo f € W,

(ii) para todo G : C — D' functor que envia los elementos de W a isomorfismos,
existe un unico functor G' : D — D’ tal que G'F = G.

Observacion 3.2.15. La condicién (ii) nos da que dos localizaciones de una cate-
goria C respecto VV son candénicamente isomorfas. Si existe la localizacion la deno-
taremos por C — W™IC.

Teorema 3.2.16. Sea C una categoria de modelos y W C C la clase de las equiva-
lencias débiles. Entonces, el functor~y : C — Ho(C) es una localizacion de C respecto
a W. Es decir, tenemos que W™'C existe y es isomorfa a Ho(C).

Demostracion. [2] Teorema 6.2. O

3.2.1. Functores de Quillen

Cuando se trabaja con categorias con estructuras de modelos, los functores que
nos interesa considerar son los que “conservan” la estructura de modelos, estos
functores entre categorias de modelos son conocidos como functores de Quillen.

Definicién 3.2.17. Sean C y D dos categorias de modelos y F : C =2 D : U un par
de functores adjuntos. Diremos que

s F es un functor de Quillen por la izquierda,
» U es un functor de Quillen por la derecha, y
w (F,U) es un par de Quillen,
st
(i) el adjunto por la izquierda conserva cofibraciones y cofibraciones triviales, y

(ii) el adjunto por la izquierda conserva fibraciones y fibraciones triviales.
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Definicién 3.2.18. Sean C y D dos categorias de modelos y F': C =D : U un par
Quillen. Diremos que

s [7 es una equivalencia de Quillen por la izquierda,

s U es una equivalencia de Quillen por la derecha, y

» (F,U) es una equivalencia de Quillen,

si para todo objeto cofibrante B de C, todo objeto fibrante X de D y todo morfismo
f: B —UX enC, el morfismo f es una equivalencia débil en C si y solo si el
morfismo correspondiente ' : FB — X es una equivalencia débil.

La siguiente proposicién nos caracteriza cuando un par de Quillen es una equi-
valencia de Quillen en funcién del functor izquierda.

Proposicién 3.2.19. Sean C y D dos categorias de modelos y F' : C = D : U un
par de Quillen. Entonces, son equivalentes:

(1) (F,G) es una equivalencia de Quillen,

(i) F refleja equivalencias débiles entre objetos cofibrantes, y para todo objeto fi-
brante Y, el morfismo FQU(Y) — Y es una equivalencia débil.

Demostracion. [8] Corolario 1.3.16. O

3.3. Ejemplos de categorias de modelos

En esta seccion daremos ejemplos de estructuras de modelos para las categorias
de los espacios topoldgicos, espacios simpliciales y cadenas de complejos.

3.3.1. Espacios topolégicos

Construiremos una estructura de modelos para la categoria Top de espacios
topoldgicos con equivalencias débiles las equivalencias débiles de homotopia.

Definicién 3.3.1. Un morfismo f : X — Y entre espacios es una equivalencia
débil de homotopia si para todo punto base x € X se tiene que el morfismo f, :
(X, z) = m, (Y, f(z)) es una biyeccion de espacios punteados para n = 0 y un
isomorfismo de grupos para n > 1.

Definicién 3.3.2. Un morfismo p: X — Y es una fibracion de Serre si, para todo
CW -complejo A, el morfismo tiene la RLP con respecto a la inclusion A x 0 —
A x [0,1], es decir

AX()——

Ax[0,1] —Y
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Teorema 3.3.3. St consideramos las tres siguientes clases de morfismos de espacios
topolégicos

(1) equivalencias débiles de homotopia como equivalencias débiles,
(ii) las fibraciones de Serre como fibraciones, y
(iii) las cofibraciones los morfismos con la LLP respecto a las fibraciones aciclicas.
Entonces, con estas clases de morfismos Top es una categoria de modelos.
Para la demostracion necesitaremos dos lemas de teoria de homotopia elemental.

Notacién 4. Sea D" (n > 1) el disco topolégicos de dimension n y sea S™ (n > 0)
la esfera topoldgica de dimension n. D° serd un solo punto y S™1 el espacio vacio.
Tenemos las inclusiones estdndares j, : S"' — D™ (n > 0).

Lema 3.3.4. Sea p : X — Y un morfismo entre espacios. Se tiene que p es una
fibracion de Serre si, y solo si, p tiene la RLP respecto a las inclusiones D™ —
D™ x [0,1], n > 0.

Lema 3.3.5. Sea p : X — Y un morfismo entre espacios. Entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) p es a la vez una fibracién de Serre y una equivalencia débil de homotopia,

(ii) p tiene la RLP respecto toda inclusion A — B tal que (B, A) es un CW -
complejo relativo, y

(iii) p tiene la RLP respecto los morfismos j, : S*™* — D™ para n > 0.
También requeriremos un lema de topologia de espacios punteados.
Lema 3.3.6. Supongamos que
Xo—=X1=-Xog—= - =X, =

es un sistema directo de espacios tal que para todo n > 0 el espacio X,, es un
subespacio de X, 11 y el par (X,11,X,) es una CW -complejo relativa. Entonces, el
morfismo natural

colim,, Top(A, X,,) — Top(A, colim, X,,)
es una biyeccion de conjuntos.
Demostracion. [2] Lema 8.7. O

Observacion 3.3.7. Si estamos en una situacién como la del Lema 3.3.6 llama-
remos al morfismo natural X, — colim,X,, como una inclusion relativa de C'W
generalizada y diremos que el colim, X, se obtiene de X, adjuntando celdas.

Observacién 3.3.8. Del Lema 3.3.5 se sigue facil que toda inclusién relativa de
CW generalizada es una cofibracion respecto la estructura de categoria de modelos
descrita en el Teorema 3.3.3. De hecho hay un especie de reciproco.
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Proposiciéon 3.3.9. Toda cofibracion en Top es un retracto de una inclusion re-
lativa de CW generalizada.

Pasemos a ver la verificacidén de los axiomas.

Demostracion. (MC1-MC3) Se tiene directamente que las clases de las equivalen-
cias débiles, fibraciones y cofibraciones contiene todos los morfismos identidad y son
cerradas por composicién.

El axioma MC1 se tiene por el hecho que en Top existen los limites y colimites
pequenos. El axioma MC2 es obvio.

Para las equivalencias débiles el axioma MC3 se tiene por functorialidad y que
el retracto de un isomorfismo es un isomorfismo. Los otros dos casos del axioma
MC3 son parecidos, con lo que nos centraremos en el caso de las cofibraciones.
Supongamos que f es el retracto de una cofibracién f’. Queremos ver que existe
una elevacion en todo diagrama

A—

S

f

-
bS]

=

B——
b
donde p es una fibracion aciclica. Consideremos ahora el siguiente diagrama

At A "o A_C X

T

B B B Y,

J s b

donde los morfismos 7, j, r y s son retractos. Como f’ es una cofibracién tenemos
que existe una elevacién h : B — X en el diagrama anterior. Entonces, hj es la
elevacién que buscdbamos para el primer diagrama. Il

La prueva de MC4(7i) y MC5(ii) depende del siguiente lema.

Lema 3.3.10. Todo morfismo p : X — Y en Top puede ser factorizado como la
COMPOSICION Pooloo, donde iy : X — X' es una equivalencia débil de homotopia con
la LLP respecto todas las fibraciones de Serre, y ps : X' — Y es una fibracion de
Serre.

Demostracion. [2] Lema 8.12. O

Demostracion. (MC4) El axioma MC4(i) es inmediato de la definicién de cofibra-
cion.

Para MC4(ii) supongamos que f : A — B es una fibracién aciclica, queremos
ver que f tiene la LLP con respecto las fibraciones. Por el Lema 3.3.10 podemos
factorizar f como la composicién pi, con p una fibracion y ¢ una equivalencia débil
de homotopia. Como f = pi es por hipdtesis una equivalencia débil de homotopfa,
tenemos que p también es una equivalencia débil de homotopia. Como f es una
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cofibracion y p es una fibracién aciclica tenemos que existe una elevacién g : B — A’
en el siguiente diagrama

A A
f P~
id
Esta elevacién g nos permite ver f como un retracto de i. Ahora con un argumento
similar al de la demostracién de M C3 se puede ver que la clase de morfismos que

tiene la LLP respecto todas las fibraciones de Serre es cerrada bajo retractos. Con
lo que f tiene la LLP respecto todas las fibraciones de Serre, ya que ¢ la tiene. [

Demostracion. (MC5) El axioma MC5(i) es consecuencia inmediata del Lema
anterior.

Para ver MIC5(ii), la idea es que si p es el morfismo que tenemos que factorizar,
consideremos la factorizacion p = pis de p dada en el lema anterior. Como i, se
define a través de un colimite tenemos que conserva las propiedades y por lo tanto
por el Lema 3.3.5 tenemos que tendra la LLP respecto a las fibraciones de Serre que
sean equivalencias débiles de homotopia, por lo tanto, por definicién tendremos que
1o Serd una cofibracion. Usando el Lema 3.3.6 se obtiene que p., es una equivalencia
débil y una fibracion de Serre. U

Observacién 3.3.11. A la categoria Top se le puede dotar de otra estructura de
modelos definiendo que un morfismo f: X — Y sea

= una equivalencia débil si f es una equivalencia homotopia,
= una cofibracion si f es una cofibracién de Hurewicz cerrada, y
= una fibracion si f es una fibracion de Hurewicz.
Con esta estructura de modelos, la categoria homotdpica que se obtiene es la equi-

valente a la categoria homotdpica usual de espacios topolédgicos.

3.3.2. Conjuntos simpliciales

A continuacién presentaremos una estructura de modelos para la categoria de
los conjuntos simpliciales.

Definicién 3.3.12. Dado un morfismo f: X — 'Y diremos que

» [ es una fibracion si tiene la RLP respecto V(n, k) — Aln| para 0 <k <n y
n >0,

» [ es una fibracion trivial si tiene la RLP respecto OA[n] — Aln| para n > 0,
= f es una cofibracion si tiene la LLP respecto las fibraciones triviales,

s f es una cofibracion trivial si tiene la LLP respecto las fibraciones, y
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= f es una equivalencia débil si puede ser factorizada como f = pi con p una
fibracion trivial y i una fibracion trivial.

Teorema 3.3.13. La categoria de los conjuntos simpliciales con las clases de mor-
fismos descritas en la Definicion 3.3.12 tiene estructura de categoria de modelos.

3.3.3. Complejos de cadenas

A continuacién introduciremos una estructura de categoria de modelos para la
categoria de los complejos de cadenas. Este, es un ejemplo de categoria no topoldgica
que admite una estructura de modelos y por lo tanto nos permite desarrollar una
teoria de homotopia.

Consideremos R un anillo asociativo con unidad, denotaremos por Modpy la
categoria de los R-moédulos por la izquierda. Recordemos que la categoria de Chpg
de las cadenas de complejos de R-modulos es la categoria donde los objetos M son
colecciones { My}, de R-médulos junto con los morfismos 0 : My, — My, (k > 1)
tales que 9% = 0. Un morfismo f : M — N es una coleccién de homomorfismos
fr : My — Ny, tales que fr_10 = 0f.

El objetivo de esta seccidn es construir una estructura de categoria de modelos
en Ch R-

Definicién 3.3.14. Dado un objeto M de Chg, definimos el modulo ciclo de dimen-
sion k Cyg(M) que sea My si k =0 y ker(0 : My — My_1) si k > 1. Definiremos
el modulo frontera de dimension k Bdp(M) que sea im(0 : My — My).

Se tienen los functores de homologia Hy : Chr — Modgr (k > 0) dado por
HyM = Cy,(M)/Bdi(M). Diremos que un complejo M es aciclico si HyM = 0
(k>0).

Definicién 3.3.15. Recordemos que un R-modulo P es proyectivo si una de las
siguientes tres condiciones equivalentes se cumplen:

s P es suma directa de R-modulos libres,
= todo epimorfismo f: A — P de R-mddulos tiene un inverso por la derecha, o
» para todo epimorfismo A — B de R-mddulos, el morfismo inducido
Modg(P, A) — Modg(P, B)
es un epimorfismo.
Teorema 3.3.16. Si definimos el morfismo f: M — N en Chg que sea

(1) wna equivalencia débil si el morfismo f induce isomorfismo entre H M y HyN
para k > 0,

(ii) wna cofibracion si para todo k > 0 el morfismo fi : My — Ny es un monomor-
fismo con cokernel un R-modulo proyectivo, y

(iii) wna fibracion si para todo k > 0 el morfismo fi : My — Ny, es un epimorfismo.

Entonces, con estos morfismos Chg es una categoria de modelos.



Capitulo 4

Localizaciones

El objetivo de este capitulo es introducir las localizaciones de Bousfield por la
derecha y por la izquierda y dar en unos teoremas condiciones para su existencia.
Empezaremos con las definicién de objetos y espacios locales y colocales, y luego
pasaremos a las definiciones de localizacion y colocalizacion de objetos y morfismos
con lo que entraremos en la secciéon de localizaciones en categorias de modelos.
Terminaremos el capitulo con un ejemplo de localizaciéon y uno de colocalizacion
que no seran de gran interés en el Capitulo 5.

En este capitulo no haremos ninguna demostracién y seguiremos en gran parte
el libro de Hirschhorn [7].

4.1. Espacios y equivalencias (co)locales

Dada una categoria de modelos C, un complejo de funciones homotépico es una
eleccién funtorial de un conjunto simplicial map(X,Y’) para cada dos objetos X e Y
de C, cuyo tipo de homotopia es el mismo que el de la diagonal del conjunto bisim-
plicial C(X,Y), donde X es una resolucién cosimplicial de X e Y es una resolucién
simplicial de Y. En este trabajo no discutiremos como se construye este conjunto
simplicial y nos bastara con saber que los complejos de funciones homotodpicos exis-
ten en cualquier categoria de modelos y son invariantes y tinicos salvo homotopia.
En el caso que C sea una categoria de modelos simplicial (por ejemplo, espacios
topoldgicos o conjuntos simpliciales), se puede definir map(X,Y’) como el conjunto
simplicial que resulta de tomar el enriquecimiento simplicial de C después de ha-
ber reemplazado el domino por un objeto cofibrante y el codominio por un objecto
fibrante.

Los complejos de funciones homotdpicos juegan un papel importante en la defi-
nicion de los objetos y morfismos locales y colocales.

Espacios y equivalencias f-locales.

Empezaremos definiendo lo que son los objetos y las equivalencias locales res-
pecto un tnico morfismo f de C.

Definicién 4.1.1. Sea C una categoria de modelos y consideremos f: A — B un
morfismo entre objetos cofibrantes de C

27
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1. Un objeto X es f-local st
= X es fibrante, y
» f*:map(B,X) = map(A, X) es una equivalencia débil
2. Un morfismo g : X — Y es una equivalencia f-local si para todo YW f-local
se tiene que para todo objeto W f-local de C el morfismo inducido
g* : map(Y, W) = map(X, W)
es una equivalencia débil.
A continuacion daremos algunas propiedades de los objetos locales.

Proposicion 4.1.2. Sea C una categoria de modelos y sea f : A — B un morfismo
entre objetos cofibrantes.

s 51 X yY son fibrantes y g : X — Y es una equivalencia débil, entonces X es
f-local si y solo si' Y es f-local.

n 51 X es f-local y'Y es un retracto de X, entonces Y es f-local.

Demostracion. [7] Proposicién 1.2.4 y 1.2.5. O

En las siguientes proposiciones estudiamos el comportamiento de los objetos f-
locales al cambiar el morfismo f.

Proposicion 4.1.3. Sea C una categoria de modelos y sean f y f' dos morfismos
entre objetos cofibrantes. Si la clase de los objetos f-locales es igual a la clase de
los objetos f'-locales, entonces la clase de las equivalencias f-locales es igual a la
clase de las equivalencias f'-locales.

Demostracion. [7] Proposicién 1.2.8. O

Proposicion 4.1.4. Sea C una categoria de modelos y sean f: A— By f': A —
B’ dos morfismos entre objetos cofibrantes. Si existen equivalencias débiles A — A’
y B — B’ tales que el diagrama siguiente conmute

At B

-]

A ——D
f/

entonces,

1. La clase de objetos f-locales es la misma que la de los objetos f'-locales.

2. La clase de equivalencias f-locales es igual a la clase de equivalencias f'-
locales.

Demostracion. [7] Proposicién 1.2.10. O

Observacién 4.1.5. La proposicién anterior nos implica, por ejemplo, que si C
es la categoria de espacios topoldgicos, siempre podemos remplazar el morfismo
f : A — B por una inclusién por una inclusiéon de CW-complejos de forma que ni
los espacios ni las equivalencias f-locales cambien.
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Espacios y equivalencias M-locales.

Ahora introduciremos los espacios y equivalencias locales y colocales respecto un
conjunto M de morfismos de C.

Definicién 4.1.6. Sea C una categoria de modelos y consideremos M una clase de
morfismos en C.

1. (i) Un objeto W de C es M-local si es f-local para toda f € M. Si M con-
siste solo en el morfismo A — * entonces un objeto M -local también es
llamado un objeto A-local.

(ii) Un morfismo g : X — Y en C es una equivalencia M-local si es f-local
para todo f € M. Si M consiste en un morfismo x — A entonces una
equivalencia M -local también es llamada una equivalencia A-local.

2. (i) Un objeto W de C es M-colocal si

s W es cofibrante
» Para todo elemento f: A — B de M el morfismo inducido

fe : map(W, A) — map(W, B)

es una equivalencia débil.
(ii) Un morfismo g: X =Y en C es una equivalencia M -colocal si

= para todo objeto W que sea M-colocal de C el morfismo inducido
gx : map(W, X) = map(W,Y')
es una equivalencia débil.

Proposicion 4.1.7. Si C es una categoria de modelos y M es una clase de mor-
fismos en C entonces toda equivalencia débil es a la vez una equivalencia M -local y
M -colocal.

Demostracion. [7] Proposicién 3.1.5. O

Otra forma interesante de definir las equivalencias colocales, que es la que utili-
zaremos en la practica, es directamente a partir de un conjunto de objetos.

Definicién 4.1.8. Sea C una categoria de modelos y sea K un conjunto de objetos

en C.

1. Un morfismo g : X — Y lo llamaremos equivalencia K -colocal o K-celular si
para todo elemento A de K el morfismo inducido

gx - map<A7 X) — map(A, Y)

es una equivalencia débil. Si K consiste en un solo objeto A, entonces las
equivalencias K -colocales también se llamaran equivalencias A-colocales o A-
celulares.
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2. St M es la clase de equivalencias K -colocales, entonces un objeto M -colocal
sera también llamado K -colocal.

Observacion 4.1.9. En el caso en que consideremos una categoria C de espacios
no punteados y A un espacio no vacio, entonces el espacio consistente en un solo
punto es un retracto de A, y entonces todo espacio X es un retracto del espacio de
morfismos X 4. Esto implica que si K es un conjunto de espacios no vacios, tenemos
que una equivalencia K-colocal de espacios no punteados debe ser una equivalencia
débil. Es decir, que no estamos definiendo nada nuevo.

Para acabar anadimos un par de resultados interesantes sobre objetos y equiva-
lencias M-(co)locales que més adelante vamos a necesitar

Proposicién 4.1.10 (Teorema de Whitehead). Sea C una categoria de modelos y
M una clase de morfismos en C.

1. i X yY son objetos M-locales y g : X — Y es una equivalencia M -local,
entonces g es una equivalencia débil.

2. i X yY son objetos M-colocales y g : X — 'Y es una equivalencia M -colocal,
entonces g es una equivalencia débil.

Demostracion. [7] Teorema 3.2.13. O

4.2. Localizacién de una categoria de modelos

El objetivo de las categorias de modelos es ser la base para construir las categorias
homotdpicas, por lo tanto una localizacién de una categoria de modelos debe ser
una construccion que anade inversos de morfismos en la categoria homotdpica, en
lugar de anadir inversos para morfismos de la categoria subyacente.

Empezemos con las definiciones de localizacién y colocalizacién de objetos y
morfismos.

Definicién 4.2.1. Sea C una categoria de modelos y consideremos M una clase de
morfismos en C.
1. (i) Una M-localizacion de un objeto X es
= un objeto X M -local,
= junto con una equivalencia M-local 7 : X — X.

Una M -localizacion cofibrante es una M -localizacion en la que la equi-
valencia M-local j es también una cofibracion.

(ii) Una M -localizacion de un morfismo g: X —Y en C es
» una M-localizacion ()A(,jX) de X

= una M-localizacion (Y, jy) de Y
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= un morfismo g : X =Y tal que el diagrama

X2y
le ljy
X—Y

g

conmuta.

2. (1) Una M -colocalizacion de un objeto X es
= un objeto X M -colocal,
= junto con una equivalencia M-colocal v : X — X.

Una M -colocalizacion cofibrante es una M -colocalizacion en la que la
equivalencia M -colocal i es también una cofibracion.

(ii) Una M -colocalizacion de un morfismo g: X —Y enC es
= una M-colocalizacion (X,ix) de X
= una M-colocalizacion (Y ,iy) de Y
= un morfismo g : X =Y tal que el diagrama

Xy
X ——Y
conmuta.

4.2.1. Localizacion por la izquierda y por la derecha

En esta seccién definiremos la localizacién por la izquierda y por la derecha de
categorias de modelos.

Definicién 4.2.2. Sea C una categoria de modelos y sea M una clase de morfismos

en C.

1. Una localizacion por la izquierda de C respecto M es una categoria de modelos
Ly C junto con un functor de Quillen por la izquierda j : C — LyC tal que

» el functor derivado total por la izquierda (es decir, el inducido a cate-
gorias homotépicas) Lj : Ho(C) — Ho(LyC) de j envia las imdgenes de
los elementos de M a isomorfismos en Ho(LyC), y

» 5i D es una categoria de modelos y ¢ : C — D es un functor-izquierda
de Quillen tal que Ly : Ho(C) — Ho(D) envia las imdgenes de los

elementos de M a isomorfismos en Ho(LyD), entonces eziste un inico
functor de Quillen por la izquierda 6 : LyC — D tal que 7 = ¢

2. Una localizacion por la derecha de C respecto M es una categoria de modelos
Ry C junto con un functor de Quillen por la derecha j : RyC — C tal que
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» el functor derivado total por la derecha (es decir, el inducido a categorias
homotdpicas) Rj : Ho(C) — Ho(RyC) de j envia las imdgenes de los
elementos de M a isomorfismos en Ho(RyC), y

» s D es una categoria de modelos y ¢ : C — D es un functor-derecha
de Quillen tal que Rp : Ho(C) — Ho(D) envia las imdgenes de los
elementos de M a isomorfismos en Ho(LyD), entonces eziste un unico
functor de Quillen por la derecha ¢ : LyC — D tal que 05 = .

Proposicién 4.2.3. Sea C una categoria de modelos y sea M una clase de morfis-
mos en C. Si existe una localizacion (por la izquierda o por la derecha) de C respecto
a M, entonces esta es unica salvo isomorfismo.

Demostracion. [7] Proposicién 3.1.2. O

4.2.2. Localizacion de Bousfield

En esta seccién presentaremos la localizaciéon de Bousfield (por la izquierda y
por la derecha) de categorias, un caso especial de localizacién por la izquierda y por
la derecha.

La idea basica de la localizacién de Bousfield por la izquierda de una categoria
C con una estructura de modelos es una nueva estructura de modelos sobre la
misma categoria con las mismas cofibraciones pero mas equivalencias débiles. Para
la localizacion de Bousfield obtenemos una nueva estructura de modelos con las
mismas fibraciones que la original y més equivalencias débiles.

Definicién 4.2.4. Sea C una categoria de modelos y sea M una clase de morfismos

en C.

1. La localizacion de Bousfield por la izquierda de C respecto M (si existe) es una
estructura de categoria de modelos Ly C para la misma categoria C tal que

s [a clase de las equivalencias débiles de LyC es igual a la clase de equi-
valencias M -locales de C,

s [a clase de cofibraciones de Ly C es la misma que la clase de cofibraciones
enC,y

» la clase de fibraciones de LyC es la clase de morfismos que tienen la
propiedad RLP respecto los morfismos que son a la vez cofibraciones y
equivalencias M -locales en C.

2. La localizacion de Bousfield por la derecha de C respecto M (si existe) es una
estructura de categoria de modelos RyC para la misma categoria C tal que

» la clase de las equivalencias débiles de RyC es igual a la clase de equi-
valencias M -colocales de C,

» la clase de fibraciones de RyC es la misma que la clase de fibraciones
enC, y
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» la clase de cofibraciones de Ry C es la clase de morfismos que tienen
la propiedad LLP respecto los morfismos que son a la vez fibraciones y
equivalencias M -colocales en C.

Observacién 4.2.5. En esta definicién no estamos afirmando que dada una cate-
goria de modelos C una clase de morfismo M entonces la localizacion de Bousfield
por la izquierda o por la derecha de C respecto M exista, es decir, que las tres
clases de morfismos descritas en la definicién puede que no verifiquen los axiomas
de categoria de modelos sobre C.

Mas adelante, en los Teoremas 4.2.12 y 4.2.13, veremos bajo que condiciones si
que se da la existencia .

La siguiente proposicién nos da mas de informacién de que relacién hay entre
las tres clases de morfismos de L,C o RyC vy C

Proposicién 4.2.6. Sea C una categoria de modelos y M una clase de morfismos
en C.

1. 8 Ly C es la localizacion de Bousfield por la izquierda de C respecto M, en-
tonces
» toda equivalencia débil de C es una equivalencia débil de Ly,C,

» [a clase de las fibraciones triviales de LyC es la misma que la clase de
fibraciones triviales de C,

s toda fibracion de LyC es una fibracion de C, y

s toda cofibracion trivial de C es una cofibracion trivial de Ly,C.
2. Si RyC es la localizacion de Bousfield por la derecha de C respecto M, entonces

= toda equivalencia débil de C es una equivalencia débil de Ry,C,

» la clase de las cofibraciones triviales de RyC es la misma que la clase de
cofibraciones triviales de C,

» toda cofibracion de Ly C es una cofibracion de C, y

» toda fibracion trivial de C es una fibracion trivial de Ry,C.

Demostracion. Como las equivalencias débiles son locales y colocales respecto cual-
quier conjunto M (por la Proposicién 4.1.7) tenemos que lo otro se sigue por defini-
cion de la localizacion de Bousfield y de las relaciones entre los morfismos destacados
de las categorias de modelos. O

Corolario 4.2.7. Sea C una categoria de modelos y sea M una clase de morfismos
en C.

1. 815 : C — LyC es la localizacion de Bousfield por la izquierda de C respecto
M, entonces los functores identidad ide : C &= LyC : ide son un par de
Quillen.

2. 817 :C — RyC esla localizacion de Bousfield por la derecha de C respecto M,
entonces los functores identidad ide : RyC = C : ide son un par de Quillen.
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La localizacion de Bousfield es una localizacion

Teorema 4.2.8. Sea C una categoria de modelos y consideremos M una clase de
morfismos en C.

1. Si LyC es la localizacion de Bousfield por la izquierda de C respecto M, en-
tonces el functor identidad C — Ly,C es una localizacion por la izquierda de
C respecto M.

2. 8% Ry C es la localizacion de Bousfield por la derecha de C respecto M, entonces
el functor identidad C — RpC es una localizacion por la derecha de C respecto

M.
Demostracién. [7) Proposicién 3.3.18. O

Existencia y propiedades de la localizacién de Bousfield

A continuacién estudiaremos los teoremas de existencia de localizaciones de
Bousfield por la izquierda y por la derecha de categorias de modelos. Para tener
existencia se necesita que la categoria cumpla un par de hipétesis. La primera es
que la categoria tiene que ser celular. La definicion de que una categoria sea celular
es muy técnica y nos desviaria del interés del trabajo. No obstante se sabe que las
categorias de espacios topoldgicos y conjuntos simpliciales las dos son celulares, con
lo que tendremos suficiente para esta memoria.

Teorema 4.2.9. Las categorias de Top, Top,., sSets y sSets, son celulares.

Demostracion. [7] Proposicién 12.1.4. O

La segunda condicién que tiene que verificar la categoria es que sea propia por
la izquierda o por la derecha, dependiendo de por donde queramos localizar.

Definicién 4.2.10. Sea C una categoria de modelos.

1. La categoria de modelos C es propia por la izquierda si todo pushout de una
equivalencia débil por una cofibracion es una equivalencia débil, es decir, si el
siguiente diagrama es un pushout

]
B——D

entonces el morfismo de C a D también es una equivalencia débil.

2. La categoria de modelos C es propia por la derecha si todo pullback de una
equivalencia débil por una fibracion es una equivalencia débil, es decir, si el
siguiente diagrama es una pullback

A—sC

L

B—D

entonces el morfismo de A a B también es una equivalencia débil.
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3. La categoria de modelos C serd propia si es propia por la izquierda y por la
derecha.
Teorema 4.2.11. Las categorias de Top, Top., sSets y sSets, son propias.
Demostracion. [7] Teoremas 13.1.11 y 13.1.13. O

Teorema 4.2.12. Sea C una categoria de modelos celular y propia por la izquierda
y sea S un conjunto de morfismos en C. Entonces, la localizacion de Bousfield por
la izquierda de C respecto de S, LsC, existe. Ademas,

= Jos objetos fibrantes de LsC son los objetos S-locales de C,
= LgC es una categoria de modelos celular y propia por la izquierda, y

» 51 C es una categoria de modelos simplicial, entonces esta estructura dota a
LgC de estructura de categoria de modelos simplicial.

Demostracion. [7) Teorema 4.1.1. O

Teorema 4.2.13. Sea C una categoria de modelos celular y propia por la derecha
y sea K un conjunto de objetos en C y M la clase de equivalencias K -locales.
Entonces, la localizacion de Bousfield por la derecha de C respecto de M, RyC,
existe. Ademas,

» [0s objetos cofibrantes de RyC son los objetos M -locales de C,

s Ry C es una categoria de modelos propia por la derecha. St se tiene que todos
los objetos de C son fibrantes entonces, Ry C es una categoria de modelos
celular y propia por la derecha con todos los objetos fibrantes.

» 51 C es una categoria de modelos simplicial, entonces esta estructura dota a
Ry C de estructura de categoria de modelos simplicial.

Demostracion. [7] Teorema 5.1.1. O

A continuacion tenemos un resultado interesante de como se comporta ser propio
por la derecha bajo localizaciones por la izquierda de Bousfield.

Proposiciéon 4.2.14. Si C es la categoria de los espacios topolégicos punteados
o la categoria de los conjuntos simpliciales punteados. Entonces, se tiene que la
localizacion de Bousfield por la izquierda de C respecto M, Ly C, es propia por la

derecha si y solo si M = {f : A — *}.

Demostracion. [1] Remark 9.11 O

4.3. Ejemplos de (co)localizaciones

En esta seccion veremos como dos construcciones clasicas en la teoria de homo-
topia de espacios como las secciones de Postnikov y los recubridores conexos, pueden
verse como casos particulares de localizacién y colocalizacion, respectivamente.
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4.3.1. Aproximacion de Postnikov

Definicién 4.3.1 (Torre de Postnikov). Sea X un espacio topolégico. Un sistema
de Postnikov para X es una secuencia

...ﬂan.--quQXgPngPoX

junto con morfismos p, : X — P,X tales que ¢,_1 © p, = pn_1 que ademas verifica
que para todo punto base

s T (P X)=0,Ym>n

. (pn)* : 7Tm()() i Wm(PnX); Vm < n.

Localizaciéon

El objetivo de esta seccion es probar que la n-esima seccion de Postnikov p, :
X — P,X es una f,-localizacién respecto la inclusién en Top f,, : S"t — D"+2,
Es decir, tenemos que ver que P, X es f,-local (Proposicién 4.3.2) y que p, es una
equivalencia f,-local (Proposicién 4.3.5)

Notacion 5. Para no sobrecargar la notacion, definimos dado X € Top y A €sSets
X®A:=X x|A,
donde | - | denota el functor de realizacion geométrica.

Proposicién 4.3.2. Sean >0y f, : S"™ — D" [q inclusién en Top. Entonces,
un espacio X es f,-local si y solo si m;X = 0, para todo © > n y para todo punto
base.

Demostracion. Consideremos las siguientes inclusiones
Sl i P2 @ Top,
OA[k] =7 Alk] € sSets,
y el siguiente diagrama de pushout

S @ OA[K] 2L D2 @ OA[K]

id®jl
v

S @ A[K] o -(©)

D2 @ A[g],

Si k > 0 se tiene que la inclusion

s e Akl [ D' eoAlk] - DM e Alk]
SnT1@IAK]
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adjunta una celda de dimensiéon n + k + 2 relativa a C'W-complejos. Es decir, se
tiene que S™* @ A[E] [Tgni1goap D" ® OA[K] es el borde de D™ @ Alk] y el
morfismo corresponde a “rellenar” el interior de S™*' @ A[k] [ gns14p Al D2 @
OA[k] mediante la adjuncién de una celda de dimensién n + k + 2.

Por lo tanto, el morfismo

S ealk] [ D eoAk] - X
SnHIROAK]

se puede extender a D""? @ A[k] si y solo si m,4x11 X = 0 para todo punto base.
Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo

—

D2 @ Alk]

si y solo si m; X = 0 para todo ¢ > n. U
Con lo que el resultado se sigue de la siguiente proposicion:

Proposicién 4.3.3. Si f : A — B es una inclusion de CW -complejos, entonces X
es f-local si y solo si el morfismo X — * tiene la RLP respecto a los elementos del
conjunto de f-horns aumentados.

Recordemos que son el conjunto de horns y el conjunto de horns aumentado.

Definicién 4.3.4. Sea f : A — B un morfismo inclusion de CW -complejos en
Top.

= FEl conjunto de horns en f es el conjunto de morfismos

Mf={A®@An] [ B®0An— B Aln]n > 0}.

AROA([n]

= FEl conjunto de horns aumentado de f es el conjunto

Jp = MfYUA K| = [Aln]| [n >0, n >k > 0}

Demostracion. Sabemos que X es f-local si y solo si X es fibrante, y el morfismo:
f« i map(B, X) — map(A, X) es una equivalencia débil en sSets. La primera parte
sale de que exista una elevacién en el diagrama

An, k] —= X

An] —— %
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y la segunda condicion sale de que una elevacion en el diagrama

9AM]| —C(B, X)

Al —— (A, X)

es, por la adjuncién Top(A ® X,Y) =sSets(A, map(X,Y)), lo mismo que una
elevacion en

A® Aln] HA@TA[n] B ® 0A[n] —;X

B ® Aln| *

g

Proposicién 4.3.5. Sea n > 0 y sean f, : S — D"? las inclusiones estindar
en Top. Si g : X — Y induce isomorfismo entre m; X y m;Y para i <n y cualquier
punto base, entonces g es una equivalencia f,-local.

Demostracion. En la categoria de espacios topologicos g es una equivalencia f,,-
local si existe una aproximacién cofibrante g : X — Y de g tal que para todo Z
espacio f-local g : map(Y,Z) — map(X, Z) sea una equivalencia débil.

Si ¢ induce isomorfismo entre m; X y m;Y para ¢ < n y todo punto base, enton-
ces gracias al teorema de aproximacion celular podemos elegir una aproximacion
cofibrante g : X — Y de g tal que

1. Y sea CW-complejo
2. ¢ inclusién de un subcomplejo que contiene el skeleton de Y de dimensién n.

3. toda célula de dimension n+1 de 17\5(: es adjuntada via el morfismo constante
de S™.

Recordemos que el esqueleto de dimension n de un CW-complejo es el conjunto de
celdas de dimensién menor que n. Si k = 0 el morfismo

XAk J] Y®0Ak —Y @ A[K
X@OAIK]

es justamente el morfismo X 5Y y si £ > 0 entonces es la inclusién de un
subcomplejo que contiene el (n + k)-esqueleto. Entonces, si Z es un espacio f,-local
tenemos por la proposicién 4.3.2 que todo morfismo X @ A[k] H)?@&A[k] Y ®0Alk] —

Z puede extenderse a Y ® A[k], y por lo tanto, g es una equivalencia f,-local. O
Hasta aqui hemos comprobado el siguiente resultado

Teorema 4.3.6. Sin > 0 y f, : S"™' — D"2 es la inclusion estindar en Top,
entonces la proyeccion de un espacio en la n-esima seccion de Postnikov p, : X —
P, X es una f,-localizacion.
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Demostracion. Consecuencia de las proposiciones 4.3.2 y 4.3.5 U

El objetivo de la siguiente proposicién es comprobar una especie de reciproco, es
decir, dado un morfismo que sea una equivalencia f,-local nos induce isomorfismo
en los grupos de homotopia hasta grado n.

Proposicién 4.3.7. Sean >0y f, : S — D""2 lq inclusién estindar en Top.
St g: X =Y es una equivalencia f,-local, entonces g induce isomorfismo entre
X ymY parai < n y toda eleccion de punto base en X.

Demostracion. La aplicacion P,g es una equivalencia homotdpica porque es una
fn equivalencia entre objetos f,-locales (por el Teorema 4.1.10). Para todo X la
aplicacion X — P, X induce isomorfismo en los grupos de homotopia de dimensién
menor o igual que n. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

7TZ'X 7TiY
P, X =YL 1.PY.

Todos los morfismos son isomorfismos excepto el superior. Por lo tanto g, : m; X —
m;Y es un isomorfismo para i < n. U

4.3.2. Recubridor n-conexo

Definicién 4.3.8 (Torre de Whitehead). Sea X un espacio topologico. Un recubri-
dor n-connexo de X es un espacio X (n) junto con un morfismo «, : X (n) — X
que verifican

s (X (n)=0,Vi<n
w (X (n)) 2 m(X), Vi>n.

Sntl_colocalizacién

El objetivo de esta seccién es probar que el recubridor n-conexo X (n) — X es
una S™*-colocalizacion.
Es decir, queremos establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.3.9. Sea A = S

(1) f: X =Y es una equivalencia A-colocal si y sdlo si f. : m;X — mY es un
isomorfismo para todo v > n.

(ii) X es A-colocal si y sélo si m;X =0, para todo 0 <i<n

Demostracion. Para demostrar la parte (i), observar que f : X — Y es una equi-
valencia S™"*!-colocal si y sélo si

fo: map(S™, X) — map(S"TY)
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~Y

es una equivalencia débil. O, equivalentemente, 7,111 X = T,114£Y para todo
k> 0.

Para demostrar la parte (ii) vamos a utilizar que para cualquier espacio X te-
nemos una fibracién de espacios topoldgicos ([6],Capitulo 3, Proposicién B.3.)

CoX(n) = X — Pt X,

donde C), es el funtor de reemplazo cofibrante de la estructura de modelos colocali-
zada RgnTop. Si aplicamos esta fibracién al espacio X (n) tenemos que C, X (n) ~
X (n), ya que P, 1 X(n) ~ .

Por otro lado, si X es S""!-colocal, entonce es cofibrante en Rg»Top, y por tanto
X ~ C,X. Pero la aplicaciéon X(n) — X es una equivalencia S™*!-colocal por el
apartado (i). Por lo tanto X ~ X(n). O



Capitulo 5

Estructuras de modelos como
localizacion

En este capitulo usaremos las localizaciones de Bousfield por izquierda y por la
derecha para llegar a demostrar que varias estructuras de categorias de modelos
conocidas para espacios topoldgicos, que nos dan categorias homotopicas de tipos
de homotopia truncados, son en efecto localizaciones.

5.1. Estructura de categoria de modelos para los
n-tipos

Categoria de espacios topologicos

En el articulo [3] construyen, para cada n > 0, una estructura de modelos, para
la categoria de los espacios topoldgicos, en la que las equivalencias débiles son los
morfismos que inducen isomorfismo entre los grupos de homotopia de orden menor
igual que n.

Definicion 5.1.1. Dado un morfismo f : X — Y (con X # () en Top diremos
que

s [ es una n-equivalencia débil si, para todo 0 < 1 < n y todo punto v € X se
tiene que el morfismo inducido

mi(f) : m(X,z) = m(Y, fx)
es un isomorfismo. La identidad del conjunto vacio también es una n-equivalencia
débil.
» f es una n-fibracion si f tiene la RLP respecto los morfismos D=2 — D

para 0 <k <n-+1y D" — 0D""2

= f es una n-cofibracion si tiene la LLP respecto todas las n-fibraciones triviales
(n-fibraciones que son a la vez n-equivalencias débiles).

Con estas clases de morfismos en [3] Teorema 2.2. demuestran el siguiente resul-
tado

41
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Teorema 5.1.2. La categoria de los espacios topologicos Top con las clases de n-
equivalencias débiles, n-cofibraciones y n-fibraciones tiene estructura de categoria
de modelos, la denotaremos por Top,,.

En el articulo, establecen el resultado mediante la comprobacion de todos y cada
uno de los axiomas de las categorias de modelos (ver Definicién 3.0.11).

Nuestro objetivo en esta seccion es ver que también podemos construir una
estructura de modelos, que tenga las mismas equivalencias débiles de manera formal
utilizando la localizacién de Bousfield. Como las categorias homotépicas dependen
solo de las equivalencias débiles, tendremos que la categoria homotépica construida
en [3] y la construida mediante la localizacién serdn equivalentes. Por lo tanto, en
cuestiones de homotopia sera lo mismo trabajar con una estructura que con la otra.

Tenemos por el Teorema 4.2.11 y 4.2.9 que la categoria de los espacios topolégicos
Top es celular y propia, en particular es propia por la izquierda.

Por lo tanto, podemos aplicar el Teorema 4.2.12 de existencia de localizacion de
Bousfield por la izquierda.

Considerando la estructura de categoria de modelos para Top vista en la seccion
3.3.1 y como conjunto de morfismos M = {f, : S — D""?} obtenemos que
Ly, Top existe y que

= la clase de las equivalencias débiles de L, Top es igual a la clase de equiva-
lencias M-locales de Top,

= la clase de cofibraciones de L), Top es la misma que la clase de cofibraciones
en Top, y

= la clase de fibraciones de L), Top es la clase de morfismos que tienen la propie-
dad RLP respecto los morfismos que son a la vez cofibraciones y equivalencias
M-locales en Top.

Ademss, en la seccion 4.3.1 hemos probado que las equivalencias M-locales son las
que inducen isomorfismo en los grupos de homotopia de orden i < n.
Es decir, hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 5.1.3. La localizacion de Bousfield por la izquierda de Top respecto M =
{fn: 8™ — D"} nos da una nueva categoria de modelos con

s [a clase de las equivalencias débiles de Ly Top los morfismos que inducen
isomorfismo en los grupos de homotopia de orden i < n,

» la clase de cofibraciones de Ly Top es la misma que la clase de cofibraciones
en Top y

= [a clase de fibraciones de Ly; Top es la clase de morfismos que tienen la propie-
dad RLP respecto los morfismos que son a la vez cofibraciones y equivalencias
M -locales en Top.

Una cosa importante a notar es que las dos estructuras de modelos no son la
misma. En el articulo [3] caracterizan las n-fibraciones triviales con la siguiente
proposicion.
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Proposicién 5.1.4. Un morfismo es una n-fibracion trivial si y solo si tiene la
LLP respecto OA[k] — Alk], para 0 < k <n+1.

En cambio, las fibraciones triviales que hemos obtenido en Lj,;Top son mismas
que en Top, y por lo tanto sabemos que son las que tienen la LLP respecto 0A[k] —
A[k], para todo k. Es decir, tenemos que

fibraciones triviales Ly, Top C fibraciones triviales Top,,, (5.1.1)
0, equivalentemente,

cofibraciones Top,, C cofibraciones L, Top, (5.1.2)

=

No obstante, hemos probado el siguiente resultado, que nos relaciona las dos
estructuras de modelos.

Teorema 5.1.5. Si consideramos los functores identidad
1d : Top, = Ly Top : id
tenemos que son una equivalencia de Quillen.

Demostracion. La adjunciéon es un par de Quillen ya que id : Top,, — Ly Top
conserva equivalencias débiles (ambas estructuras de modelos tienen las mismas
equivalencias débiles) y cofibraciones (por la observacion anterior).

Es ademas una equivalencia de Quillen por la Proposicion 3.2.19, ya que los
functores son los identidad y el reemplazo cofibrante es una equivalencia débil. [J

Como resumen, hemos obtenido una estructura de modelos para Top mediante
localizacién de Bousfield que tiene como equivalencias débiles los morfismos que
inducen isomorfismo entre los grupos de homotopia de orden ¢ < n. Ademsds, la
estructura L), Top es distinta a la de Top,,, pero tenemos que los functores identidad
entre Ly, Top y Top, son una equivalencia de Quillen.

Categoria de conjuntos simpliciales

En el articul [3], también construyen una estructura de modelos para los n-tipos
de la categoria de los conjuntos simpliciales.

Definicién 5.1.6. Sea f : X — Y un morfismo en la categoria de los conjuntos
simpliciales diremos que

» [ es una n-equivalencia débil si |f| : |X| — |Y| es una n-equivalencia débil
en Top,,

» [ es una n-fibracion si tiene la RLP respecto los morfismos V(p, k) — Alp]
para 0 < p < n+1,0 < k < pyrespecto los morfismos V (n+2, k) — 0A[n+2],

Y

= f es una n-cofibracion si tiene la LLP respecto todas las n-fibraciones triviales.
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Teorema 5.1.7. La categoria de los espacios simpliciales sSets con las clases de
morfismos descritas en la definicion anterior tiene estructura de categoria de mo-
delos, la denotaremos por sSets,.

Empecemos recordando los siguientes functores, entre las categorias Top y sSets

= Sing :Top—sSets functor singular.
= || :sSets—Top functor realizacién geométrica.

El functor singular pasa de un espacio topolégicos X a un conjunto simplicial y
estd definido como Sing,(X) = Top(Aln|, X).

La realizacién geométrica es la operacion que construye de un conjunto simplicial
X un espacio topoldgico | X | obtenido a partir de interpretar cada n-simplice en X
como un n-simplice topoldgico y uniéndolos entre ellos por sus bordes obteniendo
un espacio topoldgico.

Lema 5.1.8. Los functores Sing(:) y | - | son una equivalencia de Quillen.
Demostracion. [7] Ejemplo 8.5.22. O

A partir de la estructura de modelos Lj;Top que le hemos dado a Top podemos
construir una andloga para la categoria de los conjuntos, mediante la equivalencia
de Quillen

| - | : sSets = Top : Sing

ya que esta, al localizar nos da que una nueva equivalencia de Quillen

|- |+ Loam+2j—am+2155€ts = Ligamt2)j—|am+2) Top : Sing.

Observemos que |0A[n + 2]| = S™ y |A[n + 2]| = D2 con lo que

Lioafn+2)|-+|an+2) Top = Ly Top

construida anteriormente.
Ahora tenemos que X — Y en Loa[n+2—am+2)S5ets es una equivalencia débil si
es una equivalencia 0A([n + 2]-local, es decir, si

map(Y, Z) — map(X, Z) equivalencia débil en sSets VZ 0A[n + 2]-local
o lo que es lo mismo, por la equivalencia de Quillen, que
map(|Y|, |Z|) — map(|X|,|Z|) equivalencia débil en Top

y sabemos que esto sucede justo cuando |X| — |Y| es una equivalencia S"™!-local
en Top.

Por lo tanto, tenemos que una aplicacion X — Y es una equivalencia débil en
Loapn+21—am+25Sets si y sélo si su realizacién geométrica | X| — |Y| es una aplica-
cién S"*!-local en Top, y como los grupos de homotopia de un conjunto simplicial
pueden definirse como los grupo de homotopia de su realizacion geométrica, tene-
mos que hemos construido una estructura de modelos para la categoria de conjuntos
simpliciales con equivalencias débiles las que inducen isomorfismo entre los grupos
de homotopia de orden menor que n.
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5.2. Estructura de categoria de modelos para los
espacios n-conexos

Categoria espacios topoldgicos punteados

En el articulo [4] construyen, para cada n > 0, una estructura de modelos, para
la categoria de los espacios topolégicos punteados, en la que las equivalencias débiles
son los morfismos que inducen isomorfismo entre los grupos de homotopia de orden
mayor que 7.

Definicién 5.2.1. Dado un morfismo f : X — Y en Top, diremos que

= f es una equivalencia-n débil si, para todo i > n y todo punto x € X se tiene
que el morfismo inducido

mi(f) :m(X,z) = m(Y, fx)
es un isomorfismo.

» [ es una fibracion-n si f tiene la RLP respecto los morfismos
V(p, k)/skn-1V (p, k)| = D*
para todop >n y0 <k <p.
s [ esuna cofibracion-n si tiene la LLP respecto todas las fibraciones-n triviales.

Con estas clases de morfismos en [4] Teorema 1.3. demuestran el siguiente resul-
tado

Teorema 5.2.2. Para todon > 0, la categoria de los espacios topologicos punteados
Top, con las clases de equivalencias-n débiles, cofibraciones-n y fibraciones-n tiene
estructura de categoria de modelos, que denotaremos por Top?.

En el articulo, establecen el resultado mediante la comprobacion de todos y cada
uno de los axiomas de las categorias de modelos 3.0.11.

Nuestro objetivo en esta seccion es ver que podemos construir una estructura de
modelos, mediante una localizacion de Bousfield, que también tenga de equivalencias
débiles las equivalencias-n débiles.

Por el Teorema 4.2.11 y 4.2.9 tenemos que la categoria de los espacios topolégicos
Top. es celular y propia, en particular es propia por la derecha.

De este modo, podemos aplicar el Teorema 4.2.13 de existencia de localizacién de
Bousfield por la derecha.

Considerando la estructura de categoria de modelos para Top, vista en la seccién
3.3.1 y como conjunto de objetos K = {S™"*1}, denotemos por M el conjunto de las
equivalencias K-colocales obtenemos que R,;Top, existe y que

= la clase de las equivalencias débiles de R),C es igual a la clase de equivalencias
M-colocales de Top,
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= la clase de fibraciones de Rj;;Top. es la misma que la clase de fibraciones en
Top., y

= la clase de cofibraciones de R);Top, es la clase de morfismos que tienen la pro-
piedad LLP respecto los morfismos que son a la vez fibraciones y equivalencias
M-colocales en Top,.

Ademas, en la seccién 4.3.2 hemos probado que las equivalencias M-colocales
son las que inducen isomorfismo en los grupos de homotopia de orden i > n.
Es decir, hemos demostrado el siguiente teorema

Teorema 5.2.3. La localizacion de Bousfield por la derecha de Top, respecto M, las
equivalencias K -colocales con K = {S" ™'} nos da una nueva categoria de modelos
Ry Top,, con

= [a clase de las equivalencias débiles de Ry; Top, los morfismos que inducen
tsomorfismo en los grupos de homotopia de orden v > n,

» la clase de fibraciones de Ry Top, es la misma que la clase de fibraciones en
Top. y

s [a clase de cofibraciones de Ry Top, es la clase de morfismos que tienen la
propiedad LLP respecto los morfismos que son a la vez fibraciones y equiva-
lencias M -colocales en Top,.

Observacién 5.2.4. En el la seccién 5.1 hemos demostrado el Teorema 5.1.5 que
nos decia que los functores identidad entre las dos estructuras de modelos para los
n-tipos eran una equivalencia de Quillen. En esta seccién, aunque no lo demostrare-
mos, seguramente hay un Teorema parecido entre la estructura de Top” y Ry, Top.

Categoria de espacios simpliciales punteados

Con un razonamiento parecido al de la seccién anterior mediante la equivalencia
de Quillen de Sing y | - | podemos construir una estructura de modelos para los
conjuntos simpliciales n-conexos.

5.3. Estructura de categoria de modelos para los
[n, m]-tipos
Categoria espacios topoldgicos punteados

Dados m > n > 0, en el articulo [5] muestran que existen dos estructura de
categoria de modelos en la que las equivalencias débiles son los morfismos que
inducen isomorfismo entre los grupos de homotopia de ordenes comprendidos entre
n y m. Dependiendo de la eleccién de las fibraciones.

Definicién 5.3.1. Para todo par de enteros m > n > 0 consideraremos las siguien-
tes familias de morfismos.
Dado un morfismo f: X —Y en Top,, diremos que
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» [ es una [n, m|-equivalencia débil si, para todon < i < m y todo punto x € X
se tiene que el morfismo inducido

mi(f) :m(X,z) = m(Y, fx)
es un isomorfismo.

» [ es una [n,ml-fibracion si f tiene la RLP respecto las inclusiones

[V (p, k)/skn1V(p, k)| = [Alpl/ skn-1Ap]]

para todo p que verifiguen < p <m y 0 <k <p, y respecto
\V(m+2,k)/skn_1V(m+2,k)| — |0A[m + 2]/sk,_10A[m + 2|

para 0 < k <m + 2.
Un morfismo que es a la vez una [n, m|-equivalencia débil y una [n, m]-fibracion
diremos que es una [n,m|-fibracion trivial.

» [ es una [n, m]-cofibracion si tiene la LLP respecto todas las [n, m]-fibraciones
triviales.
Un morfismo que es a la vez una [n, m|-cofibracion y una [n, m|-equivalencia
débil diremos que es una [n, m]-cofibracion trivial.

Definicién 5.3.2. Para todo par de enteros m > n > 0 consideraremos las siguien-
tes familias de morfismos.
Dado un morfismo f: X — Y en Top,, diremos que

» [ es una [n,m|'-equivalencia débil si es una [n, m]-equivalencia débil.

» [ esuna[n,m|'-fibracion si f si es una [n, m]-fibracion y tiene la RLP respecto
las inclusiones

|0A[p]/skn-10A[p]| — |Alp]/skn-1A[p]]
para todo p > m + 2.

Y de forma similar que en la definicion anterior se definicion anterior, definimos
las [n, m)'-fibraciones triviales, las [n, m|'-cofibraciones y las [n, m] -cofibraciones
triviales.

Con estas clases de morfismos en [5] Teoremas 2.2. y 2.2.” demuestran los siguien-
tes resultados

Teorema 5.3.3. Para todo par de enteros m > n > 0, la categoria de los espacios
topoldgicos Top. con las clases de [n, m|-equivalencias débiles, [n, m|-cofibraciones
y [n, m|-fibraciones tiene estructura de categoria de modelos.

Teorema 5.3.4. Del mismo modo, para todo par de enteros m > n > 0, la cate-
goria de los espacios topoldgicos Top, con las clases de [n, m|'-equivalencias débiles,
[n, m)'-cofibraciones y [n, m| -fibraciones tiene estructura de categoria de modelos.
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En el articulo, establecen el resultado mediante la comprobacion de todos y cada
uno de los axiomas de las categorias de modelos 3.0.11.

Nuestro objetivo en esta seccién es ver que podemos obtener una estructura de
modelos, mediante localizaciéon de Bousfield, que tenga como equivalencias débiles
las [n, m]-equivalencias.

La idea es primero hacer una localizacion de Bousfield por la izquierda y luego
hacerla por la derecha. La razén es que para poder aplicar los teoremas de existen-
cia de localizaciéon de Bousfield por la izquierda (4.2.12) y por la derecha(4.2.13)
necesitamos que la categoria de la que partimos sea propia por la izquierda y por
la derecha, respectivamente.

Como tenemos que la categoria de espacios topologicos Top, es propia y celular,
podemos aplicar los dos teoremas.

Recordemos que en la proposicion 4.2.14 hemos visto que la localizacién de Bous-
field por la izquierda de una categoria propia es propia por la derecha si y solo
si la localizacién es una nulificacién, es decir, localizamos respecto un morfismo
fi:A—x

Por lo tanto, tenemos que la categoria para los m-tipos construida en la seccién
5.1 sera propia por la derecha, gracias a la proposicién 4.2.14, y podremos aplicar
el teorema de existencia de localizacién de Bousfield por la derecha(4.2.13).

Repitiendo el proceso hecho en la seccion 5.2 para la categoria L), Top, y con-
siderando K = S™ obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.3.5. La localizacion de Bousfield por la izquierda y por la derecha (en
este orden) de Top, respecto M = {S™ — D™+2} y respecto K = {S™} nos da
una nueva categoria de modelos Ry Ly Top,, con

= Ja clase de las equivalencias débiles de Ry Ly Top, los morfismos que inducen
isomorfismo en los grupos de homotopia de orden entre n y m,

s [a clase de fibraciones de Ry Ly Top, es la misma que la clase de fibraciones
en Ly Top,, es decir la clase de morfismos que tienen la propiedad RLP
respecto los morfismos que son a la vez cofibraciones y equivalencias M -locales
en Top,, y

» la clase de cofibraciones de Ry Ly Top, es la clase de morfismos que tienen
la propiedad LLP respecto los morfismos que son a la vez fibraciones y equi-
valencias débiles de Ry Ly Top,.

Observacion 5.3.6. En el la seccion 5.1 hemos demostrado el Teorema 5.1.5 que
nos decia que los functores identidad entre las dos estructuras de modelos para
los n-tipos eran una equivalencia de Quillen. En esta seccién, aunque no lo de-
mostraremos, seguramente hay un Teorema parecido que nos relacione la categoria
construida en el articulo [5] con la categoria del Teorema 5.3.5.



Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo he tenido la oportunidad de estudiar las categorias de modelos,
un marco en teoria de categorias, que permite desarrollar la teoria de homotopia
de forma abstracta. Por otro lado he estudiado las localizaciones de categorias de
modelos, cuyo objetivo es construir una nueva estructura de modelos para la misma
estructura con mas equivalencias débiles. En particular me he introducido en las
localizaciones de Bousfield y he estudiado bajo que condiciones existen.

Las localizaciones de Bousfield me han permitido alcanzar los objetivos del traba-
jo, es decir, llegar a construir una estructura de categoria de modelos para espacios
topoldgicos y conjuntos simpliciales para n-tipos, espacios n-conexos y para [n,m]-
tipos.

En cierta forma podriamos decir que el trabajo no muere aqui. Después de ha-
ber alcanzado los objetivos se abren dos nuevas lineas que me empujan a seguir
investigando en este campo.

La primera seria las dos observaciones que aparecen en el tltimo capitulo, sobre la
relacion que hay entre las estructuras ya conocidas y las construidas en la memoria.
Es decir, intentar ver si las dos estructuras son equivalentes en el sentido de Quillen.

La segunda seria darle uso a estas estructuras. Es decir, ya que he construido
estas estructuras de modelos mediante localizaciones de Bousfield, usar este hecho
para estudiar mas a fondo las estructuras de tipos de homotopia truncados.
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