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INTRODUCCION

Los trabajos de esta memoria persiguen un doble objet�
va. Por un lado se ha pretendido ahondar en modelos de camp�

cristalino para cationes 3dn y su correlación con los datos

experimentales, de sustancias de interés catalítico y básico.

En segundo lugar, se trataba de iniciar un estudio amplio y

ambicioso sobre sistemas desordenados. Nosotros en esta Te -

sis, hemos estudiado sistemas ferromagnéticos diluidos y se

han utilizado modelos de campo medio y de simulación Monte

Carla para determinar diferentes magnitudes macroscópicas, a

la vez que contestar a ciertas preguntas fundamentales, refe

ridas al comportamiento crítico de estos sistemas.

En el capítulo primero de este trabajo se desarrolla

un formalismo matemático general que permite determinar la

estructura electrónica de cationes 3dn situados en el seno

de un campo cristalino, a partir de las propiedades magnéti­
cas de la molécula considerada. En el caso particular de

iones 3d5 sometidos a un campo cristalino de elevado carac­

ter tetragonal, hemos obtenido expresiones analíticas que de�
criben la dependencia con la temperatura de la susceptibili­

dad y los momentos eficaces según las direcciones principales

de la molécula.

En el capítulo 2,se aplican los modelos citados al es­

tudio de las propiedades magnéticas, y en consecuencia,de la



2

estructura electrónica, de algunos compuestos sintéticos aná

logos a las porfirinas naturales (ftalocianinas). En el Apé�

dice 2.1 se comprueba la validez del modelo particular para

cationes 3d5, comparando las predicciones teóricas con los

resultados experimentales para algunas mioglobinas férricas.

,

El capítulo 3 está dedicado al estudio de tres teorías

de campo medio de tipo Bethe-Peierls que describen dos situ�

ciones particulares que se dan con frecuencia en sistemas ma�

néticos "desordenados" : i) sistema ferromagnético 1sing con

dilución de impurezas no-magnéticas, ii) sistema ferromagné-

tico 1sing con dilución de enlace. La validez de estas teo.-

rías se pone de manifiesto comparando con algunos resultados

experimentales y de simulación Monte Carlo, asi como con las

predicciones de teorías más sofisticadas.

Por último, en el capítulo 4 presentamos un estudio Mon

te Carlo de un sistema 1sing tridimensional diluido con imp�

rezas no-magnéticas. De la simulación Monte Carlo se obtie -

nen las dependencias con la temperatura de las principales

magnitudes termodinámicas que caracterizan el sistema magn�
tico. El estudio se restringe a concentraciones de impurezas

relativamente pequeñas (x � 0.2). Un análisis detallado de los

resultados nos ha permitido deducir importantes consecuencias

sobre el comportamiento crítico de este sistema.
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CAPITULO 1

SUSCEPTIBILIDAD PARAMAGNETICA. (MODELO ATOMICO)

1.1- Introducción

Existe una gran variedad de compuestos organometálicos

de gran relevancia en procesos biológicos (nucleótidos, hem�

proteinas ... ) cuyas propiedades físicas están fuertemente r�

lacionadas con la estructura electrónica del metal de transi

ción contenido en la molécula. También, algunas porfirinas

sintéticas,de interés industrial, presentan dependencias pa­

recidas en sus propiedades físicas (ftalocianinas de metales

de transición). Buenos ejemplos de este tipo de problemáti -

ca son los trabajos de Eicher et a} (1969, 1975 Y 1976), Ba­

de et al (1976) y Thomanek (1977), en que a partir de medi­

das de la susceptibilidad magnética y del desdoblamiento cua

drupolar en función de la temperatura determinan la estruc -

tura electrónica del ion hierro, contenido en algunas hemo -

proteinas, correlacionándola con la afinidad por oxígeno de

la molécula. Rispin et al (1978) relacionan los parámetros

de anisotropía magnética a campo cero de un grupo de compue�

tos orgánicos con la estructura electrónica del catión cen -

tral. En un trabajo previo a los anteriores Harris (1968)

propone un modelo para calcular la susceptibilidad magnética

de metales de transición sometidos a campos cristalinos in -

tensos, que posteriormente fue aplicado al estudio de diver-
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sas biomoléculas y compuestos afines, con notable éxito.

En este trabajo describimos un modelo para �alcular la

susceptibilidad magnética de un ion de metal de transición,

situado en el seno de un campo cristalino, a partir de su e�

tructura electrónica. El método se desarrolló siguiendo las

lineas básicas del modelo de Eicher et al (1975), introdu -

ciendo algunas mejoras que lo hacen más general. Por ejemplo,

en nuestro modelo no es necesario realizar ninguna hipótesis

acerca de la intensidad del campo cristalino respecto al ha­

miltoniano de repulsión dé Coulomb, y la interacción con el

campo magnético se trata de una forma más simple y a la vez

más exacta. En la práctica, el cálculo debería realizarse en

sentido inverso al propuesto, ya que normalmente se dispone

de los datos de susceptibilidad magnética y se pretende cal­

cular la estructura electrónica del metal de transición estu

diado. Por desgracia, el cálculo planteado en estos términos

es inviable, dado que en la mayoría de los casos las ecuacio

nes implicadas no son analíticas. Para solventar este incon­

veniente aplicaremos un método de ensayo y error : a partir

de una estructura electrónica determinada se calcula la sus­

ceptibilidad magnética asociada y se compara con los datos

experimentales, hasta encontrar una configuración electróni­

ca que reproduzca bien los resultados experimentales. En los

apartados que siguen a continuación se tratan estas cuestio­

nes con más detalle.



5

1.2- Susceptibilidad de un ion 3dn en un campo cristalino

La estructura electrónica de los electrones de las ca-

pas incompletas de un ion determina las propiedades magnéti-

cas de éste. La dependencia con la temperatura de la suscep-

tibilidad y el diamagnetismo atómico se explican a través del

diagrama de niveles de las capas externas del ion considera-

do. De ahí que podamos utilizar las propiedades magnéticas

macroscópicas de un sistema para deducir importantes conse -

cuencias sobre los estados electrónicos de los iones que lo

componen.

En este capítulo vamos a establecer el formalismo mat�

mático que relaciona los niveles electrónicos de un ion con

la susceptibilidad_�agnética de éste. Estudiaremos,en primer

lugar, los términos que constituyen el hamiltoniano de un ion

en el seno de un campo cristalino.

(1.2.1)

H contiene la energía cinética y potencial de los electrones
o

que forman el sistema atómico y,en realidad,no tiene ninguna

influencia sobre las energías relativas de los diferentes ni

veles electrónicos que aparecen al considerar otros-términos

del hamiltoniano. Por este motivo, vamos a despreciar su ef��
to en los cálculos que siguen a continuación. Los tres térm�
nos restantes son respectivamente: la repulsión electrón-elec



6

trón (energía de Coulomb), el potencial de campo cristalino

y el hamiltoniano de acoplamiento espín-órbita. Para conocer

el diagrama de niveles electrónicos de un ion deberemos dia­

gonalizar el hamiltoniano (1.2.1) en la base de los N multi­

pletes electrostáticos de la capa incompleta. En la mayoría

de los casos, la complejidad del problema hace imposible en­

contrar soluciones analíticas, y ni siquiera es posible apli­

car un tratamiento numérico exacto, debido a la enorme canti

dad de memoria de ordenador y tiempo de cálculo que sería

necesario. Por todo ello, proponemos un metodo pseudo-pertur

bativo para determinar con suficiente exactitud las funcio -

nes propias del hamiltoniano (1.2.1).

Para los iones de metales de transición 3dn, que es el

caso particular al que vamos a aplicar nuestro formalismo,

la parte más importante del hamiltoniano (1.2.1), que llama­

remos H', está constituida por los términos de repulsión de

Coulomb y de campo cristalino (en los complejos organometál�
cos son del mismo orden de magnitud), mientras que la energía

asociada al acoplamiento espín-órbita es dos o tres órdenes

de magnitud más pequeña. Por lo tanto, la representación ma­

tricial de H en la base de funciones própias de H' es "cuasi­

diagonal" (los elementos fuera de la diagonal son dos o tres

órdenes de magnitud más pequeños).

La diagonalización de H' en la base I LMlSMs) es bas -

tante más simple que la de H, ya que H' no actua sobre la



7

parte del multiplete electrostático dependiente del espín,

siendo su representación matricial diagonal a cajas en cual-

quier base que incluya explicitamente el espín. La matriz H'

[ L (2L + 1) (28 + 1)] 2
se puede descomponer en

n submatrices de espín definido, cada una de ellas de dimen-

de dimensión

[L (2L + 1)] 2
(donde el sumatorio se extiende a los

valores de L compatibles con cada 8).

sión

De las funciones propias así obtenidas, �e seleccionan

aquellas que corresponden a un rango de energías más bajas,

y que presumiblemente no van a ser afectadas de forma signi-

ficativa por el resto de niveles excitados a través del ha-

mil toniano H - H'. En esta base reducida se rediagonaliza el

hamiltoniano completo H, incluyendo el término de acoplamien

to espín-órbita. Mediante este proceso se obtiene una buena'

aproximación a la estructura de niveles más baja del hamilt�
niano (1.2.1), evitando los problemas de una diagonalización

directa.

El siguiente paso consiste en determinar el momento

magnético f ' en presencia de un campo' magnético B, aso -

ciado a cada uno de los niveles n > , obtenidos de la diago

nalización del hamiltoniano total H. El momento magnético de

un nivel electrónico en la dirección del campo magnético B,
se define como:

fi (B)
4 Ei

= ---

�IÉI
(1.2.2)



8

donde Ei es el iésimo valor propio del hamiltoniano

H = H' + H + H
so m (1.2.3)

siendo H el hamiltoniano que describe la interacción con elm

campo magnético externo B. Para determinar los valores pro -

pios del hamiltoniano (1.2.3) debenos rediagonalizar el nue-

vo hamiltoniano total H en la base reducida de funciones pr�

pias de H'. Este método es valido para los órdenes de magni-

tud de los campos magnéticos que normalmente se manejan en

el laboratorio ('\... 1 tesla), ya que H es cinco órdenes de
m

magnitud menor que H' y puede considerarse como una.perturb�
ción a éste. Es importante hacer notar que nos hemos decidi-

do a utilizar una diagonalización "cuasi-exacta" del hamil -

toniano (1.2.3), en lugar de la clásica ecuación de Van Vleck

(segundo orden de teoría de perturbaciones). La razón de es-

ta elección estriba en la inexactitud de la ecuación de Van

Vleck cuando la diferencia de energías entre estados propios
de (1.2.1) es comparable a la energía de interacción con el

campo magnético.

El valor medio de la magnetización de un ion, en la di

rección del campo magnético B, a una temperatura T, puede cal

cularse a través de la función de distribución de estados

Boltzman.

L Pi CE) exp(-Ei/kT)

L eXP(-Ei/kT)
(1.2.4)
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para poder comparar con datos experimentales procedentes de
muestras policristalinas, en que los microcristales están
orientados al azar respecto a la dirección del campo magnét�
co, debemos realizar un promedio espacial de los diferentes
valores de < M( B) / T' En la práctica, basta calcular los va­
lores medios de la magnetización según los tres ejes princi-
pales de la molécula y promediar.

(1.2.5)

Por último, la susceptibilidad magnética media a una

temperatura T, se calcula como el cociente entre la magnet�
zación <M'T y el módulo del campo magnético.

N
a (1.2.6)

donde N es el número de Avogadro. En la mayoría de los ca -

a

sos, .la ejecución de todo el proceso hasta llegar a la expr�sión (1.2.6) es 10 suficiente compleja como para no permitir
una resolución analítica del problema. Por este motivo, he -

mos construido un programa de cálculo general, que partiendo
de la base de multipletes electrostáticos de la configuración
deseada, determina el diagrama de niveles correspondiente a
un conjunto de valores de los parámetros que intervienen en
el hamiltoniano (1.2.3), y simula la susceptibilidad magnét�ca macroscópica del sistema. En apartados posteriores trata-
remos con más detalle los métodos numéricos empleados para
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deducir la estructura de niveles electrónicos de un ion, a

partir de medidas experimentales de la susceptibilidad magn�

tica.

1.3- Hamiltoniano de repulsión electrón-electrón

El hamiltoniano de ·Coulomb expresa la energía de repul

sión electrostática entre parejas de electrones. El operador

que describe esta interacción es L e2 Ir ... El elemento

i<j
lJ

.

de matriz de este operador en la base de los multipletes elec

trostáticos adopta la forma siguiente (Weissbluth 1978):

2
e f lnO(\L' S')r ..
lJ

=L
K

(1.3.1)

K
donde F son las llamadas integrales de Slater, que represe�

tan la parte radial del elemento de matriz. fK es la parte

angular del elemento de matriz (1.3.1) y se calcula mediante

la siguiente expresión:

.lo. (21 + 1)2C
k

:¡
2

[ 2L � 1 D<. 1no¿ L S 11 U (K )11 lnO(.'L'S'>f 2
fK =

2
O O

0(,' L I

-

21
n

+ 1 ] (1.3.2)

siendo U(K) el K-ésimo operador unitario multielectrónico.

Los elementos de matriz (1.3.2) para los metales de transi _

ción 3dn han sido tabulados por Nielson y Kolster (1964). El

operador repulsión de Coulomb es independiente del espín y
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da idénticos resultados para cualquiera de las componentes
, . 2s + 1

del termlno Rusell-Saunders L.

Normalmente, para los metales de transición 3dn se uti

lizan las integrales de Slater renormalizadas FK (Mizushima

1970)
K

, que se relacionan con las F por:

1 1

(1.3.3)
49 441

Abragam y Bleaney (1970) recopilan un gran número de valores

de las integrales de Slater en diversos compuestos de metales

de transición 3dn.

1.4- Hamiltoniano de campo cristalino

El hamiltoniano de campo cristalino representa la ac -

ción del conjunto de ligandos,que unen un ion a una molécula,

sobre los electrones de la capa de valencia de éste. Su efec

to se describe mediante una distribución efectiva de cargas

que crean el potencial eléctrico VLF. En general, el poten -

cial de campo cristalino en una posición determinada de una

molécula es una función compleja de las coordenadas espacia-

les y las distribuciones de car-ga efectivas de los ligandos.

Existen diversos tratamientos matemáticos que implican dife-

rentes desarrollos del potencial VLF. Algunos simplifican el

cálculo de los vectores y funciones propias, mientras que

otros son más fáciles de relacionar con propiedades físicas
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de la molécula. En este trabajo utilizaremos el desarrollo

multipolar en armónicos esféricos del potencial VLF, por ser

uno de los métodos más eficaces cuando se quiere obtener re-

sultados cuantitativos y fácilmente comparables con datos ex

perimentales.

El potencial de campo cristalino VLF a una distancia r

del origen de coordenadas, se escribe en función de los armó

nicos esféricos mediante el desarrollo:

w k

VLF(r) = L L akq )k(r) Y� (11, �)
k=O q=-k

(1.4.1)

Los elementos de matriz correspondientes a la representación

matricial de VLF son de la forma:

k

=LL
k q=-k

akq <. "Y' I fk (r) Y� ( e- , � ) I "1'1 >­
(1.4.2)

factorizando las partes radial y angular de las funciones de

onda:

21 k

(lR(r) A('?-) I VLF(r) ¡lR' (r) Al (�» = LL akq¿;R(r)1 ?k(r)! R'(r»
k=O q=-k

. < A (�) I Y� ( (1 , � ) I A I (�) >

(1.4.3)
donde akq <R(r) lf'k(r)1 R' (r-) = ckq(r) representan las inte-

grales de la parte radial y tienen unidades de energía. Estos

coeficientes son difíciles de calcular de forma analítica, ya
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que normalmente no se conocen las funciones de onda radiales

R(r) de un ion en una molécula, ni los coeficientes del po -

tencial efectivo ak . Por este motivo, parametrizaremos los
q,

elementos de matriz (1.4.3) en función de los coeficientes

efectivos ckq que recogen todos los efectos radiales del po­

tencial VLF.

El primer sumatorio de (1.4.3) se extiende sólo a los

valores de k compatibles con la desigualdad triangular :

21 � k � O. En particular, para los metales de transición 3dn

el término mayor que puede aparecer en la serie es k = 4.

Por otro lado, los términos que intervienen en el desarrollo

(1.4.3) están condicionados por los elementos de simetría del

potencial efectivo VLF. Además, la forma del elemento de ma­

triz (1.4.3),cuando se aplica a electrones de una capa 3dncon

igual momento angular, implica que el potencial VLF debe ser

una función par; este hecho añade un centro de inversión a

cualquier geometría molecular y descarta los armónicos esf�
ricos de k impar en el desarrollo (1.4.3). Combinando todos

estos condicionamientos podemos escribir la expresión más g�

neral del potencial VLF (que no tiene ningún elemento de si

metría)(Paul Caro 1976) para un ion 3dn :

(1.4.4)
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donde yk es una combinación lineal de los armóhicos esféri­
_::q

yk . La simetría local de las moléculas que estu­
-q

cos yk Y.

q

diaremos en apartados posteriores de este trabajo se aproxi-

ma con bastante precisión a una simetría cúbica con distor -

sión axial (simetría tetragonal, D4h); en consecuencia el p�

tencial efectivo (1.4.4) debe restringirse a los términos

compatibles con los elementos de simetría del grupo puntual

D4h, En el sistema de coordenadas en que z coincide con el

,

eje cuaternario, el potencial efectivo VLF para una simetría

D4h se escribe como:

(1.4.5)

Para dar mayor sentido físico a los coeficientes ckq del po­

tencial, vamos a referirlos a los desdoblamientos energéticos

(E: 1 é. 2 €. 3) producidos por el potencial (1.4.5) sobre los or­

bitales monoparticulares 3d1 (Figura 1.1). Diagonalizando el

hamiltoniano (1.4.5) en la base de estados monoparticulares

3d1 se puede hallar la relación existente entre E. 1 E..
2 E.

3 Y

c20 c40 Y c44· Reescribiendo el potencial (1.4.5) en función

de E. 1 E. 2 é.
3

se obtiene la siguiente expresión final para el

hamiltoniano de campo cristalino de simetría D4h

114
=

� 70
(é. 3 + 6 é.

2
..,. 8 E.1) v¿ +

; t:3• (V4
+

+ �; (E 3
- E

2
- t: 1) v� (1.4.6)
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2 2
dX-Y
d Z2

dxz,dvz
dXY

Figura 1.1- Desdoblamiento de los estados monoparticulares

3d1 sometidos a un campo cristalino de simetría tetragonal.
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k
donde los operadores V son proporcionales a los armónicos

q

esféricos. Este es el hamiltoniano de campo cristalino que

utilizaremos en los cálculos posteriores.

1.5- Hamiltoniano de acoplamiento espín-órbita.

El hamiltoniano de acoplamiento espín-órbita para N

electrones está descrito por la siguiente expresión:

H
so

l. s.
l l

(1.5.1)

donde l. Y s. son los operadores monoparticulares de momento
l l

angular y espín. \ (ri) representa la parte radial de la

energía y se conoce como constante de acoplamiento espín-ór-

bita. Como ya hemos discutido en el primer apartado de este

capítulo, el hamiltoniano de acoplamiento espín-órbita H
so

debe diagonalizarse en la base de funciones propias de H +
ee

Hcf ' que está formada por combinaciones lineales de multipl�

tes electrostáticos. En consecuencia, la representación matr!

cial de H en dicha base se reduce al cálculo de elementos
so

de matriz de la forma: (CXLMl SMs I Hso I O(IL I

Mi S
I

M� > . Desarro

llando (1.5.1) en función del producto tensorial de dos ope-

radares irreducibles:

H =

� (-l)q f (s(l)l (1)).so � \ q -q l

i q

(1.5.2)

s. Y l. son operadores tensoriales de orden uno, por lo tan­
l l
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to, q sólo puede tomar valores enteros comprendidos entre 1

y -1. El elemento de matriz del hamiltoniano (1.5.2) sólo es

distinto de cero cuando se acoplan estados con tercera comp�

nente de espin o (y) momento angular que difieran como m�xi-

mo en una unidad. Aplicando el teorema de Wigner-Eckart al

elemento de matriz del hamiltoniano (1.5.2) se obtiene la si

guiente expresión:

<O<.LM SM I H I 0(' L 1M I S 1M I > =

1 s so 1 s

(_l)q+S+L-Ml -Ms(
S

-M
s

1

SI)(
L

q MI -M
s 1

1

-q

Para calcular el elemento de matriz reducido que interviene

en (1.5.3) utilizaremos el operador monoparticular v(ll) que

se define como: v(ll) = u(l) s(l), donde u(l) es el operador

unitario monoparticular de orden uno,el cual se relaciona f�

cilmente con el operador 1 a través de la expresión:

< 1 11111 1)

�(21+1)(1+1)1
(1.5.4)

Sustituyendo (1.5.4) en (1.5.3) y definiendo el operador

V(ll) Lt
í

1 t'
.

d d (11)mu le ec ronlCO como suma e opera ores v .

monopar-

ticulares, se obtiene la expresión final del elemento de ma-

triz (1.5.3):
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/ O<. LM SM I H , 0(' L 1M I S 1M' ......
� 1 s so 1 s/

= (-1) q+L+S-Ml -Ms (
S

-M
s

1 SI\
q MI )

S

1

LI)I(\(r)/ln-q Mi
( 21 + 1) ( 1 +1) 1 <,IX LS 11 V ( 11 )11 0(1 LIS I/,

(1.5.5)

donde .( � (r) )' In es la integral radial del potencial de aco­

plamiento espín-órbita para la configuración In. Normalmente

se conoce como constante de acoplamiento espín-órbita y su

valor depende de la capa electrónica considerada. Los valo-

res de la constante de acoplamiento espín-órbita para los

iones de metales de transición (3dn) están tabulados en la

bibliografía (ver por ejemplo: Abragam 1970).

La reducción del momento angular de un ion debido a

efectos de covalencia se puede tener en cuenta introduciendo

un parámetro semiempírico ex.
, menor que la unidad, que di�

minuye de forma multiplicativa la constante de acoplamiento

espín-órbita del ion libre: �. . Normalmente esta
lon

aproximación se considera como valida cuando � �O.75.

1.6- Hamiltoniano de interacción con el campo magnético

El efecto producido por un campo magnético externo so

bre los niveles electrónicos de un ion se puede estudiar en

términos del hamiltoniano:

Hm = f B ( L + g
s
S ) (1.6.1)
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donde j3 es el magnetón de Bohr y gs la constante giromagné­

tica del espín electrónico. Desarrollando los productos esca

lares que aparecen en (1.6.1) se obtiene:

H = � B (L + g S ) + B B (L + g S ) + BB (L + g S )m F x x sx ry y sy ¡-z z sz

(1.6.2)

y utilizando los siguientes cambios:

B ;:: B cos � L = L + iL
z + x - y

+ .� (1.6.3)
B = B sin 9' e

-
1

S = S + iS
+ + x - y

llegamos finalmente a la expresión:

(L +g S )]+ s +

(1.6.4)

Sustituyendo (1.6.4) en (1.6.1) y haciendo uso de propieda -

des elementales de los operadores L y S se obtiene la expre+ + -

sión final del elemento de matriz del hamiltoniano Hm en la

base de los multipletes electrostáticos:

<O( LM1SMs I Hm I o('L'Mp' M� > = 13 [B cos i)-(M1 + gsMs) � M1Mi J MsM�

+�Bsin17(cosi+isinr) [\)L(L+1)-Mi(Mi -l)�M'M +1bM MI
1 1 s S

+gs VS(S + 1) -M�(M� -1) �M MI �M'M +lJ +�B sin8'(cosi-1 1 s s

+ g VS(S+1)-M' (M'+1)s s s

(1.6.5)
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1.7- Momento magnético asociado a un ni�el electrónico

Como ya hemos discutido en un apartado precedente, el

momento magnético de un nivel electrónico se define como la

derivada parcial de la energía del estado respecto al módulo

del campo magnético (1.2.2). Sin embargo, este método tiene

el inconveniente de que en el caso que no se disponga de ex­

presiones analíticas para los valores própios Ei, donde la

dependencia en el campo magnético esté de forma explícita,

se debe calcular la derivada utilizando métodos numéricos.

Por desgracia el cálculo de una derivada numérica es una cues

tión delicada, ya que la precisión del resultado depende sen

siblemente del paso de derivación y del número de puntos em­

pleados. Estos inconvenientes desaconsejan la utilización di

recta de (1.2.2) cuando exista--etro método alternativo. A

continuación proponemos un formalismo que permite determinar

el momento magnético asociado a un nivel electrónico evitan­

do los problemas anteriores.

Supongamos que i 10 •• 'f n es la base de funciones pro­

pias del hamiltoniano total H y E1 ... En los valores propios

correspondientes; de forma que entre ellos se cumple la rela

ción:

(1.7.1)

aplicando el operador derivada respecto al módulo del campo

magnético a cada lado de la expresión (1.7.1):
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=

(1.7.2)

multiplicando a ambos lados de (1.7.2) por la función de on-

da compleja conjugada iésima:

1
� H

I
*

<�. ----:::- �. � = �. (-f.)LP. = =]', ; (1.7.3)\ l �\ B l l / \ l l \ l l

Las funciones propias '{ i son combinaciones lineales

de las funciones de onda '1' i en las que se diagonalizó el ha

miltoniano H. Por lo tanto, si escribimos (1.7.3) en función

de la base l' i se obtiene:

n
�H

n

* �H
- M. =<'C( . ·1'·1-1�D(l'\{'l> = �O( . '\)(1'<: Y·I-ILt'l>/ l 4- Jl J �\Bl L l ¡;_ Jl l J �\É\J=l 1=1 J ,1

(1.7.4)

esta expresión equivale en notación matricial a:

O(1i

(1.7.5)
* * I�H I'\JI= -(<X1i'····'o(ni) (<.1Yj �IBI 11/)

o¿ ni

donde la expresión central es la representación matricial del

operador derivada del hamiltoniano respecto al módulo del cam

po magnético, en la base antigua 'Y i' Este operador se cal­

cula fácilmente, ya que H depende explicitamente de B y por

lo tanto H se puede derivar analíticamente. La expresión

(1.7.5) nos permite determinar el momento magnético asociado
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a. la función de onda � i � través de un simple producto de

matrices, eludiendo los problemas que conlleva el manejQ de

derivadas numéricas.

1.8- Comparación con el experimento

En los apartados precedentes hemos descrito el forma-

lismo que nos permite calcular la susceptibilidad magnética

de un ion en función de una serie de parámetros que dependen

del tipo de ion,y de la naturaleza y simetría del entorno en

que se encuentra. Estos parámetros son: la integrales de Sl�

ter F
2

F
4'

las diferencias energéticas t 1 E. 2 t 3 entre los

niveles monoparticulares 3d1 (correspondientes a un campo

cristalino D4h)' el parámetro de covalencia o< que afecta a

la constante de acoplamiento espín-órbita y por último el mó

dula y la dirección del campo magnético aplicado para medir

la susceptibilidad.

Nuestro objetivo estriba en la determinación de la es-

tructura electrónica de un ion mediante la comparación de la

dependencia teórica y experimental de la susceptibilidad ma�

nética con la temperatura. En estas circunstancias, debemos

realizar los cálculos descritos para una gran variedad de va

lores de los parámetros anteriormente citados y finalmente

seleccionar el mejor ajuste. Como estamos obligados a proce-

der en una única dirección, del modelo hacia el experimentó,
el proceso inevitablemente adopta la forma de prueba y error.



23

Para simplificar la búsqueda del conjunto de parámetros ópt�
mo, hemos utilizado un algoritmo de mínimos cuadrados de ti-

po Flechel-Powell. El procedimiento de ajuste necesita como

entradas una función teórica yt(P1 ... Pn;x) que depende de n

parámetros ajustables y la variable independiente x, el con

( exp )junto de parejas de puntos experimentales Yi ,xi con su

error experimental �Y. y las derivadas de la función teóri-
1

t
ca Y con respecto a los parámetros Pk' En nuestro caso, la

funci6n teórica corresponde al cálculo de la susceptibilidad

magnética -x (T), que depende de los parámetros: F
2

F
4 t 1

t. 2
í 3 ex. B y de la temperatura como variable independiente.

Las derivadas de la función )S(T) con respecto a los distin

tos parámetros Pk se reemplazan por expresiones incrementa

les (�x: I � Pk � a:XID. Pk)' Esto es necesario ya que no es

posible calcular las derivadas de y (T) de forma ana.i
í

tica,

En el ejemplo concreto que tratamos la función a minimizares:

z =
' 1

2 [X (F2 F4 E 1 E 2
e
3

oL. B; Tl. ) - X el'xp (Tl. )l2i: (/1 X.�xp) 'j1 1

(1.8.1)

el sumatorio recorre el conjunto de temperaturas a las que

ha sido medida la susceptibilidad. Debido a que los errores

en la medida de la temperatura no están incluidos en el pro­

cedimiento de ajuste, aumentamos el margen de erroral(�xp p�

ra compensar este hecho.

En la páctica, el conjunto de parámetros ajustables se

reduce notablemente respecto a los enunciados, ya que algu -
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nos se pueden fijar a valores "razonables" , mientras que

otros están impuestos por el propio experimento. Por ejemplo,

el módulo y la dirección del campo magnético no pueden con-

siderarse parámetros ajustables y son datos que normalmente

se conocen a priori. Para las integrales de Slater F2 y F4
se pueden tomar valores correspondientes a compuestos afines

, sin que esto suponga una variación apreciable en la natura

leza y calidad del ajuste. En muchas ocasiones, incluso los

parámetros de campo cristalino t.. no son independientes en-
1

tre sí y diferentes ternas de valores conducen a una estruc-

tura de niveles parecida. En estos casos, hay que fijar los

parámetros menos significativos a valores compatibles con la

simetría puntual y ajustar los restantes. Otra solución al -

ternativa consiste en evaluar los dominios de cada uno de los

parámetros para los que se consigue un acuerdo aceptable con

el conjunto de medidas experimentales.

Es recomendable realizar un mapa por el método de pru�

ba y error, de los valores de los diversos parámetros que

conducen a ajustes aceptables. De esta forma pondremos clar�
mente de manifiesto las posibles dependencias entre ellos y

podremos eliminar los que no sean significativos. Hay que t�
ner en cuenta, que un método numérico de mínimos cuadrados

sólo puede localizar un mínimo discreto; por lo tanto, para

la realización de los mapas citados deberemos inicializar el

proceso de búsqueda en puntos distintos del espacio de pará-

metros. El proceso de construcción del mapa de mínimos loca-
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les de la funci6n (1.8.1) nos conduce, en muchos casos, a si

tuaciones similares a la descrita en la Figura 1.2, en la

que las dependencias con la temperatura de la susceptibili -

dad te6rica y experimental se cruzan en un punto intermedio.

En estas circunstancias, es conveniente definir una funci6n

de mérito que sea más sensible que la dada en la ecuaci6n

(1.8.1) a pequeños distanciamientos del ajuste ideal. Una po

sible elecci6n es la funci6n de mérito dada por Gerloch

(1983)� que tiene la forma sigdiente:

1.7

(1.8.2)

donde di son las diferencias entre los valores experimenta-

les y los del modelo te6rico, y X:. son los' datos experimenl -

tales de la susceptibilidad magnética. La funci6n de mérito

de la ecuaci6n (1.8.2) está construida de tal manera que un

acuerdo perfecto entre el modelo y el experimento correspon-

de a un valor de R igual a 100, y una discrepancia media del

10% ( ¿ i / X i � 10%) da aproximadamente R J:. 90. Por lo tanto,

la funci6n de mérito R ·responde casi linealmente con el error

en una regi6n de valores de los parámetros cercana al ajuste

ideal.

Utilizando la funci6n dada en la ecuaci6n (1.8.2) pode

mos construir mapas de nivel para las diferentes parejas de

parámetros, que nos permitan identificar las zonas donde exis
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'"
-::: _.s-obs.
"

,

'"
<,

cale.f·.............. :
............
-

__ 1
... _

T

Figura 1.2- Situación en la que es aplicable la función de

mérito (1.8.2).

(a) (b)

Figura 1.3- Mapas de la función R definida en (1.8.2). (a)

(e)

Mínimo bien definido. (b) Existencia de varios mínimos 10-

cales. (e) Fuerte correlación entre los dos parámetros.
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existen buenos ajustes, y al mismo tiempo, determinar cual

quier correlación que pueda haber entre los parámetros. La

Figura 1.3 ilustra algunas de las situaciones más frecuentes.

Es obvio, que la elección entre dos ajustes que den

funciones de mérito parecidas es arbitraria, y por lo tanto,

el empleo de valores de R o de mapas de nivel debe entender­

se corno una ayuda y no corno un criterio último de selección

del mejor ajuste. A menudo, las ambigüedades o correlaciones

entre parámetros pueden resolverse utilizando simultaneamen­

te experimentos diferentes.
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APENDICE 1.I

ELEMENTOS DE MATRIZ DEL HAMILTONIANO DE CAMPO CRISTALINO

Los elementos de matriz que hay que calcular para dia-

gonalizar el hamiltoniano de campo cristalino (1.4.6) son de

la forma:

< 1 nO( LSM M f Vk I 1
n 0(.1 LIS 1 M 1 MI)1 s q 1 s

(1.1.1)

k
donde el operador Vq se puede expresar en función del opera-

dor unitario Uk multielectrónico, haciendo uso de una rela -

q

ción de proporcionalidad. El operador unitario multielectró-

nico Uk de rango k se define como el sumatorio:
q

(1.1.2)

siendo uk(i) es el iésimo operador unitario monoparticular,q

definido por la relación:

(1.1.3)

Para calcular los elementos de matriz (1.I.1) se des -

acopla la función de onda de un electrón de la configuración

ln, mediante los coeficientes de parentesco fraccionado, y

se hace actuar el operador monoparticular uk sobre el elec _

q

trón desacoplado. Debido a que los electrones que forman una
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kconfiguración son indistinguibles, el efecto del operador Uq
sobre la función de onda 11nO( LSMlMs > es n veces el -corres­

pondiente al operador uk. Por lo tanto, el elemento de matriz
q

reducido buscado tiene la siguiente forma:

0(1L1S1

<ln-1(0(1L1S1)lnLS lIuk(n)llln-1(D<lL1S1)lnL'S'/ ; (1.1.4)

donde el elemento de matriz reducido puede calcularse según

la expresión:

(2L+1) (2L'+1) {L
K L ,}1 L' 1

(1.1.5)
L1 +b+l+k d(-1) �

Sustituyendo (1.I.5) en (1.I.4) obtenemos la expresión final

para el elemento de matriz reducido:

L1+l+L+k \ I(-1) V(2L+1) (2L'+1) {L
K L '}1 L' 1

(1.1.6)

A partir de la expresión (1.I.6) se pueden calcular los ele­

kmento s de matriz reducidos de los operadores V
q

que Lnt e'r-v í.e

nen en el potencial de campo cristalino (1.4.6).
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Para evaluar la expresión (1.1.6) hemos construido un

programa de ordenador en lenguaje Fortran. Este programa ma-

neja únicamente variables enteras, y en consecuencia, produ-

ce resultados analíticos en su forma más simplificada. El m�
todo para realizar este tipo de cálculos consiste en escri -

bir un número entero como un producto de factores primos. En

nuestro programa, un número entero se representa mediante un

vector de 32 componentes, donde cada una de ellas indica el

•

exponente de uno de los 32 primeros números primos. Además,

se utilizan otras dos variables enteras auxiliares; una indi

ca el signo y la otra el producto de los posibles factores

primos restantes no incluidos entre los 32 primeros. De esta

forma, las operaciones de simplificación entre los términos

que constituyen una expresión algebraica se reducen a sumas

o restas de los exponentes que representan los números ente-

ros implicados.

La principal ventaja del método radica en que cualquier

cálculo parcial se realiza con expresiones simplificadas,

evitando las operaciones entre números muy grandes que po -

drían introducir errores importantes en el resultado final,

e incluso producir problemas de "overflow". Por otro lado,

nuestro método permite calcular números factoriales hasta

(131)! , hecho que no sería posible en una representación en

coma flotante.
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El programa necesita las siguientes entradas: los núme

ros cuánticos de los multipletes electrostáticos correspon-

dientes a la configuración electrónica estudiada, los coefi-

cientes de parentesco fraccionado y el valor de k del opera­

dor Uk unitario.
q

Como ejemplo, incluimos a continuación los elementos

de matriz reducidos del operador V4 (1.4.6) para las confi -

guraciones d4 y d5, calculados mediante el programa anterior.
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3p 3p 3D 3F 3F 3G 3H2 4 4 2 4 4 4

3p O O O -2/5 10 -6/5 -44/52

3p O O O 20/7 -1/140 867/140 22/354

3D O O -121/49 -40/7 -45/14 297/198 -22/74

3F -2/5 20/7 40/7 -11/5 O 528/35 572/352

3F 10 -1/140 45/14 O 99/20 -33/140 -1287/1404

3G 6/5 -867/140 297/198 -528/35 33/140 -11583/980 429/1404

3H -44/5 22/35 22/7 572/35 -1287/140 -429/140 572/354

lS lS 1D 1D 1F 1G 1G 11
O 4 2 4 4 2 4 4

lS O O O O O 54/5 O OO

15 O O O O O -10/7 88/35 O4

1D O O 16/49 200/49 -14 110/49 10/¿¡g-· -52/72

1D O O 200/49 -256/49 -1/28 -220/49 -845/196 26/74

1F O O 14 1/28 -11/20 O 405/28 91/204

1G 54/5 -10/7 110/49 -220/49 O 143/245 -1040/49 260/72

1G O 88/35 10/49 -845/196 -405/28 -1040/49 3757/10780 -1625/308·4

11 O O -52/7 26/7 -91/20 260/7 -1625/308 -1768/554

4
Elementos de matriz del operador V 1 f·

.' d4para a con 19uracLon .

Todos los elementos de matriz están afectados por una raiz

cuadrada no incluida en la Tabla. Por ejemplo, -14 debe leeI

-(14)�. El elemento de matriz que afecta al multipletese

5n es:
4



4p 4D 4F 4G3 5 3 5

4pO 3 O O3

4D-3 O 64/7 O5

4FO -64/7 O 90/73

4GO O -90/7 O5

2S 2p 2D 2D 2D 2F 2F 2G 2G 2H 2r5 3 1 3 5 3 5 3 5 3 5

2SO O O O O O O 24/7 O O O5

2pO O O O O O 81/28 O 99/28 O O3

2DO O O -25/7 O -10 O 66/7 O 22 O úJ1
úJ

..

2DO O -25/7 O 200/49 O -121/14 O 405/98 O 52/73

2DO O O 200/49 O -35/4 O -33/196 O 44/7 O
5

2FO O 10 O 35/4 O -11/4 O 63/4 O -91/43

2FO 81/28 O 121/14 O -11/4 O 297/28 O -143/28 O
5

2G24/7 O 66/7 O -33/196 O -297/28 O -3159/196 O -39/283

2GO -99/28 O 405/98 O -63/4 O -3159/196 O -117/28 O5

2HO O -22 O -44/7 O -143/28 O 117/28 O -523

2rO O O 52/7 O 91/4 O -39/28 O 52 O5

Elementos de matriz del operador V4 para la configuración d5.
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CAPITULO 2

FTALOCIANINAS

2.1- Ftalocianinas de metales de transición

Las ftalocianinas de metales transición constituyen

una familia de sustancias muy interesante debido a sus anal�

gías estructurales con las porfirinas naturales (hemoprotei­

nas, clorofila etc .... ) y sus impo�tantes aplicaciones indus­

triales. Esta afinidad estructural convierte a los derivados

de las ftalocianinas en huenos modelos moleculares en los

que se pueden simular procesos biológicos más complejos (Be­

rezin 1981). Como ejemplo, citaremos la simulación del com­

portamiento de la clorofila durante el proceso de fotosínte­

sis, propuesto por Terenin (1951). Las ftalocianinas y com­

puestos relacionados tienen muchas aplicaciones en la indus­

tria. Su extrema estabilidad térmica, resistencia a la luz,

insolubilidad en muchos solventes, resistencia a muchos áci­

dos y bases, y su intensidad de color las convierten en sus­

tancias ideales para el empleo como colorantes industriales.

Otros factores que hacen interesante el estudio de las ftal�

cianinas, además de sus propiedades como colorantes, son: la

capacidad de comportarse como buenos catalizadores (Darweñt

et al 1982, Hanke 1969) y la elevada conductividad eléctri -

ca que presentan algunos de sus derivados (Haak et al 1963,

Wolf 1963, Mitulla et al 1980). Todas estas propiedades es -
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Figura 2.1- Estructura molecular de la ftalocianina.
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tan fuertemente relacionadas con el cation que ocupa la pos�

ción central de la molécula y su estructura electrónica (ver

por ejemplo: Blomquist et al 1981).

En las metaloporfirinas en general y en las ftalocian�

nas en particular, el átomo central desplaza dos iones de hi

drógeno del plano de la porfirina, y se coordina a los cua -

tro nitrógenos centrales. De esta forma, el átomo central se

encuentra en una geometría local plano-cuadrada (D4h) y som�

tido a un campo eléctrico simétrico, generado por los cuatro

nitrógenos del plano pirrólico con los que forma enlaces do­

nor aceptor casi equivalentes. Es por erlo�que las ftalocia­

ninas ofrecen una oportunidad casi única para estudiar dive�

sas propiedades físicas de un considerable número de metales

de transición en una coordinación plano-cuadrada.

Una característica común a todas las metaloporfirinas

es la elevada rigidez de la molécula. Este hecho está motiva

do por la estructura planar del gran anillo pirrólico, que

condiciona al catión central a ligarse al resto de la moléc�

la a través de orbitales tt que interaccionan fuertemente

con la totalidad del anillo. Esta rigidez del macrociclo ju�

to al sólido anclaje del metal en la molécula dan lugar a

una estructura muy estable.

Otra propiedad común al grupo de las metaloporfirinas

es su elevada capacidad para enlazarse con distintos ligan -
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dos según la dirección z perpendicular al plano de la moléc�

la, que pasa a través del átomo central. Esta importante pr�

piedad es la responsable del transporte de oxígeno en la he­

moglobina de la sangre, de los fenómenos de catálisis en las

ftalocianinas y de la función clorofílica en las plantas. La

afinidad de enlace de las metaloporfirinas con otros ligan -

dos depende de la estructura electrónica del catión central.

De ahí la importancia que tiene relacionar ésta con las di -

versas funciones catalizadoras de las metaloporfirinas natu­

rales (clorofila, hemoproteinas ... ) o sintéticas (ftalociani

nas). La comprensión de estos fenómenos puede contribuir a

la obtención de nuevas metaloporfirinas que sean comparables

a los biocatalizadores naturales e incluso los superen. Por

ejemplo, sustituyentes de la sangre, fotoestabilizadores,

nuevos catalizadores más efectivos, semiconductores orgáni -

cos, pigmentos etc ...

El problema principal a resolver, para una mejor com­

prensión de los fenómenos de catálisis que tienen relación

con las metaloporfirinas, radica en explicar el papel que ju�

ga el átomo central en las propiedades de la molécula, y en

particular, como se relaciona la estructura electrónica de

éste con la capacidad catalizadora.

En este trabajo vamos a determinar la estructura elec­

tronica de algunas ftalocianinas de metales de transición a

través de sus propiedades magnéticas.
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2.2- Ftalocianina de hierro (PcFe)

2.2.1- Introducción

La ftalocianina de hierro es un derivado de la ftalo -

cianina libre, en la que los dos hidrógenos centrales han si

do sustituidos por un ion de Fe(II). Presenta una elevada es

tabilidad térmica y tradicionalmente ha sido empleada como

pigmento en fotografía. La determinación de la estructura

electrónica del catión Fe(II) en la PcFe es de considerable

interés ya que algunas propiedades físicas importantes del

compuesto, tal como la eficiencia de catálisis, dependen de

ella (Blomquist et al 1981). A pesar de que en la actualidad

se dispone de un gran número de resultados experimentales

obtenidos a partir de diversas técnicas (espectrsocopia Mós�

bauer, absorción óptica, ESR, susceptibilidad magnética, den

sidades electrónicas obtenidas por difracción de rayos X ... )

(Klemm et al 1935, Orgel 1956, Lever 1965, Dale et al 1968,

Dézsi et al 1969, Barraclough et al 1970, Dale 1974, Greno -

ble et al 1971, Stillman et al 1974, Berkovitch-Yellin 1981

y Coppens et al 1983) muchas cuestiones importantes referi -

das a la estructura electrónica del catión central están to

davía por resolver. El problema principal consiste en encon­

trar una estructura electrónica para el Fe(II) que sea comp�

tibIe con el máximo de resultados experimentales. El poco

frecuente entorno plano-cuadrado en el que se encuentra el

Fe(II) en la PcFe , y el acoplamiento espín-órbita,



39

pueden causar la aparición de niveles excitados a sólo algu­
-1

nos centenares de cm del fundamental, dificultando con ello

la interpretación de los resultados experimentales.

En este trabajo, presentamos nuevas medidas de la sus-

ceptibilidad magnética, que junto a medidas de la dependen -

cia del desdoblamiento cuadrupolar con la temperatura (Molins

1985 Y Labarta et al 1984) han sido utilizadas simultaneame�

te para determinar los parámetros de campo cristalino y los

niveles electrónicos inferiores del catión Fe(II) central.

El empleo conjunto de las dos técnicas conduce a una más uní

voca determinación de la estructura electrónica que en el ca

so de utilizar una de ellas por separado.

2.2.2- Resultados experimentales

La PcFe usada en este trabajo se obtuvo de Eastman Ko-

dak Co., y no se realizaron purificaciones posteriores.

Las medidas de susceptibilidad magnética se realizaron

en una balanza.de tipo Faraday con campos de hasta 8000 Oe y

en un rango de temperaturas comprendido entre 78K y 300K. Las

muestras se colocaron en pequefios recipientes de plástico

bien cerrados, para evitar la posible absorción de humedad,

dado el elevado caracter higroscópico de la PcFe. La estabi-

lidad en temperatura de nuestro montaje experimental es de

aproximadamente +lK. En la Tabla 2.1 se recogen los resulta-



40

T(K) XM + 290
-6 3/ )(10 cm mol

272.5 6536

258. 6877

243. 7274

232. 7558

221.5 7956

213. 8240

206. 8467

197.5 8751

190. 9148

185. 9376

179.5 9659

170. 10170

163. 10625

160. 10909

154. 11136

149. 11363

142. 12044

137. 12385

125. 13521

114. 14600

107. 15451

103. 16190

89. 18461

Tabla 2.1- Resultados experimentales de XM(T) para la PcFe.
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dos de las medidas de susceptibilidad magnética en función

de la temperatura. La corrección diamagnética, debida al efec

to de los iones no magnéticos de la molécula, ha sido estima

da en 2.90 10-4 emu/mol, en buen acuerdo con Lever (1965).

Nuestros resultados experimentales están afectados de un 5%

de error como mucho. El resto de medidas magnéticas utiliza-

das en este trabajo se obtuvieron de la bibliografía (Dale

et al 1968).

•

El espectro Mossbauer de la PcFe consiste en un desdo-

blamiento cuadrupolar simple, con un �EQ que varía con la

temperatura (Figura 2.2). Las medidas de desdoblamiento cua-

drupolar en función de la temperatura , en el rango compren-

dido entre 80K y 300K, fueron realizadas en nuestro laborato

rio por Molins (1985). El resto de medid�s de �EQ(T) que h�
mos utilizado ,conjuntamente con los datos de susceptibilidad

magnética,para obtener la estructura electrónica del Fe(II),

provienen de la bibliografía (Dale et al 1968, Dézsi et al

1969, Fluck y Taube 1970).

2.2.3- Susceptibilidad magnética del Fe(II) en la PcFe

El hamiltoniano H' = Hee + Hcf ' descrito en el capít�
lo 1, se diagonaliza en la base formada por los 16 multiple-

tes electrostáticos correspondientes a la capa incompleta
6

3d . Como resultado de dicha diagonalización se obtienen las

siguientes funciones de onda correspondientes a las energías
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96

-2
V .!!!!!l

S

-1 O 2

Figura 2.2- Espectro Mossbauer de la PcFe a 250K.
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más bajas:

3 5 5E 3 5 1
A A B B Y A
2g' 19' g' 2g' 2g 19 (2.2.3.1)

donde el superíndice denota la multiplicidad de espín y las

letras mayúsculas la simetría de la parte angular de las fun

ciones de onda. Este es el conjunto de niveles más bajos que

aparecen para valores razonables de los parámetros de campo

cristalino E
1

E 2
€
3 ' compatibles con los esperados en este

tipo de compuestos (Zerner et al 1966).

En la base reducida (2.2.3.1) se rediagonaliza el ha -

miltoniano completo H, que incluye los términos de acopla -

miento espín-órbita e interacción con el campo magnético ex-

terno B. La constante de acoplamiento \ para el ion Fe(II)

en la PcFe se puede escribir en función de la del ion libre

( �o = 411 cm-1), multiplicando por un parámetro oc.. que

da cuenta de la reducción del momento angular, debida al gr�

do de covalencia de los enlaces del ion con el resto de la

molécula. Nosotros hemos tomado ex = 0.75, de acuerdo con las

estimaciones de Dale et al (1968). En sustancias afines a la

PcFe, como por ejemplo las hemoproteinas de Fe(II) se han en

contrado valores de � entre 0.75 y 0.85 (Eicher et al 1969,

Bade et al 1976). Hay que tener en cuenta, que el modelo que

estamos utilizando para calcular los estados electrónicos

del Fe(II), incluye únicamente orbitales atómicos, y en con-

secuencia sólo es aplicable cuando el caracter de los enla -

ces del Fe(II) con el resto de la molécula es mayoritariame�



44

te iónico. Los efectos de covalencia se incluyen en el pará-

metro empírico O( • Por último, mediante las ecuaciones (1.

2.6) Y (1.7.5) se calcula la dependencia de la susceptibili-

dad magnética con la temperatura.

Paralelamente al cálculo descrito se desarrolló un for

malismo teórico que permite calcular la dependencia con la

temperatura del desdoblamiento cuadrupolar, correspondiente

a una configuración electrónica determinada (Molins 1985).

2.2.4- Discusión de los resultados

La función teórica que hemos utilizado en el proceso

de ajuste es una combinación de las funciones para la susceE

tibilidad X y el desdoblamiento cuadrupolar C¡EQ, descri tas

en el apartado anterior. De forma análoga a (1.8.1) hemos d�

finido una función error que viene dada por la siguiente ex-

presión:

Z = W;tL [Xi(élE2�3"'B Ti) - y�XP(Ti)]
2

/(t,Xi)2 +

1

wAEQ�TllEQi (E 1E2 f3 01. qlat '..Ti) - .e.EQexp] 2/ CALlEQi) 2
(2.2.4.1)

donde Wx y W�EQ son los pesos que fijan la importancia rel�

tiva de los datos de susceptibilidad respecto a los de 1l EQ,

y hacen posible su ajuste simultáneo. Los valores de Wx y

W�EQ se eligen en función del número de puntos que contienen
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los dos conjuntos de datos experimentales y de sus valores

relativos.

Los parámetros ajustables utilizados en el afinamiento

de la. susceptibilidad son las diferencias energéticas E... (i=
1

1
1,2,3) entre los estados monoparticulares 3d . El resto de

parámetros se fijaron a valores razonables para este tipo de

compuestos, y han sido ampliamente discutidos en la bibliogr�

fía (Zerner et al 1966, Dale et al 1968, Eicher et al 1969).

En las Figuras 2.3 , 2.4 Y la Tabla 2.2 se recogen los resul

tados correspondientes al mejor ajuste, con una esti�aci6n

del margen de fiabilidad de los parámetros encontrados. Las

relaciones existentes entre los parámetros [. (i=1,2,3) , o�1 ,

tenidos del ajuste simultáneo de X(T) y AEQ(T), y los valo

res propios del hamiltoniano total, nos permite obtener

el esquema de niveles del ion central Fe(II). En nuestros cál

culos hemos determinado las energías de los niveles electr6-

nicos resultantes de las funciones de onda 5A1g,3A2g,3Eg,5B2g
y 1A1g , después de aplicar el hamiltoniano completo (1.2.1).

El caracter del nuevo conjunto de niveles inferiores está ca

si completamente determinado por las funciones 5A1g,3A2g y

3

Eg' las cuales, prácticamente no se mezclan con los niveles

superiores 5B2g,lA1g,5Eg y 3B2g, debido en parte a la dife -

rencia energética entre los dos grupos de niveles. En conse-

cuencia, en el rango de temperaturas entre OK y 300K las pr�

piedades magnéticas de la PcFe dependen esencialmente de las

funciones de onda 3Eg, 3A2g Y 5A1g. En la Figura 2.5 se mues
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El = - 2279 + 2000 E(3E ) = 0*
- g

3
169 10E 2

= - 2776 + 2000 E( A2g)= +
- -

5
204E3 = 18173 + 50 E( A1g)= + 10

- -

E(5E ) = 751 + 100
g -

3
2807E( B2g)=

5
2980E( B2g)=

1
7150E( A1g)=

( * ) Fijado arbitrariamente.

Tabla 2.2- Parámetros de campo cristalino y energías de los

niveles multielectrónicos deducidos del ajuste simultáneo de

X NI (T) Y � EQ (T). Todas las magni tudes se indican en cm-1.



47

0.06

0.03

0.00

200 300 T(K)

Figura 2.3- Dependencia de la susceptibilidad magnética con

la temperatura para la PcFe. (A) Dale et al 1968, (.) La­

barta et al 1984. Las líneas continuas corresponden a la si­

mulación teórica.
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2.60

2.80

�EQ(mm/,l

21'0

2.50

100 200 300
T(K)

Figura 2.4- Dependencia del desdoblamiento cuadrupolar con

la temperatura. (.) Dale et al 1968, (@) Dezsi et al 1969,

( .) Fluck et al 1970 y C.) Molins 1985. La línea continua

representa el cálculo teórico.
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tra la disposición final de estos tres niveles. Estos nive-

les de energía más baja, se desdoblan por efecto del acopla-
miento espín-órbita en los diez términos que aparecen en la

Figura 2.5; donde los números entre paréntesis indican la

multiplicidad de cada nivel. Las líneas continuas que unen

niveles de cada grupo, indican una fuerte componente del n�
vel correspondiente a la izquierda del gráfico; las discon-

tinuas una contribución más débil.

En la Tabla 2.3 se recogen los valores de la magneti -

zación del nivel fundamental y de los dos primeros niveles

excitados obtenidos de nuestros cálculos, y se comparan con

los mismos parámetros deducidos a partir de un modelo de es

pin efectivo s = 1 propuesto por Dale et al (1968). La simi-

litud entre los parámetros magnéticos, la separación energé-
tica e incluso la multiplicidad de los niveles, para los dos

modelos, parece indicar que la estructura electrónica que h�
mas obtenido se comporta, a bajas temperaturas,como si se tra

tase de un nivel de espín igual a uno. En efecto, como se

puede ver en la Figura 2.5 las contribuciones más importan -

tes al singlete fundamental provienen del estado 3A2g, mien­
tras que para el primer nivel excitado corresponden a los n�

3 3veles Eg y A2g• Por lo tanto, si despreciamos efectos de se

gundo orden el espín del singlete fundamental y del primer
dOblete excitado es igual a uno. Suponiendo que el momento
angular está "quenched", el conjunto de los tres primeros n�
veles del Fe(II) en la PcFe se comporta, en primera aproxim�



(cm-11

500

50

,-----(2)

250

5A (5) (2)

3A (3)

(2)

O 3E (6)

-250

-500

Figura 2.5- Disposición final de los tres niveles más bajos

en energía de la PcFe (ver texto).
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(BM) (cm-1)
-3

0.0878 E Or., = 0.166x10 f 11.
= =

r 2/1
= 1.07 f21 = 0.01 E = 62.4

r 3/J
= -1.07 tt 31- = -0.0675 E = 62.4

Tabla 2.3a- Parámetros magnéticos de los tres primeros nive-

les de la Figura 2.5.

(BM) (cm-1)

f1// = O f 11
= 0.0874 E = O

f 2// = 1. 93 t' 21. = O E = 69.9

f 3/1
= -1.93 f 3J.

= -0.0874 E = 69.9

Tabla 2.3b- Parámetros magnéticos deducidos del modelo de es

pin efectivo (S = 1), propuesto por Dale et al (1968).
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ción, como si proviniesen del desdoblamiento por efecto del

acoplamiento espín-órbita de un nivel de espín igual a uno.

Esto explica la similitud entre los parámetros encontrados

por Dale a través de un modelo simplicado de espín efectivo

y nuestros resultados obtenidos a partir de un cálculo donde

se utilizaron estados multielectrónicos para el Fe(II).

A muy baja temperatura las propiedades magnéticas de

lá PcFe están casi totalmente caracterizadas por el estado

singlete fundamental. De hecho, la no degeneración del esta­

do fundamental y la separación de 62.4 cm-1 con el primer do

blete excitado explican el "plateau" observado,por debajo

de 20K, en las dependencias de la susceptibilidad y del AEQ

con la temperatura. En este rango de temperaturas solamente

el primer nivel'contribuye a la magnetización del ion, sien­

do ésta constante con la temperatura hasta que no se empie -

zan a poblar los primeros estados excitados. La existencia

de un singlete como nivel fundamental, también, explica que

no se haya observado señal en experimentos de ESR (Guzy et

al 1969). La gran diferencia de energía con el primer estado

excitado hace que sea muy difícil producir y detectar seña -

les de ESR en la PcFe.

Como consecuencia de esta estructura electrónica parti

cular, la extrapolación de la inversa de la susceptibilidad

en función de la temperatura X
-1

(T) hacia temperatura cero

da una temperatura de Curie-Weiss alrededor de +7K. En este
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caso, el valor de � no se relaciona con la existencia de una

interacción magnética débil entre los cationes ferrosos,sino

que es producto de la existencia de un singlete como nivel

fundamental.

Es interesante comparar los resultados de campo cris -

talino presentados aquí con las descripciones semiempíricas

de la estructura electrónica de la PcFe, basadas en orbita -

les moleculares. El ordenamiento de los orbitales d propues-

to por Tatsumi y Hoffman (1981) para el grupo FeN4 con sólo

interacciones � , produce la configuración fundamental (b2g)2
(a1g)2(eg)2, la cual conduce a un nivel fundamental 3A2g.
Cuando se consideran las interacciones de los orbitales 3d

con el sistema tt del macrociclo (Schaffer et al 1973), se

estabiliza el orbital e , mientras que sucede lo contrario
g

con el orbital b2g. Nuestros resultados para el hamiltoniano

3
H' = Hee + Hcf presentan un estado fundamental Eg corresp�n

231
diente a la configuración (a1g) (eg) (b2g) , la cual es cla-

ramente intermedia entre los cálculos realizados con orbita-

les � y �+ � • Este resultado significa, probablemente, que

los cálculos con orbitales moleculares para el sistema exte�

dido sobreestiman las interacciones tt entre el metal y los

ligandos.

Por otro lado, no fue posible encontrar ningún conjun­

to de parámetros �i que reprodujeran simultaneamente las d�

pendencias con la temperatura de las susceptibilidades según
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las direcciones paralela y perpendicular XII x..l. de la molé ...

cula, medidas por Barraclough et al (1970). Este hecho, posl

blemente sea una consecuencia de la disposición particular

de las moléculas en el sólido (Dale et al 1974), la cual pu�

de introducir dificultades importantes en la determinación

experimental de las susceptibilidades X" y Xj.. En la Fig�

ra 2.6 se comparan las dependencias con la temperatura de las

susceptibilidades XII y X.L correspondientes a los parámetros

de la Tabla 2.2 y a los resultados de Barraclough et al(1970).

Es posible que el desacuerdo observado en la Figura 2.6 sea

debido a que los datos experimentales de XII y X.L. no son i,E!

dependientes entre si, dado que las molélucas se empaquetan

formando un ángulo de casi 90º. Esta mezcla de las componen-

tes principales del tensor susceptibilidad da como resultado

que las susceptibilidades experimentales XII y 1_L sean más

parecidas al valor de la susceptibilidad promedio -x M ' tal

como se puede ver en la Figura 2.6.

Los errores relativamentes grandes de los parámetros

de campo cristalino f 1 Y €2 (Tabla 2.2) no afectan a la dis

posición final de los estados más bajos en energía, y única

mente reflejan la fuerte dependencia que existe entre ambos.

Teniendo en cuenta, que el parámetro (2 (diferencia energé­

tica entre los estados d y dz2 , Figura 1.1) es indicativo
xy

del grado de interacción del ion central con los ligandos si

tuados según el eje z de la molécula, podemos comparar cuali

tativamente los valores de E. 2
obtenidos por Eicher et al
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Figura 2.6- Dependencia con la temperatura de la susceptibi-

lidad paralela y perpendicular de la PcFe (Barraclough et al

1970). La notación es como sigue: (O) susceptibilidad para-

lela, (d) susceptibilirlad perpendicular. Las lineas discon-

tinuas representan la simulación teórica con los parámetros

de la Tabla 2.2.
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(1976) para algunas hemoproteinas de Fe(II), con los valores

correspondientes a la PcFe. En las hemoproteinas estudiadas

por Eicher et al los valores de t:: 2 están comprendidos entre

-1
8000 Y 9000 cm ,mientras que en la PcFe es sensiblemente

menor, como cabría esperar de la ausencia de ligandos según

la dirección z de la molécula. Por el contrario, el paráme -

tro
_

t 3
es similar en ambos tipos de compuestos, lo cual es­

tá relacionado con las analogías existentes entre los entor-

nos en el plano XY del ion Fe(II) para los dos tipos de mol�
culas. Siguiendo la comparación con las hemoproteinas, obse�

vamos que los parámetros t 1 Y [2 son negativos en la PcFe.

Si recordamos que la componente tetragonal del hamiltoniano

(1.4.6) es proporcional a E. 3" (2- €1 ' podemos deducir que la

componente tetragonal es más grande en la PcFe que en las he

moproteinas, lo que es consistente con la mayor distorsión

tetragonal de la PcFe, en la que no hay ligandos según el

eje z.

En un trabajo reciente Coppens et al (1983) determinan

el nivel fundamental del Fe(II) en la PcFe a partir de medi-

das precisas de la densidad electrónica alrededor del ion Fe

(II), obtenidas a partir de medidas de difracción de rayos X

en monocristales a baja temperatura. En este trabajo, se co�

cluye que el nivel fundamental debe ser una mezcla de los es

tados 3Eg y 3A2g , en buen acuerdo con nuestros resultados.



57

2.3- Ftalocianina de manganeso (PcMn)

2.3.1- Introducción

La interpretación de las propiedades magnéticas y la

determinación de la estructura electrónica de la ftalociani-

na de manganeso (abreviada PcMn) es muy interesante dada la

similitud de esta molécula con algunas hemoproteinas de Fe3�
El catión central de la PcMn es un ion Mn(II) con una capa

incompleta 3d5. El Mn(II) normalmente se encuentra en esta -

dos de alto espín (S = 5/2), Y en algunos casos en estados

de espín intermedio (S = 3/2), dependiendo de la intensidad

del campo cristalino que rodea al catión.

Se han realizado muchos intentos, a partir de diferen­

tes técnicas, con el fin de deducir la estructura electróni­

ca del catión Mn(II) en la PcMn (Ingram et al 1963, Engelsma

et al 1962, Barraclough et al 1970 y 1974, Lever 1965). Pro-

bablemente, los trabajos más significativos en este sentido

son los de Barraclough et al (1970 y 1974), en los que a pa�

tir de medidas de la dependencia con la temperatura de las

susceptibilidades paralela, perpendicular y promedio, pro­

ponen un nivel de espín 3/2 como estado fundamental del ion

Mn(II). El comportamiento magnético a baja temperatura se in

terpreta en términos de un modelo de Ising unidimensional

que reproduce bastante bien los datos de susceptibilidad ma�

nética en la dirección perpendicular.
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En este trabajo, se analizan los datos publicados por

Lever (1965) y Barraclough et al (1970) de forma diferente a

como se había hecho anteriormente. De las medidas de suscep-

tibilidad magnética en función de la temperatura deducimos

simultanemente la existencia de interacción magnética entre

los iones Mn(11) y la estructura electrónica de éstos. Para

ello, hemos ajustado los datos experimentales de �(T) para

T > 100K por medio de una expresión analítica que permite

calcular la susceptibilidad magnética (Labarta et al 1983,

Apendice 2.1) de compuestos que contengan iones 3d5 situados

en simetrías de elevado caracter tetragonal. En una segunda

etapa, se reproduce el comportamiento con la temperatura del

momento magnético eficaz �eff' introduciendo en el hamilto

niano (1.2.1) un término de tipo Heisenberg, que da cuenta

de la interacción existente entre los cationes Mn(11) a ba -

ja temperatura. Nuestros cálculos reproducen globalmente el

comportamiento con la temperatura de �eff promedio, parale­

la y perpendicular. Por último, hemos deducido la dirección

del eje de fácil imanación de la molécula y damos una estima

ción del campo de anisotropía asociado a la interacción ma�

netica.

2.3.2- Análisis de los resultados experimentales

La dependencia en la temperatura de la inversa de la

susceptibilidad magnética 11 '-1
corregida r-M se muestra en la

� �-l(T) no sigueFigura 2.7. Por debajo de 100K la curva
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Figura 2.7- Dependencia con la temperatura de la susceptibi-

lidad magnética de la PcMn. (.) Barrac lough et al 1970. (.)

Lever 1965.
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una ley de Curie-Weiss. A temperaturas inferiores a 14K la

susceptibilidad magnética depende del campo magnético apli­

cado (Barraclough et al 1970), indicando que existe algún t�

po de interacción magnética entre los cationes

IV 1-1 .

encima de 100K, la curva de � M (T) se aJusta

nea recta. Los datos magnéticos correspondientes, suponiendo

Mn(II). Por

bien a una lí

un comportamiento tipo Curie-Weiss, son: C = (2.27 � 0.04)

emuK/mol, � = (-8�9) K Y f = (4.26�0.09) (BM), donde C,

fr y � son la constante de Curie-Weiss, la temperatura de

Curie y el momento magnético dipolar.

Con el propósito de obtener una primera aproximación

de la estructura electrónica de los iones Mn(II) en la PcMn,
1/ 1-1decidimos ajustar los datos de � M (T) por encima de 100K

suponiendo que no hay interacción magnética entre los iones

Mn(II). En estas condiciones,el hamiltoniano H para los ca-

tiones Mn(II) contiene cuatro términos: Hcb hamiltoniano de

repulsión de Coulomb, Hcf campo cristalino, Hso espín-órbita

y Hm interacción con el campo magnético externo. Para un gran

rango de valores de los parámetros de campo cristalino E.
i

i = 1,2,3 los dos únicos niveles que juegan un papel impor­

tante en las propiedades magnéticas del catión 3d5 son los

términos 6A1 y 4A2 (ver Apendice 2.I). En particular, diago-

nalizamos el hamiltoniano anterior usando únicamente las dos

funciones de onda mencionadas. De hecho, ésto supone una enor

me ventaja, ya que en este caso se puede usar una expresión
analítica para obtener la susceptibilidad magnética (Apendi-
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-1
t3 = 29350 � 50 cm

4 -1
E( A2) =-363 � 20 cm

e = 2.73 emu K I mol

e- = 26.3 K

? = 4.68 (BM)

Tabla 2.4- Valores de los parámetros magnéticos de la PcMn

i/ '-1
obtenidos del ajuste de A..

M (T), T» 100K, a partir del mode

lo de los dos niveles.

El -2334 50
-1

e 2.63 emu K I mol= + cm =
-

t2 9647 200
-1 �= 20.4 K= + cm

-

€3 29451 500
-1

f- = 4.58 (BM)= + cm
-

E(4A2) -442 20
-1

= + cm
-

Tabla 2.6- Valores de los parámetros magnéticos obtenidos a

partir del ajuste de X. �-1 (T), usando las funciones de onda

4E, 2B2, 2E, 4A2 Y 6A1·



62

ce 2.I). Las funciones teóricas usadas en nuestro procedi -

miento de ajuste están descritas en el Apendice 2.I y en

Labarta et al. 1985. En estas expresiones sólo interviene un

único parámetro ajustable, que corresponde a la diferencia

energética entre los dos estados más bajos E(4A2) - E(6A1).
En la Figura 2.8 se muestra el resultado de nuestro ajuste

y en la Tabla 2.4 se resumen los valores de los parámetros

magnéticos ajustados. El valor de la constante de acoplamie�
-1

to espín-órbita empleada fue de 240 cm ,que representa una

reducción de aproximadamente el 80% de la que corresponde al

ion libre, de acuerdo con las estimaciones de Barraclough et

al (1974).

Siguiendo con el modelo de los dos niveles, hemos

obtenido expresiones analíticas que describen el comporta -

miento con la temperatura de los momentos magnéticos efica -

, usando el formalismo general pr�

puesto por Van Vleck (Boudreax et al 1976). La derivación de

estas expresiones se encuentra en el Apendice 2.I. Usando

las expresiones de (f eff»)J y (f eff).L. hemos intentado re -

producir los datos publicados por Barraclough et al (1970),

con los parámetros de la Tabla 2.4. En la Tabla 2.5 se comp�

ran los resultados obtenidos con los datos experimentales.

Como se puede comprobar tanto en la Figura 2.8 como en la Ta

bla 2.5 el acuerdo con los resultados experimentales no es

muy bueno, posiblemente porque en el modelo aplicado no se

ha tenido en cuenta la contribución de alguno de los siguie�
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Figura 2.8- Ajustes de la susceptibilidad magnética de la

PcMn para T � 100K. La curva (1) corresponde al modelo des-

crito en el capítulo 1. La curva (2) representa los resulta-

dos del modelo de los dos niveles.
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reff 1I f eff .1
T(K)

exp. teo. exp. teo.

100 4.14 3.41 4.22 4.64

120 3.99 3.51 4.15 4.63

140 3.99 3.58 4.15 4.62

160 4.01 3.66 4.17 4.62

180 4.04 3.73 4.19 4.63

200 4.01 3.80 4.18 4.63

220 4.03 3.87 4.21 4.64

240 4.04 3.94 4.20 4.65

260 3.94 4.00 4.09 4.66

280 4.07 4.07 4.22 4.67

300 4.12 4.13 4.25 4.69

Tabla 2.5- Valores de la magnetización eficaz paralela y pe�

pendicular obtenidos de Barraclough et al 1970, comparados

con las predicciones del modelo de los dos niveles.
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tes factores: susceptibilidad magnética independiente de la

temperatura (para ó diamagnética) o existencia de interac -

ciones magnéticas entre los cationes Mn(II).

Para calcular las posibles contribuciones de segundo

orden a la susceptibilidad de la PcMn (paramagnetismo inde -

pendiente de la temperatura) hemos utilizado el modelo des -

crito en el capítulo 1, que de hecho, incluye un mayor núme-

ro de estados excitados. En este caso, la diagonalización del

hamiltoniano (1.2.1) debe hacerse por medio de métodos numé-

ricos, debido a la complejidad suplementaria introducida al

aumentar la base de estados. Las funciones de onda empleadas
4 2 246

son: E, B2, E, A2 Y Al' las cuales se puede asegurar

que constituyen el conjunto de niveles inferiores del catión

3d5 para un rango de valores realistas de los parámetros é...
1.

i = 1,2,3 (Harris 1968). Para calcular la dependencia en la

temperatura de la susceptibilidad magnética hemos aplicado

el formalismo general descrito en el primer capítulo de este

trabajo. Los resultados de los ajustes de

K) se muestran en la Tabla 2.6 y en la Figura 2.8 (curva 1).

El poco acuerdo del ajuste con los datos experimentales, pa-

rece indicar que no son las contribuciones Van Vleck de se -

gundo orden a la susceptibilidad las responsables de las dis

crepancias existentes.

Con el fin de estudiar el efecto de una corrección dia

magnética sobre la curva X �-1 (T), hemos realizado diversas
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representaciones gráficas (Figura 2.9) de la función:

(2.3.2.1)

donde �"'X �-1 representa el incremento en X �-1 dado por la

existencia de una corrección diamagnética caracterizada por

la constante K. � es la temperatura de Curie y C es la cons

f\ '11 1_1
tante de Curie-Weiss. La función � �M tiene una depende�

cia cuadrática en T, donde el signo de la constante K deter-

mina el signo de la concavidad de la curva. Como se puede

comprobar directamente comparando las Figuras 2.8 y 2.9, las

correcciones introducidas por K en la curva X �-l(T) no con­

ducen a mejoras significativas de los ajustes de la Figura

2.8; Y en cualquier caso, no fue posible reproducir la cur­

va experimental X �-1 (T) (T'" 100K) sumando un término cons -

tante a la expresión de la susceptibilidad magnética dada por

el modelo de los dos niveles (Apendice 2.1) o por el modelo

descrito en el capítulo 1.

Los estudios de magnetización y suceptibilidad a baja

temperatura (Barraclough et al 1970) sugieren la existencia

de algún tipo de interacción magnética entre los cationes

centrales de la molécula, como en el caso de algunas hemopr�

teinas férricas. Recordemos que en la introducción de este

apartado se menciona el hecho de que por debajo de aproxima-

damente 14K la susceptibilidad depende del campo aplicado.

Los datos estructurales de la PcMn parecen indicar que la in
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190�------��------�---------.--------�
1-1

XM
-1

(e�)mol

105

20�--------�--------�-------------------
100 150 T (K) 250 300

Figura 2.9- Efecto de un t�rmino independiente de la temper�
tura en las leyes de Curie correspondientes a espín 3/2 y 5/2

, curvas (1) y (2) respectivamente. K = 10-3 emu/mol.
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teracción magnética debe ser de superintercambio, a través

de .Lo s orbi tales deslocalizados TI de la molécula de ftalo-

cianina, y de caracter débil. La geometría impuesta por el

apilamiento de las moléculas de PcMn a lo largo del eje b

(Figura 2.10) parece más consistente con una interacción de

tipo Heisenberg que con el modelo unidimensional Ising pro-

puesto por Barraclough et al (1974). Basandonos en estas co�

sideraciones, proponemos la existencia de una interacción de

tipo Heisenberg entre los cationes Mn(II):

La introducción de la interacción magnética Heisenberg

se hizo siguiendo el forma�ismo general de la teoría de cam­

po molecular en aproximación cero. Al hamiltoniano total (1.

2.3) de los cationes Mn(II) se le suma el término de intera�

ción magnética HJJ, donde HJJ se escribe de la forma:

HJJ = -2 z J(S)'S =-2ZJ[<S-"S +.c::S>S +<:s>sl
x x y y z zJ

(2.3.2.2)

siendo z el número de vecinos equivalentes que interaccionan

con un catión central Mn(II) via la integral de intercambio

isótropa J, Y <, S)' es el valor med.í o de la componente de es-

pín de los cationes Mn( II). <: S> viene dado por la siguien­

te expresión (Marathe et al 1983):

i i
(2.3.2.3)

donde Ei Y 'Yi son los valores y funciones propias del hami!
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toniano total HT = H + HJJ.

En primer lugar, hemos ajustado los valores experimen-

tales del momento paramagnético � (2.3.2.4) para T > 100K,

mediante el modelo de los dos niveles propuesto en el Apend�
ce 2.1.

[""V' ]
�

r ( BM ) = 2. 8 2 8 ;l. Ivr (T + e--) (2.3.2.4)

De esta forma, hemos deducido la estructura electrónica de

los cationes Mn(ll) sin necesidad de considerar el término

de interacción magnética HJJ. Recordemos, que en primera

aproximación, el momento paramagnético de un ión sólo depe�
de de su estructura electrónica. El ajuste se ha realizado

variando los valores de la energía del nivel 4A2. De hecho

esto es equivalente a usar �3 como único parámetro libre,
4

ya que E( A2) depende linealmente en f..3. Con el valor de t:3
obtenido (é. 3 = 29758 + 50 cm-1) se intentó reproducir los

datos experimentales de X
' 1
M- (T). El resultado de nuestra

simulación se muestra en la Figura 2.11. El desplazamiento

según un valor constante positivo entre los valores experi

mentales de x.. �-1 Y la simulación teórica indican la exis­

tencia de algún tipo de interacción ferromagnética entre los

cationes Mn(II), en buen acuerdo con nuestras hipótesis pre-

'Y M'-1vias. En una segunda etapa, hemos ajustado los datos de �

a partir del hamiltoniano total, incluyendo el término de in

tercambio HJJ. En este ajuste, se utilizó zJ como único par�
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Figura 2.11- Inversa �e la susceptibilidad magn�tica de la

PcMn para T > 100K, comparada con la curva teórica obtenida

e -1
a partir del modelo de los dos niveles con � 3

= 29758 cm .
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metro libre, fi jando el valor de t: 3 al obtenido previamente
a partir del modelo de los dos niveles. Hay que tener en cuen

ta, que al intervenir el valor esperado del espín �S� en el

hamiltoniano total, las funciones y valores propios no se pu�
den calcular directamente, y hay que utilizar la expresión
(2.3.2.3) en combinación con el hamiltoniano total HT para

conseguir la autoconsistencia entre ambos. Los resultados

del ajuste se recogen en la Figura 2.12 y la Tabla 2.7. El

signo positivo del producto zJ refleja la naturaleza ferro -

magnética de la interacción existente entre los cationes Mn.

La buena calidad del ajuste parece corroborar la hipótesis
sobre el tipo de hamiltoniano de interacción.

Para comprobar la validez de los parámetros obtenidos,
hemos simulado la variación con la temperatura de fA. eff 1/
f-eff J.. y f eff promedio, comparandolas con los datos exp�
rimentales procedentes de la bibliografía (Barraclough et al

1974). Los resultados se presentan en la Figura 2.13. Como

se puede ver en dicha figura, el acuerdo cualitativo global
de las tres curvas es bastante bueno, incluso se reproduce
el punto singular de la curva feff promedio asociado con

la interacción magnética.

A partir de la estructura electrónica deducida y del

valor del parámetro zJ hemos calculado el campo de anisotro­

pía en la PcMn para T � 14K. El resultado para 4.2K es H =

. a

350 KOe. Este valor permanece prácticamente constante en el
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(�)mol

65

o 100 200 T ( K ) 300

Figura 2.12- Inversa de la susceptibilidad en función de la

temperatura para la PcMn, comparada con la curva teórica ob-

tenida a partir de del hamiltoniano total HT y la ecuación

(2.3.2.3), con los parámetros de la Tabla 2.7.
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zJ = 5 + 1 k

[3 29758 50
-1

+ cm
-

E(4A2) -567 20
-1

= + cm
-

11 '_1
Tabla 2.7- Parámetros del ajuste de A M -(T) a partir del

hamiltoniano total HT.

eje-b

Figura 2.10- Empaquetamiento de las moléculas de PcMn.
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�eff �

( B.M.)

5

7

3

100 200 T(K)

Figura 2.13- Simulación teórica de las magnetizaciones efica

ces de la PcMn con los parámetros de la Tabla 2.7 (líneas co�

tinuas). Los símbolos corresponden a las medidas experiment�

les. La notación es como sigue: (O) magnetización eficaz pr�

medio, (.) magnetización eficaz perpendicular, (A) magnetl

zación eficaz paralela.
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rango de temperaturas comprendido entre OK y 14K. En las prox�

midades de 14K comienza a decrecer rapidamente hasta anularse.

La causa de este campo de anisotropía relativamente elevado

es la estructura electrónica particular de los cationes Mn(II)

en la PcMn. Los niveles 6A1 y 4A2 ' que por separado no da -

rían ninguna contribución a la anisotropía, se mezclan,debi-

do a su proximidad energética,via el segundo orden del aco -

plamiento espín�órbita, para producir una estructura fina de

estados fuertemente anisótropa. En consecuencia, el modelo

de los dos niveles es suficiente para describir situaciones

de fuerte anisotropía, como es al caso de la PcMn, y no es

necesario considerar más estados excitados como se ha hecho

en algunos trabajos previos (Rispin et al 1978, Birdy et al

1983). Es evidente, que para confirmar el valor relativamen-

te elevado del campo de anisotropía predicho por nuestro mo-

delo es necesario disponer de medidas de la magnetización a

campos intensos.

La estructura electrónica de la PcMn corresponde a la

mezcla de los estados monoparticulares (dXy)l(dyz)l(dxz)l
(d 2)1(d 2 2)1 (6A1) (d )2(d )l(d )l(d 2)1 (4A ). Losz x -y y

xy yz xz z 2

estados resultantes tienen una densidad electrónica mayor

en el plano (xy), dado que el nivel 4A2 es el fundamental;

por lo tanto, los valores de¡u� son mayores que los de;u».
Al disminuir la temperatura se incrementa la población del

estado 4A2 ,aumentando, en consecuencia, la anisotropía mag­

nética del compuesto. Como hemos aplicado un modelo de inte-
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racción magnética isótropo (Jx = J = J ) Y no hemos tenido
y z

en cuenta la interacción dipolar entre momentos magnéticos,

el único factor que determina la dirección de fácil imanación

de la molécula es la anisotropía de niveles electrónicos.Da-

do que el momento es mayor en el plano (xy) que en la direc-

ción z, el momento magnético de la PcMn está contenido en el

plano (xy), formando una red ferromagnética con sus vecinos

más próximos. Este resultado no es compatible con el modelo

de Ising según la dirección perpendicular al plano de la mo-

lécula propuesto por Barraclough et al (1974).

La ex
í

s tienc
í

a de un "plateau" en la dependencia de la

susceptibilidad con la temperatura por debajo de 14K, está

relacionada con la interacción magnetica presente entre los

cationes Mn(II), ya que por ser el Mn(II) un ion Kramer, el

estado fundamental es un doblete de componentes +M , Y por
- s

lo tanto, sino existiera interacción magnética la susceptib�

lidad aumentaría monotonamente siguiendo una ley de Curie-

Weiss, al tender a cero la temperatura.

El valor relativamente grande del parámetro de campo

E3 es consistente con la situacion del Mn(II)

en el centro del plano de la molécula, e indica una fuerte

cristalino

interacción del catión con los nitrógenos del anillo pirró-

lico.

La situación,en esta ftalocianina,es muy similar a

la que corresponde a ciertas moléculas de tipo hemoglobina.
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En muchas hemoglobinas férricas los dos niveles 6A1
explican casi totalmente las propiedades eléctricas y magne­

ticas. Por lo tanto, se puede concluir que para cationes 3d5
sometidos a un campo cristalino de elevado caracter tetrago-

nal es suficiente considerar la base formada por los niveles

6A1 y 4A2. Ello es debido a dos razones básicas: i) estos

dos niveles están débilmente perturbados por otros niveles

excitados via el segundo orden de acoplamiento espín-órbita,

ii) reducciones más importantes de la simetría local alrede-

dor del catión central sólo modifican ligeramente el carac -

ter de estos niveles, a través del acoplamiento con otros

niveles excitados.
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APENDICE 2.1

SUSCEPTIBILIDAD MAGNETICA DE UN ION 3d5 EN COMPLEJOS DE ELE­

VADO CARACTER TETRAGONAL

Un ion 3d5 situado en una simetría local cúbica distor

sionada puede encontrarse en estados de alto o bajo espin,

dependiendo de la intensidad del campo cristalino. Para el

caso de campos cristalinos intermedios, Eicher (1975) desa-

rrolló una teoría que permite determinar las energías de los

estados más bajos en complejos de tipo porfirina de hierro

con una débil distorsión rómbica. La evaluación de estas

energías se hizo mediante un procedimiento de ajuste por mí

nimos cuadrados, usando simultaneamente datos de susceptib�

lidad magnética y desdoblamiento cuadrupolar (Thomanek et al

1977). Rispin et al. (1978) realizaron un cálculo de campo

cristalino para iones férricos en simetrías locales de carac

ter rómbico, del que dedujeron las constantes giromagnéticas

g a campo cero de una larga serie de compuestos. En un trab�

jo previo a los anteriores, Harris (1968) estudió las propie

dades magnéticas de algunas porfirinas férricas con campos

cristalinos intensos y caracter tetragonal.

En este trabajo vamos a demostrar que en muchos compl�

jos de iones 3d5 de simetría local tetragonal y con campos

cristalinos fuertes, es suficiente tomar una base de funcio­

nes formada por los niveles 6A1 y 4A2 para describir el ca -
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racter mayoritario de las propiedades magnéticas del compue�

too Debido a la simplicidad de la base de estados hemos obte

nido expresiones analíticas para la susceptibilidad magnéti-

ca y los momentos eficaces en las direcciones principales de

la molécula.

La diagonalización del hamiltoniano de orden cero H =

o

Hee + Hcf en la base de funciones propias correspondiente a

la configuración 3d5, da lugar a una distribución de niveles
•

multielectrónicos con las siguientes funciones de onda de

energía más baja: 4E, 2B2, 2E, 4A2 Y 6A1 (Eicher 1975). Para

un rango de valores muy amplio de los parámetros é. .(i=1,2,3)
l

-

este es el conjunto de niveles que juega un papel determinante

de las propiedades físicas del catión 3d5 estudiado (Harris

1968). La configuración 6A1 c?rresponde al multiplete elec -

trostático 6S5/2 que es el estado fundamental en el caso de

complejos de alto espín. La energía del nivel 4A2 muestra una

dependencia casi lineal en el parámetro �3 y practicamente

no se ve perturbada por variaciones de é. 1 Y t 2.
En campos

cristalinos de elevado caracter tetragonal é 2 « €.. 3)
los niveles 2B2, 2E Y 4E están situados por encima del grupo

6A1 y 4A2 con energías relativamente mayores. Si además ten�
mos en cuenta que el nivel 6A1 sólo se ve afectado por el

acoplamiento espín-órbita via segundo orden de teoría de pe�

turbaciones con configuraciones que contengan el multiplete
444electrostático P ( A2 y E), parece razonable despreciar los

efectos de los tres niveles excitados sobre el grupo funda -
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4
mental A2

6
Al' En nuestros cálculos vamos a considerar uni-

camente el caso en que los niveles 6A1 y 4A2 formen el con­

junto de niveles fundamentales del catión 3d5. En la Figura

2.I.1 se muestra el conjunto de valores de los parámetros de

campo cristalino €. 2 Y é..
3' para algunos valores s e Le cc Loria

dos de t. l' que cumplen la condición anterior. Para cada va­

lor de € l' nuestras hipótesis sobre los niveles 6A1 y 4A2
son válidas para aquellos puntos (�2' é 3) que queden si -

tuados entre la curva €. 2=f( € 3) Y el eje de abscisas E. 3'

En la Figura, t 2
está normalizado al valor de la integral

de Slater F1, con la hipótesis F2/F4 = 14.7, lo cual, de he­

cho, corresponde al ion libre Fe3+. La linea recta represen-

ta el caso cúbico ( é.
1

= O, �
2

= E 3) .

Para determinar las funciones de onda correspondientes

a los niveles 6A1 4A2 debemos diagonalizar el hamiltoniano

Ho en la base de mul tipletes electrostáticos I 2S+lLMl /' de

la configuración 3d5. Para calcular la función de onda del

nivel 4A2 tenemos que diagonalizar la siguiente submatriz de

H
o

14FO "> J4G4 '> J 4G_4 >

O \[275 f.
3 -\{2i5 �

3

E2 Vl/10E:3 -Vi/lO E.3
�l/lO €

3 E3 O

-Vi/lO �
3

O E3

< 4pO I El
< 4FO I O

<4G41 � 2/5 E 3

< 4G_4 1 - \[275 f 3

donde E. son las energías de repulsión de Coulomb (Weissbluth1
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Figura 2.I.l- Zonas de validez del modelo de los dos niveles

para algunos valores de los parámetros de campo cristalino

La gráfica ha sido obtenida para el ion libre Fe3+. Para más

detalles ver texto.
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1978) para cada mul tiplete electrostático \ 2s+1L '> . El ni-

6 6
vel Al es directamente el multiplete 85/2, ya que el cam -

po cristalino no ejerce ningún efecto sobre él.

En la base de funciones propias resultantes se rediag�

naliza el hamiltoniano completo H = H + H . Los valores y
o so

vectores propios obtenidos son los siguientes:

f + � f 2
+ 12 ,\ 2x2 O/ 14A +1

f3 16A �!)'e+1 = -2")' +

2
1 2 112

f+�y2 + 8 � 2x2
; « 214A2 �� >

6 �� >e . = + f> 2 \ Al+2
2

2

= O 16A1 �� ')
� - V f 2

+ 8 A 2x2 4 �� )-'----'------- ; o( 3 I A2 2
+

2

; (2.1.2)

e+4 =

donde A es la constante de acoplamiento espín-órbita, x es

la raiz cuadrada del tanto por uno de ocupación del multipl�
4 4 4

te P es el estado A2, Y f::' E ( A2)· Las constantes O(
i Y

f3i vienen dadas por

1

Pi (�g)
-(2 .\ x

i 2,3=

=

2 A 2x2
1

2 ,.\ 2x2 j = 2,4
2

+ e
�j 2

+ 1
e
�j

e

�j
1

r, (��)
-'{3�x 1,4i =

=

3 A 2x 2 3 A 2x2 1,5
1 j =

2
+ e

�j 2
+ 1

e
�j

e

�j
(2.1.3)
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El esquema de niveles resultante se muestra en la Fig�
�

ra 2.I.2. La disposici6n final de los dobletes de Kramer !M
s

depende fuertemente de la diferencia energética f entre los

niveles 6A1 y 4A2.

Para tener en cuenta el efecto de un campo magnético

sobre el esquema de niveles de la Figura 2.I.2, debemos aña-

dir al hamiltoniano H el término Zeeman H que describe la
m

interacci6n con el campo magnético. Los campos magnéticos

usados normalmente en el laboratorio para la determinaci6n

de la susceptibilidad paramagnética de un compuesto son co-

mo mucho del orden de 2 teslas. Estos campos producen mez -

clas pequeñas entre los distintos dobletes de Kramer que fo�
man el esquema de niveles, y en consecuencia, podemos calcu-

lar el efecto de H aplicando teoría de perturbacion�s hasta
m

segundo orden. Las correcciones a la energía en primer orden

se calculan diagonalizando H en la base formada por cada d�m

blete de Kramer. Los desplazamientos energéticos de segundo

orden vienen dados por:

5

L
t � v

I <t+ I Hm I v_:f: >12 + I (t-I Hm I V_:f:>12
E(o)_ E(o)
v t

(2.1.4)

donde 1 v_:f: > son los dobletes de Kramer definidos en (2.1.2)

Y E(o) las energías correspondientes. Las energías hasta se­
v

gundo orden cuando el campo magnético se aplica paralelo al

eje de cuantizaci6n del ion 3d5 son las siguientes:
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Ms
_-----:¡:1/2
�-----:¡:3/2

6A E (� \
_��__��__� 2-��2

-----+3/2
:¡:1/2

Figura 2.I.2- Diagrama de niveles resultante de la diagonal!

zación de H + H . Cada uno de los niveles finales tiene de
o so

generación dos.
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W+1
1
gs f3\HI= e

+1
+ 2"-

W+2
3
gsf3lH\= e

+2
+ 2"-

W+3
5

gsf3\H\ (2.1.5)e
+3

+ 2"-

W+4
3
gsP\ Hi= e

+4
+ 2"-

W+5
5

gs � \ H \= e
+5

+ 2"-

donde gs es la constante giromagnética y f3 el magnet6n de

Bohr. Las energías cuando el campo magnético se aplica per-

pendicularmente son:

W+1 =

e -

+1

W+4 = e+4 +

(2.1.6)

En (2.I.6) sólo se incluyen términos que hacen referencia a

niveles adyacentes. La contribución de los términos restan -

tes es mucho menor ya que está dividida por un factor del o�
den de f . La susceptibilidad paramagnética para N átomos
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viene dada por la ecuación de Van Vleck (Boudreaux et al 1976)

'(_W�l)_ 2W�2)H) exp(-W./kT)
)(=

N _L_ l l
__��------l-----

H L exp(-W�o) /kT)
i

(2.1.7)

siendo W. = w�o) + HW�l) + H2w�2) + ... Para un rango de tem
1 1 1 1. -

peraturas en que se verifique W�l)¿< kT, la ecuación (2.1.7)
1

puede escribirse como:

x =

N
� (W�1)2 /kT _ 2W�2» exp(_W�o) /kT)L 1 1 ];

(2.1.8)

Definiendo la magnetización eficaz como M
2

= 3k2'j. T
I

. eff Nf3
y sustituyendo (2.1.5) y (2.1.6) en (2.1.8) se obtienen las

siguientes expresiones finales:

2
f Ileff =

6 cosh(Q ..¡.. N) + 54 cosh(Q - N) + 75 exp(A)

4 cosh(Q) cosh(N) + exp(A)

3 [E exp(-Q-N) + M exp f q t-N) + 10J3�/(N-Q-A) eXP(N-Q)]2 - +

f .Leff
-

4 cosh(Q) cosh(N)+ exp(A)

2
l0f33/(Q-N-A) exp(Q-N) - (15/B) exp(A) +

-------------------------------------------------------------+
(2G/N) exp (-Q) sinh(N)

4 CGsh(Q) cosh(N) + exp(A)

(2.1.9)

(2L/N) exp(Q) sinh(N)

4 cosh(Q) cosh(N) + exp(A)
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donde N, Q, E, M, G, L, A Y B se definen como:

� f2 + 12�2x2 _ � f 2 + 8 A 2x2 t\2x2
N = A =

4 k T � kT

�?2 + 12�2x2 + � s' + 8 r\2x2 f
Q = B =

4 k T 2kT

2
2

E = (2a( 1 + 3 f3i)
2

2
M = (21)( 4 + 3P�) (2.1.10)

2
G = «(30(10(2 + 2 'f2f31f2)

(\[3ot3lX'4+ 2 (2(33(34)
2

L =

En la Figura 2.I.3 se representan las dependencias con

la temperatura de la susceptibilidad paramagnética de algu -

nos compuestos férricos derivados de la myoglobina (Thomanek

et al 1977), comparandolas con las obtenidas a partir de la

ecuación (2.I.7). El buen acuerdo observado entre la teoría

y los resultados experimentales indica la validez de nuestra

hipótesis previa referida a la base de funciones de onda.En

muchos compuestos en que el ión 3d5 se encuentra sometido a

un campo cristalino de elevado caracter tetragonal, son su-

4 6ficientes las funciones de onda A2 Al para describir el

caracter mayoritario de las propiedades magnéticas del com -

puesto.
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Xm
(crmyrmol)

0.6

Q2

M ETMYOG LOSI N0.4

METHAMOGLOBIN

0.1

0.0
0.6

METMYOGLOBIN- pa EIS

50 T(K)

Figura 2.1.3- Ajustes para la susceptibilidad de algunos co�

puestos férricos derivados de la myoglobina (Thomanek 1977)

a partir de la ecuación (2.1.7). (Labarta et al 1983).
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6 4000

IJ
(S.M.)

o

Figura 2.1.4- Momento paramagnético � en función del parám�

tro de campo cristalino é 3
. Los datos han sido obtenidos

para el ion libre Mn2+.
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Finalmente ,en la Figura 2.1.4 se muestra la dependen­

cia del momento paramagnético r para el catión Mn2+, defini

do a través de la pendi�nte de la inversa de la susceptibi-

lidad magnética, en función del parámetro de campo cristali-

no E3" La Figura 2.1.4 es muy útil, ya que permite determi­

nar directamente el parámetro de campo cristalino �3 y la

energía f' correspondientes a una situación particular del

catión Mn2+, con sólo conocer el momento paramagnético expe-

rimental (siempre que sean aplicables las hipótesis de esta

sección). Es sencillo obtener gráficas equivalentes a 2.1.4

para cualquier otro catión 3d5.
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CAPITULO 3

MODELOS DE CAMPO MEDIO PARA EL ESTUDIO DE PROPIEDADES MAGNE­

TICAS y TERMICAS EN SISTEMAS DILUIDOS (ESPIN y ENLACE)

3.1- Introducción

En muchas substancias se ha observado la existencia de

una fuerte dependencia entre algunas de sus propiedades físi
.

-

cas y pequeñas desviaciones estequiométricas del compuesto.

El análisis detallado de estas observaciones tiene un gran i�

terés práctico, ya que la no estequiometría es una situación

común en la práctica, debido a que frecuentemente afecta a

materiales con un amplio espectro de aplicaciones tecnológí-

caso Por ejemplo, algunos óxidos de metales de transición, o

de tierras raras, que usualmente se encuentran en la natura-

leza en la forma Mn1 0, COlO, EU1 0, etc., donde x toma
-x -x -x

valores pequeños, presentan propiedades electrónicas y magn�
ticas muy distintas para diferentes muestras, hecho que pre-

sumiblemente se asocia a la variación del parámetro de este-

quiometría x (McGuire et al 1972, de Jongh y Miedema 1974,

Seehra y Silinsky 1979, Seehra y Groves 1983, Dominguez et

al 1984, Hauser y Waszczak 1984). También muchos materiales

sintetizados en el laboratorio presentan una composicion de

tipo Al B C , donde una fracción x de los átomos magnéticos-x x

A del sistema puro AC se han reemplazado por impurezas no-

magnéticas B, Y sus propiedades magnéticas y térmicas varían

de forma similar con x. Buenos ejemplos son los compuestos:
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Fe1 Zn F2 (Birgeneau et al 1983), Eu Sr1 S y otras solucio-x x x -x -

nes sólidas Eu-calgónidos (Westerholt y Sobotta 1983, Weste�
holt et al 1984). A pesar de que algunas veces se ha dado una

interpretación a la dependencia en x, como por ejemplo en el

MnO (Hauser y Waszczak 1984) en que la aparición de interac-

ciones competitivas da lugar a un comportamiento vidrio de

espín, estos efectos son calificados a menudo de "anómalos",

indicando que todavía faltan explicaciones teóricas más ade-

cuadas (Seehra y Silinsky 1979). El propósito de este traba-

jo es el desarrollar tratamientos de campo medio, que descri

ban de forma simplif�cada algunas de las situaciones físicas

enumeradas anteriormente. Estos modelos nos pueden proporci�

nar una buena referencia para analizar algunos de los datos

disponibles actualmente, e incluso incitar a la realización

de nuevos experimentos en materiales simples.

Las situaciones descritas anteriormente sugieren de for

ma inmediata que las propiedades térmicas y magnéticas "anó-

malas" cuando X 1= O pueden, en principio, analizarse conside

rando modelos simples para una red con defectos, por ejemplo

impurezas no-magnéticas. El modelo básico que vamos a consi-

derar es el modelo magnético Ising para espín �, con pares de

interacciones a próximos vecinos, el cual está definido por

el Hamiltoniano:

s. s.
1 J J .. = J

lJ
(3.1.1.)

i,j



96

donde la suma se extiende a todas las parejas de próximos ve

cinos en una red dada de tamaño V y s.= +1. Las impurezas pu�l

den ser incluidas de diferentes formas. Una red diluida con

impurezas no-magnéticas se simula reemplazando en (3.1.1) xV

variables de espín fijas distribuidas al azar por s.=O. En
l

este caso las impurezas no-magnéticas están congeladas en p�

siciones de la red elegidas al azar,y se consideran como im-

purezas estáticas ("quenched"), las cuales no interaccionan

con el resto de espines de la red. También hemos estudiado

la situación en la que se sustituyen enlaces; en este caso,

se rompe una fracción x de las interacciones en el modelo bá

sico.

Desde luego, los materiales reales presentan muchas co�

plicaciones extra que no están incluidas en estos modelos,c�

mo por ejemplo: interacciones a segundos vecinos, componentes

de espín mayores, isotropía, competición de interacciones fe

rro y antiferromagnéticas, redes más complejas y defectos,

etc. Sin embargo, nuestros resultados dan una explicación r�

zonable a muchos fenómenos de interés, y existen muchos mate-

riales que en principio, pueden aproximarse a nuestros mode-

los. A continuación vamos a presentar evidencias de que nue�

tras resultados teóricos provén·buenas descripciones cualit�

tivas y semi-cuantitativas de los datos experimentales y Mon-

te Carla disponibles. El acuerdo entre la teoría y algunos

experimentos (tanto reales como numéricos) es incluso más

apreciable dada la simplicidad de los modelos considerados
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aquí; esta simplicidad viene dictada por la intención de que

nuestros resultados describan el comportamiento de varias ma�

nitudes, cubriendo un amplio rango de valores de la tempera­

tura y de x.

Un punto importante a resaltar es el hecho de que la

distribución al azar de defectos congelados o impurezas con­

siderada en este trabajo puede representar una situación ba�

tante general en la práctica. A temperaturas suficientemente

bajas,por ejemplo, muy por debajo del punto de fusión de la

red , las impurezas destruyen la regularidad de las interac­

ciones en el sistema, y por lo tanto, podemos esperar, en

principio, interesantes cambios si se compara con el caso "p�

ro" (x=o). Como demostración de la validez de estos modelos,

hemos de decir, que tratamientos matemáticos similares han si

do aplicados con anterioridad en la literatura para explicar

las propiedades físicas de muchos materiales incluyendo desor

den, como por ejemplo:sistemas impurificados y amorfos, vi­

drios de espín, magnetos diluidos, superficies, etc. ( ver por

ejemplo: Mills et al 1971, McCoy y Wu 1973, Burkhardt y van

Leeuwen 1982, Binder 1979 y 1984, Mouritsen 1984). Sin emba�

go, ni las interpretaciones teóricas del comportamiento de

sistemas diluidos o desordenados ( Behringer 1957, Grinstein

y Luther 1976, Stoll y Schneider 1976, Landau 1980, Newman y

Rieder 1982, Dotsenko y Dotsenko 1983, Jug 198�) ni los co­

rrespondientes resultados experimentales (Seehra y Silinsky

1979, Cowley y Carneiro 1980, Westerholt et al 1983 y 1984,
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Birgeneau et al 1983 y 1984) son del todo concluyentes en la

situación actual; nos vamos a referir a los resultados ante-

riores , mientras discutimos nuestros propios resultados en

los apartados que siguen.

3.2- Modelo de Bethe-Peierls

Las aproximaciones de campo medio para explicar propi�

dades magnéticas (Smart 1966, Pathria 1977) dan, en general,

una pobre descripción cuantitativa de los datos experimenta-

les. Estas teorías fallan en la predicción de los exponentes

críticos correctos, que describen el comportamiento asintótl

co cuando T- T , o el comportamiento a baj as temperaturas ti
c -

po ondas de espín, y consiguen, como mucho, acuerdos semi-cuan

titativos en otras situaciones. Esto es consecuencia del tra-

tamiento defectuoso de las correlaciones de corto alcance, de

las simetrías y de la dimensionalidad del sistema.

En la práctica, hay muchas formas de tener en cuenta es

tos efectos en el contexto de modelos Ising con impurezas.

Por ejemplo, se pueden considerar diversas disposiciones mi­

croscópicas de los iones magnéticos y de las impurezas alre-

dedor de una posición dada de la red, o diferentes relaciones

entre un grupo de espines y sus vecinos, o se puede aplicar

modelos con enlaces rotos en lugar del modelo magnético dilul

do. CoMo consecuencia, los resultados finales son variados y
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su validez es "a priori" incierta ( ver por ejemplo: Behrin -

ger 1957, Sato et al 1959, McCoy y Wu 1973, Dotsenko y Dotse�
ko 1983, Katsura y Matsubara 1974, Stinchcombe 1983). Nosotros

presentamos en ésta y en las dos secciones siguientes, dife-

rentes tratamientos de campo medio que proporcionan descrip-

ciones cualitativas muy útiles de diversos fenómenos de inte

rés. Comparando con aproximaciones más sofisticadas, lo ex -

puesto en este trabajo es más general en el sentido de que,

en principio, permite un cálculo más simple de cualquier ma�

nitud física implicada en un rango de temperaturas y conce�

traciones x más grande. También se consigue un acuerdo semi-

cuantitativo con los resultados experimentales, sin un aumen

to considerable de la complejid�d del problema como sucede

con otros desarrollos (ver por ejemplo: Grinstein y Luther

1976, Dotsenko y Dotsenko 1983).

Vamos a empezar considerando un espín "central" s ro­
o

deado por q'�q primeros vecinos; q (6 para la red cúbica sim
--

ple) es el número de coordinación de la red y q' = (l-x)q ,

siendo x la concentración de vacantes. Esta situación puede

estudiarse usando el primer orden del tratamiento de campo m�

dio introducido por Bethe (1935) y Peierls (1936) para el ca-

so puro con x = O. De forma más específica, consideramos el

hamiltomiano H:

q' q'

-H/kBT = hs + (h-i-h ! )L s. +kL s s. (3.2.1)
o J o J

j=l j=l
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donde k = J/kBT, h es proporcional al campo magnético externo

y h' representa un campo magnético "molecular" interno causa-

do por el resto de los espines del sistema no incluidos expl�

citamente en (3.2.1). De (3.2.1) se deduce inmediatamente la

función de partición del sistema:

z = z +z
+

(3.2.2)

Vamos a asumir la condición de autoconsistencia < s "> = < s .)-
o J

donde para j # O se representa cualquier espín de la red y

�.) denota el promedio extendido a la colectividad; esta con

dición implica que el agrupamiento de q'+1 espines consider�

do está en equilibrio termodinámico con el resto del sistema.

De (3.2.2) Y la condición de autoconsistencia enunciada se si

gue ;

2h'
= e (3.2.3)

donde a+ = h+h'+k , a_ = h+h'-k . La expresión (3.2.3) se ut�

liza para calcular h'. De la función de partición del siste-

ma (3.2.2) se puede deducir la magnetización media por espín:

m(T,h;x) =

tanh(a )+tanh(a )
+ _

(3.2.4)
2+tanh(a )-tanh(a )

- +

El procedimiento anterior es una generalización senci-

lla del método de Bethe-Peierls para el caso x # O Y fue con
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siderado previamente por Sato et al (1959). Sin embargo, no-

sotros lo vamos incluir aquí para llevar acabo un estudio más

completo del modelo, comparando con otros resultados, y a la

vez nos servirá para fijar la notación en los otros dos tra-

tamientos que se desarrollan en este trabajo. Incluso, demo�
traremos que un modelo tan simple como el recogido en (3.2.1)

-(3.2.3) prporciona una descripción razonable de los datos,

y puede usarse,con ciertas precauciones, en el análisis de re

sultados experimentales.

El uso de la ecuación (3.2.3) para h = O (campo magné-

tico externo cero) en la ecuación (3.2.4) produce las curvas

de coexistencia mostradas en la Figura 3.1, para diferentes

valores de la concentración de iones no-magnéticos x. De la

ecuación (3.2.3) también se deduce la curva crítica para h=O

que da la dependencia de la �emperatura crítica con x.

In (_q_'_)
q'-2

(3.2.5)

Como ya fue expuesto previamente por Sato et al (1959),esta

ecuación se anula cuando q' = (l-x)q = 2 ; esto quiere decir,

que en esta teoría para obtener un valor distinto de cero de

la temperatura crítica T se necesitan suficientes espines p�
e

ra formar, en promedio, una cadena lineal a través del siste

ma. Para la red cúbica simple (q = 6) la expresión (3.2.5)

predice que T (x) se anula para x = 2/3; este valor es muy
e

próximo al límite de percolación correspondiente xc�0.689
(Sur et al 1976, Stauffer 1979). Nótese que no existen co-
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Figura 3.1Valor medio de la magnetización espontanea por ion

magnético, normalizado a la unidad, en función de la temper�
tura y de la concentración de vacantes, deducido, respectiv�
mente, del modelo �e la sección 3.2 (linea continua), 3.3

(linea discontinua) y de la sección 3.4 (línea punteada), en

el caso de una red cúbica simple. Los símbolos corresponden

a los resultados Monte CarIo de Landau (1980) : A (10xl0xl0

Soc.l.), O (20x20x20) y X (30x30x30).
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rrelaciones entre los espines a través de la totalidad de la

red cuando x = Xc ' por lo tanto, se puede esperar que no exi�
ta transición de fase para concentraciones tan grandes de i�

purezas no-magnéticas, en acuerdo aproximado con el primer o�

den de campo medio (3.2.5). Por el contrario, la aproximación

de orden cero Bragg-Williams (Pathria 1977) predice un compo�

tamiento lineal en (l-x): Tc(x) = 4/3 s(s+l)q(l-x) J/kB, don

de s es el valor del espín. Esta expresión sólo se anula cuan

do x = 1. El comportamiento de la función (3.2.5) se muestra

en la Figura 3.2 , junto a la Tc(x) obtenida bajo otras hip�

tesis, y se compara'n con algunos datos experimentales.

Cerca de T y para h = O, la ecuación (3.2.3) sigue el
e

comportamiento asintótico: h'::: [3(q'-1) (kc-k)]�, donde kc
es el valor crítico de k, k = J/kBT . En estas condiciones

c c

la magnetización espontánea por espín es:

q,2
q'-l

�
ln (�) (1- !_)Jq'-2 T

e

, T _T ; (3.2.6)
c

La expresión (3.2.6) implica que la amplitud crítica que ca-

racteriza la curva de coexistencia cerca de T depende de x,
e

mientras que el correspondiente exponente crítico )3 adopta

el valor "clásico", independientemente del valor de x. Esta

cuestión será discutida con más detalle en otro apartado de

este trabajo.
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Figura 3.2- Dependencia de la temperatura crítica T (x) con
e

la concentración de impurezas x, para una red cúbica simple,

según los tres modelos estudiados en este trabajo (líneas

continuas). La línea discontinua corresponde a la predicción

de orden cero Bragg-Williams. La línea punteada corresponde

a un cálculo utilizando el grupo de renormalización, debido

a Stinchcombe (1979). Los triángulos son lds resultados Mo�

te Carlo obtenidos por Landau (1980). Los cuadrados represe�

tan los datos experimentales de Lagendijk y Huiskamp (1972).
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La func ión de partición (3.2·.2) también puede escribir

se en la forma:

z = z +
++

z + Z
+- (3.2.7a)

donde

exp(2h+h'+k)[
q'-1

Z = 2 cosh( a+)]++

exp(-2h-3h'+k) [2
q'-1

Z = cosh(a+)]

2exP(-h'-k)[ 2 cosh(a+)]
q'-1

Z =

+-

(3.2.7b)

(3.2.7c)

(3.2.7d)

después de hacer uso de la condición de autoconsistencia

(3.2.3). El parámetro de orden de corto alcance, definido co

mo : � = N N I(N )2, donde N ,N
++ -- +- ++

y N representan
+-

repectivamente el número de parejas "Up-Up" , "down-down" y

"up-down" promediadas sobre el estado de equilibrio defini-

do por Z, se puede calcular a partir de las expresiones

(3.2.7). La expresión final viene dada por:

<f = (1 14) exp (4k) (3.2.8)

La energía configuracional del sistema se escribe co-

mo:

E =
1

2
(3.2.9)
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donde < sosl > es la función de correlación espín-espín a pr1_

meros vecinos, que está definida por:

cosh(2h' )-exp(-2k)
cosh(2h' )+exp(-2k)

(3.2.10)

y N' = (l-x)N el número de espines magnéticos que hay en el

sistema. En la Figura 3.3 se muestra el comportamiento expli

cito de la energía en función de la temperatura y de algunos

valores seleccionados de x. La expresión correspondiente al

calor específico a campo cero se halla derivando (3.2.9) res

pecto a la temperatura, en consecuencia, el calor específico

es proporcional a la derivada de la función de correlación es

pín-espín (3.2.10) respecto a la temperatura. El resultado

final es el siguiente:

=

4csinh(2h')exp(-2k)+4dcosh(2h' )exp(-2k)

;--}2
;(3.2.11)

[COSh(2h' )+exp(-2kJ

donde e = � h'! � T Y se calcula a través de la función de

autoconsistencia (3.2.3), siendo su expresión:

j h'

�T

(q'-l)(k!T)cosh(h' )sinh(h')
= ----------------------------------------;(3.2.12)
(q'-1)sinh(k)cosh(k)-cosh(h'+k)cosh(h'-k)

y d es la derivada de k respecto de T. En la Figura 3.4 se

representa el comportamiento del calor específico en función

de la temperatura para diferentes valores de la concentración
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de impurezas x. Es interesante hacer notar que la discontinui

dad del calor específico en Tc (Figura 3.4) depende de q' se­

gún:

�C(T )
e 3

8

2
q' (q'-2)
q'-l

, ]
2

q:-2 (3.2.13)
(l-x)N kB

y la altura como:

1

8

q,2(q'_2)(3q'_2)
(q'_1)2 [In _q' ]

2

q'-2
(3.2.14)

(l-X)NkB

estas funciones están representadas en las Figuras 3.5 y 3.6

·en función de x, para el caso de una red cúbica simple. Final

mente, la susceptibilidad magnética reducida viene dada por:

2k
e +cosh( 2h' ) (3.2.15a)

e2k+cosh(2h')-q'sinh(2k)

X(f) � (3.2.15b)
J

H=O

La función (3.2.15b) se representa en la Figura 3.7 , junto

con las obtenidas para otras hipótesis. La sección 3.5 con-

tiene una discusión más detallada de los comportamientos mas

trados en las Figuras 3.1 - 3.7.
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Figura 3.3- Energía configuracional del sistema (red cúbica

simple), normalizada a su valor máximo para x=O, en función

de la temperatura, para algunos valores seleccionados de x.

La notación es la misma que en la Figura 3.1.
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3.3- Modelo de enlaces rotos

Los sistemas magnéticos reales impurificados normalmen

te responden al modelo descrito en la sección precedente, p�
ra el que algunos espines de la red se sustituyen por impur�
zas no-magnéticas. Sin embargo, es interesante extender el

método anterior al estudio del caso en el que la dilución se

produce sobre los enlaces, y en consecuencia se rompen algu-

nas interacciones entre los espines. Es evidente esperar que

cualquier teoría razonable distinga entre los dos casos; por

ejemplo, es conocido que el límite de percolación x varía de
e

un caso al otro CStauffer 1979).

Consideremos un espín central s con q primeros veci­
o

nos, y asumamos que qx enlaces (interacciones) están rotos.

Por lo tanto, el hamiltoniano H será:

-H/kBT = hs
o

q

+ (h+h')L
j=l

ql

s.+k'ss.
J Lo J

j=l

(3.3.1)

donde ql = (l-x)q es el número de enlaces restantes. La fun-

ción de partición viene dada por Z = Z+ + Z con

Z
+ [

-

q
I

[ Jqxe�h 2cosh(h+h'
+ k)] 2cosh(a) (3.3.2)

donde a = h + h l. Introduciendo autoconsistencia entre <: so"7
y < sl"7 , tal y como se ha hecho en el apartado anterior,
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se obtiene la siguiente espresión:

[ Jq'-le-2h' cosh(a+)
.

=

cosh(a )

-k
q'e +qx cosh(a )/cosh(a)

q'e-k+qx cosh(a )/cosh(a)
+

( 3 . 3 . 3 )

donde a tiene la misma definición que en 3.2. De la ecuación
+

(3.3.3) para h = O Y h' -- O se deduce la expresión (3.3.4)

que define la temperatura crítica en función de q' y q.

1 =

qx sinh(k )
e

+ (q'-l) tanh(k )
e

(3.3.4)

q'e
-k

c+qx cosh(k )
e

La función T (x) se obtiene de la ecuación implicita (3.3.4),
e

y su dependencia en x se muestra en la Figura 3.2. En el ca-

so de una red cúbica simple T (x) se anula para x = 0.833,
e

mientras que el límite de percolación obtenido por series es

Xc := 0.751 (Stauffer 1979).

De la función de partición (3.3.2) se obtiene la si-

guiente expresión:

m(T,h;x) =

2qx tanh(a)+q'[tanh(a_)+tanh(a+�
2q+q' [tanh(a_) - tanh(a+)]

(3.3.5)

que junto a la condición de autoconsistencia (3.3.3) definen

la magnetización media por espín. Los casos correspondientes

a h = O Y x = 0,0.2 se representan en la Figura 3.1. Nótese
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que haciendo qx = O Y q = ql, la expresión (3.3.5) se reduce

formalmente a (3.2.4) como cabría esperar. Con la definición

del parámetro de orden de corto alcance dada en el apartado

anterior se deduce la siguiente expresión para el presente

modelo:

1 4k
<f=4""e

-k
q1e cosh(a)+qx cosh(a )

+
(3.3.6)-k

q1e cosh(a)+qx cosh(a )

que se puede comparar con la ecuación correspondiente al mo-

delo Bethe-Peierls (3.2.8). Para la energía a campo cero se

obtiene el mismo resultado que en (3.2.9) con la correlación

a primeros vecinos dada por:

q'[COSh(2h' )-e-2k]+qx[sinh(2k)+tanh(h' )sinh(2h' )]
<: s o s 1 "7 =

2k 11q'[cosh(2h' )+e- ]+qx[cosh(2h' )+coSh(2kJ
(3.3.7)

en la Figura 3.3 se muestra su comportamiento en función de

la temperatura.

El calor específico a campo cero es proporcional a la

derivada de la correlación a primeros vecinos (3.3.7) respe�

to a la temperatura, y viene dada por:

=L([[q ' (l�q 'lb
�
tanh2(h' �k)�: 'b ,J :

+

+-

:¡:[q,2b� tanh2(h'+k)] :�J +

+
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(3.3.8)

donde el sumatorio se extiende a los dos valores +,-, y b es
+

la derivada b+ = � (h':!:k)/ �T, la cual hemos calculado numeri

camente, a través de la condición de autoconsistencia (3.3.3),

debido a la complejidad del desarrollo analítico. En la Figu-

ra 3.4 se muestra la dependencia del calor específico con la

temperatura y la concentración de enlaces rotos. La disconti

nuidad del calor específico �C(x) y la altura C(T-,x) en T
c c

se han obtenido numericamente de (3.3.8). El comportamiento

de es�as dos magnitudes con la concentración de enlaces rotos

se representa en las Figuras 3.5 y 3.6.

La susceptibilidad magnética a campo cero se obtiene

de la siguiente expresión:

= �(l-m;) [ 2+Q'[ tanh(h'+k)-tanh(h'-k�[ 1+ ;:'] ]
(3.3.9)

h=O

donde � h 1/ J h se calcula numericamente de la condición de

autoconsistencia (3.3.3). La susceptibilidad magnética red�
cida se muestra en la Figura 3.7 para una concentración de

enlaces rotos x = 0.2.

3.4-Promedio de entornos

El tratamiento analítico desarrollado en la sección 3.2

puede generalizarse siguiendo las lineas del método de Kiku-
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Figura 3.4- Calor específico por ion magnético en función de

la temperatura para una red cúbica simple. La notación es

igual a la de la FIgura 3.1. NI = N(l-x) representa el núme-

ro de iones magnéticos en el sistema.
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Figura 3.5- Discontinuidad del calor específico (por ion ma�

nético) en T (x), en función de x, para los tres modelos cone

siderados y una red cúbica simple.
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Figura 3.6- Altura del calor específico en T (x)- como fun­
e

ción de x para los tres modelos indicados. En la Figura se

recogen también algunos resultados experimentales: � (Lan

dau 1980). O (Lagendijk y Huiskamp 1972).

1. O
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chi (1951) de variación de "clusters". Vamos a considerar un

espín central dado, rodeado por 0,1,2 ... q impurezas no-magn�

ticas, con cada situación particular pesada con la probabili

dad binomial correspondiente. La función de partición se ob-

tiene suponiendo que estos grupos de espines son independien

tes unos de otros, pero están afectados por el mismo campo

magnético interno medio producido por el resto de espines

del sistema:

l
n q

'
.

Z = Lex_;_ ¡=[hSOi+(h+h')�
{S ., s .=-1} l=l J=l
Ol J

q' .

l

Sji+kL
j=l

s .sJ;(3.4.1.)
Ol

J�
donde el sumatorio en i se refiere a cada una de las mo,m1 ...

m disposiciones posibles , pesadas con la probabilidad ade­
q

cuada, que dan lugar a las configuraciones correspondientes
q

con 0,1, ... q impurezas no-magnéticas. Nótese que � m. = n.

i=O
l

Desarrollando (3.4.1) para todas las configuraciones posibles

de va.Lo r-e s de los espines s. y agrupando términos se obtiene:
J

El valor medio de uno cualquiera de los espines centrales se

calcula según la expresión

(3.4.3)

siendo Z. uno de los términos de la función Z correspondien­l
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te a una configuración particular de los espines soi . Susti

tuyendo (3.4.2) en (3.4.3) y sacando factor común los térmi-

nos que hacen referencia a s . se llega a que
oJ

<SOj';> " z-1[eh[2 COSh(a+l]qj - e-h[2 COSh(a_l]qj]
n

L
i!j

s .

Ol q�
cosh(h+h'+ks .)] lOl

(3.4.4)

eliminando términos comunes entre numerador y denominador qu�

da

(s .'>
oJ

q'

cosh(a)] j -h[e 2 q,]cosh(a_)] j /

q,]cosh(a_)] j

(3.4.5)

que es equivalente a la expresión que hemos obtenido en el

modelo 3.2 para < s '7 . Si ahora realizamos el promedio so­
o

bre los n espines centrales

=

q

L
j=O

q

m.(s .>/� m.
J o j L__ J

j=O

q

=LPj(Soj/
j=O

(3.4.6)

donde < soj)' se calcula mediante expresiones del tipo (3.4.5)

Y p. es la probabilidad binomial de que se de el jotésirno en

J

torno (j=O,l, ... ,q)

j
(l-x) (3.4.7)
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Imponiendo la condición de autoconsistencia < s '/ = < s . ')
o J

donde

q

<r.> = L Pi <,"Sji>
i=l

(3.4.8)

se llega después de algunas reducciones algebráicas a la ex-

presión siguiente:

, q '.-1
q.

]
J

2 J [e o sh ( a
_

)

2h'
Z+. Z-+ .

J J

q

L
j=l

, q '.-1
q. J

2 J [cosh(a+)]
1 (3.4.9)e

Z+. Z-+ .

J J

siendo

+

Z�
J

(3.4.10)

(3.4.9) es la ecuación que define h' para cada valor de k, a

campo cero. El desarrollo asintótico de esta ecuación cuando

h' ...... O es el siguiente:

q

L p j [1- ( q j -1 ) h' tanh ( k )]
j=l

-2h'
= e (3.4.11)

q

'L p j [1 + ( q J'. -1 ) h ' tanh ( k �
j=l J
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La temperatura crítica deducida de (3.4.11) es:

T (x)
c

q'
2J/kB In (--­

q'-2p
(3.4.12)

donde

p q'.j J
= q(l-x) (3.4.13)

y p = 1-xq . Para una red cúbica simple se obtiene

T (x)/T (O)
e c

3-3x
ln(3/2)/ln ( 6)

2-3x+x
(3.4.14)

cuyo comportamiento para valores de x cercanos a cero (hasta

t
é

r-m
í 2

) '( )ermlnos en x es el mismo que el de la ecuacion 3.2.5

Para valores grandes de x ( x> 0.4 ), (3.4.14) difiere de

(3.2.5), como se muestra en la Figura 3.2; por ejemplo, T (x)
c

se anula a x = 0.709 para la red cúbica simple, que es un va

lor más próximo al obtenido por series ( x �0.689 ).
c

El resto de magnitudes se calculan mediante promedios

análogos a (3.4.6) :

(3.4.15)

donde Q. es la expresión correspondiente a la magnitud consi
J

derada, obtenida en la sección 3.2 de la función de partición

(3.2.2). Hay que hacer notar, que en la deducción de las ex­

presiones de Q. no puede utilizarse la condición de autocon­
J
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Figura 3.7- Representación semilogarítmica de la susceptibi-

lidad magnética normalizada al número de iones magnéticos, en

función de la temperatura, para los tres modelos consideara-

dos y diferentes valores de x. La notación es la misma que en

la Figura 3.1.
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sistencia (3.2.3) , ya que no es válida en este modelo. En

las Figuras 3.1 a 3.7 se muestra el comportamiento de las ma�

nitudes más relevantes. La siguiente sección contiene una dis

cusión más detallada de los resultados precedentes.

3.5- Discusión

En la Figura 3.1 se puede ver el grado de acuerdo entre

las tres teorías y los datos experimentales. En esta Figura

se comparan las predicciones para la magnetización de los dis

tintos modelos, con los resultados Monte Carlo de Landau

(1980) para algunos valores representativos de x, y una red

cúbica simple ( q = 6 ). Hay que resaltar, que muchos de los

datos de Landau se refieren a redes relativamente pequeñas ,

por lo tanto, las discrepancias observadas, al menos parcia!

mente, pueden reflejar efectos de tamaño finito y fluctuaci�

nes anómalas. El acuerdo es excelente para x = 0.4 , donde

los datos se refieren a una red 30x30x30; nótese que debido

a los efectos de tamaño finito se deberían despreciar los

datos correspondientes a redes pequeñas cuando m (T;x)<0.2,
o

o x � 0.6 . Otro hecho destacable es el comportamiento del

modelo 3.4 que claramente se separa de los otros dos; por

ejemplo, predice valores más pequeños de la saturación y de

la curvatura de mo(T) para x�0.6, en acuerdo cualitativo con

los datos experimentales. La Figura 3.3, en la que se compa-

ra la energía configuracional de los tres modelos con los re

sultados Monte Carlo, confirma la situación mostrada en la

Figura 3.1.
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Comparando las predicciones de los tres modelos para

T (x) con las que se siguen de teorías más sofisticadas, se
c

puede poner de manifiesto la buene relación entre la rele -

vancia física y la simplicidad matemática de estos modelos.

Behringer (1957) analiza una red f.c.c. diluida mediante de-

sarrollos en serie de alta temperatura, intentando reprodu-

cir la forma en que se distribuyen entre si los (l-x) iones

paramagnéticos y las x impurezas no-magnéticas. Estos cálcu-

los se siguieron hasta cuarto orden para obtener una descriE

ción cualitativa de los datos experimentales en el rango

0.2 � x 4 O (Figura 3.8) . Incluso este rango de validez es

problemático dada la lenta convergencia que presenta el des�

rrollo en serie de Behringer. Por lo tanto, el examen de de-

sarrollos en serie de alta temperatura no es un procedimien-

to , en principio valido, para determinar la temperatura de

transición de sistemas magnéticos diluidos con impurezas no-

magnéticas (Griffiths 1969, Rushbrooke et al 1972). La apro-

ximación de campo medio propuesta por Oguchi y Obokata (1969)

parece menos realista que las dadas en (3.2.5),(3.3.4), o en

(3.4.12); por ejemplo, sobrestima los resultados experiment�

les para el sistema C01_xZnxCs3C15 (Lagendijk y Huiskamp 1972)

correspondientes a x y T (x), en un 10% o más.
c c

Volviendo al comportamiento cerca de x = 0, donde las

pruebas de validez del modelo son más restrictivas, vamos a

estudiar el comportamiento asintótico de (3.2.5) a partir del

desarrollo en serie de potencias de x. Para una red cúbica
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Figura 3.8- T (x)/T (O) en función de x para los tres mode -

c c

los estudiados, en el caso de una red f.c.c .. La línea dis -

continua representa el cálculo debido a Behringer (1957). Los

símbolos corresponden a los datos experimentales citados por

Behringer, y la notación es como sigue: Fe-Si ( 0.) , Fe-Al ( lJ.)
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simple, con x -- O, la ecuación (3.2.5) implica:

1 - 1.233 x - 0.021
2

x + .•. (3.5.1)

Harris (1974),a partir de una teoría de perturbaciones, cuya

validez está todavía en discusión, obtiene una serie similar

a la dada en (3.5.1) con coeficientes -1.060 y -0.085 respe�

tivamente. Una teoría basada en el grupo de renormalización

en el espacio real, propuesta por Stinchcombe (1979) y res-

tringida a agrupamientos de tamaño pequeño, conduce a un v�

lor de -1.06 para el primer coeficiente. Este último resulta

do probablemente esté afectado de un error importante. Por

ejemplo, la teoría de Stinchcombe predice, a nuestro entender

de forma incorrecta, el mismo valor para ferromagnetos dilu�

dos que para sistemas con enlaces rotos. Las predicciones de

la ecuación (3.2.5) parecen consistentes con algunos resul-

tados experimentales; por ejemplo, Lagendijk y Huiskamp con-

cluyen , de sus medidas experimentales para el sistema

C01_xZnxCs3C15' un valor de xc� 0.65 y el primer coeficien­

te del desarrollo (3.5.1) alrededor de -1.1.

Otra evidencia en favor de (3.2.5) es su comportamien-

to crítico en las proximidades de la percolación, donde se

cumple

�
(x -x) ,x-x

c e
(3.5.2)
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siendo � el llamado exponente de� "crossover". Wallace y Young

(1978) y Stinchcombe (1979) concluyen que � debe tener un va

lor cercano a la unidad. De la ecuación (3.2.5) se sigue fá­

cilmente que el primer término de la (3.5.2) es proporcional

a (x -x) para cualquier valor de x, en buen acuerdo con las
e

previsiones anteriores. La ecuación (3.3.4) no se puede resol

ver anlíticamente en el límite propuesto en (3.5.2), pero el

análisis numérico demuestra que � está alrededor de la uni­

dad. Por otro lado, el modelo de la s e c c í.ón 3.4 predice � =1,

independientemente de q, como se puede comprobar en (3.4.12),

calculando el cociente (-2J/kBT )/ln(x -x) cuando x � x .

c c e

También es interesante resaltar el hecho, mencionado a�

teriormente, de que los tres modelos hacen predicciones razo-

nables del límite de percolación x
c

x = 1 - 2/q
c

(3.5.3a)

x = (q-1)/q
c

(3.5.3b)

q(l-x ) = 2 (l-xq)
c c

(3.5.3c)

para los modelos descritos en las secciones 3.2, 3.3 Y 3.4 ,

respectivamente. Las dependencias de Xc con el número de coor

dinación q se muestran en la Figura 3.9, junto a los resulta

dos recopilados por Stauffer (1979). En esta Figura se puede

comprobar que los modelos para sistemas ferromagnéticos dilui
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6 10

Figura 3.9- Límite de percolación predicho por los tres mo­

delos estudiados. Los símbolos corresponden a los valores

recogidos por Stauffer (1979) para dilución de enlace ( X)

y de impureza no-magnética ( A) •
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dos, en particular (3.5.3c), dan una descripción general ba�
tante válida, pero son incapaces de predecir correctamente

los cambios de Xc con la simetría. Por ejemplo, los valores

predichos para la red cúbica simple y cuadrada son bastante

buenos, mientras que ninguno de los tres modelos es capaz de

distinguir entre la red cuadrada y la estructura tipo diaman

te ( q = 4 ).

Las Figuras 3.4 a 3.6· comparan el comportamiento del ca

lar específico deducido de nuestros modelos. En este caso, el

acuerdo con los resultados experimentales es bastante bueno

(ver, por ejemplo, Figura 3.6). Sin embargo, hay que hacer no

tar que las teorías de campo medio no son capaces de reprod�

cir las divergencias en T
c

detallados del modelo de Ising. Usualmente, estas divergen -

que se obtienen en análisis más

cias tampoco se observan en sistemas reales ni en cálculos

Monte Carla con redes pequeñas, apareciendo en su lugar una

transición de fase redondeada debido a efectos superficiales

y de tamaño finito (Figura 3.6).

Nuestros modelos también dan una descripción razonable

de la dependencia de la susceptibilidad magnética con la tem

peratura y la concentración de impurezas x. En la Figura 3.7

se muestran nuestras predicciones teóricas, junto a algunos

resultados Monte Carla (Landau 1980). El modelo de la sección

3.4 se ajusta bastante bien a los resultados Monte Carla pa­

ra las redes mayores; el desacuerdo aparente, mostrado en la
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Figura 3.7 para x = 0.2, es solamente debido a las diferentes

predicciones de T (x) cuando x es pequeño. Para comparar nue�c

tras ecuaciones con resultados experimentales, éstas deberían

normalizarse al valor correcto de T (x).
c

Resumiendo las conclusiones generales, nuestros mode-

los proporcionan una descripción útil de las propiedades tér

micas y magnéticas de algunos sistemas impurificados; en pa�

ticular, el modelo de la sección 3.4 provee de un formalismo

matemático bastante simple para anal�zar resultados experime�

tales, en un rango muy amplio de valores de la temperatura y

de la concentración de impurezas x. La descripción resultante

es general y globalmente correcta, si se compara con aproxi-

maciones más sofisticadas que reproducen parcialmente los r�

sultados experimentales y cuya validez es, a menudo, una cues

tión abierta.

Finalmente, vamos a hacer algunos comentarios acerca

del comportamiento crítico, una de las cuestiones más intere

santes y difíciles concernientes a los sistemas impurificados.

Los modelos de campo medio expuestos en las secciones anterio

res muestran amplitudes críticas que varían con x, mientras

que los exponentes críticos son independienies de x. Estos

resultados se pueden comprobar directamente en las ecuacio-

nes (3.2.6) Y (3.4.15) o se pueden deducir numéricamente.

Mientras que el primer resultado está de acuerdo con muchas

observaciones, el segundo es contrario a algunos trabajos teó
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ricos (por ejemplo, Harris 1974, Grinstein y Luther 1976, Ne�
man y Riedel 1982, Jug 1983, Dotsenko y Dotsenko 1983) y con

experimentos recientes (Birgeneau et al 1984, Westerholt y S�
botta 1983, Westerholt et al 1984). Sin embargo, es interesan

te plantearse si existe una zona cerca de T (pero no tan cer
c

ca como para que sea válido el límite (3.2.6)) en que el ex-

ponente crítico J3 que caracteriza la curva de coexistencia

en las proximidades de T , pueda adoptar valores efectivos
c

distintos de �, que muestren alguna forma de dependencia en x .

•

Para comprobar la validez de esta hipótesis hemos analizado

el ancho de la región crítica al variar x, en los distintos

modelos expuestos en este trabajo:

f_ (x) = 1 - T /T (x)
x c (3.5.4)

donde Tx - Tc(x) es el mayor intervalo de temperaturas que

producen el exponente f3 = � (en la práctica exigiremos

0.495 < f3 � �), cuando se realiza una representación gráfica

de ln(m ) en función de ln( E (x)). El resultado para el mode
o

lo de la sección 3.2 es bastante definitivo: Tx - Tc(x) decre

ce rapidamente al aumentar x. �n consecuencia, este modelo es

consistente con la posibilidad de medir, en la práctica, (p�
ra un intervalo dado Tx - Tc(X)) exponentes críticos que va­

rían continuamente con x. En el caso del modelo 3.3 este efec

to está menos acentuado: T - T (x) permanece casi constante
x c

hasta un valor aproximado de x � 0.78 Y a partir de ahí decre

ce muy rapidamente. Por el contrario, para el modelo de la
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sección 3.4, T - T (x) aumenta hasta llegar a x�0.6, y para
x c

valores mayores decrece hacia cero. En secciones posteriores

de este trabajo volveremos a analizar estas cuestiones reali

zando un estudio Monte Carla detallado, con redes relativa -

mente grandes.
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CAPITULO 4

ESTUDIO MONTE CARLO DE UN SISTEMA ISING TRIDIMENSIONAL

DILUIDO

4.1- Introducción

Como ya hemos discutido en el capítulo anterior existe

un creciente interés en el estudio de sistemas magnéticos d�
sordenados y en particular en los llamados sistemas magnéti­

cos diluidos. Hasta ahora, diversas propiedades físicas de mu

chos materiales habían sido calificadas de "anómalas" debido

a que no existían explicaciones apropiadas de la variación de

dichas propiedades con la estequiometría del compuesto o la

concentración de impurezas. Un ejemv10 significativo de esta

situación lo constituyen los sistemas magnéticos diluidos, en

que una fracción de los iones del sistema se sustituyen por

impurezas no-magnéticas. Varias simplificaciones matemáticas

del problema, como por ejemplo el modelo de Ising diluido;

han sido estudiadas en los últimos años con bastante éxito.

McCoy y Wu (1973) trataron analíticamente un modelo de Ising

en dos dimensiones y concluyeron que la inclusión de impure­

zas no-magnéticas al azar conduce a desviaciones importantes

del comportamiento crítico de la solución de Onsager, debido

a la total destrucción de la simetría traslacional de la red.

En este caso,las impurezas se simularon permitiendo que el

alcance de la interacción vertical variara al azar de una ca
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lumna a otra. Este modelo reproduce culitativamente los re-

sultados experimentales de algunos materiales, como por eje�

plo : NiRbMnF3 y granate de dysprosio-aluminio (McCoy y Wu

1973) .

Parece demostrado (Blume et al 1971), que el comporta-

miento crítico de un sistema Ising diluido con impurezas mó

viles, las cuales se caracterizan por haber alcanzado el equ�

librio térmico con el resto del sistema, puede describirse in

traduciendo un conjunto de exponentes críticos renormalizados.

Sin embargo, no existe una explicación definitiva en el caso

de defectos estáticos ("quenched"). Por ejemplo, en el modelo

propuesto por McCoy y Wu (1973) la forma particular en que

introducen el desorden produce un redondeamiento de las diver

gencias críticas del modelo de Onsager (el calor específico

es diferenciable en T ), pero parece dudoso que este hecho puec -

da ser una situación general en los sistemas diluidos. Por

otro lado, el tipo de interacciones propuestas por McCoy y Wu

reproducen una situación cuasi mono-dimensional (Dotsenko y

Dotsenko 1983). Estudios aproximados basados en desarrollos

en serie y en métodos del grupo de renormal��ación pueden, en

principio, aplicarse a situaciones más generales, pero es d�
fícil evaluar su grado de validez, sobre todo en las proxim�
dades de la zona crítica (Griffiths 1969, Lubensky 1975, Ha­

rris 1974, Stinchcombe 1979).
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Diferentes modelos con impurezas o vacantes han sido

analizados previamente mediante simulación por ordenado�

Flinn y McManus (1961), Beeler (1965) y Racz y Collins (1975)

simularon explícitamente el hecho de que los átomos en las

aleaciones se intercambian a través de -vacantes y no de forma

directa, Binder et al (1975) usaron vacantes para simular

irregularidades superficiales, mientras que Harris (1964) y

Altman et al (1973) realizaron simulaciones por ordenador de
-

los sistemas antiferromagnéticos de estructura fcc (s = 5/2)

MnO y FeC03, para los cuales es bien conocida la existencia

de impurezas. Müller Krumbhar y Binder (1973) compararon los

resultados de un modelo de Heisemberg con campo autoconsis -

tente y condiciones periódicas de contorno, con el comporta-

miento crítico de los sistemas EuO (ferromagnético) y RbMnF3
(antiferromagnético).

Mucho más relevantes para el estudio de los sistemas

magnéticos diluidos son los trabajos de : Ching y Huber (1975)

que tratan por métodos Monte Carlo un sistema bidimensional

cuadrado de 40x40 espines con dilución de impurezas no-magn!

ticas, obteniendo las dependencias en la temperatura y en la

concentración de impurezas de la energía configuracional ma�

netización, calor específiCO, susceptibilidad y temperatura

de transición; Stoll y Schneider (1976) estudiaron un siste-

ma análogo al anterior y concluyeron que existe una transi-

ción de fase de segundo orden bien definida, con los expo -

nentes críticos y correspondientes al modelo de Ising
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puro, para x 6 0.1. Landau (1977,1980) estudia un sistema tr�

dimensional Ising s.c. , con dilución no-magnética, x �0.8

y tamaños hasta 30x30x30, encontrando una transición de fase

bien definida hasta el límite de percolación, con una tempe­

ratura de transición que decrece monótonamente hacia cero al

aumentar la concentración de impurezas, sin evidencias claras

de cambio en los exponentes críticos respecto al caso puro

con x=O. Consecuentemente, parece necesario un cuidadoso an�

lisis Monte Carlo con redes más grandes, que podría ser de

gran ayuda en la comprensión de los fenómenos críticos en los

sistemas diluidos.

En este capítulo presentamos un estudio Monte Carlo de

un sistema Ising en tres dimensiones con concentración de im

purezas no-magnéticas en el rango O� x � 0.2 Y redes de tam�

ños L = 30,40. En nuestro trabajo hemos obtenido evidencias

claras de la existencia de una transición de fase de segundo

orden con un comportamiento crítico no-universal, en el sen

tido de que los exponentes críticos varían continuamente con

la concentración de vacantes o impurezas no-magnéticas.

4.2- Modelo de Ising diluido

En las últimas décadas se han aplicado, con gran éxito,

diversos modelos reticulares al estudio de las transiciones

de fase. Aunque en principio, estos modelos constituyen abs­

tracciones matemáticas simples de una realidad física más com
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pleja , en muchos casos, contienen los elementos más importa�
tes que intervienen en la transición de fase, y de ellos se

han podido deducir consecuencias teóricas fundamentales , como

por ejemplo, las llamadas leyes de escala. En particular, los

modelos de Ising han resultado de gran interés en el estudio

de la segregación de fases en las aleaciones binarias (Marro

1975), los cambios de estado liquido vapor y los compuestos

ferromagnéticos (Stanley 1971):

En este capítulo vamos a estudiar un modelo de Ising d�

luido, que se puede formular a partir del hamiltoniano básico

H = J > O (4.2.1)

donde los indices i,j recorren las N posiciones de la red,

<.� indica que la suma sólo se realiza sobre parejas de pr�

ximos vecinos, s. es la variable de espín que puede tomar los
l

+
valores -1 y J representa el potencial de interacción entre

los espines. Vamos a suponer que en la red de N posiciones

existen xN vacantes o impurezas no-magnéticas fijas que se

pueden definir con si = O. Así pues, las impurezas no-magné­

ticas se simúlan reemplazando los espines de un conjunto xN

de posiciones de la red elegidas al azar por vacantes estáti

cas que no interaccionan con los espines vecinos. El hamilto

niano (4.2.1) junto a las hipótesis anteriores constituye una

buena representación matemática de un sistema ferromagnético

Ising a campo nulo, con un cierto grado x de dilución de imp�
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rezas no-magnéticas.

4.3- Dinámica del Modelo de Ising

El hamiltoniano (4.2.1) no presenta una evolución din�
mica propia, debido a que no contiene términos cinéticos que

permitan variaciones con el tiempo de las variables de espín

s .. Por lo :tanto, si queremos estudiar la ev'olución dinámica
l

de un sistema como el descrito por el hamiltoniano (4.2.1) d�

bemos definir unas probabilidades de transición entre difere�
tes estados st. del sistema que se adapten a la realidad fí

l

sica del problema, junto con alguna hipótesis probabilística

que permi ta cambios en el estado n.
i
del sistema.

En la dinámica propuesta por Glauber (1963) se supone

que las variables de espín s. están acopladas a un baño tér­
l

mico que les confiere la energía suficiente para cambiar su

valor de forma totalmente aleatoria. Definiendo W([l,t) como

la probabilidad de que en el tiempo t el sistema se encuentre

en el estado LL , podemos escribir la siguiente ecuación para

la variación temporal de W, conocida como ecuación maestra:

dt
W(...(l. )p(n.. .n.:

l l

dW(..í1.,t)
=

i i

(4.3.1)

donde p(IL ,!ti) es la probabilidad de transición, por unidad

de tiempo, del estado !L alni' Y p (.n. i'.!l) la probabilidad
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del suceso contrario. El primer término del segundo miembro

de (4.3.1) representa la variación de W(ll,t) cuando el sis-

tema pasa del estado lL a cualquier estado !lo , y el segun­l

do la variación debida a todas las transiciones desde estados

..(L o que conducen al estado final fL . Cuando el sistema ha all

canzado el equilibrio, W([t,t) se hace constante para todo

estado 1L , y en consecuencia el primer miembro de la ecua -

ción (4.3.1) es cero. Teniendo en cuenta además, que las pr�

babilidades W(!to) en el equilibrio son proporcionales a
l

exp(-�Ej) podemos escribir la siguiente expresión, conocida

.

como ecuación de balance detallado, que es una condición su-

ficiente que deben cumplir las probabilidades de transición

pello ,!Lo) para conducir el sistema al equilibrio:
l J

(4.3.2)

donde Ei es la energía del e s tado J], i

mos que la probabilidad de transición

y r: l/kBT . Si supon�

p (.fL o , Q o) sólo depende
l J

del incremento de energía �E = Eo - Eo una de las soluciones
J l

posibles de la ecuación de balance detallado (4.3.2) propues-

ta por Glauber es:

e -f3!:::.E
= p ( A E) ex. --___..-=-=

1 + e-f3AE
(4.3.3)

Otra posible elección para la probabilidad de transición p(AE)

es la siguiente:

p( D. E) o< exp( -f3lJE) (4.3.4)
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que p�rece probado que lleva al sistema a la misma situación

final de equilibrio que (4.3.3). Es evidente que la forma de

la evolución hacia el equilibrio depende de la probabilidad

de transición seleccionada, pero no así la situación final de

equilibrio, que sólo es función del conjunto de variables te�

modinámicas independientes que caracterizan el sistema. Por

lo tanto, si sólo estamos interasados en obtener los valores

medios de determinadas magnitudes en situación de equilibrio,

es conveniente elegir una probabilidad de transición que co�

duzca al sistema lo más rapidamente posible hacia el equili-

brio, aunque la forma de la evolución no sea tan. realista co

mo fuera deseable.

4.4- Detalles de la simulación numérica

El hamiltoniano (4.2.1) define la energía configuraci�

nal de un sistema Ising diluido, que a efectos prácticos de

simulación numérica está formado por una red cúbica simple de

LxLxL posiciones, N = L3, con condiciones periódicas de con -

torno en la superficie. Las N posiciones de la red están ocu

padas por variables de espín si ' que pueden tomar los siguie�

tes valores: +1 ("spin up ti), -1 (tlspin down ti) Y O (impureza

no-magnética). La configuración de partida para cada evolu -

ción se consigue haciendo s.=O en xN posiciones de la red
1

elegidas al azar. El resto de posiciones se Ln í.cí a.Lí.zan alea

toriamente a los valores �1, simulando un estado a temperat�
ra infinita en el que no existen correlaciones de corto o de
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largo alcance entre los espines. En algunos casos, en que el

estado de equilibrio que se pretende estudiar tiene un eleva

do grado de orden (temperaturas bajas) es más conveniente pa�

tir de un estado inicial a temperatura cero, en que todas las

variables de espín s. se inicializan al mismo valor +1 o -1
l '

excepto como en el caso anterior, que una fracción xN de po-

siciones elegidas al azar se inicializan a cero. El procedi-

miento que ha demostrado ser más efectivo, en la mayoría de

los casos, consiste en partir de una configuración inicial ar

bitraria a temperatura infinita o cero y enfriarla o calentar

la respectivamente, haciendo que el sistema pase por una suce

sión de valores discretos de la temperatura, a cada uno de

los cuales se deja evolucionar un tiempo suficiente para al-

canzar el equilibrio con el baño térmico. De esta forma un es

tado cualquiera arbitrario correspondiente a una situación de

equilibrio a la temperatura T se utiliza como configuración

inicial para simular la nueva evolución hacia el equilibrio

a la siguiente temperatura, en lugar de partir cada vez de un

estado totalmente ordenado (T=ü) o totalmente desordenado

(T=oo), con el consiguiente ahorro de tiempo de cálculo. Se

ha comprobado empiricamente que cualquiera de los procedimie�

tos descritos conducen a la misma situación de equilibrio f�

nal , y por lo tanto, la elección de uno u otro está condicio

nada únicamente a que la evolución hacia el equilibrio sea lo

más corta posible.
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Las dimensiones de las redes utilizadas en nuestro tra

bajo son N = 27000, 64000, con concentraciones de impurezas

no-magnéticas comprendidas en el rango O � x � 0.2. El tamaño

relativamente grande de las redes utilizadas, unido al hecho

de que el estudio se ha restringido a concentraciones de va­

cantes pequeñas, nos permite afirmar que nuestros resultados

básicos no están prácticamente perturbados por efectos de t�

maño finito. Este es un hecho muy importante, ya que los efe�

tos de tamaño finito habían impedido obtener conclusiones de

finitivas en los trabajos realizados previamente (Landau 1977

y 1980), que básicamente se refieren a N = 216, 1000 Y 8000,

Y concentraciones de impurezas no-magnéticas mayores que 0.2.

Nuestra experiencia previa en trabajos Monte Carlo similares

nos indica que los tamaños de red empleados· aquí deberían ser

suficientes para producir, en la mayoría de los casos, valo­

res asintóticos, N- 00 • Además, para los tamaños y valores

de x estudiados,no es necesario considerar diferentes distri

buciones de vacantes, ya que, en la práctica, se obtienen re

sultados indistinguibles.

Hemos introducido una dinámica de evolución en el sis­

tema de acuerdo a lo expuesto en la sección 4.3, suponiendo

que los espines están acoplados a un baño térmico que les co�

fiere la energía necesaria para variar su signo de forma

aleatoria, mientras que las vacantes permanecen estáticas en

su situación inicial. Este acoplamiento se implementa en el

programa de simulación por el método de Metropolis (1953)
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el cual asegura que una configuración inicial arbitraria se

relaja en un tiempo relativamente corto hacia el estado ca­

nónico de equilibrio a una temperatura determinada T. Para

llevar acabo este proceso se selecciona un espín de la red,

nunca una vacante, y se calcula el incremento en la energía

configuracional que causaría el "flip" de este espín, por

ejemplo, el cambio de s. = +1 por s. = -1 o viceversa. Cuan-
1 1

do el incremento de energía es negativo o cero (f:l E � O) el

cambio se realiza siempre; en caso contrario (11 E '> O) sólo se

realiza con probabilidad W = exp(- [j E/kBT). Para ello, se com

para la probabilidad W( D._E) con una variable aleatoria O(. se

leccionada en el intervalo (0,11 con distribución uniforme.

Si C( � W( D. E) se realiza el cambio y si C( "> W( Il E) se reti�

ne la configuración anterio�. Este proceso se repite un gran

número de veces simulando una evolución estocástica del sis-

tema. La elección de la variable de espín s. sobre la que se
1

va a intentar el cambio puede realizarse mediante dos proce-

dimientos distintos, que en la práctica han demostrado ser

equivalentes: i) visitar secuencialmente todas las posiciones

de la red y ii) seleccionar aleatoriamente las coordenadas de

un punto de la red. El primer método es más efectivo y� que

para el mismo intervalo de tiempo los intentos de cambio se

reparten de forma más uniforme sobre todos los nudos de la

red, por el contrario, su empleo puede ocasionar problemas si

estamos interesados en el estudio de la dinámica de evolución

hacia el equilibrio , sobre todo si son posibles estados me­

taestables que podrían ser destruidos de forma artificialmen
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te rápida. En el trabajo que nos ocupa no se presentan estos

problemas ya que sólo vamos a calcular valores medios de ma�

nitudes en el equilibrio y tampoco se ha observado la existen

cia de estados metaestables. Así pues, no hay inconveniente

en utilizar el primer método, que permite alcanzar de forma

más rápida la situación de equilibrio. La unidad de tiempo n�

tural de la evolución es el paso Monte Carlo que está consti

tuido por un número de intentos de cambio igual a los nudos

de la red N. En lo sucesivo nos referiremos a ella simpleme�

te como paso Monte Carla.

El procedimiento descrito en el párrafo anterior recibe

frecuentemente el nombre de dinámica de Glauber (1963). Este

tipo particular de dinámica conserva el número total de par-

ticulas del sistema N, asi como el número de nodos ocupados

por impurezas no-magnéticas xN, pero permite cambios sin res

tricciones en la energía configuracional E, N+ Y N- , donde

+(-) ,

N representa el numero de espines IIUpll o IIdownll respect�

vamente ( N+ + N- = (l-x)N ). Es de esperar que E, N+ Y N-

fluctuen alrededor de su valor medio después de un intervalo

de evolución variable según las condiciones del sistema.

Una vez el sistema está en equilibrio se le deja evolu

cionar durante un cierto periodo de tiempo, a lo largo del

cual se calculan las magnitudes de interés de vez en cuando,

poniendo especial cuidado en que no se produzcan correlacio-

nes entre las sucesivas medidas. De hecho el promedio tempo-
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ral de las medidas obtenidas mediante el procedimiento ante­

rior es equivalente a un promedio sobre muchas configuracio­

nes independientes. En lo sucesivo indicaremos que sobre una

determinada magnitud se ha realizado el promedio antes cita­

do utilizando el símbolo �.� . En algunos casos hemos pro­

mediado diferentes historias obtenidas a partir de configur�
ciones iniciales independientes, con el fin de suavizar evo­

luciones atípicas debidas a efectos de tamaño finito; sin e�

bargo esta precaución ha resultado bastante irrelevante para

los tamaños y magnitudes consideradas en este trabajo.

4.5- Criterios para establecer el equilibrio de un observable

del sistema

En cualquier estudio Monte Carlo de características si

milares al que hemos desarrollado, es de capital importancia

disponer de criterios objetivos que permitan decidir en que

momento de la evolución un observable del sistema ha alcanza

do el estado de equilibrio. En la práctica, existen algunos

métodos que aunque no son totalmente definitorios, usados co�

juntamente pueden ser de bastante ayuda. A continuación vamos

a detallar los procedimientos que hemos utilizado en este tra

bajo para optimizar el cálculo de los valores medios de las

diversas magnitudes en el equilibrio.

El método más simple para determinar si una magnitud e�

tá en equilibrio, y a la vez el que tiene más posibilidades
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de interpretaciones
,

erroneas, consiste en la observación di-

recta de la evolución temporal de la magnitud en estudio.

Cuando dicha magnitud deja de evolucionar monótonamente cre-

ciendo o decreciendo y pasa a fluctuar alrededor de un valor

medio, se puede afirmar que presumiblemente ha alcanzado la

situación de equilibrio. En la Figura 4.1 mostramos dos evo-

luciones distintas de la energía configuracional definida en

el apartado 4.6. En la primera de ellas se observa una varia

ción monótona con el tiemp� Monte Carlo que indica claramen-

te que la magnitud no está en equilibrio. Por el contrario,en

el segundo ejemplo se muestra como a partir de aproximadame�

te 400 pasos Monte Carlo nos aparece una típica situación de

equilibrio, con la energía oscilando alrededor de un valor fi

jo. En la parte de la evolución correspondientes a tiempos in

feriores a 400MSno se ha alcanzado todavía el equilibrio, au�

que de hecho tambíen se observan algunas fluctuaciones; los

puntos comprendidos dentro de ese intervalo deben desprecia�

se a la hora de calcular el valor medio de la energía. En g�

neral, cualquier magnitud que constituya un observable del

sistema, presenta un tiempo de relajación hacia el equilibrio

canónico que depende del punto del diagrama de fases estudi�

do y de la propia naturaleza de la magnitud. El tiempo de r�

lajación de cualquier magnitud aumenta al acercarnos al pun-

to de transición, lo que hace que los puntos cercanos a la

transición de fase sean difíciles de estudiar y requieran ev�

luciones muy largas. Por otro lado, no todas las magnitudes

presentan el mismo tiempo de relajación; por ejemplo, aque -
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Figura 4.1a- Evolución de la energía configuracional fuera

del equilibrio termodinámico. La evolución corresponde al

reajuste del sistema provocado por un enfriamiento brusco

desde temperatura infinita hasta una temperatura muy cer -

cana a cero, para la cual el sistema está casi totalmente

ordenado. La primera parte de la evolución, de pendiente

muy grande, corresponde a la rápida formación de "clusters"

de espines paralelos entre sí, mientras la magnetización t�

tal del sistema permanece cercana a cero. A partir de ese

momento, una de las especies desaparece lentamente frente a

la otra hasta alcanzar el estado de equilibrio.

o 200 400
MeS
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500 1000
Mes

Figura 4.1b- Típica evolución de la energía configuracional

hacia un estado de equilibrio final. La evolución correspo�

de al calentamiento rápido del sistema, desde una temperat�
ra inicial baja, correspondiente a un estado totalmente or-

denado, hasta una temperatura final por encima de T .

e



147

llas que están relacionadas con varianzas alrededor de un va

lor medio (susceptibilidad o calor específico) normalmente tie

nen tiempos de relajación más grandes, e incluso es frecuen­

te que el valor medio de una magnitud se estabilice, mientras

que su varianza siga evolucionando lentamente.

Por lo expuesto hasta ahora, pOdríamos pensar, que un

criterio para obtener buenos valores medios en el equilibrio
. consiste en despreciar una parte lo más grande posible de la

zona inicial de la evolución, y quedarnos sólo con los puntos

más avanzados de ésta, para p.oder asegurar que todos los pu�

tos utilizados están realmente en situación de equilibrio. E�

to sin embargo no es del todo cierto, ya que al disminuir el

número de medidas en el equilibrio aumenta considerablemente

el error estadístico. Por lo tanto, lo más apropiado es lle­

gar a un compromiso entre empezar a medir a partir de un tiem

po Monte Carlo grande para asegurar que el sistema está en si

tuación de equilibrio y tomar un número de puntos suficiente

para que la estadística sea aceptable.

En algunos casos la magnitud considerada varía tan len

tamente hacia su valor de equilibrio que si sólo se estudia

la forma de su evolución temporal se puede concluir errónea­

mente que ya se ha alcanzado la situación de equilibrio. Por

o t.r-o lado, falsos estados de equilibrio de naturaleza metae�

table, que sólo se deshacen después de evoluciones muy lar­

gas, pueden conducirnos a valores medios erroneos, difícilmen
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te detectables con las técnicas descritas. Todo ello nos in­

dica, que es necesario poner un gran cuidado en el an�lisis

de los resultados de una simulación Monte Carlo, y que por lo

tanto, es imprescindible disponer del m�ximo número de técni

cas complementarias que permitan minimizar los errores.

Un segundo método de an�lisis de los resultados se ba­

sa en la hipótesis de que cualquier observable del sistema

que haya alcanzado la situación de equilibrio debe fluctuar

alrededor de un valor medio, siguiendo una distribución de

probabilidad gaussiana. Los an�lisis de "gaussianidad" de la

distribución de medidas ayudan a decidir cuando una magnitud

ha alcanzado el equilibrio y permiten determinar, con basta�

te objetividad, el número de puntos que en cada caso son ne­

cesarios para conseguir un error estadístico aceptable.

En las Figuras 4.2 a 4.5 se representan diversas distri

buciones de probabilidad obtenidas a partir de medidas de la

magnetización definida en el apartado 4.6, que corresponden

a diferentes situaciones. En la Figuara 4.2 se puede ver un

ejemplo de distribución perfectamente gaussiana alrededor de

un valor medio, que indica un estado típico de equilibrio.

La línea discontinua corresponde a la gaussiana que tiene c�

mo par�etros (valor medio, desviación típica, normalización)

los obtenidos de los promedios estadísticos realizados sobre

el conjunto de medidas. Como se puede comprobar en la Figura

4.2 el acuerdo entre la distribución de medidas y la gaussi�
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na correspondiente a los parámetros estadísticos es muy bue-

no.

En la Figura 4.3 se muestra una distribución de medidas

totalmente asimétrica que comprende un intervalo de variación

mucho mayor que en el caso anterior y que no se adapta en ab­

soluto a la gaussiana obtenida a partir de los parámetros es

tadísticos. En este caso, podemos afirmar categóricamente que

la magnetización no ha alcanzado el equilibrio, ya que la dis

tribución de medidas no se corresponde con la existencia de

fluctuaciones alrededor de un valor medio. Presumiblemente,

el gran intervalo de variación de la magnitud indica que to­

davía está evolucionando monótonamente hacia su valor de equ�

librio.

En la Figura 4.4 se representa la distribución de medi

das de la magnetización para una temperatura cercana al pun­

to crítico. En esta situación es posible que aunque el valor

medio de la magnitud considerada haya alcanzado el equilibrio

y fluctQe alrededor de un valor constante, el sistema en su

conjunto no esté en equilibrio termodinámico; por ejemplo las

fluctuaciones alrededor del valor medio, que divergen al ace�

carse al punto crítico, presentan un tiempo de relajación muy

grande (retardamiento crítico) y puede que todavía no estén

en equilibrio. Esto explicaría el pobre acuerdo que se da en

la Figura 4.4, entre la distribución de medidas P(m) y la ga�

ssiana estadística. En este caso, se ha comprobado que el va
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lar medio de la magnetización calculado a partir de diferen-

tes periodos de la evolución es prácticamente invariante in,
-

dicando que se encuentra en situación de equilibrio, mientras

que la desviación típica varía ostensiblemente según el peri�
do de tiempo utilizado, corroborando así la hipótesis ante _

rior. En la práctica, es muy difícil obtener distribuciones

de medidas con forma gaussiana muy cerca del punto crítico,

siendo en consecuencia necesarias evoluciones extremadamente

largas; sobre todo para la magnetizaci�n , ya que la diverge�
cia de la susceptibilidad en el punto crítico es más abrupta

que la de otras magnitudes.

En la Figura 4.5 se recoge la distribución de probabi-

lidad de la magnetización para una situación muy peculiar que

sólo se da para magnitudes que se miden en valor absoluto, c�

mo es el caso de la magnetización. La distribución de medidas

de la Figura 4.5 ha sido obtenida a una temperatura superior

a la crítica pero bastante cercana como para que las fluctu�

ciones sean todavía grandes. Consecuentemente, la distribu -

ción adopta una forma gaussiana cortada por el eje de orden�

das, con un valor medio que no-es exactamente igual a cero

debido a efectos de tamaño finito. La parte correspondiente

a valores negativos de la magnetización no aparece en la gr�

fica, ya que ésta normalmente se define en valor absoluto p�

ra evitar que las fluctuaciones entre los dos estados degen�

radas con número mayori tario de espines "up " o "down", que

siempre se producen en puntos cercanos a la-transición de fa
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se, den lugar a un valor de la magnetización artificialmente

pequeño. En estos casos los parámetros gaussianos determina-

dos a partir de promedios estadísticos no reproducen la for-

ma de la distribución de medidas; en particular, siempre se

obtiene un valor medio mayor y una desviación típica más pe-

queña (Figura 4.5). Un método que ofrece mejores resultados

consiste en ajustar los puntos del histograma de medidas a

la parte positiva de una gaussiana, mediante un procedimien-

to de mínimos cuadrados. Aplicando este método hemos canse _

guido minimizar los errores en el cálculo de la magnetización

en las proximidades de la transición de fase, lo que nos ha

permitido obtener mejores estimaciones de T
e

En los ejemplos citados hasta ahora nos hemos limitado

a discutir cualitativamente la forma-de la distribución de me

didas en función de una serie de situaciones concretas, pero

no hemos establecido ningún criterio matemático que permita

obtener una estimación numérica de la "gaussianidad" de la

distribución. Es bien conocido que todos los momentos centra

les de una distribución simétrica son cero; en particular el

de orden tres. Basándonos en este hecho podemos definir un

parámetro conocido como "skewne s s" (Abramowi tz, pag 928) que da

idea de la simetría de la distribución alrededor del valor me

dio y que se escribe como:

f1.3
=

'V 3
(4.5.1)
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donde
2

es el momento central de orden tres y � es la va

rianza. Si (1 es mayor que cero la distribución es más asimé

trica por la derecha, y sucede lo contrario cuando r 1 � O.

Otro parámetro interesante es la"Kurtosis"o parámetro de ex-

ceso (Abramowitz, pago 928) que se define como:

�2 f'.4
=

r¡-4
- 3 (4.5.2)

y que da idea de la "esbeltez" de la distribución. Cuando

Q2 > O la distribución es más picada que una gaussiana; por

el contrario, si �2 � O la distribución estudiada está más

aplanada que una gaussiana. Si la distribución es perfecta -

mente gaussiana �1 y Q 2
son cero.

Ambos parámetros presentan problemas cuando se preten-

de comparar la calidad de dos distribuciones discretas obte-

nidas a partir de diferente número de medidas. Este hecho nos

indujo a buscar un nuevo parámetro que fuera más insensible

a las características particulares de la distribución , y que

a la vez indicara de forma global el grado de "gaussianidad"

de la distribución. El parámetro que resultó ser más adecuado

es simplemente el factor de correlación de la regresión li-

neal que relaciona las nuevas abscisas definidas como:

[lXi
-m

2JX. = exp - - (--)
1 2 (f

(4.5.3)

donde m y � son los parámetros estadísticos de la distribu-
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ción, con los puntos correspondientes al histograma de medi­

das. Cuando la distribución es perfectamente gaussiana el fac

tor de correlación es igual a la unidad, la pendiente de la

recta representa el valor máximo de la gaussiana y la ordena

da en el origen es cero. Es evidente que este parámetro de

"gaussianidad" no constituye un buen criterio de calidad en

casos similares al expuesto en la Figura 4.5, para los cua­

les la distribución de medidas está incompleta, y en conse -

cuencia, los parámetros hallados mediante promedios estadís­

ticos no se corresponden con los de la propia distribución de

medidas (ver Figura 4.5). En lo sucesivo denominaremos a es­

te parámetro como factor de correlación de la distribución.

La determinación del valor medio y la varianza de una

distribución mediante promedios estadísticos de un conjunto

discreto de medidas, lleva asociada unos errores de natural�

za puramente estadística que dependen del número de puntos

utilizados. Desde luego, ésta no es la única fuente de error

que afecta a los resultados de una simulación Monte Carlo;

por ejemplo, la existencia de falsos estados de equilibrio

o de tiempos de relajación muy grandes, pueden introducir

errores de naturaleza muy distinta. En la práctica, los err�

res que no provienen de promedios estadísticos son difíciles

de calcular y vamos a suponer que en la mayoría de los casos

son despreciables frente a éstos. En consecuencia, calculare

mos la incertidumbre en el valor medio de una distribución de

medidas según la conocida expresión:
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�m (4.5.4)

donde �2es la varianza de la distribución. Del mismo modo el

error asociado a la desviación típica se puede calcular median

te la expresión (Whitaker y Robinson 1965):

(4.5.5)

En las Tablas de las secciones siguientes sólo se cosignan

errores de tipo estadístico como los citados.

Los criterios para optimizar el cálculo de los diversos

observables del sistema en el equilibrio termodinámico, expue�

tos en este apartado, se han comprobado en los casos en que

existían soluciones analíticas. Para poder realizar esta com

probación hemos ·simulado la variación con la temperatura de

las magnitudes de interés para un sistema Ising tridimensio-

nal puro (x=O), comparándolos con los resultados obtenidos me

diante desarrollos en serie. El tamaño de la red utilizada

fue de N=27000, y las evoluciones s� siguieron hasta tiempos

que oscilaban entre 1000 y 10000 pasos Monte Carla, dependie�

do del punto estudiado. En la Figura 4.6 y 4.7 se presentan

respectivamente las dependencias con la temperatura de la ene!

gía configuracional y la magnetización, definidas en el apa!

tado 4.6, comparadas con los resultados obtenidos a partir de

desarrollos en serie ( Binder 1972, Essam y Fisher 1963 ). Ca
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tridimensional puro. La línea discontinua corresponde a los

resultados obtenidos por series. El símbolo ( O ) represen-

ta los resultados Monte Carlo.
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Figura 4.7- Resultados Monte Carlo para la magnetización en

diante desarrollos en serie (línea punteada).

el caso x = O (IJ), comparados con los valores obtenidos me-
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mo se puede ver (Figura 4.6) el acuerdo para la energía es

muy bueno , mientras que para la magnetizaci6n existen algu-

nas discrepancias en las proximidades de T ,debidas a efec
c -

tos de tamaño finito y probablemente al aumento del tiempo

de relajaci6n del sistema. Estas pequeñas discrepancias en

la zona crítica nos decidieron a utilizar redes mayores

N=64000) que condujeran a resultados prácticamente asint6ti-

cos, sobre todo para concentraciones de vacantes grandes,

x / 0.1, para las que los efectos de tamaño finito pOdían ser

importantes. De esta forma, hemos mejorado la calidad de to-

das las magnitudes, y hemos logrado buenas estimaciones de la

magnetizaci6n en la zona crítica, lo que nos ha permitido p�

ner de manifiesto la variaci6n del exponente crítico f3 con

la concentraci6n de impurezas. Este resultado será discutido

con más detalle en apartados posteriores de este capítulo.

4.6- Energía configuracional, magnetizaci6n y parámetro de

orden de corto alcance

La energía cofiguracional del sistema puede calcularse

de acuerdo al Hamiltoniano (4.2.1) según la expresi6n:

E = s.'/!N(l-x)
J

(4.6.1)

donde c .> denota que se ha realizado el promedio descri to

en el apartado 4.4. La energía (4.6.1) está normalizada al nú

mero total de espines excluyendo las vacantes. Las variables
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+, ,

1
'

d 1s. adoptan los valores -1 o O, segun que a posicion e a
1

red considerada esté ocupada por un ión magnético o por una

vacante. Por lo tanto, el producto s.s. es +1 si los nudos
1 J

próximos i,j están ocupados por variables de espín del mismo

signo, -1 si los signos son opuestos y O en el caso de que

cualquiera de los dos nudos esté ocupado por una impureza no

magnética. En consecuencia, el sumatorio anterior equivale

al cómputo sobre todo el sistema de las parejas de espines p�

ralelos menos el número de parejas de espines antiparalelas

(Pathria 1977)

E - J -< N++ + N (4.6.2)

++ -- +-
donde N ,N Y N son respectivamente el número de pare -

jas "Up-Up", "down-down" y "up-down". Si ql es el número pr�

medio de coordinación de la red, definido por ql = q(l-x) (

q= 6 red cúbica simple) el número total de parejas de espi -

nes es:

ql ql
N(l-x) NI (4.6.3)

2 2

Combinado (4.6.3) con (4.6.2) se llega facílmente a la expr�

sión:

2J Jql
E = - « N+- ') -

NI 2
(4.6.4)

A temperatura cero el sistema está totalmente ordenado (to-
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dos los espines paralelos), siendo N+- = 0, por lo tanto la

energía mínima configuracional del sistema es E'. =-Jq'!2.
mln

En la Tabla 4.1 se recogen los valores de la energía obteni-

dos a partir de (4.6.4) para distintas concentraciones de va

cantes, normalizados al valor mínimo de la energía para x=O

(Emin=-Jq!2). Los errores se calcularon mediante (4.5.4), e

incluyen únicamente contribuciones de tipo estadístico. En

la Figura 4.8 se representan los resultados Monte Carlo en

función de la temperatura y de la concentración de vacantes,

comparándolos con las predicciones de campo medio del modelo

de la sección 3.4, para algunas concentraciones de vacantes

determinadas (x=0,0.1,0:2). El acuerdo cualitativo entre am

bos es bastante bueno, e incluso se puede afirmar que el

acuerdo cuantitativo mejora al aumentar la concentración de

vacantes, hecho que podría ser un resultado puramente casual

o tal vez nos indique una cierta tendencia .del sistema hacia

un comportamiento tipo campo medio. Los cambios introducidos

por la adición de impurezas no-magnéticas se manifiestan en

la energía configuracional de dos formas distintas: al aumen

tar la concentración de impurezas el punto de inflexión que

señala la transición de fase se desplaza hacia temperaturas

más bajas y la energía correspondiente al estado fundamen -

tal tiende a disminuir en valor absoluto. Este segundo he-

cho sólo es debido a la disminución del parámetro de

coordinación efectivo q' = q(l-x) y no a la variación del nú

mero de iones magnéticos en la red; recordemos que E está

normalizada a N' .
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Figura 4.8- Resultados Monte Carlo para la energía configur�

cional en función de la temperatura: (el) x :: O, (A) x =

0.015, (*) x:: 0.05, (O) x:: 0.1, (O) x = 0.2. Las líneas

continuas corresponden a la predicción de campo medio de la

sección 3.4.
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TkB/J E/E . m(T)/mmln max

1.00 0.9847
+
0.0001 +

- 1.0000 - 0.0001

2.00 0.9727
+
0.0008 +

- 0.9935 - 0.0008

3.00 0.8813
+
0.0013

+
- 0.9409 - 0.0001

3.60 0.7433
+
0.0012

+
- 0.8465 - 0.0010

4.00 0.5989
+
0.0013 0.7209

+
-

- 0.0015

4.20 0.5005
+
0.0011

+
- 0.6061 - 0.0016

4.22 0.4897
+
0.0007

+
- 0.5918 - 0.0011

4.24 0.4785
+
0.0007 0.5755

+
-

- 0.0011

4.26 0.4673
+
0.0007 0.5586

+
0.0012- -

4.28 0.4551
+
0.0011 0.5382

+
0.0021- -

4.30 0.4424
+
0.0009 0.5175

+
0.0017- -

4.32 0.4281
+
0.0011 0.4912

+
0.0023- -

4.34 0.4143
+
0.0009 0.4639

+
0.0020- -

4.36 0.3998
+
0.0007 0.4313

+
0.0016- -

4.38 0.3833
+
0.0009 0.3880

+
0.0028- -

4.40 0.3673
+
0.0010 0.3347

+
0.0042- -

4.42 0.3479
+
0.0014 0.2451

+
0.0082- -

4.50 0.3122
+
0.0007 0.0852

+
0.0052- -

4.60 0.2909
+
0.0007 0.0278

+
0.0025- -

4.80 0.2649
+
0.0007 0.0215

+
0.0019-

-

5.00 0.2449
+
0.0008 0.0218

+
0.0027-

-

0.2057
+
0.0007 0.0143

+
0.00185.60 -

-

Tabla 4.1a- Resultados de la simulación Monte Cario para la

magnetización y la energía configuracional, para la concen-

tración x = 0.015.
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TkB/J E/Emin m(T)/m
max

+
0.0001 0.9999

+
0.00011.00 0.9500 - -

0.9347
+
0.0007 0.9909

+
0.00042.00 - -

0.8267
+
0.0014 0.9220

+
0.00103.00 - -

0.6720
+
0.0014 0.8093

+
0.00163.60 - -

0.5063
+
0.0007 0.6258

+
0.00104.00 - -

·4.04 0.4855
+
0.0007 0.5972

+
0.0010- -

4.06 0.4736
+
0.0008 0.5790

+
0.0014- -

4.10 0.4509
+
0.0008 0.5418

+
0.0015- -

4.12 0.4393
+
0.0011 0.5207

+
0.0020- -

4.14 0.4258
+
0.0008 0.4963

+
0.0017- -

4.16 0.4140
+
0.0007 0.4718

+
0.0017- -

4.18 0.4006
+
0.0010 0.4432

+
0.0020- -

4.20 0.3865
+
0.0008 0.4067

+
0.0024- -

4.22 0.3673
+
0.0008

+
0.0070- 0.3406 ,-

4.24 0.3527
+
0.0009 0.2772

+
0.0051- -

4.26 0.3367
+
0.0009 0.2036

+
0.0055- -

4.40 0.2978
+
0.0009 0.0578

+
0.0055- -

-4.60 0.2665
+
0.0010 0.0210

+
0.0030- -

4.80 0.2474
+
0.0009 0.0200

+
0.0030-

-

5.00 0.2302
+
0.0008 0.0200

+
0.0025-

-

5.60 O. 1998
+
0.0008 0.0140

+
0.0020-

-

Tabla 4.1b- Resultados de la simulación Monte Carlo para la

magnetización y la energía, correspondientes a x = 0.05.
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TkB/J E/E . m(T)/mmln max

3.80 0.4671
+
0.0006

+
- 0.5850 - 0.0010

3.82 0.4568
+
0.0005

+
- 0.5686 - 0.0010

3.84 0.4461
+
0.0005

+
- 0.5494 - 0.0010

3.86 0.4353
+
0.0005 0.5295

+
- - 0.0010

3.88 0.4226
+
0.0006 0.5039

+
- - 0.0012

3.90 0.4114
+
0.0005 0.4798

+
0.0012- -

3.92 0.3989
+
0.0005 0.4508

+
0.0012- -

3.94 0.3855
+
0.0005 0.4150

+
0.0015- -

3.96 0.3733
+
0.0005 0.3808

+
0.0018- -

3.98 0.3546
+
0:0007 0.2980

+
0.0040- -

4.00 0.3401
+
0.0007 0.2003

+
0.0060- -

4.02 0.3277
+
0.0007 0.1331

+
0.0060- -

4.04 0.3201
+
0.0004 0.0883

+
0.0050- -

4.20 0.2861
+
0.0004 0.0245

+
0.0015-

-

4.40 0.2601
+
0.0003 0.0157

+
0.0009-

-

4.60 0.2403
+
0.0003 0.0128

+
0.0007-

-

0.1999
+
0.0002 0.0085

+
0.00055.20 -

-

Tabla 4.1c- Resultados de la simulación Monte Carla para la

magnetización y la energía, correspondientes a x = 0.1.



168

TkB/J E/Emin m(T)/m
max

3.32 0.4324
+
0.0004 0.5603

+
0.0010- -

3.34 0.4225
+
0.0005 0.5391

+
0.0009- -

3.36 0.4129
+
0.0007 0.5175

+
0.0010- -

3.38 0.4032
+
0.0005 0.4939

+
0.0010- -

3.40 0.3911
+
0.0005 0.4635

+
0.0012- -

3.42 0.3799
+
0.0005 0.4254

+
0.0020- -

3.44 0.3690
+
0.0005 0.3893

+
0.0020- -

3.46 0.3573
+
0.0005 0.3400

+
0.0022- -

3.48 0.3459
+
0.0006 0.2800

+
0.0040- -

3.50 0.3307
+
0.0006 0.1455

+
0.0050- -

3.52 0.3237
+
0.0005 0.1116

+
0.0040- -

3.60 0.3027
+
0.0004 0.0360

+
0.0020- -

3.80 0.2693
+
0.0004 0.0190

+
0.0010- -

4.00 0.2461
+
0.0003 0.0130

+
0.0007- -

4.60 0.1996
+
0.0003 0.0090

+
0.0005- -

Tabla 4.1d- Resultados de la simulación Monte Carlo para la

magnetización y la energía, correspondientes a x = 0.2.
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En la Figura 4.9 se representa el cociente entre la

energía en el punto crítico y la energía del estado fundamen

tal E. en función de la concentración de vacantes, obteni­mln

da mediante el modelo de la sección 3.4 y por interpolación
de los datos Monte CarIo, junto con los resultados experime�
tales correspondientes al sistema C01_xZnxCs3C15 (Lagendijk
y Huiskamp 1972) que es un buen ejemplo de un sistema Ising

tridimensional con dilución de impurezas no-magnéticas (Zn)

estáticas. La determinación experimental de E lE'. se rea­
c mln

lizó indirectamente, por integración numérica de las curvas

del calor específico, realizando extrapolaciones adecuadas

en las zonas de alta y baja temperatura. Teniendo en cuenta

la definición de E'. Y la expresión (4.6.1) se puede demos­mln

trar trivialmente que el cociente E lE'. representa el gra­c mln

do de correlación existente entre espines vecinos < s.s.7
l J C

a la temperatura crítica T , normalizado al número de espi­c

nes magnéticos, e indica el valor mínimo de < s. s . '/, por es­
l J c

pín necesario para que aparezca la fase magnéticamente orde-

nada. La variación de u = (s. s . '/ con x, obtenida por sim�c l J c

lación Monte CarIo en el rango O � x � 0.2 se aproxima muy bien

a la ley :

u (x) =

e

u (O)
e

0.328
= (4.6.5)

1 - x 1 - x

incluso (4.6.5) reproduce cualitativamente el comportamiento

de los resultados experimentales; el desplazamiento observa-

do puede ser debido a errores experimentales o simplemente al
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Figura 4.9- E lE'. en función de la concentración de impur_ec mln

zas no-magnéticas. La línea continua corresponde a la ecua _

ción (4.6.5). La línea discontinua es la predicción de cam _

po medio de la sección 3.4. El símbolo Cl representa los re-

sultados de la simulación Monte Carlo. El símbolo. corres-

ponde a los resultados experimentales de Lagendijk y Huiskamp

(1972).
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propio método utilizado por Lagendijk y Huiskamp para extra­

polar los datos de calor específico a alta y baja temperatu­

ra. Por otro lado, la existencia de microdominios en la mues

tra, combinada con efectos de superficie tienden a redondear

la divergencia del calor específico, infravalorando el area en

cerrada por la curva. La expresión (4.6.5) implica que la ene�

gía en el punto crítico por espín magnético es independiente

de x e igual a la del caso puro. El acuerdo global existente

entre los resultados experimentales, la simulación Monte Car

lb y la expresión (4.6.5) parece indicar que la consecuencia

anterior es extrapolable a concentraciones mayores de las es

tudiadas en este trabajo (x<0.2), y por lo tanto, la energía

mínima por espín a la que puede existir la fase ordenada sólo

depende de la dimensionalidad y posiblemente de la coordina­

ción de la red. Los resultados de Landau (1980) para x=0.4,

0.6 (Figura 3.3) parecen confirmar esta hipótesis, pero en

cualquier caso, sería necesario realizar un estudio más cuida

doso con redes mayores de las utilizadas por Landau para co�

probar si la relación (4.6.5) se cumple exactamente en todo

el rango de valores de x hasta la percolación.

Una consecuencia curiosa de (4.6.5) que bien podría

ser casual, es que de ella se puede deducir el límite de pe�

colación de la red. En efecto, teniendo en cuenta que el va­

lor máximo de u es uno, de (4.6.5) se puede deducir que el v�

lar máximo de x para el que aparece fase ordenada es 0.672;

en buen acuerdo con las estimaciones existentes que cifran
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el límite de percolacíon para la red cúbica simple en aprox�

madamente 0.689.

La curva discontinua de la Figura 4.9 es la predicción

de campo medio correspondiente a la sección 3.4. Como se pu�

de comprobar el acuerdo cualitativo es aceptable, pero se ha

demostrado numéricamente que la funcionalidad en x no es exac

tamente equivalente a (4.6.5).

La magnetización espontanea ferromagnética, m(T), es el

parámetro de orden natural del hamiltoniano (4.2.1). Sin em-

bargo, para el sistema considerado aquí, m presenta una deg�
.,

t r
í •

1
+

neraClon rlvla, -m. Cerca de la temperatura crítica pueden

aparecer transiciones indeseables entre el estado +m y -m que

se pueden obviar considerando uno de los subespacios del dia

grama de fases. Para ello escribimos m( T) en la siguiente· for

ma:

(4.6.6)

que se escribe en función de N+ y N- como:

m( T) =
1 < I N+ - N-I >

(l-x)N
(4.6.7)

+
donde N y N es el número total de espines "Up" y "down" res

pectivamente.
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Es frecuente, que muy cerca del punto crítico se rompa

parcialmente la ergodicidad del modelo y el sistema invierta

una gran parte del tiempo en pasos entre los estados +m y -m.

En este caso (4.6.6) infravalora el valor de m(T), que debe

calcularse, de forma más correcta, como la posición del máxi

mo de la distribución de medidas en el subespacio +m, tal c�

mo hemos explicado en la sección 4.5. Las distribuciones de

medidas de la magnetización muy cerca de T no son perfecta­
c

mente gaussianas debido a este efecto y posiblemente al retar

damiento crítico.

El comportamiento de la magnetización para las concen-

traciones estudiadas se muestra en la Figura 4.10 y en la T�
bla 4.1. Como en el caso de la energía comparamos los resul-

tados de la simulación con las predicciones del modelo de la

sección 3.4 para algunas concentraciones de vacantes (0,0.1,

0.2), llegando a conclusiones análogas. En todos los casos

estudiados se observa un decrecimiento rápido de la magneti-

zación en las proximidades de la temperatura de transición y

pequeños efectos de tamaño finito por encima de ésta, que

son mayores para las redes más pequeñas (0,0.015,0.05). Para

el rango de concentraciones que hemos estudiado parece cl�

ro que todas las curvas tienden a un valor de saturación igual

a la unidad (l-x si se normaliza a N). Este resultado no es

extrapolable al caso de concentraciones de impurezas mucho

mayores, para las que la probabilidad de que aparezcan espi­

nes rodeados en su totalidad de vacantes puede llegar a ser
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Figura 4.10- Resultados de la simulación Monte Carla para la

magnetización. La notación es la misma que en la Figura 4.8.

La línea discontinua representa los valores de la magnetiza-

ción obtenidos por series en el caso "puro". Las líneas con-

tinuas corresponden a la predicción de campo medio de la sec

ción 3.4.
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importante. Estos espines están desconectados del resto del _

sistema a trav�s de interacciones a primeros vecinos, por lo

que a cualquier temperatura están totalmenete desordenados y

no contribuyen a la magnetización del sistema. Los resultados

de Landau (1980) para la concentración x=0.6 y las predicci�
nes de campo medio de la sección 3.4 confirman esta hipótesis

(Figura 3.1). Es probable que la dependencia del valor de s�

turación de la magnetización con la concentración de vacantes

para una red cúbica simple siga una ley del tipo:

m
max

1 -

6
x

(4.6.8)
1-x

El parámetro de orden de corto alcance se define en fun

ción de N++, N-- Y N+- como el cociente (Pathria 1977):

(4.6.9)

y da idea del grado de orden ferromagn�tico local que existe

en el sistema respecto al desorden antiferromagn�tico prese�

te. � diverge a temperatura cero, cuando el sistema está to

talmente ordenado y no existen pares de espines antiparalelos.

A temperatura infinita adopta el valor 0.25 que corresponde

a una situación de desorden total, en la que el número de p�

rejas N+- es máximo e igual a N+- = q'N'/4.

La expresión de � (4.6.9) se puede escribir en fun­

ción de la energía configuracional E Y la magnetización m,
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combinando las siguientes relaciones triviales:

(4.6.10)
2 2

con las ecuaciones (4.6.4) y (4.6.7). La expresión resultan-

te se escribe en la forma:

(q'/4 + E/2J)2
(4.6.11)

Teniendo en cuenta que E = -Jq'u/2, donde u = < s.s.7 por e�l J

pín magnético, la expresión (4.6.11) se escribe de la forma:

2
m

�= (4.6.12)

En la aproximación de Bragg-Williams que corresponde a

una teoría de campo medio de orden cero, en que se supone que

no existen correlaciones estadísticas entre los espines, el

parámetro de orden toma el valor 1/4 independiente de la tem

peratura. En aproximaciones más sofisticadas, en que ya se i�

cluyen correlaciones a primeros vecinos, se obtienen descriE

ciones más realistas del parámetro de orden � (ver secciones

3.2 a 3.4) y de su dependencia con la temperatura (3.2.8).

Por el contrario, el comportamiento de � para la red cuadra

da, obtenido de la solución exacta de Onsager (Pathria 1977)

muestra una funcionalidad con la temperatura mucho más com -
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pleja (Figura 4.11). en particular � presenta una singular�
dad muy abrupta en T que permite una fácil localización dee

ésta. Aunque la derivada de � a derecha e izquierda de T se
c

hace infinito y menos infinito respectivamente, el valor de �

crítico permanece finito y se puede calcular fácilmente a pa�

ti r de (4. 6 • 12) :

-v- (sq)
(u (sq) + 1)

2
c

8.49264 (4.6.13).

2
=

(1 - u (sq»e

El comportamiento anómalo de \( en las proximidades

de T se puede justificar cualitativamente analizando la de­
e

rivada de V con la temperatura. Derivando (4.6.12) respecto

a la temperatura se obtiene:

dr[ 1

[
du

(l+u - 2m2)
dT dm]- 2m(1-u) -

dT
(4.6.14)=

3
(l-u)dT

Los términos entre corchetes en (4.6.14) cumplen trivialmen-

te las siguientes desigualdades para cualquier valor de la

temperatura:

du

(l+u - 2m2) -- < O (4.6.15a)
dT

.....

dm

2m(1-u) -- � O (4.6.15b)
dT

por lo tanto, el signo de la derivada d � /dT, y en conse -

cuencia el caracter creciente o decreciente de � viene da



178

1 O. sr

5.0

�= 8.4926

1.5 2.0 3.02.5

Figura 4.11- Parámetro de orde� � definido en (4.6.12), en

función de la temperatura, para una red cuadrada en dos di -

mensiones.
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do por el término de (4.6.14) que domine en cada caso. A tem

peraturas bajas dm/dT es mucho más pequeño que du/dT, por lo

que d r;¡ / dT .¿:_ O Y la función \[ es decreciente. Sin ernb ar-go ,

si la magnetización m decrece muy rapidamente al tender a T
e

por la izquierda, puede existir un valor de T � T para el
e

que dm/dT sea suficientemente grande para hacer la suma (4.6

.14) posi tiva y \f pase a ser creciente. Por encima de T , m
e

y dm/dT son cero simultaneamente para cualquier valor de la

temperatura y la función \( es decreciente. Así pués, pode _

mas afirmar, que de existir la anomalía en � , ésta se loca

liza en T y está asociada a un cambio de signo en la prime­c

ra derivada (4.6.14).

A partir de la definición (4.6.9) podemos dar una apr�

ximación de la imagen microscópica que genera el comportamie�
to de <1' con la temperatura. Supongamos, por ejemplo, que a

baja temperatura hay un número mayoritario de partículas "up"

y el número de parejas N+- es muy pequeño. Al aumentar la tem

peratura gradualmente van apareciendo partículas (-), que de

bido a su reducido número total tienen una probabilidad muy

pequeña de formar grandes agrupamientos, por lo tanto, el nQ
mero de pares N

.

,

lt N++ d"
"

practicamente no se a era, lsmlnuye

Y N+- aumenta; en consecuencia « disminuye. Por el cont r-ar-í.o,

cerca de la zona crítica existe una mayor tendencia a que se

formen agrupamientos de particulas minoritarias (-) que mi-

+­
nimicen el número de enlaces N ya que el número total de

éstas y la velocidad a la que se crean es mayor. Como resul-
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tado N++ J N tienden a igualarse, haciendo que el producto

++ +- 2
N N-- crezca más rapidamente que (N ) Y -r sea creciente.

Por encima de T , N++ Y N
e

son iguales y disminuyen al mis-

mo ritmo al aumentar la temperatura, conforme se destruyen

las correlaciones de corto alcance y va creciendo el número

de parejas antiparalelas N+-. En esta si tuación (J" decrece mo

nótonamente.

Los resultados de la simulación Monte Carla para x=O

muestran, en lineas generales, el mismo tipo de dependencia

con la temperatura (Figura 4.12) que la observada en la red

cuadrada bidimensional (Figura 4.11). Sin embargo, un análi-

sis más detallado revela algunas diferencias importantes; tan

to la zona en que � es creciente como la altura del pico res

pecto al mínimo local son menores en tres dimensiones. Aten-

diendo a (4.6.14) estas diferencias deben tener su origen en

la forma particular de la derivada du/dT y dm/dT para la red

cuadrada en dos y tres dimensiones. En efecto, si tenemos en

cuenta que du/dT es proporcional al calor específico, y supo-

nemas que en la zona en que <f es crecienté son válidos los

comportamientos críticos de las magnitudes implicadas, a pa�

tir de (4.6.14) obtenemos la siguiente expresión:

2
B 2

2A f3
e

2 f3 -1
=

d 'i{
-(l+u - 2(AE,¡) )B C(E, ) +

c.
t:

T dT
e

(4.6.16)

t: = (1 - T ITc)' f3 el exponente crí tico de la magne­

tización A y B constantes y C el calor específico. El primer

siendo
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I I

"J,
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4 5 5

Figura 4.12- Parámetro de orden � en función de la temper�

tura, obtenido de la simulación Monte Carlo, para algunas

concentraciones de impurezas no-magnéticas. Los cuadrados co

rresponden al caso con x = O. El resto de la notación es la

misma que la de la Figura 4.8.
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término de (4.6.16) es más negativo en tres dimensiones que

en dos, ya que el calor específico diverge con un exponente

crítico -1/8 mientras que en el plano lo hace de forma loga­

rítmica, a la vez que el término negativo _2(A��)2 es menor

en tres dimensiones debido a que f3 es mayor. Por el contra­

rio, el segundo término de (4.6.16) es más pequeño en la red

cúbica simple debido precisamente a que f3 es mayor (2� - 1

�O). Estos dos hechos combinados disminuyen la derivada (4.

6.14), haciendo que el intervalo dé valores de [ en que � es

creciente y la altura del pico respecto al mínimo local sean

más pequeñas.

Por desgracia, el análisis anterior es sólo una justi-

ficación cualitativa de la que no se pueden extraer conclu -

siones generalizables, ya que no se han tenido eh cuenta las

variaciones del resto de constantes que integran (4.6.16),

por haber supuesto, que en este caso, sus efectos son menos

importantes dado el gran cambio que experimentan los expo -

nentes críticos al pasar de dos a tres dimensiones. Comprob�

ciones numéricas realizadas utilizando (4.6.16) han corrobo-

rada esta hipótesis.

Los resultados Monte Carla para � muestran un compor-

tamiento en función de la concentración de vacantes muy pec�

liar. Al aumentar x el pico de � se desplaza hacia tempera-

turas más bajas (Figura 4.12), coincidiendo con los corrimierr

tos observados en E y m (Figuras 4.8 y 4.10), a la vez que
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el valor de \Te. crece de acuerdo con la ley:

<J (T )
e

(l-x1
4"
(l-x -

·2
+ u (O))

c
(4.6.17)

que es fácilmente deducible a partir de (4.6.5) y (4.6.12).

La anchura de la zona en que � es creciente y la altura de

� (T ) relativa al mínimo decrecen muy rapidamente con la
. c

concentración de vacantes, hecho que podría estar relaciona-

do con un cambio en los exponentes críticos. No podemos de -

cir nada definitivo en este. sentido ya que en (4.6.16) inte�
vienen otras constantes de las que no conocemos su dependen-

cia en x.

El examen de la Figura 4.12 revela la gran utilidad del

parámetro de orden (Í como indicador preciso de la temperatu

ra de transición. Hay que hacer notar que los efectos de ta-

maño finito cerca de T ,observados en las curvas de magneti­e

zación (Figura 4.10), son mucho menos importantes en � , dan

do lugar, en consecuencia, a cambios más abruptos que deter-

minan mejor T .

e

Por último, hay que resaltar una consecuencia curiosa

de (4.6.16). En las teorías de campo medio para las que j3 t�
ma el valor 1/2, el segundo término de (4.6.16) es constante

y pequeño, por lo tanto � no presenta ninguna anomalía en T
e

dado que siempre domina el primer término de (4.6.16) que
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�ue confiere a � un caracter monótonamente decreciente.

4.7- Funciones respuesta del sistema. Calor especifico y sus-

ceptibilidad magnética.

El estudio de las fluctuaciones de la magnetización m

y la energia E en el equilibrio termodinámico es muy intere-

sante ya que de dichas fluctuaciones se deducen propiedades

importantes del sistema. Por ejemplo, la función respuesta

calor especifico que rigurosamente se define como la deriva-

da termodinámica de la energia respecto de la temperatura,

en la simulación numérica es más simple y preciso evaluarla

a través de las fluctuaciones de la energia, de acuerdo a la

expresión:

C (T) = (4.7.1)

donde C(T) viene dado en unidades de la constante de Boltz

man kB' Y está normalizado al número de espines magnéticos NI.

E es la energia configuracional por ion magnético definida en

(4.6.4). Como ya vimos en la sección 4.5 la distribución de

medidas de la energia en el equilibrio. adopta una forma gau-

ssiana, cuya varianza de acuerdo a (4.7.1) es proporcional

al calor especifico. En la práctica, siempre es dificil cal-

cular una magnitud que está relacionada con las fluctuacio -

nes alrededor de un valor medio, dado que el tiempo de rela-

jación de las fluctuaciones hacia el equilibrio suele ser mu
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cho mayor que el del propio valor medio. Para solventar este

problema se realizaron evoluciones de hasta 10000 pasos Mon-

te Carlo de duración a temperaturas próximas a T , para las
e

que presumiblemente el efecto es más importante. En todos los

casos, las evoluciones se siguieron hasta que los diversos

test gaussianos de las respectivas distribuciones de medidas

dieron resultados aceptables, y se obtuvieron valores de las

varianzas estables con el tiempo.

Para calcular correctamente la varianza de una distri-

bución es muy 'importante que no existan correlaciones entre

las sucesivas medidas. Esto nos obliga a elegir un intervalo

de medición suficientemente espaciado como para poder asegu-

rar que después de obtener un determinado resultado, la pro-

babilidad de obtener cualquier otro sólo depende de la forma

de la distribución y no del suceso anterioF, simulando así

un proceso markoviano. En cada caso particular, el intervalo

de medición óptimo se ha determinado llegando a un compromi-

so entre conseguir un grado de correlación mínimo y disponer

de un número de medidas lo suficientemente grande para que

la estadística sea buena. Los periodos de medición utilizados

oscilan entre 2 y 4 pasos Monte Carlo, y hemos comprobado que

intervalos mayores no conducen a diferencias significativas,

empeorando, sin embargo, la calidad de la distribución.

En la Figura 4.13 representamos los resultados Monte

Carlo para diversas concentraciones de impurezas no-magnéti-
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Figura 4.13- Calor específico en función de la temperatura,

para las cinco concentraciones estudiadas. La notación es la

misma que en la Figura 4.12.
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cas (O « x� 0.2) obtenidos mediante la expresión (A. 7 .1) Y los...

criterios anteriores. En el rango de concentraciones estudi�

do, el calor específico presenta un máximo bien definido que

se desplaza hacia valores más pequeños de la temperatura al

aumentar x. Aunque la altura del pico va disminuyendo con x,

no se observan indicios claros de redondeamiento, lo cual es

indicativo de que por lo menos hasta x=O.2 sigue habiendo una

transición de fase de segundo orden bien definida.

Estudios realizados mediante el grupo de renormaliza -

ción en algunos sistemas con dilución de enlace (Jayaprakash

et al 1978), asi como algunos resultados experimentales para

un sistema real pseudo XY con dilución de impurezas y red cú

bica simple (Algra et al 1977), sugieren que, en estos casos,

la anomalía del calor específico asociada con el orden de lar

go alcance puede llegar a ser muy redondeada, superponiendo-

se a ésta otro pico ligeramente desplazado hacia temperaturas

inferiores y muy ancho, debido al orden de corto alcance.Nues

tras resultados no muestran evidencias de este comportamien-

to anómalo, aunque no podemos descartar totalmente la posib�
lidad de que existan dos picos y simplemente no tengamos la

resolución suficiente para separarlos. tampoco los resultados

experimentales para el sistema antiferromagnético Cal Zn CS3-x x

C15 (Lagendijk et al 1972) parecen indicar la existencia de

estos dos picos.
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Harris predice que para un sistema Ising diluido (Ha -

rris 1974) el máximo del calor específico se hace finito y

I -1
su valor varla como x Si suponemos que nuestros resulta-

dos para las redes de N=27000, 64000 son prácticamente indis

tinguibles y que es irrelevante aplicar correcciones de tama

ño fini to, y realizamos una estimac":LÓn razonable de los valo

res máximos del calor especifico (Figura 4.14), se obtiene

una dependencia con la concentración de impurezas mucho más

lenta que puede aproximarse a una función lineal en x del ti

po e -:=. A(l-ax), con A -::= 2.890 y a -; 1.384. El punto ca -

max

rrespondiente a x=O se aparta bastante del valor al que se

estrapola la ley anterior, indicando, tal vez, una variación

más fuerte para valores pequeños de x, aunque las grandes b�

rras de error no permiten concluir nada definitivo. Debido a

la gran incertidumbre de los resultados, incluso la ley de

variación pOdría ser consistente con la disminución del par�

metro de coordinación efectivo q' = q(l-x) que afecta al ca-

lar específico como un factor multiplicativo (4.7.1). Landau

(1980) obtiene valores sistematicamente más pequeños en el

rango de concentraciones en que coinciden ambos estudios, lo

que indica claramente que sus resultados están afectados por

importantes efectos de tamaño finito.

Otra función respuesta interesante del sistema es la

susceptibilidad magnética a campo cero, que se define como la

derivada - dm/dh, donde h es el campo magnético exte�

no. Al igual que en el caso del calor específico, es más fá-
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3.0

Cmax= 2.89(1-1,384X)

2.0
0.1 x 0.2

Figura 4.14- Máximo del calor específico en función de la co�

centración de impurezas no-magnéticas, deducido de la simula

ción Monte Carla.
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cil evaluarla a trav6s de las fluctuaciones de la magnetiza-

ción, según la expresión:

N(1-x)J
(4.7.2)x =

La susceptibilidad calculada mediante (4.7.2) es adimensio -

nal. En la Figura 4.15 se representan los resultados de la

simulación en escala semilogarítmica, para las cuatro conce�

traciones estudiadas, comparándolos con los correspondientes

a x = O. En todos los casos, se observa una anomalía en T
e

con un pico muy pronunciado que se desplaza hacia temperatu-

ras más bajas al aumentar la concentración de vacantes. Por

otro lado, no hay diferencias significativas entre las altu-

ras de los picos al variar la concentración de impurezas x y

no parece que existan evidencias de redondeamiento de los P�

cos, en contraposición con lo sugerido en algunos trabajos

Monte Carla previos (Landau 1980). Así pués, los efectos de

redondeamiento de los picos observados anteriormete, desap�

recen al trabajar con redes mayores, y en consecuencia son

debidos a efectos de tamaño finito. Nuestros resultados para

la susceptibilidad confirman tambi6n la existencia de una

transición de fase de segundo orden bien definida, al menos

en el rango x � 0.2.

La determinación de la susceptibilidad a través de las

fluctuaciones de la magnetización (4.7.2) presenta, a priori,
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Figura 4.15- Representación semi-log�rítmica de los resulta-

dos de la simulación Monte Carla para la susceptibilidad, en

función de la temperatura. La notación es análoga a la utili

lizada en la Figura 4.13.
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problemas análogos a los que hemos comentado en el caso del

calor específico, pero sorprendentemente hemos observado que

el tiempo de relajación hacia el equilibrio de X parece, en

general, más pequeño, consiguiendose por ello valores esta -

bles con evoluciones más cortas.

4.8- Temperatura crítica

La determinación precisa de la temperatura crítica de

un sistema magnético por simulación numérica no es una cues-

tión trivial. Diversos factores enmascaran la localización

exacta de la transición de fase, suavizando las anomalías cri
ticas de los observables del sistema; por ejemplo: el tamaño

finito, el retardamiento crítico etc.Así pués, es esencial

disponer de métodos que minimicen los errores y permitan cal

cular T con una aproximación razonable. En esta sección va­
c

mos a describir un conjunto de técnicas que usadas de forma

conjunta permiten una mejor determinación de T .

c

El método más simple, y también el que es más suscept�

ble a errores, consiste en el estudio directo de la depende�

cia con la temperatura de las diferentes magnitudes del sis-

tema. La posición de la transición de fase se halla interpo-

lando los resultados de la simulación, para la magnitud con-

siderada, alrededor de la anomalía crítica. Es evidente que

este método tiene una imprecisión intrínseca debida al espa-

ciado en temperaturas con que se obtuvieron los resultados
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Monte Carla. Además, no todas las magnitudes determinan T
c

con igual grado de precisi6n. A continuaci6n discutimos bre-

vemente las ventajas e inconvenientes de cada una de ellas.

La magnetizaci6n m para un sistema infinito se anula

exactamente en T . Sin embargo, en cualquier simulaci6n num�c

rica, los efectos de tamaño finito producen una cola que de-

crece lentamente por encima de T , que incluso invalida los
c

puntos muy cercanos a la transici6n de fase. El valor·de T

a partir del cual dichos efectos son importantes depende fuer

temente del tamaño del sistema. Aunque hemos estudiado redes

bastante grandes, nuestros resultados para m no están total-

mente libres de estos efectos negativos y en consecuencia la

transici6n de fase aparece difuminada en un intervalo de tem

peraturas. Si se conoce el exponente J3 que describe el com­

portamiento crítico de la magnetizaci6n en cada caso, se pu�

den extrapolar los resultados que presumiblemente no estén

afectados por el tamaño finito y así lograr una buen� deter-

minaci6n de T . En nuestro caso esto no ha sido posible dado
c

que existían indicios de alguna forma de dependencia de f3
con la diluci6n de impurezas no-magnéticas (secci6n 4.6).

La energía es la magnitud que se determina con más pr�

cisi6n a partir de una simulaci6n numérica. Los efectos de

tamaño finito son mucho menos importantes debido a que E es

proporcional al valor medio de la correlaci6n a primeros ve-

cinos (4.6.1) que es una magnitud de corto alcance y en con-
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secuencia está menos afectada por el tamaño finito del siste

ma. La primera derivada de la energía para un sistema infini

to diverge a derecha e izquierda de la temperatura crítica,

mostrando una discontinuidad muy acentuada. Por el contrario,

la energía es continua en T y sólo presenta una inflexión
c

vertical (Figura 4.8). Por desgracia este comportamiento cr!
tico no es lo suficientemente anómalo como para señalar cla-

ramente la posición de T en los resultados de la simulación.
c

Para subsanar este inconveniente hemos introducido el siguie�

te parámetro:

(1 _ u)2
e = 2.5

2
(1 + u)

(4.8.1)

El uso del parámetro e tiene una gran ventaja sobre la ener-

gía, y es que su pendiente varía más lentamente en las vecin

dades de T , resaltando así mejor el punto de inflexión. A
c

modo de ejemplo, en la Figura 4.16, hemos representado el co�

portamiento de e para el caso x = 0, indicando el margen de

fiabilidad alrededor de la T obtenida gráficamente.
c

El calor específico y la susceptibilidad de un sistema

Ising tridimensional infinito divergen en T , Y por lo tanto,
c

a priori, parecen buenos indicadores de la posición de T .

c

Sin embargo, en la simulación nómerica de un sistema finito

las divergencias se convierten en picos, cuya altura y grado

de redondeamiento depende del tamaño del sistema, dificult�
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Figura 4.16- Parámetro e definido en (4.8.1) para el caso p�

ro (x = O), en función de la temperatura. La línea disconti-

nua indica la posición estimada de la temperatura crítica.
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do la determinación de la posición del máximo. Otro factor ne

gativo, que se suma al anterior, es el llamado retardamiento

crítico comentado con anterioridad y que afecta a todos los

observables del sistema en las vecindades de Tc y en particu

lar a todas las magnitudes relacionadas con fluctuaciones. El

retardamiento crítico provoca una infravaloración de las flu�

tuaciones en puntos muy cercanos a T , lo que disminuye la de
e

finición del pico en cuestión y lo desplaza ligeramente hacia

temperaturas más bajas. Por este motivo, generalmente las tem

peraturas de transición Tc que se obtienen del calor especi

fico o de la susceptibilidad son algo más pequeñas que las de

ducidas de otras magnitudes.

La magnitud que determina T con menos incertidumbre
e

es el parámetro de orden de corto alcance (4.6.12) � . Los

efectos de tamaño finito, que como hemos reseñado, afectan en

mayor o menor grado a la magnetización, dificultando la loc�

lización precisa de la transición de fase, parece que son m�

cho menos importantes en � .Por otro lado, el comportamiento

peculiar de <í alrededor de T ,unido al hecho de quee (/"c
es un máximo local finito, cuya altura sólo depende de la

energía (4.6.17), que es la magnitud que probablemente se de

termina con más precisión, facilitan enormemente la estima -

ción precisa de Tc'

Existe un método indirecto que permite afinar más en la

determinación de T y que llamaremos método del "splin" de la
e
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energía. Consiste en buscar el mejor acuerdo entre los datos

del calor específico y la derivada numérica de la energía, ob

tenida mediante un ajuste polinómico de tipo "splin" a los re

sultados de la simulación para la energía. Para ello se aju�

tan los resultados correspondientes a la energía, incluyendo

el error estadístico asociado a cada punto, a una familia de

polinomios de tercer grado, de forma que cada polinomio cone�

te con el siguiente en un nodo donde se exige que la función y

sus dos p�imeras derivadas sean continuas. El conjunto de no

dos se reparten a lo largo del intervalo de temperaturas, de

manera que se obtenga simultaneamente un comportamiento lo

más monótono posible de la segunda derivada y up buen ajuste

de los datos de la energía. En las proximidades del valor e�

perado de T (x) se debe localizar un nodo triple para repro­c

ducir la singularidad del calor específico. Una vez se ha co�

seguido la distribución y el número óptimo de los nodos sim-

ples, se varía ligeramente la posición del nodo triple hasta

minimizar las diferencias entre la derivada resultante y los

datos del calor específico. En la práctica, la rama del calor

específico más sensible a estas pequeñas variaciones es la

que corresponde a T >T (x). Por otro lado, estos datos están
e

afectados de menos error, y además corresponden a la zona do�
de la energía se determina con más precisión (nuestros datos

de la energía para x = O son practicamente indistinguibles de

los resultados de series).En la Figura 4.17 representamos el

ajuste correspondiente al caso x = O, indicando el valor de

Tc estimado por este método y su margen de imprecisión. Como
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Figura 4.17- Resultados Monte Carlo para el calor específi-

co en el caso x = 0, comparados con las derivadas numéricas

de los datos de la energía configuracional obtenidos por el

mismo procedimiento (línea continua). Las líneas disconti -

nuas indican las zonas de la derivada numérica que se esti-

ma pueden estar afectadas de errores mayores, debido a qu.e

fueron calculadas con pocos puntos.
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se puede comprobar nuestro método produce un grado de aproxi-

mación bastante razonable. Los valores de T ex) obtenidos pore

este método son compatibles con los deducidos del parámetro

de orden <f' o de la energía, pero tienen barras de error más

pequeñas.

Otra técnica indirecta que permite determinar T con
e

más precisión que el propio intervalo de medición, se basa

en estudiar el comportamiento crítico de alguna magnitud del

sistema que se determine con errores pequeños en la zona crí

tica. La magnitud más apropiada para este tratamiento es la

magnetización m, ya que se conoce bien su comportamiento crí

tico que es de la forma:

m = m é fo L4. 8.2)o

donde mo es la amplitud crítica, � = (l-T/Tc) y J3 el expo­

nente crítico. Además, si el sistema es relativamente grande,

una buena parte de los puntos compredidos en la zona crítica

no están practicamente afectados por el tamaño finito y son

utilizables en este tipo de análisis. El método consiste en

realizar un ajuste lineal de ln(m) en función de ln( E. ), don

de los parámetros a determinar son y mo' variando el valor

de T hasta conseguir que el coeficiente de correlación li -

e

neal sea lo más parecido a la unidad y la suma de diferencias

al cuadrado
\

(m - m € f3) 2 sea mínima. De esta forma se deL_ o -

termina simultaneamente el conjunto de valores de T , m Y/Sc o
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que mejor aproximan la ley (4.8.2) al comportamiento crítico

de los datos de la simulación para m. Es evidente, que para

obtener buenas estimaciones de T es necesario que todos los
e

puntos utilizados estén en la zona crítica y cumplan razona-

blemente la ley (4.8.2), y que no se incluya en el tratamien

to datos que estén afectados de tamaño finito. En la siguie!2

te sección volveremos sobre este punto y expondremos los cri

terios que hemos utilizado para seleccionar el intervalo óp-

timo. Como comprobación del método hemos analizado un con -

junto de datos para el caso puro (x = O) calculados mediante

desarrollos en serie para las mismas temperaturas estudiadas

por simulación numérica, obteniendo los siguientes valores:

T 4.510
+
0.002=

c

(3 0.300
+
0.015

1.5
+
0.1m :: -

o

en buen acuerdo con las estimaciones existentes.

Por último, vamos a comentar brevemente un método rel�

cionado con el anterior, que permite determinar directamente

f y Tc' Dividiendo (4.8.2) por su derivada se obtiene la ex

presión:

dm
m/(-) =

dT

T - T
c

(4.8.3)

donde los valores de dm/dT se pueden calcular realizando un

ajuste polinómico de los datos de la magnetización (IIsplin").

Si el intervalo de medidas seleccionado cumple (4.8.3), f3 y
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T se pueden determinar por regresión directa de los datos de
c

m/(dm/dT) en función de T. Este método, aunque es más directo

que el anterior, presenta más problemas dado que se debe cal

cular una derivada numérica a partir de datos con una cierta

barra de error.

Buscando la máxima compatibilidad entre los resultados

de los diversos métodos expuestos hemos llegado a una estima

ción de la temperatura de transición para las diferentes con

centraciones de impurezas estudiadas. Los valores obtenidos

con su margen de fiabilidad se recogen en la Tabla 4.2 y en

la Figura 4.18. La dependencia en x de bT =(T(O)-T(x))
c c c

+

/Tc(O) es practicamente lineal con una pendiente �1 = 1.10 -

+
0.01, en buen acuerdo con Landau (1980); al = 1.09 - 0.02.

Algunos argumentos especulativos permiten predecir cual

será el comportamiento crítico del sistema impuro, x > O, a

partir de la forma funcional de � T cuando x tiende a cero.
e

Si el comportamiento crítico no cambia con la inclusión de

impurezas deberíamos esperar que se cumpliese la forma gene-

ralizada de la hipótesis de escala de Fisher et al (1975):

(4.8.4)

siendo O( el exponente crítico del calor específico. Sin em-

bargo, si x es un parámetro relevante,los exponentes críti

cos deberían tomar un valor,constante para x # O distinto
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Figura 4.18- Temperatura de transición T en función de la
e

concentración de impurezas no-magn6ticas x, obtenida de la

simulación Monte Carlo (.) o La línea continua representa la

ley T (x) = T (O) (1 - Ax1/�), con los parámetros A Y � cit�
e e 't'

dos en el texto. La línea discontinua es la predicción de

Stinchcombe (1979).
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x T (x)k/.J
e

O 4.510
+
0.004-

0.015 4.433
+
0.004-

0.05 4.268
+
0.004-

0.1 4.025
+
0.003-

0.2 3.510
+
0.003-

0* 4.510
+
0.002-

Tabla 4.2- Temperatura crítica en función de la concentración

de vacantes, obtenida de la simulación Monte Carlo. El caso

(0*) corresponde al valor obtenido a partir de los resultados

de series (ver texto).
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que para el caso x = O, Y probablemente T debería seguire

una ley del tipo (Riedel et al 1969):

(4.8.5)

donde � es el exponente que describe la aproximación hacia

el caso puro. De nuestros resultados se deduce un valor de

a2 muy pequeño, del orden de magnitud del error de � Tc; por

el contrario, (4.8.5) proporciona una buena descripción de

la ley de aproximación al caso puro obtenida por simulación

Monte Carla (Figura 4.18), con los siguientes parámetros:
+

A = 1.06 - 0.02 Y
+

1.01 - 0.01. Nuestros datos parecen

favorecer la hipótesis de escala (4.8.5) frente a (4.8.4),10

que indicaría la existencia de un comportamiento crítico "i�

puro", distinto del correspondiente al caso x = O. Nuestros

parámetros A Y f difieren de los reportados por Landau( 1977)

, probablemente porque estos últimos fueron calculados con

valores de x fuera del regimen de escala.

4.9- Comportamiento crítico

Uno de los puntos, relacionados con sistemas desorden�

dos en general, que ha suscitado más interés en los últimos

años es el estudio de las variaciones en el comportamiento

crítico introducidas por el desorden. En muchos casos, este

comportamiento sigue siendo una cuestión abierta; en partic�

lar, los trabajos realizados hasta ahora referidos a sistemas
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ferromagnéticos diluidos no llegan a conclusiones definitivas

y algunos resultados son contradictorios.

Harris (1974) Y algunos trabajos posteriores (Grinstein

et al 1976, Stinchcombe 1979, Shapir et al 1981) sugieren,

basandose en argumentos "heurísticos" plausibles, que la adi

ción de vacantes al sistema puro no debería afectar a la for

ma de la transición de fase ni los exponentes críticos corre�

pondientes, si el exponente del calor específico tX del siste

ma puro es negativo; por el contrario, cuando �)O (como en

el caso del sistema Ising tridimensional) deberían aparecer

cambios en el comportámiento crítico. Muchos experimentos en

sistemas desordenados muestran transiciones de fase muy re -

dondeadas (ver por ejemplo: Cowley et al 1980), aunque más

recientemente se han encontrado materiales con transiciones

de fase bien definidas y exponentes criti�os que se modifi -

can con la concentración de impurezas x (Birgeneau et al 1984

,Westerholt et al 1984) en buen acuerdo con los últimos aná­

lisis teóricos en diferentes sistemas desordenados (Dotsenko

et al 1983, Newman et al 1982, Jug 1983). Nuestros resulta -

dos muestran evidencias de la existencia de una transición

de fase de segundo orden con un comportamiento critico no-un�
versal, es decir, los exponentes criticas que describen la

transición de fase varian continuamente con la concentración

de impurezas.

El comportamiento critico de la magnetización está de�
crito por la ecuación (4.8.2) a través de un exponente criti
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ca � que para el caso puro vale f3 = 0.3125. El análisis del

comportamiento crítico para concentraciones x � O se ha rea-

lizado a partir del ajuste lineal de ln(m ) en función de
o

ln(�), descrito con anterioridad en la sección 4.8, tomando

los valores de la temperatura crítica T (x) que se recogen
c

en la Tabla 4.2. En este tipo de análisis es fundamental que

todos los puntos que se incluyen en el cálculo cumplan razo-

nablemente la ecuación (4.8.2), por lo tanto, es necesario

definir una región crítica efectiva donde los parámetros cri

ticos medios sean suficientemente parecidos a los asintóti -

cos obtenidos en el límite T -. T . Para obtener esta zona
c

crítica efectiva, en el caso de x = O, hemos representado si

multaneamente ln(mo) en función de ln(E) (Figura 4.19) a paE

tir de los resultados de series y la simulación numérica, in

dicando la recta de pendiente 0.3125 que describe el compor-

tamiento crítico asintótico. Por encima de 0.97T los valo -

c

res deducidos de los desarrollos en serie son prácticamente

indistinguibles de la recta asintótica. Por otro lado, el

acuerdo con los resultados de la simulación es bastante bue-

no hasta aproximadamente T �0.99T . Para valores de la tem­
c

peratura mayores de 0.99T los efectos de tamaño finito se
c

hacen importantes, invalidando los resultados de la simula -

ción. En consecuencia, vamos a definir como zona crítica efe�

tiva útil para el cálculo de los parámetros críticos a partir

de datos Monte Carlo� el intervalo comprendido entre 0.97Tc y

0.99T , Y supondremos que dicho intervalo no sufre modifica­
c

ciones importantes en el rango de concentraciones estudiadas.
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Figura 4.19- Representación lag-lag de los resultados Monte

Carla para la magnetización con x = O. La línea continua re-

presenta los valores de la magnetización obtenidos mediante

desarrollos en serie para un sistema Ising tridimensional.

La línea discontinua indica el comportamiento crítico asin-

tótico.
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Para comprobar que en el intervalo anterior se obtienen bue-

nas estimaciones de los parámetros criticas hemos ajustado

ln(m ), calculado de los desarrollos en serie, en función de
o

ln(�), para un conjunto de temperaturas similar al estudia-

do por simulación Monte Carla. Los valores obtenidos son:

p = 0.300 � 0.015 Y de B = 1.5 � 0.1, ligeramente más pequ�

ños que los asintóticos. Los resultados en función de la con

centración se recogen en la Tabla 4.3.

Los exponentes críticos recogidos en la Tabla 4.3 au -

mentan continuamente con la concentración de impurezas no-ma�

néticas, mostrando, tal vez, una tendencia progresiva del si�

tema hacia un comportamiento de tipo campo medio. La amplitud

crítica B también varía con x; hecho que había sido predicho

con anterioridad a través de diversas teorías, e incluso a

partir de modelos de campo medio (sección 3.5). En la Figura

4.20 se hace una representación lag-lag de los datos de la

magnetización en función de (1 - T/T ) para las dos redes ma
c -

yores (x = 0.1,0.2), que demuestra claramente la variación

de � con x. El dibujo interior (Figura 4.20) muestra el com

portamiento de m(Tc(x) - T)- f3 , con f3 = 0.3125, en función

de (Tc(x) - T) para algunas concentraciones (x = 0,0.1,0.2).

En el caso de que p no cambiase con x

constante de m(T (x) - T)- f3 quec

debería obtenerse un

valor sólo dependería de la

amplitud crítica B;sin embargo, sólo los datos correspondie�

tes a x = O muestran un comportamiento constante, mientras

que para x = 0.1,0.2 existe una marcada dependencia en (Tc-T)
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x ¡a B

O 0.30
+
0.02 1.5

+
0.2- -

0.015 0.31
+
0.02 1. 55

+
0.2-

-

0.05 0.32
+
0.03 1.5

+
0.3- -

0.1 0.355
+
0.010 1. 65

+
0.10-

-

0.2 0.385
+
0.015 1. 76

+
0.10-

-

0* 0.300
+
0.015 1. 50

+
0.10-

-

Tabla 4.3- Parámetros crí ticos --de la magnetización para las

distintas concentraciones estudiadas. (*) Indica que los da-

tos se obtuvieron a partir de desarrollos en serie.
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Figura 4.20- Representación log-log de la magnetización espo�

tanea en función de 1-T/T (x) para x = 0.1 (círculos) y 0.2
e

(triángulos); la linea discontinua corresponde a �= 0.3125;

J3 = 0.355 y f3 = 0.385 respectiva -las lineas continuas a

mente. La gráfica situada en la parte superior izquierda mue�

tra m(Tc-T)-f3 con [3 = 0.3125 en función de Tc-T. Nótese

que sólo los datos correspondientes a x = O (asteríscos) adoE

tan un comportamiento constante.
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hecho que corrobora la variación de f3 con x.

Los resultados represe�tados en la Figura 4.20 no par�

cen indicar la existencia de una zona crítica "impura" muy

cerca de Tc' con un valor de f-> constante para x � O, disti�
to de los valores efectivos recogidos en la Tabla 4.3. Este

resultado, que parece contradictorio con las conclusiones a

las que habiamos llegado en 4.8 a partir de lq funcionalidad

de & T con x, no excluye la posibilidad de que exista una
c

l{nea de puntos fijos, uno para cada x, de forma que los ex-

ponentes críticos varien continuamente con x. Nótese que aun

que existiera una zona crítica "impura" muy estrecha, como

predice Harris (1974) (Harris especula que el ancho de dicha

l/exregión debe variar como x ,con o( el exponente del calor

9
específico, � x en este caso), en la pr�ctica, no sería ob-

servable en el rango de concentraciones estudiadas, tanto de�
de el punto de vista experimental como por métodos Monte Car

lo, y como mucho determinaríamos exponentes críticos que va-

rían con x.

En principio, podríamos aplicar el mismo tipo de an�l�
sis a nuestros datos para la susceptibilidad magnética. Por

desgracia estos datos est�n afectados por barras de error m�

cho m�s importantes, que nos impiden encontrar valores rea -

listas de O . En cualquier caso, nuestros resultados pare -

cen indicar que n aumenta con x, hecho que unido a la ley

de escala 2 - <X = � + 2[3 implica que ti tiende a cero e in
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cluso puede llegar a hacerse ligeramente negativo, en acuer-

do con algunos experimentos recientes en sistemas desordena-

dos (Birgeneau et al 1984). Sin embargo, este hecho no se pu�

de concluir directamente de nuestros resultados para el ca -

lor específico.

Finalmente, nos parece interesante destacar que tal co

mo se desprende del análisis anterior, los tamaños de redes

5 4
(N � 10 ) Y las estadísticas ( � 10 pasos Monte Carlo) uti

lizadas en este trabajo, pueden producir distribuciones razo

nablemente "gaussianas" de los valores de equilibrio de las

magni tudes más relevantes en sí s t emas desordenados, cuando

el desorden sólo afecta a una fracción relativamente pequeña

de los lugares de la red (x � 0.2). Este hecho puede consti-

tuir un estímulo importante para futuros estudios Monte Car-

lo en otros sistemas desordenados. El trabajo recogido en e�

te capítulo consumió alrededor de 150 horas de CPU en un IBM

3083, lo cual es un tiempo relativamente pequeño si se com -

para con otros estudios Monte Carlo de características simi-

lares.
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APENDICE 4.1

DESCRIPCION DEL ALGORITMO PRINCIPAL DEL PRDGRAMA DE CALCULO

En cualquier estudio Monte CarIo de un modelo de Ising�

es fundamental trabajar con redes de tamaño lo más grande po­

sible si se desean obtener resultados comparables con siste­

mas reales, que sean extrapolables a N- ca. Desde luego, es­

ta necesidad está limitada por la determinada capacidad de al
macenamiento en memoria que tenga el ordenador con el que se

va a realizar el estudio. Sin embargo, algunas técnicas desa­

rrolladas recientemente (Zorn et al. 1981, Creutz et al. 1979)

permiten mejora� de forma significativa tanto la organización

en memoria de la red como el tiempo de cálculo necesario para

desarrollar la evolución. Estas técnicas sé conocen en la ter

minologia inglesa como: "multi spin-coding techniques" (Bin­

der et al 1984) y han sido aplicadas con gran éxito al estu -

dio de modelos de Ising "puros" con redes relativamente gran­

des (N = 3603) (Kalle et al. 1982). La técnica del "mul ti-spin

coding" ahorra tiempo y memoria de ordenador mediante una or­

ganización más racional de las variables que representan el

sistema físico. La idea básica consiste en almacenar un con-

junto de variables de espín en una "palabra" del ordenador,

en lugar de una variable en cada "palabra", y realizar opera­

ciones lógicas bit a bit entre ellas. Esta técnica aplicada

a sistemas Ising "puros" ha sido exaustivamente descrita en

la bibliografia (Kalle et al 1982, Binder et al 1984) inclu-
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yendo listados completos de programas en Fortran. En esta

sección vamos a explicar brevemente las modificaciones intro

ducidas en el procedimiento general para adaptarlo al estudio

de de un sistema Ising con dilución de impurezas no-magnéti -

caso

Nuestro estudio Monte Carlo se ha desarrollado en un

IBM 3083 que tiene una longitud de "palabra" de 32 bits. Ca­

da posición de la red se representa mediante cuatro bits, de

los cuales el cuarto indica si el nudo considerado está ocu­

pado por un ion magnético o una impureza (1,0), el tercero in

dica el signo de la variable de espín (O "up!! , 1 "down") y

los dos bits restantes se utilizan en el cálculo de la ener -

gía de interacción local con la primera esfera de coordina -

ción. Por lo tanto, en cada "palabra" del ordenador se pueden

almacenar 8 posiciones de la red. Cuando el cuarto bit de un

grupo de 4 está a cero y en consecuencia la posición de la

red estudiada está ocupada por una impureza, el tercer bit de

be estar también a cero para impedir que pueda ser contabili­

zado en el cálculo de la energía. Así pués, sólo están permi­

tidas tres de las cuatro combinaciones posibles, que son: 00

impureza no-magnética, 01 espín "up" y 11 espín "down". Las

variables de ocupación de los nudos de la red se almacenan en

la matriz IS(I,J,K) de dimension IS(L,L,L!8), de forma que

los primeros vecinos a derecha e izquierda según el indice K,

de cada uno de los 8 espines contenidos en IS(I,J,K), se en­

cuentren en las posiciones IS(I,J,K+1) y IS(I,J,K-1). Este mé
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todo particular de organización de la memoria nos restringe a

utilizar únicamente dimensiones de red que sean múltiplos de

ocho, pero en cambio, simplifica enormemente el cálculo de la

energía local, como veremos a continuación.

Los dos últimos bits de cada grupo de cuatro bits se

inicializan a los valores correspondientes a las variables de

ocupación de cada uno de los nudos mientras que los dos

restantes se inicializan a cero y no se modifican durante la

evolución. Para leer la información contenida en los tres pr�
meros bits de un grupo determinado, ignorando el último bit,

.

definimos una máscara 1EN14, consistente en la cadena de bits

11101110 ... (ocho repeticiones de la secuencia 1110) y que en

notación hexadecimal se escribe corno:

DATA 1EN14/ZEEEEEEEE/

Realizando la operación lógica:

1EN=1AND(1S(1,J,K),1EN14)

podemos extraer la información contenida en los tres primeros

bits de cada grupo de cuatro de 1S(1,J,K), y en consecuencia

calcular el número de espines antipara1elos alrededor de 1S(1

,J,K) mediante la suma:

1EN=1AND(1S(1,J,K),1EN14)+1AND(1S(1,J,K-l) ,1EN14)+1AND(1S(I,J-
1,k),1EN14)+1AND(1S(1,J+l,K),1EN14)+ ...

aplicando las condiciones de contorno pertinentes en las di-
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recciones I,J Y K. El número de espines magnéticos alrededor

de cada uno de los ocho espines de IS(I,J,K) se calcula de

forma análoga mediante la máscara:

DATA ION1/Z11111111/

y la suma:

ION=IAND(IS(I,J,K+l),ION1)+IAND(IS(I,J,K-1) ,ION1)+ ...

Como resultado de estas operaciones lEN contiene, en cada

grupo de cuatro bits, un número par comprendido entre cero y

doce, que corresponde al número de espines antiparalelos al­

rededor de cada espín de IS(I,J,K) multiplicado por dos, y

ION contiene grupos de números entre O y 6 que indican el nú

mero de espines magnéticos vecinos de cada uno de los compo­

nentes del grupo IS(I,J,K). Con el fín de que los números

contenidos en lEN y ION sean más adecuados como indices de

vectores en Fortran IV les sumamos las máscaras:

DATA IEN2/Z22222222/

DATA IEN1/Zl1111111/

IEN=IEN+IEN2

ION=ION+IEN1

de esta forma lEN y ION contienen grupos de cuatro bits que

en notación decimal varían entre 2 - 14 (par) y 1 - 7 respe�

tivamente. El siguiente paso consiste en restar uno de cada

número' par contenido en lEN si el espín central es antipara­

lelo ("down"). Esto se consigue mediante la operación lógica
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IEN=IEN-IAND(IEN1,ISHFT(IS(I,J,K),-1)

Ahora, cada grupo de cuatro bits en lEN contiene además la

información relativa al signo del espín central : si el nú­

mero es impar el espín central es antiparalelo y si es par

es paralelo.

A continuación, como en el caso puro, debemos analizar

cada espín de la "palabra" separadamente, comparando el fa�
tor Boltzman correspondiente, que se almacena en el vector

PBOLTZ(IEN,ION) cuyos indices son grupos de cuatro bits en

notación decimal de las "palabras" lEN y ION respectivamen­

te, con una fracción aleatoria. Si el cambio debe realizar­

se marcamos el tercer bit del grupo i-ésimo de la "palabra"

auxiliar ICH:

ICH=IOR(ICH,IM2(I»

donde IM2(I) es un vector de máscaras que contiene un 2 en

binario en el i-ésimo grupo de cuatro bits. Finalmente, cuan

do todos los espines de la "palabra" IS(I,J,K) han sido in -

vestigados,se ejecuta la conocida sentencia:

IS(I,J,K)=IEOR(IS(I,J,K),ICH)

que sólo altera los bits de IS(I,J,K) que han sido marcados

en ICH.
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C-----------------------------------------------------------------------

CM: DIMENSION DE LA RED

C LL : M/8
C (I,J,K) : COORDENADAS DE LA PALABRA A ANALIZAR

C IS(I,J,K) : VECTOR QUE CONTIENE LAS VARIABLES DE OCUPACION DE LA RED

C----------------------------------------------------------------------

C-------------------------------------------�--------------------------

C CONDICIONES PERIODICAS DE CONTORNO EN LA DIRECCION K

C----------------------------------------------------------------------

IF(K.EQ.1) GO TO 30

IF(K.EQ.LL) GO TO 35

IEN=IAND(IS(I,J,K+1),IEN14)+IAND(IS(I,J,K-1),IEN14)
ION=IAND(IS(I,J,K+1),IEN1)+IAND(IS(I,J,K-1),IEN1)
GO TO 40

30 IEN=IAND(IEN14,ISHFT(IS(I,J,LL),4))+ISHFT(IAND(IS(I,J,LL),IM14)
&,-28)+IAND(IEN14,IS(I,J,2))
ION=IAND(IEN1,ISHFT(IS(I,J,LL),4))+ISHFT(IAND(IS(I,J,LL),IM1)
&,-28)+IAND(IEN1,IS(I,J,2))
GO TO 40

35 ,IEN=IAND(IEN14,ISHFT(IS(I,J,1),4))+ISHFT(IAND(IS(I,J,1),IM14)
&,-28)+IAND(IEN14,IS(I,J,LL-1))
ION=IAND(IEN1,ISHFT(IS(I,J,1),4))+ISHFT(IAND(IS(I,J,1),IM1)
&,-28)+IAND(IEN1,IS(I,J,LL-1))

C-------------7---------------------------------------------------------
C IEN1 Zllllllll
C IEN14 ZEEEEEEEE
C IM1 Z10000000
C IM14 ZEOOOOOOO
C-----------------------------------------------------------------------

C-----------------------------------------------------------------------

C HALLA EL NUMERO DE ESPINES ANTIPARALELOS DE CADA POSICION y LOS ACU-
C MULA EN lEN EN GRUPOS DE 4 BITS. TOMADO COMO GRUPOS DE 4 BITS lEN
C CONTIENE NUMEROS PARES DE O A 12. PARA OPTIMIZAR LOS INDICES SE LE
C SUMA IEN2 CON LO QUE LOS VALORES POSIBLES VAN DE 2 A 14.
C IEN2: Z22222222
C EN CADA GRUPO DE 4 BITS DE ION SE ACUMULA EL NUMERO DE ESPINES ALRE­
C DEDOR DE UNA POSICIONo A ION SE LE SUMA IEN1 PARA OPTIMIZAR SU MANE­
C JO COMO INDICE.
C-----------------------------------------------------------------------

40 IEN=IEN+IAND(IS(N1(I),J,K),IEN14)+IAND(IS(N2(I),J,K),IEN14)+
&IAND(IS(I,N1(J),K),IEN14)+IAND(IS(I,N2(J),K),IEN14)
ION=ION+IAND(IS(N1(I),J,K),IEN1)+IAND(IS(N2(I),J,K),IEN1)+
&IAND(IS(I,N1(J),K);IEN1)+IAND(IS(I,N2(J),K),IEN1)
IEN=IEN+IEN2
ION=ION+IEN1

C--------------------------------------- _

C N1, N2 : VECTORES QUE CONTIENEN LA COORDENADA LONGITUDINAL DEL PRI­
C MER VECINO DE UNA POSICION DADA; SEGUN LOS EJES I,J DEL CRISTAL.
C-------------------------------- _
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C-----------------------------------------------------------------------
C SI EL ESPIN CENTRAL ES ANTIPARALELO SE RESTA UNO AL GRUPO CORRESPON-
C DIENTE DE lEN QUE EN DECIMAL ADOPTA UN VALOR IMPAR COMPRENDIDO ENTRE
C 1 y 13. EN CASO CONTRARIO SE DEJA INALTERADO
C-----------------------------------------------------------------------.

IEN=IEN-IAND(IEN1,ISHFT(IS(I,J,K),-1)
C-----------------------------------------------------------------------
C ION1 CONTIENE INFORMACION EN EL 4 BIT DE CADA GRUPO SOBRE LA NATURA-
C LEZA DE LA POSICION ANALIZADA (l:ESPIN, O:IMPUREZA).
C-----------------------------------------------------------------------

ION1=IAND(IS(I,J,K),IEN1)
C�----------------------------------------------------------------------
C ENSAYO DE LOS 8 ESPINES

C-----------------------------------------------------------------------
ICH=O
DO 60 II=1,8
IF(IAND(ION1,1).EQ.0) GO TO 61

IC1=IAND(IEN,15)
IC2=IAND(ION,7)
PTR=PBOLTZ(IC1,IC2)
IF(DABS(PTR-1.0DO).LT.1.0D-12) THEN

ICH=IOR(ICH,IM2(I»
NCAMBT=NCAMBT+1

ÉT=ET+DE(IC1,IC2)
MAG=MAG+DM(IC1)
ELSE

AL=G05CAF(0)
IF(AL.LE.PTR) THEN

ICH=IOR(ICH,IM2(I»
NCAMBT=NCAMBT+1

ET=ET+DE(IC1,IC2)
MAG=MAG+DM(IC1)
ENDIF

ENDIF
61 CONTINUE

IEN=ISHFT(IEN,-4)
ION=ISHFT(ION,-4)
ION1=ISHFT(ION1,-4)

60 CONTINUE

C-----------------------------------------------------------------------
C IM2(I) : VECTOR DE MASCARAS. CADA ELEMENTO DEL VECTOR CONTIENE UN 2
C EN BINARIO EN EL GRUPO DE 4 BITS I-ESIMO.
C DE(I,J): VECTOR QUE CONTIENE LOS INCREMENTOS DE LA ENERGIA TOTAL ASO
C CIADOS A UNA DETERMINADA CONFIGURACION LOCAL.
C DM(I) VECTOR QUE CONTIENE LOS INCREMENTOS EN LA MAGNETIZACION TO-
C TAL ASOCIADOS A UNA CONFIGURACION LOCAL DETERMINADA.
C PBOLTZ PROBABILIDADES BOLTZMAN DE CADA CAMBIO LOCAL.
C G05CAF GENERADOR DE NUMEROS ALEATORIOS CON DISTRIBUCION UNIFORME
C ENTRE O Y 1.

C-----------------------------------------------------------------------

IS(I,J,K)=IEOR(IS(I,J,K),ICH)
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En las primeras simulaciones realizadas en este traba­

jo se utilizaron redes de 30� posiciones y un algoritmo de cál

culo tradicional en que cada posición de la red se almacena·

en una "palabra". Con la implementación de las técnicas des­

critas anteriormente pudimos llevar a cabo simulaciones con

una red bastante mayor 403, mejorando el tiempo de cálculo

en casi un factor cuatro.
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APENDICE 4.11

NUMEROS PSEUDO-ALEATORIOS

En principio, un número aleatorio es cualquier valor

particular que adopte una variable aleatoria. Sin embargo,

en muchos estudios Monte Carlo se usa la denominación "alea­

torio" con significados bastante diferentes del anterior.Fre

cuentemente se aplica a secuencias de números que no han si­

do generadas aleatoriamente desde un punto de vista estadís­

tico, pero tienen algunas propiedades comunes a las de una

verdadera secuencia aleatoria. para ser más precisos podemos

distinguir dos tipos de secuencias: auténticamente aleatorias

y pseudo-aleatorias (James 1980). Una secuencia auténticamen

te aleatoria es impredecible y en consecuencia es irreprodu­

cible. Una secuencia de estas características sólo se puede

generar a partir de un proceso físico real, por ejemplo: de­

sintegraciones radioactivas, ruido térmico de instrumentos

electrónicos etc ... Por desgracia, es muy difícil, en la prá�
tica, construir un generador de números aleatorios basado en

un proceso físico que sea rápido y a la vez preciso.

La mayoría de los cálculos Monte Carlo realizados actu

almente utilizan el segundo grupo de generadores, llamados

pseudo-aleatorios. Estos generadores se basan en la genera­

ción de una secuencia de números a partir de una función ma­

temática conocida; por lo tanto, las secuencias generadas
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así sen reproducibles y desde luego no son aleatorias en el

sentido estadístico estricto, pero supondremos que son indis

tinguibles de una secuencia cualquiera generada al azar. Es-

te quiere decir que si no se conoce la función generatriz no

es posible distinguir una secuencia pseudo-aleatoria de otra

autenticamente aleatoria. O lo que es lo mismo, aunque el g�

nerador no sea aleatorio la distribución final de números si

debe serlo. Desgraciadamente, no existe forma de generar una

secuencia numérica que sea totalmente aleatoria y se haya o�

tenido a partir de una función matemática conocida. Esto no

implica necesariamente que las secuencias pseudo-aleatorias

reales no puedan ser utilizadas en cálculos Monte Carlo. En

la práctica, se ha demostrado que muchos generadores pseudo-

aleatorios producen resultados comparables a los obtenidos a

partir de series auténticamente aleatorias.

El método de generación de secuencias pseudo-aleatorias

más extendido actualmente se basa en el cálculo de residuos,

módulo algún número entero m, de una transformación lineal.

A pesar de que este proceso es totalmente determinista se pu�

de demostrar (Knuth 1969) que los números generados de esta

forma están distribuidos uniformemente y son estadísticamen-

te independientes. El método de congruencias se basa en la

siguiente expresión general (Lehmer 1951):

= (aX. + c )
1

(mod m) i=l .. n (4.11.1)

donde a, c y m son constantes enteras positivas. Si partimos
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de un valor inicial X , llamado "semilla", (4.11.1) generao

una secuencia de números pseudo-aleatorios que si se dividen

por m están comprendidos en el intervalo LO,11 . Es evidente

que la secuencia se repite con un periodo máximo de m pasos,

por lo tanto, Xi�m para todo i. m debe ser lo más grande p�

sible para asegurar que la secuencia de números distintos

que forman un ciclo completo sea máxima. Un caso particular

de (4.11.1) es el llamado generador de tipo multiplicativo

que corresponde a c = O. Para conseguir el periodo máximo co�

patible con un determinado ordenador, y que generalmente es

del orden de m/4 en este tipo de generadores, las constantes

Xo' a y m deben cumplir las siguientes condiciones (Lehmer

1951):

i) m � 213 con f3 igual al número de bi ts de la "pal�
bra" utilizada por el ordenador.

ii) X debe ser impar.o

iii) a debe elegirse de forma que a = 8r + 3, con r

positivo.

iV) a"'\. 2 J3/2.

Un generador de números aleatorios muy utilizado en si

mulación Monte Carlo, que se adecua a un IBM con longitud de

palabra de 32 bits y además es consistente con las condicio-

nes anteriores, es el siguiente:

X.
1

= 65539 X. (mod 2147483647)
1+ 1 (4.11.2)

donde el módulo se calcula directamente por multiplicación
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entera. El periodo de este generador es aproximadamente de

500 millones, por lo que sólo es apropiado en cálculos Monte

CarIo relativamente "c or-t.o s!",

SUBROUTINE RAND(IBM)

IBM = IBM*65539

IF(IBM.LT.O) IBM = IBM + 2147483647

RETURN

, Para las variables aleatorias que requerían periodos

más largos hemos utilizado el generador de números aleatorios

contenido en el paquete de aplicaciones científicas NAG de

IBM (Neave 1972). La subrutina es la G05CAF y el algoritmo

particular se basa en el siguiente método de congruencias:

N = 1313 * N (mod 259)
.

G05CAF � NI 2
59

El periodo aproximado de este generador es 257, que es sufi­

cientemente grande comparado con el número medio de llamadas

al generador que hemos necesitado en nuestras simulaciones

( "- 300 millones).
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CONCLUSIONES

En lo que respecta a los modelos teóricos de campo cris

talino, podemos concluir que el modelo de los niveles repro­

duce muy bien los resultados experimentales para complejos

que contengan cationes 3d5 en simetrías de elevado caracter

tetragonal. Este modelo permite obtener la estructura elec -

trónica del catión 3d5 mediante un aparato matemático relati

vamente simple.

Por otro lado, del modelo general se puede determinar

la estructura electrónica de cationes 3dn a partir de las pr�

piedades magnéticas del compuesto estudiado, y en consecuen­

cia, explicar la dependencia con la temperatura de los datos

experimentales de X (T),en sustancias sin interacción magné­

tica. Nuestros modelos también permiten determinar la natura

leza de la interacción en caso de que exista.

Hemos aplicado los formalismos citados a la interpret�

ción de las propiedades magnéticas de algunas ftalocianinas,

que son compuestos sintéticos afines a las porfirinas natur�

les. Estas semejanzas convierten a las ftalocianinas en com­

puestos ideales para el estudio de la influencia de la estru�

tura electrónica del catión central en las propiedades de la

molécula, y en particular, en los procesos biológicos en que

intervienen porfirinas naturales.
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Los modelos de campo medio del capítulo 3, que descri-

ben algunas situaciones particulares en sistemas ferromagné-

ticos "desordenados", proporcionan resultados en buen acuer-

do con los datos experimentales y de simulacion Monte Carlo.

Estos modelos conllevan un notable ahorro de bagaje matemát�
ca, respecto a otras teorías más sofisticadas. En particular,

el acuerdo obtenido entre el modelo de la sección 3.4 y los

resultados Monte Carlo con x �0.4 es bastante bueno para la

mayoría de las magnitudes termodinámicas. Hay que resaltar,

que incluso las predicciones de T (x) y de los límites de
c

percolación correspondientes�que se obtienen a partir de nue�

tros modelos,son bastante realistas, comparadas con los re -

sultados existentes.

Respecto a los resultados Monte Carlo del capítulo 4

5
es importante resal tar que los tamaños de red (N � 10 ) Y las

estadísticas (�104 pasos Monte Carlo) utilizados son sufi-

cientes para producir resultados asintóticos,con buenas dis-

tribuciones gaussianas en el equilibrio, cuando el desorden

sólo afecta a una fracción pequeña (x � 0.2) de las posicio-

nes de la red. Por otro lado, un análisis cuidadoso de los

resultados Monte Carla nos ha permitido obtener buenas des-

cripciones de las dependencias con la temperatura de las

principales variables termodinámicas que caracterizan el sis

tema. En particular, hemos obtenido evidencias claras de la

existencia de una transición de fase de segundo orden bien

definida con un comportamiento crítico no-universal, en el
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sentido de que los exponentes críticos cambian con la inclu­

sión de impurezas no-magnéticas.
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