¥i, TECREMA DE FERMAT

p. Bayer

1. Sus orfgenes. El problema nGmerc 8 del Libro II de la Aritmé

tica de Diofanto tiene el siguiente enunciado:

"peacomponer un cuadrado dado en dos cuadrados®.
S$i la respuesta a un problema no era Gnica, Diofanto se limitaba
a dar soluciones particulares, que obtenia gracias a una feliz
eleccidn de leos datos. Veamos por ejemplo, cbmo procede en el c2

so anterior. De entrada, se plantea resolver la ecuacidn

%2 4y = 22

anicamente en el caso en que z= 4. Ensaya como valor de y uno
de la forma mx - 4; tomando w= 2 y despubs de sustituir, encuen-
tra como sclucién xX= 16/5, y=12/5, lo cual equivale a conside-
rar la solucién en enteros x=16, y=12, z=20. Como es bien sa-
bido, la solucién general de la ecuacién anterior la constituyen

los enteroa pitagéricos:

x =@(u2-v2), y=2duv, z =df{u2+ v},
en donde &,u,ved VY. med(v,v) =1.

La Aritmética de Diofantoc fue traducida al 4rabe en Persia
en el siglo X y & través del mundo drabe llegs 2 Espafia, pero
permanecié ignorada en el resto de Europa hasta el siglo XV.
Rediomontanus {seudénimo del matemdtico Johan Mitller gue respon<
de a 1z latinizacibén de XOnigsberg, su civdad natal) encontrd
un manuscrito de dicha obra en Venecia en l464. Posteriormente
fueron hallados nuevces manuscritoé vy en 1575, en Basilea, apare-

cfa la primera traduccidén latina editada. La primera edicibn gque
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incluia el texto griego junto a la versién en latin, fue hecha
en Parfs en 1621 por Claude-Gaspard Bachet de Méziriac: su ti-
iule era: "Diophanti Alexandrini A. chmeticorum libri sex; et
numeris muitiangulis liber unus. Rung primum graece et latine
editi atque absolutissimis comentariis illustrati”. Una edicidn
muy cuidada de la obra de Diofanto fue hecha en Leipzig, €n
1895, por Paul Tannery.

Pierre-Simon de Fermat (1601-1665) poseia un ejemplar de la
edicifn Bachet de la Aritmética de Dicofanto y, 2l lado del an-

tes citado problema 8, escribié la siguiente nota:

"Por el contraric, es imposible descomponer un cubo en dos
cubos, un bicuadrade en dos bicuadrados vy, en general, una po-
tencia cualquiera, aparte del cuadrado, en dos potencias del
mismoc exponente. He encontrade una demostracidn realmente mara-
villosa, perc el margen del libro es demasiado estrecho para po-
nerla“.

La imposibkilidad de resclver enentercs, no nulos, la ecuacién

xt + Yn = gz?
para nz 3, se viene conociendo con el nombre de "el Gltimo Teo-
rema de Permat”., Obviamente basta considerar los casos en gue
n=4 o bien n=p, siendo p un entero primo impar. De las tentati
vas hechas hasta hoy para superar la incomodidad de la estrechez

de un margen, intentaremos hacer un breve resumen a continuacibn.

2. Resultados de Fermat. Si bien el ejemplar Bachet gue Fermat

posefa ge perdi6, las notas que en &l escribiera fueron publica
das por su hijo, Samuel Fermat, en Tolosa, en 1670. Hoy pueden
leerse en la edicién de P. Tannery y Ch, Henry de sus obras com
pletas. Es de notar gue, ¢l gue puede considerarse fundador de

la moderna Teoria de NGmeros, no publicé prdcticamente nada duran
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te su vida. Ello, en opinidén de A. Weil, se debid zl aislamien- -
to en gue trabajaba. En una &poca en que les analistas tenian
ya que luchar por defender sus prioridades, Fermat, a lo largo
del siglo XVII, estd practicamente s6lo (como después, lo esta-
ria Buler, en la primera mitad del siglo XVIII, hasta gue no
se produje la incorporacién de Lagrange).

En dichas notas, Fermat demuestra la imposibilidad de re-

sclver en enteros la ecuacidn
x4 -yt = 22

qgue, obviamente, implica que la ecuacién x* =y% 4 z* carece de
soluciones enteras. Se llega a la antes citada ecuacidn, al
intentar demostrar que no existe ninglin tridngulo rectdngulo de
lades entercs, cuya &rea sea el cuadrado de un ntimero entero {un
problema de ‘tuadratura de tridngulos”). El métodc seguido en la
demostracién es el célebre método de Fermat, de descenso infini
to (véase [7]).

En una carta sin fecha, Fermat afirma haber demostrado el
cago n=3, también por descenso infinito, pero esta demostracién

no pudo ser hallada.

3. Primeros intentos. Leonhard Euler (1707-1783) tomd$ como puntc

de partida de sus investigaciones aritméticas las, muchas veces eni
mdticasg, notas de Fermat. En su estudio del caso n=3 de la cita
da ecuacidn, la demostracién de Euler se iniciaba como sigue
(cf.fls]) : 5in restriceién se puede suponer gue med{x,y,z) =1,
qua.x € y son impares, y que 2z es par. Haciendo el cambic de va
riables x+ y=2a, x~-y=2b, medla,b} =1, y tras sustituir, se lle
ga a la ecuacifn 2a(a2+ 3b2F z3. Un sencillo célculoc prueba que
med (2a, a2 4 3b2) =1 o bien gue med(2a, aZ+ 3b2) =3, en cuyo ca-

50 z debe ser un miltiplo de 3. La primera de estas dos citadas
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posibilidades conduce a que debe existir un entero r, tal que
a?.4 3b2 =13, Esta igualdad llevS a Euler a afirmar gue debfan

exigtir enteros ¢, 4, tales que
a+b\{_—3 ={c+ d'\!-3)3.

En la afirmacifn anterior se encuentra la idea germinal de la
aritmética de los cuerpos de nfimeros. Euler procedia como si
z [J-3] hubiera sido un anillo factorial. En efecto, en un tal

caso, existirian elementos primos M, € Z [«[—3], tales que

a
a+bJ—3= gm-i..n:", siendo g=+1 y s 21 ; al tomar rormas

en la extensidén Q[J -3} /Q, vy teniendo en cuenta que mcd{a,b) =1,

ge obtendria que a? 4+ 3b? =p13-1...-as" siendo los elementos
P, .1=ixk, enteros primos distintos. Con lo cual, la igualdad
a2 4+ 3b2 =r3 obligarfa a que s, fuera mGltiplo de 3 y por tan-
te, a gue a+b~]; fuera, efectivamente, un cubo en Z[J_-;}
5i bien Z[ 4¥=3 ] no puede ser factorial, pues va que no es
enteramente cerradc, si gue lo es su clausura entera, igual al
anillo de las raices terceras de la unidad % [{3]. Ello explica
que posteriormente pudierm demostrarse el caso n=3, partiendo

de la idea dada inicialmente por Euler.

La solucibén de muchos de los problemas propuestos por Fermat,

la did Euler en el sequndo de los volfimenes de gue consta su obra

"vollsténdige Anleitung der Algebra®, publicada en 1770. En 1774

se publicé una segunda edicién, en francés, comentada por La-

grange.

Trabajande directamente en el anillo Z[(5] , Gauss, en su

cbra péstuma, did otra demostracién del casc n=3 de la ecuacién

de Fermat. En 1825 Legendre y Direchlet probaron el casc n=5,

y en 1843 Lamé y V.A. Lebesgue, el caso n=7.
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4. Trabajos iniciales de Kummer. Ernst Eduard Kummer {1810-1893)

entregé, en 1843, un manuscrito a Dirichlet en el gue creia haber
probade el caso general del Teorema de Fermat. Dirichlet le hizo
notar gque, para que su demostracibén fuera correcta, era necesario
que en el anillo Z[( ] de las raices p-&simas de 1a unidad, no
s6lo todo elementose expresaracomo producto de factores irreduci-
bles, sino gue ademds esta descomposicién tenfa que ser finica:
heche improbable, sobre el cual tenia serias dudas.

La no existencia de sclucicones enteras de la ecuacidn
X* +y? =2F , p entero primo =3, en las que p Y xyz se concce

con el nombre de primer caso del Teorema de Fermat. E1 sequndo ca-

so sge presenta al considerar las posibles soluciones en las que
pl z.

La demostracidn de Kummer, en el caso de factorizacibn finica,
parte de las consideraciones siguientes. Introduciendo una rafz
primitiva p-&sima de la unidad, ¢ =¢, 1a ecuacidén de Fermat pue
de ponerse bajo la forma '

p -1
i o(x+g'y) =2
i=1

En el primer caso del Teorema de Fermat se demuestra que, si
i¥3 (mod p), los elementos X+ 'y . x+{’y carecen de factores
comunes no triviales. Asi si 2 [¢] es un anillo factorial, deben

existir, en particular, elementos o,, &, €2 [¢] . g, unitarios, de

forma gue

X+ (¥ = €qaf

[l

x—;z 620,5 -

La simultaneidad de ambas igualdades se demuestra gque es contra-
dictoria. A su vez, el elemento 1-{ es siempre irreducible en

Z [¢] v p admite la descomposicién p={(1~ g)P_le. siendo ¢ un ele-
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mento unitario de 2 [¢ ] . Asi, en el segundo caso, si z::ﬁ'zo

kz1l, p ¥zq, la ecuacibén de Fermat pusde escribirse en la for-

ma
k({p-1)
o4y = (1-¢) CLE S

Se demuestra, en el casc de factorizacién fnica, que esta igual
dad es asimismo contradictoria (véase [ 4] ).

En 1847 Lamé, ihtentando demostrar el caso general del Teore
ma de Fermat, cae en el mismo error que Kummer, de supcher la
fatortalidad de z[g,] « Ello es advertido por Cauchy, guien, usan
do un algeritme de divisifn por medic de la norma, cree haber de
mostradc que tales anillecs son euclideos y por tanto, factoriales.
Mds tarde, el propioc Cauchy se darfa cuenta de que su demostra-
cifn era incorrecta.

La ne factorialidad de ciertos anillos de la forma Zf Jd] ya
habia sido advertido por Lagrange, revisando los trabajos de Eu-
ler. Usando la teorfa de formas cuadrdticas de Gauss, Kummer de-
muestra que en Z [ (3] tampoco puede llevarse a cabec una teoria
de divisibilidad como en el caso de Z. Todos los esfuerzos de
Kummer para superar tal dificuitad guedan plasmados en una serie
de articulos, aparecidos entre 1845 y 1847, v gue son la base de
la actual Teoria de ideales. La falta, en general, de descomposi
cibén finica en factores primos en los anillos 2 [€,] es evitada
mediante descomposiciones de "nfimeros ideales" en producto de
“nlmercs primos ideales”, de manera finica {ideales, respectiva-
mente ideales primos, en la terminologia actual). E1l conocimie nto
brecisc de las reglas de descomposicifn de un entero como produc-
te de nGmercs primeos ideales, llevarfa a Kummer a un estudio equi
valente al del célculo de todas las valoraciones de un cuerpo de

raices de la unidad.
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$%. Evolucién de las ideas de Kummer. Al intentar Dedekind exten-—

der la teorfa de la divisibilidad de Kummer a anillos de la for-~
ma Z [J;a , d entero no divisible por ninglin cuadrado, ve que
ello sb6lo es posible si d=2 (mod 4) & d=3 (mod 4). En otras pa
labras, un tal anillo debia ser enteramente cerrado. Aparecia asi
por primera wvez, la nocidén de elemento enters sobre un anillo.
Fue realmente una suerte que en las investigaciones iniciales de
Kummer , z[;] fuera precisamente el anillo de los enteros de
af¢] -

Veamos, con un sencillo ejemplo, como se resuelve la falta de
unicidad en las descomp051c1cnes. pormedic de la teorfa de idea-

les. En 2 [d ] con51deremos las dos descomposiciones

2123 -7= (1424 —5) (1-24 =5).

Los elementos 3,7, 14 ZJi;g, l-Zﬁr:; son irreducibles en 2 [J:5]
¥ sin embargo el 3, por ejemplo, no divide ni a 14+ 2+ -5, ni a
1-24 -5, Teniendo en cuenta las reglas de descomposicién en un
cuerpo cuadrdtico {véase, por ejemplo [4]), deben existir idea-
les primos p, en Z] ¥-5] tales que los ideales principales

generados por los anteriores elementos se expresen en la forma:

{3) =p4 p, (7) =P 5 P,

(e2-5)=p, p, (1-2¥5)=p , b 4

Con ello (21) =P, PyrPshs = Py P3P Ps ¥ el ideal principai (21}
paga a tener una descompoesicifén finica.

En 1871, Dedekind, en el suplementc al texto de Direchlet
"Vorlesungeniiber Zahlentheorie”, probé la existencia y unicidad
de descomposicién de un ideal en productoc de ideales primos en
el anille de los enteros de cualguier cuerpo de nfimeros. Lasker,

en 1905, se preocupd de la existencia de tales descomposiciones
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@n los anillos de polinomios T [X;....,¥%,]. Introduce la nociin &
de ideal primarioc, ya implicita en la obra de Dedekind, y ve gque
en diche anille todo ideal puede expresarse como interseccidn de
ideales primarios. E. Noether , en 1921, probaba gue la existen-
cia de una tal descomposicién resulta de la condicifn de cédg
na asceﬁdente. aparaciencdo de este modo la nocién de anilio
"noetheriano” y en 1927, daba la caracterizacién axiomitica de
loe anilles en los gue era vdlida una descomposicién "al mode de
Kummer", de todo ideal en producto Gnico de ideales primos.
Estos eraﬁ los anilloa'noetherianos. enteramente cerrados y ta-
les gue todo ideal primo no nulc era maximal, es decir, los que
hoy llamamos anilles de Dedekind.

El paso de la teorfa de ideales a la tecrfia de valoraciones

seria hecho por Krull en 1931.

6. El concepto de nimerc de clases, La medida en ¢gue un anillo

de Dedekiﬁd deia de ser factorial, la da su nimero de clases.
Sea A un tal anille y M 2] monoide de los ideales de A {con la
operacién de producto), por medio de la introduccién de los idea
les fraccionarios, M puede incluirse, dg manera natural, en

un grupo. S% K ez el cuerpo de fracciones de A, un ideal fraccio
nario es, por definici6én, un A-sulmddule de K finitamente genera
do; un tal ideal puede escribirse en la forma x_lh. siendo b un |
ideal de A ordinario y x, un elemento de A no nulo. El conjun-

to I de todos los ideales fraccionarios del anillo de Dedekind A,:
mediante la operacifn de producto, tiene estructura de grupo y,
ocbviamente, contiene a M. Log ideales fraccionarios de la for- i
ma VA, v g K*, constituyen un subgrupe P de I, llamadc de los
ideales principales. El cociente I/p es el grupo de las clases
de A. Su cardinal, representadc usualmente por hi{A), o simple-
pente por h, es el llamado ntmero de clases del anillc A. La con
dicifin h =1 se presenta si y s6lo éi todos los ideales de A son

principales y es equivalente, por ser A de Dedekind, a la facto-
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rialidad de A. Cuando A es el anillo de los entercs de un cuerpo
de nGmeros K, h se denomina simplemente el nfimerc de clages de
K.

Bajo un lenguaje distinte, concretamente con el de la teo-
ria de las formas cuadréticas., la idea de nGmero de clases se
encuentra explicita en la obra de Gauss "Disquisitiones Arith-
meticae“, publicada en Leipzig en 1801, La idea de ideal fraccio
naric se encuentra ya en la obra de Kummer, quien, en 1847, prue
ba la finitud de h-en los cuerpos ciclotdSmicos., La finitud de
h para un cuerpo de nlmeros arbitrario, aparece ya en el antes

citado texto de Dirichlet.

7. Primos regqulares v primos irrequlares. Sea ahora h el nfimero

de clases del cuerpo ciclotémico @ [gv]. p entero prime = 3. La
demostracién del Teorema de Fermat en el caso en qué h=1, fue
extendida por Kummer en 1847 a todos los primos p tales que p Yn
{véase {4]}. Ello condujo a Kummer a clasificar los primos en
regulares y en irregulares, de modo que un prime p=3 es regqular
si y s6lo pfh, siendo h el nGmero de clases de Q [¢ ] . Para
tener una idea de en qué grado este resultado mejoraba el pri-
mitive resultado de Xummer, mencionaremos gue entre los primos
p< 100, sélo el 3,5,7,11,13,17 y 19 dan nfimerc de clases igual a
uno, mientras gue Gnicamente el 37,5% y el $7 son primos irre-
qulares. El entusiasmo inicial de Kummer le llevs a titular su
articulo: “"Beweis des Fermat’®schen Satzes der Unm&glichkeit von
xl.py} = z* fiilr eine unendliche Anzahl Primzahlen A". Digamos
que, hasta hoy en dia, no se ha lograde probar que el conjunto de
primos regulares sea infinito., Sin embarge, como més adelante se
comentaré, se sabe que es infinito el de los primos irregqulares.
En todos les intervalos estudiados dominan los primos regulares

sobre los irregulares.
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Dos pregquntas quedaban formuladas tras estos-resultados'de
¥ummer :
1) é C6mo reconocer si un primo era ¢ no regular?
2} { ¢émo debia procederse en el casc irregular?

De ambas nos ocuparemos a continuacién. Para responder a la
primera de ellas. se imponfa un estudic mi&s profundc del nfimero
de clases; para dar una idea de cfmo se abordfi, tenemos que dar '

un paso atrds en el tiempa.

8. La funcifn zeta. Es bhien sabidc gue la serie

el 1
z = . s ¢ R,
n=1 B

es convergente si s8> 1 y divergente si s< 1. Escribamos, de acuer

. L
do con la notacidn introducida por Riemann, ¢ (s) = 21“17 , ai
=ln

s>1. Bl cdlculo de { {2) aparece propuesto en 1650 en un tex- .
to de Pietro Mengoli, profescr de mecdnica de Bolonia. Tras diver
sas tentativas hechas per Wallis, Leibnitz y Daniel Bernouilli,
en 1734, Buler, usando por primera vez productos infinites, dis
el resultado |
n2
¢ (2=
En 1737 obtenia Buler la siguiente descomposicién en producto
infinito
1

1 g s> 1,

¢ i{s) =

ii
P
en donde el producto se extiende a todos los enteros primos, ¥y en i

1740 daba el valor de la funcién ( en todos los enteros positivogj

pares: '
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Pap-

m=1

(-1} Bzmtzmzm
¢ (2m) = ., meg Z, m> 0,

2{2m} !

siendo B, ntmercs racionales, los llamados nfireros de Berncuill:

Vienen dados por el desarrcllo en serie siquiente:

o
—~——=1- 24 ¥ . xj< 2w,

Fécilmente se ve ¢ue BZm+ 1=0, si m=1.

Riemann, en 1lB&60, en su estudioc sobre la distribucién de los
nimeros primos, ve gue la funci6n ( (8) se prolenga analiticamen
te a una funcidn mer.o:riorfa. del plano, con un Gnice polo, de re-
siduo igual a uno, en s=1. De manera paralela, Dedekind, introd:

cirfa la funcién zeta para un cuerpo de nfimeros arbitrario K:

1

_T S ) ll
N{b)

Lis) = %

en donde el sumatorio se extiende a todos log ideales del anille
de los entercs de X ¥y N= NK/Q indica la norma. Para una tal

funcién es v4lida también una descomposicién en producto infinite

s> 1,

= ———-‘i_u—n—
.QK(s} gl_ 56" .

en donde el producto se extiende ahora a todos los ideales- pri-
mos de K. Por prolongacién analitica se obtiene también una fun-
¢ién meromorfa del plano, con un Gnico polo en s=1 y con resfi-

duo dado por

lim (3-1) gK(s} = % h ,
5+ 1

siendo » una constante no nula que depende de K y h el ntmero de
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clases de K.

9. Resultados de Kummer 1850, Haciendo usc de la correspondiente fune

citn zeta, Kummer , ayudado por resultados obtenidos previamente por
Dirichlet, ve que el nGmerc de clases h del cuerpo ciclotémico Q[gp}

admite uwna descomposicién

h=h, h,

siendo hy, hy; entercs 2 1, y de forma que h, es igual al nGmero de
clases del cuerpo real maximal Q [¢ +¢)'] ., contenido en of¢, 7.

En 1850 Kummer demostrd que si p=3 es un entero primo tal que
PYhy, entonces pth, y que p dividfa a h; si y s6lo si p dividia a
alguno de los numeradores de los nfimercs de Bernouilli Bppy, para
1<2m<p-3. Escribiendo Bpy=Py,/Q,,, en donde Py, Qop son enteros y

nlcd{92m,Q2m)==1, se obtenfia de esta forma el sigquiente:

Criterig de regqularidad de Kummer.- Un entero primo p>=3 es requ-

lar si y sflo si pJY Py, P,..... Py3-

Puesto gue los nfmeros de Bernouilli pueden calcularse de forma
recurrente, guedaba asi contestada la primera de las preguntas antes
formuladas.

La Academia Francesa de Ciencias habfa ofrecido un premio de 3000
francos de oro para el matemdtice gue lograra dar una demostracién
general del Teprema de Fermat, o por el contrafio, probara su falsedad.
En 1850 concurrieron al premio cinco memorias, declar&ndose desierto.
Otro tanto ccurrid en 1853, presentdndose entonces once memorias. Una
tercera convocatoria tuvo lugar en 1857, La Academia decidié entonces,
puesto que las memorias presentadas no reunfan los méritos suficientes,
otorgar el premio a E.E. Kummer, aungue no era aspirante al mismo,
."... pour ses belles recherches sur les nombres complexes compos&és de

racines de l'unité et de nombres entiers" (C.R. Acad. Sci., Paris,
XLIV, 158 (1857)).
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10. El caso irregqular, En 1915, K,L, Jensen probd gque existian

infinitos primos irregulares de la forma 4n+ 3. En 1954, L. Car-
litz dié una demostracién sencilla del resultado, més débil, de
la existencia de infinitos primos irregqulares. La demostracidn
de la existencia de infinitos primes irregulares se basa en un
teorema de von Staudt-Clausen gue afirma gue, para tode entero
m> 1%, existe un entero G{m) tal que
1 1 1

Byr= G{mM)=l-— + —+...+4— ],

2m (n P2 b/
siendo py,---,p, todos los enteros primos distintos para los
cuales 2m=0 (med(p -1)). Obs&rvese gue, mientras que los divi

sores de P son difficiles de hallar, los de QZm log propor-—

2m
ciona el resultade anterior.

Respecto a la densidad relativa:

NQ de primos irregulares sn

lim
N=® NO de primos regulares gn

1
se ha conjeturade gue era igual a ~— (Kummer), igual a 1(Hensel)

2
1/2 N .
/ -1 = 0,6487 (Siegel). Digamos al respecto gue en

¢ igual a-e
1874, Kummer habia examinado todos los primos p= 163, encontran-
do 29 requlares y 8 irregulares. H.5. Vandiver, en 1930, me-
dAiante un calculador manual, llegé hasta el 617, encontrande 74
primos regulares y 38 irregulares, En 1955, Vandiver, D.H. Leh-
wer, E, Lehmer, J.L. Selfridge y C.A. Nicol con un cordenador
SWAC llegaromn hasta el 4001, encontrandc 2324 primos regulares

y 216 irregulares. En 1975, W.Johnson, con un ordenador FDP-10,
examind tedos leos primes p« 30.000, de los cuales 1971 han resul
tado ser regulares y 1273 irregulares. El cociente 1273/1971 =
= 0,6459 parece dar la razén a Siegel.

Si p es un primo irregular y p| Pgx parz cierto k tal gue
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l<2k<p-3, se dice gque (p, 2k) es un par irregular. Fija;io B,
el nGmero de tales pares se llama el indice de irregularidad de
p. Dado un prime p préximo a 30.000, en el programa de Johnson,
saber si es regular o irregular, y en este casc determinar su
indice de irregqularidad, reguiere un tiempc de unos 22 minutos.
En su intento de responder a la segunda de las preguntas
antericrmente formuladas, Kummer, en 1857,crey6. haber encontra-
do un criterioc gue le permitia demostrar el Teorema de Fermat
en los casos p=37, 59, 67. En 1920, Vandiver advirtid que la
demostracién de Kummer no era del todo correcta. 5in embargo,
pudo corregirse y ello condujo a la publicacién , 1954, por par
te de vandiver, D.H. Lehmer y E, Lehmer del siguiente criterio

para el caso irregular:

Teorema.— Sea p un primo irregular y supongamos dque
P=rp4+ 1, sea un prime satisfaciendo P< pZ2-p. Sea t un entero
tal gue t’$ l{mod P). Para cada par irregqular (p,2k), formemos

el producto

-ra/ m rh | pEiT2K
Bay = LR GOl
b=1
m p-2k .
en donde m= (p-1)/2 y d =g n . 8i, para todos los pares
n=1

irregqulares se verifica que N;k ¥ l{mo@ P), entcnces el Teorema
de Fermat es vdlido para el exponente p. .

El criterio ha sido aplicade per Johnson para todos los pri
mos irregulares < 30,000, con éxito. En todos los casocs ha bas-~
tado tomar £t =2 v el mencr primc P con las condiciones requeri-

das.

11. Algqunag conjeturas. En 1934 vandiver conjeturd gue el se-

qundo factor del nfimerc de clases, h,, no era nunca divisible
por p y probd, baje la hipdtesis pf’he. que el primer caso

del Teorema de Fermat era valido. Dicha conjetura se verifica
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para todos los primeos p< 30.000. Sin embargo, una conjetura
anterior gue afirmaba que h; era siempre igual a 1, fue des-
mentida en 1965 por Ankeny, Chowla y Hasse.
En 1959, K. Iwasawa, en su estudio de las extensiones [

de un cuerpo de ntmeros algébricos, proké que si pe(n)

es la
méxima potencia de p que divide al nfinerc de clases del cuerpo
ciclotdmico Q [gpn+1], existian tres enteros u, 20, A 2 0y Vg -

tales que
e(n) =, P+, N4,

para tode n suficientemente grande. $i p es regular, se sabe

que y, =), =v, =0. Los invariantes ciclotémiccs de Iwasawa han
sido calculados para todos los primos p< 30,000, obteniéndose
en todos los cases que |, =0 Y i, =y, = indice de irregqulari-
dad de p. Lo cual parece suficiente... para emitir una conje—

tura.

Se han encontrado {inicamente dos primos {< 30,000}, el
12.613 y el 15.737, con Indice de irregularidad igual a 4 y nin
gunc, de iIndice = 5. Se sospecha que el indice de irregulari-
dad no estd acotado, pefo no se ha podido probar hasta hoy gue

existan infinitos primos irregulares de Indice =2,

12. Epfilogo. Paul Wolfskehl deid a la Academia de Ciencias de
Gottingen en 1907, un legado de 100.000 marcos como premio para
quien lograra demostrar el Tecrema de Fermat. Aungue como de—

ch el profesor L.J. Mordell, haya otras maneras mis sencillas

de hacer dinero, recordamos que el plazo de presentacién de

trabajos expira el 13 de Septiembre del afio 2.007,
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