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Let L = (S,C) be an abstract logic ([1]). Using the methods of L3]
we study the abstract logic L = (S,C.) agsociated with G, ={X¢ S:X=C(X),
£ (X)X} for a given mapping f: S—>S . We see that L. preserves seve-

" ral logical properties of L. We state necessary and sufficient conditions
on C to obtain separately the three properties of an interior mapping on
the logical quotient of S by C, when the last is an ordered set, a semi-
lattice, or an implicative algebra.

Sigui L = (S,C) una logica abstracta, € el sistema clausura associat
i f : S~»S una aplicacié. Les definicions i notacions usades es poden
trobar en [1], [3] 1 [u].
Direm que X € § &s obert quan f { X¥¢X . Posarem G, =(X : X &s obert}
(0.0) T, és un sistema clausura sobre S.
Si Co denota 1°operador consequencia associat a ‘ﬁ, , Lo = (S,CO) sera a-
nomenada " 1dgica dels oberts de L".
1. PROPIETATS GENERALS DE Lo.
En [2] es donen algunes propietats sota hipdtesis molt restringides, que

equivalen a C_ = Cef. A continuacid donem les propietats de L que es tras-

passen a L, , sense hipdtesis suplementaries:

(1.1) SiC &s unitari , C,ho &s. 51 C és finitari, C  ho és també.
Si C satisfa el Principi d”Adjuncid, Cj també, respecte la ma-
teixa operacié. Si L té teoremes (C(8) # 8, L també. Si L té
tesis en el sentit de Monteiro (ﬂ{Teﬁ, T8} #0), L, també.

Tot element de S que sigui inconsistent en L &s inconsistent en L.
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tot quocient que respecti L respectara Lg:
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Si~ e€®, aleshores ~ € ®_, 1 la projeccid W : S—S/~v com-
pleix que Te Epi *(L,D) A Epi*(L ,T).
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Com que ~4 8 ® pod-- ~arugzar § = S/~ on tenim Co a més u.

I en comptes d”estudiar S/~%, la seguent proposicié, totalment general s

ens permet d”estudiar equivalentment S/fva.

1.3) SiguinL = (8,0) 1 L = (Sl’cl) dues 1dgiques abstractes tals que’
~€®,. Posant 8' = 5/~ , § = St~ve, » 8§=58/~g sic,Ti
C per als operadors induits en S' ,3 i § per C , respec-
tivament, aleshores existeix un isomorfisme ldgic entre L' =
=(s',en it = G, B.

2.'b0NDICIONS PER A OBTENIR UN INTERIOR'D'ORDRE IN 8.

Recordem que en S la relaci X<y > y €C(x) &s un preordre, que origina

un ordre en 3.

(2.1) L’aplicacié f és morfisme de < si i només si VxeS, F{C(x)DE
€ CEG)).
En aquest cas, f indueix en 5 un morfisme d”ordre I tal que
- {xe€ :1<x) ¢ x}

Ara estem en condicions de respondre a la preguntal cdm recontixer si

una 1dgica donada és la ldgica dels oberts d”una altra 1dgica?
€2.2) 8i L= (S,C)) & una ldgica abstracta, S6n equivalents:
(1) Existeix uma 1ldgica L=(S,C) i una aplicacid f:S—=S tals que
(@) ¥x68, £ {COI>CCUEG) 1 (B) G ={Xe&:F<X) € X} ;
1 (2) BExisteix un conjunt ordenat (8,,%) i un morfisme d”ordre’
I: S,=»8S, i una ldgica L, =(8,,C,y) tals que (a) ﬁz és una fa-
mflia de filtres d”ordre que conté tots els principals, (b) Si po-
sem ﬁaz {Xsfzz I<XyeXx}, 1 Ly = (8,,C4), aleshores existeix
un h & Epi " (L,L,). .
Si es compleix (1) & (2), aleshores també haEpi (L, Lz).
Totes les proposicions que seguiran en la resta del treball es suposen
com un’ complement a (2.2)3 els dos termes de les equivaléncies s”entenen
afegits a (1) i (2) de (2.2) respectivament.
(2.3) (a) VxS, xgx sii YxeS,C(x) & CF(x))
() Vx65, I(ugx i Thex sii xeS,C(x)€CER) i
£ LC(EE)D & ClEx)),
(e) les dues darreres condicions de (b) impliquen la de (2.1).
Per tant la proposici6(2.2) completada amb (2.3.b) ens ddna la caracterit-
zacid de les 1dgiques dels oberts d”un interior d”ordre. :
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3. INTERIORS EN ESTRUCTURES MES COMPLEXES.
En afegir propietats a L (algunes, segons(1l.1), es traspassaran a Lo)

el conjunt ordenat S, enriqueix la seva estructura. Es poden obtenir

condicions sobre f que facin que I respecti 1”estructura que apareix.

(3.1) Suposem que (S,, &) t& maxim u (6 sigui, que C(@) # D ). Ales-
hores I(u) = u sii £<C(H> & C(B).

(3.2) Suposem que (82,6) té minim 0 (Ix€S, Cx) = S). Aleshores
I(0) = 0 sii C(x) = S implica C(f(x)) =S .

Naturalment (3.2) &s independent de (2.3.a)

€3.3) Suposem que(S2,'/\) &s un inf-semireticle i que ‘62 és una fami-
lia de filtres de reticle (C satisfa el Principi d"Adjuncid).
Aleshores T(xay) = IGIAI(Y) sii £4Cx,y)> & C(£6A),E(y))

El resultat anterior segueix essent valid en estructures més riques,

amb conjuncid A : reticles, algebres de Heyting,de Boole.Aquestes da-

rreres estructures tenen també una formulacid purament implicativa;
1”interior I també respecta aquesta estructura:

(3.4) Suposem que (82,. ,u) és una algebra de Hilbert i ‘@2 la familia
dels sistemes deductius de 82(C és finitari i satisfa el Princi-
pi de la Deduccib).Aleshores I(x.y)€ Ix . Iy sii f{C(x,y)> &€

C C(f(x),£(y))

Remarquem que el Principi de la Deduccid no es traspassa a Ce.Veiem

que en les estructures que tenen . i A la definicié d”operador interior

és coherent, ja que en (3.3) i en (3.4) apareix la mateixa condicid.

La proposicid (2.2) completada amb la (3.3) 6 amb la (3.4) ens déna la

caracteitzacié de l@s 1dgiques dels oberts d”un interior reticular 6

implicatiu en termes de ldgiques abstarctes.
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