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Abstract:

This work deals with the axiomatic system of KEISLER on the
hyperreals numbers.The main result is to prove that the expre-
ssions 5§ of type

¥x,...¥x € X R(xl,...,xn)
give an star ~—transform *8

¥x ...Vx Q*X *nix pr e s aX )

1 1 n

and

¥x Vx Exayek R(x yeeesX YY)
give an star- trans}om n

Vx| .o Vx @ *(IyeK *RGxp,0 0% 7).
We use this result to prove that k=8.

L'axicomatica de Keisler consta de cinc axiomes , que soém:

1. k és un cos arquimediZ;

2. K &s una extensid propia de k;

1, Tot element finit de K (i.e.xcﬁi) admet una part standard st{x)ek
tal que x ~ st(x) &5 un infinitésim de K (i.e.:x - st(x)e o );

4. Tota funcis £: ¥Xek"—wk admet una extensid natural *f: ZSK oK}

5. 81 dos sistemes Sl i 52 tenen les mateixes solucions en X, *S1 i
*82 tenen les mateixes solucions en k. ’
Hom pot veure “Elementary Calculus" i "Foundations of Infinitesimal Cal-

culus" per una millor descripcif dels termes.

El nostre objectiu consisteix en veure gque, si les expressions del
tipus '
(i) \‘xlcx ...Yxncx R(xl,...,xn) (Xek);
(ii)V'xle X ...\“xni X Byek R{x,-- %) (15 %)
(iii)axle}( axne)( R(xl,...,xn) (Xs}c)
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s6n valides llegides en k, aleshores les seves *- tlransformadES
son valides en K.

& tal fi veiem:

. *
a. Per cada Xg_kn, existeix 1'extensid natural XgKn (cf.op.cit.)
i es compleixen 'les propietats seguents:
XS Y implica *x ¢ *v;
* P * * % * * ok
(X-¥) = A=Y ; (XAY) = XA Y; (Xo¥)= Xo¥Y;
* * % *
k =K; {((x¥) = X x Y.

. be! g L s
b. Per cada funcif f: ¥€k -k la seva extensis natural satisfa:

* dom f = dom #* f i * rang-f = rang *f.
c. Si Xek", aleshores * 1= l*x .
d.*{xl,...,xnk = {xl,...,xn" ambxl,...,xﬂek.

De totes aquestes consideracions el nestre objectiu es immediat .

Apliquem el nostre resultat a demsotrar el teorema de valor mig i

que k =R.
El tecrema del valer mig. Si f &s continua en [ a,bli £(a)« ye £{b),
yek , existeix un aece b tal que £(e) =y.
Per cada ngMN, considerem 1'aplicacid
9(n) = min{men :f(atmtdlg y<fla + (mH)t), ¢ = L2}

Aix8 significa que
¥ ne Jmen f(a+m br—la ey « £{at (m—H)bn;a)

&s k-valida i el teorema del valor mig queda demsotrat,

k = IR. Suposem que (an)ne‘ &s una successid de Cauchy de k,

N

Sabem gue, per tot ngiN, naxn, —w ja —-a | « 1.

1 n n,
Aix& garanteix que gxiste;x st(aH) per tot HE€ *N-N. Veure que
L = st{aH} » on H designa un natural infinit, &s el limit de a €s
trivial.
Es ffcil finalment demostrar que ﬁy/U » on U designa un ultrafiltre
ne principal de 1¥, constitueix un model de 1'axiomitica de Keisler.
Si hom parteix deiQ en lloc de partir de R oﬁté th/U , on U &s un
ultrafiltre no principal de . Es demostra que, si 0, o designen
respectivament, els elements finits, els elements infinitEsims del
cos no arquimedil LdeU, aleshores O/c 8s el cos complet dels nom-
bres reals; i.e. la successid I
st
0 0 —m ) o rivalR —w O
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&s exacta. La conjectura que plantejem i que fins ara no hem estat
. . - . -

habils per a demsotrar,con51ste1x en saber si el cos{deU 25 un mo-—
del de 1'axiomarica de Keisler.
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