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Abstract.- KAM theorem doesn’t ensure stability for dynamical systems
close to integrable Bamiiltonian systems when the dimension of the phase
space is more than four. In this case, irregular unstable orbits may oc-
cur, arbitrarily close to stable invariant tori. This is the Arneld dif-
fusion. We study here some sufficient conditions which guarantee the exis-
tence of this diffusion.

§1.-Introduccidn. Un problema de gran importancia en los sistemas dinimi-
cos, ¥ en particular, en los sistemas hamiltonianos, es €1 problema de la
inestabilidad, tanto de¢ tipo local {en £l entorno de un conhjunto invarian—
te por el flujo), como de tipo global. De gran importanciaz es el teorema
de Kolmogorov-Arnold-Moser { 1} para sistemas perturbados de sistemas inte-—
grables, que nos asegura gue casi todo toro invariante {en el sentido de 1a
medida de Lebesgue) del sistema no perturbado, se deforma ligeramente al a-
fadir la perturbacibn. Esto asegura estabilidad para sistemas con dos gra-
dos de libertad, pues los tores invariantes separan la hipersuperficie don-
de el hamiltoniano es constante, cosa gue no ocurre cuando hay mas de dos
grados de libertad, donde una Srbita que te apoya en el complementario de
estos toros invariantes, proxima en un punto a uno de ellos, puede alejarse
hasta una distancia arbitrariamente grande, si logra “esquivar” esta colec-
cidn de toros invariantes,

El primer ejemplo de ello lo dio Arnold { 2}, que ided el proceso de las

cadenas de transicidn, gue permiten empalmar las variedades invariantes
estable e inestable de distintos toros de transicidn. Este fendmeno recibe
el nombre de difusidn de Arnold (para mis detalles véase{ 3}). Veamos a
continpacidn algunas condiciones suficientes para la existencia de estas
variedades invariantes pertenecientes a toros asi misme invariantes, para

pasar luego al problema de inestabilidad global.
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82 .-Inestabilidad local. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones:

: 5! 4
= = T
i, _F(I1,¢1} I,=0 1,€ R, ¢1€
{1a) § . {1b) e e
¢‘ = f(I1,¢1) ¢2 = 12 IEG R, ¢ze T,

claramente dividide en dos subsistemas, el primero de elles con F,f 25—
pesiddicas en ¢1. de clase c!, siendo el origen 11=0,¢1=0 un punte fijo hi-

e . . .
perbSdlico. Para cade weER ,el sistema (1) tiene toros invariantes Tm de ecua

ciones 11=0, ¢‘=O, 12= w. Aplicando el teorema de Hartman{ 4}, existen va-
, . . . gl & =1 .

riedades invariantes inestable y estable %W,, W, del sistema (1) con

et - . =1

wwr‘ww =Tb, donde las trayectorias de W, se acercan a T, cuando t* - =, vy

. “3 .
las trayectorias de W, se acercan & T, cuando t # *. Diremos due T,y €5 un
. ~u i W
toro con mostachos, siendo W, el mostacho saliente, y W, el mostacho en-

trante.

Mos preguntamos ahora: {Qué ocurre si perturbamos ligeramente el sistema
{1} ? SE1 sistema perturbado contiene toros con mostachos,sl la perturba-
cidn es suficientemente pegueha?

La respuesta es afirmativa cuando la perturbacidn no afecta a los toros
T .

w
Proposicidn.- Sea el sistema oo

11= F(I1,¢1) + £G1(11,¢1,12,¢2,t) R 12= €G2(11,¢1;12,¢2,t)
{23, .
¢1= f(11;¢1} + Eg1{11r¢1112r¢2:t) r ¢2: 12 + 592(I1t¢'1r12r¢2:t)

con 11,¢1,12,¢2,?,f cumpliendo las hipétesisldel sistema (1},
con G=(Gi,g1,G2.ga) de clase Cz. 2n-periddica con respecto a
L RNL PO anulindose en T, 'wE & G{O,O,m,¢2,t} v, E v, vte .
Entonces, existe €5 >0 tal gue si |e|<so, el toro T, €5 un toro

con mostachos del espacio de fases ampliado.

La demostracidn se hace por el método standard de las aprox-
imaciones sucesivas. ’

Asi pues, para perturbaciones que se anulan sobre los toros
con mostachos del sistema no perturbado, el sistema perturbade
{2)continua teniendo toros con mostachos, €stos ligeramente de-
formados. La existencia de estos mostachos implica la inestabi-
lidad local de eétos toktos invariantes., Pasemos ahora al con-

ceptoe global.
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§3.- Inestabilidad global. Una propiedad importante del sistema

{1}, gue no habiamos citado, es qu los toros‘--TLIJ son toros de
transicién, es decir gue entornos arbitrarics de dos puntos ar-

bitrarios del mostacho entrante v saliente respectivamente, es-

tidn conectados por Brbitas del sistema (1), siempre y cuando g
e

sea inconmensurable i niui=0, nie z_Jni:O, i=1,...,n), pues

entonces cada Orbita del subsistema {1b) es densa . Es de espe-

rar que esto también se cumpla en el sistema perturkbado (2],
aungue parece sSer necesarioc imponer unas condiciones mis res-
trictivas a w. Actiualmente se estd trabajando en ello.
Expliguemos brevemente el! mecanismo gue asequra la inestabi-
iidad global. Se basa en encontrar una cadena de toros de tran-
sicidén T1""'Tn' tales gue para cada i, la variedad invariante
inestable w? del toro Ti corta transversalmente a la variedad
invariante estable W? del toro T, [W?;ﬁwi }. Bsil se puede

i+t i+ +1
. . s "
asegurar qgue un entorno arbitraric de un punto X g W, estd co-

1 i

nectado con cualguier entornce de cualguier punto X € wz pPOr una
Srbita del sistema. Para poder aplicar este mecanismo de cade-
nas de transicidn, es necesario primeramente estudiar bajo gqué
condiciones se cumple %;ﬁﬂi en nuestro sistema perturbado (2),
siendo W; el mostacho saliente de TE . wi el mostacho entrante
de Tw del sistema (2), para dos frecuencias w,w & R®. Este equi-
vale. a resclwver unas ecuaciones gue en el caso en gque el sis-
tema (1) sea integrable, se simplifican considerablemente, pues
podemos suponer ﬁ:c ﬁi , por ejemplo. Sean VS,Vu las ecuaciones
de estas variedades invariantes del sistema no perturbadc (1),
de flujo ¢[t~to,xo), xoz(I?,¢?,£g,¢;). Trabajando en primera a-
proximacién, obtenemos la siguiente

Proposicién. Transversalidad de las variedades invariantes

sea vo=(x2,t%=(12,4%,1%2,4%,t%). =i
177122
5 o =3
1@ VoI, =
} { i ¢1)
WBVS o .o o ¢ _o 0 =2 a
- i - - I - - +
€ {31 (T, 0=, I, 4 (E-t T, ¢ )]G, (h{t-t7,x ), t-t")
o ]
BVS o o o] o o o] o o o]
+ - - - -
a¢1(1,’(t t ,I1,¢1),¢1(t t ,11,d>1))g1(1b(t £ ,x },t-t ) }dt
I;—w= -£ Gztw(t—to,xo),t-to}dt

to
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+ 55 (1, e-e%,10,00) b (eme 1500509, we-£%,x%) ety Yae = o

1

@

G-t = ¢ Gz(w(t—to,xéj,thto)dt
—e

3°) para t° fijo, x® es solucién dnica de 1°) y 2°9).(Aqui por
solucidn Ginica se sobreentiende gque la diferencial sea inversi-
ble. Asi, la ecuacidn f£{x)}=0 tendri solucién finica si existe X
tal que £(x)=0 y Df(x) es inversible).

Entonce§, bajo las hipdtesis 1°},2°),3°%), w:aiwi an yo

Fijémonos gue las integrales contienen Gnicamente el flujo
del sistema no perturbade (1), gue se& supene conocido. Esta
proposicién aplicada a cada caso particular {mediante el cdlcu-
le efectivo de las integrales de 1°),2°)), es la que nos da las
condiciones suficientes para la existencia de cadenas de tran-
sicidn para una sucesidn m1,...,wn buficientemente adecuados
.+ T sean tores de transicidn), con

para gue los toros Tw e Wt

1 1
1o gque  se puede establecer la inestabilidad global.
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