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PREFACI

L'objectiu que m'he proposat amb aquest petit manual és proporcionar a
I'alumne de nova entrada dels Graus d'Administracio i Direccio dEmpreses
(ADE) i d'Economia (ECO) de la UB un resum acurat dels conceptes i
propietats més importants relacionats amb les FUNCIONS REALS D'UNA
VARIABLE. Al no contemplar el Pla Docent de Matematigues I -que és
I'assignatura amb la qual els estudiants d'aquests Graus s'inicien en la
formacié matemadtica bdsica- un tema especific relacionat amb aquestes
funcions que donés peu a treballar-les amb una certa profunditat, he cregut
convenient fer accessible als nostres estudiants allo que considero el minim
que s'hauria de conéixer sobre el particular per tal d'afrontar amb garanties
d'éxit les assignatures troncals de Matematigues I'i IT d'ADE i IECO. Si
aixo ha estat una idea encertada, el temps ho dira.

El manual esta dividit en set epigrafs. He destinat els quatre primers
a desenvolupar la temdtica propiament dita sobre funcions d'una variable; el
cinque conté les representacions grafiques de les funcions més habituals i
que donen lloc, per combinacions elementals, a la majoria de les funcions que
hom troba en els textos estandard al Us; en el sisé epigraf proposo a
I'alumne una ressenya bibliografica per tal que pugui desenvolupar, sempre
des d'un punt de vista practic, els conceptes i propietats presents en els
epigrafs precedents i finalment, en I'Ultim, he confeccionat un index analitic
que facilita la cerca de les nocions matematiques més importants que hom

troba dins el manual.

L'autor
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1. Funcions reals d'una variable

Les funcions reals d'una variable (a partir d'ara funcions) sén les funcions:
AcR— SR
xXeA——>y=Ff(x)
sent Ac R el conjunt de punts de la recta real R que tenen imatge per la
funcié i que anomenen domini. Val a dir que la seva determinacié és el

primer pas en l'estudi d'una funcié. Vegem un exemple.

Exemple: Troba e/ domini AR de les funcions:

x -1
x+1

a f(x)=+Yx bf@kéf% CFX)=T dF(x)=In

SOLUCIO: a) En aquest cas, el domini és la recta real A=R ja que tot
nombre real té arrel clbica.
b) El domini de definicid, ara, sén els nombres reals llevat del 5 ja que no

podem dividir per zero. Per tant A={x e R: x # 5} = ]-~0,5[ U ]5,+u[ .

c) El domini ara estara format pels nombres reals x que admeten logaritme
neperid, és a dir, els estrictament positius x >0 i diferentsde 1, x #1, ja
que, en cas contrari, tindriem In1=0 i no podem dividir per O. Per tant:

A={xeR:ix>0ix#1}=]01 U]l,+o0[.

d) Jaque y =In j’(—: = %In(j;ﬂ el domini esta format pels x tal que:
x-1>0ix+1>0 x>lix>-1
x-1 . . : .
1> O equivalent a 0 equivalent a 0
x x-1<0ix+1<0 x<lix<-1

Aixidoncs A={xeR:ix>16x<-1}=]-o0,-1[U]l+[.

" El simbol ] [indica interval obert. En concret, ]a,b] esta format pels punts de la recta
real compresos estrictament entre a i b.



2. Limit i continuitat d'una funcio

Una funcié AcR—- >R +¢ limit LeR en un punt a<R si els valors
f(x) de la funcié s'aproximen a L a mesura que els valors de la variable
x € A s'aproximen a a € R. Tenint en compte que un entorn de radi r >0

del punt @ € R és el interval obert d'extrems a—ria+r:

O

1

=
oY
tu)
+
™

es pot definir formalment el concepte de limit:
lim£(x)=L

X—a

dient que per a tot entorn del punt L ha d'existir un entorn del punt a de

manera que les imatges 7 (x) dels punts x daquest entorn, diferents

eventualment del punt a, han de pertanyer al primer entorn.

Com a exemple de limit d'una funcid tenim limx =+2 .2 Graficament:

v
[=VZt--

Flx)=Vx

|
|
|
L
| azz ~

Un cas on no existeix limit seria la funcié 7 (x)=1/xen O:

Y

_1
a=0 X

2 En aquest cas la funcid és, a més, continua en 2.
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Exemple: Calcula els limits segiients: >

. xX2-3x+2 . 1-cosx . Inx? [ xP 14
a. ||m3—. b. llm—z. C. llm d llm
x—l x° -1 x—0 X X—>+0 X x-2\ 2x +1
SOLUCIO:
a) En aquest cas:
. x2-3x+2 (O A . 2x-3 1
IXIL\'}—X3 1 = {6} = {L HOPITGI} = IXIES—?’XZ = —§ .

b) Com que cosO =1 tenim que:

. 1-cosx [O LA . sinx [0 A . cosx 1
Ilm—2={—} = {L'Hépital} = lim = {—}= {L'Hépital} = L'Ec\) > =5

x—0 X 0 x>0 2x 0

c¢) En aquest cas:

2
lim X _ 2 jim INX_ {f} — {L'Hépital} = 2 lim W) 5 jim L2

X—>+0o X X—>+o X o0 X —>+0 X—>+0 X +00

d) Com que el limit és indeterminat de la forma 17, el calcularem a partir

del limit L del seu logaritme neperia:*

A In(XZHJ
L= nmln@—ﬂ]X * o im 2l {9} = {L'Hépital} =

x—2 X + xX—2 X2—4 O
(ZXHJ 2x(2x +1)—(x? +1)2
_Axtl (2x +1) xR 42x -2
= lim = lim =
X2 2x =22 (x% +1)(2x +1)
x4+ x-1 5 1

lim =——=_—.
2 x(x*+1)(2x +1) 50 10

Per tant:

3 Malgrat que encara no hem introduit el concepte de derivada, donarem per suposat que es
coneixen les regles de L'HGpital que hom pot trobar en qualsevol manual al ds.
* Aixi doncs el limit que busquem serd igual, aplicant les propietats dels logaritmes, a e*.
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Cal recordar ara que la definicié de funcié continua en un punt es desprenia
directament de la definicié de limit en el sentit que calia que existis el limit
de la funcié en el punt i que, a més, aquest limit fos igual a la imatge de la
funcio en ell. Formalment, doncs, diem que AcR—L SR és continua en
acA si

lim £ (x)=7(a).

X—a

Notem que per a que una funcié sigui continua en un punt, aquest punt ha de
pertanyer al domini de la funcié. Per exemple, la funcio:

y = F(x)= sinx

X

no pot ser continua en O ja que no té imatge pero, en canvi, té limit:

. . sinx
lim£(x)=lim——=1.
x—0 x->0 X

Recordem ara que existeixen tres tipus de discontinuitats en |'ambit de les
funcions reals d'una variable com sén la:

o Discontinuitat evitable, com la del cas que acabo de comentar, que és
quan existeix el limit de la funcié en el punt pero no coincideix amb la
seva imatge.

o Discontinuitat de 1% espécie o de salt que és quan existeixen els
dos limits laterals de la funcié en el punt perd no coincideixen.’

o Discontinuitat de 2% espécie que sorgeix quan no existeix algun dels

dos limits laterals, com enel cas de 7 (x)=1/x enO.

Vegem un exemple.

> Els dos limits laterals d'una funcié apareixen quan la variable x s'aproxima, o bé per
I'esquerra o bé per la dreta, al punt on es calcula el limit. En aquest cas, el salt de la funcié
en el punt seria la diferéencia en positiu entre els dos limits laterals.

8



Exemple: Estudia la continuitat de la funcio:

-x, x<-1

f(x)=42x*-1, -1<x<3

In(x+9), x >3
en els punts -1 i 3.°
SOLUCIO:
Es tracta ara d'una funcié definida a “trossos”. Aixi doncs, el que cal és
analitzar el comportament dels limits laterals en aquests dos punts per a
veure si la funcié és continua. Comencem pel punt —1. Com que:

f(-1)=-(-1)=1

i el limit per I'esquerra és:

L= lim £ (x) = {x <1} = lim (-x) =—(-1) =1

x—-1"
i el limit per la dreta és igual a:

L= lim f(x)={x>-1} = lim (2x* -1)=2(-1)" -1=1

x—>-1 x—>-1
podem afirmar que la funcié és continua en el punt —1. Per una altra banda,
com que:
£(3)=In(3+9)=In12
i els limits laterals son:

L = lim £ (x) = {x <3} =lim(2x* 1) =23 -1=17

L =li:g\+f(x)={x>3} =limIn(x +9)=In(3+9)=In12

x—3
la funcid presenta un discontinuitat de 1® espécie en 3 amb un salt igual a:”

|4 - 4| =17 -In12| =14.515 °

® Fora d'aquests punts, i per la seva propia definicid, la funcié és sempre continua.
7 El simbol | | denota valor absolut. El valor absolut d'un nimero és la seva determinacié

positiva i, per tant, |a - b| és la distancia entre a i b.

8 ~ denota aproximadament igual.



Anem a veure ara un dels teoremes més importants relatius a les funcions
continues. Es tracta del teorema de Bolzano que ens diu que tota funcio

continua que pren valors positius i negatius té, com a minim, una arrel real.

Teorema de Bolzano. Si[a,b]—'—R és una funcid continua en [a,b]® tal
que el signe de f(a) és diferent al de f(b), existeix un punt ¢ [a,b] de

manera que f(¢c)=0.

Graficament:

ey — — —

0 /az/
Flay|

Exemple: Prova gue l'equacid x° —3x —1=0 té una arrel entre 0/ 2.
SOLUCIO: Si fem:
f(x)=x>-3x-1
cal provar tant sols que els signes de 7(0) i 7(2) son diferents ja que la
funcié 7 (x) és continua sobre [0,2]. En efecte, com que:
F(0)=0°-3.0-1=-1<0 i F(2)=2°-3.2-1=1>0
hom dedueix que existeix un punt O<c<2 tal que 7(c)=0. En altres

paraules, 0 < ¢ <2 és una arrel de I'equacié x* -3x-1=0."°

® [a,b] denota el interval tancat d'extrems a i b format pels punts de la recta real

compresos enfre a i b,amb ai b.
19 Es pot provar que aquesta arrel és aproximadament igual a 1.879385242.
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3. Derivada d'una funcio

Recordarem tot sequit la definicié de derivada d'una funcié en un punt. Diem
que AcR—2 >R és derivable en ac A si existeix el limit del quocient

incremental:

nmL:’;(") _F'(a)<R.

xX—a X

El ndmero real 7'(a) s'‘anomena derivada de la funcié 7#(x) en a.

Des d'un punt de vista geométric, la derivada de Ac R—" >R en ac A és

la pendent de la recta tangent r a la funcié en el punt. Graficament:

£(x)

X

Aixi doncs, 7'(a)=tan«a i l'equacio d'aquesta recta sera doncs:

y-f(a)=r'(a)-(x-a).

Exemple: Troba la recta tangent a la funcio:

7‘()()=X—_3

X
enelpunt a=1.

SOLUCIO: Com que:
1 3 . [
7‘()()=—X‘2 i £'(1)=3

la recta tangent sera:

y=F(1)+F(1)-(x-1)=-2+3(x 1) =3x 5.

11



Cal introduir ara el concepte de funcié derivada de AcR—->R. Es
tracta de la funcié que assigha a cada punt x € A on és derivable el valor

d'aquesta derivada i es denota per 7'(x) (o y'). En el cdlcul de les funcions

derivada caldra tenir present la segiient taula:

f(x)= F'(x)=
c,amb ceR 0
x°, amb a#0 a-x!
Inx 1/ x
a*,amb a>0 a*-lna
sinx cosx
cosx —-sinx
tanx 1+tan® x (=1/cos’ x)
arctan x 1/(1+x?)

Aplicant aquesta taula i les regles elementals de derivacié podem trobar les

funcions derivada de moltes funcions.!

Exemple: Calcula /la funcid derivada de f (x) = x*.

SOLUCIO: En el nostre cas, i aplicant logaritmes, tenim que:
Inf(x)=x-Inx.

Aixi doncs, derivant tot aplicant la regla de la cadena, s'arriba a que:

m=1~lnx+)('%=lnx+1 i Fl(x)=x"-(Inx+1).

7 (x)

! Donarem per conegudes aquestes regles que hom pot trobar en la majoria dels manuals de
la bibliografia.
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Vegem ara uns altres exemples de calcul de funcions derivada (o derivades

si no hi ha ambigtitat).

Exemple: Calcula les derivades de les funcions:

X% +3x
a y=—-73H3—.
e
b. yzln(ln\/I—x).

C. y= sinVx? +1.
d y=tan(2x?).
e y=(x° —l)sm.
SOLUCIO: a) En aquest cas:
. (2x+3)-e” —(x*+3x)-e" 2x " ((2x+3)-2x(x* +3x))

2x3—6bx%+2x+3

X2

e

b) Aplicant la regla de la cadena tenim que:

SR DR WS S 1 _ 1
Y Tinfiox Tox 2l-x 21-x)InVi-x  (1-x)in(1-x)

c) Com en el cas anterior y'=cosvx’ + _ XCOSNX +2
2\/ Vx?

4_X
cos? (2x2) '

d) En aquest cas: y'= (1 + tan? (ZXZ)) 4x =

e) Aplicant logaritme neperid tenim Iny =In(x? —l)smx =sinx-In(x?-1) i,

per tant:

Y

=(Iny) =cosx-In(x?-1) g

iy =(x* —l)smx(cosx-ln(x2 ~1)+ ZjZSTIXJ

13



Pel que fa a la relacié entre la continuitat i la derivabilitat d'una funcid,
tenim que tota funcié derivable en un punt és sempre continua. Com indico

explicitament, el reciproc d'aquest resultat no sempre és cert.

Teorema. S/ Ac R—L >R és derivable en a c A també és continua.

Es interessant destacar el contrareciproc’ d'aquest teorema que diu que
una funcié que no sigui continua en un punt tampoc pot ser derivable. En

canvi, no tota funcié continua és necessariament derivable. Vegem-ho.

Exemple: Prova que la funcid valor absolut f (x) =|x|, que és continua en O,

no és derivable.,

SOLUCTO: Com que les derivades laterals®® sén:

f'(O_O): “mf(/\’)——f(O): |immz{x<0}: limi: lim (_1):—1
x—0" X — x>0 X x>0 X x—0"
it
£'(0+0)=lim F(x)=7(0) limmz{x>0}= lim = = lim1=1
x—0" X—O x—0" X x—>0" X x—0"

deduim que la funcié no és derivable encara que admeti derivades laterals.
Graficament:

y £ (x) 2 x]

2 Des d'un punt de vista ldgic, el contrareciproc d'un teorema de la forma " A implica 8” és
"no Bimplicano A” i ambdés sdén equivalents.

3 Al ser la derivada un limit té sentit, com en el cas de la continuitat, considerar lles
derivades laterals per I'esquerra i per la dreta. Evidentment, una funcié 7 (x) és derivable

en un punt a € A si les dues derivades laterals, #'(a—-0) i f'(a+0), coincideixen.

14



L'exemple seglient ens mostra com es pot estudiar la continuitat i la
derivabilitat d'una funciéo definida a trossos tenint en compte la relacio

entre aquestes dues nocions.

Exemple: Estudia la continuitat i la derivabilitat de la funcio:

3x7%, x<0

f(x)=9x-2, 0<x<3
(x*-x)/6, 3<x.
SOLUCIO:
Per construccio, la funcié és continua i derivable en tot punt llevat de O i 3.
Anem a veure si la funcié és continua en 0. Com que:
L = lim 7(x) = lirrc\)3x2 =0i L = lim f(x)=lim(x-2)=-2,
la funcié presenta una discontinuitat en O de salt |4 —4|=2. Aixi doncs,

tampoc pot ser derivable en 0. Vegem ara si és continua en 3. Com que:

Xt —x
6

Azliﬁr\;f(x):lxig(x—Z):li[eleijg\f(x)zlxig 1

i la imatge de la funcié en 3 és:

la funcié és continua i, per tant, pot ser derivable. Com que les derivades

laterals son:

(3-0) = lim ZX)=7(3) _ TG Sl L ST St
S e e e T T
it
(320) - tim FOIFO) g (X671 L kg
f(3+0)—)!gr3\+ 3 —{X>3}_|X'g x -3 _m 6(x-3)

= {L'H8pital} = Iim3(2x -1)/6=5/6

la funcid no és derivable en 3 ja que les derivades laterals sén diferents.

15



Enuncio tot seguit dos teoremes importants sobre funcions derivables: el
teorema de Rolle i el del Valor Mig. El primer ens diu que la derivada d'una

funcié [a,6] c R—-—R continua i derivable que pren valors iguals en els

extrems a i b s'anulla en un punt intermedi.

Teorema de Rolle. S/ [a,b] c R—L—R és continua en[a,b] i derivable en

la.b[, amb f(a) =1 (b), existeix un punt c  |a,b| tal que f'(c)=0.

|
/
~H
[x?
L
11
S
-
o

n Y =
o
O g —

El segon afirma que si [a,b] = R—L >R és continua i derivable, existeix un

punt intermedi entre a i b on la recta tangent a la funcié és paral-lela al

segment d'extrems (a,f(a)) i (b, (b)). Aquest resultat té conseqiiéncies
] q q

importants pel que fa al calcul d'integrals indefinides.

Teorema del Valor Mig. S/ [a,6]c R—L—>R és continua en [a,b] i

derivable en |a,b| , existeix c € a,b| tal que f(b)-f(a)=7"(c)-(b-a).

£ ()
£ (a)

' Tema aquest que s'estudia a Matemdtigues IT.
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Una aplicacié economica molt important del concepte de derivada és el
d'elasticitat. Pensem que els economistes solen treballar més aviat amb
increments relatius que no pas amb increments absoluts (hom diu, per
exemple, que la inflacié ha pujat un 0.5% o bé que el PIB ha baixat un 1%,
etc.). Doncs bé, si en la definicié formal de derivada de Ac R— >R
canviem el increment absolut de la variable independent en a € A4:
Aa=x-a

i el de la variable dependent:

Af(a)=f(x)-f(a)
pels corresponents increments relatius:

Ad_x-a . Af(a) f(x)-f(a)
a a f(a)  F(a)

obtenim la derivada elastica o elasticitat de AcR—- 3R en ac A si

existeix el limit del quocient incremental relatiu:
(Af(a)j (f(x) —f(a)]
Iimﬂzlim F(a) eR.
Aa—0 (Aaj x—a (X—a)
a a

Aquest limit s'‘anomena derivada elastica o elasticitat de 7 (x) en a i es sol

denotar per £,.f(a).

L'elasticitat i la derivada d’'una funcié en un punt estan relacionades a través

de la igualtat:

Ej(a)=%'f'(a).

Fixem-nos doncs que tota funcié que admet derivada elastica ha d'admetre,

en particular, derivada.”

15 Veurem tot seguit que al inrevés aixd no passa.
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En I'exemple segiient es mostra que cal coneixer la derivada d'una funcié per

a calcular la seva derivada elastica.

Exemple: Donada /a funcio:

f(x):InTX

calcula:
a. La funcid derivada elastica de f (x).
b. Lelasticitat de f(x) en a=e. Existeix derivada eldstica en el punt

a =12 Raona la resposta.
SOLUCTIO:

a) Com que la funcié derivada és:

l-x—lnx-l
x° x°

la funcié derivada eldstica sera igual a:

X \ X 1-Inx) 1-Inx 1
EXf(X)_m.f(X)_('nX)[ x° J: Inx :Inx_l'
X

b) Aixi doncs, podem calcular I'elasticitat en el punt a = e:

Exf(e):mie_lzl_lzo.

Per tant, la funcié té elasticitat nulla en a =e. En canvi, en el punt a=1,
no hi ha ja que:

EF()=r-1=c-1=4.

Notem que encara que la funcié existeixi i sigui derivable en 1, tanmateix no
té derivada elastica. De fet, aquesta derivada no pot existir mai en els

punts que anul-len la funcio.

18



Vegem a continuacié una aplicacié econdmica del concepte d'elasticitat.’®

Exemple: 5/ g =f(p)=650-5p- p* és la funcid de demanda d'un bé:

a. Calcula la seva elasticitat al preu de venda de p =10 um.”

b. Si aguest preu experimenta un increment del 2% determina, de forma
aproximada, el percentatge de canvi en la quantitat demandada.

SOLUCIO: a) En aquest cas, l'elasticitat E,f(10) sera:

E.7(10) = %-f‘(m) = {F'(p)=-5-2p} = o o=+(-25)=-05.

Aixi doncs, la funcié de demanda té elasticitat rigida en p =10
b) Si el preu p =10 té un increment relatiu del 2% :
Ap/ p=2%=0.02
i tot considerant que aquest increment relatiu és petit, podem estimar el

percentatge de canvi en la quantitat ¢ =7(p) demandada a partir de

I'elasticitat si tenim en compte I'aproximacié:

@ =E,f(p) "

(%)

AF(p) _ap {Ap } :
=22 £ f(p)={22 =002, Ef(p)=-05=002 (-0.5)=-001=-1%
T2 € £(n)- |2 ~002, ££(p) (-05)

Per tant, la quantitat demandada de ¢ =500 unitats al preu de p =10 u.m.

En consegqiiéncia, hom té que:

experimenta un decrement aproximat del 1% quan el preu puja un 2%.

1 “Elasticitat de preus”.

7 um. denota unitats monetaries.

'8 Es déna una situacié d'elasticitat rigida (unitaria, elastica) quan la derivada eldstica, en
valor absolut, és més petita (igual, més gran) que 1.

1 Aquesta aproximacié s'obté directament de la definicié d'elasticitat.
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4. Aplicacions de la derivada

La primera de les aplicacions té a veure amb l'estudi del creixement i
decreixement d'una funcié. Comprovarem com la 1% derivada ens permet
decidir si una funcié derivable creix o decreix en un punt sempre i quan no
s'anul‘li. Per definicié, la funcié AcR—" >R en ac A és:

1. Creixent si existeix un entorn de a € A tal que, per a tot punt x € A de

I'entorn:

2. Decreixent si existeix un entorn de a € A tal que, per a tot punt x € 4

. [x<a f(x)=7f(a)
Si {XZG} llavors {f(x)sf(a)}'

de l'entorn:

Graficament:

y
(X))
Flx)e -
Flayy 7 o @
Lo F(x) 5
F(x) :
— o o x
X a X

En el primer cas la funcio és creixent en el punt a i decreixent en el segon.
El concepte de creixement i decreixement en un punt dona lloc al de
creixement i/o decreixement globals ja que hom diu que Ac R—" >R és

creixent o decreixent en A R si ho és en tot punt de A.
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La relacié entre la derivada i el creixement d'una funcid derivable ve donada

pel feorema segiient.

Teorema. Siguyi Ac R— >R derivable en A R . Aleshores:

1 Siperatot xeA, f'(x)>0 llavors f(x) és creixenten A.

2. Siperatot xeA, f'(x)<0 llavors f(x) és decreixent en A.
3. S/ f(x) éscreixent en A llavors, per a tot x e A, f'(x)=0.

4. 5/ f(x) és decreixent en A llavors, per a tot x e A, f'(x)<0.

Notem que 3 i 4 no sén el reciproc de 1i 2. Com podem veure, el problema
del creixement i/o decreixement d'una funcié derivable esta resolt si la

seva derivada és diferent de zero.

Exemple: Estudia el creixement i decreixement de les funcions:

a f(x)=x* b f(x)=x° ¢ F(x)=1/(1+x?)
SOLUCIO: a) En aquest cas, com que 7'(x)=2x, tenim que la funcié és
creixent per a tfot x >0 i és decreixent si x<0. En a=0, el teorema
anterior no decideix (val a dir que en el punt O hi ha un minim).

b) En aquest cas, ja que 7'(x)=3x?, deduim que la funcié serd creixent per
a tot x #0. Per la mateixa raé que abans, en a=0 el teorema tampoc
decideix (O és un punt d'inflexid).

c) Com que:

2x

T ey

la funcié és creixent pels punts x <0 i decreixent pels x>0 (en O la

funcié té un maxim).
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Aixi doncs, si la derivada d'una funcié en un punt s'anul‘la, el creixement i el
decreixement esta indeterminat. Aquests punts sén els anomenats punts
critics o estacionaris de la funcié.?’ En concret, diem que la funcio derivable
AcR—L >R té un punt criticen ac A si:

f'(a)=0.
L'exemple segiient ens mostra com es pot estudiar en la practica el

creixement i el decreixement d'una funcid.

Exemple: Estudia el creixement i la existéncia de punts critics de:

X2

F(x)=

1

SOLUCIO: El domini d'aquesta funcié és:
A={xeRix=1}.

Com que:

x(2-x)

(1-x)

els punts critics son el O i el 2. Aixi doncs, els intervals de creixement i/o

Fl(x)=

decreixement seran:

J-0,0[, J0.1[, J1.2[ i ]2, +oo[ 2

Tenint en compte que el signe de la derivada no canvia dins d'aquests

intervals i que, per exemple:

,c-(_l):§<o, £(05)=3>0, £'(15)=3>0 if'(3)=_7,3<°

podem deduir que la funcié és decreixent en |-,0[ i |2,+[, i creixent en

els intervals ]0,1] i ]1,2[.

20 Un punt critic sols pot ser un maxim, o un minim o un punt d'inflexid.
2 Els punts que no pertanyen al domini sén també extrems d'intervals de creixement.
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El concepte d'optim (mdxim o minim) és un dels conceptes clau a fenir en
compte en l'estudi d'una funcié. Comengarem recordant la seva definicié
formal. Diem que Ac R—" R téenel punt ac A un:
1. Maxim absolut o global si:

f(x)<f(a),peratot xeA.
2. Minim absolut o global si:

f(a)<f(x),peratot xecA.
3. Maxim relatiu o local si existeix un entorn de a € A tal que:

f(x)<f(a),peratot punt x € A de I'entorn.

4. Minim relatiu o local si existeix un entorn de a € A tal que:

f(a)<f(x),peratot punt x € A de I'entorn.

Graficament:

£(x)

En aquest cas, el punt a és un minim relatiu de la funcid, el punt 6 és un

maxim relatiui ¢ és un minim absolut.

En Economia, a fot punt que satisfaci alguna de les quatre definicions
anteriors se l'anomena optim de la funcié. Com veurem, el coneixement de

les derivades d'una funcié ens permetra trobar els seus optims relatius.?

22 En el cas que existeixin.
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Un primer resultat important sobre optims és el conegut teorema de
Weierstrass que ens diu que tota funcié continua sobre un interval tancat

té sempre maxim i minim absoluts.

Teorema de Weierstrass. Tota funcid [a,b]—-—R continua en [a,b] té
un minim i un mdaxim absoluts sobre [a,b], és a dir, que existeixen dos punts
del interval a,f €[a,b] tal gue:

f(a)<f(x)<f(p).,peratot x e|a,b].

Exemple: Prova que la funcio.

2

(x)

T1-x

1€ un maxim i un minim absoluts en el interval [-1,0].

SOLUCIO:

Degut a que el domini d'aquesta funcié esta format per tots els nombres

reals llevat del 1, i que és continua en tots ells, deduim que la funcié:
[-1,0]—L>R

satisfa el teorema de Weierstrass i que, per tant, existeixen minim i maxim

absoluts en [-1,0].% Fixem-nos que si el interval de definicié hagués estat,
per exemple, el [0,1] la funcid, encara que continua i derivable, no satisfaria

el teorema de Weierstrass ja que no tindria maxim absolut (la funcié creix

).24

indefinidament a I'esquerra del 1).“" Com veiem, és important que el interval

sobre el que esta definida la funcié sigui tancat.

2% Com que ja sabem que en aquest interval la funcid és decreixent tindrem que el maxim és
el —-1i el minim és el O.
2% Perd si minim absolut en el 0.
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El teorema que enuncio a continuacio resumeix les condicions necessaria i
suficient d'existencia d'optims d'una funcio. Recordem que un punt critic
d'una funcio és tot aquell punt que anulla la seva derivada. Notarem per

" (x) la funcié derivada dordre # de Ac R—-5R.

Teorema. Sigui Ac R——>R wuna funcid derivable successivament en un
entorn dun punt critic ac A i sigui n>1 tal que " (a)=0, sent les
derivades anteriors nul-les. Aleshores, si n>1 és parell i si: 25

1 f"(a)>0, llavors f(x) t€unminim relativenacA.

2. f"(a)<0, llavors f(x) t€unmaxim relativen ac A.

Exemple: Estudia si la funcio:

f(x)=

1-x
1€ optims relatius.

SOLUCIO: Com que els punts critics d'aquesta funcié sén el O i el 2 ja que:

. x(2-x)
fi(x)=——"
()= x7
i com que la segona derivada és:
2
fll X —

i que:
F'(0)=2>0iF"(2)=-2<0
deduim que 7 =2 i que, per tant, O és un minim relatiu de 7 (x) i 2 un maxim

relatiu.

25 Si nés imparell no hi han optims siné punts d'inflexid.
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El teorema general que acabem de veure esta pensat per a trobar els
optims d'una funcié derivable coneixent tant sols el seu domini i les seves

derivades. Vegem un exemple.

Exemple: Estudia els optims de la funcid f(x) = %x“ -x*+5,

SOLUCIO: El domini d'aquesta funcié polindmica és tota la recta real R .%
Com que:

Fl(x)=x>-3x%=x%(x-3)
deduim que els dnics punts critics de la funcié son el O i el 3. Passem a
analitzar el valor de la derivada segona en aquests dos punts. Com que:

' (x)=3x*-6x=3x(x-2)
deduim que:

£F'(0)=0irf"(2)=9>0.

Per tant, i segons el teorema anterior, 3 és un minim relatiu de 7(x). Pel

punt O cal anar a derivades d'ordre superior a 2. Ja que:
' (x)=6bx-6 i f''(0)=-6<0

llavors, de nou segons el teorema anterior, podem assegurar que la funcié no

|27

presenta un optim en O ja que l'index n =3 és imparell.”” Graficament:

4
F(x)

® W

26 Una funcié polindmica és una funcié del tipus 7 (x)=a,x" +---+ ax + a,, amb coeficients
reals a,,4,...,a, eR.
27 Aquest punt és un punt d'inflexié ja que, en particular, és un punt critic.
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Vegem una aplicacié economica de l'optimitzacié de funcions.

Exemple: Una empresa dedicada a l'explotacic comercial duna autopista
cobra 700 u.m. per cada vehicle que hi circula. Tenint en compte que les
despeses de personal son de 6000 u.m. per dia i que els costos de

manteniment i amortitzacio per vehicle venen donats per la funcio.

X
2+— um.
"0

on x denota el nombre de vehicles diaris gue hi circulen, determina:
a. Les funcions de costos, ingressos i beneficis diaris de [empresa,
b. Els vehicles gque haurien de circular cada dia per /autopista per a
maximitzar els beneficis diaris, aixi com el seu valor.
c. Elinterval de rendibilitat diaria.

SOLUCIO: a) Ja que les funcions d'ingrés i costos totals sén:
IT(x)=700x i CT(x)- (2 + %ij +6000

hom dedueix que la funcié de beneficis sera:

2

BT (x) = IT (x)~CT (x) = -2+ 698 - 6000,
b) Com que:
BT (x)= -2 1698 i BT"(x)=-—<0
- 20 - 20

tenim que x, =13960 vehicles maximitzen el benefici diari de I'empresa que
és de BT (13960) = 4866040 u.m.

c) Els extrems de I' interval de rendibilitat diaria sén les arrels de I'equacio:
XZ
0=ART(x)= 20t 698x — 6000

que sén aproximadament x; =8.60 i x, =27911.4. Per tant, 'empresa tindra

beneficis si circulen diariament entre 9 i 27911 vehicles.
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Una altra aplicacié important del concepte de derivada esta relacionada amb
I'estudi de la curvatura (convexitat i concavitat) d'una funcid. La idea de
convexitat (concavitat) d'una funcié A< R——>R derivable en un punt
a € A té a veure amb el fet que la recta tangent per aquest punt:
y=Ff(a)+f'(a)(x-a)
estigui per damunt (per sota) de la funcié en qiiestié.?® Resumint, diem que
la funcié derivable Ac R—->R en ae A és:
1. Convexa si existeix un entorn de a € A tal que, per a tot punt x € 4 de
I'entorn:
f(x)=f(a)+f'(a)-(x-a).
2. Concava si existeix un entorn de a € A tal que, per a tot punt x € A de
I'entorn:

f(x)<f(a)+f'(a)-(x-a).

Graficament:

En el punt a la funcié és convexa i en el b concava. Veurem tot seguit que
la 2% derivada ens permet decidir si la funcié és convexa o concava en un
punt sempre i quan no s'anulli (en els punts on s'anulla, la funcié pot

presentar un punt d'inflexid).

%8 Pels economistes, els conceptes de convexitat i concavitat sén els simétrics als dels
matematics ja que s'ho miren tot des de l'origen de coordenades.
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Andlogament a com passava amb el creixement i decreixement locals, la
curvatura d'una funcio en un punt déna lloc, de manera totalment natural, als
conceptes de convexitat i concavitat globals. Diem que Ac R— >R és
convexa (o concava) en Ac R si ho és en tots els punts de A. La relacié
entre les derivades i la convexitat o concavitat d'una funcié ve donada pel
teorema segiient. Notem que és necessari que la funcié objecte d'estudi

tingui, com a minim, 2% derivada.

Teorema. S/ Ac R—- >R 1€ derivades segones en A R hom té gue:

1 Siperatot xeA, ' (x)>0 llavors f(x) és convexaen A.
2 Siperatot xeA, f''(x)<0 Jlavors f(x) és concavaen A.
3. 5/ f(x) ésconvexaen A llavors, pera tot x e A, f''(x)>0.

4. 5/ f(x) és concavaen A llavors, pera tot x e A, f''(x)<0.

Fixem-nos que 3 i 4 no sén tampoc el reciproc de 1 i 2. Com podem veure,
I'andlisi de la curvatura d'una funcié esta resolt si la 2% derivada és diferent

de zero.?®

1-x

— en tot el seu domini,
X

Exemple: Estudia la curvatura de f(x) =

SOLUCIO: En aquest cas, com que:

i) = 2000

tenim que la funcié és convexa per a tot x <3 del domini i concava si x > 3.

En el punt 3 el feorema no decideix.

29 Es una situacid andloga a la del creixement i/o decreixement perd, ara, amb la segona
derivada.
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Acabem de veure que en el punt a =3 la funcio:

1-x
XZ

f(x)=

canvia de curvatura, és a dir, passa de concava a convexa. Doncs bé, els
punts on succeeix aixd son anomenats punts d'inflexié de la funcid. Aixi
doncs, diem que la funcié Ac R—"—R té un punt d'inflexié en a < A si en
aquest punt passa de convexa a concava o viceversa. Per tant, la funcié

anterior +é un punt d'inflexid en 3.

Enuncio ara una condicié necessaria d'existencia de punts d'inflexié per a

una funcié amb derivades segones que és de gran utilitat en la practica.

Teorema. S/ Ac R—“ >R, amb derivades segones, 1€ un punt d'inflexio
en ac A llavors:

f''(a)=0.%

Val a dir que aquesta condicié hecessdria no té per que ser suficient, és a
dir, que no tot punt que anul-la la segona derivada ha de ser sempre un punt
d'inflexié. Per exemple, la segona derivada de la funcié:

f(x)=x*
s'‘anulla en O i, en canvi, la funcié sempre és convexa ja que:

f''(x)=12x*>0,peratot x 0.

El que si es pot assegurar és el contrareciproc del teorema, és a dir, que un

punt que no anulla la segona derivada no pot ser mai un punt d'inflexié.

%9 Notem que el punt a no té perqué ser necessariament un punt critic de la funcid.
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Un raonament andleg al dut a terme pel cas dels intervals de creixement i
decreixement pot fer-se ara per a estudiar la curvatura d'una funcié a

partir de la 2% derivada. Vegem un exemple il-lustratiu.

Exemple: Estudia la curvatura de la funcio:

f(x)=

1-x

en tot el seu domini,

SOLUCIO:

Ja sabem que el domini de la funcid és:
A={xeR:ix =1}.

Com que:

£ - —
(1-x)
tenim que la funcié no té punts d'inflexié ja que aquesta segona derivada no
s'anul-la mai. Per tant, els intervals de convexitat i concavitat seran:
oo d[ 1 Tt 0]
ja que no hi ha punts que facin zero la 2% derivada. En conseqiiéncia, com
que:
£'(0)=2>0iF"'(2)=-2<0

deduim que la funcié és convexa en ]-«,1[ i concava en |1,+o[. Es evident

que el punt 1 no és un punt d'inflexié ja que, malgrat que la funcié canvia de

curvatura al seu voltant, no pertany al seu domini.*?

3! Andlogament al cas del creixement, els punts que no estan en el domini sén també
extrems d'intervals de curvatura.

%2 Cal tenir present sempre que els ptims i els punts d'inflexié d'una funcié han de
pertdnyer al seu domini.
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Arribats en aquest punt podem utilitzar tot lo vist per a representar
graficament una funcié derivable A< R——R . Per aixd, cal conéixer:
a. El domini AcR.
b. Els punts de tall amb els eixos:
b.l. Si f(a)=0, (a,0) ésunpunt de tall amb l'eix OX .
b.2. SiOeA, (0,/(0)) ésunpuntde tall amb l'eix OV .

c. Les asimptotes:

cl SiagAilimf(x)=w, x=a ésasimptota vertical.

X—a

c2. Si Iimm=a i lim(F(x)—ax)=p, y=ax+f és asimptota ho

xon X o
vertical (horitzontal si « =0, i obliquasi a = 0).
d. El creixement i els optims. Cal determinar:

d.1. Els punts critics de la funcioé.

d.2. Els intervals |a,6[, amb a,b punts critics o bé que algun d'ells no
pertany al domini. Si per un cert punt cela,b| tenim £'(c)>0
(F'(c)<0) llavors, en ]a,b[ , la funcié 7 (x) creix (decreix).

d.3. Els optims a € A que sén els extrems dels intervals anteriors on la
funcié passa de creixent a decreixent (maxim) o de decreixent a
creixent (minim).

e. La curvatura i els punts d'inflexié. Cal determinar:

el. Elspunts ae A talque 7''(a)=0.

e.2. Els intervals |a,b[, amb a,b solucions de I'equacié anterior o bé
que algun d'ells no pertany al domini. Si per un cert ¢ € ]a,b[ tenim
f''(c)>0 (£''(c)<0) llavors, en ]a,b[, (x) és convexa (concava).

e.3. Els punts d'inflexi6 a< A que son els extrems dels intervals

anteriors on la funcié canvia de curvatura.
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2
X 33

Exemple: Representa grdficament la funcio f (x) = 1

SOLUCIO:

a. Eldominiés A={xeR:x=1}.
b. Jaque 7(0)=0, (0,0) és I'inic punt de tall amb els eixos coordinats.

+00, quan x — 1"

c. Ja que 1¢A i lirr}f(x)={ x =1 és una asimptota

—o, quan x — 1"

vertical pels dos costats. Ja que lim m:—1 = lim (F(x)-(-1)x), la

X —>to0 X X—>to0

recta y =-x —1 és asimptota obliqua en ambdés costats.

d. Ja que F'(x)=x(2-x)/(1-x), els punts critics sén el O i el 2. Aixi
doncs, els intervals de creixement seran |-,0[, ]0,1[, J1,2[ i ]2,+o].
Com que 7'(-1)<0, 7(05)>0, F'(1.5)>0 i 7'(3)<0, deduim que la
funcid és decreixent en |-x,0[ i |2,+x[, i creixent en els intervals 0,1
i ]1,2[. Per tant, O és un minim i 2 és un maxim.

e. Ja que 7''(x)=2/(1-x)’, no hi ha punts dinflexié. Aixi doncs, els
intervals de curvatura seran ]-»1[ i Jl,+x[. Com que £''(0)>0 i
f''(2)<0, la funcié és convexa a l'esquerra de 1 i concava a la seva

dreta. Graficament:
Y

-
T

|
|
|
|
1 2
i *
| |
|
T““q
|
|

33 El creixement i la curvatura d'aquesta funcié ja s'han estudiat més amunt.
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5. Funcions notables

Finalment dono en aquest epigraf la representacié grafica d'algues de les

funcions basiques més importants.

e y=f(x)=ax+b.
Es tracta d'una recta no perpendicular al eix d'abscisses OX. Graficament:

Y
y=ax+b

amb tan« = a, que és la pendent de la recta.

e y=Ff(x)=ax’+bx+c,amb a=0.

Es tracta d'una parabola. Si @ >0 tenim:

" | Vzaxc+ bx + ¢
|
|
¢ |
I
- x
0 \_\/
|
X=X0
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isia<O0:

% VY zaxe+ bx + ¢
I
I
I
I
I
o 1,
0
/ |
¢ |
X:XO

on x, =-b/2a és el seu optim (minim en el primer cas i maxim en el segon) i
on x=x, és eix de simetria. Si 6=0 aquest eix coincideix amb l'eix

d'ordenades OY.

e y=Ff(x)=ax’ amb a=0.

Es tracta de la parabola cibica amb O com a punt d'inflexid. Si a > 0:

Y
y = axe

ak— — — —

|

|

|
0 1 X

isia<O0:
y
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. y=Fx)=r.

Es tracta de la hipérbola equilatera amb asimptotes els eixos coordinats.

Graficament:

e y=f(x)=a",amb a>0.

Es tracta de la funcié exponencial. Si a >1 tenim:

isia<l:
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En ambdés casos I'eix d'abscisses OX és asimptota de la funcié. Algunes de
les propietats més importants de la funcié exponencial son:

X

a”’ =a*-a”

e y=f(x)=log, x.

Es tracta de la funcié logaritme de base el nimero a > 0 .3* Graficament:

Com veiem, l'eix d'ordenades OY és una asimptota. Algunes de les propietats

més importants de la funcié logaritme que cal destacar son:
log, (x - y)=log, x +log, y
log Li] =log, x —log, y
a y a a

log, x” =y -log, x
log,a” = a°e* = x

log,a=1ilog,1=0

3 Si a=e, es tractaria del logaritme neperia.
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Finalment, tenim les funcions trigonométriques "classiques”. Ara la variable
independent x ve expressada en radians.* Val a dir que les dues primeres

funcions sén periodiques de periode 27, és a dir, que 7 (x +27)=7F(x).

e y=Ff(x)=sinx.

e y=f(x)=cosx.

%5 Un radian és l'angle a que comprén un arc de circumferéncia igual al radi.
Independentment del radi, aquest angle val una mica més de 57°.
3¢ Notem que la funcié tangent, per la seva banda, és periddica de periode 7.
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7. Index analitic

Curvatura d'una funcid, 28

Derivada " , 11
Discontinuitats " , 8
Domini " .5

Entorn d'un punt, 6
Elasticitat

"

d'una funcié, 17

\\)

eldstica, 19

" rigida, 19

w

unitaria, 19
Funcié

concava, 28

\\)

continua, 8

w

convexa, 28

A1}

creixent, 20

w

decreixent, 20

\\)

derivable, 11

" derivada, 12

\\)

exponencial, 36

w

logaritme, 37

\\)

polinomica, 26
" real d'una variable, 5
Interval

" obert,5

" tancat, 10

Limit d'una funcié en un punt, 6
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Maxim d'una funcié, 23
Minim " ,23
Propietats de la funcié

1}

exponencial, 36
" logaritme, 36
Punt

critic d'una funcié, 22

d'inflexié " , 30

Radian, 38

w

Recta tangent a una funcié en un punt, 11
Representacié grafica d'una funcid, 32
Teorema de
" Bolzano, 10

" Rolle, 16

" Valor Mig, 16

Weierstrass, 24

Valor absolut d'un nimero, 9



