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Abstract

The authors Fischer Black, Myron Scholes and Robert Merton, developed a
theory for the evaluation of European options, which is currently known as the
Black-Scholes-Merton model. It should be noted that in 1997 the importance of the
model was recognized by receiving the Nobel Prize in Economics.

The fundamental idea of the Black-Scholes model is to build a portfolio formed
by the option and its underlying asset. Then with a specif hedging strategy, the
portfolio can be converted into risk-free. However, the hypotheses that are assumed
in the construction of the model are not entirely correct when the model is translated
into practice. We emphasize that the assumption of the continuity of hedged is
impossible in practice. As a result of the hedging in discrete time, the portfolio is
not free of risk as the model assumes. This fenomenon was studied by Phelim P.
Boyle and David Emanuel in 1980 for a European vanilla option.

In this memory we will study the process of deduction of the basic Black-Scholes
model and their extension for options with several underlying assets. Afterwards, we
will examine the evaluation of the Margrabe option and the Quanto option. Finally,
we will analyze the discrete time hedges error for these two types of options.

Resumen

Los autores Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton, desarrollaron una
teoria para la valoracion de las opciones Europeas, que actualmente se la conoce
como modelo de Black-Scholes-Merton. Cabe destacar que en 1997 se reconocié la
importancia del modelo recibiendo el Premio Nobel de Economia.

La idea fundamental del modelo es construir una cartera formada por la opcién
y su activo subyacente. Luego mediante una estrategia de cobertura, es decir, com-
prando o vendiendo una cierta cantidad de activos, se puede convertir la cartera
en libre de riesgo. Sin embargo, las hipdtesis que se asumen en la construccion del
modelo no son del todo correctas cuando se traslada el modelo a la practica. Desta-
caremos en el trabajo que el supuesto de la continuidad de la cobertura es imposible
de cumplir en la practica, ya que esta se realiza siempre necesariamente en tiempo
discreto.

A consecuencia de la cobertura en tiempo discreto, en la préactica no se consigue
una cartera libre de riesgo tal como supone el modelo, sino que se generan unas
pérdidas o beneficios sobre la cartera que denominamos error de cobertura. Este
fenémeno fue estudiado por Phelim P. Boyle y David Emanuel en 1980 para una
opcion vainilla Europea.

En este trabajo estudiaremos todo el proceso de deduccién del modelo bésico
de Black-Scholes y la extensién de este modelo para opciones con varios activos
subyacentes. Posteriormente, examinaremos la valoracion de dos opciones en con-
creto, la opcién Margrabe y la opciéon Quanto. Finalmente, analizaremos el error de
cobertura en tiempo discreto para estos dos tipos de opciones.
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1. Introduccién

Desde muy pequeno ya me llamaba mucho la atencion el mundo de las finanzas.
Veia en las peliculas que hay personas que son capaces de predecir o intuir los movi-
mientos de las acciones y gracias a ellos generar grandes beneficios. Entonces en el
momento de pensar un tema sobre el TFG, lo primero que se me planteo es estudiar
y investigar sobre el mundo de las finanzas con los conocimientos matematicos y
financieros adquiridos durante las dos carreras.

Durante la busqueda he encontrado el modelo de Black-Scholes, en el que se
expone que bajo unos supuestos y resolviendo una ecuacion en derivadas parciales
se puede obtener el precio de una opcion. Me pareci6 muy interesante el modelo
porque se requerian tanto herramientas matemaéaticas avanzadas como financieras
para poder entenderlo.

Después de hablar con Josep Vives y Oriol Roch, acordamos también estudiar la
extension del modelo de Black-Scholes para opciones con varios activos subyacentes.
Porque en el modelo béasico solo se estudia el caso de una opcion vainilla Europea,
pero en la practica existen muchas opciones que dependen de més de un activo
subyacente. Concentraremos el estudio en dos opciones especificas que son la opcién
Margrabe y la opcién Quanto. La opcién Quanto es muy habitual en la préactica,
porque sirve para cubrir el riesgo de cambio de divisas cuando se invierte en una
opcion donde su activo subyacente esta cotizando en una moneda extrajera. Y la
opcion Margrabe permite intercambiar el rendimiento de un activo por el de otro
en el vencimiento de la opcidn.

Ademas el profesor Oriol Roch me comenté que uno de los supuestos del modelo
de Black-Scholes es imposible de cumplir en la practica, que es hacer la cobertura
en tiempo continuo. Consecuentemente, cuando se hace la cobertura en la practica
se generan errores. Esto ya fue estudiado por Phelim P. Boyle y David Emanuel
para una opcion vainilla Europea publicado en 1980 en el articulo de Discretely
adjusted option hedges. Pero para las opciones Margrabe y Quanto todavia no se
ha analizado este error. Por eso pretendemos estudiar y analizar el comportamiento
del error para estos dos casos.

Cabe destacar que el error que se genera en base a la cobertura en tiempo
discreto es importante. Porque en el modelo de Black-Scholes se construye una
cartera libre de riesgo aplicando una estrategia en concreta en tiempo continuo.
Pero si en la practica el tiempo es discreto, la cartera no sera libre de riesgo y
entonces la valoracion tedrica del precio de la opcién no seria del todo correcto. Por
lo tanto es muy importante saber cuantificar y analizar este error.



Estructura de la Memoria

Para poder conseguir nuestro propédsito tenemos que definir previamente algunas
nociones matematicas y financieras. En la primera seccién mencionamos el entorno
financiero en el que trabajamos, los mercados financieros. Después definimos la
nocién matematica de proceso estocastico y el Lema de [t0, para realizar los calculos
bajo el modelo de Black-Scholes. Una vez que disponemos de todas las herramientas,
ya podemos deducir la ecuacién y la férmula de Black-Scholes para una opcién
vainilla Europea. También deducimos la ecuacion y la férmula para una opcion con
pago de dividendos y una opcion sobre divisas, ya que estos dos casos son esenciales
en el caso del estudio de la opcién Quanto.

Con estos preparativos ya estamos listo para llegar a nuestros objetivos. En la
seccién cuatro generalizamos la ecuacién de Black Shocles para una opciéon con
varios activos. Luego determinamos el precio de la opcién Margrabe y la opcion
Quanto, transformando la dependencia de dos activos subyacentes al caso de uno
con un cambio de variable en cada caso.

Finalmente, teniendo los precios de la opcion Margrabe y la opcion Quanto y
asimilado el modelo de Black-Scholes, ya podemos analizar el error de cobertura en
tiempo discreto de estos dos opciones y realizar una simulaciéon para comprobar los
resultados del analisis.



2. Introduccion al mercado financiero

El mercado financiero es el lugar fisico o virtual donde se realizan los intercambios
de instrumentos financieros entre los agentes economicos. Dependiendo de las ofertas
y demandas de los agentes se determinan los precios de los activos. Existen muchos
tipos de mercados, pero los mas relevantes para este trabajo son el mercado de las
acciones, el mercado de divisas y el mercado de derivados.

2.1. El mercado de acciones

Tal como indica el nombre, este mercado hace referencia al lugar donde se com-
pran y venden las acciones. Una accion es una parte alicuota en que se divide el
capital social de una empresa, y proporciona a su propietario varios derechos. El
derecho mas importante desde de punto de vista de la valoracién es el derecho a
recibir dividendos. En el Capitulo 4, explicaremos como el dividendo puede hacer
variar el precio de una accién.

En todo el texto, consideramos que las acciones sigue un movimiento aleatorio.
Es decir, que no podemos predecir el valor de una accién de forma determinista. Por
lo tanto, tendremos que modelizar la variacion del precio con un proceso estocastico.

2.2. El mercado de divisas

El mercado de divisas o del tipo de cambio es el lugar donde se fijan los precios
de las monedas en relacion a otras. Una de las funciones méas destacada de este
mercado es que permite la cobertura de riesgos debido al tipo de cambio cuando se
invierte con monedas extrajeras.

Es importante tener en cuenta que las relaciones de cambio entre diferentes
monedas tienen que ser consistentes. En otras palabras, si tenemos la relacién de
cambio entre la moneda A y la moneda B, y también de B a C, entonces las relaciones
A/B, B/C y C/A tienen que ser coherentes, es decir, que no existan oportunidades
de arbitraje (conseguir beneficios inmediatos) entre estas.

Las fluctuaciones de los tipos de cambios son imposibles de predecir, es decir,
también siguen un movimiento aleatorio. No obstante, existe un vinculo entre el tipo
de cambio y el tipo de interés de los paises correspondientes. Si el tipo de interés de
pais A esta aumentado mientras que el de pais B se mantiene fijo, entonces es muy
probable que el tipo de cambio de la moneda B se deprecie respecto la moneda A.



2.3. El mercado de derivados

En el mercado de derivados se negocian los instrumentos financieros cuyo valor
deriva de la evolucion del precio de otros activos. Denominamos estos activos como
activos subyacentes. Los mas comunes son las acciones, los tipos de cambios, los
indices y las tasas de interés.

La contratacién de un derivado es a plazo, se establecen todos los detalles de
la transaccién en el momento del acuerdo, mientras que el intercambio efectivo se
produce en un momento futuro. Por esta caracteristica, los derivados muchas veces
son utilizados para cubrir riesgos futuros.

Los derivados mas usuales son los futuros, las opciones y los swaps. Resaltamos
las opciones, ya que es el instrumento financiero que estudiaremos en todo el trabajo.
En la Seccién 3 veremos el modelo de Black-Scholes para deducir su precio.

2.3.1. Opciones financieras

Primero de todo hay que destacar que existen dos tipos de opciones: las de
compra y las de venta.

Definicién 2.1. La opcion de compra ofrece al tenedor el derecho a comprar el
activo subyacente en una fecha futura a un precio especifico previamente pactado.

Definicién 2.2. La opcion de venta ofrece al tenedor el derecho a vender el activo
subyacente en una fecha futura a un precio especifico previamente pactado.

En el mercado de derivados solemos denominar la opcién de compra como call y
las opcion de venta como put. Y por otro lado, el precio de compra o de venta que
establecemos en el contrato se conoce como precio de ejercicio (F) y la fecha futura
de la operacién como fecha de vencimiento (7"). También se utiliza la posicién larga
para referirse a la compra de un instrumento financiero y la posiciéon corta para la
venta.

Ademas la opcién puede ser de tipo Europea o Americana. Una opciéon Euro-
pea tan solo se puede ejercer en la fecha de vencimiento, mientras que la opcion
Americana se puede ejercer en cualquier momento de la vida de la opciéon. Como
que el modelo inicial de Black-Scholes es para una opcién Europea, consideraremos
siempre que las opciones son de tipo Europeo.

Es importante hacer énfasis en que una opciéon brinda al tenedor un derecho.
En otras palabras, el tenedor en el dia de vencimiento, puede no ejercer la opcién
cuando se encuentra en una situaciéon desfavorable para él. Por ejemplo, en el caso
de una call si el precio de ejercicio es superior al precio de mercado ne el dia de
vencimiento, el tenedor no ejercera la opcion. Mientras que en el caso de un put, el
tenedor no ejercera la opcion cuando el precio de ejercicio sea inferior al precio de
mercado del activo subyacente.



Notacion 2.3.

Si: El precio del activo subyacente en el instante .

E: El precio de ejercicio.

T: La Fecha de vencimiento de la opcién.

St: El precio del activo subyacente en la fecha de vencimiento.

C': El valor de una opcién call Europea.

P: El valor de una opcién put Europea.

Observaciéon 2.4. El valor de una opcion call Europea en el dia de vencimiento es
el maximo entre Sy — E y 0.

C(Sy,T) = méx(Sy — E,0). (2.1)

Y el valor de una opcién put Europea en el en el dia de vencimiento es el maximo
entre £ — Sp y 0.
P(Sr,T) = méx(E — St,0). (2.2)

En efecto, en el caso de una call, si en el instante T tenemos que St > FE, el tenedor
ejercera la opcion porque conseguiria un beneficio positivo de Sy — E. Por otro
lado, si en T" tenemos que E > Sr, el tenedor no ejercera la opcion, ya que si
ejerce, obtendria una pérdida de £ — St. Entonces el valor de una opcion call en
el vencimiento es el maximo entre St — E y cero. Aplicando el mismo argumento
para la put obtenemos la Ecuaciéon 2.2.

Proposicién 2.5. Sea C(S,t) el precio de una opcion call en el momento t con un
precio de ejercicio E y una fecha de vencimiento T y P(S,t) una opcion put en el
momento t con las mismas condiciones que la call. Entonces se cumple que

C(S,t) — P(S,t) = S, — Ee "0, (2.3)
Esta relacion se denomina paridad call-put.

Demostracion. Suponemos que tenemos una cartera II compuesta por una posicién
larga de una accién, una posicion corta de una opcion call y una posicion larga de
una opcién put con las condiciones descritas en la proposicién. Tenemos

Ht - St + P(S, t) — C(S, t)
Usando la Observacién 2.4, el pago de esta cartera en el vencimiento es

S+ méx(FE — 5,0) — max(S — F,0).



Separamos la ecuacién en funcion de las dos situaciones que se pueden dar entre el
precio de ejercicio y el precio del activo en la fecha de vencimiento:

Sr+(E—Sp)—0=E si Sr<E,
Sr+0—(Sr—E)=E si Sr>E.

Esto resulta que el pago de la cartera es E en los dos casos. Si actualizamos este
importe al instante ¢, tendremos Fe 779 ! y esto demuestra la relacién de paridad
call-put.

La conclusion es que comprando una opcién call y vendiendo una opcién put
obtenemos el mismo rendimiento que comprando el activo subyacente e invirtiendo
una cantidad E que recibe un interés r. U

2.4. Valor temporal del dinero

Uno de los conceptos fundamentales en finanzas es que el dinero tiene un valor
diferente en el tiempo. El valor de una unidad monetaria es mayor ahora que el ano
siguiente, por la preferencia de liquidez, es decir es preferible tener el dinero hoy
que dentro de un ano. Por otro lado el poder de adquisicién futura es menor por la
tasa de inflacién y también el propietario de la unidad monetaria puede invertir su
dinero en productos financieros para incrementar su valor asumiendo ciertos riesgos.

No obstante, en la teoria se asume que hay ciertas inversiones que son libres
de riesgo. Por ejemplo, inversiones en una letra del tesoro, un bono del Estado de
un pais so6lido o depdsitos en un banco consideramos que son libres de riesgo. Si
consideramos que el banco o el Estado nos paga una tasa de interés r durante un
periodo ¢t con n pagos, entonces podemos calcular el valor futuro de la inversién

inicial M como o
M (1 + f) .
n

Ahora en vez de tener n pagos, tenemos infinitos pagos, es decir, n tiende hacia
infinito. Entonces el valor futuro sera

, r\nt ; r
lim M (1 + —) = lim Memtos+n) — pfert,
n—oo n n—00

Este proceso recibe el nombre de capitalizacion continua y el interés del bono o del
banco se denomina interés libre de riesgo.

Otra forma de deducir la capitalizacion continua es utilizando ecuacion diferen-
cial. Sea M (t) la cantidad de dinero de la inversién inicial. Usando el teorema de
Taylor al tiempo t + dt, tenemos que la variacion de la inversién es

_aM

M(t+dt)—M(t)~Edt+...

Ignoramos los términos superiores de la serie de Taylor.

IExplicaremos este concepto en el apartado del valor del dinero en el tiempo.



Por otro lado, sabemos que el interés que percibimos tiene que ser proporcional a
la cantidad invertida por el tipo de interés durante la variacién dt. Asi que igualando
los dos expresiones:

dM(t)
——dt =rM(t)dt.
o rM(t)
Esto nos lleva a la ecuacién diferencial ordinaria
dM(t)
=rM(t).
o rM(t)

Resolviendo esta ecuacion obtenemos

i = )

o (37151 ) =it =0

Aplicamos el exponencial a los dos lados y conseguimos

Si suponemos que en el momento inicial tenemos una cantidad M, es decir,
M (0) = M, entonces el importe en el momento ¢t es Me™. Fijamos que este resultado
es el mismo que habiamos obtenido al tender n hacia el infinito en el proceso de
capitalizacion continua.



3. Aleatoriedad del activo y el calculo estocastico

Primero de todo, suponemos que no sabemos con precision el precio futuro de
un activo financiero, dicho de otro modo, no podemos predecir con exactitud la
evolucion del precio. Esto es porque consideramos que existe un factor aleatorio
en la evolucién del precio. Y decimos que este factor aleatorio sigue un proceso de
Wiener que definiremos en la primera parte de este capitulo.

Por otro lado, para poder trabajar con variables aleatorias es imprescindible
emplear técnicas de calculo estocéastico, por eso en la segunda parte de este capitulo
estudiaremos algunas nociones fundamentales de este campo.

3.1. El proceso de Wiener

Definicién 3.1. Un proceso de Wiener W (t), o movimiento Browniano, definido
en un intervalo [0,T] es un proceso estocdstico en tiempo continuo que cumplen las
siguientes propiedades:

1. W(0) = 0.
2.Vt >0,Vh >0, W(t+ h) —W(t) es independiente de W (t).
3. ¥t >0,Yh >0, W(t+ h) —W(t) sigue una distribucion N(0,h).

Observacion 3.2. La Propiedad 2 expresa que el valor futuro de la variable W (¢ +
h) solo depende de su valor actual W (t), no siendo afectada por sus valores pasados.

Definicién 3.3. Una sucesion de variable aleatoria X,, converge en media cuadrdti-
ca a una variable aleatoria X (que puede degenerar en un costante) cuando se cum-
ple:
lim E[(Xn - X)Q] —0.
n—o0
Propiedad 3.4. Variacion cuadrdtica
Sea W(t) un proceso de Wiener definido en un intervalo [0,t]. Si dividimos el

intervalo en n partes iguales con t; = % yj3=0,1,....,n, entonces

ggozn: (W(tj) - W(tj_1)>2 =1.

Demostracion. Para validar este resultado, examinamos el siguiente término

E <Z(W(tj> —W(tj)* - t>

J=1



Expandiendo el cuadrado tenemos que

B D (W(t) = W(t))' +23 3 (W(t) = W(tia) (W (t) = W(t))°
— 2ti(W(tj) —W(tj_1))* + 2], (3.1)

j=1

Usando la propiedad 3 de la definicién del proceso de Wiener, vemos que el término
W(t;) — W(tj—) sigue una distribucién normal de esperanza cero y varianza &2

Por lo tanto,

BIW (L) — Wt )] =

Utilizando la propiedad del calculo de momento de la distribucién normal se obtiene?

E[(W (L) — W(t;0)] = o

n2

Substituyendo en la equacion 3.1, obtenemos una expression que depende de t y n:

3t2 t? t 2t2 1
n—+nn—-1)——2tn—+t*="-=0(—-|.
n? n? n n n

Como n — oo, esta expression tiende a cero.
Esto significa que la varianza de (Z?:1(W(tj) — W(tj—1))* — t) es cero?, y por lo
tanto

ggﬂgjj (W(tj) - W(tj_l))2 =t.

3.1.1. El modelo estocastico para el precio de un activo

Consideramos que el movimiento del precio de un activo financiero contiene un
proceso de Wiener X (), denotando dX(t) como la variaciéon de este proceso, y
describimos la siguiente ecuacion como su variacion:

dS(t) = pS(t)dt + o S(t)dX (t). (3.2)

Esto es una ecuacién diferencial estocastica, donde p es la rentabilidad y o la vola-
tilidad. Ademas, como X (t) es un proceso de Wiener, esto implica que dX (t) sigue
una distribucién normal de esperanza cero y varianza dt.

2La varianza de W (t;)—W (t;_1) es t; —t;_1. Substituyendo t; = ;t ytji—1= %71”7 obtenemos
que la varianza es igual a %

3Si X ~ N(u,0), entonces E[X2¥] = (;Tkk)!!ozk. Asf que E[X*] = 30%.

4Si la varianza de una variable es cero, esto implica que todos sus valores son iguales a la
esperanza de este variable. Asi que Y7_ (W (t;) — W (t;j—1))* —t es igual a cero.



La rentabilidad p es el rendimiento esperado sobre un activo financiero y supo-
nemos que es constante, porque en un intervalo corto de tiempo, su valor no varia

a grandes rasgos. Sean Sy, ...,S, los precios de un activo durante un periodo de
tiempo tal que el rendimiento R; entre S; y S;y1 es
o Si— S
‘ S;_10t
parat=0,...,ny 0t es el tiempo que transcurre entre S;_; y .5;.

Entonces, una forma simple de calcular la rentabilidad del activo es utilizando
la media muestral de los rendimientos.

n

1

i=1

La volatilidad mide la fluctuacion de los movimientos del activo respecto a su
media en un periodo de tiempo. En otras palabras, este factor nos ayuda a cono-
cer la estabilidad del activo. Una manera de medir la volatilidad es calculando la
desviacion tipica de los rendimientos del activo,

1 —
7= e o 2 B

i=1

donde R es la media de los rendimientos

R:

S|

=1

Una vez definidos estos conceptos, ya podemos interpretar la ecuacion diferen-
cial estocastica 3.2 como la variacién del precio de un activo que depende de su
rendimiento esperado por el periodo de tiempo més la volatilidad del activo por un
factor aleatorio y todo proporcional a su precio inicial.

Observacion 3.5. La ecuacion diferencial estocéastica de la variacion del precio de
un activo se escribe en tiempo discreto como

5S(t) = uS(t)st + oS(t)potz, (3.3)

donde 6t es el incremento de tiempo y ¢ una variable aleatoria que sigue una
distribucién normal de esperanza cero y varianza uno.

Podemos considerar que el término ¢(5t% en tiempo discreto es el factor equiva-
lente a dX (t) en el proceso aleatorio en tiempo continuo, es decir,

dX(t) ~ pétz.

Observemos que la esperanza de los dos términos es cero y que la varianza de d.X ()
es dt y la de gbét% es Ot.
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3.2. La ecuacion diferencial estocastica

Definicién 3.6. La integral estocdstica de un proceso estocdstico f(71) en el inter-
valo [0,1] es

Gt) = [ FRAX(r) = lim 3 Flty-)(X (1) = X(t5-0),

donde t; = 1.

n

Notacién 3.7. Para simplificar, es muy comun utilizar una notacion mas corta,
escribiendo la diferencial de la integral estocdstica como

dG = f(t) dX(t).
Observacién 3.8. La ecuacion diferencial estocastica 3.2
dS(t) = pS(t)dt + oS(t)dX (1),

es la versién en notacion corta de la siguiente expresion:
t t
S(t) = / S (r)dr + / oS(r)dX (T).
0 0

Proposicién 3.9. FEl limite de (dX (t))? se comporta como dt cuando dt — 0.

Demostracion. Utilizando la variacién cuadratica, tenemos que

Ji%i (X(tj) - X(tj_1)>2 — 1.

Jj=1

Reescribimos la expresion anterior como
t
/ (dX(t))* =t.
0

Asi que cuando n tiende a oo, es decir, dt tiende a 0, se satisface
(dX(t))? = dt.

g

Con la definicién de la integral estocastica y la Proposicién 3.9 ya podemos
estudiar el Lema de [to para calcular la diferencial de procesos estocasticos.
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3.3. Lema de Itd

El Lema de It6 es una concepto fundamental en los célculos de procesos estocasti-
cos. Sea f una funcién continua y X (¢) un proceso estocdstico, entonces usando el
Lema de It0, la diferencial de f es
df 1d*f

TedX 4 ot (3.4)

Para simplificar la notacién utilizamos dX (t) = dX.

df(X) =

Una forma heuristica de deducir este lemma es utilizado el teorema de Taylor.
Este método no es del todo riguroso, pero es muy intuitivo y facil de entender.
Aplicando el teorema de Taylor a f(X), obtenemos

a*f

df 2
T+ §dX2dX

Pasando el f(X) al otro lado, se obtiene f(X 4+ dX) — f(X), que es la variacién de
f, entonces tenemos

FX +dX) = f(X) +

1 2
W gx 4 L4

dXx?
aX sax2® T

df(X) =

Tenemos que dX ~ V/dt cuando dt tiende a cero, esto implica que el orden
de dX = O(V/dt) cuando dt — 0. Consideramos que todos los términos que son
mas pequeno que dt son despreciables. Asi que ignoramos los términos de orden
superiores de la serie de Taylor, ya que son mas pequeno que dt. Y aplicando la
propocicion 3.8, la diferencial de f es

2
af —dX + —ﬁdt

4rX) = dX 2dX?

3.3.1. Lema de It6 para el precio de un activo

Recuperamos la ecuacién 3.2 simplificando su notacién, escribiendo
dS = pSdt + oSdX,
y f(S) es una funcién continua y derivable, entonces la diferencial de df (S) es

df 1d2f .,
a5+ 5 ggdd

Expandiendo el término dS?, obtenemos

dS? = 2 S2dt? + poS*dtdX + o*S*dX?.

df () =

Como que dt? < dXdt < dt < dX, cuando dt — 0, entonces los dos primeros
términos los despreciamos, y utilizando dX? = dt, finalmente obtenemos

dS? = o*S%dt.
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Entonces la diferencial del precio de un activo es

df 1 2co f
—dS + S*—=
ds dsS g2’
En la mayoria de los casos, las funciones financieras por lo menos dependen de
dos variables, una estocastica y otra determinista que es el tiempo. Representamos
estas funciones como V'(S,t). Esto nos lleva a usar derivadas parciales. Entonces la

diferencial de V es

df (5) =

OV VL, G0
AV = Zodt + SedS + S0’ St

3.3.2. Lema de It6 multidimensional

En el mundo financiero, hay muchos productos que dependan de 2 o mas acti-
vos. Por consiguiente, es importante conocer el Lema de Ito para una funcién de
varias variables. Sea V(Si,...,S,,t) una funcién continua tal que para cada activo
subyacente se cumple

con u;, o; constantes y dX; la diferencial de un proceso de Wiener y su diferencial
sigue una distribucién normal con esperanza cero y varianza dt.

Ademads, asumimos que cada par de variables estocdsticas dX; y dX; estan co-
rrelacionadas por un constate p;;, satisfaciendo

—1<p; <1

Es decir que la covariacién entre dX; y dX; es

Escribiendo en notaciéon corta, tenemos que

Observacién 3.10. Sii = j, la p es igual a uno, entonces dX? = dt. Podemos ver
que este caso corresponde a la variacion cuadratica.

Para ilustrar todas las correlaciones podemos construir la matriz siguiente

I pi2 ... pin
pa1 1 ... pag
Pn1l Pn2 .- 1

Esta matriz es simétrica, es decir p;; = pj;.
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Ahora calculando la variaciéon de V(Sy, ..., S,,t), tenemos que

ZzasastdS

=1 ]7

Expandiendo los términos dS;dS; y utilizando la variacién cuadrética y la covaria-
cion, el Lema de Ito para multiples variables es

ov 1% 0*V
:Edt—'—;@ ZZJZUJpW j@S@Sdt

7,1]1

Con todos estos nociones previos definidos, ya podemos estudiar el desarrollo
del modelo de Black-Scholes, la resolucion de la ecuacion de Black-Scholes y exami-
nar la generalizacion del modelo de Black-Scholes para opciones con varios activos
subyacentes.

14



4. El modelo de Black-Scholes

En este capitulo, primero definiremos las hipdtesis para el modelo de Black-
Scholes de una opcién estandar Europea. Luego derivaremos la ecuacién diferencial
en derivadas parciales de Black-Scholes con la construccién de una cartera libre de
riesgo utilizando un método de cobertura en concreto. Finalmente resolveremos esta
ecuacién mediante cambios de variables y con la solucion de la ecuacién del calor
obtendremos el precio tedrico de la opcidn.

4.1. Las hipdtesis del modelo de Black-Scholes

Fisher Black, Myron Scholes y Robert Merton en la construccion del modelo para
la valoracién de una opcion estandar habian asumido una serie de supuestos, que
se les conoce como las hipdtesis del modelo de Black-Scholes y las mencionaremos
a continuacion:

1. El precio de un activo financiero sigue un modelo log-normal con p y o cons-
tantes.

No hay costes de transaccion en la compra-venta de activos.
El activo subyacente de la opcién no paga dividendos.

No existen oportunidades de arbitraje en el mercado.

S

Los inversores pueden pedir préstamos al banco con el interés libre de riesgo
r constante.

6. El activo es divisible, es decir, se permite la compra-venta de cualquier canti-
dad del activo subyacente.

7. El tiempo de las operaciones es continuo.

Entre estos supuestos, existen algunos que en la practica no son del todo realis-
tas. Por ejemplo, normalmente en el mercado existen costes de transaccién o la
volatilidad del mercado es altamente inestable.

La idea basica del modelo de Black-Scholes se basa en eliminar el término alea-
torio de la opcion con el término aleatorio de su activo subyacente mediante una
composicion concreta de una cartera. Esta cartera estara formado por una opcién y
una cierta cantidad del activo subyacente. Veremos que con una cantidad determina-
da del activo subyacente se logra obtener una cartera libre de riesgo y denominamos
cobertura la cantidad del activo subyacente que se necesita para conseguir la cartera
libre de riesgo.

Destacamos el supuesto de continuidad, a consecuencia de este supuesto la co-
bertura de la cartera también tiene que ser en tiempo continuo. Sin embargo, en la
practica es imposible hacer las coberturas en tiempo continuo. En el ultimo capitu-
lo analizaremos las consecuencia de la cobertura en tiempo discreto, intentando
cuantificar y ver los efectos que tienen para unas opciones especificas.
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Observaciéon 4.1. En términos financieros, nunca deben existir oportunidades de
arbitraje en el mercado, es decir, ningtin individuo debe poder obtener beneficio
inmediato sin riesgo aprovechado las oportunidades de transaccién. Mejor dicho,
esas oportunidades no puede existir durante un intervalo significativo de tiempo.
Los movimientos de los precios eliminan esas oportunidades en un intervalo muy
corto de tiempo para que nadie puedan explotarlas.

En los supuestos asumimos que el precio del activo sigue una distribucién log-
normal, esto es f(S) = logS y por lo tanot la variacién de S sigue la Ecuacién
3.2

dS = pSdt + oSdX.

Entonces utilizando el Lema de Ito la diferencial de f queda como:

_df 1, ,d%f 1 1,
df(S) = deS+2J S dS2dt = S(uSdt+JSdX) 50 dt
dF(S) = (1 — %JQ)dt + odX. (A1)

4.1.1. Cartera libre de riesgo

Casi en todos los modelos financieros aceptamos la existencia de una inversién
sin riesgo que garantiza un rendimiento sin posibilidad de pérdida. Un ejemplo so-
bre este tipo de inversion es la compra de un bono del Estado o un depdsito en un
banco. Denominamos el interés del Estado o del banco como interés libre de riesgo.

Proposicion 4.2. Sea Il una cartera libre de riesgo, r el interés libre de riesgo,
entonces la variacion del valor de la cartela tiene que ser igual al rendimiento del
interés libre de riesgo.

dIl = 11 dt. (4.2)

Demostracion. Un principio del mercado financiero es que el rendimiento de una
cartera libre de riesgo tiene que ser igual que el rendimiento de las inversiones que
consideramos libre de riesgo. Dicha de otra forma, todas las carteras libre de riesgo
tienen el mismo rendimiento.

Para demostrar esto, consideramos las dos posibles situaciones. Primero, si el
rendimiento de la cartera libre de riesgo es superior que el interés libre de riesgo,
entonces podemos hacer un préstamo al banco® y luego invertir en esa cartera para
obtener una ganancia. Pero como que habiamos considerado la no existencia de
arbitraje, esta situacién no puede suceder.

Ahora bien, la segunda situacién es que el rendimiento de una cartera libre de
riesgo es menor que el el pago del interés libre de riesgo que proporciona otras
inversiones, entonces légicamente no invertiremos en esa cartera. Por lo tanto los
dos rendimientos tienen que coincidir para cumplir todos los hipotesis. U

5Por el supuesto 5, podemos hacer préstamos al banco con el interés libre de riesgo.
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4.2. La ecuacion de Black-Scholes

Ahora mostraremos el proceso de deducciéon de la ecuacion de Black-Scholes
mediante la construccion de una cartera libre de riesgo.

Sea V/(.S,t) una opcién estandar FEuropea tal que S es el activo subyacente y su
comportamiento esta descrito por la Ecuacion 3.2

dS = pSdt + 0SdX.

Ahora componemos una cartera II que consiste en una opcién V(S,¢) y una cantidad
—A del activo subyacente. Asi que el valor de esta cartera es

= V(S,t) — AS.

Con el paso del tiempo, la variacién de la cartera es dada por la siguiente ecuacion:

dll = dV — AdS.
El valor dV' lo habiamos calculado utilizando el Lema de Ito y era igual a
oV oV 1 0?V
dV = —dt + ——=dS + -0>5*—
o Tas™ 37 g

Substituyendo los valores de dS y dV, y sacando factor comtn de los terminos dt y
dX, obtenemos

ov ov 1 o*V ov
= (== A 262 — — A dX.
J (aﬁ S(as ) 5852>dt+<85 >d

Una vez agrupados los términos que dependan del factor aleatorio d.X, se puede ver
que escogiendo un determinado valor de la A, podemos eliminar el término aleatorio
dX. La eleccion de esta A le denominamos cobertura.

Claramente la cobertura debe ser

oV
A= 55" (4.3)
para eliminar el movimiento aleatorio dX. Esto es una cobertura dinamica, es decir,
la cobertura se lleva a cabo en tiempo continuo. Una vez obtenido una cartera libre
de riesgo, se aplica la Proposicion 4.2. El rendimiento tiene que ser igual al interés

libre de riesgo. Entonces tenemos dos expresiones para la variacion de la cartera:

(V1,0
dH_(at SaS)dt

dll = rlldt =r (V Sa—v) dt.

oS
Igualando las dos ecuaciones logramos obtener la ecuacién de Black-Scholes
8V 1 2 0?V ov
S* oy 1SS —rV =0. 4.4
o 952 "5 " (4.4)

Esta es una ecuacion en derivadas parciales, que resolveremos mas adelante.
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4.2.1. El significado de los términos de la ecuacion de Black-Scholes

El primer término de la ecuacion de Black-Scholes es la derivada parcial del valor
de la opcién respecto al tiempo, y se denomina theta:

oV

(4.5)
Theta es el gradiente de la opcidon respecto al tiempo. Dicho de otro modo, mide la
velocidad de cambio del valor de la opcion respecto a la variacién del tiempo con el
precio del activo subyacente fijo.

La primera derivada del valor de la opcién respecto al precio del activo subyacente
se denomina delta,
oV
0S8’

Notemos que la delta es igual a la cobertura para conseguir la cartela libre de
riesgo y por esta razén llamamos a A la cobertura delta. Esta derivada mide la
variaciéon relativa de la opcion cuando existe una variacion del activo subyacente
con el tiempo fijo.

A (4.6)

La segunda derivada de la opcion respecto al activo subyacente es la gamma.

A

=S5 (4.7)

Esta derivada indica que si la fluctuacion del activo subyacente es d.S, entonces la

fluctuacion de la delta serd I'dS. Es decir, mide la variacién de la cobertura ante
variacién del precio del activo subyacente.

Theta, delta y gamma, estas tres derivadas parciales las denominamos Griegas.
Escribiendo la ecuacién Black-Scholes en términos de las Griegas tenemos

1
O+ 50252F +7rSA -7V =0. (4.8)
Reordenando la expresién obtenemos
L 5o L 5o
@:TV—T‘SA—§O’ S F:T(V—AS)—EU S<T.
Dicho de otra manera
1
Theta = El valor de la cartera inicial por el interés — §U2S2F7

la variacién del valor de la opcién con el paso del tiempo es igual al interés libre de
riesgo por el valor de la cartera menos 025°T.
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4.3. La formula de Black-Scholes

En esta seccion resolvemos paso a paso la ecuacion de Black-Scholes para una
opcion call Europea y asi obtener su valoracion. Para una opcién put, el proceso de
resolucién es el mismo que el call pero cambiando la funciéon de pago en su venci-
miento.

Sea C(S,t) el valor de una opcién call Europea, donde S sigue un modelo log-
normal. Entonces podemos obtener facilmente la ecuacién de Black-Scholes para
una opcion call remplazando V(S,t) de la ecuacién 4.4 por C(S5,1).

aC 1, ,0°C  .0C B

Ademas con estas condiciones:

C(0,t) =0 t €10,00) (4.10)
C(S,T) = max(S — E,0) S € (0,00) (4.11)
é;rgo c(S,t) ~ S t €10,00) (4.12)

Para resolver esta ecuacién diferencial parcial,empleamos los siguientes cambios de
variables:

S=Ee, 1= %UQ(T ~8, O(S.) = BV(x,7).

Calculamos las derivadas parciales de V(x, 7) para después substituirla en la ecua-
cion inicial.

ov _acot1 2 9C

dr Ot OorE  Eo? ot

ov. CcoS1 SoC

9r 0S0rE EOS

62_1/_820051 80851_1 0*C , oC
or2 0820z E 9SOorE FE

Con el cambio, reescribimos la ecuacion inicial y las condiciones de contorno:
6 1 1, o
V(z,0)° = EC’(S, T) = Emax(S — F,0) = max(e” — 1,0)

C(Ee™,t)  C(0,t)
/7 7 _ ’ ) _ ) _

SCuando t — T, entonces 7 — 0.
"Cuando S — 0, then z — —oo0.
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A 5 i E~- —rEV = 4.1
8720+2 +raer0 (4.13)

ovil_ ., 1 ,[(0*V oV ov
ko (8:1:2 8x)

Ordenando y multiplicando por % la equacién 4.13, obtenemos la siguiente ecua-
cion:

8V_82V oV (2r 1) 2rV

"o T\ ) T (14)

Ahora hacemos otro cambio de variable. Sea
V(z,7) = ez, 1),

con a y b constantes. Posteriormente les daremos unos valores especificos.

Calculamos las derivadas parciales de la nueva variable.

ov 4 (LTI
= etEtbTy x, + _eaer T
or (z,7) or
oV +b g
— e(ll' Ta u x7 _'_ _e(ll' T
Ox (z,7) ox
0*V ou 0%u ou
__ax+br 2 ax+br ax-+br ax+br
gz ¢ ) e e e T
Para simplificar consideramos
3 2r
= ;.

Y substituyendo estas derivadas parciales en la Ecuacién 4.14, obtenemos que

ou ou  0%u du
bu(z, )+ 5 =0 u(z, ) + 2a% + 922 +(A—1) (% +a u(:c,7)> — Xu(z, 7).
(4.15)

Observamos que con una eleccién concreta de a y b podemos eliminar todos los
términos wu(z,7) y sus primeras derivadas parciales respecto x. Para encontrar los
valores de a y b con la caracteristica descrita, debe cumplirse que

b=a’+(\—1)—\ y 2a+)\—1=0.
Resolviendo, obtenemos

1—A A+ 1)2
=2 y b:—(%).

Substituyendo los valores de a y b en el cambio, tenemos que el cambio era

V(z,7) = e_%(’\_l)x_%(’\ﬂ)zu(x, 7).
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Asi que, con este cambio, convertimos la Ecuacién 4.15 en

ou  O0%*u

— = — 4.16
or  0x%’ ( )
con —co<r<oo y T>0.

Ademas, las nuevas condiciones de contorno son:
! 1
u(z,0) = méx(e2 M — 2Dz (),

lim w(z,7) = 0.
T—00

La ecuacion 4.16 es conocida como ecuacién del calor, y la solucién de esta ecuacién

€S
<z s>2

u(x, T)

2\/F ds. (4.17)

La resolucién de esta ecuacién es bastante compleja, se requieren conocimientos
sobre la transformacién de Fourier que no hemos explicado en este trabajo. Sin em-
bargo, el procedimiento de resolucién es muy conocido y para no alargar el trabajo
utilizamos el resultado directamente.

Una vez que tengamos la solucién de la ecuacion del calor, hacemos el cambio

s—x
\/27"

y substituyendo la condicion inicial en la solucion, obtenemos

'UJ\/ T 2
ug (wV2r +z)e” T Vordw

w =

u(z,T)

Ed

2/ maz (e’ wﬁ”)—e%(wﬁ”,())e’w;dw
NG

A (v ) - L (% a2
(wv2T+z)—"5 dw — / e 2 (wv2r+z)—% dw .
27T Vo Jo =
TV ~ NV -
Il 12

Observacion 4.3. En el ultimo paso hemos usado que

y entonces

Y en caso contrario
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Ahora considerando I; y I5 por separado, calculamos sus valores.

At
e 2

Al oo )
I, = / e WV2T=55 10
Ve g

e 1 og? [0 Lod)vEre— 2R o 1r ()2
= ——¢1 e2 271 dw

Var

_¢”’ 6}17(“1)2/ o3 W3 FVE? g

\/%
Haciendo el iltimo cambio, sea
1
p:w—é()\—i—l)\/?T dp = dw,
logramos llegar a ®
I = e%(A“‘l)x"’%To‘"‘l)QL /OO e_%ﬂ2dp
21 J 2 l(t)ver
2+ I(+1)V2r
— 3O Da+T(A+1)? 12_/ 20D e 2" dp
T J—c0
N?%)

_ e%()\Jrl)er%‘r()\Jrl)QN(dl)Q

con

x 1
dy = —=+ (A +1)V2r.
v A

El célculo para I es idéntico al de I;, excepto que (k+1) es remplazado por (k—1).
Entonces I, es
I, = e3O=DeHiTO-1% N(g,)

con

(A —1)V2r.

T
dy = —=+

V2r

DN | —

Sw=p+iA+1)Vor > — 5= entonces p > ——= — 1A+ 1)V2r.
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Por lo tanto el cambio u(z, ) era
1 1 2 1 1ra=1)2
u(I,T) _ €§(A+1)I+ZT()\+1) N(dl) . €§(A71)x+47()\ 1) N(dz)

Deshaciendo todos los cambios

1
V(z,7) =" x= log(%), T= 502(T —t), C=FEV(zx,T),

obtenemos que el valor de una opcién call Europea es

C(S,t) = SN(dy) — Ee " T"YN(dy), (4.18)
. log(2) + (r+ Lo?)(T —t)

' o/ (T —1)

g log(%) + (r—10*)(T 1)

’ o/ (T — 1) '

Para una opcion put Europea, se puede deducir su precio de la misma forma,
pero en este caso el pago es
A—1

u(z,0) = méx(e<7)m — e(%)x, 0). (4.19)

Pero la forma mas sencilla de deducir su valoracién es utilizando la relacién de
paridad call-put. Tenemos que

C—P=S5—Ee T
entonces substituyendo el precio de call, obtenemos que

P(S,t) = SN(dy) — Ee_T(T_t)N(ab) — S 4+ Be (Tt
= S(N(di) = 1) = BT (=N(dy) +1).

Para la distribucién Normal, tenemos que
Entonces el precio de una opcion put Europea es

P(S,t) = Ee " T"UN(—dy) — SN(—d,). (4.20)
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4.4. Dividendos

Hasta ahora hemos supuesto que el activo subyacente no paga dividendos. Sin
embargo, en la practica, muchos activos son con pagos de dividendos y el precio del
activo esta afectado por este pago. En consecuencia, el precio de la opcion también
se vera influido.

Ahora suponemos que el activo subyacente es con pagos de dividendos continuo
y constante con una proporcién D del activo. Es decir, pasado un tiempo dt, el
propietario del activo recibe una cantidad DSdt como pago de dividendos. A causa

de esto, el valor del activo es cada vez menor con el paso del tiempo por los pagos
de dividendos.

Recuperando la cartera inicial de la ecuacién de Black-Scholes, pero teniendo
en cuenta que ahora el activo subyacente es con pago de dividendos, la diferencial
aparecera un factor nuevo, causado por el efecto de este pago de dividendos.

Entonces la diferencial de la cartera para esta situacion es
dll = dV — AdS — DSAdt.

Substituyendo dV calculado anteriormente, tenemos que

o v 1., 0
at= g+ YVoas 12629 1 Ads — DSA.
ot T g T 37 gse

Vemos que para eliminar la variable aleatoria d.X, la eleccién de la cobertura tam-
bién tiene que ser

igual que en el caso del activo que no tiene pagos de dividendos.

Una vez que obtenemos una cartera sin riesgo, la igualamos al rendimiento del
interés libre de riesgo. Reordenando los términos logramos obtener la ecuacién de
Black-Scholes para una opcién Europea con pago de dividendos.

v 1, ,0°V oV
il zZ —_D\SZ— _ = 0. 4.21
at+205852+(7’ )S(‘?S rV =0 ( )

Si consideramos una opciéon call Europea con pagos de dividendos, entonces la
condicién de contorno cambia y ahora es

lim C(S,t) ~ Se~PT=Y,

S—o0
En el limite S — oo, el valor de la opcion es equivalente al activo pero descontando
los efectos de los dividendos. Para resolver la ecuacién diferencial parcial 4.21 se
siguen los mismos pasos que para la ecuacion de Black-Scholes bésica, solo que el in-
terés r es remplazado por r— D y teniendo en cuenta la nueva condicién de contorno.
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Con la nueva condicion de contorno obtenemos
C(S,t) = e PTDC (S, 1),

donde C4(S,t) satisface la ecuacién de Black-Scholes béasica remplazando r por
(r — D). Entonces el valor para la opcién call Europea con pagos de dividendos
continuo y constante es

C(S,t) = e PTDIN(dyp) — Ee "IN (dyp), (4.22)

con
log 2 + (r— D+ Lo?)(T —t)

dop = dip —ovVT —t.
Um Yy 2D 1D

dlD =

4.5. Divisas

Por la internacionalizacién, el comercio exterior y la facilidad de inversion en
cualquier pais, la importancia de las divisas es enorme, y saber cuantificar el valor
de una opcién sobre divisas es substancial para cubrir los riesgos ante movimientos
de tipo de cambio.

Primero de todo, veamos que cuando invertimos en divisas ademaés de los factores
rendimiento y volatilidad de la divisa, existe otro factor influyente que es el interés
libre de riesgo extranjero ry. La explicacién de este factor es similar a un activo con
pago de dividendos. Cuando invertimos en divisas, es decir comprando una cantidad
de moneda extrajera, podemos invertir esa cantidad de moneda en una inversion
libre de riesgo obteniendo una rentabilidad 7.

Entonces, conceptualmente, una opcion sobre divisas esencialmente es equivalen-
te al pago de dividendos continuo y constante, donde el dividendo D es remplazado
por el pago del interés continuo y constate 7.

Asi que en la diferencial de la cartera inicial aparecera el factor —r;AFdt y la
diferencial sera:

dll = dV(F,t) — AdF — ryAFdt,
donde F es el tipo de cambio y A es la cantidad de moneda extranjera.

En consecuencia, la ecuacion de Black-Scholes para una opcién de divisas es

o 1, ,0*V oV
- 4z - — — — =0. 4.2
at+205882+(r rf)SaS rV =0 (4.23)
En este caso, el valor de la opcion es
C(S,t) = e "M T DIN(dyf) — Ee " T"IN(dyy), (4.24)

con

log2 + (r—rp+ La?)(T -t
dlf: gE ( f 2 )( ) Yy dgf:dlp—O'\/T—t.
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5. Opcioén con varios activos subyacentes

En el ambito financiero, es muy comiin que un instrumento financiero dependa de
varios activos. Por eso en este capitulo generalizamos la ecuacién de Black-Scholes
para una opcion con multiples activos.

Sea V(Si,..., Sy, t) una opcién Europea tal que para cada activo subyacente S;
se cumple

Con los mismos nociones que explicamos en el apartado de Lema de [to multi-
dimesional, tenemos que

paraVi,j=1,...,n

Ahora construimos la cartera inicial con la compra de una opcion y la venta de una
cantidad A; para cada activo subyacente S;. Tenemos

T =V(Si,..., 8.t = > AS..
=1

Aplicando el Lema de It6 multidimensional y agrupando por dt y dS;, tenemos que
la diferencial de la cartera es

- 0V ~ (OV
de(— —ZZUZU]pU jas(%,)dt Z(as Ai)dSi. (5.1)

=1 j5=1 =1

Evidentemente la eleccién de la cobertura es

ov

A= —
7 85’17

para cada activo subyacente y asi podemos eliminar todas las variables aleatorias
dX; y obtener una cartera libre de riesgo. Posteriormente, igualando la diferencial
de la cartera con el rendimiento del interés libre de riesgo, obtenemos

— —ZZUzO'j,OU ]8585 +r ZS —T’V:O. (5.2)

=1 j=1

Esta es la ecuacidén de Black-Scholes en versién multidimensional.

La resolucion de esta ecuacion generalizada es bastante compleja. Por consiguien-
te, solo lo resolveremos para dos opciones en concretas, la opcion Margrabe y la
opcién Quanto. Posteriormente, en el Capitulo 6, analizaremos el error que ocasiona
la cobertura en tiempo discreto para estos dos opciones.
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5.1. Opcion de intercambio o opcion Margrabe

Una opciéon Margrabe depende de dos activos subyacentes y consiste en que el
propietario de la opcidn tiene el derecho a intercambiar un activo subyacente por el
otro en la fecha de vencimiento.

Suponiendo que tenemos el activo Ss, cuando llegue la fecha de vencimiento
existe dos situaciones. Primero si el rendimiento del activo S; es menor que Ss, no
realizamos el intercambio, es decir no ejercer la opcién. En cambio si el rendimiento
de S7 es mayor que el de S;, entonces, logicamente realizamos el intercambio para
obtener mayor rentabilidad. Por lo tanto el pago de la opcion Margrabe en t = T
es

C(S1, 82, T) = max(S; — Ss,0),

donde S; y S, satisfacen

dSl = ,ulSldt + 0'151Xm,
dSQ = IU/QSth + O'QSQdXQ.

Con los mismos supuestos del apartado anterior sobre la covariacién y variacién
cuadraticas, tenemos

dX1dXy = pdt, (X))’ =dt y (dX,)* = dt.

Con todo esto, ya podemos construir la cartera inicial consistiendo en la compra de
una opcion Margrabe, una venta del activo S; con una cantidad A; y otra venta
del activo Sy con una cantidad A,. Entonces la cartera inicial es

H - C(Sh SQ,t) — Alsl - AQSQ.

Aplicando el Lema de It0 y la estrategia de cobertura del apartado anterior

oC oC
Al = — Yy AQ = ==,
831 a52
conseguimos la diferencial de una cartela sin riesgo. Igualando al rendimiento de
una cartera libre de riesgo, obtenemos la siguiente ecuacion diferencial parcial

0C |1 ,,0°C 1 ,,0°C 92C oC aC

375 Sl 352 SQ 552 +0102'05152881852 +7“Slas —|—7“528—82 —rC =0.

Para resolver esta ecuacion podemos hacer un cambio de variable y transformarla
para que se asimile a la ecuacién basica de Black-Scholes. Sea

C(Sl, SQ, t) = SQU(I’, t),

con
Sl
r = —

Sy
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Expresamos las derivadas parciales para la nueva variable:

oC_gou. 90 _ U
ot "rot’ 08, Oz
oC oU 92C 1 0%U
U - =
882 aZL‘ 8512 SQ 81’2
952~ ""lor T TS, 0x Sy 0x2’ 95105y Sy 022"

Substituyendo y dividiendo por S,, convertimos la ecuacién diferencial parcial
inicial en
ou  190*U 9

9 T992" (0F + 05 — 2poy03) = 0.

R ., _ 2 2
Para facilitar la notacién, denotamos o), = \/ o7 + 05 — 2poi0s.

Esta nueva ecuacién es muy similar a la ecuacion bésica de Black-Scholes, pero
en este caso el interés es cero y la volatilidad es oj;. Entonces, siguiendo los pasos
de resolucion de la ecuacion basica, obtenemos que el precio de una opcién call

Magrabe es
C(S1,S2,t) = SiN(diar) — SoN(danr),

con

_log($) + Jo3,(T -1
M o VT —t

y doyy = dyyy — o VT —t.

5.2. Opcion Quanto

Una opcién Quanto es una opcion en la cual su activo subyacente esta cotizado en
una moneda extrajera y consecuentemente, su pago también es en moneda extrajera.
Por lo tanto, esta opcion depende del activo subyacente y del tipo de cambio.

Este tipo de opcion, en la préactica la utilizamos para aislar riesgos asociados
al tipo de cambio cuando invertimos en activos que cotizan en moneda extrajera.
Existen diferentes tipo de opciones Quanto:

= Opcién Quanto con el tipo de cambio variable: son opciones Quanto en las
que el valor del subyacente y el precio de ejercicio estan denominados en una
divisa extranjera, pero el pago final de la opcion en la fecha de vencimiento, se
realiza en una moneda doméstica al tipo de cambio vigente en ese momento.

= Opcién Quanto con tipo de cambio fijo: el tipo de cambio aplicable al venci-
miento de la opcién se fija desde su emision.
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Sea F' el tipo de cambio, expresando el tipo de cambio de la moneda nacional
con una unidad de moneda extrajera y S el activo subyacente en el que su precio
esta cotizado en moneda extrajera. Asumimos que satisfacen

dF = ppFdt + opFdXp Y dS = pgSdt + 055dXs,

con

dX3 = dt, dX?%=dt dXrdXgs = pdt.
Observacion 5.1. Recordemos que

dS? = 125%d8? + 0252 d X2 + 2usSosdtdXs = o2S%dt> + O(dt?)
dF? = 22 + o2 F2dX2 + 2upFopdtdX p = o F2dt> + O(dt?)
dFdS = osppFdt* + ospsSdtdXs + oppusFdXpdt + oposSFdXpdXs
= popogSFdt + O(dt?).

Construimos la cartera inicial como
I=V(FSt)— ApF — AgFS. (5.3)

Podemos ver que esta cartera es diferente a los casos anteriores. El primer término
es el valor de la opcién Quanto. El segundo es la venta de una cantidad A de la
moneda extrajera por el tipo de cambio para tenerlo en moneda nacional. Tenga-
mos en cuenta de que cuando hacemos la diferencial sobre F', aparecerd el término
—rpAyFdt. La explicacién de este factor esta en la Seccién 4.5. Pero brevemente,
este término indica el tipo de interés extrajero ry que se recibe durante la vida de
la opcién.

Y el tercer término es la venta de una cantidad Ag del activo subyacente que se
cotiza en moneda extrajera, por el tipo de cambio para tenerlo en moneda nacional.
Asi que utilizando el Lema de It6 y teniendo en cuenta el tipo de interés extrajero,
obtenemos que la diferencial de la cartera es

v av LV LY,

O*dtV oV
557 ——dt + papasFSaFas

dt

— ApdF —ryApFdt — AgSdF — AgFdS — AgdSdF.
Sacando factor comun de dt, dS y dF, obtenemos que

Vo1, PV 1, OV 92V
dn = <§+§ oF T 908% gr tporosSF s -

+ (G5 - dr - a8 ) dr + (G5 - AsF) as

%F p(TF(TSAsFS — ’l“fAFF) dt
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Ahora para obtener una cartera libre de riesgo, imponemos que

1% 1%
GF AP —AsS=0 Y oo - AsF=0.

Resolviendo esto, logramos obtener las cobertura libre de riesgo

ov 1 ov. oV s

Una vez eliminado los movimientos aleatorios de la cartera, lo igualamos al rendi-
miento del interés libre de riesgo nacional r;.
0?V
052

0*V 1

2
858F 2 755" 55

ov 1
dll = (W + QUFCT%SF

pO’F0'3A3FS — TfAFF> dt = Tsndt.

Substituyendo I = V — ApF — AgFS y la estrategia de cobertura, obtenemos que
la ecuacién para una opcién Quanto es

ov 1, L0V 02V

2
E‘i‘éO’F aF2—|—pO'FO'SFS ZS il oV ad

1
- T2 v
9F05 2759 et g s +553

(Tf-,OO’FUs)—Tsv =0.
(5.5)

En principio la opcion Quanto como previamente hemos definido depende del activo
subyacente y de la divisa. Sin embargo, la dependencia de la divisa es un factor
constante. Entonces la podemos sacar fuera de la funcién.Supongamos que tenemos
una opcion Quanto con tipo de cambio fijo, estableciendo el tipo de cambio el valor
inicial en el momento de la compra. Entonces el valor de la opcién Quanto reuslta
ser

V(F7 57 t) = FOV(S7 t)v
donde Fj es el tipo de cambio en t = 0.

Vemos que el valor de la opciéon Quanto no esta directamente influido por la
divisa, la afectacion de la divisa solo estd en la estrategia de cobertura y en la
composicion de la cartera. Asi que podemos escribir

V(F, S,t) = FyV(S,t) = W (S, 1).

Reescribiendo la Ecuacion 5.5 con este cambio obtenemos una ecuacién més sencilla

ow 1 OPW ow
B T 3755 ggz T 995 U —poros) —rsW =10, (56)

025?

Esta ecuacién es muy similar a la ecuacién de Black-Scholes con dividendos. Pero en
este caso es como si tuviéramos un dividendo de rg — 7 + pogor, una rentabilidad
rs y una volatilidad og.
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Podemos decir que la consecuencia de la relacién entre la divisa y el activo
sobre el precio de la opcién solo es un ajuste en el pago. Ahora el pago depende
de la volatilidad, del tipo de cambio y de la correlacion entre la divisa y el activo
subyacente.

Considerando una opcion call Quanto, entonces el pago a fecha de vencimiento
es

C(F,8,T) = FyC(S,T) = Fo(méx(S — E,0)).

Resolviendo la ecuacién (5.6) para una opcién call Quanto, obtenemos que es igual
a
C=F, (e—(rs—rerpasap)(T—t)SN(de) _ Ee‘rS(T‘”N(dQQ)) ’ (5.7)

con
log% + (rp — posop + %a%)(T — 1)

dir =
e 0'5\/T—t

Observacién 5.2. La Ecuacién 5.5 es valida para cualquier tipo de producto fi-
nanciero en el cual el activo subyacente esta cotizado en una moneda y su pago en
otra. En el caso particular de Quanto, como que la influencia del factor divisa es
constante, la podemos simplificar a la Ecuacién 5.6 y resolverla mas facilmente.

Yy dQQ:de—O'S T —t.
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6. Error de cobertura delta en tiempo discreto

En el Capitulo 3, habiamos considerado varios supuestos para construir el modelo
de Black-Scholes. Pero no todos eran realistas. Uno de ellos, era suponer el calculo
estocatico en tiempo continuo y esto implicaba que la cobertura delta también era en
tiempo continuo. Sin embargo, en la practica este supuesto es imposible de cumplir,
solo podemos hacer la cobertura en tiempo discreto, es decir, no podemos cubrir la
cartera de una forma infinitesimal.

Consecuentemente, en la practica, cuando hacemos la cobertura para obtener
una cartela libre de riesgo se genera un error, es decir, en la practica no tenemos
una cartera libre de riesgo tal como sucede en la teoria, sino que tenemos pérdidas
o beneficios. Este fenomeno fue estudiado por Phelim P. Boyle y David Emanuel en
1980 para una opcién estandar Europea. Sin embargo, en el &mbito financiero existe
muchas opciones que dependen de mas de un activo subyacente, como la opcién
Margrabe cuyo valor depende de dos activos subyacentes o la opciéon Quanto, que
depende del activo subyacentes y de una divisa.

En este ultimo capitulo del trabajo estudiamos el error que generan las opciones
Margrabe y Quanto cuando se realiza la cobertura en la practica, es decir, en tiempo
discreto. El motivo por el que estudiamos el error que genera la opciéon Quanto
porque es muy util en la practica. Es muy frecuente en el mundo financiero, que
una persona invierta en varias bolsas como la bolsa de Nueva York, la de Tokio,
la de Londres, la de Hong Kong, etc. Todas cotizan en monedas diferentes, por lo
tanto es imprescindible tener cuenta de las divisas.

Por otro lado, para la opcion de Margrabe también es interesante porque por
su caracteristica de pago, podemos calcular el valor de la opcién con un cambio de
variables en el modelo de Black-Scholes. Si hubiéramos elegido una opcién genéri-
ca multidimensional, para calcular el valor de la opcién tendriamos que estudiar
otros nociones mas complejas, como integrales multiples de procesos estocaticos o
la funcion de Green.

Con los estudios de los capitulos previos ya podemos calcular estos errores. Pri-
mero analizaremos el error para una opcion estandar Europea con pago de dividen-
dos, después para la opcién Margrabe y finalmente para la opcion Quanto.

Primero analizamos el error de la opcion con pago de dividendos para ver el
proceso de calculo del error de cobertura en el caso de un activo subyacente. Otro
motivo es porque el proceso de resolucién de la opciéon Quanto es similar al de
dividendo. Posteriormente, analizaremos el error para una opcién Margrabe y final-
mente para la opcion Quanto.
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6.1. Error de cobertura delta para una opcion con pago de
dividendos

Sea C(S,t) el valor de una opcién call Europea con pago de dividendos tal que
no existen costes de transaccién y la cobertura es la delta.! En la practica se
suele hacer la cobertura por periodo regular de tiempos, por lo tanto asumimos que
hacemos la cobertura en intervalos constantes de tiempo, denotando este intervalo
como 6t.'' Ademds suponemos que cada pago de dividendos también tiene lugar en
intervalos constante dt.

Recuperando el valor de la opciéon con pago de dividendo que calculamos en la
Seccién 4.4
C(S,t) = e PTDSN(dyp) — Ee " T"IN(dyp), (6.1)

donde

log 2 + r—D—|— T—1
dlD: gE ( O_\/r )( )7 dQD:dlD_O-\/T—ta

construimos la cartera inicial en el momento ¢ con la compra de una opcién y la
venta de una cantidad Ag del activo subyacente.

1= C(S,t) — AgS. (6.2)

Proposiciéon 6.1. La derivada parcial de una opcion call con pago de dividendos
D respecto al activo subyacente S, es decir la delta, es igual a

oc
Ay = 99 e PTIN(dyp). 12

Demostracion. Tomando la expresion 6.1, calculamos su derivada respecto .S,

oc _ DT ON(dip) 0d1p _ per(@n) ON (dop) Odap
95 adlD oS 8d2D oS ’

“ON(dyp) + Se PIT=D

Primero vemos que la derivada de N(x) respecto x es su funcién de densidad, es
decir

8N(£C) . 1 % 2
Ox V2T

denotando Z(z) como su funcién de densidad.

Entonces substituyendo az(\;d& = Z(dip) y dop = dip — o/T — t, tenemos

8_0 _ o D(T
oS

ddip
as -

“IN(dyp) + Se PT- Z(dlD)Cg—g — Ee " T Y Z(dyp)

IOAS — o0C
E] intervalo 6t puede ser una hora, un dia, un mes, etc.
12Recordemos que N (z) es la funcién de distribucién normal de esperanza cero y varianza uno.

o= [
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Ahora vemos que Se”PT=0Z(dyp)4L = Ee"T"YZ(dyp) 242, Substituyendo la
funcion de densidad, tenemos

1 1
—6_%d§D — SG_D(T_t) _6_%d%D

V2T \/27‘(‘
Ee—T(T t)— d1D+d1DO'\/ — —702# — Se~ D(T—- t) —-1D

Ee—r(T—t)

2 2
Eelog(%) D(T— t)—— — Ge~D(T-1) —T

a2

Se DTt)eﬁ_Se D(T—- t) —1—

Entonces obtenemos el resultado deseado

oC

% = 6_D(T_t)N(d1D>.

0

Asf que la inversién inicial era C(S,t) — e PT"YN(d;p)S. Pasado el periodo dt,
calculamos el valor de la cartera en el tiempo t + dt, que es

C +5C — Ag(S +5S) — DAgSt.13 (6.3)

Podemos ver que el rendimiento en t + 0t es 0C + AgdS — DAgSdt. Si ahora
suponemos que la inversion inicial era prestada por el banco con el interés libre de
riesgo r, entonces teniendo en cuenta el préstamo, el rendimiento se convierte en

R=0C—Ag6S — DAgSst —r(C — AgS)dt.

Usando el Lema de Ito calculamos la 6C"

oc . oC 10°C s
50_55t+%55+§w&9 +O<(5t )

Como que ahora estamos en tiempo discreto la variacién del activo sera
§S = uSst + o Sedtz,

su cuadrado sera

552 = 6285225t + O (55) .
Substituyendo y simplificando, obtenemos que el rendimiento es

e a3 Qa C ac oy
R = S0t + 50 S22 S0t — D86t + e (dD2)5t+O<5 )

13Los términos 35 y C son la variacién del precio del activo y de la opcién durante el periodo
de tiempo dt.
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Calculamos las derivadas parciales que nos faltan.
*C — o~ D(T-1) ON(dip) Odip
052 ddip 98

oC _ o8 PV Z(dip)

By DN )P — e N ().

Ponemos las derivadas parciales en la ecuacién de rendimiento,

R (_aSe‘D(T_t)Z(dw)
B T —t
0252 ¢? aC s

P DILS§t— +rEe TN ¢ :).

e~ g0t~ +rhe (dap)dt + O (& )

Simplificando y despreciando los términos superiores de dt, el rendimiento es
oSe P 7(d,p)
2VT —t
Si la cartera es libre de riesgo, es decir, si la cobertura es a tiempo continuo, el

rendimiento deberfa ser cero. Asi que la ecuacién 6.4 es el error que se ha generado
cuando hacemos la cobertura a tiempo discreto.

1
oSVT —t

_ e—D(T—t)Z(dlD)

9

+ DSN(dlD)G_D(T_t) - T’EG_T(T_t)N(dDQ)) ot

1
+ §€D(T_t)Z(d1D)

R = (¢* — 1)6t. (6.4)

Se puede ver que en la ecuacién del rendimiento las variables o, S, D, T, t, Z(dyp)
son todas deterministas. Sin embargo, ¢? es una variable aleatoria que sigue una
distribucién chi-cuadrado**con un grado de libertad. Asi que el error de cobertura
también sigue una distribucion chi-cuadrado con un grado de libertad.

Analizamos la esperanza y la varianza del error, sabemos que

E@) =1 y Var(¢?) =2.
Asi que la esperanza de ¢2 — 1 es cero y su varianza es uno. Entonces
QUSeD(Tt)Z(dw)(St)?
T —t

Y observamos que el término R lo podemos expresar como un miultiplo de I', con-
cretamente como

0Se P 7(d 1 1
& S t( 10) (¢* — 1)6t = 55202W<¢2 — 1)t = 55202P(¢2 —1)dt.
Observacién 6.2. La distribucion chi-cuadrado es asimétrica respecto su esperan-
za. Como el valor medio es uno, por lo tanto existe un 32 % de probabilidad de que
el valor este encima de uno y un 68 % de que el valor este por debajo. Como que la
variable que tenemos es ¢? — 1, entonces para el error de cobertura existe un 68 %
de los casos que perdemos dinero y un 32 % de los casos obtener beneficios.

De los 68 % de los casos corresponde a pequenos movimientos del precio del activo y
los 32 % restante corresponde a movimientos mds bruscos. Es decir que la cantidad
de los beneficios en promedio es mas grande que las pérdidas. Y que al final el valor
neto de la cartera es cero.

E(R)=0 y Var(R) = (

2
R 0-C

4Sea ¢ ~ N(0,1), entonces ¢ tiene una distribucién chi-cuadrado con un grado de libertad.
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6.2. Error de cobertura delta para una opcion Margrabe

Sea C'(S1, S9.t) una opcioén call de Margrabe con las mismas caracteristicas de
la Seccion 5.1, y suponemos que el intervalo de cobertura es dt. Recordemos que el
valor de la opcion Margrabe es

C(Sl, SQ, t) - SlN(dlM) — SQN(d2M>, (65)
log(52) + 302,(T — 1)
div = 20 NG y  doy = diyr —ouVT — 1,
" _
donde

oM = \/0% + 02 — 2p00,.

Construimos nuestra cartera inicial para una opcién Margrabe que es
H = C(Sl, SQ, t) - Alsl - AQSQ.

Proposicién 6.3. Sea C(Sy,52,t) una opcion call de Margrabe, entonces las deri-
vada parciales de C' respecto a St y So son

e oC

Al=—=N Ny = — = —
1 EXA (dlM) Yy 2 95,

N(danr).

Demostracion. Calculamos las derivadas parciales con la ecuacién (6.5):

oC od od
Ay = 93, = N(diy) + S1Z(d1ur) 8;']1\4 — 53 Z(dar) aéjlw
oC Ody Oda
= — = - N - Z .
Ay 95, S1Z(diar) 95, (danr) — S2Z(d2nr) DS,

Como que doys = dipyy — o/ 1 — t, entonces cuando derivamos dojs respecto S o
Sy, el resultado es lo mismo que derivar dy .

Odanr o Ody Ody o Odaps
95, 05, Y Tos, T as, -

Y ahora vemos que S1Z(dyp) = S2Z(dan):

1 d%M 1 &y e (Tt —2dpop VT
2

e =5 e
\ 21 2 !

SQZ(dgM) — SQ
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Asi que sacando factor comun de agqu de la primera ecuacién y adlM de la
segunda ecuacién y utilizando que S;Z(d; M) SoZ(dapr), obtenemos que

oC oC

En tiempo t + dt, el valor de la cartera es

donde ) .
581 = ,ulSlét + O'151(Z§5t§ Yy 552 = /JJQSQ(% + 0252¢5t§.

Una vez que tenemos las coberturas, vemos que valor tiene la cartera inicial,
I=Cc - Alsl — AQSQ = SlN(dlM) — SQN(dQM) — SlN<d1M) + SQN(dQM) =0.

Como que la inversion inicial es cero, no tenemos que solicitar un préstamo al banco.
Entonces la ecuaciéon de rendimiento es

R =6C — N(dipr)0S1 + N(dops)dSs.
Usando el Lema de Ito, sabemos que

1 2
6Cza—c5t+80551+25652+ oc

, 1o2C_, &C
50" o5 g 5524 552+

2 052 2852 27 05,089,

551655+0 (5t%) .

Calculamos las derivadas parciales que nos faltan. 1°

oC od od
B = 914(dw) altM_SQZ(dQM) ajsM
. 8d1M 8d1M 8(UM\/T—t) N —JMSlZ(dlM)
_Slz(dlM)< ot o ot Tt
2C  Z(din) oC Z(dQM) 2C  Z(d)

052 SiouT —t 353 Seoy VT 08108y _SQUM\/T —t

y teniendo en cuenta que

551(552 = M13102525t2 + ,LLlSlO’QSQQb(;tg + 0'181/,628277/)(525% + 0'15’10’282¢77/)(5t
— 515,095506t + O <5t%) ,

tenemos

(551) == 0'182Q5 5t (582) = 0'282’¢ ot Yy 531(552 = 01810252¢¢(5t.

15Substituimos dons = dips — oarvV/T —t y usamos que Sy Z(dias) = SoZ(dons).
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Substituyendo todo, el rendimiento se convierte en

. Slo'MZ<d1M)
24/T —t

2@2 9
0t + N(d1p)0S1 — N(daps)0Ss + lo-lslz(dlM)Qb St

R=
2 SlgM\/T—t

22 2
103537 (dart) ¥ 5t — 015102S2Z(d1M)¢¢5t — N(dypr)0S1 + N(daps)6Se =

2 SQO'M\/T—t SQUM\/T_t

SlUMZ(dlM) SIZ(dlM) 2,2 29 )
= ——————— 5t ———— -2 ot
(-5t 22 2 + 03"~ 2ov0a0
A
QO'M\/T —1

La tnica variable aleatoria de la ecuacién de rendimiento es (o1¢ — o21))?, el resto
todo son variables deterministas. Por lo tanto solo tenemos que analizar este término
para conocer el comportamiento aleatorio del error.

(010 — 020)* — 03y) Ot

Primero vemos que o1¢ — 091 sigue una distribucién normal. No es dificil de
observar que ¢ y 1 siguen una distribucion normal multivariante, es decir,

ww0~N(<8)’(;T)>'

Usando la siguiente propiedad de la distribuciéon normal multivariante podemos
deducir la distribucién que sigue el término (o1¢ — o1))2.

Propiedad 6.4. Si (X,Y) sigue una distribucion normal multivariante, entonces

la suma X+Y también sigue una distribucion normal.

Entonces sabemos que 01¢ — 091 sigue una distribucién normal. Calculando su
esperanza y varianza:

E(o1¢ — 020) = 01E(¢) — 02 E() = 0.
Var(o1¢ — o90) = Var(o1¢) + Var(oeth) — 2Cov(o10, 021))

2 2 2
= 0] + 05 — 2p0109 = 0.
Asf que 016 — 021 sigue una distribucién normal de esperanza cero y varianza o3;.
2 16
016 — o9 ~ N(0,0%,) ~ o N(0,1)

Entonces el término (o1¢ — 031))? sigue una distrinucién chi-cuadrado con un grado
de libertad multiplicado por o%,. Reescribiendo el rendimiento, tenemos que

Sla'MZ(dlM)
24/T —t

1681 X ~ N(p,0?), entonces aX ~ N(au,a’s?) Va € R.
"Denotamos x? como una variable que sigue una distribucién chi-cuadrada con un grado de
libertad.

R= (2 - 1) ot
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A partir de las propiedades de la distribucién chi-cuadrado, tenemos que la espe-
ranza del rendimiento y su varianza son

SlgMZ(dlM)5t>2
2T —t '
Observamos que el R se puede expresar en funcién de Gamma o Theta:
R _ SlaMZ(dlM)
2VT —t

E(R)=0 y  Var(R)= 2(

(X —1)6t = %sfafrl(ﬁ )6t = —0(x — 1)6t.

6.3. Error de cobertura para una opcion Quanto

Sea C(F,S,t) el valor de una opcién call Quanto con las mismas caracteristicas
que describimos en la Seccién 5.2, y suponemos que el intervalo de cobertura es dt.
Recordemos que el valor de la opcién Quanto es

C=F, (ef(Ts*TerpUsaF)(T*t)SN(de) _ Ee*’”S(T*t)N(dQQ)) ’
con
log % + (rp — posor + 20?) (T — 1)
gs T—t

de: s dQQ:de—US T —t.

La cartera inicial para la opcion Quanto es

II=C(F,S,t)— ApF — AgF'S, (6.6)
y la estrategia de cobertura era
oC' 1 oCc S
B5=05F Y ST o5 E

En el instante t 4 0t, el valor de la cartera es

Tengamos en cuenta de que para el precio de la opcién habiamos supuesto que solo
dependia de S y de t, entonces la variacion de C' usando el Lema de Ito es
oC oC 10%°C 3
<5t2) .

_ ot ot 10U e
0C = 8t5t+8855+205255 + 0

Y las derivadas parciales son faciles de calcular, ya que son las mismas que en el caso
de una opcién con pago de dividendos, solo cambiando la D por rg — r¢ + posop.

Entonces tenemos

g_g = FO(6—(rs—rf+posaF)(T—t)N<d1D))

82_0 — FO (e—(rs—f’f-&-posap)(T—t) Z(de) )

052 osSVT —t

90 _ - S T )
S 2T — 1

ot
— TSEB_TS(T_t)N(dQQ)) .

+ ef(rsfrf+PUSO'F)(T*t)S(TS — Ty + pasa'p)N(de)
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Substituyendo las estrategias de coberturas a la ecuaciéon de la cartera inicial,
tenemos

II = C+F, (e(TSTfJFPUSUF)(Tt)N(dlD)%F) —F, (6(TSTfJFPUSUF)(Tt)N(dlD)lFS)

= C.

También recordemos que

5% = 025%6%5t + O (5t%)

5% = o2 225t + O (55)

S50y = oposSFobSt + O (515%) .
Entonces la ecuacién del rendimiento es
R=0C— ApdF — AprpFét — Ag(F0S + SOF + 0S0F) — r,Cdt
Para simplificar la notacion, ponemos
\ = ¢ (rs—rgtposor)(T—t)

Ahora substituyendo todos los valores, calculamos el rendimiento

XogSZ(dg) Cre(T—

R= Fo(( — ?\/—_; + (rs —rp + pUSUF>)\SN(d1Q) —rgke s t)N<d2Q>)(5t+
pven
20’58\/T—t

1
— AN (dig) <F58 +SOF + aFaSSngwt) — r5(SAN(dig) — Ee_TF(T_t)N(dQQ))ét).

+ AN (dig)6S + 025225t + )\N(de)%éF + AN(de)%rFF(St—

Sacando factor comtn y simplificando obtenemos que la ecuaciéon de rendimiento es

Us)\SZ(de>

R:F()(ﬁ

(6> — 1) + 050rASN (dyg) (p — w))ét.

Analizando la esperanza del rendimiento, obtenemos

E(¢>~-1)=0 'y  Elp—¢yp) =0,
entonces la esperanza del rendimiento es cero.
Para calcular la varianza del rendimiento, primero escribimos la siguiente pro-
posicion.

Proposicién 6.5. Sea (X,Y) un vector normal multivariante, entonces el producto
de XY es una combinacion lineal de dos variables aleatorias chi-cuadrado con un
grado de libertad.
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Demostracion. Observamos que el término XY se puede escribir como

1 1
XY = Z(X +Y)? — Z(X —Y)2

Ahora por la propiedad 6.4, tenemos que X +Y y X — Y siguen una distribucién
normal cada una. Entonces (X +Y)?y (X —Y)? siguen una distribucién chi-cuadrada
con un grado de libertad cada una. U

Segundo, calculamos

L. Var(p—¢y) = Var(qbqp) = Var<1(¢ +)?— i((b B ¢)2>
16 (V”(d’ + )+ Var(é —v)° - 20ov((¢ )2 (6 — W))
116 <8(1 +p)* —8(1 - 0)2) = %(2,02) ="

Notemos que la covarianza de (¢ +1)% y (¢ —)? es cero'®, y la varianza de (¢+1)?
es 8(1 + p?).1*

2. Cov(¢? —1,p — ) = Cov(¢?, o)) = E(6*%) — E(6*) E(¢) = 3p — p = 2p.

Hemos usado el calculo del momento de la distribuciéon normal multivariante, en el
que E(XSY) = 30’110’12.

Finalmente, ya podemos calcular el rendimiento de la varianza como

FoosASZ(dig)ot\2 2 F2oiX2S%0pZ(dig)N (dig)dt
VaT<R):2< 00[; /—TE;Q> ) +<FOUSUF)\N(CZ1Q)525> 2p + 075 UFT<_1;2) (d1e) 02

Observacién 6.6. Teniendo en cuenta la Proposicién 6.5, podemos decir que los
componentes aleatorios del rendimiento son la suma de tres variables aleatorias que
siguen una distribucién chi-cuadrada con un grado de libertad.

18Usando la propiedad de la covarianza, tenemos que

Cov((6+9)% (0=1)%) = B((6+9)2(6—1)?) = Bl6+¥)*B(9—1)? = 4(1—p?) —4(1—p?) = 0.

Sabemos que Var(¢ + ¢) = Var(¢) + Var(y) + 2C’ov(q§ )

=2(1+p)y (¢ + 1) sigue una
distribucién normal, entonces tenemos que Var(¢ + )2 = 8(1 + p)?.
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6.4. Simulacion

Para comprobar que los errores que hemos calculado en las secciones anteriores
encajan en la practica, vamos a realizar una simulacién de cobertura en tiempo
discreto. Veremos que los rendimientos que se generan en la practica de la opciéon
con pago de dividendos, la Margrabe y la Quanto se asimilan al resultado de la
ecuacion del rendimiento calculado en cada seccion.

6.4.1. Opcién con pagos de dividendos

Primero de todo, consideramos que tenemos una opcién call y definimos las
variables que necesitamos para empezar con la simulacién, con sus valores:

S || El precio del activo subyacente en el instante cero || 100
E El precio de ejercicio 100
r El interés libre de riesgo 0.01
T La fecha de vencimiento 1
ot El intervalo de tiempo en hacer la cobertura 1/n
D El dividendo a pagar durante 6t 0.015
1 La rentabilidad del activo subyacente 0.05
o La volatilidad del activo subyacente 0.3

En la simulacién consideramos que la fecha de vencimiento 7' siempre es uno. Es
decir, trasladamos cualquier intervalo de tiempo al intervalo [0, 1] y después calcu-
lamos 6t. Por ejemplo, sea una opcién a 6 meses?® y queremos hacer la cobertura
cada dia. Entonces tenemos que hacer 180 coberturas durante la vida de la opcién
y calculando el intervalo de cobertura es §t = 1—51;0.

O otra forma de hacer la cobertura seria que durante la vida de la opcién queremos
hacer n coberturas, entonces ot = %

En segundo lugar, definimos una funciéon con el programa R para calcular los
rendimientos tedricos y practicos de la cobertura en tiempo discreto. Sea la funcion

Dividendo(S, E,r, D, u, 0, t),

con los parametros necesarios para comenzar la simulacién. En el apéndice esta
escrito el cédigo de esta funcion con los detalles, aqui explicaremos a grandes rasgos
la idea del procedimiento y el analisis del resultado.

En el momento cero calculamos el precio de la opcién call C(S,0), dip, dap 'y
la cobertura delta N(d;p). Asi obtenemos el valor de la inversién inicial C'(.S,0) —
SN(dip), que es la cantidad inicial que pedimos al banco con el interés 7.

Observaciéon 6.7. Recordemos que el precio del activo sigue una distribucion log-
normal por hipdtesis, es decir f(.S) = logS y su diferencial era

dF(S) = (4 — %az)dt + odX.

20Consideramos que todos los meses tienen 30 dias hébiles
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Asf resolviendo esta ecuacién diferencial estocastica en el intervalo [0, ¢], tenemos

F(S(t)) — F(S(0)) = zog(%) = (- éo%t +o(dX () — dX(0))

S(t) = S(0)eln=oNro@x-0X ),
En términos discretos es

S(t) = S(0)elh—27+at20, (6.7)

Definimos cada intervalo de cobertura como §t = [t;_1,;] para todoi =0,...,n,
con tyg = 0yt, = 1. Otra forma de escribirlo es t; = t;_1 +0t. Entonces calculamos el
precio del activo en ¢; con el precio del activo t;_; usando la Ecuacion 6.7 teniendo
en cuenta el dividendo. Luego con el precio del activo en t;, calculamos d;p(t;),
dap(t;), la nueva cobertura N(dip(t;)) y el nuevo valor de la call C'(S(¢;),t;).

Tengamos en cuenta que en la practica durante el intervalo de tiempo [t;_1, ;] la
cobertura de la cartera es constante. Por consiguiente, llegado a t; y efectuamos la
nueva cobertura, esto nos generan una diferencia. A esta diferencia la denominamos
error o rendimiento practico y se calcula de la siguiente manera:

Error; = Call(S(t;), t;) — Call(S(t;_1),t;—1) — N(dip(t;—1)) (S(tj) —S(ti) — DS(tj_1)5t>
—rdt (Call(S(tj,l), tjfl) - N<d1D(tjfl))S<tjfl))7

para j = 1,...,n. Dicho de otro modo, el error que se generan durante el intervalo
[t;—1,t;] es la variacién del valor de la call en ese intervalo, menos la variacién del
precio del activo por la cobertura en ¢;_; y menos el interés libre de riesgo por el
valor de la cartela en ¢;_;.

Por ultimo, calculamos el rendimiento teérico de cada cobertura con la Ecuacion
6.4 que habiamos deducido anteriormente.

oS (tj_1)e PT=107(dp(t;-1))

2/T —t;

Tengamos en cuenta que para calcular el valor determinista del rendimiento
tedrico en t; solo necesitamos los dados de ¢;_;. Es decir, podemos calcular el término
determinista del rendimiento tedrico de ¢; que tendremos en ¢;_; solo con saber el
intervalo de cobertura dt.

Suponemos que para la simulacién definimos 6t = 1 x 107°, es decir en el inter-
valo [0, 1] haremos 10000 coberturas.
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Para mostrar los resultados de la simulacién, agrupamos todos los datos en la
siguiente tabla:

t S dip dap A Call Error R

0 100 0.13333 | -0.16667 | 0.54480 | 11.53019 0 0

0.0001 | 99.8971 | 0.1299 | -0.1701 | 0.5435 | 11.4736 | 0.000515 | 0.000516

0.0002 | 100.4130 | 0.1471 | -0.1529 | 0.5501 | 11.7552 | 0.001141 | 0.001140

Para verificar que el error calculado y el rendimiento tedrico se asimilan y que
tienen la misma funcion de distribucién en cada cobertura dibujamos las siguientes
graficas:

1e-03
|
o

6e-04

4e-04

Diferencias
Rendimiento

T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0e+00 2e-04 4e-04 6e-04

-5e-04 0e+00  5e-04
2e-04

-1e-03
Oe+00
1

NUmero de coberturas Error

(a) Diferencias entre rendimiento y error. (b) Grafica QQ-Plot del rendimiento y error.

La grafica (a) representa el vector diferencia entre el rendimiento teérico y el
error. Podemos ver que las diferencias entre los dos conjuntos en cada cobertura
son cercanos a cero. La diferencia maxima en valor absoluto es 4.04 x 10~°, podemos
ver que la diferencia es practicamente nulo.

Para ver que los dos conjuntos siguen la misma funcion de distribucion definimos
la funcion
RepDividendo(S, E, r, D, u, o, 0t),

que consiste en repetir el primer paso de la simulacion anterior, es decir esta funcién
repite el calculo del rendimiento y del error para el intervalo [tg, t1]. Con todos los
posibles rendimientos y errorer que salen en la primera cobertura dibujamos su
grafica QQ-plot (b). Observamos que en la grafica muestra un conjunto de puntos
que tienden a ser una funcion lineal, esto implica que los dos conjuntos de datos
siguen la misma distribucion. En este caso es la chi-cuadrado con un grado de
libertad menos uno.
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6.4.2. Opcién Margrabe

Siguiendo la misma metodologia que antes, definimos la funcién para calcular el
rendimiento y el error de la opcion Margrabe. Sea

Margrabe(Sy, Sa, 7, pi1, fta, 01, 02, p, 6t),

la funcién que definimos y los valores de los parametros son:

S1 || El precio del activo subyacente 1 en el instante cero || 100
So || El precio del activo subyacente 2 en el instante cero || 100
r El interés libre de riesgo 0.01
[ La rentabilidad del activo subyacente 1 0.02
[42 La rentabilidad del activo subyacente 2 0.04
o1 La volatilidad del activo subyacente 1 0.2
09 La volatilidad del activo subyacente 2 0.4
p Coeficiente de correlacion entre Sy y S 0.15
ot El intervalo de tiempo en hacer la cobertura 1/n

A diferencia de la seccion anterior, ahora tenemos un vector normal multivariante
de dimensién 2. Por lo tanto no podremos generar variables aleatorias normales
de forma independientes. Usaremos la funcién "rmwvnorm” del programa R con
la esperanza y la matriz de covarianza del nuestro vector normal para generar
correctamente los datos y realizar la simulacion. Para el resto del procedimiento de
la funcién Margrabe es muy similar que el de Dividendo, también esta explicado
en el apéndice. Solo resaltamos el célculo del rendimiento y del error.

El error en t; lo calculamos como la variacién de call en el intervalo [t;_q,1;]
menos la cobertura en ¢;_; de cada activo por la variaciéon de su precio.

ETT‘OT(tj) = C’all(Sl(t]), Sg(tj), t]) - C’all(Sl(tj_l), Sg(tj_l), tj—l)
— N(dun(tj-1))(S1(t;) = Si(tj-1)) = N(danr(tj-1))(S2(t;) — S2(tj-1)),

paraj=1,...,n.

Para el rendimiento tedrico lo calculamos como
_ Si(tj-1)Z(dan(tj-1))

20M\/T—t]’,1

Una vez obtenido los dos grupos de datos, igual que antes dibujamos los dos
graficos para ver que la diferencia entre ellos son practicamente nulo y siguen la
misma funcién de distribucién en cada cobertura.

R(t;) ((amﬁ — o91))? — 0M>5t.
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En este caso la diferencia maxima en valor absoluto es 3.31 x 107° y vemos que

en la grafica (a) todas las diferencias oscilan alrededor de cero.

1e-03

Diferencias
-Be-04 QOe+00  Se-04

-1e-03

T
0

(a) Diferencias entre rendimiento y error.

T T T T T
2000 4000 6000 8000 10000

Nimero de coberturas

Rendimientos

0.004 0.008

0.000

T T T T T T
0.008 0010 0012 0014 0016 0018

Error

(b) Gréfica QQ-Plot del rendimiento y error.

Para la comparacién de la funcién de distribucién en cada intervalo definimos
RepMargrabe(Sy, Sy, 7, i1, pi2, 01, 02, p, 0t),

para crear un bucle de célculo del rendimiento y del error en el intervalo [to, 1] y
comparamos sus distribuciones. El resultado de la funcién es la grafica (b), vemos
que tiende a ser una funcién lineal, es decir que el rendimiento y el error para cada
intervalo sigue la misma funcién de distribucién. En este caso es un chi-cuadrado
con un grado menos uno.

6.4.3. Opcién Quanto

Por dltimo vemos la relacion entre el rendimiento y el error para el caso de
una opcién Quanto siguiendo el mismo procedimiento que los dos casos anteriores.
Primero definimos la funcién

Quanto(S, F, E,rs.rg, s, fir, 05, O, p, 0t)

para procesar la cobertura con los valores siguientes en los parametros:

S El precio del activo subyacente en el instante cero 100
F El tipo de cambio en el instante cero 1.2
E Precio de ejercicio 100
s El interés libre de riesgo nacional 0.01
T El interés libre de riesgo extranjera 0.02
s La rentabilidad del activo subyacente 0.03
IF La rentabilidad del tipo de cambio 0.05
Os La volatilidad del activo subyacente 0.25
oF La volatilidad del tipo de cambio 0.35
p || El coeficiente de correlacién entre el activo y el tipo de cambio || 0.05
ot El intervalo de tiempo en hacer la cobertura 1/n




Igual que el caso de Margrabe, para generar las variables aleatorias tenemos que
usar la funcién rmwvnorm poniendo la matriz de covarianza de las dos normales. Sin
embargo, en el caso de Quanto para calcular el error en ¢; primero definimos

1. /\(tj) = 6_(TS_TF+pUSUF)(T—tj).

2. As(ty) = FoA(t;)N(dio(t;)) 7y

(t5)
F(t)"

n

3. AF(tj) = _FO)\(tj)N(de(tj))

El error en t¢; se calcula como la variacién del Quanto durante [¢;_q,;] menos
la cobertura de la moneda extranjera en ¢;_; por la variacion del tipo de cambio,
menos la cobertura del activo por la relacién de variacion de activo junto con el tipo
de cambio y finalmente menos el interés que se genera de la cartera en ¢;_; durante
0t. Formalmente,

Error(t;) = Call(S(t;), F(t;),t;) — Call(S(tj-1), F(tj-1),tj-1) — Ap(t;—1)(F(t;) — F(tj-1))
— Ap(tj1)reF(tj-1)0t — As(tj-1) (F(tj_l)(S(tj) = S(tj-1)) + S(tj-1)(F(t;) — F(tj-1))
+ (S(t;) — S(tj-))(F(t;) — F(tj,l))) —rsCall(S(tj-1), F(tj-1),t;-1)0t.

Por otro lado, calculamos el rendimiento en ¢; como

JSA(tj_l)S(tj—l)Z(de(tj—l))

2,/T —

Con el propédsito de verificar que el rendimiento calculado refleja el error que se
genera en la practica calculamos el vector diferencia entre estos dos valores y lo
representamos en la grafica (a). Vemos que los valores fluctian alrededor de z = 0
y el valor maximo en valor absoluto es 1.14 x 10~°. Como que todos los valores son
muy cercano a cero, es factible decir el rendimiento es una buena aproximacion del
error.

R(t;) = Fy( (6*=1)+050wA(t1)S ()N (dig(ty-1) (p—60) ) .
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(a) Diferencias entre rendimiento y error. (b) Grafica QQ-Plot del rendimiento y error.
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Para comprobar que el rendimiento y el error siguen la misma funcién de distri-
bucién definimos la funcion

RepQuanto(S, F, E,rs.rp, pis, i, 05, O, p, 0t),
para iterar repetidamente la cobertura en el intervalo [tg,t1] cada vez con un valor

aleatorio diferente y obtener el rendimiento y el error de cada cobertura.

Con los resultados de la funcién dibujamos la grafica QQ-plot (b). Vemos que
la grafica se asimila a una funcion lineal que quiere decir el rendimiento y el error
tienen la misma funcién de distribucion.

Para concluir la parte de simulacién, llegamos a la conclusién de que los calculos
de rendimientos del Capitulo 6 para los tres tipos de opciones refleja correctamente
el error que se generan cuando hacemos la cobertura en tiempo discreto.
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7. Conclusiones

Para muchos autores las fluctuaciones de los mercados financieros son imposibles
de predecir con exactitud ya que se considera que en su variacion existe un factor
aleatorio. Sin embargo, podemos construir modelos estocasticos con estrategias de
compraventa de productos financieros para determinar el valor tedrico de los activos
financieros, tal como hemos hecho con el modelo de Black-Scholes.

Primero de todo observamos que mediante una estrategia de cobertura en concre-
to podemos construir una cartera libre de riesgo y después obtener la valoracién de
la opcion gracias a la resolucién de una ecuacion diferencial en derivadas parciales.

En un segundo paso, con la importancia de las opciones que depende de varios
activos, hemos estudiado el modelo de Black-Scholes en dimensiones superiores.
Construimos la ecuacién de Black-Scholes para opciones con varios activos pero
no lo hemos resuelto, ya que solucionar este problema requiere de herramientas
matematicas mas avanzadas. Por lo tanto hemos concentrado el estudio en dos
opciones en concretas, la opcion Margrabe y la opcién Quanto.

La peculiaridad de estas dos opciones es que mediante un cambio de variable
en cada caso podemos simplificar un problema bidimensional al unidimensional y
resolverlo con el procedimiento del modelo de Black-Scholes inicial. Y hasta aqui
hemos conseguido nuestro primer objetivo.

En tercer lugar, estas valoraciones tedricas de las opciones no son del todo exac-
to, ya que en la practica no se cumplen las hipotesis del modelo. Nuestro segundo
proposito es investigar el comportamiento de la asuncion de continuidad en la préacti-
ca, es decir en tiempo discreto. Cabe destacar que este campo de investigacion ya
fue estudiado para el caso de una opcién estandar. Nosotros trasladamos el proble-
ma a la opciéon Margrabe y la opcion Quanto, casos en los que todavia no estaba
hecho el estudio. Después del andlisis y de los célculos, hemos observado que cuando
hacemos la cobertura en tiempo discreto se generan unos errores o rendimientos (en
tiempo continuo el rendimiento de cada cobertura es cero). Adicionalmente hemos
deducido que el rendimiento que se genera en cada cobertura sigue una funciéon de
distribucién en concreta.

Para entender y tener comodidad en el tratamiento de las opciones bidimen-
sionales, estudiadomos primero el rendimiento que se genera para una opciéon con
pago de dividendos. Luego estudiamos los casos de la opcion Margrabe y la opcion
Quanto.

= Kl resultado del andlisis para una opcion con pago de dividendo es que su ren-
dimiento se puede dividir en dos componentes. Una parte es determinista y
hemos visto que se puede expresar como un multiplo de la I". Y por otro lado
tenemos una componente aleatoria que sigue una distribucion chi-cuadrado
con un grado de libertad. Y por la caracteristica de esta distribucién con-
cluimos que con el aumento de la frecuencia de cobertura, los rendimientos
tienden a compensarse unos con los otros y finalmente obtener un valor neto
cero. Ademas hemos calculado que el valor esperado del rendimiento es cero.
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= Para la opcién Margrabe, el rendimiento también depende de dos componen-
tes. Igual que antes la parte determinista se puede expresar como un multiplo
de I'y. Y para la parte aleatoria, usando una propiedad del vector normal mul-
tivariante, hemos verificando que esta parte también sigue una distribucién
chi-cuadrado con un grado de libertad igual que en el caso anterior. Entonces
los rendimientos también tenderan a contrarrestarse unos con los otros para
obtener un valor cero con el aumento de la frecuencia de cobertura.

= Finalmente, la opcion Quanto es algo diferente que los casos anteriores. En este
caso el rendimiento depende de dos componentes aleatorios. La primera es una
chi-cuadrada y la segunda es un producto de dos normales. Como que estas
dos normales forman un vector normal bidimensional, hemos podido ver que el
producto de estos normales es una combinacién lineal de dos distribucion chi-
cuadrado con un grado de libertad. Entonces podemos decir que el rendimiento
de una opcion Quanto esta formada por la suma de tres distribucién chi-
cuadrado con un grado de libertad. Y por tltimo observamos también que el
valor esperado del rendimiento es cero.

Una vez examinado los rendimientos en la teoria, verificamos que los resultados son
coherente cuando hacemos la cobertura en la practica. Tras analizar la simulacion
de los tres casos con la ayuda de R, hemos observado que la diferencia del error y
del rendimiento va disminuyendo si aumentamos la frecuencia de cobertura. Y con
la ayuda del analisis descriptivo y la grafica QQ-Plot validamos que el error practico
y el rendimiento tienen la misma funcion de distribucién.

Durante la realizacién del trabajo he aprendido mucho sobre el mundo de las
finanzas y también como aplicar las matematicas para realizar valoracién y andlisis
de productos financieros. Sin embargo, también me han surgido preguntas nuevas
como

1. Si hay un error de cobertura en la préactica, jexiste alguna forma de corregirlo?

2. ;Con una estrategia de cobertura diferente podemos disminuir o eliminar este
error?

3. Si solo se quiere hacer una cobertura durante toda la vida de la opcién, jque
valor serd el 6ptimo?

Creo que todas estas preguntas son muy interesantes de estudiar en un futuro. Y

también la generalizacién de la resolucién de la ecuacién de Black-Scholes para
activos multivariables.
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A. Opcién con pago de dividendos

Dividendo<—function (S,E,r ,D,mu, sigma , timestep){

S: Precio del activo subyacente en el instante 0.

E: Precio de ejercicio.

sit: Interes libre de riesgo.

6/D: Dividendo a paga.

7ilmu: Rendimiento del activo subyacente.

s|sigma: Volatilidad del activo subyacente.

10| T<—1

1| t<—0

12|#Denificion del rendimiento practico.

13| Error<—0

#Denificion del rendimiento teorcio.

15| R<—0

16|#Definicion dl y d2.

17| dl<—(log (S/E) 4+(r—D+sigma”2/2)* (T—t ) ) / (sigmaxsqrt (T—t))
15| d2<—(log (S/E)+(r—D-sigma"2/2) % (T—t)) /(sigmaxsqrt (T—t))

#Definicion del precio del activo subyacente.

1¢

20| precio<—S

21|#Definicion del valor de Call.

22| Call<—exp(—D* (T—t) ) *S*pnorm(dl,0,1)—Exexp(—r=*(T—t))*pnorm(d2,0,1)
23|#Definicion de la cobertura delta.

21| delta<—exp (=D« (T—t) ) *pnorm (d1,0,1)

25|#Proceso de cobertura

26| for (1 in 2:(T/timestep)){

27| aux=rnorm (1,0,1)

25| R[i]=sigmasxprecio [i—1]*exp(—Dx(T—t[i—1]))*dnorm(d1[i—1],0,1)x*(aux

"2—1)xtimestep/(2xsqrt (T—t[i—1]))

29 t[i]<—t[i—1]+timestep

30| precio[i]<—precio[i—1]*exp ((mu-sigma”2/2-D)*timestep+sigmas*sqrt (

timestep )*aux)

s1]  dl[i]<—(log(precio[i]/E)+(r—D+sigma2/2)x(T—t[i]))/(sigmassqrt (T—t[1

1))

s2|  d2[i]<—(log(precio[i]/E)+(r—D-sigma”2/2)«(T—t[i]))/(sigmaxsqrt (T—t[i

1))

33| Call[i]<—exp(—Dx(T—t[i]))*precio[i]*pnorm(dl[i],0,1)—Exexp(—r*(T—t[i

1) )*pnorm(d2[i],0,1)

ss|  Error[i]=(Call[i]-Call[i—1])—delta[i—1]*(precio[i]—precio[i—1])—rx

timestepx*(Call[i—1]—precio [i—1]xdelta[i—1])-Dx«delta[i—1]*precio[i

—1]*timestep

35| delta[i]<—exp(—D«*(T—t[i]) )*pnorm(d1[i],0,1)

36 }

7| i=i41

t[i]=t[i—1]+timestep

aux=rnorm (1,0,1)

R[i]=sigmaxprecio [i —1]xexp(—Dx(T—t [i —1]))*dnorm(d1[i —1],0,1)*(aux"2—1)
xtimestep/(2xsqrt (T—t [i—1]))

precio [i]<—precio[i—1]*exp ((mu-sigma"2/2-D)=*timestep+sigmaxsqrt (
timestep )*aux)

2| Call [i]<—max(precio[i]—E,0)

s if (Call[i]== 0){

14 delta [i]<—0

»

3¢

1(

4
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telse{
delta [i]<-1
}

Error[i]=(Call[i]-Call[i—1])—delta[i—1]*(precio[i]—precio[i—1])—r*
timestep*(Call [i—1]—precio[i—1]xdelta[i—1])-Dxdelta[i—1]*precio[i
—1]xtimestep

d1[i]=0

d2]i]=0

qqplot (Error ,R)

;| Tabla=data . frame (cbind (t, precio ,d1,d2,delta , Call , Error ,R))

return (Tabla)

}

D.10000=Dividendo (100,100,0.01,0.015,0.02,0.3,0.0001)

write.csv(D.10000, file="D_10000.txt")

z=D.10000[7] —=D.10000[8]

plot (z,type="1" ,xlab="N mero de coberturas”, ylab="Diferencias” ,ylim=
c(—0.001,0.001))

RepDividendo<—function (S,E,r ,D,mu, sigma , timestep){
T<-1
t<-0
Error<—0
R<—0
dl<—(log (S/E)+(r-Dtsigma”2/2)x(T—t) )/ (sigma*xsqrt (T—t) )
d2<—(log (S/E)+(r-D-sigma”2/2)x(T—t) )/ (sigma*sqrt (T—t) )
precio<—0
Call<—exp(—Dx (T—t) ) *Skpnorm (d1,0,1)—Exexp(—r*(T—t))*pnorm(d2,0,1)
delta<—exp(—Dx (T—t ) )*pnorm(d1,0,1)
for(i in 1:10000){
t<-0
aux<—rnorm (1,0 ,1)
R[i]<—sigmaxSxexp(—Dx(T—t))*dnorm(d1,0,1)*(aux"2—1)«timestep/(2x
sqrt (T—t))
t<—t+timestep
precio<—Sxexp ((mu-sigma "2 /2-D)xtimestep+sigma*xsqrt (timestep ) xaux)
dl<—(log(precio/E)+(r—D+tsigma”2/2)* (T—t))/(sigmaxsqrt (T—t))
d2<—(log(precio/E)+(r—D-sigma"2/2)%(T—t) )/ (sigmas*sqrt (T—t))
Calll<—exp(—Dx(T—t))*precio*pnorm(dl,0,1)—Exexp(—r*(T—t))*pnorm (d2
70 ’1)
Error[i]<—(Calll—Call)—delta*(precio—Sl)—r*xtimestep*(Call—Sxdelta)
—Dxdelta*Sxtimestep
}

qqplot (Error ,R, ylab="Rendimiento’)

}
RepDividendo (100,100,0.1,0.015,0.05,0.3,0.00001)
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B. Opcién Margrabe

Margrabe<—function (S1,S2,r ,mul,mu2,sigmal ,sigma2 ,rho,timestep){
S1: Precio del activo subyacente 1 en el instante 0.

S2: Precio del activo subyacente 2 en el instante 0.

r: Interes libre de riesgo.

s/mul: Rendimiento del activo subyacente 1.

mu2: Rendimiento del activo subyacente 2.

s|sigmal: Volatilidad del activo subyacente 1.

sigma2: Volatilidad del activo subyacente 2.

rho: coeficiente de correlacion entre S1 y S2.

7

N

ot

~

1(

11
12| T<—1

13] t<—0

1/#Denifici n del error pr ctico.

5| Error<—0

16|#Denifici n del rendimiento te rcio.

17| Re—0

18|#Definicion de sigmaM

o| sigmaM<—sqrt (sigmal “2+sigma2"2—2xrhoxsigmal xsigma?2)
20[#Definicion de dl y d2.

211 d1<—(log (S1/S2)+(sigmaM "2/2)x (T—t) )/ (sigmaM=*sqrt (T—t))
22| d2<—(log (S1/S2)—(sigmaM "2/2)* (T—t) )/ (sigmaMx*sqrt (T—t))

1

2

2

22

23|#Definici n del precio del activo subyacente 1 y 2.
24

2

2

2

preciol<—S1

25| precio2<—S2

26|#Definicion del valor de Call

27| Call<—S1*pnorm(d1,0,1)—S2«pnorm(d2,0,1)

2s|#Definicion de la cobertura delta 1 y 2.

20| deltal=pnorm(d1,0,1)

30| delta2=—pnorm (d2,0,1)

s1|#Definicion de los componenetes para generar el vector normal
multivariante .

2| a<—c (mul, mu2)

33| b<—matrix (¢ (1,rho,rho,1) ,2,2)

1|#Proceso de cobertura.

35| for (1 in 2:(T/timestep)){

36|  c<—rmvnorm (1 ,mean=a,sigma=b)

s71  R[i]=preciol [i—1]*dnorm(d1l[i —1],0,1)*timestep*((sigmalxc[l]—sigma2xc

[2]) "2—sigmaM " 2) /(2 *sigmaMxsqrt (T—t [1 —1]))

ss|  preciol [i]<—preciol [i—1]*xexp ((mul-sigmal "2)*timestep+sigmal*sqrt (

timestep)*c[1])

so|  t[i]<—t[i—1]+timestep

w| preciol [i]<—preciol [i—1]*exp ((mul-sigmal "2)«timestep+sigmal*sqrt (

timestep)xc[1])

11| precio2[i]<—precio2[i—1]xexp ((mu2—sigma?2 " 2)*timestep+sigma2x*sqrt (

timestep)*c[2])

2| dl[i]<—(log(preciol[i]/precio2[i])+(sigmaM"2/2)*(T—t[i]))/(sigmaMx

sqrt (T—-t[i]))

13| d2[i]<—(log(preciol[i]/precio2[i])—(sigmaM"2/2)x(T—t[i]) )/ (sigmaM=

sqrt (T—t[i]))

1| Call[i]<—preciol [i]*pnorm(dl[i],0,1)—precio2[i]*pnorm(d2[i],0,1)

15| Error[i]=(Call[i]-Call[i—1])—deltal [i—1]*(preciol [i]—preciol [i—1])—

delta2 [i—1]x(precio2[i]—precio2[i—1])

53




6| deltal [i]=pnorm(dl[i],0,1)
17| delta2[i]=—pnorm(d2[i],0,1)
5| }
ol 1=14+1

solt[i]=t[1—1]+timestep

51| c<—rmvnorm (1 ,mean=a , sigma=b)

s2|R[i]=preciol [i—1]*dnorm(d1[i—1],0,1)*timestepx ((sigmal*c[l] —sigma2xc
[2]) "2—sigmaM "2) / (2x*sigmaM=sqrt (T—t [1 —1]))

53| preciol [i]<—preciol [i—1]*exp ((mul-sigmal "2)*timestep+sigmal*sqrt (
timestep)xc[1])

54| precio2 [i]<—precio2[i—1]*exp ((mu2—sigma2 "2)xtimestep+sigma2xsqrt (
timestep )*c[2])

55| Call [i]=max(preciol [i]—precio2[i],0)

ol if (Call [i]== 0){

57 deltal [i]<=0

58 delta2[i]<-0

50| pelsed

60 deltal [i]<—1

61 delta2[i]<—1

2| }
63| Error [1]=(Call[i]—Call[i —1])—deltal [i —1]*(preciol [i]—preciol [i—1])—
delta2[i—1]*(precio2[i]—precio2[i—1])

61| d1[1]=0

6 d2[1]=0

os| qqplot (Error ,R)

67| Tabla=data . frame (cbind (t, preciol ,precio2 ,d1,d2,deltal ,delta2 ,Call,
Error ,R))

6s| return (Tabla)

69 }

71/M.10000=Margrabe (100,100,0.01,0.02,0.04,0.2,0.4,0.15,0.0001)

72| write.csv(M.10000, file="M_10000.txt”)

73| z=D.10000[9] —=D.10000[10]

74| plot (z,type="1" ,xlab="Numero de coberturas”, ylab="Diferencias” ,ylim=c
(—=0.001,0.001))

7s| RepMargrabe<—function (S1,S2,r,mul,mu2,sigmal ,sigma2 ,rho, timestep){
79 t<—0

80 T<—1

s1|  sigmaM<—sqrt (sigmal “2+sigma2”2—2xrhoxsigmal*xsigma?2)

s2|  dl<—(log(S1/S2)+4(sigmaM"2/2)x(T—t))/(sigmaMx*sqrt (T—t))
s3] d2<—(log (S1/S2)—(sigmaM"2/2)x(T—t))/(sigmaMx*sqrt (T—t))
84 Call<—S1lxpnorm(dl,0,1)—S2xpnorm(d2,0,1)

85 deltal=pnorm(d1,0,1)

86 delta2=—pnorm(d2,0,1)

s7]  a<—c (mul,mu2)

ss|  b<—matrix(c(1,rho,rho,1) ,2,2)

so|]  Error<—c(0)

90 R(—C(O)
or]  for(i in 1:10000){
92 t<—0

93 c<—rmvnorm (1 ,mean=a , sigma=b)
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94

95

96

98

99
100
101
102
103
104
105

106

¥

R[i]=Sl*dnorm(d1,0,1)*timestep«*((sigmalx*c[l] —sigma2x*c[2]) "2—sigmaM
“2)/(2+sigmaMxsqrt (T—t))

t<—t+timestep

preciol<—Slxexp ((mul-sigmal “2/2)*timestep+sigmal*sqrt (timestep)xc
1))

precio2<—S2xexp ((mu2—sigma2"2/2)*timestep+sigma2x*sqrt (timestep ) xc
[2])

dl<—(log(preciol /precio2)+(sigmaM"2/2)*(T—t) )/ (sigmaM=xsqrt (T—t))

d2<—(log(preciol/precio2)—(sigmaM"2/2)x(T—t))/(sigmaMx*sqrt (T—t))

Calll<—preciol *pnorm(d1,0,1)—precio2*pnorm(d2,0,1)

Error[i]=(Calll—Call)—deltal*(preciol —=S1)—delta2x*(precio2—S2)

}

qqplot (Error, R ,ylab="Rendimiento ")

}
RepMargrabe (100,100,0.01,0.02,0.04,0.2,0.4,0.15,0.0001)

C. Opcién Quanto

Quanto<—function (S,F,E,rS,rF ,muS,muF, sigmaS , sigmaF ,rho , timestep){

»

3/S: Precio del activo subyacente en el instante 0.

F: Tipo de cambio en el instante 0.
E: Precio de ejercicio.

ilrs: Interes libre de riesgo nacional.

rF: Interes libre de riesgo extranjera.

muS: Rendimiento del activo subyacente.

muF: Rendimiento del tipo de cambio.

sigmaS: Volabilidad del activo subyacente.
sigmaF: Volabilidad del tipo de cambio.

rho: coeficiente de correlaci n entre S y F.

NEE

T<—1
t<—0

i| FO<—F

#Denificion del rendimiento pr ctico.

Error<—0

#Denificion del rendimiento te rcio.

R<—0

#Definicion de dl y d2.

dl<—(log (S/E)+(rF—rho*sigmaSx*sigmaF+sigmaS"2/2)x (T—t) )/ (sigmaS*sqrt (T—
t))

3| d2<—(log (S/E)+(rF—rhoxsigmaSx*sigmaF —sigmaS"2/2)« (T—t) ) / (sigmaS*sqrt (T—

t))
#Definicion del precio del activo subyacente y el tipo de cambio.
precio<—S

5| Tipo<—F

#Definicion de un coeficiente lambda

s| lambda=exp (—(rS—rF4rhoxsigmaSx*sigmaF )* (T—t ) )

#Definicion del valor de Call
Call<—F0x (lambdaxS+pnorm (d1,0,1)—Exexp(—rS*(T—t))*pnorm(d2,0,1))

95




s1|#Definicion de la cobertura delta pasa S y F.

32| deltaS=F0xlambdaxpnorm (d1,0,1) /F

33| deltaF=F0xlambdaspnorm (d1,0,1)«S/F

sa|#Definici n de los componenetes para generar el vector normal

multivariante .

35| a<—c (muS, muF)

36| b<—matrix (¢ (1,rho,rho,1) ,2,2)

s7|#Proceso de cobertura.

ss| for (1 in 2:(T/timestep)){

30|  c<—rmvnorm (1 ,mean=a ,sigma=Db)

10|  R[i1]=F0x(sigmaSxprecio [i —1]«xlambda[i—1]*dnorm(d1[i —1],0,1)x(c

[1]172—-1)/(2*sqrt (T—t [i —1]) )+sigmaS«sigmaFxprecio [i —1]*lambda[i —1]

sxpnorm (d1[i —1],0,1)*(rho—c[1]*c[2]) )*timestep

| t[i]<—t[i—-1]+timestep

12| lambda|i]=exp(—(rS—rF+rhoxsigmaSs*sigmaF )« (T—t[i]))

13| precio[i]<—precio[i—1]*exp ((muS—sigmaS"2—rf)*timestep+sigmaS*sqrt (

timestep )*c[1])

| Tipo[i]<—Tipo[i—1]*exp ((muF-sigmaF "2)*xtimestep+sigmaF*sqrt (timestep)

xc[2])

5| dli]<—(log(precio[i]/E)+
/(sigmaS*sqrt (T-t[i]))

6|  d2[i]<—(log(precio[i]/E)+

/ (sigmaS*sqrt (T—t[i]))

7| Call[i]<—F0x(lambda[i]*precio[i]*pnorm(d1[i],0,1)—Exexp(—rSx(T-t[i])

)*pnorm (d2[i],0,1))

15| Error[i]=(Call[i]—Call[i —1])—deltaF [i —1]*(Tipo[i]—Tipo[i —1])—deltaF |

i—1]*rF«Tipo[i—1]*timestep—deltaS[i—1]*(Tipo[i—1]*(precio[i]—

precio[i—1])+precio[i—1]x(Tipo[i]—Tipo[i—1])+(precio[i]—precio[i

—1])*(Tipo[i]—Tipo[i—1]))—rSxCall [i —1]*timestep

w| deltaS[i]=F0x(lambda[i]*pnorm(d1[i],0,1))/Tipo[i]

s0]  deltaF [1]=—F0x (lambda[i]*pnorm(d1[i],0,1))*precio[i]/Tipo[i]

51 }

52| i=i+41

ss|t[i]<—t[i—1]4+timestep

54| c<—rmvnorm (1 ,mean=a , sigma=b)

55| R[1]=F0x* (sigmaS*precio [i —1]*lambda[i—1]*dnorm(d1[i—1],0,1)*(c[1]"2—-1)/

(2xsqrt (T=t [1—1]) )+sigmaS=*sigmaF*precio [i —1]*xlambda|[i—1]*pnorm (d1[1i

—1],0,1)*(rho—c[1]*c[2]) )*timestep

56| precio [1]<—precio [i—1]*exp ((muS—sigmaS "2—rf)*timestep+sigmaS*sqrt (

timestep)xc[1])

57| Tipo [1]<—Tipo [i —1]*exp ((muF-sigmaF "2)*timestep+sigmaF xsqrt (timestep ) xc

2])

55| Call [1]=FO0*max(precio [i]—-E,0)

so| if (Call[i]== 0){

60 deltaS [i]<—0

61 deltaF [i]<—0

o2| belse{

63| deltaS[i]<—F0/Tipo[i]

61| deltaF [i]<—FO0*precio[i]/Tipo[i]

65 }

66| Error [1]=(Call[i]—Call[i —1])—deltaF [i —1]*(Tipo[i]—Tipo[i —1])—deltaF [i

—1]*rF*Tipo[i—1]*timestep—deltaS [i —1]*(Tipo[i—1]*(precio[i]—precio |

i—1])+precio[i—1]*(Tipo[i]—Tipo[i—1])+(precio[i]—precio[i—1])*(Tipo

[i]—Tipo[i—1]))—rS*Call[i —1]*timestep

67| d1[1]=0

(rF—rhoxsigmaSx*sigmaF+sigmaS“2/2)% (Tt [i]))

(rF—rhoxsigmaSx*sigmaF—sigmaS"2/2)% (T-t [i]))
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6s| d2[1]=0
6| qqplot (Error ,R)
70| Tabla=data . frame (c¢bind (t, precio , Tipo,dl,d2,deltaS , deltaF , Call ,Error ,R)

71| return (Tabla)
72 }
731 Q.10000=Quanto (100,1.2,100,0.01,0.02,0.03,0.05,0.25,0.35,0.05,0.0001)
74| write.csv(Q.10000, file="Q_10000.txt”)

75| z=D.10000[9] —D.10000[10]

76| plot (z,type="1" ,xlab="Numero de coberturas”, ylab="Diferencias” ,ylim=c
(—=0.001,0.001))

79| RepQuanto<—function (S,F,E,rS,rF ,muS,muF, sigma$S , sigmaF ,rho , timestep ) {
80 T<—1

81 t<—0

83 Error<—0

84 R<—0

85|  dl<—(log (S/E)+(rF—rhoxsigmaSxsigmaF+sigmaS"2/2)*(T—t))/(sigmaS*sqrt (
T-t))

so|] d2<—(log(S/E)+(rF—rhox*sigmaS=xsigmaF—sigmaS~"2/2)*(T—t))/(sigmaS*sqrt (
T=t))

87 precio<—S

ss|  Tipo<—F

so| lambda=exp(—(rS—rF+rho*sigmaS=xsigmaF ) (T—t))

9|  Call<—F0x* (lambda*Sspnorm(dl,0,1)—Exexp(—rS*(T—t))*pnorm(d2,0,1))
o1  deltaS=F0xlambda*pnorm(dl,0,1)/F

92| deltaF=F0xlambdaxpnorm(dl,0,1)*S/F

93] a<—c (muS,muF)

94|  b<—matrix(c¢(1,rho,rho,1) ,2,2)

os|  for(i in 1:10000){

96 t=0
97 c<—rmvnorm (1 ,mean=a , sigma=b)
98 R[i]=F0x (sigmaS=*S«lambdaxdnorm (d1,0,1)«(c[1]"2—-1)/(2*sqrt (T—t) )+

sigmaSs*sigmaF xSxlambdaspnorm (d1,0,1) *(rho—c[1]*c[2]) )*timestep

99 t<—t+timestep

100 lambda=exp(—(rS—rF+rhox*sigmaS«sigmalF ) (T—t))

101 precio<—Sxexp ((muS—sigma$S "2)*xtimestep+sigmaS*sqrt (timestep )*c |

102 Tipo<—Fxexp ((muF—sigmaF "2—rF )« timestep+sigmaFxsqrt (timestep ) *c

103 dl<—(log(precio/E)+(rF—rhox*sigmaS+*sigmaF+sigmaS"2/2)«(T—t)) /(

sigmaSx*xsqrt (T—t))

104 d2<—(log(precio/E)+(rF—rhox*sigmaS+*sigmaF—sigmaS"2/2)«(T—t)) /(

sigmaSx*xsqrt (T—t))

105 Calll<—F0x (lambdaxprecio*pnorm(dl,0,1)—Exexp(—rS#(T—t) ) *pnorm (d2

,0,1))

106 Error[i]=(Calll-Call)—deltaF «(Tipo—F)—deltaF xrF*«Fxtimestep—deltaSx
(Fx(precio—S)+Sx* (Tipo—F)+(precio—S)x(Tipo—F))—rS*xCallxtimestep

107 }

0s|  qgqplot (Error ,R)

109

110 }
11| RepQuanto (100,1.2,100,0.01,0.02,0.03,0.05,0.25,0.35,0.05,0.0001)
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