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Capitulo 1

()ptica Geomeétrica

1.1 Optica Geométrica Paraxial

1.1.1 Postulados de la ()ptica Geométrica

Definimos el indice de refraccion de un medio n como el cociente n = ¢/v, donde ¢ es la velocidad de la
luz en el vacio y v es la velocidad de la luz en el medio considerado. Los cinco postulados de la Optica

Geométrica se enuncian asi:
1. Las trayectorias en los medios homogéneos e isétropos son rectilineas.

2. Sea una superficie que separa dos medios de indices n y n/. El rayo incidente, el reflejado, el
transmitido o refractado y la direccién normal a la superficie en el punto de incidencia estdn en el

mismo plano (plano de incidencia).

3. Sean ¢, € y €’ los dngulos que forman el rayo incidente, el refractado y el reflejado con la normal,

respectivamente. El rayo incidente y el transmitido verifican la ley de Snell: nsin(e) = n’sin(€).
4. El rayo incidente y el reflejado verifican la ley de la reflexién: e = ¢”.

5. Las trayectorias de la luz a través de diferentes medios son reversibles.

1.1.2 Principio de Fermat

Sea un medio homogéneo e isétropo de indice n. La luz viaja entre los puntos A y B, siguiendo una
trayectoria rectilinea. Definimos el camino dptico A ap como el producto entre el indice de refraccién y
la distancia s que recorre la luz entre los dos puntos, Aap = nsap. Si la luz atraviesa diferentes medios,

el camino 6ptico sera

Si el medio es heterogéneo y el indice de refraccién varia de punto a punto, la definicién de camino 6ptico

se convierte en la siguiente integral

A= /Cnds (1.2)
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Figura 1.1: Ley de Snell Figura 1.2: Ley de la reflexién

El principio de Fermat dice que para ir de A a B, la luz sigue un camino extremal (es decir, un camino

maximo o minimo):

0A = 6/nd8 =0. (1.3)

Teorema de Malus-Dupin

Si sobre cada rayo que sale de un foco emisor de luz tomamos caminos épticos iguales, los puntos que
limitan estos caminos generan una superficie que es normal a todos los rayos. Esta superficie se denomina

frente de onda.

1.1.3 Conceptos. Convenio de signos
Sistema 6ptico

Denominamos sistema optico a un conjunto de superficies que separan medios con indices de refraccién
diferentes. Si las superficies son de revolucién, y sus centros estan alineados, la recta que los une se
denomina eje dptico. El punto emisor de donde salen los rayos se denomina objeto; el punto donde se
juntan los rayos, una vez pasado el sistema dptico es la imagen. Si los rayos pasan fisicamente por un
punto se denomina real. El punto es wvirtual si llegan o salen las prolongaciones de los rayos. El conjunto
de puntos objeto forma el espacio objeto mientras que el conjunto de puntos imagen conforma el espacio

magen.

Sistema 6ptico perfecto

Un sistema 6ptico es perfecto si se puede establecer una relacién de semejanza entre todo el espacio objeto
y todo el espacio imagen. Se puede demostrar que esta condiciéon no es fisicamente viable. Podemos

determinar unas nuevas condiciones menos restrictivas (condiciones de Maxwell):
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1. A un plano normal en el eje 6ptico en el espacio objeto le corresponde otro plano normal al eje

optico en el espacio imagen.

2. Todos los rayos que entran en el sistema partiendo de un punto pasan a la salida por otro punto

(real o virtual).

3. Toda figura contenida en un plano perpendicular al eje, se representa como una figura semejante

contenida también en un plano perpendicular al eje, en el espacio imagen.

Definicién de Condicién de stigmatismo: Un sistema se comporta stigmaticamente entre dos puntos

cuando todos los rayos que salen de un punto objeto van a parar a un punto imagen (real o virtual).

Convenio de signos

Figura 1.3: Convenio de signos. Variables geométricas

Valor positivo Valor negativo
Distancias a lo largo s, s' Derecha de la superficie Izquierda de la superficie
del eje
Radios de curvatura r Centro a la derecha de la superficie | Centro a la izquierda de la superficie
Distancias normales y, ¥y, h | Sobre el eje éptico Bajo el eje optico
al eje
Angulos de incidencia, | €, ¢, €, | Sentido horario Sentido antihorario
refraccién y reflexién | w, w’ (girando hacia la normal) (girando hacia la normal)
Angulos con el eje o, o', ¢ | Sentido antihorario Sentido horario
(girando hacia el eje éptico) (girando hacia el eje éptico)

Tabla 1.1: Convenio de signos. Norma europea

Optica paraxial. Definicién

Muchas de las situaciones que se estudian en la Optica Geométrica presentan como particularidad que
los angulos con los cuales se trabaja son pequenos. Cuando se trabaja en estas condiciones se habla de

(jptica de primer grado o bien Optica Parazial. En estos casos, la aproximacion del seno o la tangente



10 CAPITULO 1. OPTICA GEOMETRICA

del d4ngulo por su arco es vilida: sin(e) = ¢, tan(e) ~ e. En estas condiciones, la ley de la refraccién se

escribe ne = n'€’.

1.1.4 El Invariante de Abbe

El invariante de Abbe da la posicién de la imagen a partir de la posicién de un punto objeto (emisor)
cuando se produce una refraccion a través de una superficie esférica de radio r que separa dos medios
de indices n y n'; s y s’ son las distancias del objeto a la superficie y de esta superficie a la imagen,
respectivamente. La férmula del invariante de Abbe indica que cualquier par de puntos objeto-imagen

verifica la relacién de stigmatismo. Esta relacién es vélida en condiciones paraxiales.
1 1 (1 1
n _— = =N _— — . 1.4
<r s) (r s’ > (14)
Esta férmula se puede aplicar repetidamente para varias superficies aplicando la férmula de paso:
Sip1 = 8; — diiq1, (1.5)

que relaciona las distancias imagen y objeto de superficies consecutivas.

S Sy

d iit+1

Figura 1.4: Férmula de paso entre dos superficies

Si la superficie es un espejo, entonces n’ = —n y la fomula se escribe
1 1 2
4=z 1.6
S + s (1.6)

1.1.5 Aumentos. Planos focales y principales
Aumento lateral

Se define el aumento como la relacién de tamano entre la imagen y el objeto: 3' = y'/y. Para un sistema

con k superficies que separan k + 1 medios, el aumento se puede calcular como

ko
y 1 ﬁ
el | s (17)

Ng+1 y=1

donde s; y s son las distancias objeto e imagen parciales referidas a la superficie 4.
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Planos focales y planos principales

1. El punto del eje 6ptico donde se cortan los rayos que provienen del infinito y que son paralelos al
eje Optico se denomina foco imagen. De forma andloga, el punto del eje éptico que tiene por imagen

el infinito se denomina foco objeto.

2. El plano perpendicular al eje 6ptico que contiene el foco o punto focal se denomina plano focal. Los
rayos que provienen del infinito y que entran en el sistema 6ptico formando un cierto angulo con el

eje 6ptico se cruzan en un punto del plano focal.

3. Denominamos planos principales a dos planos conjugados perpendiculares al eje con aumento lateral
B =1 entre ellos. El punto de interseccién entre las prolongaciones del rayo procedente del infinito,
y que es paralelo al eje Optico, y del rayo que a la salida va a buscar el foco, marca la posicién del
plano principal imagen H’. El plano principal objeto H se encuentra de forma andloga, considerando
un rayo que pasa por el foco objeto. El conocimiento de los planos principales y focales nos da toda
la informacién necesaria para el estudio de un sistema éptico en primer orden con independencia

de su complejidad.

4. La distancia entre los planos principales y focales se denomina distancia focal o simplemente focal.

Las focales objeto y imagen verifican la relacién

- (1.8)

5. En una superficie esférica, los planos principales H y H’ se confunden con propia superficie esférica
(fijémonos que estamos en aproximacién paraxial). Las focales se pueden calcular utilizando el

invariante de Abbe:

fl=r p f=-r—— (1.9)

6. El inverso de la distancia focal imagen se denomina potencia de un sistema éptico ¢ = 1/f" y se

mide en dioptrfas (1 D = 1 m™1).

1.1.6 Ley de las lentes

En un sistema 6ptico definido por las posiciones de los planos principales y focales, se verifican las

relaciones siguientes
/
2 =ff -4+ === (1.10)

donde z es la posicién del objeto referidada al foco objeto y 2’ es la posicién de la imagen referidada al

foco imagen. Si los indices extremos son iguales, caso habitual en las lentes y los instrumentos 6pticos,

f:_f/7

1 1
ZZIZ—JC/2 —g+s— = —=. (1.11)

En este caso, el aumento lateral es 3’ = s'/s.
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Figura 1.5: Ley de las lentes

1.1.7 Sistemas compuestos

Tenemos dos sistemas 6pticos bien definidos por sus planos principales y focales, dispuestos segiin se indica
en la figura 1.6. Se puede demostrar que es posible determinar un dnico sistema (sistema compuesto)
de planos principales y focales conjuntos, calculados a partir de los de cada sistema. Por lo general,
cualquier sistema 6ptico, independientemente de su complejidad, puede ser reducido a un tnico par de
planos principales y focales. Esto supone una notable simplificacién en el estudio paraxial de sistemas

Opticos complejos, es decir, formados por muchas lentes o espejos.

Hi|  [H: Ho|  |H"
N1 n:=n: n
fi 1 t fa f's
| | | |
[ [ [ [
F. F. F. F.
e
L >
I 14
Figura 1.6: Sistemas compuestos

A continuacién se indican las férmulas que permiten obtener la focal conjunta del sistema compuesto, asi

como las posiciones de sus planos principales y focales:

Caso general, ny, na, nb | N1 = ng = nj
P __fif2 I I
F= e—fi+f2 I'= fitfi—e
— efi — ef1
MH = =5y HiH = 57—
8 2 efs 1T efs
Ml = =757 Hy " = —59—

Tabla 1.2: Férmulas de acoplamiento de sistemas



1.1. OPTICA GEOMETRICA PARAXIAL 13

1.1.8 Lentes

Las lentes son la base de los instrumentos 6pticos. Estdn formadas por dos superficies refractivas (que
aqui tomaremos esféricas de radios 71 y r2), separadas una distancia e, que encierran un medio de indice
n. Podemos estudiar su funcionamiento considerandolas como sistemas compuestos, puesto que a cada
superficie esférica le podemos asignar sus planos principales y focales asociados. Aplicando las féormulas
de los sistemas compuestos podemos determinar estos valores. Sean n; y n) los indices de los medios

inicial y final y n, el indice del material del cual estd hecha la lente:

Caso general, nq, n, nf diferentes Indices extremos aire n; =nfj =1
7 7 2
1_nom 1 gmpond y (mm)ong) e | L )L _ L] (=17 e
T onh o + nl, ra + nnl, r172 o (ﬂ ]') 1 To + n 172
_ eniri/(n—ny) _ ery
HH = e—nri/(n—ni)—nra/(n,—n) HH = n(ri—rqo)—e(n—1)
T 7
N enyra/(ny—n) 3 ers
HQH — e—nri/(n—n1)—nry/(nh—n) HQH ~ n(ri—ra)—e(n—1)

Tabla 1.3: Férmulas de diseno de lentes

Lentes delgadas

Si el grosor de la lente es pequefio frente a los radios de curvatura y n; = nf = 1, se verifica que

— =(n-1) {H—d H\H=0 H,)H =0. (1.12)

1.1.9 Formacién de imagenes en una lente

Férmula de formacién de imdgenes en las lentes (indices extremos iguales): f% + % = % Ver figuras

1.7 a 1.14.

1.1.10 Formacién de imagenes en un espejo esférico

Foérmula de formacién de imégenes en espejos esféricos: % +1=2_ % Ver figuras 1.15 a 1.22.

s r

1.1.11 Limitaciones de luz y campo en sistemas 6pticos

e Diafragma de apertura. Dado un sistema Optico, el elemento que limita la cantidad de luz que
atraviesa el sistema (montura de lente, diafragma intercalado, ...) se denomina diafragma de
apertura. Su imagen en el espacio objeto que indica la medida de la apertura por donde penetra
la luz, recibe el nombre de pupila de entrada. La imagen del diafragma de apertura en el espacio
imagen que indica la medida de la apertura por donde sale la luz, recibe el nombre de pupila de

salida.

e Diafragma de campo. Dado un sistema Optico, el elemento que limita el tamano del objeto se
denomina diafragma de campo. Su imagen en el espacio objeto recibe el nombre de lucarna de
entrada. La imagen del diafragma de campo en el espacio imagen recibe el nombre de lucarna de

salida.
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Figura 1.7: Gréfica s'(s) para una lente convergente de f' =1 m

or 1; el

Figura 1.8: Lente convergente. Objeto real e imagen real

F iv or F'\

Figura 1.9: Lente convergente. Objeto real e imagen virtual

Figura 1.10: Lente convergente. Objeto virtual e imagen real
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Figura 1.11: Gréfica s’(s) para una lente divergente de f' = —1 m

or F iv F

Figura 1.12: Lente divergente. Objeto real e imagen virtual

Figura 1.13: Lente divergente. Objeto virtual e imagen real

e F I}: ov

Figura 1.14: Lente divergente. Objeto virtual e imagen virtual
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 1.15: Gréfica s’(s) para un espejo esférico convexo de f' =1 m

or

ﬁ[\
-
F\\\\\\
N -
N -
iv F

t
C

Figura 1.16: Espejo esférico convexo. Objeto real e imagen virtual

N

A

Figura 1.17: Espejo esférico convexo. Objeto virtual e imagen real

Figura 1.18: Espejo esférico convexo. Objeto virtual e imagen virtual
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Figura 1.19: Gréfica s'(s) para un espejo esférico céncavo de f' = —1 m
ir /\
or c F

Figura 1.20: Espejo esférico céncavo. Objeto real e imagen real

/C F )
or 1w

Figura 1.21: Espejo esférico concavo. Objeto real e imagen virtual

Figura 1.22: Espejo esférico concavo. Objeto virtual e imagen real
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1.2 Instrumentos de proyeccion

1.2.1 Introduccién a los instrumentos de proyeccion

Los instrumentos de proyeccién estan disenados para formar la imagen de un objeto sobre un plano de
referencia. Normalmente estdn constituidos por un sistema convergente, de manera que se obtiene una
imagen real a partir de un objeto también real. La fisica asociada a este problema puede ser explicada a

partir de la férmula de formacién de imagen:

1 1 1

donde s y s’ son las distancias entre el sistema &ptico y el objeto y el sistema dptico y la imagen,
respectivamente; f’ es la distancia focal del sistema. El aumento geométrico 3’ es la relacién entre

distancias s’ y s:

S/

3 = . (1.14)
El aumento es negativo en los sistemas proyectores (es decir, la imagen obtenida estd invertida). Si
|8'| < 1, la imagen es més pequeiia que el objeto mientras que si |#| > 1 la imagen es més grande que
el objeto. Por ejemplo, habitualmente las cdmaras fotograficas proyectan un objeto en una imagen que
debe tener las dimensiones del negativo fotografico. Esto corresponde al caso |3'| < 1. A diferencia de
esto, en un proyector de diapositivas lo que interesa es ver la imagen ampliada de una diapositiva sobre

una pantalla, y por lo tanto |3'| > 1.

1.2.2 El ojo humano

El estudio del ojo humano desde el punto de vista de los instrumentos épticos tiene un interés doble.
Por una parte, se trata de un instrumento de proyeccion. Por otro lado, el diseno de algunos aparatos,
como los telescopios y los microscopios, debe realizarse teniendo en cuenta el funcionamiento del ojo.

Destaquemos sus partes mds importantes (véase la figura 1.23):

e Fl cristalino. Es una lente convergente de focal variable. La distancia s’ estd fijada, mientras que el
ojo enfoca a diferentes distancias. Recuérdese que debe verificarse la ley de las lentes, —% + ﬁ = %
Este fenémeno se denomina acomodacion; una persona puede ver nitidamente desde el infinito hasta

un punto préximo situado, por término medio, a 25 cm del ojo.

e La retina y la fovea. La retina es la parte del ojo donde se forma la imagen. La retina esta llena de
células nerviosas sensibles a la luz que envian la informacién de la senal luminosa hacia el cerebro.

La zona de la retina donde la imagen se forma con mayor nitidez se denomina févea.

e Fliris. Se comporta como un diafragma. Se cierra cuando hay un exceso de luz y se abre cuando

las condiciones de luz son deficientes.

e Un ojo miope es aquel que enfoca la imagen del infinito en un plano situado antes de la retina. Este
defecto visual se corrige con el uso de lentes divergentes. Si la imagen del infinito se forma detras

de la retina, el ojo es hipermétrope. Para corregir este defecto se utilizan lentes convergentes.
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retina

iris
humor
vitreo

cbrnea

humor

acuoso nervio &ptico

cristalino

Figura 1.23: Esquema del ojo humano

1.2.3 La camara fotografica

36

24

pelicula

Figura 1.24: Esquema de la cdmara fotografica

Desde el punto de vista 6ptico, la camara fotografica es muy parecido al ojo. Consiste en un sistema
mévil de lentes convergentes (objetivo). En el plano donde se forma la imagen, se coloca la pelicula.
La posicién de este plano esta fijada. La camara enfoca un objeto situado a una cierta distancia s del
mismo; modificando la posicién de la lente, se modifica la distancia s’, de manera que se verifique la ley
de formacién de imégenes. —% + % = %, haciendo coincidir el plano de formacién de imagen con la
posicién del plano que contiene la pelicula.

El objetivo incorpora un diafragma (pupila de entrada) que regula la cantidad de luz que penetra en
el sistema. El maximo angulo de campo w que puede entrar en el sistema estd condicionado por las
dimensiones del negativo (24 x 36 mm para pelicula estdndar) y por la distancia objetivo-pelicula.

La apertura relativa se define como el cociente entre el didmetro de la pupila de entrada y la focal del

sistema, y es una medida de la cantidad de luz que llega a la pelicula. Por otra parte, se define el nimero
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de diafragma N como el valor inverso de la apertura relativa N = f'/¢pgr. Los valores de N estdn
estandardizados (2, 2.8, 4, 5.6, 8, 11, 16, 22). Estos valores siguen una progresiéon geométrica de razén
V2. De esta manera, al aumentar N en un valor, la cantidad de luz se reduce a la mitad.

En condiciones paraxiales, la imagen de un punto es un punto. Sin embargo, la pelicula fotogréafica esta
constituida de tal modo que al incidir luz sobre un punto de la pelicula, se registra en el negativo una
mancha de dimensiones finitas. Esta zona se denomina grano de la pelicula. Las peliculas més sensibles
(es decir, aquellas que necesitan menos luz para grabar una escena) presentan menos definicién (el tamafio
del grano es més grande). Por otra parte, las peliculas de més definicién requieren buenas condiciones de
luz por trabajar adecuadamente. El hecho que las peliculas presenten una resolucién limitada se traduce

en los fenémenos de la profundidad de foco y la profundidad de campo.

tamafio
r=
0 del grano

\ pelfcula

zona de imagenes
enfocadas

Figura 1.25: Concepto de profundidad de foco

Un objeto situado a distancia s delante de una lente de focal f’ forma su imagen a distancia s’. Sea 2r
el didmetro del grano de la pelicula, supuesto circular. Segun resulta de la figura 1.25, el plano de la
pelicula podria estar situar en cualquier sitio dentro la ‘zona de imdgenes enfocadas’ (2Az2’). Si enfocamos
un objeto al infinito, se verifica Az’ = 2rN. Por lo tanto, cuanto més cerrado esté el objetivo (N més
grande), mds aumentard la profundidad de foco.

Este concepto puede ser trasladado al espacio objeto: al fijar la distancia s moviendo el objetivo ase-
guramos que en el plano a distancia s’ de la lente se forma imagen siguiendo la férmula de las lentes.
Ahora bien, todos los planos en un entorno del plano que se encuentra a distancia s de la lente también
quedaran enfocados a consecuencia de las dimensiones finitas del grano de la pelicula. Este fenémeno se

denomina profundidad de campo.

1.2.4 Objetivos fotograficos

De la figura 1.24 se deduce que el dngulo maximo de campo con el que puede penetrar la luz en la
camara fotografica estd condicionado por el tamano de la pelicula fotogréafica y por la distancia imagen

s’ lente-pelicula. Si interesa fotografiar dreas muy extensas, el dngulo de campo mdximo debe ser muy
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grande. Para que pase esto, la distancia focal del objetivo tiene que ser pequena. Estos dispositivos se
denominan gran angulares, trabajan con dngulos grandes, y por lo tanto, han de estar muy bien corregidos
de aberraciones (distorsién, coma, astigmatismo).

Por otra parte, si fotografiamos con detalle un objeto lejano, el angulo maximo de campo es pequeno.
Esto implica que la distancia focal del objetivo tiene que ser grande por poder resolver el objeto. Existen
problemas précticos para utilizar lentes de focales muy grandes. Por ejemplo, utilizar una lente de 500

mm, supone que entre la lente del objetivo y el negativo debe haber una distancia de unos 50 cm.

Figura 1.26: Sistema teleobjetivo . Trazado de rayos y posicién del plano principal y focal

Para construir sistemas compactos, se utilizan los teleobjetivos, que consisten en una lente convergente
y otra divergente separadas una distancia e. A partir del trazado de rayos, tal y como se indica en la
figura 1.26, se puede ver que el plano principal imagen se aleja y la distancia focal se hace grande. Esto
se consigue, con dimensiones razonables de la camara. Recuérdese que la focal conjunta de un sistema

de dos lentes se calcula a partir de la relacion

fifs
fl=—"r (1.15)
fitfs—e
Por lo tanto, con dos lentes, una convergente y el otra divergente, se puede obtener un rango de focales
modificando la distancia e. El zoom es un teleobjetivo especial donde la distancia e es ajustable por el
usuario. De este modo se consigue una variaciéon continua de la focal y, en consecuencia, el fotégrafo

puede encuadrar la escena de la forma mas adecuada.

1.2.5 Sistemas de iluminacién de proyectores

Los proyectores constan de un objetivo (sistema de lentes convergente), que proyecta una transparen-
cia sobre una pantalla. Normalmente interesa que el aumento lateral sea grande. El problema en los

proyectores es conseguir que la transparencia esté uniformemente iluminada.
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Condensador Transparencia Pantalla

Objetivo

Fuente de luz

Figura 1.27: Sistema de iluminacién critica

Una posibilidad consiste en utilizar una bombilla y, mediante una lente denominada condensador, proyec-
tar el filamento de la bombilla sobre la transparencia. En este sistema de iluminacién, denominado ilu-
minacion critica, el filamento aparece sobre la pantalla, la iluminacién es poco uniforme y las zonas de la
transparencia que son iluminadas directamente por la bombilla pueden deteriorarse como consecuencia

de la temperatura.

Transparencia Pantalla

Condensador
Objefivo

7

N
Fuente de luz

— 5 B 5 @

Figura 1.28: Sistema de iluminacién Kohler

El sistema de iluminacion Kohler consiste en formar la imagen del filamento sobre el objetivo con la
ayuda de la lente condensadora. La transparencia se coloca junto al condensador. Asi, el filamento no se

proyecta sobre la pantalla y la transparencia recibe una luz mas uniforme.

1.3 Telescopios

1.3.1 Introduccién

Los telescopios son instrumentos disenados por observar objetos muy alejados. Se trata de sistemas afo-

cales. Esto quiere decir que la imagen del infinito a través del telescopio estd también en el infinito. De
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igual manera que el microscopio, los telescopios se disenan de forma que los rayos emergentes del instru-
mento salgan paralelos, es decir, hacia el infinito. De este modo, el ojo puede trabajar sin acomodacién,
y por lo tanto no se fuerza la vista mientras se utiliza el instrumento. Finalmente, la imagen del infinito
se proyecta sobre la retina.

Los telescopios y los microscopios estan formados basicamente por dos sistemas 6pticos: objetivo y ocular.
El ocular del telescopio y del microscopio funcionan de manera andloga. Se trata de un sistema de lentes,
que tiene un plano focal objeto donde se forma la imagen producida por el objetivo y, por lo tanto, ésta

se proyecta de nuevo hacia el infinito a través del ocular.

1.3.2 Anteojo astronémico

El anteojo astronomico es el telescopio més simple. Consiste en dos sistemas de lentes convergentes: el

objetivo, de focal f/, ., y el ocular, con focal f,.. El plano focal imagen del objetivo y el plano focal objeto

by
del ocular son coincizientes. Asi, los rayos que provienen del infinito forman una imagen intermedia en el
plano focal comun. El ocular proyecta de nuevo esta imagen al infinito. La figura 1.29 muestra el trazado
de rayos a través de un telescopio astronémico. Los rayos que entran paralelos al eje éptico se cruzan en
el punto focal imagen del objetivo; al atravesar el ocular vuelven a salir paralelos al eje 6ptico. El rayo
que entra por el extremo superior del objetivo sale ahora por debajo, indicdndonos de forma grafica que
este instrumento tendrda un aumento negativo. Los rayos que entran en el sistema, formando un cierto
angulo w con el eje 6ptico, se cruzaran en un cierto punto del plano focal comin. Para determinar este
punto debe recordarse que el rayo que pasa por el centro de la lente no se desvia. Al pasar los rayos
a través del ocular, estos salen paralelos formando un dngulo w’ con el eje Gptico. Para determinar la
direcciéon de salida, se ha indicado con linea discontinua un rayo auxiliar que pasa por el punto del plano
focal donde se han cruzado los rayos que entran en el sistema formando un angulo w con el eje éptico y
que pasa sin desviarse por el centro del ocular.

En el plano focal comtn, se suele colocar el diafragma de campo. El tamano de la imagen del infinito
que se forma en este plano estd limitada por las dimensiones de este diafragma. El tamano de este objeto
intermedio es una medida directa del dngulo maximo que puede penetrar en el telescopio. Por otra parte,
la limitacién sobre la cantidad de luz que penetra en el sistema (diafragma de apertura, DA) se encuentra
en el objetivo. Como que no tenemos ningun sistema éptico previo al objetivo, éste se comporta como
la pupila de entrada (PE) del sistema. Al calcular la imagen del DA a través del ocular, se obtiene la
posicién y las dimensiones de la pupila de salida (PS). Este es el plano donde se debe colocar el ojo para
observar a través del anteojo (plano de emergencia de pupila). Si nos fijamos en el trazado de rayos
en eje, se podria pensar que cualquier plano a partir del ocular seria adecuado para colocar el ojo. Sin
embargo, al hacer el trazado en campo puede verse que la tinica manera de no perder rayos es colocar el
ojo en la PS.

En los telescopios, el aumento viene dado por la relacién entre lo que se ve a través del instrumento

respecto el que se veria a ojo desnudo. El aumento obtenido con este sistema es

tan(w') obj _ 9P
N tan(w) N e B ops (1'16)

Noétese que este aumento es negativo. La férmula del aumento se puede demostrar facilmente a partir de

equivalencias de tridngulos en la figura 1.29.
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Objetivo D.C.  Ocular P.S.

Figura 1.29: Anteojo astronémico

1.3.3 Anteojo de Galileo

El anteojo de Galileo es un instrumento con un diseno muy parecido al anteojo astronémica. Este tltimo
presenta un aumento negativo y por lo tanto genera un problema de orden practico al utilizarlo para
observar objetos en la Tierra, ya que se ven las cosas invertidas. Para conseguir un aumento positivo, se
utiliza una lente o sistema divergente como ocular. El plano focal imagen del objetivo y el plano focal
objeto del ocular son también coincidentes. Las figuras 1.30 y 1.31 muestran el trazado de rayos en eje

y en campo. Es facil demostrar que aqui el aumento también se describe por

tan(w’ obj
_ tanw) A1) (1.17)

r

~ tan(w)

Como el valor de f/. es negativo, ya que la lente es divergente, el aumento visual del instrumento es
positivo.

Para encontrar la posicién de la pupila de salida, se calcula la posicién de la imagen de la montura del
objetivo a través del ocular. Esta se encuentra en el interior del telescopio,y en consecuencia el objetivo
no actiia de diafragma de apertura. El ojo se debera acercar al maximo al ocular y mirar a través. La
imagen del objetivo limitard el campo que verd el ojo, por lo tanto, el objetivo hace de diafragma de

campo del conjunto telescopio-ojo y su imagen, de lucarna de salida.

1.3.4 Anteojo terrestre

El anteojo terrestre es una alternativa para conseguir telescopios con aumento visual positivo sin que se
generen los problemas de vineteo propios del anteojo de Galileo. Se trata de un anteojo astronémico al
que se ha anadido una lente denominada inversora. La imagen del infinito se forma en el plano focal
imagen del objetivo. Esta imagen se proyecta a través de la lente inversora, forméandose una nueva imagen
intermedia. El plano de formacién de esta imagen es coincidente con el plano focal objeto del ocular, y
por lo tanto los rayos salen paralelos del sistema. Puesto que el aumento de la proyeccion a través de la

lente inversora es negativo, el aumento total es positivo.
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imagen del objetivo
J a traves del ocular
Objetivo Ocular

— ]

Figura 1.30: Anteojo de Galileo (trazado de rayos en eje)

Objetivo Ocular

A

Figura 1.31: Anteojo de Galileo (trazado de rayos en campo)

Se puede demostrar que el anteojo terrestre tiene un aumento visual que es igual a

tan(w’ flo: s
Fat = ( ) = - O,] = Faaﬂ;nv
tan(w) s

25

(1.18)

El aumento visual en este caso es igual al aumento visual correspondiente al anteojo astronémico 'y,

que podriamos construir sin inversora, multiplicado por el aumento lateral de la proyeccion de la imagen

intermedia a través de la lente inversora. Puesto que ambos aumentos parciales son negativos, el aumento

total es positivo.

En este instrumento, el objetivo actiia como pupila de entrada. La posicién de la imagen de esta a través

de la inversora y el ocular, indica donde se debe poner el ojo. El diafragma de campo en este instrumento

se encuentra situado equivalentemente en el plano focal imagen del objetivo o en plano focal objeto del

ocular, aunque normalmente se coloca en el segundo.
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Objetivo D.C. Ocular P.S

Figura 1.32: Anteojo terrestre

1.3.5 Telescopios de espejos

Basandose en el telescopio astronémico, se pueden disenar telescopios en los cuales el objetivo es un
sistema de espejos en vez de lentes. Estos sistemas pueden presentar valores de f(’)bj muy grandes, lo
que supone grandes aberturas, y por lo tanto el instrumento es muy luminoso. Ademads, los espejos no
presentan aberracién cromatica. Los grandes telescopios presentan arquitecturas de este tipo. La figura
1.33 muestra un ejemplo de telescopio de espejos: al determinar la posicién del plano principal objeto

obtenemos que la focal del objetivo es muy grande, lo que supone un valor del aumento muy elevado.

=y

H

s
ob]

/ = foc —

obj

Figura 1.33: Telescopio de Cassegrain

1.4 Microscopios

1.4.1 La lupa. El objetivo del microscopio

Un microscopio es un sistema éptico diseniado por observar objetos pequenos. Si queremos observar un
objeto de reducidas dimensiones, lo que haremos sera acercarnos a él cuanto sea posible, hasta la distancia
minima en la que ojo sea capaz acomodar. Esta distancia se denomina distancia del punto proximo 'y se

toma, en promedio, de 250 mm.
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El microscopio estd basado en el funcionamiento de la lupa. Al mirar un objeto de altura yg a ojo desnudo,
situaremos el ojo a 250 mm del objeto. La tangente del dngulo w (véase figura 1.34) es tan(w) = —yq/250.
Si visualizamos ahora el objeto a través de una lente convergente, podemos verlo con un cierto aumento.
Colocamos el objeto en al plano focal objeto de esta lente (véase figura 1.35) y observamos. Los rayos
saldran paralelos después de atravesar la lente. El rayo que pasa por el centro de la lente y el extremo
del objeto formaran un dngulo w’ respeto al eje dptico. La tangente de este dngulo serd tan(w’) = yo/f.

Por lo tanto, el aumento visual serd

r— tan(w’) 250

= en(o) ~ 5 (la focal se ha de expresar en mm.) (1.19)
an(w
Compruébese que este aumento es positivo.
Yo o /
~-—— g =—250 mm

Figura 1.34: Observacién de un objeto sin instrumento

Figura 1.35: Observacién de un objeto con lupa

1.4.2 El microscopio compuesto

El microscopio se disefia afiadiendo una etapa proyectora (objetivo) previa a la lente que actuard de forma
equivalente a una lupa (ocular). El objeto a observar se coloca a distancia s del objetivo. La imagen a

través del objetivo se forma a distancia s’ de esta lente. El plano donde se forma esta imagen intermedia
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es coincidente con el plano focal objeto de la lente que actiia como lupa (ocular). Los rayos salen paralelos

después de atravesar el ocular y asi el ojo puede observar en condiciones de no acomodacién.

Objetivo Ocular

Figura 1.36: Microscopio

Sea t la distancia entre el plano focal imagen del objetivo y el plano focal objeto del ocular. Se puede
demostrar que el aumento visual de este instrumento es

_ tan(w’) ¢t 250

=T T ﬂ:)bjrom (1.20)

obj Joc

~ tan(w)

es a decir, el aumento del instrumento se calcula multiplicando los aumentos del objetivo ﬁ(’)bj por los
aumentos del ocular I',.. Como en el telescopio, el objetivo hace de diafragma de apertura. La imagen
del objetivo a través del ocular es la pupila de salida, donde se coloca el ojo. El diafragma de campo se

encuentra situado en el plano focal objeto del ocular.

Transparencia

Condensador
Objetivo Ocular

T |
Fuente de luz \L
N PR

Proyector Kohler

Microscopio

Figura 1.37: Microscopio con iluminaciéon Kéhler

Un aspecto importante en el diseno de un microscopio es la iluminacién de la muestra. Por ejemplo, se

puede utilizar un sistema de iluminacié Kohler. La muestra se coloca en contacto con el condensador y
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por lo tanto, queda iluminada uniformemente. El esquema de este instrumento se puede observar en la

figura 1.37.
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Capitulo 2

Optica Electromagnética

2.1 Ondas electromagnéticas

2.1.1 Ecuaciones de Maxwell

El formalismo bésico para describir los fenémenos electromagnéticos relacionados con la éptica ondulatoria

son las ecuaciones de Maxwell. En el sistema CGS Gauss se escriben como:

G- i 19D
c c Ot
GAB-_198
c Ot
ﬁl_)’zémp
VB =0, (2.1)

donde H es el campo magnético, E es el campo eléctrico, D es el vector desplazamiento, B es el vector

induccién magnética, j es la densidad de corriente, p es la densidad de carga y ¢ es una constante de

proporcionalidad.
Las ecuaciones de Maxwell se complementen con las denominadas relaciones constitutivas:

D=¢E B=uH j=cE, (2.2)

donde € es la constante dieléctrica, p es la permeabilidad magnética y o es la conductividad eléctrica. En
un medio dieléctrico homogéneo, isétropo y sin carga, p = 0, 0 = 0, € y = constantes. Las ecuaciones

se simplifican:

vadi= 98
c Ot
GAf— 1o
c Ot
VE =
VH =0. (2.3)
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Cuando un campo electromagnético cambia de medio, las componentes normales y tangenciales de éste

verifican las relaciones siguientes:

—

Componentes normales: ﬁ(52 — Dy) =4mps ﬁ(B; — El) =0

L L L Ans
Componentes tangencials: @A (Ey — E1) =0 @A (Hy—Hy) = —st, (2.4)
c

donde 7@ es el vector normal a la superficie, y ps y js son las densidades superficiales de carga y de
corriente, respectivamente. Los subindices 1 y 2 hacen referencia a los campos en el medio original y en
el medio en el que se transmiten los campos, respectivamente. Si las densidades de carga y corriente son

cero, ps = 0y js = 0, entonces se verifican las relaciones de continuidad siguientes:

Componentes normales: Dy = DY B3 = BT

Componentes tangenciales: FEb = FE! H} = H!. (2.5)

Los superindices n y ¢t hacen referencia a las componentes normales o tangenciales.

2.1.2 La ecuaciéon de ondas. Soluciones

En un medio homogéneo e isétropo, al combinar las ecuaciones de Maxwell se obtiene el par de ecuaciones

siguiente:

= €l 0%H
A= 5 5
5 nO°E
aB-%=2. (2.6)

Estas expresiones son formalmente ecuaciones de ondas. Asi, la velocidad de propagacion puede rela-

cionarse con los parametros ¢, € y i

1
R (2.7)

v 2 NG

En el vacio, e = p =1y, por lo tanto, v = c¢. Es decir, c es la velocidad de la luz en el vacio. El indice
de refraccion se puede escribir en funcién de los pardmetros (1 y €, n = c/v = \/€p.

Sean ¥ = (z,y, z) el vector posicién de un punto y 8= («, 3,7) el vector unitario (||3]] = 1) que indica la
direccién de propagacion de la onda. Se puede comprobar facilmente que una funcién f del tipo f(vt£75)
es solucién de la ecuacién de ondas. Esta solucién de la ecuacién de ondas se denomina onda plana. En

el caso unidimensional, escribiremos la ecuacion de ondas como

OPE 1 9°E
— === (2.8)
ox2  v? Ot?
En este caso particular, §= (1,0,0), y la solucién se escribe como f(vt+ z) o f(vt — x).
De las relaciones entre la pulsacién w, el periodo T', T' = 27 /w, la longitud de onda A, el nimero de onda
k, k = 2w /A, la frecuencia v y la velocidad, Av = v, podemos escribir el argumento de la funcién de onda

plana como:
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vt £ 75 = —(wt £ kF5). (2.9)

El

Dependiendo del caso que se estudie, la funcién f puede ser complicada de describir. El andlisis de Fourier
afirma que cualquier funcién puede ser descrita como una combinacién lineal de funciones arménicas. Por
esta razén, tomaremos funciones de onda armoénicas para describir los campos eléctrico y magnético, por

ejemplo:

E = Egcos(wt — k7§) H = Hy cos(wt — ki'5), (2.10)

donde los médulos || Eyp|| v ||Hol| son las amplitudes méximas de los campos eléctrico y magnético, re-
spectivamente. El argumento de estas funciones es adimensional. Por comodidad, a la hora de hacer
manipulaciones matematicas, escribiremos los campos en notacién compleja, aunque tinicamente la parte

real (o la imaginaria) tiene sentido fisico, es decir:

E = Eyexp(i(wt — k75))  H = Hyexp(i(wt — k7)), (2.11)

Eo es la amplitud de la onda y exp(i(wt — k7'S)) su fase, que también se puede escribir en términos del

indice de refraccién. Si definimos p = w/¢, tendremos que

E = Egexp(ip(ct —ni5)) H = Hyexp(ip(ct — ni's)). (2.12)

Definimos el concepto de frente de onda como el lugar geométrico de los puntos que tienen la misma fase,
en un momento dado. En el caso de ondas planas, el frente de onda es el plano k7S = C' donde C es
una constante. Es posible establecer una relacién entre los conceptos de fase y camino dptico (A = nl,
donde n es el indice de refraccién y [ la distancia recorrida por la onda). Sea una onda de pulsacién w y
direccién de propagacién §. La diferencia de fase entre dos planos ‘1’ y ‘2’ del frente de onda, distantes I
entre si, es

(wt — k38) — (wt — ki 8) = k(7 — )5 = k. (2.13)

Si la onda se propaga en un medio de fndice n, kl = (k/n)nl = (k/n)A = 2ZA = %A. Este resultado se
utilizard mas adelante en el estudio de los sistemas interferenciales. Otra solucion de la ecuacién de onda
que presenta un gran interés es aquella en la que el valor de la amplitud de la onda sélo depende de la
distancia al punto en que se genera. En este caso (onda esférica), es conveniente escribir la ecuacién en

coordenadas esféricas y quedarnos solo con la parte radial, es decir, E=E (r,t):

- 10%E 10%E
AE= 7 ~ e (2.14)
Asi podemos escribir
2rE 1 0%E
orE _ Lo (2.15)

o v o
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Esta ultima expresiéon es formalmente idéntica a la ecuacién de ondas en una dimensién escrita en coor-

denadas cartesianas. Por lo tanto, la solucién en este caso sera del tipo

E= @ (2.16)

Aqui el frente de ondas es una esfera.

S A
Figura 2.2: Diferencia de fase (esquema
Figura 2.1: Diferencia de fase transversal)

2.1.3 Energia. Vector de Poynting

Introduciendo las soluciones de la ecuacién de ondas para los campos eléctrico y magnético en las ecua-

ciones de Maxwell, podemos deducir las relaciones siguientes:

SANH =-—nE SANE =—, (2.17)

3|

relaciones que indican que los vectores campo eléctrico, campo magnético y el vector § son ortogonales
entre si. Los vectores campos eléctrico y magnético vibran en un plano que se propaga segun la direccién
§, tal y como se muestra en la figura 2.3. La energia electromagnética almacenada en un diferencial de

volumen se escribe

1 — —
du= | e IR + ) av, (2.18)

y, por lo tanto, la variacién por unidad de tiempo de energia electromagnética almacenada en un volumen

V cerrado por una superficie S es

= 2| [ [eme - mp) | o (2.19)

Consideremos un material dieléctrico ideal (¢ = 0). Utilizando las ecuaciones de Maxwell podemos

demostrar que la variacién de energia puede expresarse como
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Figura 2.3: Transversalidad de los campos eléctrico y magnético

ou c S
— =—— [ EAHds. 2.20
ot 47 /S y (2:20)
Definimos el vector de Poynting como
S="EnA (2.21)
C 4rw ' '

El vector de Poynting expresa la variacién de energia radiada por unidad de tiempo y de superficie
perpendicular a la direcciéon de propagacién. En los medios homogéneos e isétropos el vector de Poynting
y el vector § tienen la misma direccién. La direccién del rayo (concepto propio de la Optica Geométrica)
y S (asociado a la propagacién de la energia de la onda) coinciden. Si la longitud de onda corresponde
al espectro visible (400-700 nm) el periodo de vibracién es del orden de 107!* s. Cuando colocamos un
detector (célula fotoeléctrica, cdmara de video, ojo, etc.) ante una onda electromagnética, éste no es
capaz de seguir las oscilaciones y por lo tanto detecta un promedio temporal de la senal. Asi, definimos

la intensidad del campo eléctrico como la media temporal del vector de Poynting.

. 1 [ -
[ =< ||§]| >= lim ;/ 15 dt. (2.92)
T—00 0

Resolviendo la integral anterior, la intensidad detectada, para ondas planas es

cn
I=—|E|? 2.23
=Bl (223)
mientras que para ondas esféricas tenemos
en || Eol?
I=—— 2.24
8t r2 (224)

resultado conocido como la ley del cuadrado de la distancia.
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2.2 Polarizaciéon

2.2.1 La elipse de polarizacion

Consideremos la curva que se genera en z = 0, a partir de la composicién de dos campos eléctricos de la
misma frecuencia y que vibran con un cierto desfase § entre ellos, que viajan en la misma direccién - se

toma por conveniencia § = (0,0,1) - y cuyas direcciones de vibracién son ortogonales, es decir:
E, = Aj cos(wt) E, = Ajcos(wt + 0). (2.25)

al eliminar el pardametro ¢ de las férmulas anteriores, obtenemos la ecuacién cartesiana siguiente

E7§+E7§72E1Ey

— qin2
yrRY A, cos(d) = sin“(d), (2.26)

que corresponde a una elipse con centro en su origen de coordenadas, pero con el eje mayor formando un

cierto angulo ¢ con el eje x. Este angulo se puede encontrar a partir de la expresién

2A1 Az cos(9)

(2.27)
AT A2

tan(2¢) =

e e -

Figura 2.4: Luz polarizada elipticamente. En la figura de la izquierda, los ejes de la elipse presentan una rotacién
respecto a los ejes de coordenadas. En ambos casos, la elipse se encuentra en el interior de un rectdngulo de

dimensiones 241 X 2A5

El campo eléctrico combinacién de los dos campos anteriores se escribe como

Aq exp(i(wt — kz))
E=| Asexp(i(wt—kz+6)) |- (2.28)
0
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Este campo, al propagarse, genera una espiral de paso eliptico. Esta onda se denomina luz polarizada
eliptica. El campo magnético tiene un comportamiento equivalente, y se determina a partir de la relacién
H=nsAE.

Si ahora colocamos un detector normal a la direccién de propagacién, la intensidad que detectaremos

serd la media temporal del vector de Poynting. En estas condiciones, como Hy, = nE, y H, = —nE,,
entonces

g_ S paa g en 42 2 2 .2

S = EEAH IS = E(A1 cos®(wt) + A5 cos®(wt + 9)). (2.29)

Calculando la media temporal se obtiene

cn, o 9
g(Al + A3) (2.30)
y, por lo tanto, la intensidad es la suma directa de las contribuciones a la intensidad del campo eléctrico

segun la direccion x y del campo eléctrico segtn la direccién y.

2.2.2 Polarizacién: casos particulares

Fijemos ahora, un plano cualquiera z = zy donde analizar la elipse de polarizacién. El vector campo
eléctrico cambia de direccién en funcion del tiempo y la figura que genera el extremo de este vector se
describe por la ecuacién 2.26. Considerando los diferentes valores que puede tomar §, obtenemos los
diferentes casos de polarizacién (véase la figura 2.5).

Algunos casos de especial interés:
1. Luz polarizada lineal: § =0 o bien § =7

2. Ejes de la elipse coincidentes con los ejes de coordenadas: § = 7/2 o bien 6 = 37/2. La luz serd

polarizada circular si ademés, Ay = As

3. El sentido de giro de la elipse serd dextrogiro si 0 < § < 7, mientras que el sentido de giro sera
levégiro: si m < § < 27. Esto se puede deducir, analizando la evolucién de las componentes del

vector E en t = 0.

2.2.3 Polarizadores

Para la luz natural (monocromadtica), todos los estados de d, A; y A2 son equiprobables, es decir que
< cos(d) >= 0, < A} >=< A3 >. Los polarizadores son unos dispositivos que permiten obtener luz
polarizada lineal a partir de luz natural. Los polarizadores se caracterizan por la presencia de un eje de
polarizacién, que indica la direccién en que la luz sale linealmente polarizada. Si enviamos luz polarizada
lineal tal que el vector campo eléctrico vibre en una direccién que forme un angulo « con el eje de
polarizacién, la intensidad que se detectard a la salida sera I o ||Fp||? cos?(«), resultado conocido como
la ley de Malus.

Cualquier dispositivo que modifique activamente el estado de polarizacién de la luz puede ser descrito
por una matriz de 4x4 elementos (matriz de Mueller, M). La luz se describe mediante un vector de
cuatro componentes (vector de Stokes, s ). La luz resultante (,S_"’ ) se relaciona con la inicial a partir de la

expresién S = MS. El vector de Stokes S = (I, M, C,S) se define como



38 CAPITULO 2. OPTICA ELECTROMAGNETICA

Figura 2.5: Polarizacién: casos particulares

I A2 + A3
= M 1 A3 — A3
S = = ' 7 (2.31)
C AT+ A5 | 24,45 cos(6)
S 2A1A2 bln((S)
Algunos ejemplos:
\
a Fje de

polarizacion

Polarizador
lineal

Figura 2.6: Polarizacién: ley de Malus
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1. Luz polarizada lineal segin eje x: (1,1,0,0).
2. Luz polarizada lineal segin eje y: (1,—1,0,0).
3. Luz polarizada circular dextrégira: (1,0,0,1).
4. Luz polarizada circular levégira: (1,0,0,—1).

5. Luz natural: (1,0,0,0).

Un polarizador lineal, cuyo eje de polarizacién forma un dngulo « con el eje y, se describe como

1 cos(2a) sin(2a) 0
C?S(Za) | cos?(2a) sin(?ag cos(2a) 0 (2.32)
sin(2a)  sin(2a) cos(2ar) sin®(2a) 0

0 0 0 0

2.3 Propagacion, reflexién y refraccién

2.3.1 Deduccion de las leyes de la Optica Geométrica

Una onda incide sobre una superficie que separa dos medios dieléctricos isétropos de indices n y n’ (véase
la figura 2.7). Al interaccionar con la superficie de separacion, parte de la energia vuelve al primer medio y
parte se transmite al segundo medio. Puesto que en la superficie de separacién se verifican las condiciones
de contorno (ecuacién 2.4), y en el caso particular que estamos considerando la densidad superficial de
carga y las corrientes superficiales son nulas, podemos escribir la continuidad de las componentes del

campo:

Componentes normales: Dy = DY B3 = BT (2.33)

Componentes tangenciales: FEf = FE! H}= H}. (2.34)

Si tomamos, por ejemplo, la continuidad de la componente tangencial y de los campos eléctricos en
la superficie de separacién de medios (que por comodidad tomaremos en z = 0); podremos escribir:

E, + E; = E,. Desarrollando esta expresién tenemos

Ayeip(ct*n(awrﬁy)) + Ageip"(ct*n(a”wrﬁ”y)) — A;eip’(ct*n'(a’m+ﬁ’y))7 (2.35)

donde A,, A; y AZ son las amplitudes tangenciales de los campos incidente, transmitido y reflejado
yp =w/e,p =uw/ecyp’ = w’/e. El punto considerado (x,y,0) es un punto de la superficie de
separacién de los medios. Los vectores que indican la direccién de propagacién de la fase son § = («, 8, 7),
§=(a,0,7), 5" = (", 8"7").

La expresion de continuidad se debe verificar en cualquier momento y para cualquier punto. Por lo tanto,
no puede depender de las variables espaciales o temporales. La tnica manera de que las variables no
estén presentes en la ecuacién es que las tres fases sean iguales y, en consecuencia, se puedan cancelar.

Esto pasa si se verifica:
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X
BE) ,
n S . n
S
99 b)
& &
Y z
&
S

Figura 2.7: Deduccién de las leyes de la reflexion y de la refraccién

pc=p'c=9p"c : La frecuencia no cambia al cambiar de medio la onda, ni al producirse una reflexion.
Sin embargo, dado que la velocidad de la luz es dependiente del medio, la longitud de onda cambia,
al cambiar de medio. La longitud de onda de un campo propagandose en un medio de indice n se

relaciona con la longitud de onda en el vacio (\g), mediante la relacién A = Ag/n.

nB=n'f =nB" : Sise hace una rotacién de ejes de manera que 3 = 0, esto implica necesariamente
que 8 = 3” =0, con lo que se prueba que el rayo incidente, el reflejado y el transmitido estdn en

el mismo plano.

na =n'a’ =na’ : Como la luz que se refleja vuelve al primero medio (n = n’), obtenemos que o = o”.
Proyectando esta componente sobre el eje x, tenemos que € = €’ (ley de la reflexion). Por otra parte,

como se verifica que na = n’a/, entonces tenemos que nsin(e) = n’sin(e’) (ley de la refraccion).

2.3.2 Foérmulas de Fresnel

En esta seccién estudiaremos los valores que toma la amplitud del campo al cambiar de medio o reflejarse,
en funcién de la amplitud incidente. Sea un frente de onda que avanza segin la direccién s. Consideremos
un campo eléctrico polarizado linealmente, que vibra en el plano definido por el frente de onda. Para
hacer que el planteamiento del problema sea més claro, proyectaremos el vector campo eléctrico sobre
dos ejes: un eje en el plano 2z (eje paralelo) y un eje perpendicular al anterior, que es paralelo al eje y

(eje perpendicular) y analizaremos cada caso por separado. El plano xz es el plano de incidencia.

Campo E paralelo al plano de incidencia EII

Consideremos el primero caso, indicado en la figura 2.8. Tomemos la proyeccién del campo eléctrico
sobre el plano zz. La direccién del campo magnético queda definida por la relacién H =nsAE. Puesto
que no hay otros campos presentes en el problema que puedan modificar la direcciéon de los campos, las
direcciones de éstos son las que se muestran en la figura 2.8. El sentido del campo eléctrico es tal que la

componente x sea positiva. Los campos se escriben:

EH = A'H exp(ip(ct — nrs))
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—»
Sﬁ?

Ty

Figura 2.8: Férmulas de Fresnel. Campo E paralelo al plano de incidencia

_’"" = _’ﬁ exp(ip” (ct — n"'75"))
Ej, = A exp(ip/ (ct — n'75")). (2.36)

Para simplificar la nomenclatura escribiremos los médulos de la siguiente manera A) = [|4)|[|, A} = || 4] ]|

y Afj = H/_fﬁ ||. Para deducir la relacién entre las amplitudes, operaremos de la manera siguiente:
1. Se proyecta la componente tangencial x del campo eléctrico y se aplica la condicién de continuidad.
2. Se proyecta la componente tangencial y del campo magnético y se aplica la condicién de continuidad.

3. Se escribe el campo magnético en términos del campo eléctrico. De esta manera se obtiene un

sistema de ecuaciones lineal con dos incognitas (AT |y Aﬁ ), la solucién del cual es

2sin(€’) cos(e)

/
= 2.
I I sin(e’ + €) cos(€e/ — €) (2:37)
"o tan(e/ - 6)
Al = AHtan(e’—Fe)' (2.38)

Campo F perpendicular al plano de incidencia E.

El segundo caso a considerar es andlogo al anterior, pero ahora el campo eléctrico es perpendicular al

plano zzx, segin se indica en la figura 2.9. El campo eléctrico se ha tomado en el sentido positivo del
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eje y. Operando de la misma forma que en el caso anterior, se obtiene la relacién entre la amplitud
de los campos eléctricos transmitido y reflejado en funcién del incidente, para el caso de polarizacién

perpendicular.

Figura 2.9: Férmulas de Fresnel. Campo FE perpendicular al plano de incidencia

2sin(€’) cos(e)
/ :A _— 2.
+ L sin(e + €) (2:39)
0, sin(e —e)
L= AL (2.40)

Las ecuaciones 2.37-2.40 reciben el nombre de formulas de Fresnel. Habitualmente se trabaja con los

coeficientes de reflexién y transmisién, que se definen

Al 4
WZE]W:ZH
A A
_ A _ AL 2.41
e TN (2.41)

2.3.3 Analisis de los coeficientes de transmisién y reflexiéon

A continuaciéon se muestra la variacién de los cuatro coeficientes de Fresnel en funcién del dangulo de

incidencia e. Algunos casos de particular interés son:

e Incidencia normal (e = 0):
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2n

n—n'
THZTL:—’I’L-FTL/' (243)

e Angulo de Brewster. Tenemos incidencia con angulo de Brewster cuando Aﬁ = 0. En este caso, la

componente reflejada presenta exclusivamente polarizacién perpendicular. Esto pasa cuando

!’

tan(ep) = % (2.44)

e Angulo limite. Angulo de incidencia para el que ¢ = 7/2:

/!

sin(e;) = % (2.45)

Este dngulo sélo tiene sentido cuando n’ < n.

0° &g & 90°
3
Y
2
.|.
2n -
n+n .ﬂ
n-n'| n-n| n
7 n+n
n+n ﬂl 0
r &
-1 7
-1
Figura 2.10: Coeficientes de transmisiéon y reflexion. Figura 2.11: Coeficientes de transmisién y reflexion.
Cason=1y=1.5 Cason=15y=1

Cuestiones interesantes que podemos extraer del andlisis de las figuras:

e En incidencia normal y para valores pequenos del dngulo de incidencia, los coeficientes de reflexién

paralelo y perpendicular son iguales. Lo mismo pasa con los coeficientes de transmisién.

e Valores negativos. La presencia de estos valores en los coeficientes indica que el sentido arbitrario
que atribuimos a los campos al hacer la deduccién de las formulas de Fresnel no es apropiado en

este caso.

e Para angulos superiores al limite, no existe onda transmitida.
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e La amplitud transmitida puede superar el valor de la incidente. Esto no viola ningiin principio de
conservacion, ya que no debe confundirse la amplitud de la onda con su energia, la cual, obviamente,

se conservara.

Ademis se puede verificar que

_ .
T = 7"H ryL=-—-r;

ity =1—rf ot =1-r7, (2.46)

donde los coeficientes 7|, ¢, 7. y t1 se calculan pasando la luz del medio de indice n al de n’, mientras

que los coeficientes r" B tf L |y t/| se calculan haciendo el paso en sentido inverso, es decir, de n’ a n.

Estudio de los casos de incidencia rasante y normal

El estudio de los cambios de signo en el factor de reflexion paralelo debe ser realizado con atencion.
Analizaremos los casos extremos de incidencia rasante (¢ = 7/2) e incidencia normal (¢ = 0). Es

necesario tener presente las figuras 2.8 y 2.9.

e CASO A: n < n”:

— Incidencia normal. Los coeficientes de reflexién paralelo y perpendicular son negativos; el
vector campo eléctrico reflejado apunta siempre en sentido contrario al del dibujo (véanse las
figuras 2.8 y 2.9). Observamos que entre el campo incidente y el reflejado hay un cambio de

fase m para los casos || y L.

— Incidencia rasante. El coeficiente paralelo es positivo; por lo tanto, el sentido del vector es
correcto. En el caso perpendicular el sentido no es correcto. Por lo tanto, el campo incidente y
el reflejado estan siempre en oposicion de fase. Si extrapolamos estos argumentos para angulos
de incidencia intermedios, se puede inferir que siempre se tiene un cambio de fase 7w en la

reflexion.

— Transmision. Los coeficientes son siempre positivos. No hay ningin cambio en la orientacién

arbitraria de los vectores y, por lo tanto, podemos asegurar nunca hay cambio de fase .

e CASO B: n > n'/: Haciendo el mismo razonamiento que en el caso anterior, podemos asegurar que,

en estas condiciones, nunca se produce un salto de fase 7, ni en reflexién ni en refraccion.

2.3.4 Factores de transmision y reflexién en intensidad

Definimos los factores de transmision como el cociente entre la intensidad transmitida y la incidente. Es
necesario definir un factor para la componente paralela y otro para la perpendicular. Recordemos que la
intensidad se define como la media temporal de la energia radiada por unidad de tiempo y de superficie.
La definicién de intensidad exige que la deteccién se realice con un detector situado normalmente a la
direccién de propagacion Recordemos que la intensidad detectada vale I = %A?

Consideremos la situacién de la figura 2.12. Una onda plana incide sobre una superficie de separacién de
medios con un dngulo € respecto a la normal y se refracta formando un 4dngulo ¢’. La comparacién entre
los vectores de Poynting se harad en la superficie de separaciéon de los medios, aplicando el principio de

conservacién de la energia. ||.S]| cos(e) es la energia que incide en la superficie de separacién por unidad
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IS|cos e

S’ cos &’

Figura 2.12: Obtencién de los factores de transmisién en intensidad

45

de superficie. Andlogamente, ||§ '] cos(€’) es la energfa transmitida. Por lo tanto, el factor de transmisién

en intensidad de la componente paralela serd

B iﬁ < HS\I|H > cos(¢€') B A||/2n’ cos(€)
' Iy <18yl > cos(e) A|*n cos(e)

y, para la componente perpendicular,

A'Zn/ cos(€')
A ncos(e)

Si consideramos el factor de reflexién, e = ¢’ y n = n/, y por lo tanto, se puede escribir

A2 A2
I
Ry = e R, = A%

Como es natural, se debe verificar que
R||-|~T|| =1 R, +T, =1

y, para el caso de incidencia normal,

4dnn' n—n'\>
T\IZTLZW RIIZRL=<n+n/> :

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)
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2.3.5 Estudio de la Reflexién Total

Cuando la luz llega a una superficie de separacién de medios (n’ < n) con un dngulo superior al dngulo
limite, toda la luz vuelve al primer medio. Recordemos que el angulo limite se obtiene cuando se verifica
que nsin(e) = n’sin(w/2). Definamos N como, N = sin(g;) = n'/n.

La ley de Snell tiene un claro significado geométrico cuando trabajamos con medios dieléctricos y en las
condiciones habituales. Podemos hacer la hipdtesis siguiente: la ley de la refraccién tiene una validez
formal mas alld de su significado intuitivo. Consideremos una onda plana incidente sobre una superficie
de separacién de medios con un dngulo € > ¢ y n > n/. Aceptando la validez formal de la ley de Snell
podremos escribir sin(e’) = sin(e)/N. En el estudio que estamos realizando, sin(e’) > 1, y el valor de

cos(€') serd, por tanto:

cos(€') = i%\/sirf(e) — N2, (2.52)

donde cos(€’) es una magnitud imaginaria. M4s adelante, por consideraciones de conservacién de la
energfa, se despreciard el signo +. Conociendo el valor de sin(e’) y de cos(¢’) podemos aplicar ahora
las férmulas de Fresnel. Analizando la figura 2.11, puede comprobarse que los factores de reflexién
perpendicular y paralelo toman el valor 1 y —1 respectivamente, para angulos de incidencia superiores al
limite. Podemos estudiar con mayor detalle estos valores del angulo de incidencia: las férmulas del factor

de reflexion para los dos casos de polarizacion son:

!/
, tan(e' —e
I ;

[
+
— ~—|—

an(e’
sin(e — e

sin(e’ + €

_|_

Puesto que conocemos los valores de sin(e), cos(e), sin(e’) y cos(¢’), podemos escribir las férmulas de

Fresnel en términos de valores conocidos. Después de hacer unas cuantas operaciones obtenemos que

r"ll — _¢itlenn) rl = eif(enn’) (2.53)

Este es un resultado interesante: los coeficientes de reflexién son complejos y de médulo 1. El valor de la
amplitud no varia pero la onda incidente y reflejada estén desfasadas. La onda reflejada paralela tendra

por ecuacién

Eﬁ’ = fl]p"H exp(ip(ct — nis")) = ffH exp(ip(ct — n7s") +ig), (2.54)
mientras que la componente perpendicular sera
E' = A ry exp(ip(ct — nis")) = — A exp(ip(ct — n7s") + i6). (2.55)

La onda reflejada estarda polarizada elipticamente y sus componentes estaran desfasadas ¢ — 6. Este

desfase depende de n y n’ y puede variarse en funcién del dngulo de incidencia e.
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Figura 2.13: Reflexién total Figura 2.14: Reflexién total frustrada

i Tiene sentido hablar de luz transmitida? A simple vista, puesto que toda la luz vuelve al primero medio,

parece una pregunta sin sentido. No obstante, intentemos escribir la onda en el segundo medio:

E' = A exp(ip(ct — 75')) = Aexp(ip(ct — n/(x sin(e') + z cos(€'))). (2.56)

También podemos escribir el valor de sin(€’) y cos(¢’) en términos del sin(e),

E' = Aexp (ip <ct _— (xSiI]lée) + z(% sin?(e) — N2)>) (2.57)

y operando,

N

. . pn/y/sin? () — N2 ;
E = Aexp | + z | exp (ip(ct - xSHJI\EvE) n')) . (2.58)

La interpretacion de esta ecuacién es la siguiente:

e El término de amplitud presenta una caida exponencial a medida que se penetra en el segundo
medio. Despreciamos el signo + de la exponencial real ya que se trata de una solucién sin sentido

fisico, que darfa lugar a una onda que aumentaria indefinidamente su amplitud.

e La direccién del vector de fase es § = (1,0,0): la onda se propaga en la interfase de los dos medios.

El modelo demuestra la existencia de una onda que penetra unas pocas longitudes de onda en el segundo
medio. Esto se corrobora experimentalmente mediante un fenémeno denominado Reflexion total frustrada
o Efecto Tunel Optico: cuando el segundo medio es una ldmina de grosor muy pequeno, y se envia
una onda con un angulo superior al limite, se puede observar que ésta se transmite completamente sin
reflejarse. La explicacién satisfactoria de este fenémeno debe buscarse en la Fisica Cudntica, que elimina
las inconsistencias de nuestro razonamiento: la onda de la interfase es la misma que después se detecta

como reflejada.
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24 ()ptica de medios conductores

2.4.1 Propagaciéon en medios conductores

Consideremos un medio que presenta conductividad o # 0. Los metales tienen valores de ¢ muy altos,
pero los dieléctricos reales también pueden tener conductividades diferentes de cero. Si este medio es,
ademds, no magnético (u = 1) y sin densidad volumétrica de carga (p = 0), las ecuaciones de Maxwell se

escriben

A L
c c Ot
GAG— 1o
c Ot
VE =0
VH =0, (2.59)

donde j =oF.
Podemos ensayar el uso de una onda arménica, E = Ege!“*=5™)  como solucién de las ecuaciones de
Maxwell en medios con conductividad. La derivada temporal de una onda armdnica es proporcional a

ella misma,

—

E L _
aaT = iwEy e @RS — iy F. (2.60)

La primera ecuaciéon de Maxwell se puede escribir como:

dno; | oL1OE

ﬁAﬁ:(—THe)c o (2.61)

que es formalmente idéntica a la ecuacién de Maxwell que se aplica en el caso de medios dieléctricos. Es
necesario hacer la identificacién de la permeabilidad dieléctrica € con una funcién de la permeabilidad
generalizada € = € — 4”7"2 Si 0 = 0, obtenemos de nuevo la permeabilidad ordinaria de los medios
dieléctricos ideales. Podemos calcular también el indice de refraccion generalizado n, a partir de la

2

relacién n® = €. El indice complejo es 7 = n — ik, donde n es el indice de refraccién ordinario y s es el

denominado coeficiente de extincion. Identificando términos y aislando n y k podemos escribir

1/2
e+ /€2+47T20'2
2 4 w?
2 4r242 1/2
€ e 20
—— —_t — . 2.62
2Jr 4 * w? ] (2.62)

n =
K =

En el caso particular en que o/w >> ¢, entonces

n& kA \2r0/w, (2.63)
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féormula conocida como la relacion de Drude.

La solucién a la ecuacién de ondas en un medio con o # 0 sera

— —

E= Eoeip(ctfﬁrﬁé') _ E_"Oefmpfé’eip(ctfnfé’) (264)

Vemos que es una ecuacién similar a la que se obtiene cuando las ondas se propagan libremente en un
medio dieléctrico. Sin embargo, la amplitud decae exponencialmente a medida que la onda se propaga.

Analicemos como se transmite una onda electromagnética desde un medio dieléctrico a un medio metélico.
En esta seccién utilizaremos los dngulos 6 y 6’ para referirnos a los dngulos de incidencia y refraccién,
para evitar confusiones con la permeabilidad dieléctrica e. Aplicando las condiciones de contorno en un
cambio de medio, podriamos deducir de nuevo la férmula de Snell de la refraccién, para este caso. Lo

que obtendriamos es una expresién de aspecto familiar,
nsin(f) = 7’ sin(6'), (2.65)

aunque notablemente diferente en cuanto a su interpretacion. Ahora, el indice del segundo medio es
complejo y @ es también complejo. El producto 7/ sin(é’) es real, pero 7/ cos(é’) = a — bi, en general no

lo sera. La onda en el segundo medio se escribira
E' = Eye®=7"7%) = Ejexp(ip(ct — #/ (zsin(6’) + z cos(6)))), (2.66)

y operando obtendremos

Ev’/ _ E’Oeip(ct—ﬁlfg) _ E‘Oeip(ct—(wnsin(@)-{-za))e—pbz. (267)

La onda se amortigua rapidamente a medida que penetra en un medio conductor. Ademads, la onda se

propaga en la direccién § = (nsin(6),0,a). Por lo tanto, el dngulo de refraccién (con sentido fisico) es

tan(6') = %n(@) (2.68)

Por otra parte, la mayor parte de la luz se refleja. Por ejemplo, si calculamos el factor de reflexion R

para incidencia normal desde el aire a un metal, se obtiene

1—n 2
~l-—. =1 2.69
el (2.69)

=l Vo

Esto explica la razén por la que se utilizan recubrimientos metéalicos para fabricar espejos.



50 CAPITULO 2. OPTICA ELECTROMAGNETICA

2.5 ()ptica de medios anisétropos

2.5.1 Nomenclatura

Los medios anisétropos se caracterizan por presentar propiedades Opticas diferentes segin la direccién
considerada. Esto es tipico de los materiales cristalinos. En general, el vector campo eléctrico E v el vector
desplazamiento D estén relacionados por la relacién D = ¢E donde ¢ se un tensor de 3x3 elementos. Es
posible demostrar que este tensor se simétrico y, por lo tanto, diagonaliza en una cierta base de vectores

ortogonales.

ez 0 O
e=| 0 ¢ 0 |. (2.70)
0 0 e,
Podemos definir el tensor de indices,
ny, 0 O N 0
0 ny, O = 0 & O , (2.71)
0 0 n, 0 0 e
asi como las velocidades principales,
Vg = ¢ vy = < v, = ¢ (2.72)

Estas variables contienen informacion de la fisica del problema y mas adelante seran analizadas con mayor

detalle.

2.5.2 Ecuaciones de Maxwell. Soluciones

Consideramos un medio dieléctrico anisétropo, no magnético (x = 1), sin conductividad (¢ = 0) ni

densidad de carga (p = 0). En estas condiciones, las ecuaciones de Maxwell se escriben:

. -~ 18D
vag=190
c Ot
_ . 18H
VAE=—-—
c Ot
VD =0
VH =0 (2.73)
La solucién de ondas planas armdnicas para estas ecuaciones sera
E = Eyexp(ip(ct — n7s))
H = Hy exp(ip(ct — nis))
D = Dy exp(ip(ct — nF5)), (2.74)

donde n = = es el indice de refraccién y v, es la velocidad de fase. Introduciendo estas soluciones en las
n
ecuaciones de Maxwell, y calculando las derivadas espaciales y temporales correspondientes, obtenemos

las siguientes condiciones:
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=3
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aa]
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Il

(2.75)

De cada ecuacion se deduce una condicion:

—

1. Des perpendicular al plano formado por H y §.

aa]

es perpendicular al plano formado por §'y E.

o
T

y § son perpendiculares.
4. D y § son perpendiculares.

Combinando estas cuatro ecuaciones y haciendo desaparecer el campo magnético podemos escribir,
D =n?(E — 3(ES)) (2.76)
Manipulando esta ecuacién, podemos escribir las componentes del vector 5,

AES

v2

;-

2
Un,

de donde se deduce que la direccién del vector D es constante, y por lo tanto, que la luz esta linealmente

polarizada. Multiplicando D por § se deduce la siguiente relacién:

=0. (2.78)

Como podemos ver a la izquierda de la figura 2.15, los vectores E , H , 13, Sy S se disponen de la manera
que se indica. El vector de Poynting es proporcional al producto vectorial E A H. La direccién del rayo,
y por lo tanto, la direccién de la propagacién de la energia no coincide con la direccion del vector normal
al frente de onda s.

La ecuacién 2.78 aporta mucha informacién: § = (sg,sy,s.) es el vector normal al frente de onda e
indica su direccién de propagacién. Por otra parte, vy, vy ¥ v, son pardmetros que vienen fijados por
el medio, puesto que se expresan directamente en términos de las componentes del tensor dieléctrico, y
v, es la velocidad que puede tomar el frente de onda. Fijado el medio y la direccién de propagacién §,
la férmula 2.78 resulta una ecuacién cuya incdgnita es v,. Se puede comprobar que esta ecuacion tiene
dos soluciones para v, que denominaremos v,1 y vn2. Por lo tanto, para una posible direccién del frente
de onda, se pueden propagar dos ondas que viajan con velocidades diferentes. Se puede comprobar que
las polarizaciones de estas ondas (ﬁl y .52), verifican Dy Dy = 0. Por otra parte, aunque la direccién
de propagacion de la fase sea comun, la direccién del rayo de cada onda es diferente. Estos resultados
se muestran graficamente en la figura 2.15. Definicidn: Las direcciones § que verifican que v, = vp2 se

2

denominan Ejes Opticos.
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Figura 2.15: Campos propagandose en un medio anisétropo

€; = €y = €, | Sistema equivalente a un medio homogéneo
€; = €y # €, | Sistema uniaxial (un eje éptico)

€z 7 €y # €, | Sistema biaxial (dos ejes épticos)

Podemos distinguir tres casos:

En el primer caso considerado, los valores de la diagonal del tensor dieléctrico son iguales y, por lo tanto,
es como si € fuera un escalar; se puede asimilar este caso a la propagacién en un medio homogéneo. Esto es
lo que pasa con los materiales que cristalizan en el sistema ctibico. El segundo caso se da en determinados
materiales que cristalizan segtin los sistemas hexagonal, tetragonal o trigonal. Desde el punto de vista
Optico presentan la caracteristica de tener un eje éptico. Los cristales que no tienen ninguna direccién

de simetria y los tres elementos del tensor dieléctrico son diferentes, tienen dos ejes 6pticos.

2.5.3 Medios uniaxiales

Ahora estudiaremos con més detalle los medios uniaxiales. Partimos de la ecuacién 2.78. En los medios
uniaxiales se verifica que €, = €, 0, lo que es el mismo, v; = v,. Denominaremos v, = vy = v, (velocidad

ordinaria). En los medios uniaxiales la ecuacién 2.78 toma la forma

(v2 —v2) ((vg —v2)sin?(a) + (v2 —v?) COSQ(Q)) =0, (2.79)

donde hemos escrito el vector § en coordenadas esféricas:

Sz = sin(a) cos(f)
sy = sin(a) sin(/5)

s, = cos(a), (2.80)
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« es el angulo que forma el vector § con el eje z y 5 es el angulo que forma la proyeccién del vector § en
el plano zy con el eje . Recordemos que la base de vectores que se estéd utilizando es aquella en la que el
tensor dieléctrico diagonaliza. Esta ecuacion tiene, como ya comentamos anteriormente, dos soluciones,

que en este caso son

Un1 = Vo

v2, = v2 cos?(a) + v? sin’(a). (2.81)
La primera de las soluciones para la velocidad de fase no depende de la direccién § considerada y es igual
a v,. Por lo tanto, la velocidad de fase de una de las ondas serd siempre v, (de igual manera que se
propagarfa una onda en el interior de un dieléctrico homogéneo e isétropo). Como consecuencia de esto,
un emisor puntual en el interior de un medio anisétropo uniaxial generaria una onda esférica.

La segunda de las soluciones indica que la onda se propaga con velocidades diferentes segun la direccién
considerada. v,2 es la velocidad extraordinaria. La direccion del eje 6ptico la encontraremos igualando
las dos velocidades de fase obtenidas, v,,1 = v,2. Esta relacién se verifica cuando a = 0, es decir, cuando
el eje 6ptico coincide con la direccién ‘2z’ (direccion del vector propio del tensor dieléctrico correspondiente
al valor propio €,).

La solucion v,,2 es la ecuacién de una elipse, lo que indica que los frentes de onda asociados son elipticos.
Por lo tanto, un emisor puntual en el interior de este medio generaria un frente de onda con forma de

elipsoide de revolucién.

EO

Figura 2.16: Eje 6ptico y frentes de onda

La figura 2.16 muestra los dos frentes de onda generados. Existe una direccién (eje z) en la que los dos
frentes de onda se han propagado a la misma velocidad: es el eje dptico. Un problema interesante que
podemos estudiar es el comportamiento de una onda plana que incide normalmente sobre una lamina
planoparalela de material anisétropo uniaxial, como por ejemplo, la calcita.

La figura 2.17 ilustra el experimento. Una onda plana incide normalmente, y por lo tanto, el vector normal
al frente de onda 5 no se desvia al cambiar de medio (dngulo de incidencia, 0°, &ngulo de refraccién 0°).
En el interior del medio uniaxial viajaran dos ondas, las polarizaciones de las cuales seran normales entre
si. La direccién de la energia vendra dada por el vector de Poynting S = ﬁﬁ AH. En un medio uniaxial,

una de las ondas se comporta como si se propagara en un medio ordinario, por lo tanto, la direccion del
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Medio uniaxial

o D Onda
S Extraordinaria

o]/, [
T/Z L] - L /2= Onda
T - HHH,/ Ordinaria
S

Figura 2.17: Onda ordinaria y extraordinaria en un medio uniaxial

vector de fase sy la del vector de Poynting son coincidentes. En cambio, para la onda extraordinaria
estos dos vectores tendran direcciones diferentes. Ademas, estas dos ondas se propagan con velocidades
de fase v,1 v vn2 v, por lo tanto existird un desfase entre ellas.

Cuando los frentes de onda llegan al segundo plano de separacién de medios, se producird una nueva
refracciéon. En el caso de la onda ordinaria, el vector de fase incide normalmente y por lo tanto la
onda no se desvia. En cuanto a la onda extraordinaria, la direccién del rayo forma un cierto angulo
con la superficie de separacién. En cambio, el vector de fase incide normalmente sobre esta superficie.
Como vimos anteriormente, al deducir la ley de la refraccién, ésta se aplica sobre la direccién del vector
de fase sy no sobre la direccién del rayo S (que en el caso de los medios dieléctricos ordinarios son
coincidentes). Por lo tanto, se trata también de incidencia normal y, en consecuencia las dos ondas,
ordinaria y extraordinaria, salen con direcciones del vector de Poynting paralelas.

Visualmente, si observamos un objeto interponiendo un cristal de calcita con caras planoparalelas, obser-
varemos que la imagen se desdobla. Una imagen aparece justo en la misma posicién donde esta el objeto
(onda ordinaria) y la otra sale desplazada (onda extraordinaria). Utilizando un polarizador verificariamos
que estas dos ondas estan polarizadas linealmente y sus direcciones de polarizacién son normales entre

si.

2.5.4 Laminas retardadoras

Un ejemplo interesante de dispositivo éptico basado en los materiales anisétropos uniaxiales son las
ldminas retardadoras. Para cualquier direccion de propagacién de la fase pueden viajar dos ondas con
polarizaciones perpendiculares entre si. Consideremos una lamina planoparalela de un material uniaxial,
de grosor d y cortada de manera que el eje 6ptico sea paralelo a las caras de la lamina. Al incidir
normalmente un haz de luz sobre ésta, en el interior de la lamina se propagardn dos ondas: como se
trata de un medio uniaxial, la onda ordinaria viajard sin cambiar de direccién. Sin embargo, como que

el eje Optico es paralelo a las caras, el rayo asociado a la onda extraordinaria también se propagara en
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Figura 2.18: Propagacién segtin una direccién nor-

Figura 2.19: Propagacién segun el eje 6ptico
mal al eje éptico

la misma direccién, segin se indica en la figura 2.18. Ahora bien, los dos rayos llegaran desfasados a la
segunda cara de la lamina, puesto que el indice de refraccion es diferente para cada uno. Por lo tanto,
tenemos dos ondas desfasadas con polarizaciones ortogonales entre si y que viajan en la misma direccién.

En general, tendremos luz polarizada eliptica. El desfase entre las dos componentes se calcula haciendo:

27 27
0= TTled — Tnod (282)

donde ny = ¢/vg y ne = ¢/ve. Por lo tanto, tomando d de forma apropiada, podemos obtener ldminas
que generen, por ejemplo, un desfase de m/2 entre ambas componentes tomando d = A/4(n. — ngp)
(denominadas ldminas A/4). Las ldminas que generan un de desfase 7 se denominan ldminas A\/2. Con
una ldmina A\/4 y polarizadores lineales se puede obtener ficilmente luz polarizada circular.

Un ultimo comentario: si el eje éptico fuese perpendicular a las caras de la lamina, no apreciariamos
ningin desfase entre las dos componentes ya que las dos ondas se propagan a la misma velocidad (véase
la figura 2.19).
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Capitulo 3

Interferencias

3.1 Coherencia

3.1.1 Coherencia temporal y monocromaticidad

Un sistema fisico aislado (piénsese en un atomo, por ejemplo). con sus niveles energéticos perfectamente
definidos es una idealizaciéon que permite explicar la existencia de ondas monocromaticas. Si este sistema
se encuentra en el nivel de energia W5 y pasa a un estado de energia W; tal que Wy > Wy, la fisica
cuantica predice que se genera un fotén cuya longitud de onda verifica A\g = he/(Wo — W1), donde h
es la constante de Planck. Si el sistema considerado no es ideal sus niveles energéticos pueden estar
degenerados, y los fotones que se emitan tendran una longitud de onda que fluctuard en el intervalo
[Ao — AX, Ao + AN]. Ademds, las transiciones energéticas posibles entre la banda de energia 2 y la banda
1 no tienen que ser equiprobables. Podemos definir, por lo tanto, una distribucién P(\) que indique la
probabilidad de generar un fotén con una cierta longitud de onda. Algunas causas que hacen que los
niveles energéticos estén degenerados pueden ser el efecto Doppler como consecuencia de la agitacién
térmica o bien las colisiones entre las particulas que formen el material. En estos casos, la forma de P())

es aproximadamente como la que muestra la figura 3.1, mientras que en el caso ideal P(\) = (A — Ag).

Figura 3.1: Distribucién P())

El campo eléctrico asociado a una onda plana ideal es E = @exp(i(wt — kz)), donde la amplitud ||
serd constante, en valor y direccién. En el caso no ideal, la onda que obtendremos se escribird como

superposicién (suma) de ondas monocromaéticas, es decir:

57
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E= Y a\ exp(i(w\)t— k), (3.1)

donde |@()\)| se relaciona directamente con P()) y, si la longitud de onda en el sumatorio anterior es
una variable continua, la ecuacién anterior se convertird en una integral. Un andlisis en profundidad de
las matematicas involucradas en la expresién anterior nos aportard un resultado muy interesante: una
onda real, suma de diferentes contribuciones monocromaticas, esta limitada en el espacio y constituye lo
que se denomina un paquete de ondas. La longitud fisica del paquete de ondas se denomina longitud de
coherencia, l. (véanse las figuras 3.2 y 3.3). Cuando méds monocromadtica es la onda (cuando més estrecha
sea la distribucién P()) de la figura 3.1), mayor es l.: en el limite, una onda plana es perfectamente

monocromatica y su longitud de coherencia es infinita.

Figura 3.2: Longitud de coherencia finita Figura 3.3: Longitud de coherencia infinita: onda

plana

Cuando se genera un paquete de ondas, se introduce una fase inicial aleatoria ¢. Dos paquetes de ondas
tendran fases iniciales diferentes. Es necesario utilizar iluminacion ldser en los experimentos de interfer-
encias para evitar los problemas derivados de la coherencia. Los laseres presentan una alta monocromati-

cidad, y por lo tanto, sus longitudes de coherencia son muy elevadas.

3.1.2 Condiciones para obtener imagenes de interferencia estables

En general, cuando dos ondas F; y Fs se encuentran en el espacio, no interaccionan de forma apreciable.
Ahora bien, si se verifican unas determinadas condiciones, estas ondas pueden generar una distribucién de
intensidad con zonas donde la energia se potencia y otras en las que la energfa disminuye. Las condiciones

para obtener iméagenes de interferencia estables son cuatro:
1. Las ondas que interfieren deben ser coherentes.
2. Las ondas deben tener la misma frecuencia.
3. Los campos eléctricos deben ser paralelos.
4. Las amplitudes de los campos deben ser iguales.

Tomamos dos ondas planas de polarizacién, amplitud, frecuencia, fase inicial y direccién de propagaciéon

diferentes, que se superponen en un punto del espacio P:

E:l = gl exp(i(wlt — ki17pS1 + ¢1)) E:g = EQ eXp(i(wgt — koT'pSy + ¢2)) (32)
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Si captamos la intensidad en este punto P tendremos

N 12 N N 2
I x ‘El + Eg‘ = ‘Al exp(i(wlt — kﬂ?pgl + ¢1)) + A2 exp(i(wgt — kQFP§2 + ¢2)) 3 (33)

y desarrollando,

2

—

I « A2

+ ||

A’Q‘ et(wit—k17p81+¢1) —i(wat—k2Tp52+d2) cos(b12) +

Ay efi(w1tfk1FP§1+¢1)ei(w2t*k2FP§2+¢2) COS(912)

; (34)

donde 615 es el angulo formado por los dos vectores campo eléctrico. Esta intensidad es funciéon del tiempo.
Las variaciones que presenta esta funcion seran muy rapidas en el rango de las frecuencias épticas. Por
lo tanto, la magnitud que se detectara serd la media temporal de la intensidad. Para apreciar fenémenos

interferenciales deben cumplirse las condiciones expuestas anteriormente:

Las ondas que interfieren deben ser coherentes entre si . Silos dos haces de luz que interacttian
son incoherentes, las fases iniciales asociadas a cada onda irdn cambiando aleatoriamente. Por
lo tanto, la diferencia ¢; — ¢2 que aparece en los términos cruzados de la ecuacién 3.4 variara
aleatoriamente. Puesto que la media temporal de una fase que varia al azar es nula, los términos
cruzados de la ecuacién 3.4 también seran nulos. Este problema se evita cuando la diferencia ¢1 — ¢o
es constante en el tiempo, es decir, cuando los paquetes de onda son coherentes. Esto se consigue
a partir de un dnico haz de luz, dividiéndolo en dos y haciendo que cada uno acumule un camino
optico diferente. Los dos haces resultantes llegardn con un determinado desfase. Si la diferencia de
camino éptico es inferior a la longitud de coherencia, durante una fraccién de tiempo se verificara
la condicién ¢ — ¢o = constante y los dos paquetes de onda se superpondrdn parcialmente (véase
figura 3.4). Los paquetes de onda que vengan a continuacién también se superpondrén. Cuanto més
largos sean los paquetes de onda y més se superpongan, los fenémenos interferenciales se observaran

con mayor facilidad.
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Figura 3.4: Superposiciéon parcial de a dos paquetes de onda

Las ondas deben tener la misma frecuencia . Si w; y ws son diferentes, la intensidad dependera

del tiempo y, en este caso, la media temporal también sera cero.

Los campos eléctricos deben ser paralelos . Si los campos eléctricos no son paralelos, el término
cos(f12) actuard haciendo que los términos cruzados tengan una importancia menor respeto a los

-2 o2
términos constantes ’Al‘ + ’Ag’ . En particular, cuando las polarizaciones estan en cuadratura,
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los términos cruzados desaparecen. Este es el caso que corresponde al estudio de la luz polarizada.
Si 0 < 612 < 7/2, se superpone luz polarizada a las interferencias. La visualizacién de fendmenos

interferenciales se optimiza cuando los campos eléctricos son estrictamente paralelos.

La ecuacién 3.4 de la intensidad, se escribe ahora (se verifica la condicién de coherencia, la igualdad

de frecuencias y el paralelismo de los campos)

I x A% + Ag +2A,A, COS(ka(gl — 52)) (35)

Se ha prescindido del caracter vectorial de los campos para escribir las amplitudes. Esto es posible ya
que se ha impuesto que los campos eléctricos deben tener todos la misma direccién. La polarizacién
es una informacién que no aporta nada a la fisica del problema. Los planteamientos en 6ptica donde
la direccién de polarizacién no es una informacién relevante conforman una parte de la 6ptica que

se denomina teoria escalar de la luz.

Las amplitudes de los campos deben ser iguales . Si, ademas, la amplitud los campos es la misma,

(A; = As = A), entonces la distribucién de intensidad se escribe

—

I o 4A? cos? <W) . (3.6)

Cuando se verifican las dos primeras condiciones, la figura de interferencia es estable. Si ademas se
asegura el paralelismo de los campos, se puede observar claramente el comportamiento interferencial.
La distribucién de intensidad tiene un contraste 6ptimo cuando, ademas, las amplitudes de las dos

ondas que interaccionas son iguales.

3.2 Interferencias de Young

3.2.1 Descripcién del experimento

Consideremos el experimento siguiente: dos emisores puntuales S; y Sa, coherentes entre si, emiten ondas
esféricas con igual frecuencia y polarizacion: aq/r exp(tkr —wt) y ao/r exp(ikr — wt). Sea d la separacién
entre las dos fuentes. Sea z = —D el plano que contiene las dos fuentes. Consideramos un punto de
observacién P situado en (x,y,0). Supongamos, sin perder generalidad, que el indice del medio es n = 1.
La intensidad que detectaremos en este punto vendra dada por la ecuacién 3.6. Aunque las distancias
S1P y S P son diferentes, si D es lo suficiente grande, las amplitudes de las ondas en el punto P se pueden
considerar iguales. Intentemos reescribir esta ecuacion de forma que resulte mas cémoda de utilizar. El
producto escalar 7p (8] — 52) no es més que dy — da, donde dy y do son las distancias entre las fuentes Sy
y So respectivamente y el punto de observacién P (di, por ejemplo, es la proyeccién del vector 7, segin
la direccién fijada por la fuente S; y el punto P). d; — ds es la diferencia de camino 6ptico A, mientras
que k(dy — ds) = 2T”(dl — ds) es la diferencia de fase. Las fuentes S7 y Sa se encuentran en los puntos

(—=d/2,0,—D) y (d/2,0,—D), respectivamente. Aplicando la definicién de distancia, tenemos que

dy —dy =+/(x+d/2)2 +y2+ D2 —\/(z — d/2)2 + y% + D2. (3.7)
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Figura 3.5: Interferencia de dos ondas esféricas

(x,y,0)
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En el experimento de Young se toma la distancia de observacién D mucho més grande que la distancia

entre las fuentes d. Si se verifica esta condicién d << D, entonces d; + dy ~ 2D y la diferencia dy — ds

puede escribirse

d3 — d3 _ 2xd xd

di+dy, ditds D

dy —dy =

y por lo tanto, la ecuacién de la intensidad se escribira

kad mxd
2 _ 2
I x 4Acos (2 ) 4A cos </\ ),

donde A es la amplitud en el plano de observacién, A = ay/dy = az/ds

Anadlisis de la figura de franjas de Young

(3.8)

e Una vez se ha fijado la geometria (d, D) y la longitud de onda, la intensidad que se registra es sélo

una funcién de la variable x, I(z): por lo tanto, todos los puntos con la misma intensidad estardn

en rectas paralelas al eje y.

e FEl perfil de la intensidad segun el eje x varia como un coseno al cuadrado. Se trata de una funcién

que se hace maxima cuando xd/D = mA (m entero), y se hace cero cuando zd/D = %)\. El

maximo de orden m se encontrard en la posicién
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m == )\ ) 3.10
x mA— ( )
y la distancia entre dos maximos (interfranja) serd
D
T — Tl = )\E' (3.11)

3.2.2 Dispositivos por obtener franjas de Young

Existen algunos dispositivos experimentales que permiten reproducir con facilidad el experimento de
Young. Se trata de conseguir que los dos emisores puntuales sean coherentes entre si, es decir, que la
fase aleatoria sea la misma de manera que la diferencia de camino éptico A sea inferior a la longitud de
coherencia .. La unica posibilidad para conseguir esto es generar imagenes geométricas de un tnico foco

puntual de luz.

e Por ejemplo, el biprisma de Fresnel consiste en un dispositivo como el que se muestra en la figura
3.6. El dngulo « es muy pequeno. Si colocamos una fuente de luz a distancia a del prisma, se puede
demostrar que un observador situado al otro lado del prisma (a su derecha segun la figura) vera dos
fuentes de luz (coherentes entre si) correspondientes a las imdgenes geométricas de la fuente de luz

a través del biprisma.

/ona localizada
de interferencias

Figura 3.6: Biprisma de Fresnel

e Otra posibilidad es utilizar el espejo de Lloyd. Se trata de colocar una fuente delante de un espejo.
La imagen virtual de la fuente a través del espejo actuard como segunda fuente coherente con la
primera. Si se trata de un espejo dieléctrico, el rayo reflejado tiene un cambio de fase w adicional. Se
puede comprobar que esto implica que la figura de interferencias sea complementaria a la deducida

anteriormente: alld donde habia méximos tendremos minimos y viceversa.
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Figura 3.7: Espejo de Lloyd

3.2.3 Coherencia espacial

En el apartado anterior hemos considerado que la fuente de luz original es puntual. En cambio, las
fuentes de luz reales tienen unas determinadas dimensiones. Definimos el contraste de las franjas (también

denominado factor de visibilidad, V') como el cociente

_IM_Im

= — 3.12
IM+Im7 ( )

donde I,; e I, son las intensidades méxima y minima en una distribucién de interferencias. Para un
experimento de Young ideal, I,, = 0, y por lo tanto, el contraste de las franjas serd siempre 6ptimo,
V = 1. En cambio, si las amplitudes de las dos ondas que interfieren son diferentes, I,,, # 0 y, en este
caso, V < 1. Si no se aprecian interferencias, I,,, = Ips, entonces V = 0.

Si la fuente de luz que ilumina el sistema no es puntual, el factor de visibilidad también puede ser inferior
a 1, incluso verificindose estrictamente las cuatro condiciones para obtener imagenes de interferencias
estables. El fenémeno de la pérdida de contraste en las franjas a consecuencia de las dimensiones de
la fuente esta relacionado con el concepto de Coherencia espacial. El estudio de este fenémeno se hace
considerando que cada punto de la fuente es un emisor puntual que genera su sistema de franjas de
interferencia. Se puede demostrar que cada uno de estos emisores elementales genera un sistema de
franjas con un origen diferente (posicién del mdximo m = 0). La superposicién de los diferentes términos

cos? de la ecuacién 3.9, con un pequeiio desplazamiento entre ellas, provoca la pérdida de contraste.

3.3 Dispositivos intereferométricos

3.3.1 Interferencias en laminas dieléctricas

Consideremos el siguiente problema: sea una lamina dieléctrica planoparalela de grosor d. El indice de
refraccion del material es n y el medio externo a la lamina tiene un indice n = 1. Sobre esta ldmina incide
una onda electromagnética plana polarizada linealmente y de amplitud a, con la direccién de propagacién

que forma una dngulo € con la direccién normal a las caras de la ldmina. Al llegar a la primera cara de
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la lamina, parte de la luz se refleja y parte se transmite. Las amplitudes transmitida y reflejada vienen
dadas por at y ar, donde t = t(n,n’,e) y r = r(n,n,e) son los coeficientes de transmisién calculados
a partir de las formulas de Fresnel. La luz que se transmite viaja por el medio dieléctrico hasta que se
encuentra de nuevo con la superficie de separacién de medios. Parte de la luz se refleja internamente y
parte se transmite al medio exterior. La luz que se refleja internamente genera, a su vez, nuevos términos
que se transmiten y reflejan. La figura 3.8 muestra los diferentes rayos y los valores de la amplitud. El
coeficiente de reflexion calculado, cuando la reflexién se produce desde un medio de indice n sobre un

material de indice n’ o al revés, tiene el mismo valor en médulo, |r| = |r'|.

Esto no es valido para la

transmisién, puesto que t # t’ (recuérdese que aquf se verifica tt' = 1 — r?).

a ar
n=1 S
t
v
o o atr i d
At ol atr
t' 1t
v \
n=1 att’ att'r?

Figura 3.8: Haz de ondas emergiendo de una ldmina dieléctrica

El paso siguiente en el estudio de este problema consiste en sumar todas las contribuciones de los rayos
que emergen o bien de la primera cara (luz reflejada) o bien de la segunda (luz transmitida). Todos
los rayos salen paralelos, y por lo tanto, mediante una lente convergente podemos concentrar todas las
contribuciones en un punto del plano focal de la lente. Para poder realizar la suma es necesario conocer
el desfase entre ellas y escribir as{ los términos de la serie. Recordemos que el desfase ¢ es proporcional
a la diferencia de camino éptico A, § = QTWA. Nos podemos fijar en la figura 3.9.

El camino éptico del rayo que viaja por el interior de la ldmina pasa por los puntos Iy, I y I5. Por lo
tanto, la diferencia de camino éptico entre la onda que pasa por el interior de la lamina y la que se refleja

directamente es:

A= (Il.[{ + I{Ig) - IlE = QdCOS(E/). (313)

Es importante observar que se resta la cantidad I; E: como se trabaja con ondas planas, a partir del

plano definido por los puntos I y F, el camino 6ptico sera idéntico. Finalmente, el desfase es

4
6= %dcos(e’) (3.14)
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Figura 3.9: Célculo del camino 6ptico

Consideremos ahora todas las contribuciones que se han transmitido a través de la lamina. Los campos

se escriben de la manera siguiente:
1. By = att’ exp(i(wt — k7S + dp))

2. Ey = att'r? exp(i(wt — kFs + 6o + 0))

3. E3 = att'r* exp(i(wt — k7S + &y + 20))

4. Ey = att'r exp(i(wt — k7S + 6o + 30))

5. ...
6. Eny1 = att'r?" exp(i(wt — k7’5 + 6g + nd)) = E1r2reind

do hace referencia a una cierta fase constante inicial en relacién al origen de coordenadas. Las diferentes

contribuciones se pueden sumar con facilidad puesto que se trata de una serie geométrica de razén r2e®.

El campo total transmitido sera

1 , . . 1
Er = zi:Ei = Elm = att’ exp(i(wt — k7’5 + 50))m. (3.15)
La intensidad se obtendrd haciendo
c c 2

It = —ErEf = — |att ——— 3.16
T8 ToT = g | 1T p2eid (3.16)

Calculando, y recordando que tt' = 1 — 2, se obtiene finalmente que

2

Ir=2 a (3.17)

BTt 2 sin®(5/2)
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Por lo que hace referencia a la luz que se refleja en la lamina, no es necesario repetir todo el célculo. Se

debe tener en cuenta que la intensidad total de la luz incidente vale (¢/87)a? y por lo tanto,

2 12 §/2
Ip=—a®—Ir =< (Hfi)fm <_ /2 ) (3.18)
87 dr v —+ sin (5/2)

Las expresiones de la intensidad transmitida y reflejada presentan méaximos y minimos cuando se verifican

las condiciones descritas en la tabla siguiente:

Caso Extremo | Desfase Valoro del extremo
Luz transmitida | Méximo | & = 2wm, m entero a?

Luz transmitida | Minimo | é = (2m + 1)m, m entero élﬂj%%’z)z

Luz reflejada Méximo | § = (2m + 1)7, m entero é@

Luz reflejada Minimo | § = 2mm, m entero 0 '

Antes de continuar es necesario hacer algunos comentarios sobro como se ha hecho la deduccién de la

ecuacién de la intensidad en funcién del desfase:

e No se han tenido en cuenta los efectos de la polarizacién, cuando es conocido que los coeficientes
de reflexién y transmisién r y ¢ son diferentes si hacen referencia a la polarizacion perpendicular
o paralela. Para dngulos de incidencia pequetios, € ~ 0, 7| ~ r_. Como veremos mas adelante,
los dispositivos épticos basados en interferencias de ondas en ldminas dieléctricas trabajan con

incidencias casi normales.

e Ademads, en algunos dispositivos, como el interferémetro de Fabry-Perot, las caras del dieléctrico
estan semiespejadas, o bien tienen un recubrimiento multicapa. Asi se consigue un coeficiente de
reflexién proximo a la unidad y précticamente constante para todos los dngulos de incidencia y

longitudes de onda.

e El grueso de la lamina no puede ser arbitrariamente grande. Para que se produzcan interferencias es
necesario que la diferencia de caminos 6pticos de los rayos que interfieran sea inferior a la longitud

de coherencia. Cuando més gruesa sea la ldmina, con mas dificultad se verificara esta condicién.

e En los dispositivos experimentales se suele trabajar con fuente extensa y, por lo tanto, ¢ puede
tomar un rango continuo de valores. Como resultado, se observaran anillos de intensidad constante

para cada valor de €, puesto que existe simetria de revolucién alrededor de la incidencia normal.

En la figura 3.10, podemos ver la dependencia de la intensidad transmitida y reflejada en funcién de
§ = 2d cos(€').

La figura 3.11 muestra un espectro real de transmisién: se trata de un experimento en el cual la incidencia
es normal, cos(¢’) = 1. En este caso, una ldmina dieléctrica es iluminada en el rango de longitudes de
onda del visible y se analiza la transmitancia de la misma, es decir, representamos I(\) (en este caso,

n’ =n'/(X\), d y r son constantes).

(3.19)
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Figura 3.10: Intensidad en funcién del desfase

En este ejemplo tenemos un dieléctrico real (la conductividad no es nula). Por lo tanto, no todos los

méximos tienen la misma altura.

12SAUE 2 YERP. IWFEAK 4 3DERIV.SHFPRINT 6 PLOT Ha. =%
TieEen i " Py

~
Iy

e
fm ]

. . . NI
G0 i =S A S T Pl 1 I 3

23:05 3I-BE #E1L EEEIRERT 53 .

Y
)

Figura 3.11: Espectro real de transmisién de una ladmina dieléctrica

3.3.2 Laminas antirreflejantes

Los recubrimientos antirreflejantes se utilizan para conseguir que la mayor parte de la luz incidente se
transmita y no se pierda por reflexiéon. Por ejemplo, en caso de incidencia normal en una interfase aire-
vidrio, el 4% de la energia se refleja. Asi, en un sistema 6éptico formado por muchas lentes, las pérdidas de
luz acumuladas pueden hacer que el sistema sea inviable. En esta seccion demostraremos que al recubrir
el vidrio de una lamina delgada de material dieléctrico y grosor apropiado, la energia que vuelve al primer
medio por reflexion se hace cero.

Consideremos un sistema como el que muestra la figura 3.12. Se trata de un material transparente, de
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indice de refraccién n,, sobre el que se ha depositado un dieléctrico de grosor d e indice n. Ademsds,
impondremos la condicién 1 < n < n,. Consideremos que la luz incide sobre el sistema con un dngulo
muy préximo a cero, € &~ 0. La amplitud inicial de la onda es a, y los coeficientes de reflexién y transmisién

en las interfases se encuentran indicados a la figura 3.12.

1<n<n,
|
} a0
a | att’r
' ar Y Jatt’rZr
g 1
|
b
I
JF\L atrr, %-
at o’rrs r n
atr
+mN\ T |rp\/
My

Figura 3.12: Lamina antirreflejante

En las reflexiones en las que el indice del primero medio es menor que el segundo, debe anadirse +7 a la
fase de la onda. Segun esto, todos los rayos reflejados, incluyendo el que se refleja directamente desde el
aire sobre el medio de indice n, incorporan un factor +7 a su fase. La luz reflejada serd la suma de todas
las contribuciones que vuelven al primer medio. Puesto que se desea que la luz no se refleje, la suma de
todas estas contribuciones tiene que ser cero. Escribiendo los diferentes términos, igual que lo hicimos a

la ecuacién 3.15:
1. By = arexp(i(wt — kF§+ 6g + 7))
2. Ey = att'r, exp(i(wt — kFS§+ 6+ 5+ 7))
3. E3 = att'r?rexp(i(wt — kS + 5o + 2(6 + m)))
4. Ey = att'rdr? exp(i(wt — k7S + 6o + 3(5 + 7)))
9. ...
6. E, = att'rm1r"=2 exp(i(wt — k7S + 6o + (n — 1)(d + 7)),

donde §y hace referencia a una cierta fase constante inicial en relacién al origen de coordenadasy § = 4T’Tnd
es la diferencia de fase, tal y como se ha visto a la ecuacién 3.14. Si se impone que todas los términos

salgan en fase entre si a partir del segundo rayo, se debe verificar que

4
;ﬁd+w=2mm (3.20)

lo que nos da una condicién para el grosor de la ldmina. Si m = 1, el grosor es d = A/4n. Con este grosor

se consigue que todas las contribuciones al campo reflejado a partir de la segunda estén en fase y todas
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ellas en oposicién de fase con la primera. Para sumar las diferentes contribuciones basta con comprobar

que los términos de la suma siguen una progresiéon geométrica de razén rr,,

Er = (—ar + att'r,(1 +rry +r2r2 +...)) exp(i(wt — k75 + &)). (3.21)

Esta suma se hace cero cuando r = r,,. Recordando que r = (1 —n)/(14+n) y r, = (n —ny)/(n+ny), se

llega a
n = /ny. (3.22)

Segun esto, con una ldmina de grosor A\/4n y un material adecuado es posible disefiar una ldmina an-
tirreflejante. Sin embargo, este resultado ha sido deducido en condiciones de incidencia muy cercana a
la normal y para una tunica longitud de onda. Se puede hacer un analisis equivalente y mas general uti-
lizando sistemas multicapas con diferentes grosores y materiales. Asi, se pueden disenar recubrimientos

antirreflejantes utilizables en una banda del espectro méas amplio y para diferentes dngulos de incidencia.

3.3.3 El interferometro de Fabry-Perot

El interferometro de Fabry-Perot es un dispositivo de gran precision utilizado en espectroscopia. Su
principal ventaja es su elevado poder resolutivo (capacidad de discriminar dos longitudes de onda muy
préximas). La fisica que describe este aparato es muy similar al experimento de interferencias en ldminas

dieléctricas. El esquema del interferémetro es el de la figura 3.13.

|

Vidrio

Figura 3.13: El interferémetro de Fabry-Perot

Se trata de dos soportes de vidrio de caras planoparalelas enfrentados entre si una distancia d (en aire,
n = 1) que puede ser ajustable. Las caras internas estdn tratadas de manera que el factor de reflexién sea
préximo a la unidad, para asi obtener un buen contraste. Un rayo de luz que llegue al sistema, con un
angulo e respeto a la normal de la cara de vidrio, se refractard en la cara anterior y posterior del vidrio e
incidird también con dngulo € sobre la primera cara del segundo vidrio. La luz que salga del sistema por

la cara posterior lo hara de nuevo con dngulo e.
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pantalla

fuente , / & /
lente colimadora //

extensa ;

R¢ 2
Rt | £’

fe

Figura 3.14: Sistema interferencial

El interferémetro funciona de la siguiente manera: utilizamos una fuente extensa de radio Ry. Esta luz
emite unas ciertas longitudes de onda que son las que queremos conocer. La fuente se sitiia en el plano
focal de una lente colimadora de focal f. y, por lo tanto, los rayos salen paralelos con direcciones angulares
comprendidas entre [0, €;] respecto al eje 6ptico, donde tan(e.) = Ry/f.. Los rayos que incidan con un
angulo € se reflejaran multiplemente en el interior del dispositivo y se irdn transmitiendo las diferentes
contribuciones. Todos estos rayos transmitidos salen con un dngulo €. Una segunda lente de focal f’ los
focalizarda en un punto de su plan focal. Esto quiere decir que en este punto se hara la suma coherente
de todos los rayos. La intensidad que tendremos en este punto, segtin lo que dedujo en la ecuacién 3.17,

sera,

1

1+ (1f7;22)2 Sin2(27rdc)\os(e))'

I (X €) o (3.23)

Como que el problema presenta simetria de revolucién respeto el eje 6ptico de la segunda lente, todos
los puntos del plano focal que se encuentren a una distancia R del eje de colimacién (tan(e) = R/ f’)
presentaran la misma configuracion interferencial y, por lo tanto, su intensidad sera la misma. Es decir,
en el plano de observacién visualizaremos anillos.

2( 27rdc>\os(e) )

Podemos determinar cuando se hace méxima la ecuacién anterior. Esto pasa si sin =0,0lo

que es el mismo, cuando se verifica
2d cos(€) = mA m natural. (3.24)

En el centro, el orden interferencial m (m entero) con el que identificamos un anillo concreto, toma su
valor méximo (m = 2d/\); m es cero para € = w/2. Si la fuente de luz tiene radio Ry, existe un dngulo
maximo €. con el que los rayos pueden entrar en el sistema. Por lo tanto, m variard entre un valor

maximo en el centro y un valor minimo en el extremo del campo iluminado.
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Poder resolutivo de un interferé6metro Fabry-Perot

Una de las aplicaciones mas importantes del interferémetro de Fabry-Perot consiste en la determinar las
longitudes de onda en las cuales emite una fuente de luz. Ademads, gracias a la elevada precisiéon del
interferémetro, es posible determinar valores muy préximos de longitud de onda. Puesto que cada A
genera su propio sistema de anillos independiente, se visualizan parcialmente superpuestos.

Consideramos que dos anillos se pueden distinguir (se resuelven), si en el punto medio de la distancia
entre dos méaximos, el valor de la energia es inferior en mitad de la energia méxima. Tomamos una luz
mezcla de dos longitudes de onda, Ay = Ay A2 = A+ AA\. Definimos el poder resolutivo como el cociente

|[A/AM|. Tomando el criterio de resolucién anterior se puede demostrar que

A
‘ ’ mr (3.25)

AN T 12

La capacidad de resolver longitudes de onda muy préximas aumenta cuando observamos el centro de la

imagen de interferencia (m grande) y cuando el factor de reflexién r es alto (tendiendo a la unidad).

3.3.4 Filtros interferenciales

El fenémeno de las interferencias en laminas delgadas puede ser utilizado para la construccién de disposi-
tivos de transmitancia muy selectiva con la longitud de onda. La utilizacion de estos dispositivos permite
obtener luz muy monocromaética. Consideremos una lamina de grosor d de un material de indice n. Esta
lamina se encuentra entre dos vidrios planoparalelos que hacen de soporte. Hacemos incidir normalment

luz blanca, ¢ = 0. En estas condiciones, la ecuacién del desfase 3.14 para los maximos se escribe,

4Twnd = 2mm (3.26)

es decir, 2nd = mA. Si el factor de reflexién interno de las caras r es lo suficiente alto, los maximos de
interferencia I7(A) (véase la figura 3.10 y la ecuacién 3.19) se hacen muy estrechos, de manera que sélo
pasan las longitudes de onda que verifican la relaciéon 2nd = mA. Por ejemplo, con un grosor d = 150 nm
y un indice n = 1.7, solamente pasaran las longitudes A = 510/m nm: 510, 255, 170, .... En la zona del

visible se transmite con intensidad maxima una unica longitud de onda (A = 510 nm).

3.3.5 Interferémetros de Michelson y de Mach-Zehnder
El interferémetro de Michelson

Consideremos un dispositivo éptico como el que se muestra a la figura 3.15, que utiliza una fuente de
luz extensa. Por simplicidad, consideraremos que ésta se encuentra en el plano focal objeto de una lente
colimadora. Asi conseguimos luz con iluminacién paralela en todas las direcciones permitidas por las di-
mensiones de la fuente. Delante del sistema de iluminacién se encuentra un sistema divisor de haz (ldmina
semitransparente): la mitad de la energia atraviesa la ldmina y la otra mitad se refleja. Puesto que la
ldmina forma un dngulo de 45° respecto el plano que contiene la lente colimadora, los dos haces resul-
tantes salen formando entre si un dngulo de 90°. Estos haces de luz viajan en sus respectivas direcciones

hasta llegar a los espejos, cambian de sentido y se reencuentran de nuevo en la ldmina semitransparente.
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plano
interferencial

lamina
compensadora
espejo
ldmina
fuente semitransparente

extensa

espejo

Figura 3.15: El interferémetro de Michelson

Parte de la luz vuelve hacia la fuente y parte se dirige hacia un plano de observaciéon donde se analiza la
luz.

Los espejos no tienen porque encontrarse a la misma distancia de la ldmina semiespejada. Sea [, la
distancia de la lamina hasta el espejo situado normalmente al brazo horizontal y I, la distancia de
la ldmina hasta el espejo dispuesto normalmente al brazo vertical. La diferencia de camino éptico es
A =2(l, —lp) = 2d (n = 1, puesto que el dispositivo se encuentra en el aire). Si el haz de luz toma una
direccion que forma un dangulo 8 con el eje de la lente colimadora, se puede comprobar que, en este caso, la
diferencia de camino éptico es A = 2d cos(6). El sistema presenta simetria de revolucién respeto a un eje
normal al plano de observacién y, por lo tanto, en este plano se obtendran anillos; ademads, como se trata
de la interferencia de dos ondas que recorren caminos 6pticos diferentes, la intensidad sera proporcional

a

2
I x cos2(T7TA); (3.27)

y los maximos de interferencia se dispondran siguiendo la ley siguiente:
2d cos(0) = mA, (3.28)

con m natural. Si consideramos justo el centro de la figura de interferencia, cos(f) = 1y, en consecuencia,
en el centro se verificard 2d = mA. Esto quiere decir que si la diferencia de caminos épticos 2d no es
multiplo exacto de A, en el centro no tendremos un maximo de intensidad. Ademas, si I, — I, = 0

(diferencia de caminos épticos es cero), entonces estamos en m = 0.

Algunos comentarios mas

e Desde el punto de vista histdrico es necesario hacer notar que este instrumento fue utilizado en

1887 por Michelson y Morley en su intento de medir la velocidad de la luz respecto de la Tierra.
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e En el interferémetro de la figura 3.15 se puede observar un elemento denominado lamina compen-
sadora. Se trata de una lamina de material transparente que tiene exactamente el mismo grosor que
la 1dmina semitransparente (ds;). La luz que hace el camino vertical (segin la figura 3.15) atraviesa
tres veces la ldmina semitransparente anadiendo el factor 3ngds; al camino 6ptico (la ldmina estd
semiespejada en el lado derecho de la ldmina, segtn el dibujo), mientras que la luz que toma la otra
direcciéon sélo atraviesa la ldmina una vez. Para compensar este efecto y hacer que las diferencias
de camino sea atribuibles exclusivamente a la diferencia geométrica de los brazos 2(l, — ) = 2d,
se incluye la ldmina compensadora. Asi, la luz que sigue el camino horizontal compensa el exceso

de camino éptico que se realiza siguiendo el camino vertical.

e Longitud de coherencia. Para que el fendmeno interferencial sea visible, se tiene que verificar que la
diferencia de caminos 6pticos 2d sea inferior a la longitud de coherencia de la luz analizada (I.). Esto
indica un método por determinar experimentalmente I.: al aumentar la diferencia 2d, el contraste

de los anillos ira disminuyendo hasta que estos desaparezcan.

e Si en vez de trabajar con una fuente extensa lo hacemos con una puntual, la intensidad de la
figura de interferencia serd constante. Al modificar la diferencia de longitud de los dos brazos 2d,
esta intensidad ird variando pasando por méximos cuando se verifique la relacién 2d = mA. Esta

configuracion del interferémetro de Michelson se denomina interferémetro de Twyman-Green.

El interferémetro de Mach-Zehnder

Existen otros interferémetros de doble haz. Cabe destacar el interferémetro de Mach-Zehnder, por su

amplia utilizacién en metrologia 6ptica (ver figura 3.16).

cubo divisor

de haz
espejo
fuente 4)
AY
cubo divisor
espejo de haz
plano

interferencial

Figura 3.16: El interferémetro de Mach-Zehnder

Consiste en un sistema de iluminaciéon que genera un haz de ondas planas. Un sistema divisor del haz
hace que la luz siga dos caminos diferentes. Mediante espejos se consigue que la luz siga una trayectoria
como la que se muestra en la figura, y mediante un segundo cubo divisor de haz se suman las dos
contribuciones, que, obviamente, han seguido caminos 6pticos diferentes. En el plano de observacién se

analizan los resultados.
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Capitulo 4

Difraccion

4.1 Teoria escalar

4.1.1 Introduccién a la Teoria Escalar de la Difraccién

Sommerfeld definié la difraccidon como la propagacién no rectilinea de la luz que no se puede interpretar
a partir de las leyes de la reflexién y de la refraccion. Grimaldi, en el siglo XVII, fue el primero que
observé fendmenos difractivos: al hacer pasar un haz de luz a través de una abertura practicada sobre
una pantalla observé que, al proyectar el haz sobre otra pantalla, el paso de la zona iluminada a la zona
de sombra no era abrupto (como indica la propagacién rectilinea). Afios después, Fresnel realizé el primer
intento serio de explicar los fendmenos de difraccién (1818), basindose en unas modificaciones arbitrarias
del principio de Huygens. En 1882, Kirchhoff propuso la explicaciéon de los fenémenos de difraccién en
términos de la teoria escalar. Su teoria tiene inconvenientes formales de orden matemaético, que fueron
solucionados por Sommerfeld en 1894, introduciendo algunas modificaciones en la teoria anterior.

La teoria escalar es suficientemente rigurosa para explicar la mayor parte de los resultados experimentales
macroscopicos. Pese a que se trata de una simplificaciéon que no tiene en cuenta el caracter vectorial de
los campos electromagnéticos, la teoria escalar funciona con éxito cuando las aberturas son méas grandes
que la longitud de onda de la luz y cuando las distancias de observacién son suficientemente grandes. En
estas condiciones, la polarizacién del campo electromagnético no es una informacién relevante y, por lo

tanto, se puede prescindir del formalismo vectorial.

4.1.2 Ondas escalares. El teorema de Green

Una onda escalar perfectamente monocroméatica, U(7,t) = U(7)e~*“! que se propaga en el vacio, verifica

la ecuacion de ondas:

. 1 92U (7t

En consecuencia, la amplitud compleja (parte espacial) U(7) verifica la ecuacién de Helmholtz:
AU(7) = —KU(7), (42)

7 es el vector de posicidn, k es el nimero de onda, w = 27v, y k = 27/

75
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La formulacién de la teorfa escalar de la difraccién se basa en el uso del teorema de Green: Sean U(P) y
G(P) dos funciones que toman valores complejos, continuas y con primera y segunda derivadas continuas

en el interior de un recinto V' cerrado por la superficie S. En estas condiciones se verifica:

oUu 0G

\ G=exp(ikr)/r

=3

Figura 4.1: Teorema de Green. Geometria

En el problema que abordaremos, U serd la parte espacial de la ecuacién de ondas, y G, una funcién
auxiliar denominada funcion de Green. La eleccién de ésta, solamente estd condicionada por el propio
teorema de Green; no obstante, es necesario escogerla de forma que el problema se pueda abordar con el
minimo de complicaciones matematicas posible. La notacién % hace referencia a la derivada de G o U
segtn la direccién normal de la superficie S. A partir de ahora, no se tendré en cuenta la parte temporal
de la onda. Sea P € V, el punto donde haremos la observacion del campo. Definimos una posible funcién

de Green como

(4.4)

En el punto P (r = 0) esta funcién no estd definida. Para evitar la discontinuidad en r = 0, se excluye el
punto P del recinto V' definiendo una superficie esférica S, alrededor de P con un radio € infinitesimal.
Asi, la nueva superficie de integracién S’ serd S’ = S + S¢ y el nuevo volumen V', V! =V — V; V_ es el
volumen definido por S.. La funcién G es una onda esférica de amplitud unidad y, por lo tanto, verifica
también la ecuacién de Helmholtz: AG = —k2G. Aplicando el Teorema de Green al nuevo recinto de

integraciéon V’ obtenemos

/ [GAU — UAG] dv = —/ [(k*GU — k*UG] dv =0 (4.5)
y, en consecuencia,
ou __9G
— UL ds=o: 4.
/S,[Gan Uan}ds 0; (4.6)

ademés, como S’ = S + S, entonces
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oU IG oUu oG

4.1.3 Teorema integral de Helmholtz-Kirchhoff

La evaluacion de la integral definida sobre S, es sencilla. Se trata de calcular el limite siguiente,

lim [GaU UaG] ds.
e—0 S.

Al ser S¢ es una superficie esférica, las derivadas normales de la ecuacién anterior pasan a ser derivadas

en la direccion radial e. La derivada normal en la superficie S¢ apunta hacia P; por lo tanto, {_% = —%.
Puesto que la funcién G sobre la superficie S, se puede escribir como exp(ike)/e, la derivada es
0G 1 etke
— = |- —ik 4.9
on [e ! } € (4.9)

El diferencial de superficie es ds = €2d{), donde df2 es el diferencial de dngulo sélido. Substituyendo en

la integral,

oy {G%—Ua—n

e—0 67?, €

ike 1 ike
ou GG} ds = lim {8—(]6 —U [— - zk] ¢ } 2d9. (4.10)
S. €

Las funciones y las derivadas presentes en la integral estan acotadas y, por tanto, de los tres términos
contenidos en ella, inicamente el segundo sera diferente de cero. Considerando, ademads, la continuidad
de U,

1 eike

lim — U-

e—0 S. € €

2d0 = —U(P)/ dQ = —4nU(P); (4.11)
Se

y ahora la ecuacién 4.7 se escribird

1 aU aG 1 aU eikr a e’ik:’l"
00 =3 [ o5 v emvw= g [ s [Tl e

resultado que se conoce como el teorema integral de Helmholtz-Kirchhoff.

4.1.4 Aplicacion del teorema de Helmholtz-Kirchhoff a la difraccién

En esta seccién, se aplica el teorema integral de Helmholtz-Kirchhoff al problema de la difraccién de
una onda escalar a través de una abertura contenida en una superficie plana. Consideramos la superficie
S que rodea el punto de observacién P. La tomaremos subdividida en dos secciones S = S + Sa: Sy
corresponde al plano que contiene la abertura ¥ y S es una superficie esférica centrada en P y de radio
suficientemente grande. Lo primero que debe hacerse es evaluar la integral 4.12 en la superficie S;. Al
estar trabajando con iluminacién monocromatica, y por lo tanto, de longitud de coherencia infinita, una
vez la onda se haya propagado a velocidad ¢ hasta So, la contribucién de la integral sobre Ss puede no

ser despreciable. Para aclarar este aspecto, calculamos el limite siguiente,
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.1 oUu oG
U(P) = lim — /S2 [G% — U%] ds. (4.13)

La derivada en la direccién normal (radial) de G sobre Sy vale

oG 1] etk
% = |:; - Zk:| ” ~ ZkG, (414)

si r > A. Por lo tanto, la integral anterior vale

1 )
G [Z—U —ikU} ds = lim —/ etkr {a—U —z’sz} r2dQ, (4.15)
Sa

n r—oo 41 on

donde ds = r2d). Esta integral tiende a cero si se verifica

lim [g—U - z’kU} =0. (4.16)

r—00 n

Esta condicién es cierta si U es una onda esférica, es decir, U = Ae’*" /r. Dado que una onda cualquiera
puede ser expresada en términos de una combinacién lineal de ondas esféricas, en la practica este resultado
se verifica siempre. Por lo tanto, la contribucién a U(P) de la integral sobre Sy puede ser despreciada.

Condiciones de contorno de Kirchhoff

Evaluemos ahora la integral sobre S;. Para ello, Kirchhoff impuso las siguientes condiciones para poder

realizar el calculo:

1. El campo U y su derivada normal toman los mismos valores en la abertura 3, en presencia o no de

la superficie Sy.

2. Sobre la superficie S7 y fuera de ¥, U y su derivada normal valen cero. Esta condicién permite

realizar la integral extendida sélo a la geometria de 3.

Sy

G=exp(ikr/r)

U=A exp(ikR)/R

Figura 4.2: Geometria. Férmula de Fresnel-Kirchhoff
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Foérmula de Fresnel-Kirchhoff

Para acabar, consideremos ahora la forma en que se ilumina la abertura. Concentrémonos en el caso en
R

etk
R

que la abertura estd iluminada por una onda esférica que proviene de un punto Ps: A . Las derivadas

normales a > de G y U valen

oG . . 1, exp(ikr) . .

2 — oS S P ST -V 3 4.1

B cos(it, ) (ik r) . ikG cos(i, ) (4.17)
g—g ~ ikU cos(7, R) (4.18)

donde cos(i, ) y cos(7, 1%) son los cosenos de los d4ngulos formados por el vector normal a X y los vectores

posicién 7y R respectivamente. Por lo tanto la integral de difraccion en este caso es

U(P) = % /Z w [COS(ﬁ,F) — cos(it, R)| ds, (4.19)

conocida como la formula de Fresnel-Kirchhoff. Esta féormula nos da la expresion del campo escalar
difractado a través de una abertura cualquiera iluminada por una onda esférica. Esta férmula es simétrica

respecto a la fuente o el punto de observacién (teorema de reciprocidad).

Consideraciones finales sobre la Formula de Fresnel-Kirchhoff

1. Si la abertura es pequena frente a las distancias R y r, los factores cos(ii,7) y cos(7, R) son

préacticamente constantes. Se denomina factor de oblicuidad a la semidiferencia (cos(#, 7)—cos(#, R))/2

2. Si la onda que ilumina la abertura no es esférica, es posible describir cualquier campo en términos

de ondas esféricas, pudiéndose aplicar la férmula deducida.

3. Para dngulos pequenos ( distancias axiales mucho mayores que las dimensiones de la abertura), el

factor de oblicuidad se hace préximo a la unidad, ya que cos(7, 7) ~ 1 y cos(i, R) ~ —1.

Aexp(ikR)
R

4. La expresion 4.19 se ha deducido utilizando una onda esférica para iluminar la abertura.

Si la fuente de luz esté en el infinito, la abertura se ilumina con una onda plana de amplitud A’:

U(P) = %/ /E Awd& (4.20)

5. Si el sistema se ilumina con una onda cualquiera, cuya amplitud compleja en el plano de la abertura

Y es U(X), la expresién puede generalizarse a

U(P) = %/EU(Z)M@. (4.21)
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4.2 Aproximaciones de la Teoria Escalar
4.2.1 Formula de exacta

plano de difraccion plano de observacion
Yo y
G(x,y) geometria de la abertura

U(x,y,0) campo en el plano z=0
G(x.y) U(x,y,z) campo en el plano z

= X0 / X
| | uwa

z=0 z

Figura 4.3: Difraccién de Fresnel

A partir de ahora fijaremos unos ejes coordenados (xg, yo) en la pantalla que contiene la abertura. El eje
z es el eje normal al plano de la abertura, que consideraremos en z = 0. Los puntos del plano normal al
eje z que contiene el punto de observacién P tendran coordenadas (x,y, z). La distancia de observacién z
sera mucho mayor que las distancias transversales involucradas y, por lo tanto, podemos considerar que el
factor de oblicuidad es cercano a la unidad. Escribiendo la férmula de Fresnel-Kirchhoff en coordenadas

cartesianas tenemos

UP) = %EU(Z)eXpiﬂz

B O e VA (Cha bl Tl )
= RV Ve =202+ (y—p0)? +22)

4.2.2 Difraccién de Fresnel

La distancia entre un punto de la abertura (zg, yo,0) y el punto de observacién P (z,y, z) es

r= \/($ —20)? + (y —vo0)? + 22 = z\/l + (z ;50)2 + vy ;QyO)Q. (4.23)

Si se verifica que (x —z0)?+ (y —y0)? < 22, se puede aproximar r por z en el denominador. Sin embargo,
el término de la exponencial compleja presente en la integral varfa muy rdpidamente (debido al factor
27 /), y por lo tanto un pequeno error en la evaluacién de r, puede suponer un error muy grande en la
estimacién del angulo. Para simplificar correctamente la expresién del interior de la integral de difraccién,

desarrollamos r en serie de Taylor,
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(z—20)*  (y—90)? _ (z—20)®  (y—w0)?
= z\/l + e + e Rz |14 5,2 + 5,2 . (4.24)

Esto equivale a aproximar una superficie esférica por una superficie parabdlica. La férmula de difraccién

toma ahora la forma siguiente (férmula de difraccién de Fresnel):

exp(ikz)

Ulx,y,z) = By

[ VG000 explGE (= a0 + = oo do. (425)

Los limites de integracion corresponden a abertura Y. Puesto que el campo eléctrico es cero a fuera de

la abertura, podemos extender los limites de integraciéon de —oo a 400, haciendo que

¢(xay) = U(I7y70)G(I7y)’ (426)

donde G(z,y) es la funcién que describe la geometria de 3.

4.2.3 Difraccién de Fraunhofer

Tomemos la férmula de difraccién de Fresnel:

Uy, 2) = S0 / $(0,0) ex (- (2~ 20)* + (y — yo)))dzo dyo. (4.27)

2z

Desarrollando los binomios ((z — 2¢)? + (y — 40)?),

ikz ik
Ules) = S explare?+12) [ wlan et 2z, ay, -
zkz ik
T exp(2 (@* +3?) / (o, yo)e 3 (70 H90) 2Rz 00+ 3500) dy iy
IAZ

(4.28)

Cuando la distancia de observacién z es muy grande, la exponencial exp(2z (3 + y2)) en el interior de
la integral tiende a la unidad. Es necesario tener en cuenta que las dimensiones de la abertura ¥ seran
pequenias en comparacion con z, aunque esto no es necesario que se verifique en el plano de observacién.
Por esta razon el término exponencial cuadratico de fuera de la integral no desaparece. Cuando se verifican
estas condiciones, decimos que trabajamos en condiciones de difracciéon de Fraunhofer. La integral de

difraccién se escribe ahora

eik X
Ulz,y,2) = MZGZZ 2 (@) / (20, yo) exp(— 27”()\*% + )\iyo))dxo dyo =
eikz k‘
= e exp( 2(33 + y°)) T F = [t (0, v0)], (4.29)

donde 7 F representa el operador transformada de Fourier. La intensidad que captaria un detector en

estas condiciones es
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I(z,y, 2) o< [T Faz[(z0,90)]>. (4.30)

Es decir, en condiciones de difraccién de Fraunhofer, la distribucién de intensidad es proporcional a la

transformada de Fourier a escala Az del campo eléctrico en el plano que contiene la abertura.

4.3 Estudio de casos particulares en aproximacion de Fraun-
hofer

4.3.1 Onda plana a través de un objeto rectangular

Para calcular la difraccién de Fraunhofer de un objeto utilizaremos la siguiente ecuacion:

eikz i 2 2
—— e HOTE (w0, y0)]- (4.31)

Uz, y,2) = By

Supongamos que el objeto es iluminado por una onda plana Ae®*. En z = 0, la onda plana es A.
Escribiremos la transformada de Fourier de una funcién f(z,y) como F(u,v), donde (u,v) son las fre-
cuencias espaciales. Es necesario recordar que la Transformada de Fourier de una abertura rectangular

de dimensiones [, x [, vale

TF [Tect(li)rect(lg)} = lplysinc(lzu)sinc(lyv); (4.32)
@ y

y por lo tanto, el campo eléctrico escalar a distancia z mucho mayor que [, o [, se escribe

ezkz ik

2 T
U(z,y,z) = Amez(l’?ﬂ# )T}",\Z[rect(ﬁ)rect(%)] =

ikz ; ) l:v [
:Aj—zlmlye%(12+y2)sinc()\_:)smc()y\_§)’ (4.33)

donde se han sustituido las variables (u,v) por % y +£. La intensidad grabada por un detector serd el

moédulo al cuadrado de la expresién anterior,

sinc? (—=)sinc? (-22). (4.34)

4.3.2 Onda plana a través de un objeto circular

La férmula para calcular la difraccién de Fraunhofer se puede escribir en coordenadas polares cuando el

objeto tiene simetria circular, ¥ (r,0) = ¢ (r):

ikz —
Ulx,y,2) = =" TFx:[(ro)]: (4.35)

TAZ
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Figura 4.4: Difraccién de Fraunhofer de un rectdngulo cuyo lado vertical es menor que el horizontal

o
)
R
o
-
ro
w

Figura 4.5: Perfil de la funcién que describe la intensidad de la difraccién de Fraunhofer de un rectangulo

La transformada de Fourier de una funcién con simetria circular es
00 ] 27 0 )
/ f(l‘, y)e—2m(wu+yv) de dy = / d9/ f(ro)e—%ru-m COS(QU_Q)TodT‘O — F(?ﬁ 9) (4.36)
—o0 0 0
Se ha aplicado el cambio x = rgcosfy, y = rgsinfy y u = rcosf, v = rsin . Utilizando la igualdad,

1 2m )
Jola) = 5 /0 ¢—iacos(0-6) gy (4.37)
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se obtiene que

F(r)y=2n /000 f(ro)Jo(2mrrg)ro dro (4.38)

Para calcular la difraccién de Fraunhofer cuando una onda plana Ae**? atraviesa una abertura circular
de radio R, circ(f) en z = 0, tenemos que calcular la integral anterior (f(ro) = 1 entre 01 R). Aplicando

ahora la relacion

R R
Siam) = / Jo(ar)r dr, (4.39)
0
se puede demostrar que
N J1(27TR7”),
TF [czrc(ﬁ)} = RT, (4.40)

y, por lo tanto, el campo eléctrico escalar vale

L ik (22 4y? Tovy _
U(.’ﬂ,y, ) A )\Ze Tf)\Z[C’LTC(R)]

ikz s J 27 Rr J 27 Rr
A? Re? k(rz)g i AReF* o %5 (TQ)y7 (4.41)
1Az s r
mientras que la intensidad,
R? 2n Rr
1(r) = A2 (T, (442)

Se conoce como el radio del disco de Airy al radio del primero minimo de la funcién anterior. La funcién

L) g6 anula en x = 1.22 v, por lo tanto
s

Az
ra=1220. (4.43)

4.3.3 Onda plana a través de una estructura periédica unidimensional

Sea un objeto de transmitancia f(z,y) repetido periédicamente N veces, con periodo P. La funcién

matematica que modeliza este objeto se escribe

N—1
f(z —mP). (4.44)

m

=0

La transformada de Fourier a escala Az de la expresion anterior es
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Figura 4.6: Difraccién de Fraunhofer de un circulo

1 T T T T

09
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Figura 4.7: Perfil de la funcién que describe la intensidad de la difraccién de Fraunhofer de un circulo. El primer

cero de la funcién estd en r=1.22

2mixz P 2mix(2P) _
e )+6XP(*T)+~-~GXP(*T) ;

TG0l = PG L) (14 exp(-

y por lo tanto, cuando una onda plana atraviesa este objeto, el campo eléctrico escalar es

N-1

T Ty 2mizmP
U =A =@ p = L ). 4.46
(@.y,2) Iz e ()\2'7 )\z) mZ:o exp( Az ) ( )
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Figura 4.8: Perfil de la funcién que describe la intensidad de las interferencias para N=4

Los términos de la suma de la ecuacién anterior siguen una progresién geométrica cuya razon es r =

exp(—2"mE)  Puesto que se verifica

T4r4r2 4+ 4N (4.47)

entonces,

Ulea2) = A bt )L R ) (1.43)
DA =ANC A2t 11— exp(—%) ’
Puede comprobarse que
, 2
1— exp(— Z2WN=UPY 1T Gn2(x NPa/Az) (119)
1 — exp(—2Z2E) ~ sin®(nPz/Az) ] '
y por tanto, la intensidad se escribe como
.2
NPz/)\z)
Iy, ) o A2 | (L, LS (N Pr/)z) 150
(@y,2) ox (/\Z )\Z) sin?(mPx/\z) (4.50)

Algunos comentarios adicionales:

e La expresién de la intensidad nos indica que la distribucién de luz que detectaremos es el producto

de la difraccion del objeto por un término interferencial.
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e El numerador del término de interferencial se anula cuando se verifica que N Px = nAz donde n es
un natural. Por tanto, cuando x = nAz/N P, la intensidad se anula (pasa por un minimo). Entre

dos minimos tenemos un maximo secundario (véase la figura 4.8).

e El denominador del término de interferencial se anula cuando se verifica que Px = nAz donde n es
un natural. Es facil comprobar que en estos puntos donde el denominador se anula, también lo hace
el numerador. Deshaciendo la indeterminaciéon puede comprobarse que el término interferencial

vale N? (mdximo principal) (véase la figura 4.8).

e Si el nimero de franjas es N, entre dos méaximos principales tenemos N — 1 minimos y N — 2

méaximos secundarios.

e Si N =2, el término interferencial se escribe

1,9, 2) ox deos?(50), (ws1)
z

que corresponde a la intensidad de las interferencias generadas por dos fuentes puntuales de luz

(experimento de Young).

e Por ejemplo, la intensidad de la difraccién de Fraunhofer que generan dos objetos cuadrados de

lado [ separados una distancia P se escribe

I(z,y,2) x 4A25inc2(l—x)sin02(—) cos?(

= ). (4.52)





