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La recerca sobre la naturalesa no s"ha de realitzar
seguint axiomes | legislacions vanes, sin6 d‘acord
amb els fets Perqué la nostra vida no té necessitat
ni de bogeries ni de suposicions vanes, siné d'esco-
lar-se tranguil.lament, | en tots els problemes s'obté
la maxima serenitat si els resolem segons el metode
de les multiples explicacions basades en els feno
mens, admetent aquelles que siguin versemblants
Pero quan s’accepta una explicacio i se’n refusa una
altra que esta d’acord amb l'experiéncia, aleshores
és evident que hem abandonat els limits de la cién-
cia de la naturalesa | hem caigut en la mitologia.

(Fragment de Lletra a Pitocles)

Epicur
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PRESENTACIO

Es una idea plenament acceptada que els processos de construccio i elaboraci6 dels
coneixements, tal com han esdevingut historicament, constitueixen una informacio in-
substituible sobre les caracteristiques propies d’'aquests coneixements. La historia de la
ciéncia es veu, amb aguesta perspectiva, com una disciplina que ultrapassa els ambits de
I"erudicio, i fins i tot de la cultura general, per esdevenir una eina fonamental per a refle-
xionar sobre qué és el coneixement i com es constitueix. Aquest és el pressuposit general
que ens ha fet aparellar en aquestes pagines, ja des del titol, la historia i |'ensenyament de
|"algebra simbolica.

Darrera de |'orientacié que donem al nostre ensenyament sempre hi ha una concep-
cio, una idea feta, d'allo que estem ensenyant i de com s'arriba a aprendre. Aixo no deixa
de ser una veritat general, per molt que no tothom s'hagi parat a reflexionar sobre la seva
visio particular dels coneixements que transmet, o per molt que no tothom sigui conscient
que les seves classes estan aixi condicionades. En aquests casos no succeeix sino que la
influéncia dels factors citats sobre la practica professional és del tot incontrolable.

La filosofia de les matematiques que informa, i que destil.len, gairebé tots els ma-
nuals i llibres de text avui en circulacio entre nosaltres, interpreta aquesta ciéncia com una
cosa immutable, en qué no cal sind sequir el fret fil del raonament deductiu que va col.lo-
cant peca a pega, totxo a totxo, els diferents resultats matematics. En surten unes mate-
matiques gue semblen tancades, que no resolen altres problemes que els que elles mateixes
creen, d'una manera que no pot semblar sino artificial. En alguns periodes de la historia
de les matematiques ha predominat |'esperit organitzador, sistematic i rigorista, n'han
estat els fruits més notables els Elements d’Euclides i les modernes sintesis formalistes de
N. Bourbaki i els seus epigons. En d‘altres periodes ha predominat I’esperit innovador,
creatiu | heuristic, menys preocupat pel rigor que per aprofitar el potencial de nous con-
ceptes | métodes, és el cas del desenvolupament del calcul infinitesimal durant el segle
XVIII. La filosofia avui més estesa, com déiem abans, es fonamenta en el desconeixement
o la subvaloracio dels métodes propis d'aquests periodes innovadors i poc sistematics.
Aixi queda potenciada i reforcada una visio de les matematiques essencialment /ineal: les
matematiques son la cadena de resultats obtinguts a partir d’'uns axiomes segons una
sequencia d'inferéncies logiques.

Una de les finalitats d'aquest treball és fer veure, estudiant un periode historic
coneret, fins a quin punt es parcial aquesta concepcio. Sovint hi ha hagut multiples i molt
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estranys camins per a elaborar una teoria matematica; hi ha hagut dificultats que han que-
dat ocultes quan els resultats s‘estructuren axiomaticament; hi ha hagut diferents metodo-
logies que s'han enfrontat; existien problemes-clau, molt especifics, que guiaven el procés
de descobriment; linies que unien subterraniament diferents teories matematiques que
acabarien convergint en un tronc comu. Aixi és la historia viva de les matematiques, i
d’aixo estan fetes elles mateixes.

D'aquella concepcid lineal de |es matematiques en surt un ensenyament tambe |[i-
neal. En esséncia, es tractara d’'explicitar, rigorosament, els axiomes de partida i de demos-
trar, rigorosament, els successius resultats que se’n deriven. Aix0, que és una traicio a
I’esperit real del treball matematic, és, alhora, una barbaritat pedagogica. No podem re-
duir I'aprenentatge de les matematiques, especialment als nivells basic i mitja, a la memo-
ritzacio acumulativa de resultats i de demostracions que han quedat, moltes vegades, buits
de contingut a forga de formalitzacio i de rigor.

Enfront d'aquesta concepcid lineal de |'ensenyament, volem reivindicar |'aprenen-
tatge com a redescobriment. Enfront de la metodologia formalitzant i deductivista que
acompanya aquella concepcio, fem nostres les implicacions metodologiques del principi
genétic. Com es sabut, aquest principi proclama que el desenvolupament intel.lectual d'un
individu, i, conseqlientment, el procés individual dadquisicié de coneixements, repro-
dueix grosso modo els diferents estadis historics d'evolucio del coneixement huma. Pel
que fa a les matematiques, la virtualitat d'aquesta idea i la necessitat d'aplicar-la seriosa-
ment a I'ensenyament han estat proclamades per personalitats com H. Poincaré i F. Klein,
i, al nostre pais, per J. Rey Pastor i P. Puig Adam.

Aixo atorga una funcio didactica molt precisa al coneixement de la historia de les
matematiques. E| procés historic de constitucio d’uns coneixements sovint ha estat la ma-
nera més facil com aquests coneixements podien arribar-se a constituir. Aquest procés
sempre informa d’'allo que va ser més dificil de superar abans d’arribar a un resultat satis-
factori; també informa de quines van ser les motivacions per a arribar a superar el marc
anterior. La historia de les matematiques proporciona aixi, idees que son directament
utilitzables com a idees didactiques. |dees que permetran bastir un ensenyament sobre les
provatures, les intuicions, els tempteigs,...; un ensenyament més a prop de transmetre la
il.lusio de crear que no pas de provocar |'avorriment dels espectacles incomprensibles.

- " »

La formacio de |'algebra simbaolica es produeix en un periode d’uns 150 anys, des
de finals del segle XV fins a la publicacio de La Geometria cartesiana (1637), la primera
obra que utilitza el llenguatge algebraic modern. L'embalum que ha anat prenent el mate-
rial recollit que hi fa referencia, aixi com les caracteristiques del compromis adquirit amb
Il.C.E. de la Universitat de Barcelona, ens han portat a no esperar més i a publicar |la part
del nostre treball corresponent a la primera meitat del periode esmentat. Esperem publi-
car rapidament la segona part de la nostra analisi.

Aquest |libre té quatre parts. La primera conté unaaproximacio historica als origens
de |'algebra simbolica i a algunes obres importants del periode considerat. Si alguna cosa
té d'original |‘orientacié que hem donat a aquesta part, és la preocupacio per analitzar,
directament dels originals, obres que son unanimement considerades fonamentals per a
la historia de les matematiques.

Amb aix0 perseguiem poder disposar d'elements de primera ma per a analitzar com
han aparagut i s’han desenvolupat certs conceptes essencials de |'algebra. Aquesta analisi
esta continguda a la part |1.



La tercera part conté |'explotacio didactica del material recollit a les dues primeres,
aplicada a alguns temes.

La part IV és una col.leccid de problemes, seleccionada de les obres d'aritmeética i
d’'algebra medievals i renaixentistes estudiades. Principalment, hem agafat problemes amb
un enunciat tal que, o bé podien tenir un interés historic, o bé ens han semblats suscepti-
bles de ser utilitzats a classe.

Les referéncies a la Bibliografia es fan pel nom de |'autor, acompanyant-lo de la
data de publicacio de I'obra, si se'n cita més d’una.

El fet que uns pocs autors espanyols haguessin estudiat la historia de la ciéncia, i en
particular la historia de la nostra ciéncia, ha estat un ajut tant més remarcable que petit
era el seu nombre. No volem deixar de dir quant important ha estat per a nosaltres el punt
de partida que aquests estudiosos, gairebé des de I'anonimat (almenys pel que fa al seu
reconeixement universitari i institucional), ens han proporcionat. En cert sentit, podem
dir que aquesta obra ha estat possible gracies a J.A. Sanchez Pérez, F. Vera, J. Millas Valli-
crosa, J. Rey Pastor i P. Puig Adam i als seus rars continuadors. A tots ells, gracies.

Agraim a I'l.C.E. de la Universitat de Barcelona el suport que hi hem trobat, i les
facilitats de tota mena que hem rebut en la realitzacio d'aquest treball. Volem agrair, par-
ticularment, la col.laboracié de la Srta. M@ Lluisa Martin. Sense el seu ajut eficient per a
enfrentar-nos amb les rovellades estructures burocratico-administratives de biblioteques i
altres institucions, el nostre treball hagués estat molt més lent i dificultos.
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Els capitols d'aquesta part contenen la historia de la primera época de |'algebra re-
naixentista, |’época que va des del moment de |'aparicio dels primers |libres impresos de
matematiques fins a mitjan segle XVI. Les dates que utilitzem per enquadrar el periode
estudiat, 1478 i 1545, son, com totes les dates que hom utilitza per subdividir la historia,
referéncies absolutament convencionals. La historia particular d'aguestes dues és la se-
glent: el 1478 va ser impresa a Europa la primera de les aritmeétiques mercantils, les obres
que generarien |'algebra sincopada renaixentista. E| 1545 fou publicada I"Ars Magna de
Cardano, la primera obra on |’algebra apareix com una branca diferenciada de les matema-
tiques: la que fa |'estudi general de les equacions.

La nostra analisi d'aquest periode ha estat dirigida segons dues direccions principals,
la que porta a establir |'origen de |'algebra simbolica, i la que permet descobrir la metodo-
logia propia d'aquells treballs primitius. Aix0 potser explicara |'estructura no estandard
que hem donat a les nostres pagines. Els dos primers capitols contenen els antecedents
medievals arabs i europeus del nostre periode. Després estudiem |es aritmétiques comer-
cials, uns llibres sovint oblidats a les histories generals de les matematiques, sense els quals
és incomprensible la formacié de |'algebra. Ens entretenim, a continuacio, a estudiar el
context historic i cultural del periode en qliestio, situant d'una manera general les obres i
autors més interessants. Els tres capitols seguents estan dedicats, respectivament, a Chu-
quet, Tartaglia i Cardano, amb la pretensio d’explicitar fins on és possible els trets més
importants de les seves obres respectives. El darrer capitol, especificament dedicat a
Espanya, no conté cap informacio essencial per a la historia general de les matematigues.
Aix0 no obstant, en tenir a les mans un material adient, localitzat gairebé sense proposar-
nos-ho quan regiravem els fons d‘algunes biblioteques, ens va semblar convenient posar a
I"abast del public algunes dades d’interés sobre |a nostra pobra historia cientifica.
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CAPITOL 1:
LA TRADICIO ARITMETICA | ALGEBRAICA DELS ARABS

Tots els autors d'histories generals de les matematiques s'han preocupat de subratllar
I'important paper jugat pels arabs en el desenvolupament de I'algebra i la trigonometria. A
les linias que segueixen intentarem fer un resum de les principals aportacions aritmético-
algebraiques fetes pels arabs, aportacions que tan decisives esdevindrien per a preparar el
terreny de la futura eclosio de la matematica a |'Europa renaixentista,

El punt de partida de |’aritmética arab es troba fonamentalment en I'heréncia dels
Gltims matematics grecs, com Diofant, i en la influéncia procedent de les tecniques dels
matematics hinduds.

L’obre de Diofant (S. 111?) passa als arabs a través de la traduccié que en va fer la
matematica Hypatias (s. IV d.C.), qui afegi comentaris propis a |'obra, sent possible que
llavors tingués lloc la pérdua dels llibres de |"Aritmética de Diofant que falten (n'han res-
tat 6, d'un total de 13). El saqueig i incendi de la Biblioteca d'Alexandria abona la hipote-
si gue en aquest esdeveniment s'acabessin de perdre els pocs exemplars que hi havia de
I'obra de Diofant. Tot sembla indicar, segons |‘estudi fet per Paul Tannery! (les notes es
troben al final del capitol), que els diferents manuscrits existents sobre |‘obra de Diofant
deriven, tots ells, de la traduccio realitzada per Hypatias.

L'altra font dels arabs és |'obra matematica realitzada pels hind(s. Aquests van
abordar una quantitat considerable de problemes variats, per als quals tenien certes regles
de resolucio; unes reales que, malgrat que eren sense demostracio, van anar-se convertint
amb el temps en 'entramat sobre el qual es construi |'algebra retorica dels arabs, que a les
portes del Renaixement acaba passant a Europa. De la matematica hindd assenyalarem
tan sols que en |'obra d’Aryabhata (s. V1) es troben ja les formules per a sumar progres-
sions aritmetiques, la resolucié d'equacions de segon grau i d'equacions lineals indetermi-
nades amb dues incognites, i que sovint utilitza les fraccions continues.

La matematica hindl viu la seva época d'or al segle VI, amb |'obra de Bramagupta.
Aquest matematic enuncia les regles algebraiques de les operacions amb negatius, i utilit-
za abreviatures per a cada una de les diferents incognites que intervenen en un problema.
Fa servir simbols similars per representar quadrats o bé arrels quadrades. Distingeix els
nombres negatius mitjancant un punt, i les fraccions ja les escriu com nosaltres, pero sense

la ratlla de separacio (v. gr. -—3-—i. Per Gltim, cal dir que déna la solucié entera completa de
I'equacio: ax * by = ¢, amb a, b, ¢ enters, i arriba a discutir les solucions de |’equacio in-
determinada: ax2 + | = y2 (sempre amb coeficients concrets).
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L'element essencial introduit pels hindus, i que revoluciona les bases del calcul arit-
meétic, correspon, sense cap mena de dubte, a I'Us del sistema decimal de posicio emprat
per a descriure els nombres2. No es pot precisar en quina data exactament s'adopta aquest
criteri de numeracio, pero podem dir que al segle VIII ja era d'Us generalitzat als escrits
matematics. El document més antic en qué apareix el zero junt als altres numerals és de
I'any 738. Es dificil d‘avaluar la trascendéncia d’una innovacié d'aquestes caracteristi-
ques, i fins i tot plantejar-nos per on haguessin transcorregut els descobriments matema-
tics sense aquesta aportacio hindu. E| cas és que la matematica grega fou incapac de supe-
rar aquest handicap, i tota la riquesa dels problemes de computacio queda en estat em-
brionari.

La Floracio Cultural Arab

Després de |'@época de decadéncia de la cultura hel.lenica i de la desaparicio de I'Ul-
tim gran centre cultural, que fou Alexandria, el saber dels grecs ana reconstruint-se lenta-
ment a partir de traduccions anteriorment fetes al voltant de les obres d’Aristotil, Hipo-
crates i Euclides. La dipositaria fonamental d'aquest saber era Siria, i els monjos d'aquest
pais van ser els qui es preocuparen d'anar recomponent els manuscrits salvats del desastre.

L'any 762, el califa Almansur establi la seva cort a Bagdad, transformant aquesta
ciutat en un gran emporium cultural. Durant una época molt dilatada aquesta ciutat es
convertira en el principal centre protagonista de produccio cientifica, i d'una reconstruc-
ci6 considerable del saber dels antics grecs. Tanmateix, per |a situacio geografica privilegia-
da de Bagdad, aquesta ciutat s'alimenta dels corrents de pensament matematic procedents
de I'india, aixi com del saber dispersat de la cultura hel.lénica.

El primer matematic aritmétic destacat fou Muhammad ibn Musa al-Hwarizmi, (m.
850), que després d'un viatge a |'india retorna a Bagdad (830) i escrigué el famos tractat
d'algebra titulat Hisdb al-jabr wal-muqgabala, del titol del qual derivara |'actual denomi-
nacié “algebra’. En aquest llibre al-Hwarizmi exposa, als sis primers capitols, la forma
de resoldre els sis tipus d'equacions de segon grau, a saber: ax2 = bx (no considera com
solucid I'arrel nul.la); ax2 = ¢c; bx = ¢; ax2 + bx =c;ax2 +tc=bx;bx + ¢c=ax2, Les
arrels negatives tampoc no son acceptades, i tan sols es consideren dues solucions quan
aquestes son positives.

El llenguatge algebraic emprat és, a tots els passatges de |‘obra, de tipus retoric, ca-
racteristica que es mantindra al llarg dels anys pels matematics arabs, perdent-se els pocs
vestigis de caire simbolic que es troben a |'obra de Diofant o en |'obra dels hindus.

Pel que respecta a la solucioé de les equacions de segon grau, es important fer notar
que al-Hwarizmi recolza la prova de la férmula de resolucid mitjangant una construccio
geomeétrica, questid aquesta que és susceptible d'interpretar-se com una influencia directa
dels metodes exposats als llibres d'Euclides, que esdevingueren una referéncia constant a
totes les obres arabs.

Aixi podem observar la construccio geomeétrica que presenta al-Hwarizmi per justi-
ficar la resolucio de |'equacio x2 + 10x = 39. Tracar un quadrat de costat x i completar-

i1 ; . .
lo amb quatre rectangles de costats 2-2—:x, tal com s'aprecia a la figura. L'area de cada un

dels altres quadrats que resten fins a completar el quadrat gran és de 6&- :
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La llargada 2 L iy quatre rectangles 7/ 1 7
2 92—
correspon a 1/4 del coeficient de x. La ﬂ 2y %
suma de totes les arees és: < %
x2 + 4.2;—x+4_al—=xz +10x+25 2% z%
i com que x2 +10x = 39, en total el qua: X X
drat gran té area 39 + 25 = 64, i en con-
sequéncia el seu costat és 8. Aixi doncs,
el costat x buscates8 —2 . 2 % =3. y %
7 7

Per als altres tipus d’equacions ue / /
segon grau també s’inclouen construccions % /A
geometriques apropiades a cada cas. X

Els restants capitols de |'algebra d'al-Hwarizmi tracten sobre regles d’operacions
aplicades a expressions binomials de la forma: (a + b) (a—b);(a+ b) (a—c), ... itota

una série de problemes variats procedents directament d'autors grecs.

L'altre llibre important d'al-Hwarizmi porta com a titol de la traduccio llatina: “De
numero Indorum”, i, com el seu mateix nom indica, versa sobe |'exposicio de la forma de
numeracié hindu, aixi com les diferents regles per a procedir al calcul de les quatre opera-
cions elementals d'aritmética; aquestes regles, en el transcurs del temps, s'anomenarien
“algorismes’’, mot que s’ha conservat fins els nostres dies.

Al-Hwarizmi, al proleg del |libre d’algebra que composa a instancies del califa Alma-

mun, expressa la intencionalitat de |'obra aixi:
... per facilitar les operacions que es presenten en afrontar les necessitats de la vida, sense
cap altre fi superior’’ (citat per Vera (1947), p. 31). Davant d'aquesta modesta intencio,
no deixa d'astorar-nos que aquest |libre fos el punt de referéncia fonamental de tots els
matematics que es proposaren desenvolupar |'aritmética i I'algebra, i que conservés plena
vigencia fins al segle XVI, quan a Europa se supera |'estadi d'elaboraci6 del Ilibre® de
I‘autor arab.

Un altre matematic de primera fila que dedica bons esforgos a I'algebra fou Tabit
ibn Qurra (aprox. 835-901). Aquest matematic esmerca una gran part de la seva activitat a
les traduccions del grec a |'arab, i al mateix temps realitza una gran tasca universal d'investi-
gacio. Les seves contribucions a |‘aritmética son nombroses, destacant una formula nota-
ble que ve a dir, en llenguatge modern: “si a, b, c son nombres primersisia= 3. 2" —1,
b=3.2"" —1ic=3%.22"""1, llavors 2"ab i 2"c s6n nombres amigables (recordem
que dos nombres son amigables si la suma dels divisors de cada un és igual al valor de
I"altre).

Tabit fou el primer matematic que va resoldre les equacions de grau tercer; ho va fer
per consideracions purament geometriques, que no conduien a valors.numerics explicits.

A partir del segle X, la ciéncia arab oriental comenga a enderrocar-se, i tan sols desta-
guen com a matematics arabs sorgits de |'Orient les figures de Aboul-Wafa (933-898) i
Abenyunus (979-1008).

Aboll-Wafa s'encarrega de traduir I'aritmeética de Diofant, comenta |‘obra del seu
antecessor al-Hwarizmi, i deixa una escola de comentaristes de Diofant, que abordaren
una gran diversitat de problemes diofantics. Les seves altres aportacions importants corres-
ponen a la trigonometria.

Al-Karhi (aprox. 1020), successor de Aboul-Wafi, prossegui els treballs algebraics,
sent el primer que aborda equacions resolubles de grau superior al segon, com les de la
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forma: ax2n + bxn = ¢, on considera només les solucions positives. Agquest mateix tipus
d'equacioé el veurem altre cop tractat exhaustivament a |'obra de Nicolas Chuquet (1484).
Al-Karhi abandona en aguest tipus de problema, de forma explicita, la restriccio de
Diofant de no considerar com a solucions més que aquelles que corresponen a nombres
racionals.

Un altre matematic arab que no podem deixar de mencionar és Omar Khayyam
(1050-1122 aprox.). La seva obra té caracteristiques universals. Escrigué, a meés d'altres
llibres, un tractat d’algebra4, en el qual s'aborda, entre altres questions, la resolucié
d’equacions de tercer grau a partir de complicats artilugis que impliquen la utilitzacio de
dos tipus diferents de coniques. Tots aquests intents posen de manifest les dificultats
inherents a la recerca de la resolucio algebraica de les equacions de tercer grau.

Es interessant la profunditat de pensament d’Omar Khayyam, que ve a dir: |'alge-
bra correspon a fets geométrics, que son provats per les proposicions 5 i 6 del |libre || dels
Elements, encara que la geometria i |'algebra difereixen aparentment i que |'algebra no ha
de ser concebuda com un “truc” per a obtenir solucions de les incognites. (cf. Collette,
vol. 1, p. 126). Diem que aquesta afirmaci® té un punt de mira de gran abast, perqué en-
cara que estem molt lluny de la fusidé entre la geometria i I'algebra, que no es donara fins
a |'obra de Descartes, si que ja entreveiem |‘explotacid de problemes geométrics mitjan-
¢ant |’algebra, cosa que obrira el pas a un fort desenvolupament de la trigpnometria.

Per concloure aquest petit resum historic direm que a la segona meitat del segle X,
sota el mandat d’Abderraman |ll, comenga a floréixer un nou gran centre cultural: la
ciutat de Cordova. L’extraordinari desenvolupament comercial que experimenta aquesta
ciutat, aixi com |'esperit emprenedor i savi del califa, van fer possible la creacio d'un gran
empori, on es concentra el més ampli saber universal anterior al Renaixement. El fill
d’Abderraman |ll, Alhaquem |l, es dedica a protegir la cultura i a ampliar |a biblioteca del
palau, convertida en taller de copistes, enquadernadors i miniaturistes. Es diu que la bi-
blioteca arriba a tener 400.000 volums.

La gquantitat de matematics arabs que en aquest periode treballaren a Espanya és
molt gran. No farem una analisi dels seus treballs, sind que tan sols direm que molts d’ells
contribuiren a trasvasar els coneixements matematics arabs a |’‘Occident, tant a través de
IEscola de traductors de Toledo, com dels monjos del Monestir de Ripoll, pero al mateix
temps realitzaren treballs de contribuci6, sobretot en el terreny de la trigonometria i as-
tronomia. Entre els treballs de Maslama® de Madrid (m. ca. 1007), destaca el resum de les
Taules d'Albatenio sobre les equacions dels planetes i una edicié millorada de |'obra d‘al-
Hwarizmi; també edita un llibre d'Aritmética mercantil i realitza una edicié comentada
del Planisferi de Ptolomeu. Azarquiel, (ca. 1029-1087) amb la seva gran obra mestra “E/
tractat de /'azafea”, dona un impuls decisiu als treballs de trigonometria i astronomia.

El Tractament dels Nombres en els Arabs

Es evident que una part essencial de la matematica arab gira al voltant del comput.
L'extraordinari desenvolupament comercial que van experimentar certes ciutats arabs, com
Bagdad, i més endavant Cordova, va propiciar que la matematica del calcul jugués un pa-
per social de primer ordre per tal d'assegurar el regular intercanvi de mercaderies. Es per
aix0 que els nombres van ésser considerats en primer Iloc com a eines de calcul, i no tant
com a expressions darrera les quals, per combinacions magiques, es trobés |'explicacio del
Univers. L'opcio elegida de desenvolupar el calcul els condui a cercar els algorismes més
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apropiats per a cada una de les quatre regles elementals aplicades al sistema de numeracio
hindd.

L'addicio era realitzada de la mateixa forma com ho fem a |'actualitat, encara que
acostumaven a escriure sota la suma les unitats d'ordre superior resultants de la suma de
cada columna de nombres.

La prova que feien per detectar algun possible error consistia a pendre restes de mo-
dul nou i veure si el resultat encaixava, advertint que la prova no era contundent.

La subtraccio ve a ser essencialment igual que a |'actualitat, i la prova segueix sent la
dels nous.

Prova

54986 5

3521 a0
58507 7

11
54986 5

3521 2
51465 3

Per multiplicar empraven la taula del producte dels 9 primers digits, perd no com-
pleta, sino tan sols la meitat, com s’observa al quadre adjunt. Per realitzar el producte de
dos nombres d'un digit, n’hi ha prou de cercar el més petit a la diagonal i el més gran a la
columna de la dreta; el resultat del producte apareix a la columna del nombre més petit
(el de la diagonal) i a |’alcada del nombre més gran (cercat a la columna de la dreta).

2 1

3 4 2

4 8 6 3

| 16] 12 8 4

6 |26 |20 [ 15 | 10 5

7 |36 [30 [24 | 18 | 12 6

8 |49 [42 [ 35 |28 | 21 | 14 7

9 [64 |56 |48 [40 (32 | 24 | 16 8
81 |72 (63 [54 [45 |36 | 27 | 18 9

Com podem observar, no es menciona que el producte éscommutatiu, pero sutilitza
aquest fet des del primer moment en que s'ensenya a multiplicar, com la cosa més evident
del mon. .
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S’expliquen a continuacio tota una série de recursos per a multiplicar per certs nom-
nx10
2
zero a la darrera xifra, i a continuacio al nombre obtingut se li suma la meitat d’ell mateix.

Els métodes emprats per a multiplicar nombres de més d'una xifra entre si, son molt
variats: metode de la xarxa, del quadrilater, d’Abenezra o de la copa, del castell, i de
|'escac.

Exposarem tan sols el métode de la xarxa, que és el més corrent, i el dit de la copa.

En el métode de la xarxa es disposen els nombres als marges d’un rectangle, i els pro-
ductes, xifra per xifra, al quadre interior corresponent, tenint compte de posar la xifra de
les desenes a la part de dalt del quadre i |la de les unitats a sota. Finalment, se suma en dia-
gonal, i al marge inferior del rectangle s‘'obté el nombre resultant del producte:

bres determinats, com el 5, el 9, el 15. Exemplen x 15 = nx10 + , s'afegeix an un

Exemple: 248 x 864

2 4 8
1 3 6
6 2 4 8
1 2 4
2 4 8 :
0 1 3
8 6 2 4
2 1 4 2 7 2
Meétode de la copa: Exemple 864 x 248
864
248
1er 864 2x8 = 16
._2 4 8 j 2x6 =12
1_6/2i8; 2x4= 8
a7 La disposicio de cada producte
parcial ve determinada segons la regla
26n B 6 4 4x8 = 32 convencional de col.locar-lo tan amunt i
o 4x6 = 24 tan a l’esquerra com es pugui.
162 8:’6} 4x4 =16
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3er 86 4 8x8 = 64
248 Bx6 = 48
162862 8x4=232
12478/
321§
4art 86 4 El resultat final s'obté sumant totes
248 les columnes, comengant per la dreta. El
16286 2 producte és el nombre disposat en forma
1248 de ve baixa.
3213
6 4
N4

L'algorisme de la divisid6 era bastant lent; per fer-nos-en una idea, exposem |’exem-
ple que dona Sanchez Pérez a la p. 147 de La aritmética en Roma, en India y en Arabia,
i que és tret de |'obra d’Alamuli, on es presenta la forma més primitiva de divisio; aquesta
forma evoluciona paulatinament, fins a assemblar-se més a la nostra divisié actual. La part
del quadre on diu “Aclaraciones’ correspon a |'afegitd de Sanchez Pérez, per tal de fer
intel.ligibles les operacions intermedies.

Aclaraciones Division

Coclente!. "l s b e

Dividendo ..: <. it wis 9
e e AR s e 5
Primer resto., ... v s 4
B X5 ael B3 v s 4
Parte del resto . ... ..
2 o Gy -] 157 SO |
Segundoresto . .....
4 X 5del 53

Parte del resto . ... ..
A X3 del Bl e
Tercerresto . . .. ... J
VKBA N s o i 5 3
Resto final ........

NN EO B WS =
—__— D =
o N

== Y
-t

Quinto divisor . . .. .. 5
Cuarto divisor . .. ... 5 3
Tercer divisor . . . . ... 5 3
Segundo divisor . . ... 5 3
Primer divisor . ..... 5 3
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Un altre apartat de tractament numeric molt exhaustiu és el corresponent als nom-
bres trencats i a les quatre operacions entre ells, aixi com a la regla de tres i als métodes
de proporcionalitat. Les regles d'una i dues falses posicions van ésser propicies per a abor-
dar tots aquests tipus de problema. Molts dels problemes que es plantejaren tenen una
forma similar a aquest que reproduim:

“Zaid té 22 dinars, Omar en té 19 i Bakr en té 7. Reuneixen el diner i fan negoci, de manera
que guanyan 12 dinars. Com se’ls han de repartir?’’. {Sdnchez Pérez (1949), p. 166).

Un altre tipus de problemes esta, directament relacionat amb qlestions d’heréncia,
ja que la jurisprudéncia arab, regida per |’Alcora, obliga a certs repartiments proporcionals,
en alguns casos molt complicats, segons la descendéncia i |'ascendéncia de la persona mor-
ta. De fet, els encarregats de discernir entre els repartiments d'una heréncia eren membres
d'una classe especial d'aritmetics, i el seu treball constituia una auténtica professio, s'ano-
menaven “‘faradis”, i estaven ensinistrats per a resoldre tot tipus de repartiment propor-
cional, per complicat que pogués ser.

Els capitols de les aritmeétiques arabs dedicats a |la radicacio acostumen a ser com-
plets. Ensenyen a multiplicar i a dividir arrels, incloent-hi els casos en quée les arrels son
d'index diferent. Es plantegen fins i tot el problema de sumar i restar arrels quadrades.

quiestié que resolen de la segiient manera: v/ a* v b =+ a+ b+ 2y/ab teninten
compte que |‘arrel que apareix dins de |‘altra arrel, en cas que no sigui exacta, |"aproximen
per un nombre fraccionari. Coneixen els mecanismes formals de treure factors fora de
I'arrel, o bé d’entrar-los dins de |‘arrel.

Les relacions numeériques corresponents als quadrats magics, nombres perfectes,
abundants,..., que tant de predicament van tenir a I'Occident cristia, van jugar un paper
secundari a la matematica arab. En aquesta, en canvi, ocupa un lloc important, el proble-
ma de la divisibilitat dels nombres naturals. Varen trobar els criteris de divisibilitat de la
divisio per 2,3, 4,5, 6,7,8,9,10i 11, segons la forma que s’explica actualment a les es-
coles, S'ha de destacar que fins i tot presentaren 2 criteris de divisibilitat per 7, un d’ells
poc util i basat en les restes de dividir les poténcies de 10 per 7, i un altre prou senzill que
descriu Benalbana i que és aixi: si d'un nombre de diverses xifres es multiplica la primera
de |'esquerra per 3, se li afegeix la segona, el resultat es torna a multiplicar per 3 i seli afa-
geix la tercera xifra, i aixi successivament fins a acabar les xifres del nombre donat, el
nombre aixi obtingut i el proposat donen la mateixa resta en ser dividits per 7 (citat per
Sénchez Pérez (1949), pag. 161).

Per acabar aquest apartat, cal dir que tant les progressions aritmétiques com les
geomeétriques tenen un tractament complet a les aritmeétiques arabs. La formula aue pre-

R + an N
2
observar que |'addicio dels primers senars genera la successio dels quadrats dels nombres
naturals. Es plantegen i resolen, sense meétode explicatiu, la suma dels primers quadrats i
la dels primers cubs segons les expressions:
N N(N+1) (2N+1)

N
= 6

N e
ta-(2)
i=| =

Totes aquestes formules no eren expressades sind retoricament.

senten per a sumar les progressions aritmetiques és |'actual: Sy = . Fan
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La Trigonometria. Una Motivacio per al Desenvolupament de I’Algebra

Els arabs foren uns entusiastes cultivadors de |'astronomia, i |'estudi de les evolu-
cions dels astres els portaren a plantejar-se gran quantitat de problemes, problemes que
generarien la trigonometria. En efecte, una primera qliestié que van haver de resoldre fou
la mesura dels angles i, en conseqiiéncia, |‘elaboracio precisa de taules de raons trigonome-
triques. L’heréncia de qué disposaven eren les taules que deixa Ptolomeu de mig en mig
grau, relatives a la mesure de les cordes que agafen cada un dels angles considerats. Al
mateix temps disposaven de les taules que elabora I'hindd Aryabhata corresponents als
sinus dels angles compresos entre 0° | 90°, pujant de 3°45’ en 3°45'. Aquest, d'una ma-
mera molt enginyosa, utilitza una formula recorrent per al calcul d’aquesta taula (cf. Gui-
tel, p. 587)

sin (ma)

sin (m + 1) a — sin (ma) = sin (ma) — sin (m-l) a = ————
sin (a)

(cal tenir present que |'expressio dels sinus que utilitzava representava el producte del
“sinus actual” pel radi). Aquesta formula, com és facil de comprovar, sols és valida si es
verifica la relacié: 2 R (sin a).(1 —cosa) = 1.Prenent, comva fer Aryabhata, R=3.438=
nombre de minuts d'una semicircumferéncia dividit per 7, resulta ser a = 229, Per aix0
és facil d’entendre per qué construi la taula comencgant per |‘angle de 3°45', que equival a
225°. L'error que en resulta als calculs que presenta és més petit que una cincmil.lésima.

Amb aquests precedents, els arabs es van plantejar |'elaboracio de taules més “afina-
des”, o sigue d'interval d’angle més petit, i esteses a altres raons, com els cosinus i les tan-
gents (que ells anomenaven “‘ombra invertida’’).

La construccio d’una taula de sinus no és tasca gens facil, sobretot si hom no dispo-
sa de computadores i no es pot fer Us dels més moderns desenvolupaments en série, que
els arabs estaven molt lluny de poder utilitzar. Els problemes de comput de les taules de
les raons trigonomeétriques van comportar una gran riquesa de treballs paral.lels, de natu-
ralesa algebraica. En efecte, el comput practic d’una taula exigeix basicament dues coses:
cercar la rad trigonomeétrica de |'angle més petit possible i trobar una formula recurrent
per a calcular les raons dels altres angles, igualment espaciats, a partir de les raons del més
petit. Aquesta doble labor és la que es proposaren els matematics arabs.

La recerca de les relacions entre les diferents raons trigonomeétriques esdevingué,
d'aquesta manera, una font constant d'expressions i relacions algebraiques. Van trobar les
expressions corresponents als sinus i cosinus de la suma d‘angles, qliestio que resolia el
problema de fer algorismica la confeccio de les taules a partir de coneixer les raons trigo-
nomeétriques de I’angle més petit. | aquest darrer fou el problema més dificil que van
haver de resoldre. La qliestio era poder determinar el valor del sinus d’un grau amb la
maxima precisio possible. Hem de dir que tal labor els porta a descobrir una gran quanti-
tat de relacions algebraiques, algunes molt Utils i que van subsistir, i daltres menys afor-
tunades que s’han quedat per sempre més en els manuscrits de I'época. Les férmules
més interessants que coneixien corresponen a: sin2x + cos2x = 1; sin2x = 2sinxcosx;
cos2x = cos2 x-sin2x: cos (A+ B) = cosAcosB—sinAsinB; sin (A+ B) = sinAcosB+ cosA

= 1+ cos A
sinB;sin%= \/12&&- cos';—= Y, +2—"

escrites naturalment en versio moderna.
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Una reconstruccio moderna del procés que els porta a calcular el valor de sin1° pot
ser el segient (probablement els arabs van procedir mitjancant construccions geometri-
ques):

Coneixien el valor exacte del sin30° a partir de la construccid geomeétrica del trian-
gle equilater. El valor del sin18° es pot trobar aixi: sin72° = 25in36°co0s367; sin72° =
cos18%; emprant les expressions dels sinus i cosinus dels angles dobles:

cos18° = 2.(2sin18%cos18°) (cos?18°-5in218°)
i simplificant per cos18° queda:
1 =4s5in18° (1-25in218) = 4s5in18°-8sin318.

La qual cosa és equivalent a resoldre |a equacio de tercer grau: 8x3—4x + 1 = 0 que té
I'arrel senzilla 1/2. Dividint ara el polinomi per x-1/2 en resulta el polinomi de segon grau:

: -1t +/5 . ;
8x2 + 4x—2 =0, que té per arrels ——~ — , Com que sin18° no pot ser 1/2, que és el

4 =
de 30°, el valor que li ha de correspondre és el de :ua—g’- ~ 0,309017,

Coneixent el valor de sin30°, i a partir de la formula del sinus de I'angle meitat, es
pot trobar el valor de sin15°; a partir del coneixement dels sinus de 15° i 18° es pot cal-
cular el valor del sin3°. | aqui comenca el veritable problema, que consisteix a trobar el
sin1° a partir del sin3°. Els matematics arabs ja sabien que per a resoldre aquest problema
(que no és sind el problema de la trisseccié de |'angle) era necessari trobar les solucions

sin3 3

d’una equacio de tercer grau: x3 + Tx.

La resolucio algebraica de les equacions de tercer grau, com ja hem dit en apartats
anteriors, no va ser abordada feligment pels arabs, i no es va aconseguir fins a la primera
meitat del s. XV per Tartaglia i Cardano. No obstant, és digne de mencio el procediment
que va utilitzar el matematic Olug-Beg per trobar una solucid aproximada de |'equacio
anterior?. El seu procediment consistia en la recerca de solucions cada cop més aproxima-
des, operant aixi:

Per a solucions molt properes al zero, com és el cas anterior, una primera aproxima-

EHJ.S sin3

cio de la solucid x és igual al quocient: — = ja que x3 es pot negligir. El valor

: 3/4 3
de 5;;—3 el calculem fins a un quocient Q i una resta R tal que R sigui de |'ordre de Q3.

A continuacié posem x = Q + vy, i ara calculem y per aproximar-nos a la solucié del poli-

; « R :
nomi Q +y= '5‘10 + y)3 + Q-+ —-;com que les poténcies de y es poden negligir, i R

3
és del mateix ordre de magnitud que Q3, resulta:
4a3ER - . :
y= —"-3—-— , i aixi es reitera el procediment.

Encara que el métode de resolucid és analitic, per a portar-lo a terme és necessaria
una bona base de calcul algebraic.
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Olug-Beg publica un llibre de Taules astronomiques, traduit per L.A. Sedillot (Edi-
ci6 1839 - Paris).

Sota els pressupostos anteriors, no deixa de ser una gran proesa que Abenyunus
arribés a designar el valor de sin1° per: 1724943 28!V que difereix tan sols del verita-
ble valor en 16'Y. De forma similar AboGl-Wafa (940-997), partint de subtils relacions i
desigualtats trigonomeétriques, troba el valor de sin 30" = 0F31'24'"54'V55Y, que dife-
reix del real en menys d'1V, és a dir, en menys de 0,000000001 del radi. Mitjancant
aquest valor, i pel procediment abans indicat, construi una taula de sinus de 10 en 10
minuts.

Aquesta intima relacio entre |'algebra i la geometria dels angles la retrobaria 600
anys més tard el matematic francés Vieta, en plantejar-se aquest mateix tipus de proble-
mes. Vieta arriba més lluny en adonar-se que, de fet, el problema de la divisié d'un angle
en n parts iguals anava associat al problema de trobar les arrels d'un determinat polinomi
de grau n, de coeficients depenents tan sols de n; aquesta qliestio |i permeté resoldre en
un moment un problema proposat per A. van Roomen, que consistia a trobar les solu-
cions d’una equacio polindmica de grau 45, ja que va aconseguir facilment la solucio a
partir d'una taula trigpnomeétrica. L'aprofundiment d’aquest problema el condui a trobar
el que avui s"anomenen les formules de Moivre.

Com podem apreciar una vegada més, els precedents d'allo que seria la ciéncia mo-
derna cal trobar-los als treballs desenvolupats pels arabs. El cami de recerca matematica
que van elegir era correcte, i ells van assentar les bases fonamentals del calcul, tant aritme-
tic com algebraic. Sols resta pendent el pas decisiu de la simbolitzacio algebraica, el qual,
per diferents camins, es crearia al llarg del segle XV a |'Europa Occidental, procés al que
dedicarem |'atencio en capitols posteriors.

El Tractament Algebraic de les Equacions i les Seves Notacions

Ja hem dit abans que els arabs van desenvolupar |'algebra retorica, entenent com a
tal aquella que descriu |les operacions que cal anar fent per trobar el valor de la incognita.
D’aquesta forma resolien tot tipus d'equacions de primer i segon grau, sempre que tin-
guessin solucions positives. Malgrat que no van donar el pas a |'algebra simbolica, si que
van explicitar les regles per a operar les diferents entitats matematiques que apareixien.

Els arabs anomenaven chai, mal i Kab, respectivament, a la primera, segona i tercera
potéencies de la incognita. Segons Cajori, la majoria d'autors expressaven les poténcies
superiors segons el principi multiplicatiu (Kal-mal designava x6; Kab-Kab, x8). D'altres
utilitzaren el principi additiu (Kab-mal designava x5 ; Kab-Kab, x6). Per més detalls sobre
les notacions arabs es pot consultar el capitol 12, dedicat a la formaci6 del llenguatge al-
gebraic.

Feien la seglient aclaracio de la notacio utilitzada:

“La quantitat que es multiplica per ella mateixa s'anomena arre/ en aritmetica, costat en
geometria, i chai (cosa) en algebra; el resultat se’n diu llavors quadrat”’

(extret de |'obra d'Al Aamouli, en la Traduccié d’Aristide Marre, p. 15). A la mateixa
obra, p. 36, podem veure el quadre gue presenten per a realitzar els productes i divisions
de les entitats matematiques aixi construides.



Taule de productes i divisions, amb simbologia moderna:

MULTIPLICANT
1 1
?2 ; 1 X x2
x2 1 X x2 x3 x4 x2
X l 1 X x2 x3 X =
X (=
= —
E 1 ! L 1 2 1 =
(@] x2 x . : E
> (2]
ol 1 1 1 1 1 >
Pl —_ — — 1 X = o
X x3 x2 X X o
i
TN T W e o T el
x2 x4 x3 x2 x x2
1 1
2 1 23 i,
X X = 2
DIVISOR

Exposem a continuacio la forma amb qué al-Hwarizm7 introdueix la suma i el pro-
ducte de les diferents poténcies de la incognita (cf. Marre (1864), p. 70).

Pren com a punt de partida dos exemples numérics en qué intervenen expressions
radicals:

(20 — v/ 200 ) + (+/ 200 — 10)
(20 — +/7200 ) — (+/ 200 — 10)

Fa veure, amb ajuda d'una senzilla construccio geometrica, que la primera expressid és

igual a 10, i que la segona és 30 — +/ BOO. Fet aix0 passa a demostrar les dues igualtats se-
glents: :

(100 + x2 — 20 x) + (50 + 10 x — 2 x2) = 150 — x2 — 10 x
(100 + x2 — 20 x) — (50 + 10 x — 2 x2) =50 + 3 x2 — 30 x

La demostracio d'aquestes igualtats no la basa ja en una construccié geomeétrica, si-
no en la transposicio de termes i simplificacio dels que sén iguals als dos membres, inaugu-
rant aix( I'art del “cheber i almucabala”, que seria la regla d'or de |‘algebra.

Ensenya com, només es poden sumar poténcies de la mateixa “‘espécie’’: "4 vegades
mal i 2 vegades mal fan 6 vegades mal, perd 2 vegades mal i 3 vegades Kab no es pot posar
d‘altra manera" (Marre (1864), p. 71).
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Ensenya a multiplicar, i acaba dient:

“Si un factor positiu i un altre negatiu, com “chai positiu” i “’chai’ negatiu”, es tro-
ben en una multiplicacid, déna sempre un factor negatiu. Guardeu aquesta regla a la vos-
tre memoria”. (Marre (1864), p. 73).

En un altre passatge aclareix la forma de procedir en les operacions:

“Si I'exemple és “'deu i chai" per “‘chai menys deu'’. Dieu doncs: chai multiplicat per chai és
un mal positiu; 10 per chail és 10 chai positius; i menys 10 per chai és 10 chai negatius, Ara
cancel.leu els positius pels negatius i resta tan sols 1 mal; menys deu per deu que sén cent a
restar del mal. En fi, tota I'operacid déna un mél menys 100 dirhems”, (Marre (1864),
p. 72).

Aquestes regles per a |'algebra retorica eren aplicades a diferents tipus de problemes,
que a |'actualitat anomenem de planteig, com aquest extret de I'obra d’Al Aamouli:

“’Si et diuen: Es compren 3 mesures de blat per deu unitats; es compren no se sap
quantes mesures d'ordi per 12 unitats; es ven cada mesura de blat pel valor de cada mesu-
ra d’ordi; es ven cada mesura d'ordi pel valor de cada mesura de blat, i hi ha un excedent
de 4 unitats. Quina quantitat d’ordi es compra?” (p. 56).

Quant el tractament de les equacions de segon grau, ja hem dit abans que els arabs
no acceptaven les solucions negatives, i que sols consideraven les dues solucions quan
aquestes eren positives. En canvi, van saber adonar-se de les regles operatories que regien
els productes de les diferéncies indicades. Aixi, trobem sovint I"aplicaci6 correcta d’igual-
tats del tipus:

(a+ b) (a‘—b]=a2-—b2
(a—b)2 =a2 +b2 — 2ab

Es probable que aquest coneixement es recolzés, en primera instancia, en construc-
cions geometriques, a |'igual com al-Hwarizm1 justificava les expressions corresponents a
la resolucio de les equacions de segon grau.

Es interessant calibrar la llista d’identitats algebraiques contingudes al Tractat de
Geometria del jueu Abraham Bar Hiyya, conegut també per Savasorda (s. XIl), tractat
dedicat a la practica dels agrimensors. Obra comentada ampliament per Millas Vallicrosa i
traduida al catala al Vol. |1l de |a Biblioteca Hebraico-catalana. Any 1931. Al capitol pri-
mer d'aquesta obra s‘exposen diverses identitats algebraiques, de les quals en mostrem
algunes en notacio simbolica moderna:

(a+b)2=a2+ 2 ab+ b2
a=b Y2 © 13 £b\2
BbiC (_2_) “( 2)

e} o facpale
la+b}b+(2) -—(2+b)

(at+ b)2+ a2=2a(a+ b)+ b2

(a2 + bj2=2 (a-;b)2+2 (a— a;b)z
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2 a 2
{a+x}?+x2=2('%) +2(-2_'+X)

Com comenta Vallicrosa, és el fet que els agrimensors, entre els seus instruments de
mesura, no disposessin de goniometres o quelcom semblant, el que fa que en aquesta obra
es demostrin els principals teoremes de la geometria sense utilitzar en cap moment el valor
dels angles, sind a partir de les longituds; la qual cosa obliga a desenvolupar una quantitat
considerable d'identitats algebraiques, que la fan molt interessant.

Per Gltim direm que |a traduccio llatina d'aquesta obra, amb el titol de Liber emba-
dorum (feta per Plato de Tivoli, I'any 1145) coincidi amb la primera versio llatina de
|'algebra de al-Hwarizmi (feta per Robert de Chester). Ambdues obres representaven la
primera irrupcio de la ciéncia arab a |'Occident.

Totes dues obres van ser directament utilitzades per Leonardo da Pisa, que es con-
verti en el primer algebrista de |'Europa medieval.

Breu Comentari al Compendi d’Algebra d’Abenbeder

Després d'haver exposat una panoramica general dels treballs d’aritmeética i algebra
abordats pels arabs, creiem d’interés referir-nos a una petita obra que podria ésser conside-
rada com prototipus d'una algebra elemental arab. Ens referim al Compendio de algebra
de Abenbeder, que es troba manuscrit a |'Escorial, i que felicment ha estat traduit al cas-
tella per José Augusto Sanchez Pérez (Madrid-1916). Aquest manuscrit arab és presumi-
blement del s, XIl o s. XlII, i en ell estan exposats de forma molt didactica els principals
coneixements algebraics que poseien els arabs. L'exposicid de |'index pot donar-nos una
idea de |'orientacio global de |'cbra:

Cap. | al VI. Equacions de primer i segon grau.
VIl al XIl. Operacions amb arrels.
XIIl. Multiplicacions de potencies i regla dels signes.
X111 bis. Problemes de |'apartat anterior.
XIV i XIV bis. Suma i resta de poténcies.
XV. Divisio de poténcies.
XVI. Regla dels signes (2® part del cap. XII1).
XVII. Chéber i almocabala.

La segona part del |libre esta dedicada exclusivament a |a resolucio practica de pro-
blemes.

Creiem de molt interés els capitols dedicats a la radicacio, per |'extraordinaria clare-
dat amb qué estan exposades les regles del calcul radical. Es important destacar la nova
concepcibd que permet als arabs considerar una arrel un nombre com qualsevol altre, aixi
com aplicar-los les quatre operacions aritmétiques. Es important d'assenyalar |'obsessio
per “tancar’’ la suma i la resta entre arrels, és a dir, per trobar la forma com la suma o la
resta d’'una arrel amb una altra es puguin expressar com una Unica arrel. Recordem que
aquesta questio 'la trobem constantment reproduida en el procés d'aprenentatge de qual-
sevol alumne que s'enfronta per primera vegada amb el mateix problema, amb la diferén
cia que aquest, instintivament, tendeix a pensar que la suma de dues arrels és I'arrel de la
suma.
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Una altra questio gue és interessant destacar a |'obra és el passatge en queé es fa refe-
réncia al calcul dels productes de les poténcies de laincognita. Es clar el coneixement de
la correspondéncia entre el producte de poténcies de la incognita i la suma dels exponents,
i que tot el problema es redueix a posseir una bona anotacio que faci mecanica |‘operacio,
i pugui ésser reduida a un pur calcul formal. Reproduim a continuacié un paragraf en qué
s'expressa aixi la qlestio:

"Si se't diu: multiplica vint cubs per vint cubs, et resultaran quatre-cents, després
suma I'exponent d'un cub, que és tres, amb |'exponent del altre cub, que és tres; et resul-
tara sis, diras ara: la categoria sis és el cub-cub, / s/ vols pots dir quadrat-quadrat-quadrat,
perqué cada quadrat té dos exponents, segons abans hem dit, mentre que cada cub en té
tres. Aixi és que diras: el resultat és de quatre-cents cubs-cubs, o de quatre-cents quadrats-
quadrats-quadrats.’”’ (pp. 18-20).

NOTES AL CAPITOL DE LA TRADICIO MATEMATICA ARAB

1. Paul Tannery estudia a fons els diversos manuscrits existents dels sis llibres d’aritmética de Diofant,
i contribui a una certa clarificacio de la seva procedéncia en base a sis manuscrits fonamentals, a
partir dels quals derivaven tots els altres. Al mateix temps restaura gran part dels mots originals,
que en el transcurs dels anys havien sofert profundes alteracions, portant a termini un auténtic tre-
ball de filologia. Les conclusions dels seus estudis sobre Diofant poden trobar-se a les seves Mémoi-
res Scientifiques (Paris, 1912-24), als articles del vol. 11.

“Etudes sur Djiophante” (pp. 367-399).
"'Les manuscrits de Diophante a |'Escorial” (pp.418-432).
““Sur une épigramme attribuée a Diophante” (pp. 433-439).

2. A l'obra de Sdnchez Pérez La aritmética en Roma, en India y en Arabia es troba una descripcio
exhaustiva de la introduccié dels guarismes hindus, aix/ com |'evolucio que van experimentar fins a
assolir la forma actual. També hi son descrits ampliament els diferents algorismes emprats per a
cada una de les operacions elementals.

3. L'obra aritmético-algebraica d'al-Hwarizmi arriba a I'Occident cristia relativament aviat, a partir de
diverses traduccions llatines. Un autor gue prengué com a punt de referéncia l'obra d'al-Hwarizmi
fou Leonardo da Pisa, el qual exerci una gran influéncia a I’etapa pre-renaixentista.

4. Existeixen diverses traduccions de |'obra d'Omar Khayyam, una al francés per Woepcke, L ‘algébre
d’Omar al-Khayyam (Paris, 1851), i una altra a l'anglés, editada per D.S. Kasir, I'any 1931, amb el
titol: The Algebra of Omar Khayyam, New-York, Columbia Univ. Press, 1951,

5. Joan Vernet fa un estudi molt complet de |'obra de Maslama al llibre: Las obras mateméticas de
Maslama de Madrid.

6. Per més detalls sobre |'elaboracid de la taula de sinus d’Aryabhata es pot consultar el llibre de
G. Guitel: Histoire comparée des numerations écrites. 1975.

7. Segons Florian Cajori, tal resolucid és atribuida al matematic arab Atabeddin Jamshid (A Hist. of
math. pp. 110). Segons |'article dedicat a la ciéncia arab de la Historia General de la Ciéncia dirigida
per R. Taton, firmat per A.P. Youschkevitx i altres, la resolucid analitica de |'equacio de tercer
grau es deu al matematic al-Kashi, el gual, segons aquests autors, déna el valor per al sinus de 1° de
0,017452406437283571 (expressat en sistema decimal), en el qual totes les xifres son exactes, i
afegeixen que al-Kashi realitza els seus calculs amb fraccions sexagesimals.
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CAPITOL 2:
LA TRADICIO ARITMETICA MEDIEVAL A EUROPA

Un tret interessant del Renaixement €s la progressiva desvinculacié del desenvolu-
pament cientific de les Universitats, centres on es trobava institucionalment el saber. Aixo
respon a dos fendmens complementaris: al costat de I'estancament dels métodes i dels
temes que centraven la reflexid escoldstica, s'havien produit uns canvis socioldgics impor-
tants, i havien aparegut sectors i grups socials d'un extraordinari dinamisme, amb interes-
sos culturals i técnics d'un nou tipus. :

Es sabut que dins del marc de |’aristotelisme es feren aportacions forca interessants
a la Frsica durant el segle X1l i comengaments del XIV, perfode que coincideix amb
I'época de plenitud de la Universitat medieval (Cf. Crombie, especialment el capi'tol | del
vol. 2, on es troba una descripcié extensa i entusiasta de la ciéncia medieval). Aquest pri-
mer renaixement cultural i cientrfic sera efimer, i jaala segona meitat del tres-cents s'ini-
cia I'anomenada era dels manuals, | amb ella la definitiva decadéncia de les escoles medie-
vals: els millors copien textualment d’uns, els pitjors d'altres, pero tots no fan sind mou-
re’s dins d'una problematica esgotada. La descomposicié de la cultura escolastica durant
el segle XV no ha estat descrita tan sols per autors que valoren sobremanera el hiatus cul-
tural existent entre |'Edat Mitjana i el Renaixement (en aquest sentit, Cf. Garin, especial-
ment pp. 243-270), siné que fins i tot un autor com Crombie, que tant ha fet per reva-
loritzar la cultura cientifica dels escoldstics i la seva contribucié a la Revolucié Cientffi-
ca del segle XVII, reconeix que

“‘de hecho, ellas [Ia ciéncia medieval i la ciéncia de Galileo i Newtm] no estuvieron conec-
tadas por una continuidad ininterrumpida de desarrollo histdrico. Hacia finales del siglo XIV
llegd a su teérmino el brillante periodo de la originalidad escoldstica. Durante el siglo y medio
siguiente, todo lo que Paris y Oxford produjeron sobre Astronomia, Fisica, Medicina o
Ldgica fueron monotonos epitomes de obras anteriores. En el siglo XV aparecieron en
Alemania uno o dos autores originales, Nicolds de Cusa y Regiomontano. En ltalia las cosas
fueron mejor, pero mds con el nuevo grupo de “‘artistas-ingenieros’’, como Leonardo da
Vinci, que en las universidades.” (vol. 2, p. 104).

Ha estat remarcat moltes vegades que la ciéncia medieval era una ciéncia sense apli-
cacions, o dit més exactament, les aplicacions de la qual no tenien un estatus comparable
al de la propia ciéncia, i es desenvolupaven fora de la Universitat. Aixd no deixa de sor-
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prendre vist amb ulls d’avui, pero, fent-ho aixi, oblidem tant els interessos com el context
cultural i tedric de |'época. Utilitzant una vegada més les paraules de Crombie:

"Pero los grandes problemas cientificos y cosmoldgicos que abordaron eran raras veces enfo-
cados por ellos en cuanto estrictamente cientificos. El mayor problema de todos era el de la
relacién de la cosmologia de |a teologra cristiana basada en la revelacidn y la de la cosmolo-
ara de la ciencia racional dominada por la filosofia de Aristételes. (...) Fue dentro de una es-
tructura de Filosofia relacionada estrechamente con la Teologia, y en particular con el sis-
tema de los estudios universitarios dirigidos por clérigos, donde tuvo lugar el desarrollo cen-
tral de la ciencia medieval."" (vol. 2, pp. 108-9).

No podrfem dir que les cultures cientifiques pre i postnewtonianes es distingeixen
pel fet que aquesta ofereix models quantitatius del mén fisic i aquella no. L A/magest és
un acceptable, per no dir un bon model astrondmic quantitatiu, capac de predir amb un
marge d'error menyspreable per a les necessitats de |'época. Es la desconnexié entre un sa-
ber explicatiu propi de fildsofs, i un saber descriptiu-predictiu propi de navegants, astro-
legs i confeccionadors de calendaris, alld que constitueix una de les caracteristiques dife-
rencials entre la ciéncia moderna i el coneixement cldssic i medieval. Dues classes de saber,
el que explicava i el que predeia, que no es diferenciaven tan sols pel seu objecte, sind
primerament per la diferent categoria que els atorgava la perspectiva epistemolagica lla-
vors dominant. Com ha assenyalat Hanson, €s la desconnexi6 esmentada la que permet
comprendre les dificultats que calia véncer per a endegar la Revolucid Cientrfica:

““Una de las maneras de estimar la estatura de Copérnico (...) consiste en constatar que era a
la vez lo suficientemente buen fildsofo y lo suficientemente buen matemadtico como para
buscar un Unico conjunto de explicantia integrados capaces de suministrar por su parte (1) al
menos tanta precisidn descriptiva y predictiva como las técnicas ptolemaicas al uso y (2)
tambig€n de insertarlas en una explicacidn cosmoldgica de los cielos filosdficamente satisfac-
toria.”* (p. 194).

Les Matematiques a la Universitat Medieval

El que acabem de dir explica que I'ensenyament de les matematiques dins de la
Universitat medieval no tingués siné una funcié preparatdria i complementdria, marginal
en qualsevol cas. Els estudis escoldstics havien recollit la matematica grega de manera for-
¢a incompleta. La geometria i I'astronomia que s’ensenyaven només eren introduccions
elementals a Euclides i Ptolomeu. Pel que fa a la part que ens interessa més directament,
cal recordar que |'aritmética ja havia estat la germana pobra de |es matematiques gregues,
on consistia en |'estudi d'algunes propietats dels nombres enters positius. El saber aritmeé-
tic de les escoles medievals derivava d'aquesta tradicid, perd en la seva versié més pobra, la
numerologia pitagorica, que posava |‘accent en les infinites categories de nombres (qua-
drats, cubs, superficials, solids, perfectes, abundants, triangulars, tetragonals, piramidals,...)
necessaries dins d'una metafisica que en feia la clau explicativa de I’'Univers. Aquest sa-
ber havia estat transmeés per Boecio, Isidoro de Sevilla, Alcuino i uns pocs més pares de
I’Església, els quals I'havien recollit dels escrits dels neopitagdrics, el més famds dels quals
era Nicomaco de Gerasa (finals del segle I).

En el marc tedric de I'aristotelisme medieval, incapag de connectar la reflexié cien-
tifica amb la quantificaci6, els coneixements aritmeétics servien gairebé exclusivament per
a no deixar escapar cap de les subtileses de les especulacions pitagoriques i platdniques.
Aquests coneixements eren unes nocions elementals sobre proporcions i proporcionalitat,
i unes versions més o menys desenrotllades de la teoria pitagorica de nombres.
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a) Jordanus Nemorarius (m. 1237?)

Donarem una idea més precisa de |'orientacié i del contingut de les obres que reco-
llien aqguests coneixements, citant alguns paragrafs d'un dels textos encara utilitzats a la
Sorbona a comencaments del segle XVI, I"Arithmetica de Jordanus Nemorarius, un esco-
lastic del primer terc del segle XII1. Que |'obra de Nemorarius fos vigent 300 anys després
d'haver estat escrita no diu tant sobre la Sorbona, &l centre cultural europeu de la Baixa
Edat Mitjana, com sobre el lloc marginal ocupat per les matemadtiques dins de la cultura
medieval i sobre el procés de fossilitzacié que aquesta cultura va conéixer. Els seglients
son extractes del Llibre Primer de I'esmentada obra de Nemorarius:

“Proposicio
Quarta

Si fos el pri-
mer del segon
la mateixa part
que el tercer
del quart, seran
2 8 6 24 el primer i el
: tercer la ma-
a ealrbe J2j2l2 8|s|8]| d teixa part del
segon | del

quart que el
primer del se-
gon‘f!

El dibuix que acompanya l'enunciat és una reproduccid exacta del que apareix a
I'original citat. Es interessant observar I'abséncia de mots especrfics per a designar opera-
cions; a la suma, en particular, s'hi al.ludeix per la conjuncié copulativa /.

L’enunciat anterior pot fer pensar que es tracta de demostrar

- arEdyats ol
P s b+d b

2
b
perd la demostracié fa veure que no és pas exactament aquest, el significat de |’enunciat:

"Sigui a el primer nombre, b el segon, ¢ el tercer i d el quart. Ja que a és la mateixa part de b
que ¢ ho €s de d, concebo b i d dividits en les mateixes parts. | ja que la primera d'un amb la
primera de |'altre €s igual que ac [es pot observar I'Us simbdlic de la juxtaposicid per a indF
car I'addicid ] i semblantment la segona part amb la segona. | aquesta reunid [de parts] tan-
tes vegades pot ser feta com el primer [és] dins del segon. Tantes vegades, per tant, el nom-
bre igual ac podra ser pres dins bd com a [¢s] dins b. Per |a qual cosa ac, simultdniament pri-
mer i tercer per definicid, seran igual a la mateixa part del segon i del quart que el primer del
segon. Com estava proposat.” (f. 2v)

Cal dir que I'is de lletres per a representar un nombre qualsevol és un dels trets que
fan historicament significativa I'Arithmetica de Nemorarius. Pero aquest primer i tfmid
pas cap a la simbolitzacié no va tenir seguidors ni conseqiiéncies; quan Vieta, gairebé 400
anys més tard, va utilitzar sistematicament lletres per a representar quantitats que podien
ser conegudes, introduint aixf els parametres, ho va fer dins del procés de creaci6 del llen-
guatge simbdlic algebraic, on havia esdevingut necessdria la seva introduccid, i sense que el
llunya precedent medieval li servi’s de res.

32



“Topduni snbo siyp 10 onyoduer on B —_—
T emuedwos donb s :ennduym A0ba SP1C WIQUO LYWNU LQIIOND LMY IS D $

_E;q,a._.aﬁnu.a___Zseoﬁlaicicé__l‘»aeznﬁpﬁufu.&._E.:_ S _ U gA

EF 2300 S2LIEINND! H03: tlg IMIBUINY 312 © 8047 18" thy P1CuOUdS DIEsIATND 1310595 2 q TR PR A
e oy onaaa b ouiid G335 1> wmyoduos weiued 4 1acub a yd sandt Georbiennq LS /o, 1e g
1y ased qa.na..-unu.zzﬂ_-u.ulacisla-haEaE.nan_zqfog_—c!a!zu:ﬁg. aTaY . _

32 tig 2180y Q 931404 £ Dy e enpseab 1313 S01141:q snandye snownusmud vondians I o1 5 6 2
“IQUIDY) snwied 21 nd: b 1 U & SR e R
$ Bnu » snmed e uienb snpa) sonb QU sducd o snumd nonIG» 2 "
. gggT i
wnr ) dord i3 eonb ieunny entund ¢ ALt B

.nh :aa.Em._ ou:o..-._on 1103 TTDYPINOIIAG 1 LQUIIJ WIND T3 L338y1un) 1223 Bires 32

nﬂm:“e__..n_nngg.iﬂ%ﬁ#.ﬁihii!pﬂwao - :asnipd )

sdtionb:qenydy yrsiedmore ?agiﬁgicaﬁ
‘g sned clonbuenb 2 joundyy) —— o

T eard £101 sning 1 snunzd Juno:enb sy s:ed tyond 107) smuid O IS D IIMIA
“wiujodord wngos DI wed) 2 conb-1unaeabs w nian $
NRHOMIILNG § J1Enbe o 019 QT B F11)510 SNEALD 0846318 DI WINIAL ¥ 13 M) U0 TEE
diuauruni:q 03 bosa qv AnnS1o0r AN 1n19qrabd wHTwE:exEnhl M3 1 uLIN Jr D4 Y 5 :
adenbrenbs srouny niu Q) uQd Mpuod ¢ 13 03)°8 Y snapnba g q 4 MAITIYUe I 21T I..In._ll
‘w1 LAUNgeaNb) Y rinb q G wb:a ar q ward > av R2inbI inb g sides mesg 2 > urpairby :
QE PP UN) q v ananeeba (nun )@ > Yy ong win "wnwinzd g ab ounbs aommar: 9yreb 3 I.lml..l.
QA LD 1156m 2 3 12 1wt q ¢ 1 Juncyq gm. AmEnbIICBE an Fu g uoatnb rog S pe L
33 ATENIYE IUCBANG 308 34 g3:q ¥ 13 QY 3 21e0b°S snEndd g b1 g 1aas s 14) A 9o O
rhond c oownuizownn CLHACE J PIIYIQ 3D P2 AF J R YA 31y § 1 wed sned ab :_.:..u
AIEYPOQ 1D I Q QP Q27 F A I ruxING 5100 § 31 rinod mpgloddg ud e er ey Y1 3423 ¥
IETIVAIPIQ @ 155 njuago 34 1u3 {1772 NI oF 208 11) LAMINIPI2 § O 3 HTON T ‘.. M ,,.. g - 2
143 92 nuauing » 12 13dn) onb snu MUNIQ ST T 1 a0 3 i misaagia e pymeied nuii: i g’ L. 2 1 -
GUCYIINDI G FOD INWY Q © SITrbD Ny 1UNT IR I Y TS 1SN I ki aiah e
gonun runq e ool 38 py e er ey e Y1 3o G by 8107 1 i Hia . 22 3
S 1) stwmprw aarpeirbs S8 L N3 _,:.o._::.m. roed F..:_._.u_%_..uu.u”az_.uu..“.,_, ve “ Y
0 1D _::.,u.:_r.‘....u,_";._._L:;___.__u_.___,..,,nu._._w:....-.._ ! ;n..rw......._r:...___._:.. e i

LR R OO )

33

Fig. 3. Pdgina de laritmética de Nemorarius que correspon al fragment citat al text. (Exemplar de Ia

Biblioteca de Catalunya, Barcelona).



A la demostracié que acabem de transcriure s’utilitza que els nombres b i d sén
iguals, respectivament, a k vegades els nombres a i ¢, is‘arriba ala conclusi6 que b + dés
igual a k vegades el nombre a + c. Com veurem ara mateix, aix0 no vol dir que la proposi-
cié quarta demostri que

b=k.a => b+d=k.latc)
d=k.c
“Proposicié setena

Si totes les vegades que la unitat [és] dins del primer, altres tantes el segon [és] dins del
tercer, totes les vegades que la unitat [¢s] dins del segon hi serd el primer dins del tercer.”

Si pensem aquest enunciat modernament, i el traduim al nostre llenguatge simbd-
lic, resulta la segient bajanada

3:8'1 } => c=a.b
c=a.b

Per tal que la proposicié setena no esdevingui aquesta trivialitat incomprensible, cal
introduir una distdncia considerable entre |'enunciat original i el nostre enunciat semi-
formalitzat.

Encara que més endavant tornarem a analitzar aquesta qiestié, quedi clar per ara
que els problemes de notacid que cal resoldre per passar d’una expressié com “‘dos €5 tres
vegades dins de sis’* a ''6 = 2 . 3" tenen una component conceptual considerable, malgrat
que la manera usual de plantejar-los sigui en termes de ‘‘economia simbolica’’ o de “grafis-
mes acceptats per convencié’’,

L'Arithmetica de Jordanus conté resultats tedrics tals com gue un multiple d'un
nombre perfecte o abundant €s abundant, o que un divisor d’'un nombre perfecte és defi-
cient (un nombre €s perfecte si €s igual a la suma dels seus divisors altres que ell mateix;
abundant si és més petit que aquesta suma, i deficient si és més gran).

Per situar correctament Jordanus Nemorarius potser cal afegir que ha estat conside-
rat per alguns autors el fundador de |'escola medieval de mecanica (Cf. Boyer, p. 283). Ell
i els seus deixebles, a partir de les obres menors d'Arqufmedes, estudiaren el problema de
la balanca i el moviment de caiguda segons una trajectéria obliqua. El resultat més relle-
vant que assoliren fou la correcta resolucié del problema de la caiguda per un pla inclinat.
Leonardo da Vinci va fer servir aguests resultats que, segons Crombie, es convertiren en el
punt de partida d'alguns dels progressos més espectaculars de la mecanica als segles XVI i
XVIl (Cf. vol. 1, p. 109). Diguem finalment que Jordanus Nemorarius €s també |‘autor
d'una obra de matematiques més proxima a |'orientacié algebraica del arabs, De numeris
datis, on déna una col.leccié de regles amb les quals troba, a partir d'un nombre donat, al-
tres nombres relacionats amb ell per certes condicions, o demostra que un nombre que sa-
tisfa certes condicions esta determinat. El seglient exemple és extret del Ilibre de Boyer.
Per demostrar que si un nombre donat es divideix en dues parts tals que es coneix el pro-
ducte de les dues, llavors les dues parts estan determinades, Jordanus diu:

*Sigui abe el nombre donat i siguin ab i ¢ les dues parts en qué estd dividit, i sigui d el pro-
ducte conegut de les parts ab i c. Sigui e el quadrat de abe i sigui f quatre vegades d, i sigui g
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el resultat de treure f de e. Llavors g és el quadrat de la diferéncia entre ab i c. Sigui A 'ar-
rel quadrada de g. Llavors h €s la diferéncia entre ab i ¢. Des que h €s conegut, ¢ i ab estan
determinats”. (p, 284).

b) Thomas Bradwardine (12907 - 1349)

La contribucié més original de |'escolastica a les matematiques va venir de la md de
la fisica aristotélica. El Doctor profundis d’Oxford, i més tard arquebisbe de Canterbury,
Thomas Bradwardine, va formular de manera original el sistema de relacions que Aristotil
havia donat com a base de la dindmica (la velocitat augmenta amb la forgca i disminueix
amb la resisténcia). En el Tractatus Proportionum (1328) Bradwardine afirmava que la llei
d’Aristdtil calia entendre-la aix: si una proporcié F/R produeix una velocitat v, per a ob-

tenir una velocitat doble, 2v, no cal 2F/R, sin6 (F/R)2, i per a obtenir —;v,caf v/ F/R.

Aix(, argumentava |'autor, quan F = R la velocitat és necessdriament zero. La seva equaci6
fou acceptada a Oxford i a Parfs, i era tinguda per molts com “I'auténtica’’ llei aristotélica
del moviment. Segons J. Vernet, la font d'inspiracié de Bradwardine haurien estat els
Aphorismi del catald Arnau de Vilanova, on es trobava la doble progressié aritmética i
geomeétrica de |'drab al-Kindi. Segons Crombie, el treball es basava en el teorema del llibre

V d'Euclides on es demostra que si ib = :— llavors % = (?)2 (i no cita cap més pos-
sible font).

~ Bradwardine €s encara |'autor d'una Arithmetica, d'orientacié no llunyana a la ja
comentada de Nemorarius, i també impresa a Paris el 1495,

¢l Nicolas Oresme (1323-1382)

Nicolas Oresme, un escoldstic de Paris que va acabar de bisbe a Lisieux, €s un pen-
sador d'una gran originalitat a tots els terrenys on va treballar. Amb ell, la matematica es-
colastica arribd a un dels punts més alts que podien ser assolits dins d’aquells planteja-
ments.

Per nosaltres té molt d'interés un dels aspectes més coneguts de la seva obra: la pri-
mera insinuacié dels exponents fraccionaris. Els métodes de Bradwardine varen influir en
els autors més importants que vingueren després d'ell. Oresme, generalitzant la teoria de
proporcions de Bradwardine, va escriure De proportionibus proportionum (ca. 1360) i A/-
gorismus proportionum, on arribava a utilitzar, sense enunciar-les, regles equivalents a les
nostredx™ x" =x™*" | (x™)" =x™" _Per exemple, Oresme escriu:

... es proposa una proporcid que sigui dos tergos de la quddrupla;i ja que dos ds el numera-
dor, la mateixa serd un terg de la quddrupla duplicada, o bé sisdecuplicada.’”’ (Cajori
(1928),p.91).

2 1 1
text que sempre s'ha entés que significa 43 = (42)3 = 16° .
El fragment oh apareixen els exponents fraccionaris citats per tothom és el seguent:

“Una mitja [pmporcid] ha d'escriure’s aix( @, una terga aixr E i dues terces aix( @ Al
aix( les altres. | el nombre que dssobre la barra és dit numerador, i el que ds sota la barra és
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Fig. 4. Primera pagina de I'Aritmética ae Bradwardine, edicié de 1505, a Paris. (Exemplar de la
Biblioteca de Catalunya, Barcelona). e
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dit denominador. La proporcid dupla €s escrita d'aquesta manera 218 | i la tripla d’'aquesta

manera 312 ;i aix/ les altres. La proporcid sesquidltera aix és escrita , i la sesquiterca
% La proporcid una i dues terceres parts €s escrita aix( Lﬂ La proporcuc dupla i dues
2

quartes parts gs escrita aix1’ ;iaixi'les altres. La part mitja de la dupla (medietas duple)

és escrita aix 1 l-p , la part quarta de la dupla sesquidltera (quarta pars duple sesquialtere)

és escrita aixr %—g—; (i aixi'les altres.”” (Cajori (1928), vol. 1, pp. 91-92).

Oresme es va limitar a operar sempre amb proporcions. Fins i tot al text anterior és
patent la distincid entre els nombres que figuren al numerador i denominador i les pro-
porcions 2:1 (dupla), 3:1 (tripla),... que representa per 2'%, 3'® . Els que han estat
anomenats exponents fraccionaris d'Oresme apareixen a les Gltimes linies, on expressa

. = e i ;
e AN {'/2+% per > ; i 4 ; , respectivament. Les fraccions 1/2 i 1/4 que designen

radicacio apareixen a |'esquerra de les proporcions afectades.

Podem conjecturar que Oresme es va limitar a operar amb proporcions perqué en te-
nia prou amb elles per a resoldre el problema frsic que el preocupava, pero també perqué
només amb proporcions podien ser expressades les variacions continues propies de |'espe-
culacié frsica. Els nombres, tal com havien estat heretats dels grecs, eren la mesura de |es
magnituds discretes. Les magnituds continues, i més encara si sobre elles calia fer divi-
sions i radicacions, no podien ser sind proporcions geométriques.

Al segle XIV va sorgir un métode geométric grafic per a expressar les relacions fun-
cionals primitives que els escoldstics comencaven a manejar. Un tal Dumbleton, per exem-
ple, fou un dels primers a emprar aquest métode, aplicant-lo al problema de |a variacié de
la intensitat o forca de I'accié de la llum en funcié de la distdncia a la font emissora (Cf.
Crombie, vol. 2, p. 88). A Paris, fou aplicat a problemes cinematics per diversos autors,
perd qui va fer progressos més notables fou Oresme. El métode emprat per aquests esco-
lastics perseguia relacionar la “‘intensitat’’ o latitud’ d'una “forma’ (una “‘forma’’ era
qualsevol quantitat o qualitat variable: el moviment, la llum, la calor,...) amb una ““forma’’
invariable coneguda (generalment, la distancia o el temps) que era anomenada |’ “‘exten-
si6" o “longitud’’. L‘ex tensio es representava per una | (nia recta horitzontal, sobre la qual
s'aixecaven perpendiculars proporcionals a la intensio. Oresme va assolir el seu éxit més
gran en utilitzar aquests grafics per representar el moviment uniformement accelerat o,
com deien els escolastics, uniformement disform. Un moviment d‘aquest tipus es repre-

sentaria per un triangle en qué la base cor-

7] respondria a I'interval de temps, i les velo-

~1 citats, que augmenten linealment, serien

les perpendiculars a la base. L'area del tri-

angle representaria la distancia recorregu-
s 2 i ol e T

Una mica abans de 1335 ha-
via estat demostrat a Oxford, arit-
meticament, |‘anomenat teorema de
la velocitat mitjana del Merton Co-
llege (el Merton era on ensenyaven els
autors de les primeres demostracions d'aquest resultat). El teorema diu que la distancia
recorreguda per un cos uniformement accelerat durant un interval de temps €s igual a la
recorreguda en el mateix temps per un cos que es mou a una velocitat constant igual a la
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que porta el primer cos a I'instant intermedi de |'interval de temps. Amb la seva repre-
sentacié, Oresme va proporcionar una prova geomeétrica d'aquest resultat al De configura-
tionibus Intensionum. Com ja ha estat observat, alld que és interessant d'aquesta analisi és
que condueix a la llei galileana del moviment uniformement accelerat. Del diagrama resul-
ta clar que l'drea corresponent a la primera meitat del temps €s, proporcionalment a la se-
gona meitat, com 1 és a 3. Si l'interval se subdivideix en tres parts iguals, les distancies
corresponents estaran en la proporcid
1:3:5. En general, com Galileu va observar,
les distancies sén unes a les altres com els
i 6 nombres senars, i ja que la suma dels n

A 8 primers senars és el quadrat de n, la dis-
L8] 4 9 tancia total recorreguda és proporcional

al quadrat del temps. (Els textos claus so-

bre el teorema del Merton ila generalitzacié de Galileu es troben a Wartofsky, pp. 533-601).

La tercera faceta original d'Oresme ja no esta estrictament |ligada a la historia de les
matematiques, si bé no deixarem de mencionar-la per tal de donar una idea de quines eren
les motivacions i preocupacions generals dels nostres autors, i del context en que treballa-
ven, L'any 1377 Oresme va escriure el Livre du ciel et du monde, un comentari en francés
al De caelo d'Aristotil fet per encarrec del rei Carles V de Franca, un rei amant de la cul-
tura, per encarrec del qual també va traduir al frances I’Etica, la Politica i I'Economia aris-
totéliques, que quedaven aix més a |'abast, entenia el rei, dels membres de la seva cort.

Al Livre du ciel..., Oresme estudiava la hipotesi de la rotacio diaria de la Terra. Va
estar, en aquest sentit, el precedent més important de |'obra copernicana, llevat de les pro-
postes helioceéntriques fetesa la Grecia classica. Oresme comengava rebatent les objeccions
derivades de |'experiéncia o de |'observacié: Contra |'argument que veiem efectivament els
cels moure’s al voltant de I'eix polar, citava la Perspectiva de Witelo; només hi ha un mo-
viment observable, que és el relatiu. Contra el vent que hauria de notar-se en sentit contra-
ri al de rotacié, arglia que l|'aigua i |'aire participaven de la rotacié de la Terra. Contra
I'objeccié que les fletxes o les pedres disparades verticalment no caurien al mateix lloc
d’on haurien sortit, deia que lafletxa es veuria portada per |la massa d'aire que es mou solida-
riament amb la Terra, i per aix0 tornaria al lloc de partida. Després d’aixo, Oresme analit-
zava les objeccions de "'rad’’, que provenien del principi aristotélic que un cos elemental
havia de tenir un sol movimentnatural, i que per a la Terra aquest moviment era rectilini i cap
avall (un argument que encara fou utilitzat per Tycho Brahe contra Copérnic). Oresme con-
testava convertint en natural la sotaci6 circular de la Terra i els objectes en repos damunt
d’ella. Observava, a més, que pel gue feia a |es observacions, totes les taules i els computs
serien els mateixos que els d'abans, si s'arribés a acceptar la rotaci6 de la Terra. Finalment,
Oresme proporcionava una série d'arguments a favor d'aguest moviment, tots ells fona-
mentats en el fet que és més senzilla i perfecta la rotacid terrestre que la dels cels; tots els
moviments aparents tindrien lloc en el mateix sentit, caldria imaginar menys mecanismes
explicatius, i en particular, la novena esfera dels estels ja no seria necessaria. Oresme, que
era bisbe, s’enfronta decididament amb |’objeccié derivada de la interpretacid literal de la
Brblia, i ho féu amb arguments semblants als que Galileu utilitza 300 anys més tard: la Sa-
grada Escriptura no sempre pot ser presa al peu de la lletra, com quan diu que Déu es po-
sa coléric, o s"arrepenteix,...

De tot aixd no és la cosa menys interessant que Oresme, després de raonar tot el
que hem explicat, acabi defensant decididament la cosmologia aristotélica, indicant que
els arguments a favor del moviment de la Terra sén persuasius, perd no proven res. Sens
dubte, Crombie té rad quan resumeix |‘actitud d'Oresme dient que sotmetia incondicio-
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nalment la rad a la revelacid, alhora que —ell mateix ho deixa endevinar— feia servir la rad
per confondre la rad, disminuint la confianga que se li podia tenir com a eina critica con-
tra la Teologia.

El tractat d’Oresme mai no fou imprés, i s'ignora si Copérnic arriba a congixer-lo. Es
interessant, tanmateix, que molts dels arguments manejats per Oresme a favor i en contra
del moviment de la Terra varen reaparéixer, fil per randa, a |’época de Copérnic i Galileu.

El naixement de I'dlgebra es produr lluny del mén académic, dins del corrent reno-
vador provocat i representat per les aritmétiques mercantils. Perd abans de parlar d'aques-
tes obres hem de mencionar els treballs de Leonardo da Pisa, (Leonardo Fibonacci), un
contemporani de Nemorarius que és |'auténtic predecessor medieval de |’dlgebra renaixen-
tista, tot i que mai no va ensenyar a cap Universitat, ni els seus llibres no van ser gaire co-
neguts a les escoles.

Leonardo Da Pisa (ca. 1180-1250)

Fibonacci (fill de Bonaccio) era el fill d'una mena de consul comercial de la ciu-
tat de Pisa a ciutats del sudest de la Mediterrania, sobre la principal ruta mercantil de
I'época entre Xina i Europa. Sembla que des de jove Leonardo fou ensinistrat en les
técniques de calcul mercantil dels arabs, molt més avencades que les europeas. Féu exten-
sos viatges per Egipte, Siria i Grécia, i va recollir prou coneixements matematics per a
elaborar una obra que ultrapassava de molt la capacitat d'absorcio i reelaboracio del
context social, cultural i cientific de I'Europa medieval. Ja ha estat descrita |la produccio
matematica més important dels 300 anys que van de Fibonacci fins al 1500. Com ara
veurem, aquesta produccio no té res a veure amb la linia que assenyalava Fibonacci i
que era la que tenia futur, la que acabaria generant |’algebra a través de les aritméti-
ques mercantils.

Leonardo da Pisa va escriure quatre obres, la més important de les quals és el Liber
abbaci, on condensa els coneixements aritmetics i algebraics arabs i orientals. L'obra,
editada per primera vegada el 1202 i revisada el 1228, comenga amb la descripcio dels
numerals indo-arabics i és, si no el primer, si el més important dels treballs que divulgaren
el nou sistema de numeracid a Europa. Cal tenir present, pero, que el nou sistema triga
molt a ser utilitzat de forma corrent. A més de la inercia que afavoria la utilitzacio de les
xifres romanes, hi havia factors com les variacions en les formes de les noves xifres —no es
van fixar definitivament fins |'arribada de la impremta— que induien a confusid, i que
podien ser utilitzades fraudulentament pels mercaders (de fet, les xifres indo-arabigues
van arribar a estar prohibides als documents mercantils d‘algunes ciutats italianes a causa
d’aquest inconvenient).

El Liber abbaci contenia, a més de la descripcid del sistema de numeracio posicio-
nal decimal, els algorismes de calcul amb enters i fraccions més perfectes llavors cone-
guts. Explicava com calcular, numéricament, arrels quadrades i clbiques, sent la primera
veggda que apareixia a |'Occident cristia un algorisme pel al calcul d‘aquestes Gltimes (Cf.
Cajori (1980), p. 123). Ensenyava a resoldre equacions de primer i segon grau; plantejava
problemes, determinats o indeterminats, als quals aplicava els métodes d'una o dues fal-
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ses posicions, aixi com els propiament algebraics. Acceptava dues solucions per a les
equacions de segon grau, sempre que no fossin negatives o imaginaries. Els algorismes de
calcul i les equacions eren aplicats a la resolucio de nombrosos problemes comercials,
i en particular als de canvis monetaris. El llibre conté una famosa col.leccio de pro-
blemes, extreta de fonts arabs i orientals. D'un d’ells surt la famosa successio de Fibo-
nacci: 1, 2, 3, 5, 8...., an,..., sént a, = a,.q1 + a, 2. El problema és el segient: Quantes
parelles de conills es produiran en un any, comengant amb una Unica parella, si cada mes
cada parella produeix una nova parella productiva a partir del segon més?

De I'any 1220 és la Practica geometriae, potser la seva obra menys interessant.
Segons Boyer, es basaria en una versid arab dun llibre d’Euclides avui perdut, la Divisio
de figures, encara que en ell és visible la tendéncia dels arabs a utilitzar I'algebra per
resoldre problemes geomeétrics.

El Flos, de I'any 1225, conté problemes indeterminats que recorden els de Diofant:
Tres homes posseeixen en comu una quantitat desconeguda de diners ¢; la part del primer
ést/2, la del segon t/3 i la del tercer t/6. Cadascun en pren a |'atzar una certa quantitat. El
primer en pren x i en torna x/2, el segon en pren y i en torna y/3, el tercer en pren z i en
torna z/6. De la quantitat tornada, cadascun ha de rebre exactament una tercera part per
tal de tenir la seva part de la suma total. Leonardo demostra que el problema és indeter-
minat i va donar la solucio t = 47, x = 33, y = 13, z = 1. Pero potser el que és més
interessant d'aquesta obra és el tractament d'una cubica: x3 + 2x2 + 10x = 20, sobre la
qual Fibonacci va provar la impossibilitat que tingués una arrel racional o una arrel de la
formaa + /b, amba ib racionals. Leonardo da Pisa troba un valor aproximat de |'arrel
positiva, perd no explica per quin métode. El valor expressat en fraccions sexagesimals és
1; 22, 7, 42, 33, 4, 40. Aquesta és |'aproximacio més bona a una arrel irracional d'una
equacid algebraica mai no trobada a Europa fins a aquell moment, i fins tres-cents anys
més tard,

També del 1225 és el Liber quadratorum, del qual existeix una traduccio francesa
a carrec de Paul Ver Eecke (1951) i una altra en castella feta a partir de |'anterior per
José Babini.

El llibre consta de 20 proposicions que versen sobre problemes relatius a la teo-
ria de nombres, i en els quals intervenen relacions entre nombres quadrats. Els métodes de
resolucio tenen el seu punt de recolzament en la interpretacio geométrica dels nombres
a partir de segments. La forma concreta de resoldre els problemes proposats correspon a
un raonament aritmetic, ajudat per un esquema geometric i descrit en llenguatge retoric.

La motivacio que impulsa Leonardo da Pisa a escriure aquesta obra fou el problema
que |li proposa un tal Juan de Palermo, que consistia a trobar un nombre quadrat tal que,
en sumar-li o restar-li cinc, donés un altre nombre quadrat. Problema que, en paraules de
Fibonacci, pertany tant a la geometria com als nombres. E| resultat de la recerca al vol-
tant d'aquest problema dona lloc a aquestes 20 proposicions, i la solucid al problema que
origina el llibre es troba a la proposicio XV,

L'estil de resolucio d'alguns problemes recorda el métode emprat per Diofant,
encara que Fibonacci no podia congixer la seva obra sind, en tot cas, mitjancant una
versio indirecta dels arabs. Per tal de veure la forma de procedir, exposem un paragraf
extret de la proposicio |, en |a qual es planteja la descomposicié d’un quadrat en suma
d‘altres dos.

“Si volem fer una demostracié geometrica, disposarem conjuntament una quantitat
qualsevol de nombres senars, en ordre creixent, a partir de la unitat, fins que el darrer
nombre sigui un quadrat. Siguin AB, 1; BC, 3;CD, 5; DE, 7; EF, 9. D'aqui que, com que

_EF és un nombre quadrat i AE és el nombre quadrat 16 provenent del conjunt ordenat
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dels nombres senars AB, BC, CD, i DE, el nombre total AF és, de la mateixa forma, un
nombre quadrat. El nombre quadrat AF esta aixi format pels dos nombres quadrats
‘AE i EF" (p. 30).

Tot el fil argumental precedent a aquest paragraf, aixi com el que segueix, té per
base |'esquema geométric com és facil de constatar.

A les linies precedents havia posat de manifest que la suma de nombres senars con-
secutius, comengant sempre per 1, dona un quadrat, fet que es pot esquematitzar mitjan-
¢ant l'esquema conegut ja pels grecs. Llavors la proposicio es redueix a trobar aquells se-
nars que, sent quadrats, permeten descomposar el quadrat gran en un altre de costat una
unitat menys, més |‘altre tros que es treu format per dos costats, i que també és quadrat
per haver-lo escollit aixi.

- Ty » ( L] e °
b L] L] L] [ . -
P ~ A 2 s - S iy nombre
quadrat
b o L L] L] ; [ ] L] ;
25 - 16 + 9

Des del punt de vista notacional, la major part de I'obra de Fibonacci és retorica. Fa
servir els mots res i radix per designar la incognita, el mot census per al quadrat de la
incognita, i cubus per al cub. Els mots res i census havien aparegut a la traduccio llatina de
I'Afgebm d‘al-Hwarizmi atribuida a Gerardo de Cremona; res, i també radix, apareixen a
la versio [latina de la mateixa obra feta per Robert de Chester, el qual va proposar el mot
substantia per al quadrat de la incognita. Com veurem, els mots cosa, traduccié italiana
del llati res, census i cubus constituiran la base de les primeres notacions de |'algebra quan
deixara de ser retorica. Leonardo da Pisa expressa les poténcies superiors de la incognita

41



utilitzant el principi additiu: x6 és cubuscubus o bé censuscensuscensus. Les equacions
son tractades a la manera retorica. Per exemple, |‘'equacié 2x2 + 10x = 30 apareix aixi:
“dos census | deu radices equivalen a 30 denaris,” (citat a Cajori (1928), p. 90). En la
Practica geometriae apareix per primera vegada |'abreviacio “R" 6 "'R" per radix.

Valoracio de Conjunt

Sense que es pugui parlar d'una exclusid radical entre la tradici6 escolastica i
la tradicié mercantil, es pot mantenir que aquestes dues tradicions gaudien d'una entitat
plenament diferenciada. La zona comuna a totes dues correspondria als llibres de calcul
amb xifres arabigues, o /libres d‘algorismes, segons el nom que rebien aleshores. Pels es-
colastics, la finalitat principal d'aquestes petites obres era la simplificacio de les taules i
calculs astronomics. Pels mercaders, 'agilitzacio dels calculs mercantils. L'ensenyament
de les noves técniques de calcul no ocupava cap |loc especial dins del curriculum universi-
tari, que continua sempre dominat per la geometria i |'aritmética especulatives. Les
téecniques d'algorisme s’aprenien per mitja d’opuscles escrits pels mateixos que ensenyaven
les matematiques serioses (Sacrobosco, Peuerbach,...)

Es desconeix la influéncia real exercida entre els seus contemporanis per les obres
de Leonardo da Pisa. Segons Loria, la seva fama no sembla haver-se difos gaire, fora de
Pisa. Uns pocs autors menors continuaren la tradicid de Fibonacci durant els segles Xl11,
XIV i XV. En aquests mateixos segles comencem a trobar senyals que anuncien els
profunds canvis socio-economics que s’estaven produint a Europa. La irresistible ascensio
de la burgesia, directament lligada a I'evolucid dels gremis d'artesans més poderosos,
queda reflectida en |'aparicio de manuscrits d‘aritmeética i algebra en llengua vernacla. Els
fills d'aguests manuscrits, | hereus directes de Fibonacci, seran les aritmeétiques comer-
cials impreses a finals del s. XV (els treballs de Santcliment, de Borgi, de Widman,...)
aixi com els primers tractats impresos d‘aritmeética i algebra (el de Luca Pacioli, el de
Rudolff, etc...).

El fet historic que és important destacar és que els coneixements aritmétics de
la Universitat medieval, perfectament emmarcats dins dels esquemes culturals cada cop
més obsolets de |’escolastica, mai no van superar les limitacions inherents a la matematica
grega. Els problemes que preocupaven els matematics escolastics continuaven sent la qua-
dratura del cercle, la problematica numerologica, la irracionalitat de determinades lon-
gituds,... El respecte a la metodologia euclidia, tan en consondncia amb el respecte ra-
dical atorgat a la logica aristotélica, forcosament havia de tenir un efecte destructiu
sobre |'esperit creador.

Si és discutible la importancia que van tenir especulacions escolastiques com les que
més amunt hem esquematitzat en la evolucio de la Fisica i en la génesi de la Revolucio
Cientifica, no ho és que la tradicié aritmética medieval es va morir per comsumpcio i
estérilment. No cal citar la quadratura del cercle d'Alberto de Sajonia (si el cercle es pot
quadrar, |'esfera es pot “‘cubar”, i reciprocament; transvasant dins un cub |‘aigua contin-
guda en una esfera, es veu que el segon problema és resoluble, per tant la mateixa cosa ha
de dir-se del primer. Loria, vol. 1, p. 427) per comprendre que alguna cosa molt important
havia deixat de funcionar dins dels esquemes classico-medievals. Durant els segles XV i
XVI unes poques Universitats, especialment alemanyes, foren els centres d’un nou saber
lligat a |'astronomia i a la trigonometria, perd |'aritmética escolastica, atrapada en la
pobresa dels seus recursos intel.lectuals i metodoldgics, enfront de les figures de Tartaglia,
Cardano i Stifel no podia siné oferir P. Sinchez Ciruelo o Oronci Finne, editors, el
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primer, d’obrers de matematics escolastics medievals (Paris, 1945 i 1505), i autor, el
segon, d'una Arithmetica practica (Paris, 1535) d'importancia menyspreable al costat
dels treballs d‘algebra que eren realitzats contemporaniament.
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Flg..5. Primera pagina de I'Arithmetica pmﬂu d’Oronci Finné (Parrs, 1535). Exemplar de la Biblio-
teca de Catalunys,
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CAPITOL 3:
LES ARITMETIQUES MERCANTILS

El primer llibre d‘aritmética que s'imprimi va ser un tractat de matematica comer-
cial, anonim, publicat a Treviso, Italia, I'any 1478. Segons el Catalogue of Books Prin-
ted in the Fifteenth Century (Part X, p. xxiv, i Part IX, p. x1), de la trentena de llibres
d’aritmética impresos abans del 1500, 14 ho foren a ltalia, 11 a Alemanya, 2 a Franga,
1 a Espanya i un altre als Paisos Baixos; gairebé tots aquests llibres eren aritmétiques mer-
cantils.

La Suma de la art de Arismetica, escrita per un tal Francesc de Sanctcliment, és
|'aritmética comercial impresa a Espanya abans del 1500. Es un Ilibre molt notable, per
diferents raons. Fou publicat a Barcelona, el 1482, escrit en catala; del seu autor, malgrat
les recerques que hem fet, ha estat impossible esbrinar-ne res. A més de ser |'Unic incuna-
ble de matematiques, no sols d‘aritmeética, imprés a la peninsula Ibérica, és, segons les
nostres referencies, |'aritmeética comercial més antiga que es conserva, després de la de
Treviso. L'aritmética de Santcliment és del mateix any que la publicada a Bamberg
(Baviera) per un tal Ulrico Wagner, de la qual no es conserven sino una desena de fulls
esparsos. L‘any seglient, a la mateixa ciutat de Bamberg, aparegué una aritmetica comer-
cial anonima de la que si que es conserva un exemplar complet.

Els 136 fulls en 4rt de la Suma poden competir dignament, tant en quantitat com
en qualitat de continguts, amb els 62 de |'aritmeética de Treviso, amb els 77 de la de Bam-
berg, i fins i totamb els 118, també en 4rt, d'una de les aritmétiques més famoses d'aquest
periode, la veneciana de Pietro Borgi, apareguda el 1484 (“the first great commercial
Arithmetic'’ titulava D.E. Smith I'article que li dedica a /sis, t. V111, 1926). A faltad’una
comparacio acurada i minuciosa entre els texts de les diferents obres que acabem de
mencionar, sens dubte les més importants dins d'aquest corrent, podem aventurar sense
arriscar gaire en la conjectura que |'obra del nostre compatriota fou una de les més
importants aritmétiques comercials escrites a Europa abans del 1500, i que només |‘estat
misérrim de la nostra historiografia cientifica ha impedit que fos valorada pels més
il.lustres historiadors de les matematiques de la mateixa manera que ho han estat la de
Treviso, les de Bamberg i la de Borgi. Que Francesc de Sanctcliment no sigui avui un
desconegut es déu a L.C. Karpinski, el qual el recupera per a la historia a partir d'un
cataleg d'incunables catalans i en publica un estudi a Osiris, I'any 1936. Amb motiu del
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Fig. 6. Primera pagina de /a Suma de la art de arismetica de Sanctcliment, Barcelona, 1482. (Exem:-
plar de la Biblioteca de Catalunya, Barcelona).

500 aniversari de la impressio de la Suma... de Sanctcliment, vem descriure i analitzar
aquesta obra en articles publicats a les revistes L ‘Aveng i (Ciéncia).

Per veure imprés un altre |libre de matematiques a Espanya cal esperar fins al
1503, quan s’editen a Valencia |’Arithmetica i la Geometria de Bradwardine (Cf. Rey Pas-
tor, p. 155). | no en torna a aparéixer cap altre fins a la primera versio del Tratado Subti-
lissimo de Arismetica y de Geometria (Leon, 1512), també una aritmética comercial,
|‘autor de la qual és el frare Juan de Ortega (o Hortega).

Que la majoria d’aquesta mena de llibres apareguessin a ciutats que eren centres co-
mercials importants, amb nuclis de burgesia prou consistents, reflecteix una vinculacié
obvia entre aquelles obres i el seu public natural. Elles constituien una eina de treball
amb algunes de les funcions de les calculadores de butxaca d'avui: incloien taules d'equi-
valéncies de monedes i mesures, ensenyaven els algorismes més rapids per a fer canvis de
monedes, ensenyaven regles de tres i repartiments proporcionals,
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Fig. 7. Pagina amb el titol del capitol dedicat als canvis de monedes a |’Aritmética d‘Ortega (f.41R.,
edicio de Roma, 1515; exemplar de la Biblioteca Universitaria de Barcelona).

La producci6 matematica, d'una certa matematica almenys, va quedar aix i lligada a
les ciutats més riques i economicament desenvolupades, les d'Alemanya i les del Nord
d'ltalia, ciutats on treballaren els autors més importants d'aquest periode. E| segiient

quadre cronologic dona idea de les edicions de les principals obres i de llur localitza-
cio:

ANY  CIUTAT AUTOR LLIBRE NACIO

1478 Treviso Anonim Tractat daritmética ITALIA

1482 Bamberg Ulrico Wagner Llibre de calculs ALEMANYA

1482 Barcelona Francesc Suma de la art de CATALUNYA
Sancteliment Arismetica

1484 Venezia Pietro Borgi Arithmetica ITALIA

1484 Lyon Nicolas Chuquet Le Triparty en lascience FRANCA

des nombres

1489 Leipzig J. Widman Tractat de calcul ALEMANYA

1480 Florenca F. Calandri Aritmetica ITALIA

1494 Venezia Luca Pacioli Summa de arithmetica ITALIA
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L'obra de N. Chuguet només circula manuscrita. Uns anys mes tard, el 1520,
se n'edita un mal plagi. La citem, tanmateix, perque es tracta de |'obra més innovadora de
tot el periode que estem considerant. Més endavant |'analitzarem amb tota la cura que es
mereix.

El contingut de les aritmétiques mercantils

A totes aquestes obres trobem uns continguts semblants: Descripcio del sistema
de numeracié posicional de base deu, algorismes de les quatre operacions amb nombres
enters positius, descripcio dels nombres trencats i de les operacions amb ells, regles de
tres, progressions i resolucio de problemes (dels quals acostumaven a incloure’n una con-
siderable col.lecci6, molts d'ells d'aplicacio directa a situacions comercials). Les obres més
avencades contenien algorismes per a |‘extraccio d'arrels quadrades i cubiques. La figura 8
reprodueix un fragment de I'index del Tratado... d'Ortega.

Es interessant subratllar que aquests Ilibres foren els principals i gairebé Gnics
difusors de les xifres indo-arabigues. Ja hem dit que aquests guarismes eren coneguts a
Europa des del segle XIl, perd que durant I'Edat Mitjana mai no van ser utilitzats cor-
rentment. L'extensid de |'activitat mercantil i la importancia creixent dels mercaders
—quantitativament i qualitativament— promocionaren el nou sistema de numeracio i les
técniques annexes de calcul; durant el segle XVI, perd no abans, els abacs varen desapa-
réixer practicament de |'Europa occidental.

El capitol de la subtraccid6 acostuma a anar precedit d’una explicacid sobre la
manera de distingir quina és la més gran de dues quantitats. Com dju Sanctcliment, “'Sos-
traure es leuar un nombre de un altre: que sia maior”. (f. 10v). A continuacio, sota el
titol "“Per coneixer de qui se fa la sustraccid”, dedica dues cares de foli a explicar com
reconeixer el nombre més gran.

La dificultat considerable que |'algorisme de la multiplicacio comportava, relacio-
nat amb |'esforg necessari per a memoritzar les taules de la multiplicacié per una xifra,
quedava reflectida tant en el gran nombre de pagines que totes aguestes obres dedicaven a
donar nombrosos exemples de multiplicacions, com en els diferents algorismes que desen-
volupaven, com també en les nombroses regles mnemotécniques, clarament dirigides a
estalviar haver d’'aprendre de memoria totes les taules completes. Quant al tractament
dels algorismes i de les regles citades, la continuitat amb la tradicié arab és absoluta
(cf. pp. 16-19). Aquestes regles no eren demostrades, com tampoc no ho eren, d'altra
banda, els algorismes de les quatre operacions.

La forma de divisid a I'Occident és essencialment la mateixa que la dels arabs (cf.
p. 19). La diferéncia més important rau en el fet que els algorismes més utilitzats a
Europa a partir dels s. XV eliminen les restes parcials, que es fan de memaria, amb la qual
cosa el nombre de xifres a manejar disminueix, en comparacio amb els algorismes arabs.

Els resultats no exactes de la divisio i de la radicacic eren expressats amb frac-
cions; per exemple, Ortega calcula |'arrel quadrada de 55.702 i déna com a resultat
236 + 6/273 (f. 22v; totes les cites de |'obra d'Ortega fan referéncia a |'edicié de 1534).

Els quatre ,capitols dedicats a cadascuna de les operacions amb enters acaben
insistint sobre la manera d'operar correctament amb quantitats mixtes. Diu Sanctcli-
ment, per exemple, després d'explicar |‘algorisme de la suma: “arans resta a posar algunes
aiustacions [sumes] de carregues e de quintars de liures de onzes e de quarts” (f. 8v). En
cap d'aquests capitols, ni tampoc en parlar de les operacions amb trencats, no es fa
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Fig. 8. L'Index del Tratado Subtilissimo... d'Ortega. Ocupava |'Gltima pégina de I'edicié de 1552,
(Exemplar de la Biblioteca de Catalunya).

mencio de propietats de les operacions, tipus conmutativitat, distributivitat,..., malgrat
que al calcul i als problemes s’utilitzen ampliament,

Els nombres trencats, una de les grans novetats conceptuals d'aquestes aritméti-
ques, son introduits sense cap mena de definicio, si entenem aquest mot en el sentit
habitual dins I'argot matematic. Tota la definicid que dona Sanctcliment dels nombres
trencats és:

"'E sapies: que en tot nom trencat ha 2 nombres. lo un sescriu debaix/ laltre dalt ab una bar-
ra en/mig. E aquell de dalt se nomena nonbrador. ¢oes que conpte les parts trencades. E
aquell de baix se appella denominador: aue denomina e demostra les parts trencades quines
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Fig. 9. Taules de multiplicar de les aritmétiques de Sanctcliment (dreta) i Ortega (edicio de 1515).

son ¢oes si son mitats ho tergcos ho guarts ho quints e axi dels altres parts segons lo denomi-
nador: qui les denomina.”” (f. 54r jv).

A falta de definicions, |'accent esta posat en el significat dels nombres i de les
operacions. Tots aquests autors s’entretenen a explicar com pot ser expressat, amb uni-
tats més petites, per exemple, el valor dun ter¢ duna lliura, o de 1/5 de 1/4 d'un quin-
tar,...

L‘orientacid i el contingut de les aritmeétiques comercials sén quasi idéntics als
dels seus antecedents més directes, les algebres arabs i el Liber abbaci de Fibonacci. La
diferéncia més essencial rau en |'abséncia de metodes propiament algebraics en el plan-
tejament i resolucio de problemes.
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El tractament dels problemes a les aritmétiques mercantils

Ja hem dit que aquestes obres contenien una gran quantitat de problemes, la
majoria d’ells directament relacionats amb necessitats reals del mercader d’aquella época:
problemes sobre el calcul del valor real d'una mercaderia permutada (els problemes de
barates), el calcul dels impostos dels peatges (que es pagava en mercaderies), els problemes
d'aliatges, la transformacio d'unitats de mesura,... Cadascun d'aquests tipus era tractat
separadament, donant-ne una recepta. La mateixa cosa es feia amb altres tipus de proble-
mes que ho admetien, com els de velocitats. Vegem, per exemple, com ensenyava a
resoldre aquests problemes I'Aritmética de Treviso (Fig. 10):

I #lriegula vele vocofe chefecasanoe po
fe cd30ngeno ¢ quefta. cbe fe vic moltipli
care fi'vo numerd per el numerove li paffa audsati
tpartive per la oifferentia cbe ne la gradesa weglhy
Wrumeri. Lgempio,
Uno liznero ¢ audts on canesel qualzil cazyarpafia
sAmepurdd § o.et intanto cbel lieuero fa paffa
vzl cane ne fapaflad o.Domando:quants pafla
ksuzra fatto elcane:quando sengera al licueros
Lazifferentia tra. 6.¢.1 0.vien a effere. 4.<be par
oz, D2 afegondola regula a quefto medo.
i§o : -
i o| Epaffa.z’z $.bauerafattoil
1§ 0o cane:3sto cbelfara alhizuero
paffa. 3 7 §

¢ tula vusl pruouare:fa rayone quin pafia bas
saa fatto el lieusro cofis

I §oj
61"
9 00| £pafla,r 2 §.bauera fatto el
M3,z 2 ¢ Weuero:quidoileane fara s5to.

Jontia quefti.z 2 S.pafla:lii § o.Liqualiellieuc
ro baueua ve auantazo:fara.37 §. Loco come tra
¢l €020 vel licuero ¢ lo auantaso cbe lbauaua: ba
‘atto tanti pafTa:quanti el cane. € cofi ¢ compita,
Unde nota e fare per quifta vig lefimile raxone

Fig. 10.
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“La regla de les dues coses que es persegueixen i després s'ajunten es aguesta:
que cal mul_t'ipl‘icar els dos nombres [vh Vo de passos recorreguts en un mateix remps] pel
nombre de les passes avancades [d, /a distancia inicial] | partir [els dos nombres dv,, dv,
aix/ obtinguts] per la diferencia que hi hagi entre la grandor d'aquells dos nombres [vq —

dv dv
v, €s a dir, que els espais recorreguts en el moment d‘ajuntar-se son Sl 2 ]

Exemple:

Una llebre és al davant d'un ca, el qual |'encalca; és 150 passes al davant d’ell i mentre la
llebre fa 6 passes, el ca ne fa 10. Demano: quantes passes haura fet el ca quan atrapara
la llebre? La diferencia entre 6 i 10 és 4, que és el partidor. Segons la regla 150 x 10 =
1500 [i 1500/4 = 375]. | 375 passes haura fet el ca quan haura atrapat la llebre. (...)"
(Boncompagni, p. 575).

Evidentment, I'obra inclou una regla diferent, explicada amb el mateix estil, per
a poder resoldre els altres problemes de velocitats, els problemes en que els mobils avan-
cen un cap a l'altre (Cf. Boncompagni, p. 570).

Dificilment sera ultravalorat el paper jugat per la resolucio de tota aguesta mena
de problemes com a element generador del llenguatge i de les técniques basiques algebrai-
ques de resolucio d'equacions. Aclarirem aixo amb un exemple extret de Sanctcliment
{Fig. 11).

f. 93v “*si 57 ducats 3 sous 5 diners valen 38 alfonsins 7 sous 9 diners: que val
94r ra 1 alfonsi?

Deus primerament fer dels 47 ducats 3 sous 5 diners de tot diners. e ago per tant com la me-
nor quantitat en la rao son diners. E quan los dits ducats hauras tornats a diners: aiustaras
los 3 sous 5 diners als diners: que son exits dels du/cats. E quan la aiustacio sera feta levaras
de la dita suma dels diners los 7 sous 9 diners dels dlfonsins. e los diners quant seran resstats:
partir los has per 39 alfonsins. e tant quant te exira de la partio: se/ra la valor del alfonsi.

S4v La pratica affigurada
0
ducats 1371] sous 1
24| sous diners 32
040
04773
1368 sous 16457 diners 16364 diners
3 419 diners
~ 3999
33
16457 | diners 4
Sostraccio- 93| diners 2 ——2
resta 16364 3

E aixi en la pratica damunt affigurada: que valra quada
alfonsi 419 diners e de les 39 parts de 1 diner les 23 parts.

62



£ axlagparenia pranea vamunt affisu
T 1.0
nered xlee soparthc.i. omer (cs, 25
pante:que feea gertot. 34 fous..i1. o

£ .. eAqL Tentanonens X pugel, ccd
feta. £ hbolmeprovaria rac hes bona
mulnplsalanaiorxlalfonfiperlos. 1o
alf e fifume rant o loa pie: glonents

L apaona gencral cnlos cambis .

for

maue lomﬂulg:.m partidoza: nnl:”fh
146 8 7.loue & Jumcre.quc bas
Iu%&tbfwuq-mrm
e Rozdne.c fi fumen botoanen enagil
paimer gran &is, S . oans infte:fict fen
yalsque £s bona.c fino toenape et fon x
gmﬁa{d& #€ 3¢0 pote eyre

Z2fons  d2E1iS2
cE7H CF
FHlhacio B-Zrhk79%0
Suma. KRG ; o':j =
.. Hiraraoxcambie ,
3,4 7 ,oucas. 3. fone. 5 .0MeTs b €
30,afonfine. 7. lous, . Dinee;  Lal

tx totw los Dilcate: s bowa, fina: fice fen
yal:que femafal{a. € agofaras axikom
bemaftrat enla pracica &ila paimera o
weambie . _
Hitramo & cambis .

Si.g.flozine e, valen. 2. feutae.} 1 §
baunlr&;‘r:’ S
Earglatelapfentrao co aguefta:que
me:ls‘ndirbn,g,ﬂoﬂa C.f.fotamiga
Heem ccnem reduirlos, 2. lcuts €, f.tot
a tergom Eapecs fegniremla reglasque
vin:maltiplica mnudpcgnm:pa
lo que xfiges aber £ pergo faré o rorf
los migs fons bo dincre; e partirem per
lon,7.rergos. e tanr quant ne bendza;
rane aldza quada cergix fout. Eagofa
fas:fegons neuras e cupracica,

B0 84 "0
Y U x4z
foma 5% & C ofs _gﬁm £y
7 g 7

ralatfonfs

K a paefee race la paifada fonfemblire
que totes per bnomx eregla fefan: que
1oy banéguna cifferenca fino perls mo
neda: quela ‘paarao fon oucats ¢ alfon;
fina/e lalera rao fon fosine ¢ imbive.§
leo foltraccions quelcepnes desalins
fan fon femblante J€ agopots Vetre &
S Cn pzarica .

¥ apratica tela rao vanminrdica,

T cug primerament fer ixle. G <. oucatl
5. fone.5 ,oncra I tot Diners ¢ agoper
gmt com la menor quantitat cnlarao (6
oincre. £ quantios Dire oncate baural
tosars avinere:anltaras los. 3.7 €.
pincie ale Dimer:que foncrits oile oy
cate, £ guant la arsftacio fera feta. lena
rag xla ouwa fuma ctle owers los. 7.k,
+9.0utiere txie alfonfine. £ los Diners §
feram reftate:partw logbae per, 30 .0l
fina.e tantquant teeymra & (a parto: ies
rala mlotg:t:ifonﬁ.

1

Fig. 11. El problema del valor de lalfonsi en ducats (folis 93v. a 95r.). A la Iinia 23 del foli 93v.

(p. esquerra superior) comenga I'enunciat: ““Altra rac de cambis, Si .57, ducats .3. sous...”. La reso-

lucio del problema descrita retoricament apareix a partir de la linia 10 del f. 94r. (p. dreta superior);
“La pratica de Is rao damuntdita. Deus primerament fer dels .57. ducats...”. El primer text després
de Jes operacions del f, 94v. (p. esquerra inferior) conté Ja solucié: “E axi appar en la pratica damunt
affgurada: ..."" Es interessant observar I'algorisme primitiu utilitzat per a la divisié, En la transcripcié
d‘aquestes operacions, inclosa en el text, hem indicat on apareixen la rests, el quocient, ete, (Exemplar
de la Biblioteca de Catalunya, Barcelona).
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Les operacions intel.lectuals anteriorment descrites no son siné el pas previ a |'alge-
bra simbolica que regira la resolucié d’equacions. A més, son presents en la resolucio
del problema les dues regles que ja els arabs havien identificat com allo essencial als
raonaments algebraics. Aixd encara sera més patent si representem taquigraficament les
operacions anteriors:

57 duc + 3sous + 5diners = 39 alf + 7 sous + 9 din
16457 din = 39 alf + 93 din
16364 din = 39 alf

16364 . e
1 alf = =5 din = 419 din + -Z5- din

A meés dels tipus de problemes ja esmentats, es dedicaven capitols especifics a les
multiples aplicacions de la regla de tres (i, en general, de la proporcionalitat). Aquestes
obres acostumaven a acabar explicant els métodes d'una i dues falses posicions, amb els
quals es podien resoldre problemes (expressables en forma d’equacions) de primer grau.
Aquests métodes els aplicaven a resoldre problemes 'd’edats™ (“Un fill té |la meitat d'anys
que son pare...”'), de compra i revenda (“Un mercader compra drap a 5 diners la cana, i el
revén...”’) i altres per |'estil. La importancia que tenia la resolucié de problemes en aquest
context es posa de manifest en el fet de que el tros especificament dedicat a llur resolucio
mai no baixa del 60-70% de I'extensio del llibre. Es aquesta una de les coses que millor
pot caracteritzar aquestes obres, totes elles impregnades d’esperit utilitari i didactic.

Potser cal dir que els métodes d'una i dues falses posicions ja es troben dins de
la tradicié arab, i que probablement llur origen cal buscar-lo en la matematica hindl
del segle 5 0 6. En qualsevol cas, foren les aritmétiques mercantils del segle XV les que
els aplicaren exhaustivament, conduint-los fins a les mateixes portes de |'algebra. Dit en
el nostre llenguatge, el metode d'una falsa posicié consisteix en el segiient: Per resol-
dre |'equacid ax = b, es prova amb un nombre x, (la falsa posicio) generalment escollit

; P i X1
de manera que els calculs no esdevinguin llargs. Si dona ax; = by, llavors x = b .b.
1

El metode de dues falses posicions consisteix en el seglient: per resoldre |'equacio ax
+ b = 0, es prova amb dos nombres x; i x, (les dues falses posicions), escollits com

) . X2 ¥4 — X
abans. Si axq + b=y iax; + b=y2,llavorva—1———i= i %.Pera
FE=ye a

acabar amb aguest apartat, podem veure com utilitza Juan de Ortega la falsa posicio per
resoldre un problema de geometria (Fig. 12):

f.229v  "Un hombre tiene vna tierra quadrada: la qual tiene por cada un quadrangulo 10 varas: es:
te hombre quiere trocar esta tierra quadrada a otra redonda: demando que quantas varas ter-
na por circuito la tal tierra redonda: faras assi: multiplica por si las 10 varas que tiene la tie-
rra quadrada por cada quadarangulo y montaran 100 y tantas varas diras que tiene la tierra
quadrada: pues busca un numero que quitandole sus tres catorzenes queden 100:""

Ortega sempre utilitza el valor aproximat de m, 3 + 1/7. Agafant com a incognita el

diametre del cercle, es veuria conduit a I'equacio 100 = 2—?2- df: = % d?, quecurio-

sament planteja aixi 100 = 42 — % d?,
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Fig. 12

f. 230r

ey wies > . LI S & .
€L @n bombre tiene vna tierraquad:ava:la qual tiene por cas
0a vi quadangulovo.varas:elte hobre quicre trocarefta tier

. raquav:ada a otra tierra redonda:demando quequantas vd

ras terna po? drcuito 13 tal tierra redonva:faras affi: multiplis
capo? filas.io.varas que tiene la tierra quav2ada po2cava g
Daangulo 7 montaran.too,7 tatas varas diras que tiene latier
raquatada:pues bufca vn numero quequitandole fus tresca
tosenes queoen.rooiel qual ballaras encfta manera comopo?
vna falfa poficion quebufcaras vn numero que quitanoole fu
feptima parteila tal partefea.o.el qual numera ballaras §fon

TReglasde geometria, 230
vo.pues tomala fe‘ptima parteque fou,io.p dfpucatoma lami
tav veftogio.queion.§zpon losconlos mefmos.o.y ferd. i§
p eftos..fonlos-k porque tres catosenes fonvn fetabo v me
oio:pues quita eftos.15.0elos.70.p. quedara. § §.oefpues vi po?
reglaves./i§ §.fonretados de.7o.0equienreftard.coo. multis
plica y partecomotefe enfefiado porreglave.s.zfaliaras que
reftararoe. y-L-v efte €8 elnumero que quitandolevn fetabo
¥ meofoi0.5.catosenes quic todo es voreftard.ioo, [Pues qui
ta la raps quaneada g fon.o.r 0os fetabos a caufavel rotois 3
tasyarasternacloiamen o, [Pues multiplica eftos.u. ydos fe
tabospos.y vnfetabo:y vanaatamuliplicacion.ssvards y
31-Devara:trdtas varas rernala tal fiema redonda po: arcuis
ro:2aM dirgsque tabien terna la tal tierra redova. 100, varas,
S5ilo quieres vertomalaimitad velasae.varas p-3 devara g
tiene|a tierra po2 biametro g fon.f.varas y2-devara:s muln
plica cOellos.a7.-% g eslamitad velas.3f.varas ¥ 750 vara
quetieng po: circuitosz patlaras que montan, oo, varas,

CESVAE R LI 7. A T {lar e

L0

“‘el qual hallaras en esta manera como por vna falsa posicion que buscaras vn numero que
quitandole su septima parte: la tal parte sea 10 el qual numero hallaras que son 70. pues to-
ma la septima parte que son 10 y despues toma la mitad destos 10 que son 5 y pon los con
los mesmos 10 y seran 15 y estos 15 son los 3/14 porque 3 catorzenes son un setabo y me-
dio: pues quita estos 15 de los 70 y quedaran 55 despues di por regla de tres si 55 son resta-
dos de 70 de quien restaran 100 multiplica y parte como te he ensefiado por regla de 3 y fa-

llaras que restaran de 127 —% y este es el numero gue quitandole un setabo y medio: 0 3

catorzenes que todo es uno restaran 100. Pues quita la rayz quadrada que son 11 y dos seta-
bos a causa del roto: y tantas varas terna el diametro. ...’
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La metodologia de les aritmétiques mercantils

L'axiomatitzacio i el cardcter deductiu de |'exposicié dels coneixements és un
tret caracteristic de |'aritmetica grega del tot absent dels llibres d’aritmeética i d'alge-
bra del primer Renaixement. Les obres d'aritmética classica que van passar a |'Occident
cristia, com les de geometria o qualsevol altre saber que pels grecs hagués tingut categoria
filosofica, contenien els resultats assolits durant el periode creatiu (uns quants segles) de
tot un cicle cultural acabat. Aquestes obres no pretenien sino organitzar sistematicament
un saber conegut. Contrastant amb aix0, les aritmetiques del segle XV i comengaments
del XVI| dediquen moltes més pagines als problemes i a les aplicacions que a alldo que
podriem anomenar teoria, tot i que, com ara veurem, cal devaluar molt aquest mot en el
context de les aritmetiques comercials.

Les definicions son utilitaries | descriptives, sense cap mena de preocupacio per
la generalitat o el rigor. Ja hem citat anteriorment la definicio que dona Sanctcliment dels
nombres trencats (pag. 57). Un exemple tret d'Ortega és la seglient definicio de les pro-
gressions:

f. 25r ‘‘Siguese que cosa sea progression natural,
La progression natural es aquella que comienga en vno: y va creciendo siempre vn punto en
cada letra solamente assi como las figuras siguientes 12 345 6 7 8 9 en las quales puedes
ver claramente que no suben mas de un punto.
Que cosa sea progression en parte natural/y en parte no natural.
La progression en parte natural: y en parte no natural es aquella que va subiendo solamente
vn punto: y puede comengar en qualquier numero que querras sin que comience en vn pun-
to como si comengasses en las siguientes figuras: 88 10111213y 6.

La definicid descriptiva gairebé sempre va acompanyada d'una explicacio sobre el
significat del terme o del concepte introduit, o sobre |I'Gs que normalment se’n fa.

Dels diferents algorismes, regles i métodes de resolucid de problemes, mai no se'n
dona la justificacio teorica. D‘altra part, és dificil d'imaginar com podia ser posada
a |'abast del matematic no professional la justificacid teorica de Ialgorisme de la di-
visio, o de la regla de les falses posicions, sense disposar de simbolismes algebraics ni
conceptes adequats; seria una empresa tan impossible com ho seria avui pretendre en-
senyar tota la tecnologia que hi ha dins d'una calculadora de butxaca a qualsevol que hagi
d'utilitzar-les. La manera d'introduir els métodes de calcul i de resolucido és absolu-
tament practica: per mitja d’exemples concrets.

Un altre tret que destacarem és |‘abséncia de simplificacions per generalitzacio.

. [ s . m ;

A I'hora d’introduir les operacions amb trencats, per exemple, un cas com-;- + p mai no
A : ; m > :

és considerat un cas particular de ;—+ -% , i tots dos s’expliquen, sempre a base d’exem-

ples concrets, per separat. Quan Juan de Ortega ensenya a sumar progressions també
tracta per separat els diferents tipus en que les ha dividides, i explica com sumar-les a
través d'uns quapts exemples i sense donar, ni tan sols retoricament, una formula o el
seu equivalent. Aquestes obres exploten sistematicament el principi d'anar dels casos par-
ticulars al cas general.

Aquest: estil, que contrasta tant amb el nostre i amb els dels grecs, té al darrera
els seglients” factors. Aquests llibres s'adrecaven a un puablic sense cultura classica, no
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acostumat ni a la retorica ni a les subtileses logiques. Era un public que podia més aviat
menysprear que no pas apreciar qualsevol cosa que pogués recordar |'escolastica, la gran
demodée de |'epoca. D'altra banda, la teoria de tot allo que s'explicava estava per fer
(i ho havia d'estar durant molt de temps). Per qui estava interessat fonamentalment per la
capacitat instrumental de |'aritmeética, que eren la majoria dels qui I'estudiaven en aquella
epoca, hagués estat un contrasentit oferir-li, d'existir, definicions logiques que res no li
aportaven, com ho hagués estat |la introduccio de simplificacions com les que hem citat
abans, que no sols no simplificaven els calculs, sind0 que moltes vegades els feien mes
llargs.

Aquests llibres no pretenien organitzar uns coneixements valuosos en si mateixos,
sind que pretenien ensenyar als comerciants a utilitzar unes eines. Potser la diferéncia
d’objectius és alld que més aclareix la contraposicié metodologica entre |'aritmeética grega
i la del segle XV, i allo que millor fa entendre els trets d'ambdues. Des d’aquesta perspec-
tiva, és evident que els dos tipus d'obres que hem analitzat van reeixir. El saber aritmeétic
grec es va conservar i va poder ser utilitzat en el seu moment. El nou saber aritmeétic
es va difondre i va generar |'algebra, |'eina que |i permetria finalment tornar als origens.
Contra el que molts deixen entendre, només la historia dira si aquesta tornada és definiti-
va.
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CAPITOL 4:

LES PRIMERES ALGEBRES RENAIXENTISTES

El Context i les Motivacions

Le Triparty en la science des nombres (1484), de N. Chuquet, i la Summa di aritme-
tica, geometria, proporzioni e proporzionalita (1494), de Luca Pacioli, son considerats els
primers treballs moderns propiament algebraics escrits a Europa. Es opinié indiscutida
que son ells els qui inicien el desenvolupament de la linia i de |'esperit de treball que,
passant per Vieta i per Descartes, determina completament |'aspecte de les matematiques
posteriors. Aquestes dues obres no aparéixen aillades; als 40 primers anys del segle
XVI van ser editats uns quants llibres més de caracteristiques semblants als esmentats.
Comengarem per intentar-nos explicar les necessitats que satisfeien aquestes obres i qui
eren els seus autors.

L'Europa occidental de finals del segle XV i comengaments del XVI era una regio
en plena expansid economica. Per raons que no es coneixen prou bé, es va produir un
augment demografic notable, el volum del trafic comercial es dispara i la quantitat de
Drpductes manufacturats es va multiplicar. Peripécies i aventures com la circunnavegacio
d’Africa, o la travessia de |"Atlantic, no eren sino el reflex d'una demanda comercial
qualitativament nova que havia convertit en obsoletes les caravanes terrestres per a
intercanviar mercaderies amb Orient.

D'altra banda, durant |'Edat Mitjana s’havien produit una série de troballes tecni-
ques revolucionaries (el moli i les seves diferents aplicacions, la manivela, la biela,...);
cap al 1500 el procés de mecanitzacio estava endegat del tot. No es van produir més inno-
vacions técniques importants, pero si la difusio amplissima de les que ja existien. Sar-
ton ha subratllat |'explosio de noves necessitats matematiques que es produeix en aques-
ta época (cf. per exemple, Sarton (1965), p. 38). L'astronomia i la cartografia, asso-
ciades als descobriments geografics, la mineria i la metal.lirgia per a produir canons,
I'arquitectura del nou tipus de fortificacio adaptada a |artilleria, son les més noves
d'una série d'activitats que configuren un context on la mesura pren una importancia
creixent. Es el context que genera la coma i les xifres decimals, que es difondran —rapida-
ment— als anys 80 del segle XVI, reemplagant als altres metodes fins llavors utilitzats per
a expressar aproximacions: les fraccions ordinaries en les aritmétiques comercials, i les
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fraccions sexagesimals en |'astronomia i les taules trigpnomeétriques. Son aguests, evident-
ment, factors lligats de forma indissoluble a |'ampliacio del concepte de nombre, plena-
ment assumida per les aritmétiques comercials de |'epoca. Struik ha explicat clarament
totes les repercussions economiques que podia tenir el nou saber:

"LLa posibilidad de obtener grandes beneficios en el nuevo sistema capitalista condujo a los
comerciantes, asf como a algunos de los principes, a cultivar la navegacién y la astronomia.
En las ciudades florecieron la aritmética, el dlgebra y el nuevo arte de la teneduria de libros.
La posibilidad de emplear mdquinas con fines productivos estimuld la inventiva, El uso cre-
ciente de estas mdquinas condujo al estudio de la mecdnica, y dsta, a su vez, a la investiga-
cién de nuevos métodos en la matemdtica.’’ (La matemdtica, sus origenes..., pp. 20-21).

Es sabut que la reforma humanista del segle XV —lligada a una nova visi6 de |'home—
es va desenvolupar enfrontant-se en profunditat a una visio filosofica de la funcio de la
logica i del saber: “se trata [amb la reforma humanista] de refutar el reduccionismo
de todas las artes y ciencias, y de toda la filosofia a dialéctica”. (Garin p. 59). Aquest nou
clima cultural actua sobre la reflexio cientifica demolint el marc de referéncia aristotélic,
tant des del punt de vista conceptual com metodologic. La revolucidé copernicana i els
inicis de la Revolucio Cientifica —treballs de Galileu inclosos— sén incomprensibles fora
d'aquest moviment de rebuig, fora d'aquest clima intel.lectual anti-aristotélic, i predisposat
a moure’s per camins heterodoxos. La cultura del Renaixement mira cap enrera, perd no
indiscriminadament, recupera Platd contra Aristotil, de la mateixa manera i amb els
mateixos matisos que Arquimedes i Diofant contra Euclides.

Que I'Humanisme liquidés la pretensio d'identificar la Veritat amb aquella parce-
I.la de la cultura classica que |'escolastica remenava amb tant de gust, que represen-
tés el final de |'obsessio per les argumentacions i llurs subtileses, que capgirés els valors i
els interessos culturals, i que posés a |'abast del nou public caracteristic del Renaixement
textos nous i capitals del saber classic, malgrat que expliquen en gran part /a manera com
es va produir la génesi de |'algebra i /a forma que va adoptar, no son sind algunes de les
linies de forca que enquadren aquesta génesi. Ni tan sols la revaloritzacié de la idea
platonica que |'Univers esta estructurat matematicament —una component clau del nou
clima cientific— es pot considerar |'antecedent directe del desplagament de les matemati-
ques, | molt particularment de |‘aritmética, de les funcions merament auxiliars i propedéu-
tiques, que li havien estat assignades fins aleshores. Sempre que en aquesta época s'intenta
matematitzar un problema fisic o mecanic, es va a parar a la geometria dels Efements
d’Euclides (tant pel que fa al tractament, com pel que fa als continguts utilitzats). Es dins
d'aquest marc que se situa el Leonardo da Vinci enginyer que troba, per exemple, el
centre de gravetat de la piramide —una de les seves contribucions originals a les matemati-
ques. Quan Tartaglia escrigui la Mova scientia amb la pretensié de matematitzar la bal (sti-
ca, comencara “por dar una serie de definiciones, a |as que siguen suposiciones (axiomas)
y juicios comunes de los que finalmente deduce las proposiciones de la ciencia nueva’.
(Koyre, p. 104; els subratllats son de |'autor).

La Summa di aritmetica,... sera probablement una de les poques obres d'algebra que
ocupi un lloc destacat alhora dins de la historia de les matematiques i dins de la histo-
ria de I'economia. Segons els historiadors economics, les millores en el nivell de conei-
xements generals aritmetics, i en particular de la comptabilitat comercial jugaren un pa-
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Fig. 13. Primera pagina de la Nova scientia de \. Tartaglia, Venezia, 1537. Exemplar de la Biblioteca
Universitaria, Barcelona.

per important a finals del segle XV i comengaments del XVI; utilitzant les paraules d'un
d'ells:

‘Se ha puesto particular acento en sefialar la importancia del sistema de contabilidad por
partida doble como factor del funcionamiento interno de los negocios; se habia desarrollado
en Italia en tiempos medievales y pasd al otro lado de los Alpes antes de 1500, en 1494 para
ser exactos, cuando Luca Pacioli lo describid, prdcticamente por primera vez, en su obra ted-
rica Summa di arithmetica.'’ (Cipolla, p. 183).

Els primers tractats d'algebra no son, basicament, sind aritmétiques avencades del
tipus comercial. Es diferencien de les obres que hem analitzat al capitol anterior per
I'extensio i I'aprofundiment amb qué és tractat el calcul amb radicals; i per incloure una
part especificament dedicada al maneig de incognites i al plantejament i resolucio d'equa-
cions. Tota la resta: capitols dedicats a la numeracio, als trencats, als problemes,..., inclosa
la metodologia, és idéntica. Comparades amb les arabs, aquestes primeres algebres euro-
pees es diferencién d'elles pel fet de contenir formalismes algebraics en estat embrionari.
La descripcié de les obres estudiades als capitols seglients donara una idea concreta del
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contingut de les primeres algebres, aixi com de la manera primitiva de tractar i representar
els conceptes algebraics.

L'algebra neix com un complement de les aritmétiques comercials, de les aritméti-
ques calculistiques; apareix com un instrument, complex i poderos, necessari per a la
resolucié de problemes. El desenvolupament dels meétodes algebraics és impensable sense
el brou de cultiv format per una infinitat de problemes diversos, exigint cadascun d’ells
una recepta particular, que cal tractar numéricament, i per als quals el model geométric
no és gens adequat. Pel que ja hem explicat de |es aritméetiques mercantils, es pot entendre
la simplificacid notable gue aportaven els meétodes algebraics, aixi com el camp que
obrien a la resolucié de nous tipus de problemes. Amb els anys, es va fer palés tot alld
que tenien de fructiferes aquestes eines, i un interés cada cop més gran li fou concedit a
I'estudi de |'art de /a cosa en si mateix (la cosa, recordem-ho, era el mot italid que desig-
nava la incognita). A partir del 1545, data de la primera edicid de |'"Ars Magna, de Car-
dano, es pot considerar que |'dlgebra, entesa com a la teoria de la resolucié d’equacions,
constitueix una branca autonoma de les matematiques. E| procés va ser analeg al que
s'ha produit al segle present a partir del primers ordinadors. Una eina de calcul com-
plexa i prenyada de possibilitats ha generat la Informatica: I'estudi del processament
electronic de dades, en si mateix, ha esdevingut una ciéncia.

Aquestes primeres algebres, com totes |es aritmétiques comercials, son editades en
llengua vernacla, i no pas en llati, malgrat que aquest era, i encara ho fou durant 150
anys, la llengua indiscutida de |'alta cultura. Les ciutats on tals obres apareixen son les
capitals comercials, | no pas les capitals politiques, ni les seus de prestigioses universitats:
a Lyon, perd no a Paris, a Florenzia i Venezia pero no a Roma, a Nuremberg i a Leipzig, a
Londres pero no a Oxford. Eren obres adregades a un ptiblic molt diferent del que podien
tenir Nemorarius, Oresme o els calculistes del Merton College. Un pablic que majoritaria-
ment no sabia llati, les pautes culturals del qual no eren les classiques, | amb una escala de
valors i unes preocupacions que tenien poc a veure amb |'Edat Mitjana o |'época classica.

Els autors d'aquestes obres, si no tots la majoria, apareixen nitidament diferen-
ciats de |'élite intel.lectual hereua de la cultura medieval, i d'una forma o altra vincu-
lats a les forces socials protagonistes de la transformacio economica i cultural. No cal
pensar en el cas limit de G. Cardano (1501-1576), ml'sticc?eterodox, astroleg (la magia és
una de les modes més importants del Renaixement), jugador, vanitos, genial, que va dedi-
car |'Ars Magna a A. Osiander (un dels caparronets del luteranisme), i que tothom reco-
neix com una figura paradigmatica del taranna renaixentista. Luca Pacioli (1445-1514,
també anomenat Luca del Burgo Sancti Sepulchri), va treballar de tutor dels fills d'un
important mercader venecia; el seu amic Leonardo da Vinci li féu els gravats per al llibre
de geometria De divina proportione. J. Widman (n. 1460), I'autor del primer llibre on
apareixen impresos els signes “ + i “—", segons tots els indicis no va fer més que incor-
porar a I"aritmeética una simbologia utilitzada a la practica mercantil (veure més endavant,
p. 66); la seva obra es titula Calcul rapid i elegant per a tots els futurs comerciants
(Behéde vnd Rechnug auff allen Kauffmanschafft). Tartaglia (15007-1557), el primer a
publicar un tractat sobre balistica, és el geni autodidacta, fill d'una famflia que no li pot
pagar estudis i a qui, en la disputa amb Cardano i Ferrari, aquests intenten humiliar
adregant-se-li en llati, perqué saben que no el coneix prou per a contestar en la mateixa
llengua. M. Stifel (1487-1567), I'autor del Ilibre d’dlgebra mésimportant escrita Alemanya
durant el segle XVI (del qual féu una versi6 didactica en alemany), era un antic monjo
catolic convertit en predicador militant del luteranisme. Un altre propagandista actiu del
protestantisme fou R. Recorde (1510-1558), V'introductor de I'aritmética mercantil a
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Fig. 14. Primera pagina de |’Ars Magna de Cardano (edici6 de Jes Obres completes, Lyon, 1663).
L'obra comenca amb una dedicatoria a A. Osiander. (Exemplar de la Biblioteca Universitéria, Barce-
lona).

Anglaterra i el primer a proposar i utilitzar el srmbol “*="';va treballar acollit al mecenatge
d'una Companyia comercial, a la qual dedica moltes de les seves obres.

Hem assenyalat precedentment que |‘aritmética comercial no va ser als seus origens
la vulgaritzacié d'un saber aritmétic de més algada, elaborat a la Universitat, siné un
auténtic saber alternatiu, resposta a unes noves necessitats i elaborat, obviament, per
gent identificada amb les noves preocupacions. Contemporaniament a la Summa... de L.
Pacioli, el 1495, s'editaven a Paris |'Arithmetica de Nemorarius i la de Bradwardine.
L'edicié de les obres estava feta per un espanyol, Pedro Ciruelo, (ca. 1470-1560) que en
la apassionada polémica sobre la ciéncia espanyola fou citat moltes vegades, pels apolo-
gistes de la dita ciéncia, com a exemple de la fecunditat matematica de la raga. Deia Me-
néndez Pelayo:

“'mucho mds conocido e importante es el libro de Pedro Ciruelo, egregio matemdtico v filg-
- sofo, autor del primer curso de ciencias exactas que poseyé Espafia, y lumbrera de las Uni-
versidades de Parfs y Alcald: hombre de espiritu claro y limpio de preocupaciones, a la vez
que de natural cdndido y de piedad sincera y acrisolada. Su obra se titula Reprobacidn de las
supersticiones y hechicerias,..."" (Historia de los Heterodoxos espafioles, |V, p. 356).
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L'obra que cita D. Marcelino és la particular contribucio de I'autor a la lluita con-
tra la magia i l'astrologia, un dels fenomens caracteristics de la mentalitat renaixen-
tista. Ciruelo, efectivament, fou un escolastic que ensenya a la Sorbona i a Alcala, que
edita les obres matematiques importants que havia produit |'escoldstica, i que va escriu-
re, entre altres coses, un quadrivium: Cursus quattuor mathematicarum artium liberalium,
Alcala, 1516 (Cf. Rey Pastor, p. 155). erd tot aix0, aleshores, volia dir estar marginat
del procés historic en marxa.

L'algebra fou el fruit més refinat d’una nova concepcio caracteristica del segle XVI,
la de que les matematiques sén imprescindibles per a manejar aspectes fonamentals de la
vida social. Es la concepcié que hom pot recongixer en el fet que esdevingués comuna i fa-
miliar la idea de combatre utilitzant la geometria (Hill, p. 82), o en |'enumeracid que
feia un famos tractat de les qualitats del perfecte comerciant: “Tenia que ser buen
caligrafo, aritmético y contable, debia conocer bien las medidas, pesos y monedas de los
paises extranjeros, las aduanas, peajes, impuestos, tipos de cambio y fletes y debia saber
de construccidn y reparacion de barcos y de navegacion...” (Cipolla, p. 405). Pero, per
aix0 mateix, les matematiques no eren considerades un saber académic, sind6 més aviat
proxim a les habilitats mecaniques propies de mercaders, navegants, arquitectes, construc-
tors de vaixells i fabricants de canons. Entre els estudiants que s’adrecaven a les Universi-
tats, les matematiques eren el patrimoni dels que semblaven massa obtusos per a reeixir en
estudis de filosofia i teologia. Tanmateix, les matematiques ocupaven el lloc d’honor dels
nous centres d’ensenyament: les escoles dels gremis, els tallers dels artistes-artesans (com
el que va ser I'escola de Leonardo da Vinci), i els cursos finangats per les cada cops més
poderoses companyies comercials.

En resum, als 70 anys que van de 1480 a 1550, I'dlgebra es constitueix en una
nova branca de les matematiques, i la seva constitucié, per les motivacions que té al dar-
rera, pels qui la protagonitzen i per la manera com es realitza, és clarament la primera
manifestacio d’aquells poderos corrent d'idees que cristal.litza en la Revolucié Cientifica.

Autors i Obres Més Importants

Ja hem dit a |'apartat precedent que, pel que fa al pensament matematic, la historia
moderna europea s'inaugura amb Le Triparty..., manuscrit de Nicolas Chuquet aparegut a
Lyon |'any 1484, Que |'obra no s'imprimis no pot ser valorat amb criteris actuals, ja que
en aquells primers anys de la impremta encara existien tallers de copistes i eren nom-
brosos els llibres que només circulaven manuscrits, Tanmateix, les importants innovacions
notacionals que Le Triparty contenia foren practicament ignorades, i seria dificil, avui,
establir la seva importancia exacta per al desenvolupament general de |’dlgebra. Aixo no
obstant, |‘obra en si mateixa és sens dubte el treball de matematiques més important es-
crit a Europa des del Liber abacci de Fibonacci fins I"Ars Magna de Cardano. El capitol
seglient conté |'analisi d"aquesta obra.

L‘escola italiana

La Summa di aritmética, proporzioni e proporzionalita (1494, 2% edici6 el 1523)
de Luca Paccioli va ser el tractat d'algebra més popular i conegut a Europa durant gaire-
bé tota la primera meitat del segle XVI, aixi com 'obra que més va contribuir a difon-
dre els nous temes que preocupaven als matematics. Per aixd mateix, va ser |'obra que va
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determinar en gran part les notacions emprades a Italia, i als paisos que culturalment en
depenien, fins practicament al 1600. L'obra esta dividida en quatre parts: aritmetica,
algebra, geometria i comptabilitat, sent aquesta Gltima la que conté la descripcic del
sistema de comptabilitat per partida doble esmentada a |'apartat anterior. La Sum-
ma era una mena de recull enciclopédic dels coneixements d’aritmética i algebra contin-
guts al Liber Abacci, a les aritmétiques mercantils i a les fonts orientals usades pels mer-
caders italians. La seva gran influéncia no és independent del fet de ser la primera obra
impresa, completa i sistematica, que apareixia des que Fibonacci va escriure la seva.
Des del punt de vista de |'originalitat, el tractat de Luca Paccioli ofereix molt poca
cosa. La part d'algebra inclou els métodes de resolucio de les equacions de primer grau i
de segon grau, i si bé els acompanya de demostracions geomeétriques —una novetat respec-
te al tractament de N. Chuquet— les principals algebres arabs ja contenien aquestes
demostracions. El Ilibre d'algebra de Paccioli acaba amb |'afirmacio que la resolucio de les
equacions clubiques “és tan impossible en el present estat de la ciéncia com la quadratura
del cercle’’ (Cajori, 1980, p. 133).

La contribucié més important de la Summa cal buscar-la en les notacions. Malgrat
que no son tan evolucionades com les de Chuquet, a |'obra de Paccioli es déna un pas
endavant important, des de la simple i pesada retorica dels arabs i del mateix Fibo-
nacci, cap a una simbologia especifica de les relacions algebraiques. (Per una descripcié
extensa de |'obra de Paccioli, cf. Loria, vol. 1, pp. 469-486).

Un algebrista italia del qual parlarem en estudiar |‘evolucio del llenguatge algebraic
és Francesco Ghaligai. La seva Practica d’arithmetica és del 1521 i fou reimpresa el 1548 i
1552 (Cajori, 1928, p. 112).

Dos autors dels quals no han quedat sino referéncies indirectes son Scipione del
Ferro (ca. 1465-1526) i Ludovico Ferrari (1522-1565). Malgrat que van jugar un paper
important en el descobriment dels primers métodes coneguts per a resoldre per radicals les
equacions de tercer grau (Ferro) i de quart grau (Ferrari), no es conserva cap publicacio
d’ells. Tot el que sabem dels seus treballs és el que en diuen —i és ben poc— Tartaglia i
Cardano, els dos grans autors matematics italians de la primera meitat del segle XVI.

Tartaglia és |"autor dels Quesiti et inventioni diverse (Venezia 1546), una obra
nomeés parcialment dedicada a les matematiques, en la qual determinades giiestions d’alge-
bra i geometria, i en particular la resolucié de les equacions cubiques que no tenen terme
en x2, son tractades de forma molt poc sistematica. Aquesta és una de les principals
fonts de referéncia sobre el conflicte entre Tartaglia, d‘'una banda, i Cardano i el seu
deixeble Ferrari, de I'altra, sobre el métode de resolucid de les equacions ctibiques.
Tant els Quesiti com els aspectes matematics del famés enfrontament son analitzats al
capitol sisé, Tartaglia va morir deixant inacabat el General Trattato di numeri, et mi-
suri (Venezia, 1566-1560), que havia de ser un compendi dels coneixements algebraics de
I'época. Segons Hofmann, en aquesta obra es resolen alguns problemes de maxims i
minims, i en particular “'se busca el maximo de x (a2 — x2), el cual se determina en forma
de receta” (Vol. 1, p. 101). La intencio de |’autor era culminar I'obra amb la teoria de
les cabiques, perd, encara que Tartaglia hagués tingut temps d'acabar |’obra, ja no hauria
publicat cap resultat original, tota vegada que Cardano se |i havia avencat amb I’Ars
Magna des del 1545.

L’Ars Magna' es pot considerar el primer tractat sistematic de teoria d'equacions
de la historia de les matematiques. Tant per |'amplitud de concepci6, com per la perspec-
tiva que obre, es pot considerar que assenyala nitidament una frontera, la que separa
I'algebra practica vinculada a les necessitats mercantils, de |'especulacio algebraica supe-
rior. L'obra és analitzada al seté capitol.
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Cardano també és |'autor d'una obra més elemental, en I'estil i les notacions de
Luca Pacioli, la Practica arithmeticae generalis, publicada a Mild el 1539.

L’Escola alemanya

Els Ilibres d'algebra que apareixen a Alemanya durant la primera meitat del segle
XVI| son molt més nombrosos que els italians. Les diferéncies entre les produccions res-
pectives son notables. Els alemanys no arribaran a elaborar resultats nous comparables
a la resolucidé de les cubiques i de les equacions de quart grau, ni assoliran el grau de
desenvolupament teoric global que hom pot trobar a I’Ars Magna. La contribucio alemanya
no és per aixd menys valuosa, tota vegada que son ells els qui proporcionen |'impuls de-
cisiu per a la creacio dels simbolismes algebraics moderns. 3

F. Cajori ha estudiat acuradament |‘origen dels simbols " + " i =", i aqui resumi-
rem les seves conclusions (Cf. Cajori (1928), pp. 230-235). Com ja hem dit, el primer a
utilitzar aquests signes en un |libre imprés fou J. Widman. Hi ha constancia que aquest
autor va estudiar uns manuscrits sobre algebra, avui conservats a la Biblioteca de Dresde,
on els signes esmentats ja eren utilitzats. Des del punt de vista paleografic, sembla impossi-
ble assegurar quin és |’origen de la forma “—"; pel que fa a “* + ", sembla incontestable
que deriva d'alguna de les formes ornamentals de et als manuscrits llatins (es coneixen
meés de 100 abreviatures diferents d'aquesta conjuncid). Els manuscrits estudiats per
Widman fan servir el signe "’ + " com a signe d’'operacio, pero també de vegades en
substitucio de et a llocs on aguest mot no significa addicié, sind que fa de conjuncio. El
mateix Widman no restringeix I'Gs dels simbols “ + " j “—" als significats purament
aritmetics: el “+" també el fa servir de conjuncid, substituint I'et, i el “—*' el fa servir
com a signe de puntuacié. Es opinié bastant general que Widman va utilitzar dos signes
que ja eren ampliament coneguts pels seus lectors (no déna cap mena d'explicaci6 especial
del seu significat) perqué eren d'Us corrent dins de la practica mercantil.

El fet és que les aritmeétiques i algebres alemanyes els contenen sistematicament,
i que ja a finals del segle XVI han desplagat practicament els simbols p (6 algun derivat
com p,p., abreviacio de piu o plus), i m (abreaviacié de meno o minus) que havien utilitzat
tots els algebristes italians.

També és d'origen alemany el simbol per a la radicacié v/ , si bé la fixacio de la
forma definitiva i la victoria final sobre la R emprada pels italians fou més lenta. També
son degudes als alemanys diferents temptatives interessants, pero infructuoses, d’elaborar
una bona notacid per a la successio de potencies de la incognita. Tractarem més detalla-
dament totes aquestes qliestions al capitol XI.

Malgrat que son molts els autors i obres alemanyes que caldria citar, comencant per
les algebres anonimes manuscrites que van constituir el fonament dels primers llibres
impresos (Cf. Hofman, vol. 1 p. 110 i Cajori (1928), p. 231 i 234), nosaltres citarem
quatre noms: Christoff Rudolff (ca. 1500-ca. 1545), autor d'una algebra (Behend vund
Hubsch Rechnung durch die kunstreichen regehn Algebre so gemeincklich die Coss genent
werdern) escrita en alemany i apareguda a Strasburg el 1525, és el primer autor d'un
llibre imprés que fa servir una cosa semblant al nostre simbol \/—

Adam Riese (1492-1559) és I'autor que, segons Boyer (p. 309), més va influir
perqueé |'antic metode de calcular, I'abac, fos reemplagat pel nou, el llapis i les xifres in-
do-arabigues. També |i pertany un Coss que mai no va ser imprés a |‘época.

L'autor més notable d'aquest periode és sens dubte Michel Stifel (ca. 1487-1567).
La seva Arithmetica integra (Nuremberg, 1544) és considerada per tothom el Ilibre d‘alge-
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bra més important escrit a Alemanya en tot el segle XVI. L'obra té un esquema conegut:
una part dedicada a |'aritmética dels enters i les fraccions, una segona dedicada al calcul
amb radicals i una tercera dedicada a |'algebra. Un dels aspectes més citats de |'obra de
Stifel és la comparacidé entre les poténcies 1, 2, 4, 8,... de dos i el que avui en diem els
exponents 0, 1, 2, 3,... Aquest resultat, aix com el comentari que la suma d'exponents
correspon al producte de les poténcies era un fet conegut i citat per tots els algebristes de
I'época, els quals s'hi veien portats per la necessitat d'explicar el producte i la divisid de
poténcies de la incognita. Alld que és excepcional a |'obra de Stifel és que estengui la
comparacié a les poténcies corresponents a exponents negatius, relacionant 1/2, 1/4,
1/8,... amb —1, —2, —3,... i que assenyali explicitament que la divisio en la progressio
aritmética correspon a la radicacio en la progressid geometrica:

"‘Additio in arithmeticis progressionibus, respondet multiplicationi in geometricis... Subs-
tractio in arithmeticis, respondet in geometricis divisioni... Multiplicatio simplex (id numeri
in numerom) quae fitin arithmeticis, respondet multiplicationi in se quae fitin geometricis...
Divisio in arithmeticis progressionibus, respondet extractionibus radicum in progressionibus
geometricis. Et dimidiatio in arithmeticis, respondet extractioni quadratae in geometricis'’
[citat per A. Mieli, vol. V, p. 89).

Un tal Simén Jacob (m. 1564) va reproduir gairebé literalment |‘exposicio de Sti-
fel, i és en aquest llibre que Biirgi, com aixi ho manifesta ell mateix, es va inspirar per
als seus treballs sobre logaritmes (comentat per Mieli, vol. V. p. 89). Aquesta és la base on
tots els historiadors de les matematiques es recolzen per a afirmar que al’obra de Stifel s'hi
troba el germen del calcul logaritmic. Ens sembla molt important subratllar el paper que
juga el context en el desenvolupament d'aquestes idees. Les observacions de Stifel tenen
poca volada quan queden restringides a progressions geometriques de base 2, 3,... L'ex/s-
téncia dels logaritmes es basa en la confeccié d'una taula que permeti expressar tot
nombre de 5 6 6 xifres com una poténcia d'una base donada, Només un nombre N molt
proper 3 1 podia donar una progressio geometrica 1, N, N2, Ns,... de termes suficient-
ment proxims entre si per tal de “cobrir’ amb la continuitat adequada l'interval dels
100.000 primers nombres naturals; per aixo les primeres bases foren 0'9999999 (la de
Napier) i 170001 (la de Biirgil). Aquesta més endavant fou modificada a (1°0001)10000,
una excel.lent aproximacio del nombre e (cf. Klein, vol. 1, p. 218-219).

Un altre tret interessant de |'Arithmetica és la utilitzacio de coeficients negatius
dins de les equacions, cosa que permet a Stifel reduir els casos x2 + bx = a;x2 + a=
bx,... a un de sol. Encara que Stifel considera els nombres negatius com absurds, i no els
accepta com a arrels d’equacions, tenia una concepci6é prou clara del seu significat per a
parlar d’ells com a “nombres ficticis que estan per dessota de zero'’, i que sorgeixen quan
“nombres reals que estan per sobre de zero sén sostrets de zero' (Cajori 1980, p. 141).

Stifel va publicar, el 1553, una edicié revisada del Coss de Rudolff, en la qual
incloia la resolucio de les cibiques publicada per Cardano, i proposava certes innovacions
notacionals. Ja a I"Arithmetica, Stifel havia trencat amb la practica, fins llavors habitual,
de representar una segona incognita per la lletra q (abreviacio de quantitas), i va utilitzar
en el seu lloc la simbologia: A, B, C,... :

Un seguidor de Stifel fou Johannes Scheubel (1494-1580). Es autor d'una aritméti-
ca (1545) i d'una edicié dels sis primers llibres dels Elements d’'Euclides (Basilea, 1550),
que conté com a introduccié una seixantena de pagines sobre algebra. La importancia
d'aquesta obra rau en el fet que fou reimpresa a Paris el 1551, amb el titol d'A/gebrae
compendiosa facilisque descriptio, | que aquesta és la primera aparicio a Franca dels
simbols *“ + * i “—" | els altres simbals alemanys.
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Altres autors

Hem de parlar, finalment, d'alguns autors de Franca | Anglaterra que, aprofitant el
cami obert per alemanys i italians, feren algunes aportacions menors cap a la meitat del
segle. Els treballs d'dlgebra contemporanis escrits en espanyol sén estudiats al capi-
tol 9.

Citarem en primer lloc |'autor anglés Robert Recorde (1510-1558), al qual devem
I'actual signe ““="". Recorde és autor, entre moltes obres de divulgacio, d'una aritmética
comercial Grounde of Arts (Londres, 1541), i d'un llibre d‘algebra, The Whetstone of
Witte (Londres, 1557), on adopta |‘essencial de les notacions germaniques, amb la innova-
ci6 d'un simbol especific per a representar la igualtat. El simbol, que era més llarg que
|"actual, triga més d'un segle a ser adoptat i preferit a d’altres notacions.

Dels francesos J. Peletier (1517-1582) i J. Buteon (o Borrel, 1492-1572) podem
transcriure el tractament d'uns sistemes d'equacions lineals 3 x 3. El primer exemple,
citat per Itard (p. 21) pertany a |"Algebra de Peletier (Lyon, 1554), i permet de comparar
el plantejament i resolucio de Peletier amb els d'un problema analeg tractat per Chuquet
(cf. p. 76). Els avantatges de |'automatisme associat a una bona notacio ressurten imme-
diatament de la comparaci6. En particular, el raonament aritmétic de Chuquet no és
utilitzable en el problema més general de Peletier, que no té idéntics els termes indepen-
dents. L'enunciat del problema és el seguent: “Tres homes tenen un nombre d'Escuts
cada u: El primer, amb la 1/2 dels dos altres, en té 32: E| segon, amb la 1/3 part dels dos
altres, en té 28: El tercer, amb la 1/4 del dos altres, en té 31: Quants en té cada u?".
Peletier, emprant les notacions de Stifel per a les incognites, planteja les equacions amb
les lletres F& A i B, treu denominadors, i resol el sistema de la manera que permet veure el
seguent fragment:

“Disposem doncs les nostres tres equacions d'aquesta manera

I. 2R p. |Ap. IB, iguals a 64

I1. lF!,p 3Ap. 1B, iguals a 84

1. Fi p. |Ap. 4B, iguals a 124, Ajuntem |a segona i la tercera: seran, per a la quarta
Equaci

1. 28 p. 4Ap. 5B, iguals a 208. Per tant, comparant-la amb la primera Equacio, pel fet

que 2R son tant d'una part com de |'altra: la diferéncia de 64 a 208 (que és 144) sera igual a

la diferéncia de |Ap. IB a 4Ap, 5B. Per tant, traient |Ap. |IB de 4Ap. 5B: tindrem, per la

cinquena Equacid,

V. 3Ap.4B, iguals a 144 Ajuntem la primera i la segona: tindrem, per a la sisena Equacio,

VI, 3& p.4Ap. 3B, iguals a 148, Ajuntem la primera i la tercera: tindrem, per a la setena

Equacio,

Vil 3F1, p. 2Ap. 58, iguals a 188. ..." (ltard, p. 22. fig. 1).

Per acabar amb la descripcid dels treballs corresponents a aquesta etapa, citem
el plantejament d'un problema semblant, idéntic al ja esmentat de Chuquet, tal com apa-
reix al llibre del francés Buteon (Logistica quae et Arithmetica vulgo dicitur, Lyon,
1569). Segons Itard, és un problema antic, que es remunta almenys a Diofant, tractat per
tots els algebristes dels segles XVI i XVII. Lenunciat és el seglient (ltard, p. 25): “Do-
nada una suma qualsevol, trobar tres nombres, dels quals el primer amb la meitat, el se-
gon amb el terg, el tercer amb el quart dels altres constitueixin cada u aquesta suma’’.
El plantejament fa veure el sistema notacional d‘aquest autor, on destaquen el signe
d'igualtat “[*" i I'addicio expressada per juxtaposicio; Buteon utilitzava generalment unaP,
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pero la suprimia en casos com aquest que no involucren sind termes positius. Més detalls
sobre les notacions es donen al cap. 11.

*Sigui 17 la suma donada [hom pot observar com un problema general &s tractat per a un
cas pam’cu!ar], Poseu que el primer nombre demanat sigui |A, el segon 1B, el tercer IC. Serd
per tant 1A, *;- B, le [17 [nosaltres posariem A + '15- B+ ;— € =17] 1 també 1B, ;—A,
-;- c [‘i?, | també IC, % A, -1-8 [‘I?. | per segona equacid teniu, com jo les ordeno, les tres
equacions

2A .1B.IC[34
IA.3B.IC[51
IA .18 .4C [68

A part de |'interés que puguin tenir les notacions, res de nou no hi havia als Ili-
bres d'algebra que hem esmentat en aquest apartat que no es trobés a les obres dels autors
citats anteriorment. Només assenyalarem que Peletier no rebutja els nombres negatius
amb la viruléncia propia de |'época: “vous voyez —diu— les nombres feincts au dessous de
rien, n'estre sans usage; car par eux se fait la preuve des exemples et se montre la verifica-
tion des reigles’” (citat per Loria, vol. 2, p. 103). Sense utilitzar sistematicament la idea,
escriu algunes equacions emprant coeficients negatius, reduint un dels membres de
I‘equacio a zero.
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CAPITOL 5:

LE TRIPARTY EN LA SCIENCE DES NOMBRES DE
NICOLAS CHUQUET

Algunes dades sobre I'obra i I'autor

L'obra de Nicolas Chuquet és sense cap mena de dubte, la composicido més original i
més audag que s'arriba a elaborar des de |’época d’or grega. Un simple cop d'ull a aquesta
obra ens revela que una nova manera de fer matematiques s'ha inaugurat. Amb Nicolas
Chuquet la renaixenga matematica esta endegada. Poc sabem de la vida d'aquest perso-
natge, exceptuant que era de Paris, i Batxiller en Medicina, i que la seva obra mestra fou
escrita i acabada a Lyon |'any 1484.

El conjunt de |'obra és una anticipacio dels problemes basics i de les pautes que se
seguirien per a resoldre’ls, i que constituirien a finals del segle XV la bastida del llenguat-
ge algebraic. Sén tantes les innovacions simboliques i metodologiques que hi podem
trobar, que creiem de la maxima importancia fer-ne un resum comentat,

Malauradament, |'obra de Chuquet no va conéixer cap impressio, i les copies que en
podien haver circulat dificilment haurien estat assimilades per altres autors, tota vegada
que la profunditat de la seva concepcio superava de molt el marc de I'epoca. Una de les
copies que arriba a mans del matematic Etienne de la Roche, servi perqué aquest en tra-
gués bon profit, editant per compte propi un llibre titulat L arismetique nouvellement
composée, imprés a Lyon I'any 1520.

Etienne de la Roche copia una petita part de I'obra de Chuquet, donant a conéixer
el simbolisme de les poténcies de la incognita sobre la base dels exponents. Malgrat tot,
I'obra de Chuquet conté una riquesa infinitament més gran que la recollida per Etienne de
la Roche, riquesa que fou ignorada durant molts anys; en particular, el famos historiador
de matematiques Montucla no I‘esmenta en la seva voluminosa obra. No va ser fins a I'any
1881 que Aristide Marre |'editd al Bulletino de B. Boncompagni (T. XIV 1881). A
aquesta edicio cal referir les cites que fem al nostre estudi. M. Cantor és el primer autor
que en una historia general tracta amb cert detall el contingut de |‘'obra de Chuquet, a la
que dedica les pp. 347-64, vol. 2, de la seva Vorlesunge (ber Geschichte der Mathematik.
" L'obra de Chuquet consta de dues grans parts. La primera, anomenada propiament

Triparty en la science des nombres” i la segona, titulada ““Les Applications des Rigles du
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Triparty’’. Aquesta segona part consta d'una llista molt extensa de problemes aplicats a
situacions comercials, aixi com alguns problemes d’entreteniments matematics. La majoria
d'ells sbn resolts a partir de métodes especificament algebraics.

El Triparty, com el mot indica, esta dividit en tres parts. L‘index resumit de |'obra
és el seglient:

12 Part:

Cap. 1. Tractament dels nombres enters, Les quatre operacions.

Cap. 2. Tractament dels nombres trencats. (Regla general per a reduir nombres
trencats. Estil i forma d'abreujar els trencats. Les quatre operacions
amb trencats).

Cap. 3. Progressions, Nombres perfectes. Nombres proporcionals i les seves
propietats.

Cap. 4. Regles de tres, d'una posicio, de dues posicions, i d'oposicio i remocio.
Regla dels nombres intermedis.

28 Part:

Cap. 1. Reduccio de dues o més arrels d'index diferents a un mateix index.

Cap. 2. Com les arrels es poden calcular i abreujar,

Cap. 3i 4. Com les arrels es poden sumar i restar.
Cap.5i6. Multiplicacio i divisio d'arrels.

38 Part:
1) Cap. 1. Les diferents classes de poténcies de la incognita.
Cap. 2i 3. Com se sumen o resten dues o més expressions construides a partir de
les diferents poténcies.
Cap.4 i 5. Producte i divisio de les poténcies.

1) Cap: 1. Com s’ha de fer per trobar la incognita d'una equacio. Forma d‘igualar
els dos membres d'una equacio.
Cap. 2. Les quatre regles a seguir per resoldre les equacions.

I11)  Aplicacio practica de les regles i casos d'infinites solucions i d'altres que sén "‘impos-
sibles de resoldre”.

L‘index ja ens pot donar una idea de |'envergadura de |'obra i la seva completesa en
el tractament de |"aritmeética i |'algebra. Un examen seu acurat ens revelara a més una pro-
funditat de pensament dificil de trobar entre altres autors de la mateixa época.

Procedim a continuacio a una analisi dels aspectes més importants d'aquesta obra.

L'aritmeética dels nombres enters i trencats

El tractament de les operacions entre nombres naturals correspon al mateix cami

que van seguir els arabs. A I'igual que ells, ensenya a multiplicar partint del coneixement
de la meitat de la Taula Pitagorica (la qual reproduim aqui,

amb les instruccions que [‘acompanyem, p. 596) introduint ja

6043 la forma algorismica actual de realitzar el producte.
_ 502 Mostra la forma de multiplicar per poténcies de deu,
12086 mitjangant la col.locacio de zeros a la dreta de |"altre nombre.
302150 :
3033586
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També exposa la forma de multiplicar a partir de la disposicié dels nombres en
rectangle, segons havien fet els arabs.

TRt B 9 5 0 4 6 1 4 3
s | Y&/ |1/ | 9|3 2 ] 1 4
6 | /8 2 0 0o | /2 4 4 6 2
3 1 2 1 0 1 5 8 2 -
11|/8 5 0 2 4 9 6 7
Ll e s 2 o/ |1 4 2 2
8 | /A o | /0 | /6 2 7 8 1 7
ol 1 1 0 4
2
4 0 o | /8 2 2 8 6
] ' 3 2 1
716 |0 | /5 |0 | A 0 5 0 T
641192793184 3054606765

73



Ensenya a dividir de la mateixa forma que ja es feia a I'Occident europeu, i subratlla
que la resta final de la divisid ha d'ésser més petit que el divisor, i que en cas contrari
sera signe evident d’equivocacio.

32
g102%
5

17405
La definicié que déna de nombres trencats és aquesta (p. 604):

“Un nombre trencat és una part o0 més de 1, i ve designat per dos nombres, |'un si-
tuat sota |'altre i separats per una ratlla”. Afegeix que el denominador ha d’ésser més gran
que el numerador, perqué si no ja tindria una part entera. | encara diu que els enters
poden ser considerats com si tinguessin denominador 1, amb mires a operar amb ells jun-
tament amb trencats.

Després d‘exposar els algorismes de les operacions amb trencats, mostra molts
exemples concrets de com operar amb ells, com aquest que reproduim:

*2/3 i 1/2 d'un terg, quina part és d'1? Resposta: Suma 2/3 amb 1/6, que és la 1/2 d'un
terg, i tindras 5/6. Ara parteix 5/6 per 1 que son els 5/6 d'1"". (p. 616).

Defineix les progressions aritmétiques i ensenya a sumar els termes seguits, sense
aportar cap novetat respecte a les altres aritmétiques de |'época.

Quant al capitol destinat a tractar sobre la classificacid de les diferents categories
de nombres, que a totes les obres de matematiques dels escolastics constituia el nucli
central, al manuscrit de Chuquet ocupa un parell de pagines, a les quals tracta molt
breument dels nombres primers, dels perfectes, abundants i defectuosos, dels nombres
amigables.

La teoria de proporcions entre nombres té un tractament exhaustiu, i una orientacio
exclusivament practica, la de resoldre tot tipus de problemes en qué intervinguin diferents
proporcions. A la p. 635 podem llegir un apartat titulat:

““Com, per |a regla de tres, ot nombre pot ser dividit en diverses parts desiguals, constituides
en la proporecid que es desitgi’’.

Els exemples que trobem en aquest apartat sén del tipus (p. 635):
“Vull dividir 100 en dues parts, en tal proporcié com ho s6n 7 i 9. | per aixo fer, convé ajun-
tar 7 i 9, que fan 16, com a partidor comu. Després multiplica 100 per 7, que sén 700 i divi-

deix-los per 16, i tindras 43 % com la part corresponent a 7. Multiplicant 100 per 9 i divi-
dint per 16 tindras 56 % com la part corresponent a 9,

‘]‘ = = — e
100 <

2 B 2

16
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Segueix la resolucio de problemes mitjangant la regla d'una falsa posicio (que ell
anomena duna posicié). En aquest tipus de resolucid de problemes existeix una total
continuitat entre la tradicio arab i les obres del renaixement matematic europeu.

Chuquet exposa, com a exemple d'aplicacio de la regla, el seglient:

p.638  “Vull trobar un nombre tal que, quan se |i haura afegit el seu igual i encara 1/2, 1/3 i1 1/4
d'ell mateix, tot sumat faci 17. Per aix0 fer, poso un nombre escollit a voluntat com 12. Al
qual li afegeixo 12, que és el seu igual, i encara 6, 4 i 3 que s6n la meitat, el terg i el quart de
12; tots junts fan 37, i jo no vull que facin més que 17; per tant dic, segons la regla de tres:si
37 em procedeix de 12, de quant em procedira 17. Després multiplico i parteixo, tal com

19

la regla de tres requereix, i trobo 5 37

, que és el nombre que volia trobar (...)".

A continuaci6 es presenten problemes d'equacions lineals bastant més dificils, pro-
blemes que son abordats feligment, sota un estil aritmétic digne d'encomiar si tenim en
compte que son resolts sense |"auxili d'un simbolisme algebraic.

Creiem que és interessant reproduir un exemple on es posa de manifest com és possi-
ble desenvolupar un raonament aritmetic capa¢ de resoldre problemes no trivials sense
mecanitzar les operacions intermédies, és a dir, prescindint de I'auxili de I’dlgebra sim-
bblica. | a continuacié deixarem plantejada la glesti6 de si no serd un greu error didactic
presentar prematurament a |'ensenyament la resolucido d'aquest tipus de problemes a
partir dels recursos algebraico-simbdlics, on els aspectes del calcul formal estan molt
per damunt de la linia de pensament aritmeétic, que al final acabara per atrofiarse.

Reproduim |'exemple:

p.640  “Vull trobar 3 nombres de tal forma que el primer, junt a 1/2 dels altres dos, faci 30. | el se-
gon, amb 1/3 dels altres dos, faci 30. | el tercer, amb 1/4 dels altres dos, faci també 30. | per
aixo fer, prenc a voluntat 12.

Després, sobre 12 em fa falta trobar tres altres nombres tals que, quan del primer se'n
treura la 1/2, resten 12. | del segon qui en treura el 1/3 resten 12. | del tercer qui en treura
el 1/4 resten 12 ... i trobaras (que aquests nombres son) 24, 28 i 16; que sumats fan 58, que
cal dividir per un menys que el nombre dels nombres (que e/l nombre d‘incognites) que hom
vol trobar. Ara bé, com que jo vull trobar tres nombres, em cal partir 58 per 2 i me'n vénen
29, dels quals em cal sostreure la posicid, que és 12, i també els altres nombres trobats a
partir de 12, que son 24, 18, 16 i em queda per al primer 17, i dels altres tres em queda 5,
11, 13. Eis quals tres nombres son de tal naturalesa que 5, junt a la meitat dels altres dos, fa
17, i 11 sumat amb el 1/3 dels altres dos fa 17,i 13 amb el 1/4 dels altres fa semblantment
17. | jo volia tenir 30, per la qual cosa acudeixo a la regla de tres dient: si 17 me vénen de 5,

de quant me vindran 30... (i troba els 3 nombres buscats: 8 % ;19 % 22 -:-.5]- ) Ji

A continuacié exposarem el raonament que s’ha seguit per resoldre el problema a
partir de la transformaci6 del sistema d’equacions inicial:

En lloc de 30 m’és igual re-
soldre-ho per a un nombre
qualsevol, i després per propor-

1 1
=
><+——2\;+2 z=230

1/3x+y+ 1/3z=30 cié trobaré els valors adequats
. per a les incognites. Reordenant
14x+ 1/4y+2=30 les sumes dels nombres incogni-

tes convenientment, es pot ob-
servar que les quantitats parcials
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( 1 que hi ha dins el rectangle han
el R 2 by 2= K d'dsser iguals i poso a voluntat

2 que totes facin 12, amb la
< x+y+z|—-|= x+z)=K finalitat d'obtenir quantitats en-
3 teres per a la sumadues a dues de
les incognites.
Lx+v+2~%lX+V}=K 4
Liy+a=12
2
—3— x + 2) = 12
% (x +y) =12
y-+2=24 Els resultats d'aquestes su-
x+z= 18 mes sén 24, 18 i 16. La suma
x+y= 16 d'aquestes quantitats correspon
a sumar dues vegades totes les in-
+ =
2ty o+ 2) =58 cognites. Pot observarse al text
IR S de Chuquet el perqué diu que cal

« = 29-24= g @vidir pel nombre d'incognites
Six+y+z=204y=20-18=11 menys una, demostrant un co-
2= 20-16=13 neixement profund d'aquest fet,

que apunta a una generalitzacid.

Després d‘aixo ja és facil

aillar el valor de cada incognita i

el valor que s'obté perala K. La

Amés 289 —-12=K
K=17

; 5 solucié final s'acaba d'obtenir
x1= B5. ﬁ per una simple regla _de tres.
30
1 = —
< =
30
= o
\ z 135 17

Amb aquest tipus de problemes es posa clarament de manifest que el raonament
aritmétic havia arribat al limit de les seves possibilitats, i que en endavant cap més progrés
no era possible en aquesta direccio sense emprar metodes algebraics.

Chuquet acaba la primera part de |'obra exposant una forma original de trobar
trencats situats entre altres dos, amb la finalitat de resoldre per aproximacio certs proble-
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mes del calcul. El sistema de trobar trencats intermedis el basa en les seglients desigual-
tats:

T PR R R e
2>3>4>5>...- 2<3<4<5< .....
;8 ¢ S BFC - B
s'b<d llavors b<b+d<d

Aquest procediment |'aplica al problema de resoldre |'equacio de segon grau:
x2 +x = 39 —

El métode emprat per a resoldre |'equacié no és altre que el basat en |'anomenat
Teorema de Bolzano, o sia que en tota funcidé continua, entre dos valors de “‘x'' per als
quals s’obtenen valors de la funci6, un de positiu i un de negatiu, hi ha entremig d'aquells
dos valors de la “x" un zero. L'aproximacio cap a aquest zero la fara Chuquet a partir del
metode anterior.

Chuquet procedeix aixi per cercar la solucid (p. 654):

13
. =f — e
X X 39 81

X x2 + x
5 30 déna menys que 39 JB% ,i ho indica posant m
6 42 dbéna més, i ho indica posant pl.
515 dona m
5% dona m
3
5 Prr - -~
4 dona m
4
5_ -
5 dona pl

41 Bl .
Aleshores el nombre buscat esta situat entre 5;1 53 . Prenent el nombre inter-
medi que resulta de sumar numeradors, i denominadors obtenim 53 que substituit a

i - s e %
I'equacié fa exactament 39—8-*1-, i aixi resulta ser la solucio.

Es sorprenent trobar a les pagines d'un manuscrit de I'any 1484 un coneixement
tan profund de les equacions polinomiques, encara que de grau dos, coneixement en el
qual, implicitament es juga amb la idea de funcié, continuitat, recurréncia d'un calcul,...
Fet i fet, Chuquet presenta un algorisme per trobar les arrels de qualsevol polinomi, que
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encara que no és el de convergéncia més rapida, no difereix, quant a procés de recurrén-
cia, de les tecniques que s'apliquen avui dia per calcular les arrels d'un polinomi amb
I'ajuda d'un ordinador.

El calcul amb radicals

La segona part del Triparty és dedicada a |'estudi de les arrels i nombres composats
de diferents arrels. Comenca definint les arrels.

p.654: “Arrel d'un nombre és un altre que multiplicat per ell mateix una vegada o més, segons
I'exigéncia i la naturalesa [/ndex | de I'arrel, déna exactament el nombre del qual és arrel".

Chuquet afegeix que hi ha arrels segones, terceres, quartes, i aixi indefinidament.
Assenyala que |'arrel primera d’'un nombre és ell mateix, i que es pot indicar aixf: R' 12
6 12;R' 965 9.

Per a I'arrel segona utilitza la seglient notacio:

R2 16 és 4, i afegeix "'tals arrels pels antics, son denominades arrels quadrades’'. (p. 655)

Pot observar-se, per la forma de notacid i per I'abandd de |'antiga nomenclatura
(quadrades, cubiques) dels antics, com Chuquet ja apunta a una teoria d'arrels d'index
qualsevol, independitzada de tota interpretacio geomeétrica, i analitzada sota |'Optica del
calcul i de les regles d'operativitat aritmétiques. En conseqliéncia, encerta un tipus de
notacid molt Util i eficag, que a Europa encara tardaria molt a imposar-se. Aixf, genera-
litza la notacié de les diferents classes d'arrels de la forma més natural:

“R364 & 4" |ja que 4 per 4 per 4 fan 64
“R5 32 és 2", i aixi successivament (p. 655)

Meés endavant introdueix les arrels compostes, com

“14 més R2 180, que té per arrel segona 3 p RZ 5 [on P designa el mot “plus”’, més]"
(p. 655)

La forma que utilitza per indicar arrel quadrada de 14 més R2 180 sera aquesta:

R2 145 R2 180 (p. 655).

Podem observar que el subratllat de Chuquet correspon a una especie de paréntesi,
i indica tota |'expressio que és afectada per I'arrel quadrada de |'esquerra. Es el que avui
posariem aixi:

14 ++/ 180

Es important resaltar que apareix en aquesta obra un simbolisme molt eficag, que
facilitara extraordinariament les diferents operacions del calcul, altrament impossibles
de fer sense algun tipus de notacié simbalica. L'Us d'aquesta forma de paréntesi és perfec-
tament rigorés i exempt d’'ambigiiitat, i com a notacio el tornarem a trobar a |‘obra de
Rafael Bombelli, 70 anys més tard. Seria il.lusori pensar que aquest tipus de notaci6 sim-
bolica nasqué a |'obra de Chuquet com a fruit d'una “idea feli¢”’, ans al contrari, el seu
us va venir forcat per la necessitat de treballar de forma habitual amb expressions compos:
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tes de diverses arrels, i aquesta perspectiva s'inscriu en el marc de recerca d’'una teoria
completa dels nombres radicals.

Chuquet ensenya com reduir arrels a index comu:

Pren I'exemple de reduir les arrels R26 i R3 7, agafant com a index com( el 6 i
transformant-les en: R6 216 i R6 49, | especificant que els valors de les arrels no han
sofert variacio per aquest canvi d'index.

Per a la reduccid a index comu d’arrels compaostes procedeix de la mateixa forma,
mostrant |'exemple:

R25pR23 i R34pR26 transformades en:

RE 170p R2 7.500p R2 2.352 i R®22p R2384

A continuacio ensenya les regles formals per a obtenir arrels d'arrels, procedint a
multiplicar |'ordre de les arrels:

R2 R313ésR613 ;: R R2R5 12 é R3012

La part dedicada al calcul de les arrels d'index diferent ocupa diverses pagines, i
aqui torna a exposar un metode original per al calcul d’arrels quadrades, basat en |'apro-
ximacio a partir dels nombres trencats intermedis, que en apartat anterior ja havia exposat.

Aixi, per trobar una bona aproximacio d‘arrel de sis, procedeix de la seglient forma (p.
697):

1 1 ; ; 1
Pera 2 > plus 7Y (vol dir que excedeix de 6, en .4 )
1 L5 : 5 ;
Pera 2 3 moins o (vol dir que manquen g Pera arribar a 6)
2 030
Pera 2 5 m o5
i el D
Pera 2 7 m 29
IS
Pera 2 B m 31
5 s 3 & s ’ IS
Pera 2 — m —— (sic!) El menys m ha d'ésser més: pl.
11 121
9 i
Pera 2 20 pl 200
13 ~ b
Pera 2 29 m a1
22 e O
Pera 2 29 m 2401
31 A
Pera 259 ™ Z761
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40 o b2
Pera 2 89 m 7921
49 3
Pera 2 109 pl. 1881
89 1

1 qui vulgui continuar més endavant trobara per a 2 18960 |un excés de] pi. ﬁﬁ]‘iﬁﬁ -

Per al calcul d'arrels quadrades de nombres compostos, procedeix aixi (hem simpli-
ficat certes expressions i operacions, perb mantenim la retorica original):

Qui vulgui extreure |'arrel quadrada de 14 pl R2 180 ho pot fer d'aquesta manera: Prenem la
meitat de 14 p R2 180, que és 7 p R2 45; 7 per 7 son 49; 49 menys 45 fan 4;|arrel quadra-
da de 4 és 2: 7 més 2 son 9 i 7 menys 2 son 5, i prenent les seves arrels ens resta 31 R25, |
en consequéncia I'arrel que volfem calcular: R2 14 p/ A2 180 és 3 pl R2 5. (p. 709).

Observem |’extraordinaria base de calcul i el coneixement d'operacions formals con-

tinguts en la forma de reconduir aquest problema. Presentem |'esquema que hi ha implicit,
en termes de calcul literal:

v aty/b esvolreconduira /¢ ++/d

aty/b = We tv/d)?2 = c+dt2+y/cd {::32; e

= 4d2-4ad-b=0 ; dZ%at ‘/%2_%
Ly
2

Chuquet afegeix que aixo sols es pot fer guan %)2 —% té arrel racional exacta, i

que en cas contrari cal deixar I'expresio RZ2 a 5 B2 b,

Al capitol segient es planteja la possibilitat de sumar dues arrels quadrades per
obtenir una altra arrel quadrada; qiiestio aguesta que és abordada seguint la tradicié arab,
i que correspon al reciproc del cami seguit a |’apartat anterior. La idea es redueix a |’equi-

valéncia de les dues expressions: v/ a +v/ b =+/a+ b+ 2+/ ab i el resultat e;pnt deixar

en forma d’una Gnica arrel sempre i quan ab correspongui al quadrat exacte d'un racional.
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Pero abans d’'explicar aquest métode exposa el que avui anomenem quadrat d'un binomi.
| ho fa expressant-se aixi:

“Si al doble de la multiplicacio d'un nombre per un altre |i son afegits els dos quadrats
d'aquells nombres, [/lavors]|'arrel de tot el que en resulta és igual a la suma d'aquells dos
nombres”. (p. 712).

| a continuacié diu que és aquesta proposicio la que ens permet sumar dues arrels i
obtenir una arrel Gnica.

“Per sumar R2 2 amb R2 18 multiplica'ls, i obtens R2 36, que s'ha de doblar i fan R2 144,
que sén 12, que sumatsa 2ia 18 (...) fan R232". (p.712-713).

D‘igual forma: R23p R25ésR23p5p R260queés R28p R2 60.
| encara exposa un altre métode per a aconseguir '‘tancar’’ |'operacio de sumar

arrels, i que es basa en la identitat:

a+ b= a(‘l+-§-}

ﬁ+ﬁ=ﬁn+%i=ﬁn+\/§}=ﬁ.4=m

El metode |'extén a altres arrels d'index superior:

J6 + 6’48=%t1+6’%}=\/§{1+2}=36’?= J 162

| encara |'aplica a suma d'arrels compostes:

YT+ B + J175+372 = [ 7++/5 (1A LN IS )=
7+v5
=V7+V5 (14+V25) = 6V 7+/5

Després enuncia les regles dels signes, quan es tracta de sumar expressions compos-

tes per radicals:

"Més i més, menys i menys, sumem
Mes i menys, restem”’. (p. 715).

Una gran quantitat d’exemples il.lustren |'aplicacio de la regla (als seglients tres
exemples hem simplificat certes expressions i operacions):

Lasumade R212M R2 7 10ambR25p3M A2 2.
Segons allé dit sobre la regla dels signes déna R25 5 3 M R2 2P R2 12/ R2 7™ 10 que

abreujadament, sumant més 3 i m 10 fan 7 7. | aix( s’obté, finalment:
RZ5MR22pR212MR27 M 7. (p. 716).
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A continuacio exposa les regles dels signes, quan es tracta de restar expressions com-
postes de radicals, aixi’ com les regles per al producte i la divisio:

Qui vulgui multiplicar R2 7 ™ R2 2 per R2 5 plus R2 3. Convé primer multiplicar R2 7 ™
R2 2 per R2 5 que fan R2 35 7 R2 10; després cal multiplicar R2 7 M R2 2 per p R23ifan
p R2 21 ™ R2 6. Resulta en total, per a aquest producte: R2 35T R2 10p R2 21 m R26.
(p.722).

Ensenya a dividir expressions compostes, segons el métode actual de racionalitzar la
fraccio.

R2 108 ™ R2 21 dividit per 6 M R2 7 és R2 108 ™ R2 21 per 6 5 R2 7 i tot dividit per 36
menys 7, o sigui per 29, quedant: R2 3888 M R2 147 dividit per 29, que abreujat és R22523
dividit per 29, quedant en total R2 3. (p. 732).

Les regles de |"algebra

L'Gltima part del llibre és dedicada a I'estudi de les equacions, i el seu tractament ja
és especificament algebraic. Porta el titol: “La tercera i Gltima part d'aquest llibre, que
tracta de la regla dels Primers”.

En aquesta part és on podem veure nitidament el caracter de |"obra de Chuquet. Es
evident per ell, i aixi ho constata des del primer capitol, la gran importancia d’emprar un
simbolisme eficag per denotar les distintes potencies de la incognita.

Presenta el que avui diem “monomis” de la seglient forma:

Cada nombre pot ésser considerat com a quantitat estricta, i per aixi assenyalar-ho,
diu Chuquet, es pot afegir un zero a la part superior del nombre, com per exemple 12°,
139, Perod cada nombre pot ésser considerat nombre primer d'una guantitat continua,
que altrament es diu nombre lineal, i s'indica aixi: 121, 131,...; o bé nombre superficial
‘quadrat: 122, 132,... 1 aix/ successivament fins als ordres que es vulgui (12° vol dir 12;
127 vol dir 12x; 122 vol dir 12x2;etc...).

“Els antics han dit coses ai que jo denomino primer, i la figura utilitzada ha estat p. Als
segons els han dit quadrats (champs), amb el signe m. Els tercers son anomenats cubs, dis-
tingits amb O . | als quarts els anomenaven quadrat-quadrat (champs de champ) amb el
caracter T T (...) aquestes denominacions no son suficients per a considerar totes les classes
de nombres diferents, que son innumerables”. (p. 737)

Podem observar, al mateix comencament d'aquest capitol, |'abandé de la notacio
tradicional per a designar les poténcies de la incognita, i |'is per primera vegada dels nom-
bres naturals per a expressar |'ordre de les poténcies. Tal forma de procedir no la torna-
rem a trobar fins a |'obra de Bombelli, 70 anys més tard. Chuquet es despreocupa de la
notacié classica, molt lligada en els seus origens a la interpretacidé geométrica, i centra el
seu esforg a crear un tipus de notacio eficag des del punt de vista del calcul. En certa ma-
nera intueix |'extraordinaria poténcia d'un calcul automatitzat emprant signes conve-
nients. Es aquest canvi de perspectiva el que |i permet arribar, almenys formalment, a
treballar amb poténcies d’exponent negatiu.

Chugquet estableix un marc ampli d'operacions prenent com a base les poténcies na-
turals de la incognita. | aixi diu:

“S'ha d'entendre que cada una de les classes dels nombres abans definits pot ésser
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arrel segona, tercera, (...) i pot anotar-se aixiz R% 127 (...) R* 13%, (...)” (p. 738). Afegint,
tot seguit, que qualsevol expressio d'aquestes sense res més significa comptat en positiu, i
si es vol fer comptat en negatiu, llavors cal afegir davant del simbol el mot “menys’’; aixi:
Th 120 6 M 121 6 ™ R2 123, A continuacié arriba a expressar la notacio dels exponents
negatius, entenent per aixo el primer menys, el segon menys,... (121M; 122/ diferents de
menys 12 primers o menys 12 segons, indicats aixi: @ 127; M 122).

Establerta una bona base notacional, passa a definir les operacions amb les expres-
sions anteriors a partir dels seglients exemples:

61amb 107 fan 161.1 82 amb 122 fan 202 6x + 10x =16x;8x2 + 12x2 = 20x2
81ambm 51 fan 31. 8x — 5x =3x

107 amb M 167 fan M 61- 10x — 16x =—6x

Si els nombres son de diferents classes, per sumar-los es fa aixi:

51 amb 42 fan 615 42, (p. 738-739). | 5x més 4x2 =5x +4x2

Per a la subtraccio segueix la mateixa pauta

Si de 131 restem 51 quedara 81; i si de 133 restem 203 quedara m 73; i side 84 restem
P 104 quedara M 184. Qui també eixira M 160 de 122 obtindra 122 MM 169, que val tant
com 122 p 16°. (p.739).

Per introduir el producte dona la seglient definicio.

“Les regles del més i menys exposades a |la seqgona part d'aquest llibre, al capitol de multipli-
car les arrels han de ser recordades aqui. | amb elles, aixé que convé multiplicar nombre per
nombre i sumar denominacié amb denominacio”. (p. 739)

Entre els exemples que exposa Chuquet, s'hi troba el seglient.

*Qui multiplicarda 123 per 105, ha de multiplicar primer 12 per 10, que fan 120, i després
sumar les denominacions, que son 3 i 5, que fan 8. Aixila multiplicacio fa 1208, (p. 740).

Per justificar que els exponents se sumen utilitza una taula de les primeres 20 potén-
cies de 2, i repara que per multiplicar dos nombres d'aquest tipus n’hi ha prou de sumar
els seus exponents i cercar a la taula el nombre que correspon a aquest exponent. Alguns
historiadors de les matematiques han cregut veure aqui el germen del calcul logaritmic,
anterior a Stifel. La nostra opinid és que el naixement dels logaritmes es dona en un con-
text que no té res a veure amb aquest, i que |'essencial dels logaritmes no esta tant en la
relacié entre producte de nombres-suma d'exponents, sind en la concepcié d'un comput
estés a tots els nombres de forma continua, i que simplifiqui el temps d’efectuar produc-
tes i divisions. | el nucli de I'assumpte no és altre que el problema de confeccionar unes
taules “quasi continues”. No obstant, exposem integrament aquest apartat del llibre de
Chuquet, i el lector jutjara per ell mateix:

€ Pour entendre la cause pour quoy denomiacion (e nombre se adiouste
auec denomiacion et pour auoir cdgnoissance de lordre des nombres dont a
t.sv. este faicte | mencion ou. pmier chapitre Il conuient poser plups ndbres ppor-
cionalz cSmancans a -1- constituez en ordonnance coutinuee come .1. .2. 4. 8.

16 13, tc. ou .i. 3. ¥ 27 e,



€ Maiutenant conuient scauoir que .1. represcnte et est ou licu
des nombres dot le” denoia.®® est .0. /2 vepresente et est ou lieu
des premiers dont leur denomiacion est .1. /4. tient le lieu des
secondz dont leur denomiacion est .2. Et .8. cst ou lieu des tiers
.16. tient la place des quartz .33. repnte les quintz Et ainsi des
aulis. € Or mainteii qui multiplie .t. par .1. monte .1. et pour
tant que .1. multiplie par .1. ne se varie point ne aussi quelconque
nombre que ce soit multiplie par .1. nest augmente ne diminuc.
Et pour ceste Psideracion qui multiplie nombre par nomhre Il en
vient nombre dont sa denominacion est .0. Et qui adiouste .0. auec
.0. fait .0. € En apres qui maultiplie .3. qui est nombre Pmier
par .i. qui est nombre la multiplicacion monte .3. puis aps qui
adionste leurs denomiacions qui sont .0. ct .1. font .1. ainsi la
multiplicacion mdte .3.' Et de ce vient quaut on mulliplie nom,-
bre par pmiers vel e9*. Il cn vient pmiers Aussi qui multiplie
.2." par .2.' Il en viét .4. qui est nombre second Ainsi mdte la
multiplicacion .4.* € Car .3. multiplie par .2. font .4. et deno-
miacion adioustec cestasp .1. suec .1. font .2. Et de ce vient que
qui multiplie premiers par pmiers Il en vient secondz. Pareillerat
 qui multiplie .2." par .2.* Il en vient .8.% Car .2, par .&. mul-
tipliez et .1. auec .3. adioustez font .8.' Et par ainsi qui mul-
tiplie pmiers par mecondz. Il en vient tiers. Aussi qui multiplie
«0.* par .2." Il en vient .1s. qui est nombre quart et pour ceste
cause qui multiplie seconds par seconds Il en vient quartz € Sem-
Blement qui multiplie .4. qui est nombre second par .s. qui est
nombre tiers montent .33..qui| est nombre quint Et par ainsi o7
qui multiplie seconds par tiers vel ef*. Il eu vient quintz Et tiers par quartz
Il en vient .7.™ et quarts par quarts Il en vient .8." et ainsi des aulis. €En
ceste consideracion est maifeste yng secret qui est es nombres pporcionalz. Cest
que qui multiplie vog nombre pporcional en soy Il eo viét le nombre du dou-
ble de sa denomlacion come qui mltiplie .8. qui est tiers en soy Il en vient
4. qui est six." Et.16. qui est quart multiplie en soy. Il en doit venir .258.
qui est buyt.” Et qui multiplie .138. "Yui est le .1.* pporcional par .s12. qui
est le 0." Il en doit venir es33s. qui est le 1’

Nombres

@ ~awas»owwe=~a Denolacions

A continuacio ensenya a dividir expressions del tipus anterior, definint la regla de
restar els exponents i dividir els coeficients (p. 742):

12

72° dividit per 83 dona 93 = Ox3
B8 x3
- 84 x
847 dividit per 7'™ déna 122 Tl 122
~r ~ L ~ 84)('3
843m dividit per 72™ dona 121™M Ix2 =12 x1



Explica que aquestes regles dels primers serveixen per a cercar la cosa que s'ignora, a
saber: 11. | ensenya a resoldre les seglients equacions que es plantegen:

41 T 6° igual a 31, afegint 6° a les dues parts tindrem | 4x — 6 = 3x
41 igual a 37 p 6°;restant 31 a les dues parts es té 4x=3x +6
11 jgual a 6°. (p. 743) x=6

Chuquet arriba a explicar, en alguns casos simples, com es resolen equacions plan-
tejades en forma de fraccio algebraica:

-~ - m 1
*...Qui voldria partir 30 m 11 per 12 més 11, tindria (...) 13: { . Ara pensem que aquesta

diferéncia de nombre (sic) fos igual o semblant a 3°. Convindria multiplicar I'una i I'altra
parts per la manera més amunt dita, i es tindra 30 A 11 d’una part, i 32 p 31 de I'altra. Des-
prés cal donar 11 a |'una i I'altra parts a causa de fi 11 que és en una d'elles, i es tindra 300
d'una part i 32 p 41 de I'altra, gue son ben igualades i abreujades’’. (p. 745-746)

Explica la manera d’igualar i abreujar parts afectades per arrels, com el seguent
exemple. Per abreujar R2425 4" p 2" p 1 igual a 100, en primer lloc treu 27 p 1 de cada
una de les parts, obtenint R2 42 5 4! d'una part i 99 m 2! de I'altra. Despres multiplica
cada part per ella mateixa i obté, per una banda, 42 p 41, i per |'altra 9801 i 396" p 42.
| abreujant,resta per una part 400" i 9801 per |'altra. (p. 746)

Posa també |'exemple:

R2721m12 p1 i R236m 12 (multiplicant cada part per ella mateixa)

127 M12pR2481 7142p1 i 36M 12 (sumant 12 a cada part)

12'pR248" m42p1 i 36 (restant 1 de cada part)
12" 5 R2 487 /42 | 35 (traient 12! de cada part)
R2 487 m 42 | 35 127 (multiplicant cada part per ella mateixa)

48' M 42 | 1.225™ 840" p 1442 (sumant 42 a les dues parts)
487 | 1.225 f 8407 § 1482 (sumant B40! a les dues parts)
8887 | 1.225p 1482 . Fide I'abreujament. (p. 747)

En llenguatge modern:

V12x—-x2 + 1 =+/36—x2

12x —x2++/48x — 4 x2 + 1 =36 —x2
12x++/48x —4x2+ 1=36

12x + /48 x — 4 x2 =35
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48x —4x2=35—-12x
48 x — 4 x2 = 1.225 — 840 x + 144 x2
48 x = 1,225 — 840 x + 148 x2

888 x = 1.225 + 148 x2

Es perfectament constatable el domini de les operacions basiques que hi intervenen,
i la idea de reconduir |‘equacio a una expressio com més simplificada millor, amb la res-
triccid que cada part corresponent a la poténcia de la incognita resti amb coeficient
positiu.

Explica les regles de resolucio de les equacions de primer grau ax = b, o del tipus
axN = bxN-1; sequint la tradicio arab, les diferents formes en qué apareixen les equacions
de segon grau son tractades una per una, quant a |la forma de resoldre-les. També aborda
aquelles equacions del tipus: ax2N = bxN +¢

Fa observar que quan ens trobem amb equacions del tipus 152 igual a 152, llavors
tots els nombres son solucio, pero si arribem a una equacié com 121 igual a 87, aixo signi-
fica que la rad és impossible i que no hi ha solucio.

Segueixen molts problemes que condueixen a equacions amb radicals, com el que
transcrivim:

p. 782  “Vull trobar un nombre tal que, dividit per 5, la R4 del quocient sigui igual a R3 7",

1 1

Forma de resolucio: 11 dividit per 5 es 1§ , i la seva arrel quarta R4 1 que ha d'ésser
3 3

igual a R3 7. Reduint els indexs de les dues arrels: R12 1;—5 igual a R'2 2.401; .?12—5

igual a a 2.401; 13 igual a 300.125. | el nombre cercat és R 300.125.
Exposem la forma de resoldre una equacio que en notacid moderna es:

xv b +t7 =420
Chuquet procedeix aix(:

11 per R2 5 és R2 52
R2 7 p R2 52 igual a R2 20 (Restem R2 7)
R? 52 jgual a R2 20 M R2 7 (Multipliquem cada part per ella mateixa)
52 igual a 27 M R2 560
12 igual a 5-g-mn2 22%
2

: 2 ~
11 igual a R? 5—5-31?222 %queabreujatés R24m R? 1 +

xﬁ-l-\/’?_:m
VBxZ + 7 =V20
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A la p. 799 tracta la resolucio d’una equacid on per primera vegada apareixen dues
solucions, considerant com a valides totes dues:

R2 62 p 12 igual a 24

R2 62 jgual a 24 m 12

62 igual a 576 m 482 p 14

542 ijgual a 576 p 14; que aplicant la 4® regla de resolucié (mitja = precedent +con-
seguent) déna les solucions:

R2 R2 153p 27 i R227m R2 153
V6x2 +x2 = 24

6x2 = 24 —x2

It

6x? = 576 —48x2 + x4

54 x2 576 + x4

Solucions: /A 153 + 27 i v 27 — +/ 153

A la p. BO6 trobem un problema tal que el planteig de |'equacié condueix a dues
solucions, i Chuquet és veu obligat a establir un criteri que decideixi la validesa de cada
una d’elles:

“Null fer de 12 dues parts tals que |'una multiplicada per 12 sigui igual al quadrat de |'altra’".

Chuquet posa que la part més petita sigui 1'; I'altra sera 12 m 1'. La igualacio de
les dues parts sera

12" igual a 144 7 241 B 12
144 p 12 igual a 36!

| aplicant la regla corresponent obté la solucid 18 p R2 180 per a unade les parts
de 12, la qual cosa no pot ser. Es per tant que, segons la regla de resolucié, cal que de 18
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restem R2 180. Aixi, la més petita part de 12 que buscavem és 18 T R2 180; 1 I'altra
part sera R2 180 i 6.
Aqui trobem un passatge molt curiés, com a comentari de Chuquet:

p.B06  “Campano, que fou solemne gedmetra i comentador d'Euclides pensava que tals calculs no
es podien fer per rad del nombre, aix’’ com ho diu o comenta en bastants apartats, fins i tot
al referent al llibre 9 d'Euclides, al final de la proposicio 16"

A continuacié exposa molts problemes on s'accepten com a valides les dues solu-
cions, comprovant sempre que efectivament ho son sense més que substituir els valors
trobats a |'equacio, i veient que la igualtat resulta certa.

Chuquet acaba el llibre amb les paraules seguents:

p.814 “Falta encara, per a perfeccionar i completar aquest llibre, trobar regles i canons generals per
a tres diferéncies (poténcies diferents de la incognita) de nombres inigualment distants. | en-
cara per a quatre o meés diferéncies, siguin igualment o no separades les unes de les altres. Les
quals (eguacions) son deixades per a aquells qui més endavant hi voldran aprofundir. | aixf,
a I'honor de la Gloriosa Trinitat, és acabat aquest llibre, el qual, per rad de les seves tres
parts generals, titulo Triparty. | per haver estat fet per Nicolas Chuquet, parisenc, Batxiller
en Medicina, I'anomeno el '‘Triparty de Nicolas en la science des nombres’’. El qual fou co-
mencat, desenvolupat i acabat a Lyon sus le Rosne, I'any 1484,

La resta del llibre és un amplirecull de problemes (f. 148-f. 324), dels quals A. Marre
tan sols publica fins al f. 210.

Potser és interessant d'assenyalar que una vintena d‘aquests exercicis provenen
d'una aritmetica en llengua d'oc que es conserva, manuscrita, a la Biblioteca Nacional de
Paris. El manuscrit és original de Pamies, I'actual Pamiers, una ciutat a prop de Foix, i es
pot datar de la meitat del s. XV. Marre va remarcar la concordanca d'enunciats entre els
problemes de Chuquet i els del manuscrit de Pamiers, reproduint en la seva edicié del
Triparty els enunciats de Pamiers utilitzats per Chuquet. Alguns dels problemes més
interessants els trobara el lector a la part final d’aquest llibre.

Per dltim, volem deixar constancia de la nostra estranyesa per la poca atencio que
encara rep la Triparty, després de |a seva publicacio ara fa 100 anys. Pensem que no es
valora suficientment la creacio d'un model de |lenguatge algebraic, completament inde-
penditzat de la geometria i capa¢ de funcionar per si sol en el tractament general del
calcul radical i de les equacions (simbolitzacio del parentesi per a I'arrel, index natural per
a l'arrel i la poténcia de la incognita, regles per a la transformacié de les equacions,...), i
que al mateix temps dona la interpretacio de solucions negatives en problemes de tipus
comercial. | en canvi es concedeix una importancia fora de lloc al fet que en alguna rara
ocasio apareixin nombres negatius aillats en un membre d'una equacio, quan aixo no seria
sin6 la conseqliéncia logica d'haver desenvolupat formalment un calcul algebraic de mane-
ra prou extensa com perque una “falla’ d'aquest tipus no porti al final de tot a un resul-
tat fals.

Si bé les contribucions de Chuguet al camp de la resolucio d’equacions son escasses,
mereix, per l'originalitat i audacia de la seva obra, figurar en un lloc d’honor en el camp
de |'elaboracio del llenguatge i calcul algebraics.



CAPITOL 6:
L'‘OBRA MATEMATICA DE NICCOLO TARTAGLIA
Algunes dades biografiques

La vida i obra de Tartaglia, al igual que la de Cardano, estan indissolublement lliga-
des al Renaixement. Sén, tots dos personatges productes caracteristics d'una época pleto-
rica, en estat d'efervescéncia i trastocament dels antics valors economics i socials, politics
i culturals, juridics i cientifics. Un mon nou pugnava per sortir de les cendres d'un passat
que es remunta a I'Alta Edat Mitjana, enmig d'un present que viu l'intercanvi d'idees i
mercaderies entre civilitzacions llunyanes geograficament les unes de les altres. Aquest
perfode historic, que porta a les entranyes la configuracié que adquirird el mon modern
a |I'Occident, es caracteritza per un extraordinari dinamisme social, per un vitalisme que
floreix a tots els ordres de la vida, i per una sed d'aventura que s'estén des de les arees
del comerg a les dels descobriments geografics, des de la invencio d’artilugis mecanics a la
reputacio dels descobridors cientifics. La competivitat entre els homes arriba a fites molt
altes i aixi no és destranyar, en el marc d’aguesta societat, els desafiaments entre cienti-
fics, per tal de veure qui sorgia triomfant d’una polémica entre doctes. El més famos
d’aquests duels sense espasa fou |'establert entre Tartaglia i Ferrari, al qual més endavant
ens referirem.

Niccolo Fontana, nasqué aproximadament a comengaments del secle XVI i la seva
activitat omple la primera meitat d'aquest segle fins a la seva mort, que ocorregué |'any
1557. Segons explica ell mateix als Quesiti et inventioni diverse, nasqué de familia molt
humil, i fou ferit de petit, I'any 1512, quan les tropes que comandava Gasto de Foix
entraren a Brescia; resultat de les ferides fou que mai més no va poder parlar de forma
normal, pel que li va quedar el malnom de Tartaglia (Quec). Cal dir, potser, que mai no
s‘avergonyi d‘aquest mot, i que fins i tot I’adopta com a sobrenom, amb el qual signava
les seves obres. Tingué una educacion autodidacta, pel seu propi esforg, fora de les escoles
d’aprenentatge, cosa que explica que no aprengués a escriure en llati i que sempre utilitzés
Iitalia vulgar. Es dedica a I'ensenyament i fou professor a Verona (1521-23), a Mantua
(1526), a Venezia (1534), a Brescia (1548) i finalment a Venezia on mori.
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Fig. 15. Efigie de Tartaglia segons el
. gravat de la primera pagina dels Que-

siti, ed de 1554. Exemplar de la

Biblioteca Universitaria, Barcelona.

TA KL 5B LA

guialie | mvaflra dhisi  miodi di wediir wira Chetd inefpagnibile.
LA DIVISIONR AT CONTINENTIADI TVTTA
l'opra nel feguente foghe (i mrouara notaca,

CONPRIVILEBESGLD

Els Quesiti (1546)

La primera obra que escrigué fou Nouva scientia (1537), on intentava establir els
principis de la balistica. En |'estudi de la trajectoria d'un projectil arriba, per raonaments
geometrics, (no hi ha equacions al llarg de |'obra ni res que s’hi assembli), a determinar
|'angle d'allargada maxima corresponent a 45°. Aquesta obra esta molt ben considerada a
|'article ja citat de Koiré ‘’La dinamica de Niccold Tartaglia”’. Posteriorment Tartaglia, als
Quesiti, va corregir certs errors de plantejament dels problemes de balfstica. Perd anem
a la part de I'obra matematica que més ens interessa d'analitzar: les contribucions i estudis
de caracter algebraic vinculats a la polemica historia de la resolucié de les equacions de
tercer grau.

L’obra que hem consultat i que més informacid aporta al respecte és el Quesiti et
inventioni diverse (Venezia 1554; |la primera edicié és del 1546) material que consta de
9 llibres. Els tres primers son dedicats a la balistica i a |'artilleria. Al quart es plantegen les
diferents formes d’ordenar un exércit. El cinqué és dedicat a Topografia. E| 68, 78 | 82 a
fortificacions i questions d’estatica i el nove a problemes d’aritmética, geometria i algebra.
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Es precisament al nové llibre on trobem variats comentaris de tipus historic que permeten
seguir el fil del descobriment de les solucions de les equacions de tercer grau. Tartaglia
explica a |'index el contingut i objecte del nove llibre:

Al nové llibre es dona la regla i la manera de saber resoldre variats i diversos casos
sobre qlestions d'Aritmética, de geometria i de la Practica especulativa de |"art magna,
dita algebra i almucabala, vulgarment anomenada la Regla de la cosa, i fins i tot es tracta
de la Regla de cosa i cub igual a nombre, retrobada pel present Autor, i semblantment
de quadrat i cub, i dels seus altres associats, coses que els savis jutjaven impossibles [de
resoldre|”.

o Fig. 16. Comengament del nové
llibre dels Quesiti. A sota mateix

~LIBR O N ONO DELLI del titol exposa genéricament els
QVESITL ET INVENTIONI DIVERSE,

DE NICOLO TARTAGLIA.
apnkfdmhm Geometrics, o i la Pratica Speculativg
de Algebra,er Almucabals,

continguts de qué tractara. Pot
observar-se |‘estructura amb qué

R ! L 2 apareixen els diferents QUESITI,
e " on fa constar la procedéncia dels
problemes i l'any.

Segons les dades extretes d’aquest llibre, tot sembla indicar que Scipione del Ferro,
professor de matematiques a Bolonya, troba (I'any 1506, segons Tartaglia, o |‘any 1515,
en opinié de Cardano) una manera de resoldre I'equaci6 clbica del tipus: x® + px = q.
No publica la forma de resolucié, trobada per ell, sind que la mostra al seu deixeble Anto-
nio Maria Fiore. Els papers de Scipione del Ferro foren heretats més tard pel seu cunyat i
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successor Annibale della Nave, que ensenya a Bolonya fins a 1650. Tant Fiore com Della
Nave es despreocuparen de fer publica tal descoberta. Els papers de del Ferro no han estat
trobat fins ara. L ?

Segons ens refereix Tartaglia al Quesito X1V del llibre 9% dels Quesiti, un tal Zuanne
de Coi, professor de Bréscia, |li va proposar I"any 1530, de resoldre dues glestions que
conduien a respectives equacions cubiques.

“Mestre Zuanne: Trobeu un nombre, el qual, multiplicat per la seva arrel mes 3,
em faci tot plegat 5. Altrament, trobeu-me 3 nombres amb la condicio que el segon sigui
dos més que el primer, i que el tercer sigui també dos més que el segon, i que multiplicats
el primer pel segon i aquest producte pel tercer faci 1.000. Niccolo Tartaglia: vos m'heu
enviat aquests dos problemes, com a cosa impossible de resoldre, o bé ignorada per vos
mateix, perqué procedint per |‘algebra el primer condueix a qui opera a un cub més tres
quadrats igual a 5 [x3 + 3x2 = 5] i el segon a un cub més 6 quadrats més 8 coses igual a
1.000 [x3 + 6x2 + 8x = 1.000], els quals capitols, fins als temps actuals, han estat jut-
jats per Fra Luca i d'altres com impossibles de resoldre mitjangant una Regla general...", i
Tartaglia segueix mes endavant:

f. 101 v.: "l per a mostrar-vos que d’'aixo nestic segur, m'ofereixo a dipositar 10
ducats contra 5 a que vos no sabrieu resoldre aquests dos casos que m’heu proposat a par-
tir d'una Regla general...".

| encara Tartaglia afegeix:

"Jo no dic que tals casos siguin impossibles, encara que el primer, aquell del cub i
del quadrat igual al nombre, estic convengut d'haver trobat la seva Regla general mes per
ara la vull callar prudentment; i del segon, aquell del cub i quadrat i cosa igual a nombre,
confesso no haver pogut, fins a aguest moment, trobar una regla general, perd amb aixo
no dic ni vull dir que sigui impossible de trobar, malgrat que fins ara no hagi estat troba-
da".

Al Quesito XXV, Tartaglia diu que un tal Antonio del Fiore, assabentat que Tar-
taglia havia afirmat resoldre certes equacions cubiques de forma general, el qualifica d‘im-
postor, replicant Tartaglia estar en possesio de la forma de resolucio de les cubiques:
x3 + px =g, ix3=px + q. A Fiore desafia Tartaglia, sota el compromis de dipositar
tots dos una certa quantitat de diners en preséncia d'un notari; aguesta quantitat se
I'emportaria aquell qui resolgués bé més problemes d'un total de 30 que cadascl propos-
saria a l'altre, en un termini maxim de 40 dies. Tartaglia els resolgué tots en menys de
dues hores, i Fiore a penes va aconseguir donar alguna resposta correcta.

Tartaglia rememora el desafiament comentant els problemes que es van proposar
I'un a l'altre:

“El primer dels 30 problemes que li vaig proposar diu:
Trobar una quantitat que sigui irracional, i que multiplicada per la seva arrel més 40 faci un
nombre racional i discret’’.

Els gquatre primers problemes conduien a les segiients equacions:

1°) x3 +40x2=p 2°)30x2=x3 +p
3°) x3 + 4x=13 4°) x=3x3 + 10

Un any després del desafiament entre Tartaglia i Fiore i amb data 12-9-1535,
Zuanne de Coi torna a enviar a Tartaglia tres problemes, un dels quals consisteix a des-
composar 20 en tres parts en proporcio geomeétrica, i tals que el producte dels dos primers
faci 8, problema que Lluis Ferrari, deixeble de Cardano, havia aconsequit resoldre.
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En agost de 15636 un tal Vincenti proposa a Tartaglia el problema de trobar un
nombre que, multiplicat per la seva arrel quadrada augmentada en 6, donés 100, problema
idéntic a un dels proposats per Coi I'any 1530.

Al Quesito XXXI| trobem el text d'una carta que Cardano envia a Tartaglia (2-1-39),
per mitja d’'un llibreter, on li diu que, sent coneixedor de la disputa establerta entre
Tartaglia i Fiore, i estant a punt de publicar una obra, voldria incloure-hi la regla per a
resoldre la equacid de tercer grau —deixant constancia del nom del seu descobridor—; per
tant, li demana la informacio precisa de tal qliestio, i al mateix temps li sol.licita els enun-
ciats dels famosos 30 problemes de la contesa. Cardano acaba la carta demanant-li si pot
resoldre una llista de 8 problemes, entre els quals hi ha agquests:

1€r) Partir 10 en quatre parts continues proporcionals, i que la primera part sia 2.
4ft} Problema que condueix a resoldre I'equacio: 2x2 + 2x3 = 10.
88) Trobar un nombre que multiplicat per la seva arrel més 3 faci 21.

Tartaglia contesta a Cardano dient-li que aquestes giiestions provenen de Zuanne de
Coi i que corresponen a equacions del tipus x3 + px2 = q, que Zuanne no sap resoldre,
pero que ell té la regla particular de resolucio de tals guestions. En la mateixa carta a Car-
dano, |i exposa la llista dels 30 problemes que |i foren proposats per Fiore, entre els quals
hi trobem els seglients enunciats:

1€r) Trobar un nombre tal que, ajuntant-li la seva arrel cubica, faci 6. [Problema
d’equacié x + </ x =6, equivalenta x3 + x = 6].
78) Problema que condueix a |'equacio x + 2 \77 = 13, equivalent a resoldre
a3 2% =13,
88) Problema consistent a resoldre x(13—x) = x4 que es redueix a: x3 +x = 13.

La resta dels problemes es redueixen a resoldre equacions del tipus: x3 + px =q,
pel que no és d'estranyar que Tartaglia, coneixedor de la formula de resolucio, els resol-
gués en menys de dues hores.

Al Quesito XXXI| s'exposen diverses cartes creuades entre Cardano i Tartaglia.

Al Quesito XXXI!l trobem una carta de Cardano a Tartaglia (13-3-39) on s'invita
a aquest ultim a anar Mila per visitar el marqués de Vasto, que és un conegut protector
de pensadors i cientifics.

Al Quesito XXXIV Tartaglia explica el resultat de la seva visita a Mila, on s'allotja
a casa de Cardano, i que aquest li va pregar que |li comuniqués el secret de la resolucio
de I'equacié de tercer grau, arribant-li a dir: “Us juro sobre els Sants Evangelis que, si em
comuniqueu els vostres descobriments, no els publicaré, i els anotaré sols per a mi, i en
clau, a fi que ningll no puaui comprende’ls fins després de la meva mort'". Tartaglia va
cedir a tals precs, i va comunicar a Cardano la forma de resoldre les ciibiques, continguda
als famosos versos que expliquen les successives operacions que cal efectuar.



Una versid lliure dels versos de Tartaglia és la seglient:

Quan el cub (x3) més
les coses (px) s'igualen a qual-
sevol nombre (q), troba’n dos
que es diferenciin en aixo
(u—v = q), i que el seu pro-
ducte sempre sigui igual al
cub del ter¢ de les coses

(uv = (+p)3. La diferéncia
entre les seves arrels cubiques
valdra la cosa

x=Yu—-Iv).
En el segon (cas), quan
el cub resti sol (i.e., si x3 =

Lt ;d;ﬁq; 5
0] & mevincreffe
i::- BLH. Dypoiche bauctis

Al nieta, e i px + q), del nombre en faras
Delli lor chen fottratti o Py dues partrs (g - u‘+ v) que
Viarra la tug cofe princi una per |‘altra sigui el cub del
el ‘:’hh"’ TR terg de les coses; d'aquestes
T“"““ ﬂﬂ-‘““’“w“I qup"b:?wr “&” parts _trobaras les afrels. cu‘bl-
Del numer firai due tal pare's wolo ques, illur suma sera la incog-
Che Uunain Ualtrs fi produca fchictto nita,
El terxo cubo delle cofem fiolo 3
Bele qual poi,per communprecetio El tercer (x3 + g = px)
anmlhhnw;ihf:mymfi es resol amb el segon, ja que
Kt coral fommu [ il tuo coneetto. . i .
mrr:npo{rfaqmﬂimﬂrimli per naturalesa son quasi con
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Qefl: trousi g non com pafiitardi Aixd vaig trobar el mil
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Wella cit s dal mar'intorno centas
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ciutat del mar entorn guarda-

V qual capirolo paria tanto chisro che fengdltre tﬂ'm'ﬂo eredo chejioflr s Becel da (Venézia).
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Fig. 17. Foli 120v. dels Quesiti, on apareixen els famosos
versos de Tartaglia amb la regla per a resoldre les cubiques

Al Quesito XXXV, Tartaglia explica que Cardano li demana per carta més acla-
racions sobre la resolucid de I'equacioé clbica, després de la seva entrevista a Mila, sol.li-
citant tot seguit la solucio de I'equaci6: x3 + 3x = 10. Tartaglia contesta exposant-li Ia
forma exacta de resoldre-ho, i al final li diu que el bon resultat es deriva de la mateixa
confianga que dona l‘experiéncia, pero que al mateix temps és facil de veure la regla a
partir d'una construcci6 geomeétrica, sense exposar-la en cap moment.
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L‘intercanvi de cartes entre Cardano i Tartaglia sequeix durant un any: 12 i 27 de
Maig (Ques. XXXVI); 10 i 19 de juliol {Ques. XXXVII); 4 i 7 d"agost (Ques. XXXVIII) i
18 d'Octubre del 39. L Gltima carta de Cardano, del 5 de gener de 1540, queda ja sense
resposta, després d’haver-se refredat considerablement la relacio entre ells.

La disputa entre Tartaglia i Ferrari (1547-1548)

La primera vegada que es publica la resolucio de I'equacié cubica fou I'any 1545,
dins de |'obra d'algebra Ars Magna de Cardano. Tartaglia, molt enfadat per tal fet, i con-
siderant que Cardano havia trencat el jurament que liva fer, desafia Cardano, pero aquest
refusa, i en canvi instiga Ferrari a enviar a Tartaglia un “cartello di sfida" (12-2-1547),
disposant-se a dipositar 200 escuts, destinats al vencedor del torneig. Tartaglia contesta
acceptant, pero amb la condicié que Cardano prengués part en la disputa matematica.

[1] Fartaglia, Terza Risposta] 71

TERZA RISPOSTA i

DATA DA NICOLO TARTALEA BRISCIANO
Al Eccelleate M, Hieronimo Cardane Medico Milanele ,%
Lettoz Publico In Pauia,

Bt al Eccellente mefler Lodouico Ferraro delle Marhematjee
Lewtor publico in Melano®, Con la refolutione , oucr
Rifpofta de. 3 1.Quefitioter queftioni da
quelli allof propoft,

ES

Ceellente m. H eronimo, & voi meffer Lodouico alll-11.di Aprile

vi dedi rifoluza rifpofta allo voftro fecondo Carello, Et con quella vi

indrizai Q uefidi,ouer QuelHoni, 3 1.con offerea che fe vei ambidul
Infieme conche altro vl pareile, me Ul refoluenare in termine de giomil, 1 5.
dapol |3 prefentatione di quelliche mi contentaua di perdere ducarti, 2 5, de
danarl,% [a miea delli mel reftanti libri che tanto veinfeftano, { per narrarin
quellila pura verita Yliquali danad & libri aftendenano alla fomma de ducy
¥ s0,Et che fe per foree vol non me fapenate refoluere i deri Q uefiti nel det
o termine,io non voleuache voi fofh tenutl 2 perdere cofa alcuna, Ex vi fenif
flanchora chefe per forte voi non k Gpeuare nfaluere cofi in gloml, 15, v
concecena per manco voitra infamia che foluendoll ancher dapel d derto

rermine,va mefle,& anchor dui,orun: .:.uc’rjm de qn:w,chc%ﬂn ubl
mo

el
arle dette voltee folutioui al moinia Lap :m":'irr:m,& i
canfignatialla S.de m, Otrauiino Scoto o prinw di di maggio,Prefente m.
Dominico del 9.Dona Cantor, Et ady, 5 .del detro mefe tronai la Signeria di
m.Oteanfano Scotro, & lo adimandai fe vi haveua mandatala detta mia e
fpofta, & quefiti,quel mi rifpofe ¢ prefente a dui homini da bene Yche il giors
o auanti fe era parrita il portaror di quella,che Gria fato adi 2, di maggio,
tlemnte che talTando, 3 souier. 4, gioemi al dereo latare per venire da Veuena
# Melano, facclo conto chealli. 5.ouer al piu alli, 6. di maggio vol doucftiris
Cevere 2 deita mia rifpofta,& quefiti, Et perche molti met amic me reprens
devano grandamelice ogni gloeno digando che fo era ffato wroppa largo, &
liberalea farvie a4 ambidui cofi fargo partito,& mal(ime conliberea di potec
i fac agfutare anchorazd almri & conolcendo che me dicewano il vero, fon
#ato pec finalli, 6. di giugno alguanto fufpelo dubitndo che nom i nuands
1 refolatione di quelli el termine a voi allignato, Dico per fin allls. 4l
tlugao,percheio v limieaua ( come detro ) giomis 1 s.per ufolua‘\lt deet e
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Fig. 18. Primera pagina del 3er
contra-cartello que Tartaglia
envia a Cardano i Ferrari (p. 71
de [‘edicio facsimil. Brescia,
1974).



Hem consultat el contingut dels 6 cartells creuats entre Tartaglia i Ferrari, i la major
part tracten menys de matematiques que de consideracions generals i provocacions. Totes
les pagines referidas als Cartel// corresponen a |'edicio facsimil (Brescia, 1974).

Un esquema resumit dels sis cartells, creuats, apart dels dos primers esmentats, és el
seguent:

CARTELL 20n Abril-47. Ferrari insisteix a fixar els terminis de la disputa.
274-47. Tartaglia li contesta que si, i li proposa ja la resolucio de 31 problemes.
CARTELL 3er 24-5-47. Ferrari contesta a Tartaglia amb un “cartello’’ ple d'injuries, pro-
posant-li la resolucié d'uns altres 31 problemes molt més complicats, i sembla ésser
que alguns d’ells excedint les possibilitats de resolucio de Ferrari.
23-6/9-7. Tartaglia contesta responent 23 dels problemes que li han proposat.
CARTELL 4art 10-8-47. Ferrari sequeix polemitzant i injuriant Tartaglia.
30-8-47. Tartaglia contesta les questions pendents de la llista de problemes anterior.
CARTELL 5, Octubre. Ferrari resol alguns dels problemes proposats per Tartaglia sis
mesos abans.
Tartaglia contesta demanant-li que es fixi d’'una vegada la data del desafiament ver-
bal.
CARTELL 68, 14-7-48. Ferrari contesta a Tartaglia elegint la data del 10-8-48 per a rea-
litzar el duel, a |a catedra Giordino dels frares recol.lectes de Mila.

Comentarem, com a part més interessant dels ‘‘cartelli”’, alguns dels problemes que
es van proposar, i la forma concreta en que es van resoldre.

Els 31 problemes plantejats per Tartaglia es distribueixen, segons matéries, de la se-
guent forma:

17 Problemes de geometria plana
3 guestions de geografia matematica
1 pregunta de geometria solida

10 problemes d'aritmética i algebra.

La majoria dels 17 problemes de geometria plana es refereixen a construccions geo-
meétriques que utilitzen una sola obertura de compas, és a dir amb radi fix. Els precedents
d‘aquests estudis es remunten a Abul Wafa (940-898), A. Durero (1471-1528), Leonardo
da Vinci (1452-1529) i Scipione del Ferro (1465-1526).

Entre els problmes d'aritmética i algebra trobem els segiients:

Probl. 22-25. Proposa el calcul d‘arrels d’index cinc, sis, set i onze.
22. Calcular I'arrel d'index cinc del nombre 9999999999, amb una regla general que
permeti aproximar el resultat cada cop més, segons es vulgui, i tal que amb la

mateixa regla es pugui calcular la mateixa arrel de 5/8 i finalment de 242;—.

25. E| mateix que els anteriors, amb regla general de la Radice terza relata propinqua de
9999999999, i finalment de 8/7 i de 17?148%. (Es refereix al calcul de I'arrel

onzena aproximada). -
26. Esbrinar si la quantitat “7 piu RR 63.000 piu RR 10.240 piu R 360" té arrel

d'arrel o no, demanant que en cas afirmatiu sigui calculada mitjangant regla general,
i aplicable a tot quatrinomi.
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| Tartaglia, Seconda Risposta| [20]

e, 8l lato di afl i
‘élugjﬁfcﬁa [ Latc .a%ﬁg‘w‘:b fe e4.adomando 'area corpos
12, Veadimando anchorache o tegola gilale me ritrouati ouer cavati la
radicerclata propinquade, 9999999999, cioe con laregola generale de
formar vnrotto del refiduo cheauanzara di fopraa tal eltratione , laqual
regola fiala fua propria,& generale laquai ferui non folamente nelle eftrac
tioni delle dette radice propinquenelli numeri fani,ma anchora nclli rotri,
& nelli fani & rotri efempi gratia con la medefima regola cavatime anchos
rala Radicerelata propinqua de - & fimelmentede 241 -1,
2 3. Anchora ve adimando checdla fua propria regola generale come det
to di fop me cauatila radice cuba quadrapropinquade 95599959095.%
fimelmente de -J- &anchoradey23-3
2 4, Anchora adimando cheme fia canata con regola generale (come detto
difopra ) laRadice propinqua fecondarelatade 9999999993, & fimel
mentede 4 &fimejmentedezrgé~d « -
¢ 5+ Anchora veadimando che mecauati con regola generale 2 Radice
terzarelata propinatfadc 999999999999, & fimelmente de £ & fimel
mentede 177148 4,
26.Anchora ve adimando fe quefta quantita (cioe. 7. piu g 5.6 35000.pia
%k 10240 piu 360 ) haradice de radice,ouer non ,& hanendola ve
adimando che me la canati con regola generale,che ne ferui in turti li quas
drinomi,ouer quinque nomi che hanno s,
127.Anchora ve adimando fe quefta quantita ( cioe.7.piu Radice relara
40312 50,pitt & relata 20000000, piu g relata 2 53000 piu g relata soos
00000 ) ha s relataouer no,% hauendola veadimando che me la canati
con regola generale,qual ne {enua in tuttili quingue nomi,ouer, 6,nomi ch
hanno gerelata,
2 g Auchera veadimido che me fia partito, 10.p s.relata, 5.piu. g.qua
dra, 3.coe trouando el fuo recifo come fapetd,
2 9. Anchora parittime 10.per g, relata, 5. piu g cuba, 3 cioe trouddo pus

prima el fuorecifo.
30, Anchor partitime, 10. per. g.refata, 5.piu s, 3.come detto cioe tros
parido ¢l fuo recifo. i

31,10 mitrouo,27,cucu,piv, 36 primi relati piu. 74, fecodirelati piw. g,
cubi equal a 1000 ve domando{e quefto caputolo (% altri fimili) ¢ folubis
le p regola giiale,ouer no,% effendo folubile ve adomaddo ch valfela cola,

Dapoi feritta vi fazzo intendere che fe per forte voi non fapefti rifoluc
reli fopraftricti med cafi cofi nel detto terinine de. 1 5.giori dapoi la pres
feneanione de quelli vi concedo ( per manco voltrainfamia ) che foluendo
li anchor dapot ¢l detto termine vn mefe,& anchor dui o rutei, ouer parte
che poffiati publicarle dette voltre lolutioni,intendendo pero fenzaalow
LU utrc:rcl?o di piecione di honore, FINLS.

Fig. 19. Reprodyccio dels 10 Gltims problemes dels 31 que Tartaglia va proposar a Ferrari al segon
Contra-cartello, Es facil d’observar als enunciats precedents |'exigéncia de trobar regles generals per a
resoldre, tant els problemes aritmétics plantejats, com els algebraics. La majoria d‘aquests problemes
No eren exercicis d'una teoria feta, sind que corresponien a una etapa d'elaboracio d'aguesta teoria, on

'f";rf;;‘;fjm cada cop més, identitats algebraiques d'enunciat general (p. 58 de l'edicia facsimil, Bres-
c 4).
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La tradicié d'aquest tipus de problema, pero menys general, esta en els arabs, que

utilitzaven I'expressio: v a+ b = v/ a+ b+ </ 4ab.

Tartaglia planteja la resolucio de la questio 26 a partir de la identitat algebraica:

Ya+Ib)* =at+b+Y¥256a% + I 256ab3 ++/36ab

d'on I'arrel quarta que es demana resultaser: &/a + &b .
Als problemes 28-30 planteja racionalitzar les fraccions:

10 , 10 o |,
J3+vV3 ' Y5+93 T5 + 93

técnica que es basa en |‘aplicacio de la identitat algebraica:

a5+ b5= (a+ b) (a4 — a3b + a2 b2 — ah3 + b4)

1 _ a*—a3b+ a2b2—3ab3+ b4

atbh a5 + bs

de manera que desapareix |'arrel cinquena del denominador, i ja sols queda una arrel qua-
drada facil de racionalitzar.
El problema 31 és el més especificament algebraic, i diu:

31, "Tenim 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 secondi relati piu 8 cubi equali a 1.000; es
demana si aixd és resoluble per regla general o no, i en cas d'ésser resoluble es demana
quant val la'cosa’’ (p. 58; la cursiva és nostra, per a conservar |'expressid original de |'equa-
cio).

El problema correspon a una equacio de grau nove:
27 x9 + 36 x5 + 54 x7 + 8 x3 = 1.000 gue és reduible a una cubica mitjancant |‘extrac-
cio d’una arrel cibica: 3 x3 + 2 x = 10.

Ferrari, al cinqué cartello, contesta la majoria d’aquests problemes utilitzant, és clar,
el coneixement d'identitats algebraiques i les regles de la resoluci6 d'equacions cubiques.

La resposta al problema 31 ve referida al 5€ cartello en aquests termes:

Ferrari: ""Jo dic que aquest capitol i d'altres similars, que com aquest tenen arrel clibica, son
resolubles de forma general, i en faig la prova dient: si 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 se-
condi relati piu 8 cubi son iguals a 1000, llavors |'arrel cibica d'aquesta composicio, la qual
és 3 cu piu 2 co., serd igual a R cuba de 1.000, que és 10. Llavors 1 cu piu dos tercos co seran
iguals a tres i un terg. Seguint el capitol de trobar la cosa, valdra R Vcu R 2 (5 575 (V vol
dir universal, i juga el paper d'indicar que I'arrel primera comprén tota |'expressio) fent aixo
vint-i-nou, menys un i dos cinquens’’.

Els 31 enunciats de Ferrari es troben al tercer “’cartello’’, i els tipus de problemes es
distribueixen aix:

7 Problemes d’algebra
13 de geometria

7 d'Astronomia

1 d'Arquitectura
3 glestions de filosofia.
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[7] [Ferrari, Terzo Cartello]

. Deferiucte tre portioni di circoli imeguali, le quali ttte ¢ tre incominciano da
un punto, ¢ finifeano fopra una linea retta , ¢r fiaro feguenti , e quefto &
wiodo cbe li doi [patij da effe ¢ W linea rests contenuti , fiamo eguali ie

eme’.

10, viﬁrmio. ol fibro nono capitolo nono , infegna doi horologi enaporici , troman
ds Ctefibic per conafeer I'bore’ ufste da Romeni fenza fole’ , Addmands
Pifpofitione intelligible ¢ chidra di quelli,

1. Dato ¢he [fia un fettore, ¢ un circolo maggiore di quello de’l fettore , Toglica
tewi fuor di detto circolo una fuperficie , contenuta da due linee' rette <@
equidiftanti ¢ da dei archi del circolo , qual fuper ficie fis egudle al fettore,

12. Propofle due linee ineguali , Partitemi ciafcuna in due’ tal parti, cbe le minar
partl fiano eguali , e le mapgior parte della minor fia media proportices
ra le parti MApQIOre,

. Addimendo la dimofirancne geometrica cbe nelli aftrolabi il Zodidco fecda
leffetto che nells [phera,

14 Propofo cbe fig un triamgclo ¢z un punto di fuori, tiratemi da quel punto waa
liea che taglia un ter o del triangolo werfo l4 pontd,

I§. Troutemi doinumeri , che giunti infieme facciano quanto il cubo del memore
¢on le multiplicatione del triplo fuo nel quadrato del maggiore ¢ ¢ il cube
del maggicre con il triplo fuo nel quadrato del minore faccis . 6 4. pin &
dggregaro di detti doi mumeri,

16, Addimando che con il minor mumero di (phere’- cbe fis poflibile ,le quali face
ciamo ciafeuna il fua moto perferso fopra i foi poli, mi faluate il motc dell'ce
tays [bherd fecondo Alfonfo ,non partendofi ds i principi dell’Aftrologhi.

| 7. Fatemi di otto due tal parti, che'l prodotto dell'una nel altra moltiplicato mde
la lor diferenz, faccia piu che poffibil fis dimoftrando il tutto,

1 8. Dimoflratemi la fefte del primo d Euclide offenfuamente.

19, Vi propengo un triangolo che ba doi lari quali giunti fanno, 20 , labafc Em
pit del catheto, ¢z un« delle parti é. 5. ui cfdfmmdo quanto ¢ la bafe.

20. Addimando la dimoftratione geometrica perche nelli afirolabi li almicantar i

" cof fignati, fanno Peffetto che fanno nella [phera.

21, Trouatemi fei quantitd continue proportiondli dull'unitd , ¢z tali, che’l doppo
dells feconda con il triplo dells terza fia eguale alla radice dells fefia.

22, Quanto appartiene alla mathematicha, Addimando I'ifpofirione di quel Inoge del
Timeo di Platone ,quale al latino incomincia . Fuit autem calis Ula particia.
fin 4 quelle parole . Poftquam igitur fecundum creatoris, &e.

23, Egli ¢ un cubo , che li [oi lati o5 fuperficie giunti infieme , fono eguali ol |
quantitd proportionale fra il detio cubo ¢ une delle fuc fuperficic , s'adie
mands ls quanticd d'eflo aubo, ' :

Fig. 20, Reproduccié parcial de la llista de 31 problemes que Ferrari proposa a Tartaglia al tercer Cas-
tello. Un cop dul als enunciats permet veure la diversitat de problemes que es plantegen. Alguns
d'ells, aparentment geométrics, com el NO 18, acaben resolent-se per métodes algebraics. D'altres, com
&/ NO 15, fan intervenir identitats algebraiques, com la que resulta de desenvolupar el cub de la diferén-
Cia de dos nombres, cosa que permet reduir el problema a resoldre una equacié cubica, En llenguatge

modern seria:

X+y=x3+3xy2, 64+x+y=y3+3yx2; 64=1y-x)3, y-x=4 ;y=x+4

2x+4=x3 +3x (x+4)2 La solucié de la cibica déna un dels nombres. (p. 67 de I'edicio facsi-

mil, Brescia, 1974).
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Hi ha 3 problemes d'algebra que condueixen a equacions de tercer grau, i que Tarta-
glia contesta correctament. Altres 3 d‘algebra es redueixen a resoldre equacions de quart
grau, i Tartaglia els reserva per a discutir-los al duel verbal.

Com a exemple d'aquests problemes exposarem:

Problema 26. "'Trobeu-me sis quantitats continues proporcionals, tals que la primera i sisena
juntes facin 6, i la segona i tercera juntes facin 2" (p. 68).

Problema 17. “Feu-me de B dues parts, tals que el producte d'una per |'altra, multiplicat per
la seva diferéncia, faci el maxim possible, demostrant-ho tot”. (p.67).

Tartaglia contesta aquest problema, al tercer "“cartello”, aixi:

“Us contesto [al vostre Quesito 17] que la major part fard 4 piu R 5 %i la part més petita

4 menys R 5% ,el producte és ‘ID%, que per la diferéncia, que és R 21 %- faR 2423 217

i afegeix Tartaglia que aquest és un dels resultats que ell ja coneixia, i amb els quals els altres
pensaven sorprendre’l. (p. 91).

Algunes caracteristiques de la matematica de |'época

Al marge de |a historica disputa entre Tartaglia i Ferrari, i de |'agitacio que acom-
panya el descobriment de la resolucio de les equacions de tercer grau, creiem que és impor-
tant comentar certs aspectes d'aquest perfode de la matematica renaixentista italiana.

Una primera caracteristica a destacar en aquest periode correspon al procés de ma-
duracio dels métodes algebraics, concebuts cada cop més com eines per a la resolucio ge-
neral de problemes. La traduccio dels problemes de planteig al llenguatge algebraic, on
s'aplicaran regles automatiques de resolucio, s‘aferma en detriment de les regles particu-
lars de resolucio, corresponents als métodes arabs d'una falsa posicio i dues falses posi-
cions. Malgrat que no se superés |'estadi de |"algebra sincopada, i no aparegués un simbo-
lisme més eficag, és clar que en aquest periode germinen i es desenvolupen un ventall molt
ampli de relacions i identitats algebraiques, que s’utilitzen en un marc variat de problemes.
En efecte, el desenvolupament del calcul formal i de |'dlgebra porta directamente al des-
cobriment d’identitats com a5+ b5 = (a+ b) (a4 — a3 b + a2 b2 — ab3 + b4). Tant
'expressio d'aquestes identitats, com la justificacidé que es fa d'elles, vénen referides en
llenguatge retoric, i sempre aplicades a nombres concrets, i en cap moment no apareix una
simbologia identificable a una férmula matematica moderna. Aquestes identitats son di-
rectament utilitzades per a resoldre problemes diversos, com el de racionalitzar fraccions

del tipus: o 1
Y5+V3

Identitats que no son justificades a partir de construccions geomeétriques, sind a par-
tir de les lleis del calcul formal, com es posa de relleu en I'explicacié que fa Ferrari de
per queé es verifica sempre |a igualtat: (a+ b) (a4 — a3 b+ a2 b2 — ab3 + b4) = a5 + b5.

Ferrari diu: “Aixd esdevé aix/ perqué, a causa de |la proporcionalitat, tots els altres
factors resultants de la multiplicacié sabateixen els uns amb els altres (restant només els
dels extrems) ",

La segona caracteristica a destacar és |‘algebritzacio dels classics problemes de geo-
metria plana. L'aplicacié sistematica dels métodes algebraics als problemes de geometria
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permet resoldre’n alguns que d'altra forma no podien ésser resolts. Aixi, per exemple, tro-
bem als Quesiti |a segient qlesti6:

"Ques. XVII. Problema fet pel Mestre Alessandro Venetiano I'any 1623 a Verona, el qual
era del parer que no es podia resoldre,

... Sigui un triangle de tres costats desiguals, la base del qual és 10, i la seva perpendicular 8, i
els altres dos costats junts fan 20. Es demana quant fa cada un dels dos costats per separat,”’.

La solucid que proposa Tartaglia consisteix a aprofitar dues proposicions extretes
dels llibres d’Euclides, proposicions que permeten establir les segilients igualtats:

a2 — b2 + ¢2
r= ——
2c 3 b
5 h
(a—z_b2+cz) ¥ 2 = g2
2c r c

La primera d’elles és equivalent a la més moderna del Teorema dels cosinus, i la se-
gona correspon al Teorema de Pitagores. Plantejades les dues igualtats, i dient al costat
meés petit x, |"altre costat sera 20-x, i al problema es redueix a resoldre les equacions:

s —x)2+ 102
i X 1202;:{)) 10 — 2 —15

(2x — 15)2 + B2 = x2

D’on apareixen les solucions corresponents al costat més petit i al més gran.

Entre la llista de problemes que es plantegen als desafiaments, n'hi ha molts de geo-
metria que corresponen a resoldre equacions de segon i tercer grau.

La tercera caracteristica matematica d'aquest periode és la perspectiva d’utilitzar
I‘algebra, no per resoldre problemes especifics, sind universals. Hi ha plena consciéncia
que és possible un tractament general de certs problemes, un tractament que superi |'en-
giny original per a cada problema particular. Es per aixd que quan es proposen problemes
els uns als altres, no sols es demanen de resoldre’ls, sind a més de trobar la regla general
per a poder resoldre qualsevol problema d'aquell mateix tipus. En definitiva, els métodes
generals esdevenen ells mateixos un problema d’'importancia excepcional a resoldre.

En consegliéncia, hi ha un esforc de tots els matematics per a intentar sintetitzar de
forma ordenada els distints coneixements de caracter algebraic, amb mires a establir un
marc de teoria general que englobi les diferents regles algebraiques descobertes. Aquest
esforg el culminard Cardano a la seva obra Ars Magna, publicada I'any 1545. Paral.lela-
ment, Tartaglia té al cap tambeé |’elaboracit d'una gran obra enciclopédica que, continuant
I'estil de Luca Paccioli, inclogui els darrers descobriments algebraics. El titol d'aquesta
obra seria General trattato di numeri e misura, de la qual, en vida de Tartaglia, només
es van poder publicar els dos primers volums (Venezia, 1556), que son els que tracten de
la practica de totes les operacions, sense descuidar les practiques mercantils, progressions,
arrels, proporcions i quantitats irracionals. Els altres quatre volums foren publicats, de mane-
ra postuma, I'any 1560, i tracten, el 1l1 i IV, degeometria, el V delaresolucié de problemes
amb una sola obertura de compas, i el VI d'algebra, redactat per un altre matematic de
I'8poca a partir dels apunts deixats per Tartaglia. Cal dir que el volum d'algebra, |lastimo-
sament, no exposa la teoria i resolucio de les equacions de tercer grau.

101



El General Trattato fou traduit al franceés per Guillaume Gosselin, Parfs, 1578,

Si algun lector vol aprofundir sobre el contingut i caracter de |'obra de Tartaglia,
pot acudir directament al treball de Ettore Bortolotti, / contributi del Tartaglia, del Car-
dano, del Ferrari, e della scuola matematica bolognese alla teoria algebraica delle equazio-
ni cubiche. Imola, 1926. Resums del qual han estat publicats als Vol. 5, 6, 8 del Periodico

di Matematica (1925, 1926, 1928).
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CAPITOL 7:

L'ARS MAGNA DE GEROLAMO CARDANO

Algunes dades sobre |'obra i I'autor

Gerolamo Cardano (Pavia, 1501-Roma, 1576) fou en vida un metge prestigios; la
seva reputacio era tan gran que fins i tot fou cridat a Escocia per a atendre una perso-
nalitat, Tanmateix, la figura de Cardano és dificilment assimilable dins dels esquemes avui
convencionals. Era un home d‘interessos multiples, que va escriure sobre una infinitat de
temes i que va viure agitadament. Si bé al final de la seva vida, a Roma, era un membre
destacat del Col.legi de metges, i cobrava una pensi6 del Papa, altres periodes de la se-
va biografia —com quan va estar empresonat per deutes— son menys edificants. Existeix
una versié anglesa de |‘autobiografia de Cardano, The Book of My Life (New York,
1930), i I'estudi biografic més recent del personatge segons les referéncies de Witmer (p.
xvii), seria d'0. Ore: Cardano, the Gambling Scholar (Princeton, 1953).

S'han perdut alguns dels treballs que Cardano deixad manuscrits, i en particular
alguns sobre matematiques. Alld que ha estat conservat i editat, |'Opera omnia (Lyon,
1663), ocupa 10 volums, on s’hi pot trobar des d’una critica a la fisica aristotélica escolas-
tica fins a disquisicions teologico-filosofiques (herétiques, no caldria sind), passant per
una autobiografia, obres de matematiques, medicina, astrologia,... Pel que fa especifica-
ment a les matematiques, sens dubte el |libre més important dels que va escriure Cardano
és la Artis Magnae, sive de regulis algebraicis. (L Art Magna, o les regles de |'algebra). Tam-
bé és I'autor de la Practica Arithmeticae (1539), de I'Ars Magna Arithmeticae (possible-
ment escrita després de |’Ars Magna i abans del 1554), d'un petit |libre sobre jocs d'atzar
(del qual existeix versié anglesa: The Book of Games of Chance, New York, 1961),
del De Regula Aliza (1570), i d’un parell més d’obres menors sobre proporcions i propie-
tats dels nombres.

La primera edicié de I'Ars Magna, el 1545, es féu a Nuremberg. Una segona apare-
9ué a Basilea el 1570. La tercera i Gltima és la que apareix al volum |V de I'Opera Omnia.
El text que nosaltres hem manejat, al qual cal referir totes les cites que farem, és la ver-
Si6 anglesa editada i traduida per T.R. Witmer, que segueix |'edici6 de 1545, tot asse-
nyalant les modificacions, mfnimes, contingudes a la segona i tercera edicions.
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Dels 40 capitols que constitueixen |"Ars Magna, els meés ben coneguts son els
corresponents a la resolucié de les cubiques, del XI al XXIIl, i a lade les biquadrades, el
XXX1X. Cal deixar dit que, contrariament al que han escrit alguns historiadors (per
exemple, Bell, p. 126, i Turnbull, p. 47) Cardano no va fer passar per seves les contribu-
cions de Tartaglia i de Ferrari. Encara que Cardano sempre puntualitza que Tartaglia mai
no li va comunicar la demostracio del seu resultat, en dos llocs diferents aclareix que
aquest autor |i va donar la regla per a resoldre les cibiques quan ell la hi va demanar (pp.
8i9ip.96). Alap.237, quan Cardano explica que existeix una regla general per a resol-
dre equacions de 4rt grau, precisa que el seu autor, Lodovico Ferrari, la hi va transmetre;
també aqui subratlla, perd, que una demostracid geometrica, que constitueix la part més
delicada i teorica del metode, fou elaborada per ell mateix.

El contingut de |"Ars Magna

Els quatre primers capitols tenen un caracter general i introductori. El primer és
un capitol realment sorprenent, que contrasta amb el restant contingut de |'obra. Hi
son citats, sense demostracio, resultats teorics de gran interés sobre els lligams entre
arrels i coeficients. L'analisi detallada d'aquesta questio serad feta a |'apartat seglient.
En aquests primers capitols, Cardano fa una mena de repas de totes les regles que explica-
ra, entenent per regla (formula diriem avui) cadascun dels conjunts d‘operacions que cal
emprar per resoldre els 22 casos diferents d'equacions quadratiques i cubiques que cita i
els dos casos derivats que associa a cadascun dels anteriors; aquests no son sind els que
resulten de considerar equacions que, dit amb el nostre llenguatge, es poden reduir
a equacions de 2on i 3er grau fent elscanvis x = y2 o x = y3.

En aquesta primera part introductoria també s'explica com es poden utilitzar les
equacions per resoldre problemes, i com cal plantejar-les a partir dels enunciats. S'in-
sisteix en el fet que les equacions han de simplificar-se sempre tant com es pugui; en
particular, si una poténcia de la incognita és present a tots els termes, cal suprimir-la
de tots ells. Cardano acaba assenyalant que les equacions sempre han d'escriure’s amb
tots els coeficients positius, canviant els negatius de costat si n'hi ha, i dividint tots
els coeficients pel de |la poténcia més gran de la incognita.

El capitol V és dedicat a les equacions de segon grau. Inclou una demostracio geo-
metrica per a cada una de les regles corresponents als casos x2 + ax=b,x2+ b=
ax | x2 =ax + b. Després de les demostracions apareixen nombrosos exemples d'apli-
cacio.

Els capitols VI i VII preparen el tractament de les equacions cubiques. Al VI, Car-
dano comenta que una declaracio de Tartaglia sobre |la demostracio geometrica que hom
podia donar a la regla per a resoldre les equacions de 3er grau li va fer pensar que aquest
era el cami” que caliaseguir (p. 52). Per poder seguir aguest cami demostra, sempre geometri-
cament, les identitats algebraiques corresponents als desenvolupaments de (a + b)3 i
{a — b)3, aquesta ultima tractada en dos casos separats segons que a—b sigui una quantitat
positiva o negativa. Al capitol VII, titulat Sobre la transformacié d’equacions, s'hi troba
una demostracio llarguissima i absolutament geomeétrica del canvi x = Aly, que permet
transformar, conservant la N constant, x3 + ax2 = Neny3=by+ N,x3= ax2 + N
eny3 + by=N,iaixi 12 casos de transformacio, finsaladex5+ N=ax3eny5+ N
= by2, No cal dir que Cardano escriu els dotze casos i no déna cap formulacio general del
resultat. El calcul del nou coeficient de |'equacid, un cop transformada, aixi com el calcul
de larrel de la primera equacio a partir d’una arrel de la transformada (x, = A/y), estan
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Icsqzudr rquatio i p Gual. w.qud =qaatio fec,
Nitmerus gt mlkcnbuszqth 41Nu.&qﬂ-l|ll-ltﬂb.hd. ®qaul. qd. zquat. pri.

i rla aquatio prima, 42 Nits & e quad. & cu. e equal. cu. xquatio pri.
Jumerus & mudra' &:uhu\ 43 N & Quad. qd. & cu. Quad. =qual qd. =qualec,
itk @ io [eeun. @ 44 N 8 cu.quad. & co. cu, 2qual. cu. =uatic

Fig. 21. Els 22 tipus d’equacions, segons la classificacio de Cardano (pp. 226-227 del vol, IV de 'Ope-
ra Omnia. Exemplar de la Biblioteca Universitaria de Barcelona).
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donats en forma de recepta, i les demostracions que les acompanyen no tenen res a veure
amb el calcul formal gque avui fariem.

Els capitols | X i X estan dedicats als sistemes de dues equacions amb dues incogni-
tes. La primera incognita és anomenada positio o res, i la segona guantitas. El caprtol
I X, Sobre una segona quantitat desconeguda, no multiplicada, és dedicat als sistemes li-
neals. Cardano no fa cap estudi teoric, i es limita a resoldre problemes concrets que
sempre condueixen a sistemes 2x2 compatibles i determinats. Tanmateix, si que queda
explicat de forma prou general, a través dels exemples, el métode de reduccid per a
resoldre gualsevol d‘aquests sistemes. El capitol X, Sobre una segona quantitat descone-
guda, multiplicada, s'ocupa de sistemes 2x2 no lineals. E| constitueixen una tirallonga de
Demostracions, de les que extreu Regles com: si x2 = ax + by, i si x es coneix, |lavors
x(x — a)

b
mateix menys el coeficient de x i dividiu el producte pel coeficient de y. El quocient és el
valor de y.” (p. 76). Evidentment, Cardano distingeix entre x2 = ax + by i ax = x2 + by,
la qual cosa fa que hagi de donar 25 regles diferents. Algunes sén complicades, com: si

y = , regla que ell enuncia aixi: "Sigui x el que volgueu. Multipliqueu-lo per ell

x? =axy + by, i si es coneix xy, aleshores x _\;,/bxv +\/{ bxy 2= ? )3 +

e/bxy \/l bxy )2 — a;y )3 (p.87), perd la majoria sén resultats com el

primer esmentat, deis que avui anomenariem ftrivials o evidents, Totes les demos-
tracions que déna l'autor son exclusivament geometriques, i les regles que sintetitzen el
modus operandi en cada cas sén exclusivament retdriques, com la que hem citat al comen-
cament. Subratllem, tot passant, el paper que havien de jugar expressions i regles com
aquestes a |'hora de motivar una agilitzacié de les notacions. El capitol acaba resolent,
com exemple d’utilitzacio d‘aquestes regles, quatre problemes del tipus: “Trobar dos
nombres tals que la suma de llurs quadrats sigui 100 i el producte d'un per |'altre sigui
igual al doble de llur suma’ (p. 92).

Amb el capitol X|, Sobre el cub i la cosa igual al nombre, comencen els 13 capitols
dedicats a |a equacio de 3er grau, un per cadascun dels casos (en aquest ordre):

1.x34+ax=N 4.x®=ax?+N 7.x3+ax?+bx=N 10.x°=ax>+bx+N
2.x3=ax+N 5. x3+ ax2=N 8.x3+bx=ax? + N 11.x3+N=ax2+b§
3x3+N=ax 6.x3+N=ax? 9 x®+ax?=bx+N 12.x3+bx+N=ax

13. x% + ax? + N =bx

D’entrada, Cardano explica que Scipione del Ferro de Bolonya, trenta anys enrera,
havia descobert la regla corresponent a aquest capitol i I'havia transmesa a Antonio Maria
Fiore de Venezia, i que la disputa entre Tartaglia i Fiore va fer que el primer la des-
cobris pel seu cantd. Disposant de |'ajuda que representava conéixer la regla, afegeix Car-
dano, vaig trobar la demostracio, la qual cosa fou molt dificil (p. 98).
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G o 7 Fig. 22 Comengament de la demostracié

RN TR SRR sobre les equacions cubiques transcripta al
5 text (Opera,vol. IV, p. 249).

De Cubo ¢ rebses aqmﬁém Nuseroa

C 1 » 1 o Ferzeus Bononieafis 1am an-
nis ab. hinc wiginta feemi capitolum
a¢ inuenic , tradidic verd Anthonio Ma-
,E[gu@ Veneto , qui clin in'cettamen
 Nicolao ’I,'a:ulm Nrivellenle aliquan.
b dedis, ve Nicolaus

' . o sabiss eganti-
¢ fnggrcua ot itearions ,
tonem quafivi-

Sera interessant reproduir al menys una de les demostracions, per tal de veure’'n
I'estil. Aquesta és la del capitol XI (pp. 96 a 99):
“Per exemple, sigui GH3 més sis vegades el seu costat GH igual a 20 [GH3 + 6 GH =20] , i

siguin AE i CL dos cubs, la diferéncia entre els quals €s 20 i tals que el producte del costat
AC i del costat CK és 2 £mmemquumMu3u3mmu3 v3I=20i
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uv = 2; dues quantitats aix| sempre es poden trobar, amb els coneixements finsara explicats,
perqué les dues condicions sobre u i vcondueixen a una equacid de la forma au® + fud + y =
= 0, pero Cardano no es preocupa d'explicitar aquestes mfndcias] , a saber, un ter¢ del nom-
bre de coses. Senyalant BC igual a CK dic que, fet aix0, la Iinia restant AB ds igual a GH, i és
per tant el valor de la cosa, (...).

A B & TK

Completo els cossos DA, DC, DE i DF, i aixf com DC representa BC3, aix1’ DF representa
AB3, DA representa 3 vegades BC per ABZ | DE representa tres vegades AB per BC2 [Chrc.b-
no estd utilitzant la descomposicié de AC3 = (AB + BC)3 =... que ha explicat en un capr-
tol prweubm] . Per tant, tota vegada que AC per CK val 2, AC per tres vegades CK valdrad 6,
el nombre de coses; per tant AB per 3 vegades AC per CK fa 6 vegades AB, (...). Ara, la dife-
réncia entre AC3 i CK3 (...) 5 20, i a partir de la primera proposicié del capitol sisé €s la su-
ma dels cossos DA, DE i DF. Per tant aquests tres cossos valen 20.

Ara suposem que BC és negatiu,

AB3 = AC3 4 3AC .CB2 + (-BC)3 + 3(—BC . AC2)
segons aquella demostracid. La diferéncia entre 3BC . AC2i 3AC.BCZ perd, es [msvma@s]
el producte de AB, BC i AC. Per tant, com ha estatdemostrat, val BAB;suma 6AB al producte
de 3AC . BCZ, fent3BC. ACZ, Perd totavegada que BC és negatiu, ara ésclar que 3BC . AC2és

negatiu i el restant, que és igual a ell, és positiu. Per tant 3CB. AC2 +3AC.BC2 +6AB =0
[val no res, faciunt nihil, diu Cardano] .Esveurd, pertant, que la suma de

AC3 +3AC.CB2 4 3(—CB . AC2) + (—BC3) +6AB

val tant com valgui la diferéncia entre AC3 i BC3. Aquella [la suma] és 20, (...). Per tant, to-
ta vegada que

AB3 +6AB =AC3 + 3AC . BC2+ 3(-BC . AC2?) + (—BC3) + 6AB,

la qual cosa val 20, com ha estat provat, ells [A83 + 648] valdran 20. Per tant, tota vegada
que =

AB3 +B8AB =20
ique

GH3 +6GH =20
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es veurd de seguida, i 8 partir del que es diua |, 351 XI, 31 dels Efements [d’Euc!.f‘desl,qJe
GH serd AB. (...) |La proposicié 35 del llibre | diu ““Paral.lelograms que estan sobre la ma-
teixa base i dins de les mateixes paral.leles sén iguals’’: i la 31 del XI diu: *'Sdlids paral.lelepi-
peds que sdn de bases iguals i de la mateixa algcada sdn Igua!s"] ¢

REGLA

Eleveu al cub un ter¢ del nombre de coses; sumeu-li el quadrat de la meitat del nombre, i pre-
neu l'arrel quadrada del tot. Fareu aixd dues vegades, i a un dels dos sumeu la meitat del
nombre que ja havieu elevat al quadrat, i de |'altre resteu la meitat del mateix. Tindreu lla-
vors un binomi i el seu eprtome. Aleshores, restant l'arrel cubica de |'apotome de |'arrel cu-
bica del binomi, ia resta que queda és el valor de la cosa.” [és a dir, si x3 +ax =N, la cosa

SN2 N_3/ /23 N2 N
valdra r3)+(2J+2 {'/(31+{2J 2].

L’estil no és cap exemple de claredat i concisio, malgrat que per abreujar el para-
graf hem introduit els simbols “ + ", “=" *=", |a notacid exponencial i hem indi-
cat el producte per juxtaposicio. Cardano tot ho diu retoricament, sense utilitzar cap
d'aquests recursos.

El caprtol acaba amb uns quants exemples. A proposit de 'equacio x3 + 6x = 20,

troba el valor x = \3/\/ 108 + 10 — 3/\/ 108 — 10, i assenyala que aixo és 2 ‘‘com és
perfectament clar si se substitueix” (p. 100). A proposit de I'equacié x3 + 3x = 10, que

déna x = \:},m+ 5 ~\:ym— 5, fa la prova: eleva aquest valor al cub, li suma el seu
producte per 3 i comprova que dona 10. Part d'un calcul semblant, expressat en el llen-
guatge retoric emprat per Cardano, és reproduit en |a figura 23.

L'estructura dels dos cap(tols seglients és la mateixa: una demostracié geométrica,
unaregla, i exemples. En el cas x> = ax + N, per al qual obté

YN, SN Tans ) afiN N e s
x$/2+ (=) t31+\/2 Esilie=t =0

Cardano obvia una dificultat que coneix perfectament. Al capitol | ha explicat que aques-

tes equacions, quan ( % JR =i -;« )2 < 0, tenen tres solucions diferents (cal sobreentendre,
evidentment, reals). Aquf, davant d'una férmula que en aquest casno en dénacap, es limita
a dir: ""(si ( -—I:- J&—u % )3 < 0) aleshores consulteu el llibre De regula aliza, annex en

aquesta obra’’ (p. 103). En el cas x3 + N = ax,afegeix unaregaadicional per acalcularuna
segonaarrel: si x4 és unasolucié, llavors |'altra solucid és :

Xy 2 X,
Xo = a-—3(T) —T{D.108L

Els tres capitols segtients, dedicats a Cub, Quadrat i Nombre, també son semblants
entre ells, Cardano demostra, sempre geomeétricament i sempre treballant sobre una

equacid especifica, que agafant una nova incognita de la forma x £ +3—a (a es el coeficient

de x2), |'equacié es transforma en una dels tres tipus anteriors, utilitzant aleshores les
regles corresponents.
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Fig. 23. Un calcul de Cardano amb radicals (p. 255, Opera, vol. IV). L‘equacié “cubus & quadra i
3.aequentur 21.” (x3+ 3x2 = 21) és esmentada a la primera linia per sota de la mencié “Exemplum’
que figura al marge; a continuacio figura el valor de la incognita

“R.V.cibica 9 % . B 89% . . v. cibica 9. R .89 Lm1”.
(?/9%», V 89k + M4 - ss-Ti < r)

A les linies restants, Cardano calcula el cub d'aquest trinomi i tres vegades el seu quadrat. EI resultat
de sumar aquestes quantitats és 21.
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Els set capitols seglients, dedicats als 7 casos de la cubica completa, també tenen
una estructura comuna. Es veu que fent x * ‘%— a (sent a el coeficient de x2), I'equacib es
transforma, o bé en una dels tipus x3 = M, x3 = Mx, o bé en una dels tres tipus estudiats
en primer lloc.

El capitol XXV, Sobre regles imperfectes | particulars, conté algunes receptes per
a resoldre equacions que nomes es poden utilitzar si, per tampteig, es troben certes des-
composicions dels coeficients o del terme independent. Direm alguna cosa d’aquest
capitol més endavant, quan parlem de les relacions entre arrels i coeficients.

Els capitols XXIX a XXXVIII contenen la part més practica de |"Ars Magna. Son
ells que fan paiesa la connexio d'aquesta obra, de plantejaments eminentment teorics,
amb els llibres d'algebra que |'havien precedit. El capitol XXIX, Sobre la regla del/ méto-
de, comenca dient: "“Aquesta regla del métode és anomenada aixi perqué ensenya el
meétode per a elaborar tantes regles comercials com desitgeu’ (p. 180). El métode al que
Cardano es refereix no és sind el plantejament d'equacions.

El capitol XXX, Sobre /a regla aurea, conté un metode de calcul de solucions apro-
ximades. Referides a una equacid polinomica de la forma f(x) = k, les instruccions que
dona Cardano les expressariem avui de la seglient manera. Si hem trobat un enter 3 tal
que f(a) < k i fla + 1) > k, aleshores cal calcular k-f(a) i f(a + 1) —f(a), i una segona

- %, . : k—f
aproximacio (la primera sent a) ésa + f—__—[a e —{af)la] , que anomenarem b. Suposant que
: e . k — f(a) .
f(b) >k, una tercera aproximacio es trobaria calculant TS - (b—a), i sumant aquesta

fracci6 a a. Etc. Cardano no déna justificacio de la seva regla, que redueix a una succesio
d'instruccions expressades retoricament, aixi com tampoc no es preocupa d'unificar les
diferentes regles que empra per a calcular aproximacions d’equacions com x2 + 20 =
10x, que no tenen la forma f(x) = k.

Les idees que hi ha darrera del métode de Cardano, expressades esquematicament
en llenguatge modern, son les seglients.

f f
________ fa+1)}--
|
k- i e Lo z
I X, €s la solucio
: exacta.
|
| K i
I o
!
| |
| i
1 f(a)-— - "
1 ! !
' b 1
i l xﬂ '
a+1 a 8+1




La segona aproximacid b es calcula substituint la corba f per la secant que uneix
els punts d'abscissaa i@ + 1. Aix0 equival, com fa veure la segona figura, a la condicid
kb_—-f{aa) - = 11} ok . La tercera aproximacid ¢ es calculara substituint Iacci)r:a
per la secant que uneix els punts d'abscissa @ i b. Aix0 equival a la condicio k——fta!
sy wlDiSEE
"~ flb) — fla)
a aquest métode: “El primer métode impres d'aproximacio a les arrels d’equacions és el
de Cardano, el qual el donava a |'Ars Magna, 1545, sota el titol de regu/a aurea. Es tracta
d’una habil aplicacio de la regla de ''falsa posicio”, i és aplicable a equacions de qualsevol
grau. Aquest modus d'aproximacié era summament barroer, encara que aix0 dificilment
explica per que Clavius, Stevin i Vieta no van fer-ne referencia”. (Cajori (1980), p. 136).

Els capitols seglients, cadascun dedicat a un tipus especific de problemes, fan veure
com cal escollir la incognita per tal d'obtenir I'equacid més simple possible, o quins
recursos poden utilitzar-se per simplificar les equacions. Es patent en tots ells el prag-
matisme de |'autor, i la preocupacié per a completar la teoria que fins aleshores havia
explicat amb els recursos técnics adients per a la resolucio efectiva de equacions con-
cretes i especifiques.

El llibre acaba practicament amb el tractament de les equacions de 4rt grau, con-
tingut al capitol XXXIX. Cardano comenca citant els 20 casos diferents que es poden pre-
sentar, i que sén, en la nostra notacio,

Etc. Potser és interessant recordar aqui les paraules que Cajori va dedicar

1.x*=bx?2+ax + N 11.x*+ bx? +ax=N
2.x*=bx2+cx® + N 12.x* + bx2 +ex® =N
3x?=ex®+N 13.x* + bx? + N = ex?®
4.x*=ax+ N 14. x* + bx? + N = ax
5 x*+cex®=bx?+ N 15.x% + N=cx3 + bx?
6.x%+ ax =bx2 + N 16.x* + N =cx°

7.x¥+ ex®=N 17.x* + N = ax 4+ bx?
8. x*+ax=N 18. x* + N = ax

9.x* +bx?=cx®+N 19. x* + cx® + N = bx?
10.x* + bx? =ax + N 20, x% + ax + N = bx?

L‘autor assenyala la conveniencia de reduir sempre les equacions amb cubs a equa-
cions que no en tinguin, donant per coneguts els procediments que cal utilitzar per fer
la reduccio.

L'explicacio del métode per a resoldre algebraicament les equacions de 4rt grau que-
da condensada en els seglents punts: Primer, hi ha una demostracié geomeétrica de la
possibilitat de completar sempre el quadrat del terme amb x4 de les equacions de la forma
a
x4 + ax2 + b = cx, 0delaformax4 + ax2 = cx + b, per mitja de la identitat (x2 +‘2'

a ; ;
+ t)2 = x4 + ax2+ 2tx2 + (?]2 + at + t2; després analitzarem com es tracta aquesta

questio. A continuaci6, s'explica retoricament que cal treure |'arrel quadrada dels dos
costats de |'equacid, i que aixi, imposant que tots dos costats tinguin arrel quadrada,
quedara determinada la quantitat t que s'ha introduit en el primer pas. Fet aixo, €§
podran extreure realment les arrels quadrades i |’equaci6 s'haura transformat en una de
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segon grau. Sense donar cap més desenvolupament ni cap férmula, Cardano comenca a
resoldre exemples.

La demostracio geométrica a qué abans hem fet referéncia utilitza una figura idénti-
ca a la que reproduim. Cardano diu que el quadrat AD és x4, AB és x2 i BC és la meitat
del nombre de x2, o sigui a/2. Del dibuix, utilitzant proposicions d'Euclides, dedueix que

K N H
E M F
L
D
A B C G

siax4+ ax2-+ {%}2 (que equival a la superficie del quadrat AD, més la dels rectangles

ED i DC, més la del quadrat DF) se li suma 2tx2 (els rectangles CL i KM, anomenant t a la
quantitat CG), aleshores, per completar el quadrat, encara s'han de sumar els nombres t2

(la superficie FH) i 2!% (els rectangles FL i MN).

Utilitzarem un dels exemples de Cardano, el problema VIII d'aquest capitol (pp.
246 a 248), per fer veure tots els detalls de la resolucié d’una equaci6 de 47t grau:

‘‘Dividiu 6 en tres quantitats proporcionals (i. e.% 2%-] tals que la suma dels quadrats de

la primera i de la segona ds 4'".

Anomenant x a la primera quantitat i transformant |'equacio, per tal de simplifi-
car-la, s'arriba a

x4 + 32x2 + 16 = 48x

Segons Cardano, la primer cosa que s'ha de fer és completar el quadrat equivalent al
AF de l|a figura anterior, és a dir, fer que x4 %+ 32x2 + M = (x2 + 16)2. Conseguent-
ment, transforma |’equacio anterior sumant 240 als dos costats, i li queda

x4 + 32x + 256 = 48x + 240

Després, recoltzant-se en la demostracid geometrica anterior, suma els dos costats
2tx2 j t2 + 32t, i aleshores diu:

"'La primera part |de l‘equam‘d] té necessariament, per tant, unaarrel, i ja que volem que la
segona, que és 2tx2 + 48x + 12 4 32t + 240, tambéen tingui, multipliquem la primera part
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R4 008 X0 AF S Fig. 24. Comengament de la demostracio geométrica
que és part essencial del tractament de les biquadra-

Sic quadratum a F, diofom i duo qioa §
diata :!d & d f, & duo Lpplementa 4 ¢ & ‘d” {Opera Omnis, Vo;_'. 1V, p. 294).

de, & vehm adidere gnomonem k. £ o
.cupcites , e temancat quadiatum totm
, dico qudd walis gnomo conftabit &
o ¢ & addicr linex, i € 8, cum quadis-

wt. flaces g cincfoeadife -
gio fecundl Blemento.
'ih-.-_. s ¢ &y &x diffinitions
5 “_m_EMmto-
> A
' E .’ I |:-| *
c by ek g8 ekl Bl . e

i-;-l"._.ﬁjtgm' & 1 it -,-.',-_ i

. - ™ J
del winomi per |a tercera, i elevem al quadrat la meitat de la segona [Cardano s'esta referint al
fet que un trinomi Ax2 + Bx + Césun quadrat perfecte de la forma (ax + )2 si Bx ésel

doble del primer pel segon, és a dir si ( %" 12=Ax2 C),iaixo fa
| 576x2 = (213 + 6412 + 4801)x2
‘de la qual cosa resulta
288 =13 + 3212 + 240\t'
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Un cop aqui, remet al capitol corresponent per a resoldre eguacions de 3er grau, i
acaba afegint:

“‘Aleshores tindrem x2 més 16 més aquesta solucid [.'a que haura estat trobada de 'equacid
de 3¢ grau] en un costat, igual 8 x amb un coeficient igual a I'arrel quadrada del doble de la
solucid descoberta, més |'arrel quadrada de la suma del quadrat d’aquesta solucid amb ella
mateixa multiplicada per 32, més 240.""

Es a dir, s’haura arribat a |'equacio de 2on grau

x2 + 16+ t; =v/ 2ty x +/12 4 32t, + 240

on ty és la solucié obtinguda de la resoluci6 de |a precedent equacio de 3er grau,

Cardano acaba el capitol plantejant exemples que ja no son de les formes x4 + ax?
+ b=cx 6 x4+ ax2 =cx + b, sin6 que no tenen el terme en x2 al mateix costat que
x4, Sense cap de les seves demostracions, ni cap plantejament general, Cardano canvia
de costat els termes de |’'equacio, emprant coeficients negatius, i utilitza la mateixa
técnica que ha fet servir als exemples anteriors.

Amb un especial sentit de la modéstia, que cap historiador no ha deixat d'assenya-
lar, Cardano acaba |a seva obra desitjant-li llarga vida:

“ESCRITA EN CINC ANYS, QUE PERDURI
NO MENYS MIL.LENIS™

Alguns temes importants dins de |'Ars Magna
a) Les relacions entre arrels i coeficients

El llibre s’obre amb un capitol de caracteristiques excepcionals. En ell, despres de
subratllar que un nombre positiu té dues arrels quadrades (9 és derivable igualment de
3 i de —3, ja que un menys per un menys produeix un més’’, p. 9), comenca un repas de
diferents tipus d’equacions, comentant el nombre de solucions que tenen. Les considera-
cions més |llargues i acurades afecten |es equacions cibiques. Cadascun dels casos x3 + ax
= b, x3 + b = ax,... és tractat separadament, enunciant si pot haver-hi arrels positives
0 negatives, i quantes de cada classe. Dona regles, que afecten els coeficients, per a esbri-
nar-ho. Per exemple, quan considera les equacions de la forma x3 + a = bx, Cardano
precisa que

LN b » 2 e
(i) Si -y b v 3= & aleshores |'equacid té dues arrels, una positiva i |'altra
negativa, i la positiva és precisament -5- . Afegeix que la solucio ficticia (aixi anome-

na moltes vegades les solucions negatives) és la solucié vertadera (positiva) de |'equacio

x3 =bx + a.
B )
(i) Si 3

res i una tercera de ficticia.

(iif) Si % b %- < a, aleshores no hi haura cap solucio vertadera, pero n'hi

b %— >a , aleshores |'equacio té tres arrels, dues que son vertade-

haura una de falsa, igual a |a vertadera de |'equacié x3 = bx + a.
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Cardano no dona cap demostracio d'aquests resultats ni dels molts altres semblants
que omplen el capitol, ni cap indicacié de com els va trobar, ni menciona qué és el que
va fer que s'interessés per una classificacio d'aquestes.

Amb coneixements que Cardano no podia tenir, aquests resultats es justifiquen
facilment: si x — bx + a =y, sent a, b > 0, la corba y travessa |'eix Y pel punt d'or-

”m : - b b a2l LI <
denada positiva a, és decreixent a l'interval (— ? Bz —3“ ), i creixent a les semi-
rectes restants.

(i) Siv{—\/El.yH'\/Ei:U. ales-

3 3
hores un dels extrems, que per la condicio
a > 0 ha de ser forgcosament el minim, és
una arrel; 'equacio x3 — bx + a=0té
dues Gniques arrels, i la positiva és doble.

(i) Siv{—\/%}.vﬁ' \/%I<O,el

maxim i el minim estan per sobre i per
sota, respectivament, de |'eix X, iels punts
de contacte de la corba amb aquest eix
son tres, dos de positius i un de negatiu.

(i) Si yi= v/ % i ad %1 >0, els

|

! a

I
dos extrems estan situats per damunt de :
I'eix X i per tant I'equacid té una Unica | !
arrel, i és negativa. 5
Un calcul senzill dona =4 ?E 4 =

W-v/2 )i+ =
2o (2. /b

d'on resulten immediatament les condi-
cions de Cardano per a caracteritzar les
possibilitats anteriores.
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Insistim en el fet que res, en el text de Cardano, no es pot interpretar com una
justificacio dels resultats que enumera, d’altra banda tan precisos. La temptacio de
pensar que aquests coneixements son d’'origen empiric és forta, perd una série de consi-
deracions sobre les arrels i els Iligams entre elles, que Cardano va fent aqui i alla, fan
sospitar que potser havia arribat a trobar, o almenys a comprendre, sense tenir-ne la
demostracio, certs resultats teorics que no va explicitar. Aixi, quan enuncia la regla (ii)
que hem citat precedentment, comenta el seglient exemple:

“Per exemple, per x3 +9 = 12x les solucions vertaderes sén 3 iy/ 5 %— 1 ;—, i la tercera o

falsa és la suma d'aquestes dues...”” (p. 12)

Efectivarent, I'anul.lacio del coeficient de x2 déna la relacio x; + x5 + x5 =0,
entre les arrels, relacié a la qual es referiex Cardano en aquesta cita (la mencid d'un
nombre negatiu pel seu valor absolut és una practica corrent dins de I'Ars Magna). Si
aquest paragraf és interessant, encara ho son més les linies que el segueixen:

““D'aquesta manera, la solucid ficticia restant, de la qual hem pariat a I'altre exemple [s’estaf
referint a l'equacid x3 + 16 = 12x, que ha posat com exemple a I'apartat (i), corresponent a
equacions amb una arrel doble, i de la qual ha donat I'arrel negativa —4 ] €s la suma de les
dues vertaderes, pero tota vegada que les vertaderes sén iguals una a |'altra, la ficticia és el
doble de la vertadera''.

Més endavant assenyala el paral.lelisme entre x3 + a =bx i x3 = bx + a, i comenta
sobre les darreres que la solucio vertadera és el doble de la ficticia, de la mateixa manera
que havia vist que la ficticia era el doble de la vertadera (p. 14).

A la pagina 17 hi trobem una altra acotacio interessant:

‘"Sabeu, a més a mes, que les solucions dels casos cub i quadrat igual a nombre, i de cub i
nombre igual a quadrat, sén tals que la diferéncia entre la solucid vertadera i | es fictities sem-
pre és el bre de quadrats. Aix/, si x3 + 72 = 11x2, la solucid falsa és \/ 40 — 4 [ésa
dir, — (+/ 40 — 4)]ilesvertaderes sén \/ 40 + 4 3. La diferéncia entre 340 —4i7 ++/40
€5 11, el nombre de quadrats.'’

Ja al caprtol V, el dedicat a lesequacions de 2°7 grau, la demostracié corresponent a
la regla per a resoldre les equacions de la forma x2 + b = ax utilitza el dibuix de |a figura
adjunta. El quadrat GE és el que t€ per costat la meitat de la longitud AB, la qual repre-

D E

senta a, el nombre de coses; el rectangle FE re-
presenta el nombre b (quan b no es pot ficar dins
del quadrat GE surten solucions imaginaries). GH
és |'arrel quadrada de |a superficie

FB 6} (%-}2 - b). Cardano afirma que demos- F

trara que tant BH com AH son arrels de |'equa-
cio, i afegeix: A H G B

*’de la qual cosa se segueix que en aquest cas hi ha dues solucions vertaderes, i que llur suma
és igual al nombre de coses.”’ (p. 34)
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Per acabar de citar totes les referencies que es troben a I'Ars Magna sobre relacions
entre arrels i coeficients, cal parlar d’'un dels caprtols que segueixen immediatament els
dedicats a la resolucid de les ctibiques, el XXV, on |'autor adverteix que certes equacions
es poden resoldre per tempteig cada vegada que es constatin unes molt especifiques des-
composicions dels coeficients o del terme independent de I‘equacié. Es notable que
algunes d'aquestes regles son, practicament, les relacions entre arrels i coeficients que es
verifiquen en els casos particulars considerats per Cardano. Aquest mai no indica com ha
arribat a aquests resultats, ni moltes vegades no en dona la demostraci6, pero quan la
déna es tracta d’'una comprovacié geomeétrica que no permet mantenir cap sospita que
Cardano hagués ensumat |’existéncia de les relacions generals entre arrels i coeficients. Per
exemple, déna sense demostracio la seglient regla: Si x3 = ax + N isi XY =N, i a més
X =+ a+ Y, aleshores X és un arrel (p. 160). Les relacions generals entre les arrels x4,
X, X3 de I'equaci6 anterior i els seus coeficients son x; + x5 + x3 =0, N = xqX5X3,
3= —(x1x5 + xyx3 + X5%x3). Fent x4 = —(x, + x3) isubstituint s’obté a = x;" —XoX3

(x3 =a/a=+ XzX:sI i N = x;(xpx3). Es a dir, les condicions de Cardano per a aquesta
regla son haver trobat x4 i x;xg3.

b) L'Us de nombres negatius i imaginaris

La principal referéncia als nombres negatius i imaginaris es troba al capitol XXXVII,
Sobre |z regla de postular un negatiu, on es discuteix el paper que juguen els negatius
en la resolucio de problemes. El capitol comenca plantejant-ne alguns que comporten
solucions negatives, perd que "‘poden almenys ser verificades com positives’” (p. 217),
amb la qual cosa es refereix a la solucié d’una equacié com x2 = 4x + 32, la solucid nega-
tiva de la qual és la positiva de x2 + 4x = 32. Segons Cardano, pot haver-hi problemes
vertaders (sic.; pero Cardano no dona cap mena d’explicacid del que ell entén per un
problema vertader) amb solucions negatives, com aquest: “La dot de la muller de Fran-
cesc val 100 monedes d'or més que el que té el mateix Francesc, i el quadrat de la dot val
400 més que el quadrat del que ell té. Trobar la dot i el que té”. (p. 218). Es curids
veure com aquests problemes Cardano sempre els planteja agafant una incognita negativa
(“Suposem que Francesc té —x,...”) amb la qual cosa obté una equacio de solucid positi-
va.

Cardano s’ocupa en segon lloc de les arrels quadrades de nombres negatius, 1'Gs de
les quals, sense cap mena d‘altre preambul, pretén il.lustrar amb el seglient exemple:

“Si es digués: Divideix 10 en dues parts, el producte de les quals és 30 o 40, s clar que
aquest cas és impossible [pel que especifica a continuacid, Cardano fa servir la identitat

— b2 =(a + b) (s — b), aixs'com el fet que agafanta = 10/2, (a +b) + (a— b) =10, i
agafant b de tal manera que b2 = a2 — ¢, els nombresa + b i a — b sén dues parts de 10, el
producte de les quals val & per aixd mateix, Cardano sap que el valor maxim d'un tal pro-
ducte és 25, i que és impossible demanar que valgui 30 & 40. Cardano continua dient: | Aixd
no obstant, farem aixi: Dividim 10 en dues parts iguals, fent cadascuna 5. Aquesta la qua-
drarem, fent 25. Resteu 40, si voleu, dels 25 aix( produits, com us he ensenyat al capitol so-
bre operacions del 68 llibre [Cardana fa aquf referéncia a una obra seva d'aritmética] ,
deixant una resta de —15, I'arrel quadrada de la qual, sumada o restada de 5, déna les parts
el producte de les quals és 40. Aquestes seran 5 ++/ —15i 5 —/ —15."" (p. 219).
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Fig. 25. Pagina del capitol de I’Ars Magna dedicat als nombres negatius. A la columna esquemra apa-
reixen les equacions del problema de la dot mencionat al text A lacolumna \c;e__[g_w?u pareix el final
—15) 65—/ —

del problema que condueix a quantitats imaginaries. Sobressurt el calcul (5 +

(Opers, vol IV, p. 287).
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Cardano fa alguns comentaris interessants sobre aquest problema. Assenyala que el
producte de 5 + +/ —15 per 5—+/ —15, deixant de banda alld que pugui haver-hi de tor-
tuds o incomprensible en aquestes expressions, fa 25—(—15), la qual cosa és 40. Afegeix
que tot aixd és veritablement sofisticat, tota vegada que aqui no es poden realitzar les
operacions que hom pot fer en el cas dels negatius, referint-se, sens dubte, a la impos-
sibilitat de sumar, restar,.. les expressions imaginaries a les reals. Només apareix un
altre problema que condueixi a solucions imaginaries; I'enunciat és idéntic a |'ante-
rior, amb nombres canviats, i |"autor es limita a donar les solucions numériques. Con-
trastant amb la llibertat d'esperit que palesa aquest desenvolupament, Cardano adverteix,
al capitol dedicat a les equacions de 2on grau:

““Si el nombre [b] no pot ser sostret del quadrat de la meitat del nombre de coses [."—)2
s'estd referint a la formula x = —+ Vo }2 —b], el problema €s en ell mateix fals, i alld
que ha estat proposat no pot ser.“ p. 39}.

El tractament de Cardano de les quantitats negatives i imaginaries és manifesta-
ment asistematic i contradictori. Tanmateix, el fet d'estudiar-les conjuntament, en un
capitol que forma part d’una série dedicada a tipus especials de problemes o d’equacions
que admeten consideracions o recursos no estandards, ens ajuda a comprendre |‘estatus
atorgat a aquestes quantitats en aquell estadi concret del desenvolupament del pensa-
ment algebraic: encara no eren objectes matematics dignes d’una reflexio teorica; eren,
essencialment, recursos técnics i instrumentals esdevinguts imprescindibles en algunes
situacions molt determinades, sense que per aix0d la seva naturalesa es considerés homo-
logable a la dels restants conjunts numerics.

Entre les situacions que forcaven la utilitzacio dels nombres negatius, dins de |'obra
de Cardano n’hi ha una d'un tipus nou. Aquelles consistien generalment en problemes la
soluci® negativa dels quals podia tenir una interpretacié (com ara la d'un deute) cohe-
rent amb les relacions i la situacié donades a |'enunciat. En els autors anteriors a Car-
dano es pot observar una actitud ambivalent, pero definida, sobre les solucions negati-
ves: son acceptades quan els pot ser donada una interpretacio de les mencionades, i no ho
son quan apareixen dins d’un problema d’enunciat purament aritmétic, com ""Dividiu 10
en dues parts tals que...”. Dins de |"Ars Magna, la situacio és molt més confusa: les so-
lucions negatives de les equacions sempre son tingudes en compte, amb independéncia de
qualsevol interpretacio, malgrat ser anomenades fa/ses i ficticies, i malgrat la preocupacio
per considerar les solucions negatives d'una equacié6 com les positives d'una equacio
associada. De fet, Cardano s'arriba a plantejar el calcul, i el realitza, del cub d'una quanti-
tat AB, que representa geometricament, pero que suposa negativa.

La situacio de tipus nou gque anunciavem abans es produeix associada a les técni:
ques de transformacio d’'equacions. Ja hem dit que una equacio de 3er grau amb ter-
me x2, el coeficient del qual sigui a, es transforma en una sense terme en x2 fent x =

Yt '%‘ a. Cardano, a proposit de x2 + 21x = 9x2 + 5, que transforma en y3 + 4=

6y posant x =y + 3, diu: “..hi ha tres solucions per a aquesta equacio: la primera
és 2, la segona+/ 3—1, i la tercera que és falsa és —(y/ 3+ 1). Suma aquestes a 3, un terg
del nombre de quadrats, i tindras aquestes solucions vertaderes 5, 2 + \[-_I 2— \/_ (p.
133). Les solucions negatives de la equacio transformada |i donen solucions vertaderes de
I'equacio primitiva: des de dintre mateix de |‘estret esquema conceptual en que |‘algebra
s'estava movent, comengaven a sorgir arguments que feien inconsistents les seves limita-
cions.
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¢) L orientacié i la metodologia de [‘obra

L'’Ars Magna ja no és un llibre d’algebra del tipus del de Luca Pacioli, que, pel
fet d'anar directament i primordialment adrecat a un public no savi, suposava en el lec-
tor una absoluta ignorancia de les técniques aritmeétiques | algebraiques elementals,
alhora que privilegiava els aspectes instrumentals i calculistics. Contrariament, agquesta
obra de Cardano ha de ser considerada el primer tractat avanc¢at de teoria d’equacions.
Coneixements com la manipulacio de radicals i d'incognites (sumar-los, multiplicar-los,
dividir-los,...), o com les identitats algebraiques basiques, es donen per coneguts, i ja
no hi son descrits. Les regles aritmeétiques d'interés especificament mercantil, o bé ja
no hi son (és el cas de les més elementals), o bé ja no ocupen el lloc principal que els
primers |libres els atorgaven: per primera vegada apareixen amb |'estatus d'aplicacions.

Aix0 no obstant, la connexié de I’Ars Magna amb les primeres algebres és manifesta.
Ja hem parlat dels 10 capitols dedicats als aspectes practics de la resolucio de proble-
mes concrets, i de la mencié explicita de les necessitats mercantils que en ells es fa.
Tant o més significatiu és encara que |'ambit de la teoria d'equacions, malgrat que Car-
dano ja en fa molta, continui delimitat per una concepcio de la funcio de les equacions
mateixes més practico-instrumental que no pas teorica: les equacions encara no soh con-
cebudes sind com un métode per a resoldre problemes numeérics particulars. El lligam es-
tret entre la resolucié d'equacions i els problemes concrets ajuda a entendre que el zero
fos ignorat —que no rebutjat— com una solucié: és una solucié tan trivial, que no té cap
mena d'interés per als problemes que es plantejaven. Sera acceptat en un estadi més de-
senvolupat de |'algebra, més teoric, quan de tenir en compte les solucions nul.les de-
penguin coses com, per exemple, que una equacio de grau n tingui n solucions, etc.

El caracter d'obra transicional és particularment visible a la metodologia de I'Ars
Magna. Sense tenir una estructura axiomatico-deductiva, hi és present la preocupaci6 per
fonamentar logicament els resultats enunciats (malgrat que algunes demostracions son
incompletes des d'aquest punt de vista), aixi com la d'obtenir resultats generals. En
particular, hi trobem moltes vegades justificacio dels passos que es van donant per trans-
formar una equacid: “'si hom resta dues quantitats iguals de coses iguals, tot quedara
igual”, etc... Aquesta preocupaci pel rigor i la fonamentacié coexisteix tanmateix, amb trets
propis de la metodologia didactica i instrumental de les aritmetiques comercials. Alguns
resultats, especialment els que es donen als 10 capitols ja mencionats al paragraf anterior,
només son explicats per mitja d'exemples. Sense arribar a aquest cas |imit, tots els resul-
tats generals van sempre acompanyats d'exemples concrets il.lustratius. Els algorismes i
regles de calcul sempre son descrits en forma de recepta de facil aplicacio. Alguns d'ells no
estan demostrats, i d‘altres passen amb la demostracié d'un cas particular que s'aplica
tranquil.lament en general, com per exemple x6 + N = ax, que és pres com a representant
de totes les equacions de la forma xm + N =axn, n <m (p. 68). 68).

La importancia de I’Ars Magna

L'Ars Magna és una obra auténticament fonamental, perd no pas pels resultats espe-
cifics sobre la ctbica i la biquadrada, com sovint ha estat dit, sind per tot allo que aclareix
sobre les bases de |a teoria d'equacions, i per tot allo que deixa entreveure.

La multiplicitat de regles d'expressié complexa —com les que donen les solucions de
les cibiques— i la multiplicitat de relacions aritmeétiques generals, imprescindibles dins
de la teoria que elaborava Cardano, constituiren una motivacio fonamental per a la millo-
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ra de les notacions | per a la seva adaptacio a una sintaxi fructifera, L'Ars Magna feia
evident ['absoluta necessitat de crear uns simbolismes algebraics eficients per tal de
continuar avancant. Al mateix temps, va donar perspectives radicalment noves sobre els
nombres negatius i imaginaris. Finalment, va fer paleses les limitacions del model de-
mostratiu geomeétric, utilitzant-lo fins gairebé al Iimit de les seves possibilitats. Les rela-
cions entre arrels i coeficients, el nombre d'arrels associades a cada equacio i les arrels
dobles, foren resultats només entrevistos per Cardano, pero enunciats amb prou nitidesa
per a indicar amb claredat el nou cam{ que havien d'emprendre les recerques algebraiques.
Son aquests trets els que fan de I'Ars Magna, amb tota justicia, |'obra que inaugura un
nou periode.
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CAPITOL 8:
L’ARITMETICA | L'ALGEBRA A LA PENI'NSULA IBERlCA AL SEGLE XVI

a) L’"ARITMETICA. JUAN DE ORTEGA

Durant la primera meitat del segle XVI hi ha una série de figures espanyoles que en-
senyen matematiques a la Sorbona. Al costat de |a ja esmentada de P. Ciruelo, sens dubte
la més important, cal citar Juan Martinez Siliceo (ca. 1477-1557) (el segon cognom és la
versié llatinitzada i refinada del vertader, Guijarro, del qual el seu propietari pensava que
no era el més apropiat per a un doctor escolastic), i Gaspar Lax (ca. 1487-1560). Tots dos
publicaren obres a Parfs, i més tard a Espanya, dins de la tradici6 escolastica.

La primera aritmética mercantil que es publica en espanyol, i la millor de tot el pe-
rfode, és el ja esmentat Tratado subtilissimo de Arismetica y Geometria de Juan de Ortega.
Unes quantes obres més d’aquests tipus aparegueren a la peninsula, sobretot a partir de
1535. Llevat de la d’Ortega, s6bn obres menors; citarem, només per |’especific interés cul-
tural que puguin tenir, les aritmétiques publicades en catala per Joan Ventallol, el 15621, i
per Bernat Vila, el 1596.

El Tratado de Juan de Ortega.

Havent parlat en un caprtol precedent del contingut de |'aritmética d’Ortega, aqui
intentarem explicar la seva importancia historica. Del seu autor es coneixen molt poques
coses. Malgrat que Rey Pastor va fer un treball de recerca meticulds, tot el que va aconse-
guir saber queda condensat aixr: ‘Palentino de origen y dominico adscrito a la provincia
de Aragén, ensefié Aritmética y Geometria en Espafia e Italia durante muchos afios, priva-
da y pdblicamente.’’ (Les principals dades biogrdfiques i histériques que donem sén extre-
tes del llibre Los matematicos espafioles del siglo XVI, pp. 67-81). La majoria d'historia-
dors el fan morir el 1567, data contestada a la font citada amb arguments forga convin-
cents que després comentarem. La llista d'edicions del Tratado... pot donar una idea de la
Importancia que va tenir a |'época: Leon 1512, Lyon 1515, Roma 151, Messina 1522,
Sevilla 1534, 1537, 1542, 1552 (publicada per Busto), Granada 1563 (publicada per La-
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garto) i Cambray 1612, Utilitzant una referéncia de segona ma (Morgan: Arithmetical
Books, London, 1847), Rey Pastor déna la dada que la versié en francés apareguda a
Lyon seria la primera aritmética comercial publicada en aquesta llengua. Es tracta d'un fet
que cal posar entre paréntesi, tota vegada que abans del 1500, segons el Catalogue of
Books printed en the XVth Century, ‘una curta aritmética comercial, també en francés,
fou impresa per Balsarin a Paris'* (p. xiv); les nostres recerques per a obtenir una referén-
cia més precisa d'aquest incunable han estat ineficaces.

El llibre d'Ortega va protagonitzar una polémica entre historiadors il.lustres que el
va fer famébs. L'edicié del 1534, que era una reelaboracié de les anteriors, modificava els
valors aproximats de les arrels quadrades que calia calcular en els problemes de geome-
tria. Els nous valors reapareixien a les edicions del 1537 i del 1542, perd a la del 1552 el
Tratado... , "‘ahora de nuevo emendado con mucha diligencia por Gongalo Busto de mu-
chos errores que avia en algunas impressiones passadas’’ —com assenyalava la portada de la
nova edicié—, tornava a donar com a valors aproximats de les arrels quadrades els que fi-
guraven en les edicions de 1512 a 1522. Ignorem com es va arribar a parar esment en un
detall aparentment tan nimi; el fet €s que les arrels quadrades de Juan de Ortega han inte-
ressat des de fa molts anys els historiadors de les matematiques, i ja a la década de 1880
se n‘ocupaven Perott i Tannery (Cf. Sdnchez Pérez (1929), p. 219). Enestrom i Rey Pas-
tor sén els altres estudiosos que es van mirar amb lupa aquestes arrels quadrades,

Els valors aproximats que va donar Ortega a |'edici6 del 1534 son:

JIB a1 aB s AT aT S

2 8 18 ° 2.820

V300 = 17 +22 \/375319+@,.\X135~11+— Vs el

78 ' 781 156

N TE6 e 2T, BT 28 e SB0 4LL

220.° 9.585 * 760

\/300::28-!-;3;,\/410 364+— N2 44+§g;g

valors que sén extraordinaris, perqué tots, menys dos, satisfan I’equacié de Pell (i. e., si
2
vV E% , aleshores % —-A = Vlz ), i per tant representen una aproximacié optima. Se-

gons Rey Pastor, la resoluci6 general de |I'equacid de Pell no hauria estat trobada abans de
Fermat.
Als folis 29r.-31v. (edici6 del 1534), Ortega explica |'algorisme d'extracci6 de l'ar-
rel quadrada. En tots els detalls coincideix amb |’algorisme que encara avui figura als Ili-
bres de text de I'ensenyament basic. L'autor distingeix entre arrels quadrades exactes,
"'rayz quadrada verdadera’’, i les que no ho sén, ‘‘aquella que no se puede llamar verdade-
ramente quadrada porque siempre sobra algo encima de aquella suma que quieres sacar la
yz'’. Per completar aquestes dltimes, si a2 < A <(a + 1)2, Ortega explica que cal pren-

dre el valor v/ Axat

72 + 7 sent r = A—a?2 la resta apareguda al calcul del valor a per

mitja de |'algorisme mencionat. Aquesta aproximacié per defecte, aixi com |'aproximaci

per excés obtinguda fenty A ~a + eren conegudes des de |'antiguitat, i no tenen

2
2a%
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cap interés especial. Els valors aproximats que apareixen a les primeres edicions estaven
calculats atenent-se estrictament a la regla precedent; aix | obtenia:

\/123311+23 A/ BO B e = ,\/300~17+% =)

Aquests valors, que concordaven amb el métode descrit al propi llibre, eren els que
van ser restablerts a |‘edici6é de 1552 per Gongalo Busto. Tota vegada que Ortega mai no
va explicitar el métode amb qué havia calculat les aproximacions excel.lents de 1534, no
podem ser massa rigorosos en jutjar Busto, un matematic sens dubte bastant menys com-
petent que Ortuga. Els treballs dels historiadors abans mencionats intentaven explicar-se
per quin camf havien estat trobats aquells valors que satisfeien sistematicament |'equacio
de Pell. Contra la primera opinié de Tannery, assumida per Cantor a la seva historia mo-
numental, va prevaler la de Rey Pastor, el qual va fer veure que totes les aproximacions
podien ser obtingudes molt senzillament per mitja de la intercalacié additiva. Com ha as-
senyalat Rey Pastor, el referent europeu més important d’aquest métode es troba a la Tr/-
party de Chuquet (cf. pp. 77 i 80-81).

El que hauria fet Ortega, segons aguesta conjectura, seria el seglient. A partir, per
exemple, de 17 + 11/35i 17 + 11/34, aproximacions per defecte i excés de +/ 300, calcu-

b e e e 2

laria la fracci6 ————— = — ,compresaentre 11/35i 11/34. Després de comprovar, ele-
35+34 69 ' 22 4 11
vant al quadrat, que 17 + 22/69 és una arrel per defecte, calcularia la fraccid 69 + 34 =

% , compresa entre 22/69 i 11/34. Aleshores elevaria al quadrat 17 + 33/103, etc.

D’aquesta manera calcularia les seglientes fraccions:

L s o -5 33 +110 _ 143
35 +34 69 103 + 343 446
2 +11_ 38 33 +143 176
69 +34 103 103 + 446 549
33 -+ 116 = g4 33 + 176 _ 209
103 + 34 137 103+ 549 652
33 + 44 _ 77 33 +209 _ 242
103+ 137 240 103+ 652 755
33 + 77 _ 110 33 +242 _ 276 _ 26
103 + 240 = 343 103+ 755 858 78

sent 17 + 25/78 = 17,320512 , una aproximacié de +/ 300 = 17,320508 amb 5 xifres
decimals exactes. Falta per aclarir si Ortega es va quiar per algun criteri teoric en utilitzar
aquest métode, com ho fa creure que les aproximacions calculades satisfaguin |‘equaci6 de
Pell. D"aixd no en sabem res.

Hem de comentar finalment un parell de questions. La primera, ja anunciada, és que
cal dubtar de la data de la mort d'Ortega que donen ordindriament totes les fonts, I'any
1567, tota vegada que costa de creure que |'autor hagués acceptat, en vida, les esmenes
que li féu Gongalo Busto. La segona pretén aclarir i precisar la notfcia que del frare domi-
nic donen moltes de les obres que s’han ocupat de la histdria de la ciéncia espanyola en
aquest periode (Cf., per exemple, Vernet 1975 o Lépez Pifiero i altres 1976). Aquestes
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obres diuen que el Tratado... conté un métode original d’'aproximacié d'arrels que pot ser
considerat una novetat teorica d'interés. El llibre d'Ortega no inclou, malauradament, cap
meétode original ni cap novetat tedrica d'interés sobre el calcul d'arrels aproximades. No-
més inclou unes dades numeériques dedificil interpretacid dins dels coneixements de I’épo-
ca. En I'obra més recent de Lopez Pifiero (1983) aquest punt ja queda ben aclarit.

Per poguer valorar correctamentles obres d’aritmética mercantil de voltants del 1500,
i molt en particular la d'Ortega, cal subratllar la importancia excepcional que aquestes
obres d'“intencié purament aplicada’ tingueren per a I’evolucié general de les matemati-
ques. La intencid purament aplicada s una caracterrstica comuna i essencial a tots els tre-
balls d’aritmética i dlgebra contemporanis del Tratado, des del Triparty de Chuquet fins al
Coss de Rudolf. Com ja hem assenyalat, és anacronic referir a I'época la contraposicié
teoria-aplicacions; aixd només sera possible després de I'’Ars Magna de Cardano. Les
aritmétiques mercantils no eren la conseqiéncia d'uns coneixements tedrics continguts a
d'altres llocs: eren l'origen d'una teoria que es va explicitar a posteriori.

b) L’ALGEBRA. PEDRO NUNEZ y PEREZ DE MOYA.

Sobre un fons constituit per escasses obres, mediocres i vicaries, tres son els autors
que mereixen ser esmentats.

Marco Aurel.

El primer llibre d'dlgebra imprés a la penfnsula Ibérica, encara que no pas el primer
que s’hi escrivia, porta el seglient titol: Despertador de ingenios. Libro primero, de Arith-
metica algebratica, en el qual se contiene el Arte mercantivol, con otras muchas Reglas del
Arte menor, y la regla de la cosa: sin la qual nose podra entender el decimo de Euclides,
ni otros muchos primores, assi en Arithmetica como en Geometria, por Marco Aurel, na-
tural Aleman. Del seu autor no sabem sind gue era alemany, com ell mateix declara, i que
I'any 1541, quan va publicar una aritmética mercantil, ja residia i treballava com a mestre
d‘aritmeética a la ciutat de Valéncia. '

L'Arithmetica algebratica aparegué a la mateixa ciutat el 1552. El contingut del
llibre, segons Rey Pastor, és una versi6, potser resumida perd amb seguretat mal paida,
de la Summa de Pacioli. Una cosa revela que Marco Aurel no era un matematic de pri-
mera ni de segona fila: per resoldre una equacié del tipus ax2 + ¢ = bx déna la férmula

K 2£ + 2 }2 — % advertint que quan el nombre afectat perl ‘arrel no és positiu
0 zero, llavors Ia soluclé s'obté amb la mateixa férmula posant ( 23 }2 ar ?!! Pérez de

Moya, del qual ara parlarem, va copiar a Marco Aurel |‘error esmentat, juntament amb
moltes altres coses. El tret més interessant i positiu de |’Arithmetica algebratica rau en els
simbolismes que utilitza, El seu autor estava al corrent dels sfmbols propis de I’escola ale-
manya, i amb ells escriu el llibre. Aixi el “+'', el “—" i els sfmbols de la radicacié van apa-
réixer a Espanya relativament d'hora.
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Juan Pérez de Moya (n. 1513).

L’obra de Pérez de Moya és important pel que va representar des del punt de vista
de la divulgacié. La seva obra més notable, I’Aritmetica Practica y Especulativa (Salaman-
ca, 1562), va conéixer no menys de 14 edicions en un perfode de 200 anys. Durant el se-
gle XVI, quan encara no havia quedat antiquada, arriba a ser apreciada i molt coneguda
fora d’Espanya per la seva part d'aritmeética (Cf. Rey Pastor, p. 104).

L’ obra es divideix en 9 parts o “libros’’, desigualment extenses i rellevants. La pri-
mera i la segona sén dedicades a les operacions amb enters i trencats, respectivament. La
tercera ‘““Trata de la regla de tres, y compafiias, y testamentos, o partijas, y finezas de oro,
y otras cosas tocantes al Arte, que dizen menor’'’ (foli 66v.; les referéncies es fan a I'edicid
de 1675, Madrid). Els métodes d’una i dues falses posicions encara s'expliquen en aquesta
part. El /ibro quarto "“Trata de algunas reglas de Geometria, pratica necessaria para el me-
dir de las heredades’* (f. 89r.): tota la preocupacié €s posada en el cdlcul d'arees. La cin-
quena part €s una barrija-barreja, amb elements de la teoria pitagdrica de nombres (*'del
[néimero] superfluo, diminuto y perfecto’’ etc.), amb un caprtol dedicat a “las consonan-
cias y las dissonancias de musica, y de sus definiciones’” (f. 108v.), i amb un altre dedicat
a la proporcionalitat. En aquest comenga a manejar arrels, i amb elles apareixen algunes
sfncopes. El capitol acaba proposant, i resolent amb receptes, problemes que condueixen
a sistemes 2x2 no lineals. La part sisena ‘Trata reglas para contar sin pluma, y de reduzir
unas monedas Castellanas en otras’* (f. 114v.).

Al foli 128r comenca el “’Libro septimo. En que se pone un compendio de la regla
de la cosa, O arte mayor’’. Tant per la seva extensi6 —60 folis sobre un total de 215, com
pel poema i el prefaci de dues personalitats que |'encapcalen, aquesta era manifestament
la part més important de |'obra en la intencié de |'autor. Pérez de Moya comenca adver-
tint que els s/mbols que introduira per designar les poténcies de la incognita ‘’son inventa-
dos por causa de brevedad: y es de saber, que no es de necessidad, que estos, y no otros
ayan de ser, porque cada uno puede usar de lo que quisiere, y inventar muchos mas,...""
(f. 129v.). Els simbols que segueixen no tenen res a veure amb els italians, perd tampoc
no sén propiament els alemanys. En cap moment no menciona els '+, ‘=", ni els sim-
bols radicals. Afegeix que el lector fara bé de servir-se dels si'mbols esmentats "' porque son
mas breves’’, perd que ell fara servir uns altres ‘'caracteres’’... “‘porque no avia otros en la
Imprenta”, i déna la llista de les sincopes italianes: -

n. per numero R.....primero relato (x5)
co ....cosa (x) cecu . . . censoy cubo (x8)
ce ....censo (x2) RR .. .segundo relato (x7)
cu ....cubo (x3) ccee . . . censo de censo de censo (x8)
cce. . . . censo de censo (x4) ccu . ..cubo decubo (x2)

r. “‘quiere dezir rayz quadrada’’; </ es representa per rr., i Gr'_per .

“p. quiere dezir mas’’, i ‘/m. quiere dezir menos”... ‘el uno es copulativo, el otro
es disminutivo'’, "'ig. quiere dezir igual’ (f. 131r.).

Després d'ensenyar a manejar radicals quadrats i ctbics, comenga amb el que ano-

menem, avui, operacions amb polinomis. Es interessant el capftol de la multiplicacio. Per
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‘ala Biblioteca Universitaria de Barcelona.
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saber quin és el resultat de multiplicar "'co. por ce. d otros cualesquiera caracteres’’, déna
les instruccions seglients (f. 148v.):

"'... se tendrd cuenta con la tabla siguiente.

0. 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8. 9.

n. co. ce. cu. cce. r. cecu. Ir. ccce.  ccu.
Desta figura has de notar, que cuando multiplicares en gualesquiera destos caracteres por
otro, sumards los numeros que los tales caracteres tuvieren sobre si, y lo que montare, mira
sobre que caracter estd otro tanto, porque aquel tal caracter serd el producto de los dos mul-
tiplicados."’

El seglent és un dels exemples que posa del producte de polinomis; no cal dir que
cap definicié general o abstracta no n‘és donada. L'algorisme és il.lustrat amb exemples
explicats pas a pas, producte de monomi per monomi.

Mateixa operacié expressada
amb sfmbols moderns

4.cu. m. 2.co. 4x3 — 2x
3.co. m. 5.n. 3x -5
m.20.cu. p. 10.co. 12x4 — 6x2
12.cce. m. 6.ce. —20x3 + 10x
m.20cu. p.12.cce.m.6.ce.p.10.co. 12x4 — 20x3 — 6x2 + 10x

A continuacié, Pérez de Moya explica com manejar expressions de la forma (a i b
sempre sén nombres especifics i positius) a ++/b i \/?-i- \/b (“binomios’), i a— \/E‘ i
v/ a —+/b (“disjuntos’ o ““residuos’’). S’ocupa de sumar-les, restar-les, multiplicar-les i di-
vidir-les, i en particular 'de la racionalitzaci6. Per exemple, utilitzant la identitat

vVat+ \/b=+/a+ b+ 2+/absensecap menade justificaci6 ni d’explicacié, trobem,

al foli 136v:
“r. V. de B.P.r.60 (...) sacando r. de este binomio (...) vendrd r. de 5.P.r. de 3."" (f. 136v)

Restituint les sfncopes i tenint en compte que “P" és una abreviacié de plus,
obtenim: :

rlaiz) V(niversal) de 8 mds rlaiz) de 60 (...) sacando rlaiz) de este binomio (...) vendrd rlafz)
de 5 mds rlarz) de 3

ésadir, V8 +/860 = V5 +/3.

Als caprtols que dedica a les equacions, malgrat que en tractar les de segon grau que
poden tenir solucions imagindries comet el mateix error que Marco Aurel, podem assenya-
lar un principi de classificaci6 general que supera alld que normaiment oferien les algebres
d'aquest tipus. Pérez de Moya diu explfcitament que el métode per a trobar les solucions
deax =b,ax2 = b, ax3 =b, ..., és aplicable a axm+ 1 = bxm, axm+ 2 = bxm, etc. La for-
mulacio és molt enfarfegada, perqué tot aixo és dit retdricament. La mateixa cosa passa
quan assenyala que la resolucié de les equacions de 2°" grau és aplicable a equacions de
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Fig. 28. La resta de “binomios’’ a I'obra de Pérez de Moya. E!prfmercilml,-cynmmtpar lesquerra,
correspon a la rests de 10~/ 18 menys 5+ ~/ 2. Per trobar el resultat, 5 +/ 8. utilitza que:

T8-Vz=18+2- 28/36 =\

(p. 265 de I'edicié de 1590).
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ia forma ax4 + bx3® + cx2 =0, ax6 + bx5 + cx4 = 0, etc. El nostre autor, com tots els
de I’época, sempre ignora les solucions nul.les. Aquest capitol acaba explicant com es pot
aplicar el que ha estat dit anteriorment a equacions de la forma ax4 + bx2 + ¢ =0,
ax6 + bx3 + ¢ = 0, etc. Poc abans de concloure aquesta part dedicada a |'dlgebra, es parla
dels problemes que exigeixen més d'una incognita, sent introduida “l.q", de "quantidad”,
per a la resolucié dels mateixos.

La vuitena part del’obra '‘Trata de algunos caracteres de cuentas, monedas, y pesos
antiguos, juntamente con unas reglas para sacar las fiestas que dizen movibles' (f. 178v.).
D’un dels seus capftols, el XXX, dedicat al calendari i al temps, no volem deixar de donar
dues cites, malgrat que s'aparten del nostre tema. Al foli 188 s’hi diu: “contando desde |a
creacién del mundo, hasta el afio 1588 han passado (segun opinion de Eusebio) 6.787 afios.”,
quantitat que |'autor déna per bona. Una mica més endavant apareix la seguent relacio
d’unitats hordries: “Momento es |a dezima parte del punto, o quarentena parte de hora.
Uncia, o minuto, es una dezima parte del momento. Atome es % de la uncia, y es /o gue
no recibe division, asi como el punto en la linea’” (f. 191r.; el subratllat és nostre).

El “Libro nono"’, I'dltima part de |'obra, conté un didleg entre dos estudiants, Anti-
maco i Sofronio, defensant |'un la importancia de saber aritmética, i argumentant |'altre
que ‘‘no ay ninguno que no sepa contar, teniendo dineros’’.

Pedro Ndaiiez (1502-1578).

El portugués Pedro Nufiez és I'linica figura de talla present en el mediocre context
que hem dibuixat. Després d'estudiar Filosofia i Medicina a Lisboa, fou anomenat, el
1529, Cosmograf reial a la cort portuguesa. Professor de matematiques a Salamanca du-
rant 6 anys, i després a Coimbra des del 1544 al 1561, aqur tingué com a deixeble a
C. Clavius, el que després seria matematic famés i personatge decisiu en la reforma grego-
riana del calendari. Nufiez es va ocupar del problema del crepuscle minim; segons San-
chez Pérez, “En ella [en |"obra De crepusculis, Lisboa, 1542] resuelve el problema del cre-
pusculo mfnimo presentado por Bernouilli dos siglos después, y en la misma obra aparece
propuesto el artificio del nonius, ..."" (p. 215). Totes les obres de Nufez, llevat d'un
parell que tot seguit comentarem, van ser publicades en llatf, |'autor sent anomenat ales-
hores Petrus Nonius. D’aqu( el nom de |'aparellet de mesura del qual Nufiez va donar la
idea essencial.

La tercera contribucié important del portugués a la cigncia son les loxodromes.
De les precises i acurades referéncies que déna Ernst Crone, situant amb exactitud |'obra
de Stevin, extraurem una amplia cita que explica prou bé I'origen d'aquestes corbes i la
contribucié del cosmograf portugués:

“"En resposta a questions que havien sorgit de la practica de la navegacid, Pedro Nunes ...}
va procedir a estudiar, el 1534, la I'nia de la superficie terrestre que és descrita per vaixells
que segueixen un rumb constant, (...). Dibuixant |fnies aixr sobre un globus, va aconseguir
determinar llur forma. Trobd que eren de caracteristiques complicades. Pocs anys més tard,
en el seu Tratado em defensam da carta de marear de 1537, va donar una definicid i descrip-
cié d'aquestes Ifnies, que anomend finhas dos rumos. En la p. 143 afirma: “Les |inies de
rumb no son cercles, sind corbes irregulars que van fent angles iguals amb tots els meridians
pels quals passen’’. En aquest tractat |‘autor subratlla la diferéncia entre navegar sobre aques-
ta Ifnia i fer-ho sobre un cercle maxim. D’entrada, Nunes va pensar que aquestes linies s
trobaven en el pol, peré més tard es va desdir d’aquesta afirmacid.”” (Stevin, vol. 111, p. 491).
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Nufez demostrava, particularment, que la distdncia minima entre dos punts corres-
ponia al cercle maxim, i no a la corba loxodromica. Va desenvolupar la gliesti6 el 1566,
publicant en llatl una versid6 ampliada del Tratado em defensam... En ella descrivia el
qguadrante esferico flexivel, un estri que permetia dibuixar loxodromes sobre un glo-
bus. Mercator (1512-1594), el cartdbgraf i constructor de globus terraquis, mai no hau-
ria pogut idear la projeccié que porta el seu nom —la que transforma loxodromes en
rectes—, sense els treballs previs de Nufiez. Per aquesta i altres contribucions, en parti-
cular al problema de la determinacié de la longitud en alta mar, I"autor portugués és consi-
derat el fundador de la navegaci6 cientffica.

Allb que més directament ens interessa de la seva produccid, pel tema i per la vincu-
lacié a la historia espanyola, és el Libro de Algebra en Arithmetica y Geometria (Amberes,
1567). El llibre s'obre amb una dedicatdria de I'autor al Cardenal-Infante D. Enrique, en
portugués i datada el 1664. Explica en ella que I'obra estava escrita des de feia 30 anys
—dada acceptada per tots els historiadors— i que, encara que |'original estava en portuguds,
“considerando que ho bem quanto mais comum & universal, tanto he mais excellente, &
porque a lingoa Castelhana he mais comum em toda Espanha que a nosa, por esta causa
aquis trasladar em lingoa Castelhana, ...”* (f. aiii r.).
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Des del punt de vista dels continguts, el L/bro de Algebra s'havia quedat antiquat en
la data de la seva publicacio, pero des del punt de vista de |'orientacié i de la metodologia,
i per la manera de tractar punts delicats del nou saber algebraic, |'obra s'integra perfecta-
ment dins del context, conceptualment molt més desenvolupat, propi de |'ditim terc del
segle XVI. Tant és aix( que Stevin, el gran algebrista del segle junt amb Vieta, cita Nifiez
com un dels seus predecessors en la teoria d’equacions al costat de Cardano, Stifel i Bom-
belli (Stevin, vol. 1B, p. 474).

El Libro de Algebra es divideix en tres parts. La primera és dedicada a les equacions
de 1°" i 2°" grau. La segona se subdivideix en tres altres parts: una dedicada a les opera-
cions amb polinomis i fraccions algebraiques, una altra als radicals, i la tercera a les pro-
porcions. L'Ult!na i tercera part principal de |'obra és dedicada als problemes; és la més
extensa, omplint els folis 123 a 323 dels 341 que té |'obra. Una ""Carta a los Lectores, la
qual es censura de la Algebra de Nicolao Tartalla, ..."’, redactada possiblement al moment
de la publicacid, posa el punt final.

Un dels aspectes que reflecteix la valua matemadtica de Nufiez €s la seva concepcio
de |'dlgebra. Ja hem dit que a |I'época en qué va escriure el llibre, a comengaments dels
anys 30, I'dlgebra encara no tenia una entitat propia, apareixent merament com a un
apéndix de l'aritmética. La seva obra, en canvi, li atorga aquesta entitat, desenvolupant
una teoria de les equacions i una teoria de les operacions polindomiques, i situant clara-
ment a part, al final del llibre, les aplicacions de I'digebra a la resolucié de problemes. Ja
hem vist que calgué esperar a I’Ars Magna de Cardano, el 1545, per trobar la primera obra
impresa elaborada amb aquest criteri.

En la seva preocupacié per fonamentar solidament les regles algebraiques, Pedro Nu-
fiez déna les demostracions classiques de les regles de resolucié de les equacions de 1°" i
2°" grau, perd n'afegeix d'altres originals, perqué troba que les primeres sGn poc rigoroses.
Les poténcies de la incognita, que ell anomena dignidades, |es introdueix aixi (f. 24r.iv.):

“La primera quantidad destas que llamamos dignidades, que assi van ordenadas en propor-
cion, es la Cosa, y por essa causa le fue dada la unidad por denominacidn. La segunda es el
Censo, al qual cupo 2 por denominacién. La tercera es el Cubo que tiene 3 por denomina-
cion. La quarta es Censo de censo, que tiene 4 por denominacion. La quinta se llama relato
primo, cuya denominacion es 5. La sexta es Censo de cubo, o Cubo de censo, y su denomi-
nacion es 6. Por este modo proceden los Arithmeticos, y van criando las otras dignidades, y
tiene cada una dellas la denominacion, que la orden le da. La qual nos dize quantas propor-
ciones tiene cada una de |las dichas quantidades comparada con la unidad, de aquellas que la
Cosa guarda con la misma unidad.'’

Les propietats de les operacions amb dignidades sén deduides pas a pas i amb mol-
ta cura de les propietats d'una “progression de continua proporcion’’. Aixi demostra, en
particular, que per multiplicar dignidades cal sumar les denominaciones. Les operacions
amb polinomis i fraccions algebraiques (aquestes introduides a partir de la divisi6 de poli-
nomis) sén justificades de la mateixa manera.

A partir del problema de la simplificacié de fraccions algebraiques, Nufiez es va
preocupar per la recerca d'un métode que donés el més gran comu divisor de dos polino-
mis, métode que ell no va trobar. El seglient comentari de Stevin, el primer que va veure,
el 15685, que |'algorisme d'Euclides podia ser igualment utilitzat per als polinomis, deixa
clar que les temptatives conhtingudes al Libro de Algebra sén el principal antecedent que
va tenir, i fa veure fins a quin punt aquesta era una obra avangada el 1530:

‘Petrus Nonius, al comengament de la tercera part de la seva Alwbra, estimava que |lavors
aquest problema [e/ de la determinacid del m.c.d.]no estava inventat per regla general, per
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Fig. 30. Unexemple de divisié de
polinomis al Libro de Algebra de
Nufez (p. 32r).

la qual cosa ell en descrivia alguna manera per tempteig. Nosaltres descriurem la seva leg(ti-
ma construccid, que sera semblant a |'operacid de la invenci6 de la més gran comuna mesura
[e/ m.c.d.] de nombres Aritmétics enters ..."" (Stevin, vol. 11B, p.577).

Una altra mostra de la vdlua del matemdtic portugués rau en la consciéncia clara i
explicita dels problemes no resolts que afectaven I'ampliacié del concepte de nombre, Ja
a la primera pagina del llibre adverteix que “Numero en esta Arte se dize cualquiera quan-
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y oo %5 sl 1
tidad (...). Como quien dixiesse 8, 9, 10, SB g 8 7

8 ;—, Raiz de 8, (...) Raiz
de 8 -l—"{el subratllat s nostre). Quan comenga la part dedicada als radicals, i ha d’intro-

duir el concepte d'arrel quadrada, després d’'assenyalar que no tots els enters tenen arrel
quadrada entera, afegeix 'Y por nos fue demonstrado en otra parte que el numero que no
tiene raiz perfecta, y punctual, que sea numero, no la podra tener con quebrado, toma-
mos agora numero en su verdadero ser, que es colection de unidades (...). Por lo qual
cuando a numero no quadrado communmente assinamos por raiz numero con quebrado,
essa tal raiz no puede ser perfecta y punctual, mas es propingua. (...) y la diferencia es un
poco mas, o un poco menos. De suerte que siendo por si misma multiplicada, hara el nu-
mero cuya raiz buscavamos, no precisamente, mas sera tan chica la diferencia, que para la
practica de lo que se trata bien se puede tomar por raiz, y teniendo aun en esso escrupulo
poderemos tomar otra mas propinca entre los terminos de mas y de menos. Pero aun que
el numero no quadrado considerado en su actual y verdadero ser, el qual consiste en uni-
dades de cosas separadas o discontinuas, caresca de perfecta raiz quadrada, como avemos
dicho, considerandolo pero como continuo, en el qual esta en potencia todo numero, ter-
na perfecta raiz quadrada.’”” (f. 43v.-44r.). Posa com exemple un quadrat que mesuri 6
“‘pies quadrados’’. El seu costat, diu, €s mitjana proporcional entre una l’'nia que mesuri 6
peus de llargada i una altra que mesuri un peu. ‘A este lado quadrado que impropiamente
se dize raiz, llaman communmente los Arithmeticos raiz sorda de 6. La razon del nombre
deve ser, porque se puede dar en linea y mostrar a la vista, pero no se puede oyr lo que re-
presenta, y por esso la llaman sorda’’ (f. 44r.)

Al Libro de Algebra es proposa una notacio interessant per a les arrels, malgrat que
el 1567 ja no tenia virtualment possibilitats de triomfar sobre |'alemanya. Les arrels qua-
drades, cubiques, quartes, ... sén escrites aixi: 2R, 3R, 4R, 5R, ... El gran problema de |a
notacié dels radicals (amb els simbols italians o amb els alemanys) sempre va ser |a falta
del paréntesi, €s a dir, la manera de distingir arre/ de 3 més arrel de 5, d’arrel de (3 més ar-
rel de 5). Un dels artificis més comuns va ser la "'v"’ d'""universalis”’. Com diu Nufiez

(f. 45v.).: “Rv.R9.p.22[ / Vo+ 22] cuyo valor sera 5 porque R.9 es 3 que junto con
22 hazen 25 cuya raiz es 5. Els problemes venien quan calia distingir v/ v/ 5+ 3 ++/ 2
de v/ v/ 5+ 3+ +/2. L'artifici que proposa Nufiez I'explicarem amb el mateix exemple

que ell utilitza. L'expressié L.R.9p.R.4.p.R.v.11.p.R.25 , a causa de la "'L" del comenga-

ment, que ‘‘liga’”’ totes les arrels, significa /9 ++/4++/ 11 ++/25. En canvi

“Rw~v.11p.R.25.p.L.R9.p.R4 ya nos haria otro sentido, porque parece que la palabra
R.v. puesta en el principio alcanga todo, (...) y su valor sera raiz de 21'* (f. 46r.), és a dir

que I'expressi6 citada significa v/ 11+ v/ 25 + V9 + V3.

Les operacions amb radicals sén tractades amb la cura que ja hem esmentat pel que
toca a les demostracions i justificacions. Totes elles acaben —o comencen— amb alguna
proposicio dels E/ements d’Euclides, especialment amb les referents a les proporcions,
que és alld a qué Nufiez sempre refereix les quantitats que maneja. Aquesta és la rad, diu
explfcitament, de dedicar tota una part de I'obra a reescriure la teoria de proporcions
(f. 66r.). Particularment interessant per a comprendre les limitacions del marc tedric ar-
caic en qué es movia |'dlgebra, és el seglient tractament d’una identitat algebraica. Després

d’ensenyar com es poden racionalitzar denominadors del tipus v/ a ++/b, v/ a ++/b,
va+ Vb+ \/? i &2+ ¥/b (perd ell sempre maneja nombres concrets i positius), per
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acabar, s’enfronta amb la racionalitzacié de &5 + /3 (f. 64r.-65v.). Ell explica que cal
multiplicar numerador i denominador per < 25 — ﬁ + ﬁ i que a sota quedarad
5 + 3 = 8. Nufiez tradueix al llenguatge de mitjans proporcionals els termes </ 25, W
i 3’5, per poder demostrar que els productes creuats d'ells per %i %s'elimir\amn en-
tre si necessariament, és a dir, independentment que els nombres en joc siguin 5 i 3. En
abséncia del |lenguatge {’/ﬁ /3.5, etc., és notable que aquest recurs fos, si no I'inic, sf
el que Nafiez va trobar més adient per a establir la identitat.

A proposit hem deixat per al final un dels detalls més interessants que hom troba al

v+ 25

Libro de Algebra. Nufiez es proposa racionalitzar —__~ —— (f. 61v.; utilitzarem els

1+ v/ 9
sfmbols modems per agilitzar la transcripcié), i multiplica a dalt i a baix perv/ 1 —+/ 9.
Al denominador li apareix / — 8, perd no en fa cap comentari, i continua operant:

Va+V25.V1-V9 _Va+V25- V144 V225 _
Vi+ve J1-v9 V-8

\/— —12— — 3/ -gg + \/2 ;—ﬁ + \ﬂi 2—3 . Un cop acabada la racionalitzacié, fa observar

que el quocient que havia proposat conté "'numeros quadrados’’, i es pot calcular efectiva-

\/4+§/E=\/§=3

EX i que el mateix resulta si s'opera a
vVi1i++/ 9 Vv

Va+ V- Jiaa- V255 _ V=18 _ 3

V-8 v =8 4

I‘exemple puntualitzant:

ment:

, 0si s'opera a la Gltima arrel. | acaba

“Pero a quien esto no quadrare, y tuviere escrupulo en el partir por R.m.8. [V —8] licencia

le queda para convertir Rv.1.5.R9 [V 1 + v/9]en est\a/ﬂ.v.Fl.Q.ﬁl [VVE+ 1]que
significa lo mismo, (...} y verna por partidor 5.R.8. [ + 4/ 8] (...). Y quesimos obrar por
aquel modo, para que sepamos, que siempre viene lo mismo. Pero mas inteligible es, la
menor quantidad del reciso [da 1— \f§] ser declarada por menos.’’ (f.62v.).

El tractament anterior d'una guantitat imaginaria és il.lustratiu de com aquestes
quantitats no podien per menys que aparéixer en el transcurs de les cada vegada més com-
plexes manipulacions algebraiques. No sabem si aquest tractament ens ha de fer conside-
rar NGfiez un innovador. Possiblement sf, tota vegada que ell i Cardano sén dels pocs que
s'atreveixen a mencionar |les quantitats imaginaries. En qualsevol cas, és interessant subrat-
llar el paral.lelisme entre |es mencions que aquests autors en fan, i, molt particularment, el
fet que, en tots dos, la conservaci6 de les regles algebraiques formals, fins i totquan deixen
de tenir el sentit que habitualment els donem, sigui alld que fa manejables aquestes quan-
titats. També és interessant, pero, que en abséncia d'un bon referent, d'un model al
qual aplicar aquestes quantitats, les mencions no ultrapassin el nivell de la constatacié
d'uns resultats curiosos i sorprenents.
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Il
Consideracions sobre
I'origen d'alguns conceptes
aritmetics i algebraics
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ADVERTENCIA

Es sabut que la logica dels processos historics coincideix rarament amb la logica
que ordena els fruits d‘aquests processos dins d'esquemes euclidis. Es un fet, pel que
fa a la historia de les matematiques, que s’expressa ingénuament dient que el desenvolu-
pament historic no és fogic. Son dues les oposicions que hi ha al darrera d'aquesta con-
frontacid entre la historia i la logica. D'una banda, la que deriva del fet que la seqiiéncia
de resultats propia de la seva estructuracio axiomatico-deductiva és independent de la
seqliéncia temporal. D'una altra, que aqui ens interessa especificament la que sorgeix
de l'analisi del procés de formacid de teories a la llum del nostre sentit comu; anali-
si en qué les etapes d'aquest procés resulten dificilment comprensibles i explicables
des de la perspectiva que dona el procés acabat.

La logica propia, real, del procés de constitucio de I'algebra simbolica, com la de
qualsevol altra doctrina, s'articula sobre motivacions i condicionaments de dues classes.
Els que poden ser més facilment identificats i estudiats son els que depenen del context
social on és elaborada la doctrina. Aqui utilitzem context social en un sentit ampli, re-
ferint-nos a preocupacions, necessitats, suggeréncies,... que tenen a veure amb les condi-
cions socio-economiques, el clima cultural i ideologic, el nivell técnic i el grau de desenvo-
lupament d'altres sabers teorics. En capitols precedents hem precisat fins on hem pogut
els factors d'aquesta mena presents en la génesi de |'algebra simbolica. Pero és evident que
aquests factors no esgoten |'autonomia de I'elaboraci6 teorica, que no son, per dir-ho amb
una imatge biologica, sind una mena de matriu que condiciona la constitucio i fa possible
el desenvolupament del nou sistema conceptual. Les motivacions i condicionaments que
constitueixen aquest substrat els podem anomenar externs. Molt més dificils d’aillar i de
descriure son els condicionaments que provenen directament dels conceptes en joc i de
Ilurs relacions, i que fan que la constitucio o el desenvolupament d’una teoria emprengui
un cami, o camins, i no pas d'altres. S6n aquests factors /nterns els responsables dels
diferents graus de claredat o incomprensibilitat, d’evidéncia o de dificultat amb qué ens
apareixen els conceptes, en si mateixos i en |lurs interrelacions.

Arribar a explicar completament com es va constituir 1'algebra simbolica cau del
tot fora del nostre abast. Aix0 no obstant, després d'escollir quatre aspectes que hem
trobat prou significatius, hem gosat emprendre’'n |'analisi amb la pretensid d'aconse-
guir, en primera aproximacio si més no, un coneixement més profund i acurat de la géne-
si de |"algebra simbolica. Som conscients que el nostre intent d'interpretacio de I'evolucio
del concepte de nombre, de |‘aparici6é dels negatius, de |‘elaboracié dels primers simbols
algebraics, i de I'evolucid del concepte d'equacié polindmica, que sén els quatre temes
que analitzarem, ens conduira a resultats provisionals i incomplets. Fins i tot és possible
que algunes conclusions hagin de ser rectificades des de perspectives obertes per |'estudi
de la darrera fase de constitucié de |'algebra simbélica, la de Vieta i Descartes. Pero hem
preferit cérrer el risc d'equivocar-nos a deixar d’emprendre un camf que creiem fructifer.
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CAPITOL 9:
L'EVOLUCIO DEL CONCEPTE DE NOMBRE

"La concepcid grega dels nombres esta intimament vinculada a la geometria. Es un
problema de molta envergadura esbrinar quines foren les causes que propiciaren un desen-
volupament de |'aritmetica, circumscrita basicament als enters, molt per sota de les con-
questes realitzades al camp de la geometria. Sia perque la perfeccié .del raonament
logic desenvolupat pels grecs trobés a la geometria el seu millor aliat o model, sia perqué
els grecs no van disposar d’un sistema eficac de denominacié dels nombres, un sistema que
facilités algorismes senzills per a resoldre els problemes del comput, el cas és que |’aritmeé-
tica del calcul resta endarrerida en relacid a |'avenc global efectuat en matematiques.

Els grecs coneixien algunes relacions de caire algebraic entre certes operacions
numeriques: (a+ b)2= a2 + 2ab+ b2 ;

a2—b2= (a+ b) (a—b); a+ b+ c)2= a2 + b2 + ¢2 + 2ab + 2ac+ 2be.

Aquest coneixement naixia directament de la practica empirica i de |a constataci6
geomeétrica, perd en cap cas no eren fruit d’un estudi algebraic realitzat dins del camp
numeric. Aixl és que les demostracions de les identitats anteriors eren de caire similar
a les figures aqui reproduides:

a % a| ac |ab a’

' Z

i a % b| be [& ab
il B ac
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El model de demostracio, per a totes les identitats d'aquest tipus, es basa en la cons-
truccid geometrica, a I'igual que la demostracié del Teorema de Pitagoras inclosa als
Elements d'Euclides. Es precisament aquest model de demostracid el que més gran
influéncia exercira, al Ilarg dels anys, entre les diferents civilitzacions.

Resulta obvi en aguest context que les primeres poténcies d'un nombre vinguessin
definides pels mots “quadrat” i “cub”, associades a la figura geometrica corresponent,
i que les poténcies superiors es derivessin, per composicio, d'aquestes.

Eins a I'Gltima etapa del perfode grec no apareixera la figura de Diofant, extraor-
dinariament brillant, pero aillada dins del marc d'elaboracio de la matematica grega;
ell s‘encarregera d’edificar una nova aritmética, que apunta directament a |"aparici6 de
recursos algebraics o técniques aritmétiques que escapen al tractament geometric. De fet,
Diofant subministrara a la historia futura quelcom més que un llibre, ja que el seu lle-
gat més precios sera un material de problemes aritmétics a resoldre que alimentara la
capacitat creativa dels matematics fins als temps de Fermat.

L‘excepcional figura de Diofant requeriria una analisi més acurada, per tal de
veure fins a quin punt la seva obra representa una ruptura metodologica amb |’etapa an-
terior. Hi ha certes dades que fan decantar-se per la resposta afirmativa. En efecte, ex-
posarem algunes caracteristiques especifiques de la metodologia que trobem als sis
|libres d’aritmética.

1) L'obra no es presenta des d'un punt de vista de proposicions ordenades deduc-
tivament. De fet no hi ha cap enunciat “teoric’’, sind que es presenten unes llistes graduals
de problemes de caracter algebraic, i a continuacio la seva solucio.

2) El fil conductor del raonament no és basa ja en la construccio geométrica (l'obra
no conté cap dibuix, exceptuant el llibre seté, de les figures poligonals); contrariament,
pren cos definitiu |’entitat abastracte del nombre “‘desconegut’’ (incognita), que Diofant
anomena “arithmos’’, i amb el qual opera de |la mateixa forma que si es tractés d'un
nombre qualsevol conegut.

3) La notacid simbolica comenga a prendre certa existéncia, encara que més com
a taquigrafia, que no pas com a automatisme de calcul, pero configurant de forma clara el
que més endavant s'entendria per una equacio (la simbologia de Diofant és descrita a la
p. 160).

Diofant rebutja sistematicament qualsevol solucié numeérica d'una equacio si
aquesta solucid apareix en forma de radical. No en dona cap explicacio, sind que simple-
ment ho adopta com a un fet. El seu camp numeéric és limita exclusivament a enters
positius i a fraccions positives. Potser no estaria de més dir aqui que el paper que juguen
els nombres trencats és similar al dels enters, sent aixi’ que uns i altres poden interpretar-se
com a quantitats exactes d'una determinada unitat de mesura, sigui aquesta la unitat o
una fraccié de la mateixa. No seria aquesta una de les primeres ocasions en que, dins d'un
llibre de matematiques, els enters i els trencats apareixen com objectes funcionalment
equivalents (que poden desempenyar una mateixa funcio)?

En contrast amb la forma en que els grecs tracten i consideren els nombres, tro-
bem que els arabs se serveixen dels nombres com a eina fonamental de calcul. L'aritmética
del comput experimentara un aveng sense precedents, fent-se indispensable en certes arees
de la vida social arab. En efecte, dins de la civilitzacio arab apareix |‘excepcional fi-
gura de |‘aritmétig professional (el farad(s) encarregat d'assegurar la distribucié de |"herén-
cia d’un difunt, segons el nombre i qualitat dels seus descendents i ascendents. La juris-
prudéncia musulmana, derivada de la interpretacio de |’Alcora, estipula uns repartiments
de tipus proporcional, perdo molt complicats, segons els vincles del familiar mort. No és
d’estranyar que els serveis d'aquests primers matematics professionals abonessin el terreny
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del desenvolupament estrictament aritmeétic, de manera que van cristal.litzar diverses
metodologies per a la resolucié de problemes, des de la regla de tres fins als métodes d'una
falsa posicio i dues falses posicions.

Per altra banda, cal considerar |'extensi6 que assoli el comer¢ arreu de |'Imperi
arab, amb la conseglient exigéncia d'una bona comptabilitat mercantil, que trobava en el
sistema decimal la forma idonia per a realitzar les operacions aritmétiques elementals que
intervenen en tota transaccid comercial.

Aquest tipus de condicionaments socials i I'oportunitat d'haver adoptat el sistema
decimal creat pels hindds (optim per a abordar els problemes aritmeétics abans esmentats)
féu que el centre de gravetat es traslladés de la concepcié del nombre al problema del
comput. La recerca dels algorismes més apropiats per a realitzar les distintes operacions
numeriques dona aviat els seus primers fruits. Tanmateix, les aritmeétiques arabs presen-
taven, si bé no de forma explicita, una classificacio de les diferents categories de nombres
en funcié dels algorismes de calcul de cada una d’elles. Daquesta forma tenien un tracta-
ment especific les seglients classes de nombres:

Els nombres enters positius

Els nombres trencats

Els nombres mixtes (enters amb part trencada)

Els nombres radicals

Els nombres composats de sumes radicals

Si la preocupacioé per definir cada classe de nombres és ben nimia, no ho és en can-
vi l'extensid explicativa que es dedica al seu calcul. Les propietats de les operacions
entre els nombres no mereixen cap tractament especial, tan sols se les utilitza quan
conve per a calcular, sense més explicacions.

En aquest marc, i amb aquesta optica de treball, els arabs varen aconseguir sintetit-
zar d’'una manera diafana el comportament dels nombres quan aquests eren sotmesos a les
diferents operacions numeriques, establint regles d'operativitat perfectament definides,
com les dels signes més i menys quan hi intervenien productes. Aquestes regles no aparei-
xien per a aprofundir dins els mecanismes de |'operativitat algebraica, sin6, primer, com a
consequencia natural de resoldre productes numeérics, com 5 — \/Tf multiplicat per
7 — /5, i després productes dins del marc de les transformacions d’equacions, com:

(x+2)(x—1)= 3; X2+ 2x—x—-2=3

‘ Aquests tipus de regles mai no sén justificades, sind a través de la practica empf-
rica.

En aquesta aritmeética operativa dels arabs, els tipics problemes de planteig tro-
ben el marc més natural de resolucio, i el concepte de proporcionalitat és ampliament
desenvolupat. Les proporcions deixen ja d'ésser raons entre segments per a convertir-se
en raons entre nombres, que expressen la comparanga entre els seus valors aritmetics.

El Renaixement de la matematica europea es nodrira d’aquesta concepcid del
nombre que permet qualsevol calcul aritmétic, i com a punt de partida ingliestionable &
cqnsideraré, per sempre més, tant els nombres enters com els trencats, com els nombres
Mmixtes, com els radicals, cada un d'ells susceptible d'ésser operat a través del seu algorisme
corresponent,

Per ser ben precisos hauriem de dir que els arabs fan Us d’una altra classe de nom-
bres, les fraccions sexagesimals, que si no hem inclos a la classificacié anterior, no és per
alt_ra faﬁ que pel fet que gaudeixen d'un status especial; és a dir, no son exposats a les
aritmetiques arabs al costat dels altres nombres, sin que es fan servir per a parcel.les molt
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concretes de la investigacié cientifica, com pot ser |'astronomia i les taules trigonometri-
ques (sin 1° = 1P2'49”43""'28!V, donat per Abenyunus) al marge de la resolucio de
problemes aritmeétics.

Alguns trets relatius als nombres trencats

Es clar que els conceptes de nombres enters positius i trencats sorgeixen direc-
tament de |'activitat de mesurar, pesar, canviar una guantitat de diners d'una moneda
a una altra, etc... Tant el significat dels enters com el dels trencats és intuitiu, enlamesura
gue son imprescindibles per a comptar.

Anem a examinar amb una mica de detall quina era la concepcio que es tenia dels
nombres trencats, partint de la definicié que es troba a |‘aritmética mercantil de Francesc
de Santcliment i la que en déna Chuquet al seu Triparty.

Transcrivim la manera d'introduir i definir els trencats de Francesc de Santcli-
ment a |'obra Summa de la art de arismetica:

“Per saber i tenir coneixenca del nombre trencat, el qual és necessari moltes vegades per fer
questions de mercaderia i per altres coses’’.

| has de saber que en tot nombre trencat hi ha dos nombres, un escrit a baix i |'altre a dalt,
amb una barra enmig. | el de dalt es diu numerador, car compta les parts trencades. | el de
baix es diu denominador, que denomina i mostra les parts trencades quines sdn, és a dir si
son meitats 0 tercos o quarts 0 quints o d'altres parts, segons el denominador que les deno-
mina"’.

La manera de fer intel.ligibles els trencats, tal com la veiem al paragraf anterior, no
és la d'una definicié formalment ben feta, en el sentit de definir tots els termes que hi
intervenen, sind que més aviat parteix de la idea d'inculcar el seu significat més material, o
sigui la forma de servir-se d'uns nombres per comptar parts trencades. La definicié no és
bona, pero la idea intuitiva és molt clara, i probablement la més (til des del punt de vista
d'extreure els mecanismes d’'operativitat per a tals nombres L 'esséncia del nombre trencat
queda reduida a la informacid de la quantitat de vegades en qué dividim la unitat, i la
quantitat d'aquestes parts que agafem.

Exposarem a continuacio la definicié continguda al Triparty de Chuquet:

‘“‘Significat dels nombres trencats.

Nombre trencat es una part 0 més d'1, on hi ha dos nombres, un a dalt i I'altre a baix, amb
una Iinia entre els dos, com tres quarts, que s'ha de posar aix( ':— on 3, que és el nombre de
dalt, es diu numerador, i 4, que es el de sota, es diu denominador, i convé sempre que el
numerador sigui més petit que el denominador, ja que si fos igual o més gran, representaria 1
enter i encara mes, no corresponent a la definicio abans dita. | convé que els nombres enters
no tinguin denominador, i tal vegada per conveniéncia, i per a emprar Regles més generals,
en tractar-los amb trencats se’ls pot donar, a tots els nombres enters, 1 per denominador, i
per aixo els nombres enters seran denominats per 1, aix{ com els trencats seran denominats

1 1

per 2,3, 4 i per tots els altres nombres, com E, a2 5 20 - per als enters i i ) i. 3". ==
3 e 1 7 L S T
2 per als trencats’’.

Podem aqui també observar que aquesta forma de definir els nombres trencats esta
intimament vinculada a la idea del valor numeéric. Els trencats sols apareixen per comple-
tar la mesura entera, mai per ampliar els nombres enters en el sentit que aquests es puguin
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considerar com un cas particular dels trencats. Pels matematics que elaboraven les aritmeé-
tiques mercantils havia de ser molt clar que era més entenedora la quantitat de 44 m. de
telai 2/13 de m., que no pas el que és la mateixa quantitat, pero expressada en la forma de
574/13 m. de tela. La primera forma té un contingut informatiu directe molt més gran
que la segona expressio, que no ens doéna directamentuna idea intuitiva de la llargada que
representa.

Es, en conseqiiéncia, aquesta optica de “valor numéric’’ i no de quantitat abs-
tracta la que preval en el tractament dels trencats, i aixi, tant les dades inicials de tot
problema com els resultats finals eren expressats especificant la part entera del nombre i a
continuacio la part trencada, sense cap signe que els separés: 44 —g— . | sis'introdueixen
nombres del tipus a/b, a>b, en el transcurs de la resolucid d'un problema no és per altre
motiu, com expressa clarament Chuquet, que per facilitar les regles algorismiques esta-
blertes per als trencats.

Hem dit abans que fer recaure la definicio dels trencats en allo que aquests signi-
fiquen facilitava probablement |a recerca dels algorismes operatius, la qual cosa es pot
posar de manifest en examinar la forma de dividir els trencats. Santcliment procedeix
a partir d'un raonament que podriem explicitar aixi:

La divisid aritmética de dos trencats correspon a esbrinar quantes vegades un d'ells
és més gran que l|‘altre, i per poder-los comparar cal reduir-los a una mateixa sub-unitat
de mesura, o sigui a un comut denominador; feta tal cosa n'hi haura prou de comparar els
numeradors, i en consequéncia, |‘'operacio de dividir es reduira a la proporcié de nume-
radors, prévia reduccid dels dos trencats a comi denominador. Els nombrosos exemples
clarifiqguen de forma de procedir en concret: 3/4 dividit per 5/6 és equivalent a 9/12
dividit per 10/12, que déna 9/10. La manera de procedir és molt més a prop dels signifi-
cats concrets dels trencats | de |'operacio de dividir, que no pas |'algorisme que procedeix
a dividir a partir de I'invers del producte, la qual cosa pressuposa un coneixement de les
estructures operatives en un estadi molt més formal.

Alguns trets relatius als nombres radicals

Els nombres radicals son tractats pels arabs a I'igual que els altres nombres, i en
conseqiiencia son admisibles com a solucions dels problemes, al mateix temps que es tro-
ba la forma concreta de poder operar amb expressions radicals. Al-Hwarizmi ja exposa
les regles més importants per al seu calcul:

Va.vVb= ab; %=\/—?; Kvn=+VKZn ; \/—E:‘/T(T*

b

Al Triparty de Chuguet s'exposa, per primera vegada de forma sistematica, una teo-
ria completa del calcul amb radicals: la forma de reduir dues arrels a index comd, la
manera de multiplicar i dividir dues arrels qualsevol, la forma de resoldre I'arrel d'una
arrel,... son les que actualment usem, | és precisament aquesta optica de fer tan ampli com
ES-Pugui el ventall d'operacions entre radicals, la que el condueix a cercar la simbologia
"'_195 apropiada per a indicar les arrels (ens remetem a l'exposicid que es fa d'aquesta
simbologia al capitol 5 dedicat a Chuquet i a 1’11, dedicat a les notacions).

Comentarem aqui un aspecte del calcul amb radicals que, si més no, és sorprenent
des de |'0ptica moderna. Tant els arabs com Chuquet es preocupan de cercar la forma de .
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sumar o restar dues arrels, i ho fan de la segient manera:

Varvb=+a+bty 4ab

Chuquet fins i tot exposa una altra forma de fer-ho que és aplicable a arrets d'index
qualsevol (veure la part d'historia, el capitol dedicat a Chuquet). Creiem que la insis-
téncia .a aplicar aquest métode, aixi' com la via de la seva generalitzaci6, apareix avui
dia com un fet un tan arbitrari o insolit que mereix algun comentari.

Examinarem alguns dels exemples que trobem:

(1) VZ+Vi8=V2+18+v4.2.18= 2+ 18+ V184= V32
(20 V2+10=+v2+10+v%.2.10= 2+ 10+ /8= 12+ /80

Al primer cas la “regla” sembla justificada, ja que la suma de dues arrels ha conduit
a una altra arrel Unica, i llavors, des del punt de vista del calcul efectiu per aproximacio de
trencats, resulta més facil de “calcular” ~/ 32 que no \/—f i després \/_1§ Convé dir
que en cap obra d'aquestes no s'utilitza treure factors fora de |'arrel i operar d’aquesta
forma: \/?+ mz \/7+ Sﬁ: 4 \/_2-= v/ 32. | que no apliquessin la regla de treu-
re factors no vol dir que no la coneguessin, sind que només trobaven convenient aplicar-la
en el sentit invers, d'entrar factors dins de |'arrel.

La justificacié d’emprar la regla al segon cas que hem exposar no és tan clara,

ja que els inconvenients del calcul efectiu de 3/ 2 + +/ 10 son semblants als del calcul de

;} 12 + +/ 80. Creiem que la insisténcia a fer reiteradament aquest tipus d'operacio pot
obeir al sequent:

Les operacions de sumar, restar, multiplicar i dividir entre nombres enters posi-
tius o trencats sempre condueixen a un resultat expressat en forma numeérica, sense deixar
cap “operacid indicada”; en canvi, al moment d'operar radicals aix0 no és possible,

malgrat que \/?A \/—b' = \/E ique %= \/g , illavors s'inventa un métode per a
“tancar’’ d'una o altra forma la suma i resta d'arrels. | aix1 ja te un cert sentit dir que
“I'arrel de 2 més |'arrel de 10 és |'arrel del nombre (12 més arrel de 80)"". Seria el mateix
argument que faria intel.ligible el perque preferien deixar un resultat en forma de v/ 32
que no 4 4/ 2, sempre partint de la idea que és més definida |'arrel d'un nombre que no
pas 4 vegades |'arrel d’un altre nombre.

Observermn que el punt de vista anterior és molt diferent, encara que aparentment
similar, al procés que té lloc sota una concepcié moderna d’ampliacié del camp numeéric
per a tancar una operacié determinada. En efecte, la forma de procedir anteriorment
exposada no amplia el camp numeric per tal de tancar una operaci6, sind que busca un
procediment de modificar |'operacio numérica de sumar, i obtenir al final una expressio
Unica en forma d'arrel i equivalent a les dues arrels que voliem sumar. La forma de
procedir estd molt més a prop del desig de |'estudiant que, quan se |i presenta la suma de
ﬁ i ﬁ i se li diu que doéna v/ 2+ /5, es pregunta, perd aixo quant és?, intentant
cercar el resultat com a arrel d’'un altre nombre, la qual cosa el deixaria completament
satisfet. Desgracigdament, la temptacio d'acabar-los sumant de qualsevol manera és massa
gran en un primer estadi d’aprenentatge, i és molt fregiient trobar-se amb la invencio fatal
Va+ Vb =yath.
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L'altre aspecte interessant a comentar dels radicals seria la questio relacionada
amb la racionalitzacio d'una fraccié. A la pregunta de per qué s'ensenya a racionalitzar

22 , s troba la resposta dbvia de perqué és més senzill de
calcular un valor aproximat decimal prenent la segona expressio. Pero a |'epoca que
tractem es desconeixien les expressions decimals dels nombres, de manera que la motiva-
¢i6é no podia ésser aquesta, i en canvi es racionalitzaven les fraccions. La forma de proce-
dir era la mateixa que |'actual.

Es podria dir que a tots els |libres on apareix aquest tipus d'operacio esta en |'aire la
idea que les operacions combinades entre diferents expressions radicals es poden conduir
a la forma a \/H i C\/F + es/f, ona, b,c,d, e, fson trencats, i a arrels d'expressions
d‘aquest tipus. Tal questidé no I'hem trobada en forma explicita a cap dels |libres consul-
tats, pero per la forma de procedir a tots ells s'endevina que aquest és el fil conductor de

; : 3+
moltes de les operacions que s’hi tracten. En aquest aspecte, el nombre f\/% s'ente-

1
i es transforma \/— en
2

nia com una divisio indicada, i la racionalitzacio no ho era en el sentit que més tard
adquiriria, sind que constituia la forma concreta de realitzar la divisio per tal d'obtenir

17 SRR =

una expressio de tipus més elemental: 53— + 2—% v/ 2 . La forma de procedir, i fins i

: a+ bi

tot el metode formal per a fer-ho, no era altre que el que emprem per resoldre c-i-_d':i
dins del camp complex, per tal d’obtenir una expressio final en la forma: A + Bi.

L ‘enginy per a racionalitzar-dividir certes expressions radicals complicades va con-
duir al desenvolupament d'interessants relacions algebraiques, com es posa de manifest
al Cartello (segona resposta) que Tartaglia envia a Ferrari en el famos duel entre els
dos. Entre els 31 problemes que Tartaglia proposa al seu adversari n'hi ha tres (N 28, 29
i 30) que consisteixen a racionalitzar aquestes fraccions:

10 10 10
V5+3 I5+Y3 5+ Y3

El procediment que Ferrari segueix per a resoldre-les es basa en la identitat alge-
braica: a5 + b5 = (a + b) (a4—a3b + a2pz — ab3 + b4), d’on

1 a%—ad3b+ a2b2 — ab3 + b4  expressio radical

atb a5 + b5 s a5 + bb

Que aplicat a: a = 3’_5 b= ﬁ ddna lloc al denominador 5 + 9\/?, que ja permet
racionalitzar segons el procediment conegut.

El més interessant de tot és que la identitat algebraica primera (naturalment no
en lletres, sind en les expressions radicals numeériques), ja no es justifica a partir de cons-
truccions geometriques, com es feia garirebé sempre a |'época de Ferrari, sind que agquest
recorre a |'explicacio que, en efectuar el producte numeéric, els termes intermedis que van
apareixent es cancel.len |'un amb |'altre (segons la suma i resta de mateixes quantitats), i
sols queden els nombres extrems. Pensem que aquesta explicacié per a justificar la identi-
tat és molt important, perqué permet posar de manifest de manera clara els inicis del que

serien amb el temps les propietats del calcul formal, i la seva validesa com a eina demos-
trativa. :
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A la figura 31 reproduim aquest paragraf de Ferrari perqué el lector pugui jutjar
per ell mateix |'estadi concret d'elaboracié matematica existent, on es barreja una algebra
entre retorica i sincopada, pero on comencen a aparéixer certs recursos formals de caire
elemental.

Layigefimaottaus,Anchoraue addimando che me fid partito.t0. per ge. rellata §.pia
w.quadra,3.cioé truouando el fuo recifo come fapcti,

Per fare quefta operatione,iotruoo dietro a g, quadra3, ¢ . relata primd 5.tre
quantitd con for continue proportionali, le g:ali fono . rel. 25, partita ger g3, &
g.relaa 2y partitaper g 9.0 g rel 625 partita per g2 27.Dupoi dispogo tuste
cinque quefte quantic 3 'una per uia del men,¢s Udltra per uia del piu, di medocbe

jdcci.dno R.quadra3 i ge.rel primas.piuge.rel 25 partitaper ym R, relazy.
patitaper g2.9.piu g rel 525 partita per $:.27. & quefto compofizo o Vaddiman
dolo primorecifo,lo quale,a wolerlo multiplicare per se.quadra, piu wrelprima
non dccade d fare altro,cbe & multiplicare sz, quadra, 3in ge. quadra,3 ¢ B relita
prima singerelate 625 partita per g.27.¢ quefto aduiene perciocke, per caujtdel
La proportionalitd tutre le altre multiplicationi fe abbateno Lunalaltra, Si produe
adunque dj dettamultiplicatione 3. piu gerel 325 partita per %27, e perche nece[f3
riemente 325.ba lagerellaquale e.5 24l prodotte € equivalente a3, piu 5. partite
per %27.¢ quefto & il medefimo.con,piu ge.25'partita per K2 7al recifo del quds
122 pmen, g 25 partita per §,27.¢ queflo addimando lo fécondo recifo,loquale €
quello che multiplicato mel fuo binomio,ciot in 3. pi, B2 S pdrtita per 5.2 7+ pfodu-
ce lo diuifore d mumero il quale fard2.¢ due uinifervefimi.ch’é il propofito.Perciocke
nonaccade & far altroche d multiplicare poio. per gl antedctes due recift, cio
prima per U'uno, s poi quellc ne wicne per Ualtro, ¢ Vultimo ducnimento fi bu da
diuidere per 8¢ due uintifettefimi.e quello che datal disifione ne prouicnic ¢ la qu.ina
titd cercatds

Fig. 31. La racionalitzacié de é/.—'; 4 \/:T per Ferrari. La justificacid de la identitat algebraica utilit-
zada es troba a les linies 10-12 (p. 169, edicié facsimil, Brescia, 1974).

Com a reflexio final, potser seria convenient subratllar el fet de la importancia
que van tenir agquestes manipulacions amb radicals, que per forca havien de col.laborar
favorablement al procés d'elaboracid dels simbolismes algebraics i en la consolidacio
del calcul formal.

Conclusions sobre I'evolucio del concepte de nombre

Alguns trets interessants de |'aritmética grega que deixaran de ser presents a l'arit-
metica propia del Renaixement i dels primers tractats d’algebra europeus son els segiients:
a) Els nombres enters positius sén tots els nombres.

b) Els nombres interessen com a ens individuals que posseixen propietats; |'especulacié
aritmeética grega se centra en aquestes propietats.
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¢) Les demostracions necessaries de resultats com (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, a2-b2 =
(a + b) (a=b), etc. tenen exclusivament una base geométrica. Només en una fase tardana
del desenvolupament algebraic apareixeran les demostracions formals.

A les aritmétiques del Renaixement es pot constatar un fet de la maxima importan-
cia: ja s'ha produit |'ampliacié del concepte de nombre. Els enters positius han desapa-
regut com a marc de referéncia privilegiat, i es distingeix de manera natural entre nombres
enters | nombres amb escaig. Tan nombre és 1, com 1 +%~ , com \/7, i qualsevol d'ells
pot ser utilitzat a 'hora de resoldre un problema.

En aquestes obres, les propietats dels nombres ja no interessen, i la problematica
numerologica ha estat oblidada. Aquest aspecte de la transmissié cultural, I‘oblit de
sabers i preocupacions, moltes vegades no és valorat adequadament. El desenvolupament
de |'aritmeética en el Renaixement es va fer sense aprofitar coses valuoses que els grecs sa-
bien, per exemple I'anomenat algorisme d’Euclides per al calcul del maxim coma divisor.
(Si bé I'enunciat classic, les Proporcions | i 11 del llibre VII dels Elements, no era algoris-
mic, adaptar el resultat als algorismes del sistema de numeracio decimal és una trivialitat.
Per qué aixd no es va fer és un interrogant, especialment si es pensa que el calcul del
m.c.d. i del m.c.m. havia esdevingut necessari per a les operacions entre nombres trencats).
Perd juntament amb els resultats rellevants d'aguell cos de doctrina, s’havien oblidat les
preocupacions que |’havien inspirat i les limitacions sobre les que havia estat edificat. |
possiblement aquest oblit era una condicio sine gqua non per a poder endegar la revolucio
aritmetica que ara estem analitzant.

Per |'autor del segle XV, els nombres i les operacions ja tenen un significat, que
és funcio del context en el qual apareixen i que cal saber utilitzar. Els nombres ja no
son ens abstractes, classificats per les seves propietats en piramidals, triangulars, perfec-
tes,... sind que son més aviat operadors polivalents, dels quals no es dona cap definicio i
que, exclusivament a efectes de calcul, es divideixen en enters, trencats, arrels no ente-
res,...

All6 que interessa al mestre daritmetica del Renaixement és com utilitzar cada
una d'aquestes classes de nombres per mesurar. Aquesta finalitat comuna sembla com si
fos un nou principi unificador d’ens matematics que fins aleshores havien gaudit d'estatus,
consideracions, | tractaments forga diferents. Sigui com sigui, les definicions dels nom-
bres naturals, de les proporcions geomeétriques i de les arrels (també geométriques) ocu-
Pen una posicid completament secundaria dins de |'aritmeética del Renaixement. Tan se-
cundaria, que la major part de vegades son completament ignorades, ja que fins i tot
aquells autors que se n‘ocupen ho fan recordant els origens dels conceptes en questio,
i concedint prioritat al tractament de les preocupacions aritmétiques d'ambit prac-
tico-mercantil. Ens interessa subratllar que, des del punt de vista axiomatico-deductiu, les
aritmétiques del s. XV representen una ruptura amb les aritmétiques classico-medievals.
Aquelles ens mostren, ficades dins d’un mateix sac i tractades de la mateixa manera, coses
que aquestes distingien acuradament. Aquesta ruptura, també volem subratllar-ho, no va
sorgir del desenvolupament d’elucubracions sobre els nombres naturals, o sobre les pro-
porcions geometriques, fetes respectant el marc teoric euclidi. Aquesta ruptura la van pro-
tagonitzar homes que van fer aritmeética tot oblidant la que havien fet Euclides i els
seus epigons, i la van fer guiats per un context cultural i sociologic nou, aprofitant tant
com van poder les possibilitats extraordinaries dels algorismes d'escriptura i calcul que els
arabs havien transmés a Europa.

En aquesta evolucid que estem descrivint cal reconéixer el paper jugat per les no-
Ves necessitats i motivacions socio-economiques. Ja hem parlat de la importangia crei-
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xent que adquiriren les tecniques basiques mercantils, i de la nova rellevancia de la pre-
cisid en la mesura, propia d'una societat que coneixia un moviment expansiu de mecanit-
zacio técnica (pp. 59-60). Aquests factors son determinants en la configuracio d‘un mare
extern que va estimular que es transformés la manera de concebre i de tractar els nom-
bres.

Des del punt de vista de la dinamica interna d'aquesta transformacio, pensem que la
revolucio algorismica associada a la introduccid dels sistemes de numeracio posicional
va jugar un paper molt important.

Les operacions, especialment la multiplicacié i la divisid, queden transformades
pel fet de ser intensivament contemplades des de Illur aspecte algorismic. En particu-
lar, guestions com ara la commutativitat del producte —que, pel fet de ser manejada
aquesta operacid en termes de “tantes vegades tal cosa', havien de ser demostrades
dins dels plantejaments classics— esdevenien preocupacions incomprensibles en el marc
d’una aritmética que introduia el producte per una taula de multiplicar.

Disposar d'algorismes per a la divisio i la radicacio, capagos de facilitar enormement
el calcul de valors numeérics aproximats de les proporcions numeriques i dels radicals, ha
d’haver contribuit forca a forjar una nova filosofia dels nombres i de llurs operacions,
filosofia que hom troba en ple desenvolupament a les aritmetiques comercials del segle
XV. En qualsevol cas, la possibilitat de manejar els nombres més formalment i menys
geometricament que abans no pot ser deslligada de la utilitzacié d'un sistema de represen-
tacié extraordinariament flexible i d'un sistema de calcul del tot autosuficient.
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CAPITOL 10:
L'APARICIO DELS NOMBRES NEGATIUS

El primer coneixement historic que es té dels nombres negatius correspon a la cul-
tura india. Els nombres negatius eren designats posant un punt damunt del nombre.
No hem tingut a les mans prou material per a estudiar en quin context foren acceptats
aquests nombres, pero, en qualsevol cas, aquesta primera aparicio de les quantitats ne-
gatives resta aillada, i no té importancia des del punt de vista de la seva reaparicio, al segle
XVI, en el procés de constitucid de |'algebra simbolica.

Els arabs van lograr sintetitzar d’'una manera diafana el comportament dels nombres
quan aquests se sometien a diferents operacions barrejades, establint regles perfecta-
ment definides que actuaven com a fonament del calcul aritmeético-algebraic. Aixi trobem
enunciades les regles del més i el menys quan hi ha productes i divisions.

Al-Hwarizmi empra amb soltura aquestes regles, que |i permetien operar expressions
radicals compostes, com:

(20 — 4/ 200) (20 + +/ 200) = 400 + 20 +/ 200 — 20 +/ 200 — 200 = 200

Si bé es cert que hi ha un coneixement adequat del comportament de |'operacio
“resta’’, aquest saber no condueix per ell mateix a |‘aparicio del nombre negatiu. D'aques-
ta forma son rebutjades sistematicament les solucions derivades d’una equacié de segon
grau quan aquestes corresponen a un nombre no positiu. Ni tan sols no es comenta la
possibilitat d’'una interpretacié diferent; de fet, no és que el nombre negatiu apareixi i
no s'accepti, es que no arriba ni a apareixer.

El transit cap a |'acceptacio dels nombres negatius el podem veure de forma molt
clara a la Triparty de Nicolas Chuquet. Analitzarem amb una mica de detall el tracta-
ment d'alguns problemes que condueixen a solucions negatives, per tal de treure’'n cer-
tes conclusions.

A la pagina 762 de l'edicié d'A. Marre trobem la seglient afirmacié, referida a la
resolucié d'equacions de primer grau.

""Encara cal saber que, quan les parts d'una equacio son igualades i que el partidor és menys,
en aquest cas, aixo és senyal que tal rad es impossible’’,
“Exemple. Jo vull trobar un nombre tal que multiplicat per 20 i a la multiplicacio sumant-hi
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7, i deixat a part. | després aquest mateix nombre multiplicat per 30 i del producte restant-hi
9, el primer resultat i el segon estiguin en la proporcio de 3 a 10",

“Per trobar aquest nombre poso 11, que per 20 i sumant-hi 7 fan 201p7 d'una part; després
multiplico 11 per 30 i en resto 9, que fan 301 ™M 9;d’on els 3/10 fan 91 ™ 2 % semblant a

201 p 7. Abreujant les parts, afegint 2 1—70 a totes dues, tindrem 201 p 9 -125 d'una parti 91

de I'altra. Restant 207 de cada part tindrem 9 0 Per nombre a partir i M 117 per partidor. |

com que el partidor és menys, aixo és senyal que el calcul és impossible”.

Com podem constatar en aquest fragment, és evident que Chuquet no pren en
consideracié una solucid numeérica negativa. El fragment és extret del comengament de la
tercera part del llibre dedicat a la resolucio d'equacions, i I'enunciat de I‘exemple que
posa és el corresponent a una relacio entre nombres abstractes; és en aquest context on no
és acceptada una solucid negativa.

Altrament, al llibre d'aplicacions de les técniques algebraiques a problemes de
planteig, on les quantitats numeériques tenen significats perfectament definits, trobarem
més d'un problema en qué s'accepten solucions negatives. N'exposarem alguns, i el mateix
comentari de Chuquet ens en donara la interpretacio.

“XXXV. Un comerciant ha comprat 15 peces de drap al preu de 160 escuts, de les quals n'hi
ha que costen 11 escuts la pega, i altres, 13 escuts. Quantes peces de cada preu ha comprat?’’.

“"Respota | 17 peces i 1/2 del preu d'11 escuts la pega
i M 2 peces | 1/2 del preu de 13 escuts la peca

Com podem apreciar a la resposta, les 15 peces en total estan compostes per

1 ; . 1
1?2 d'una classe i 22

fet estrany:

de l'altra, i Chuquet a continuacio fa un aclariment d’aquest

““No obstant sembla, segons el sentit comu, que |les raons com aquesta sén impossibles. | la
rad és: perqué qui parteix 160 escuts per 15 peces, surt la mitjana per peca a 10 escuts i 2/3.
Aix1, I'una per l'altra costen 10 escuts i 2/3. | com que 10 % no estd entre 11§ 13,d"aquf
ve la impossibilitat, ja que en tals raons el preu comu, que és 10-;—-, hauria d'ésser més gran
que 11 i més petit que 13. | qui voldra fer possible el problema haurd de fer un dels preus
més petit que 10 -g-i I'altre més gran. No obstant, segons el rigor de la regla dels primers, &s

troba possible en tant que hi ha 17 %— del preud’11 escuts lapega i M 2 -%- de les del preu

de 13. Que es pot entendre aixI* que el comerciant ha comprat 17 pecesi 1/2 en diners comp-

tants i d’'onze escuts la pega, que pugen a 192*%-35::1“5.1 2 pecesi1/2les hacomprades i pres

a crédit de les del preu de 13 escuts, que valen 32 escuts i 1/2. Aix1, aguest mercader no té

més que 15 peces de drap que siguin propiament seves i no té més que 160 escuts, havent
1

descomptat els 32 - escuts que ha de retornar (en forma de 2 peces i 1/2 de les del preu de

13 escuts)’’. L'afegitd entre paréntesis €s nostre.

En aquest problema, seguint el rigor de les regles de |'algebra (com diu Chuquet),
apareix per primera vegada un nombre negatiu com a solucio, perd no un nombre negatiu
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abstracte, que encara seria impossible de concebre, sind un nombre negatiu de peces de
tela, que Chuquet accepta com a solucio possible a partir de la interpretacio més o menys
natural de “deure aquesta quantitat de peces de tela”. Aquesta interpretacio ve donada
després d'haver aprofundit i comprés el perqué no pot aparéixer una solucid positiva,
com a consequéncia de les dades inicials del problema.

rs1 XXXV. Vng marchant a achette .15. pieces drap le pris de .160. escus Dont
Il en ya qui ont couste .11. escus. la picce et les ault’s .3, escus.
Aspmoult quantes Il en ya de chascun ps.
Cureuihanoag o st e 14 Bion
17 pieces 3 du ps de .11 eseus la picce I

Response : l

ct 1. 2. picces 3 du ps de .13, escus la picce.

« Toutesfoiz Il semble selon lusaige comun que telles raisons comme ceste

=

sont Impossibles. Et la raison si est car qui partyt .160. escus par .45
pieces Il vient a la part .40. escis .

=

2210

. Ainsi lune portant lanltre elles
ont couste .10. escus .. Et pour tant que .10.%. nest pas moyen entre

» 1. et .13. de ce vient Zr'rnpo,s'.cibiﬁrrr. car en telles raisons le ps comun

=

x

qui est .10. ;. deuroit estre plus de .. et moins de 3. Kt powrtant qui
» la vouldroit possibiliter Il conwiendroit que lung des ps fist moins de

» .10. 2. Et lawltre plus. Neantmoins selon la rigrenr de la rigle des pmiers
3 P 5 b

n elle se treuue possible en tant quil en ya 1., du pris de 1. escus

» la piece et .m. 2. ; du ps. de .13. Que lon peult ainsi entendre que cellii

» m’chant a achette .11. pieces .;. a argent contant et de A1, escus la picce
» qui montent .492.vy. 3. Et .2. picces ... Il a achette et pris.a creance du
» ps. de .13. escus qui valent .32. esc.’ oy Ainsi celli marchant na que .15.

» pieces drap qui soient pprement siennes ct si na que .a50. esc.” les .52

» escus .3. quil doit rabatuz ».

Exposem a continuacié un altre problema, de caracteristiques similars a I‘anterior.

“XLI1l. Un revenedor ha comprat unes pomes que |i costen tants diners, que si les revén a
rad de 3 pomes per diner, guanya 15 diners. | si les revén a rad de 4 pomes per diner, guanya
14 diners. Quantes pomes ha comprat i a quant li han costat?’’.

“Resposta: 12 pomes, que li han costat 0 7 11 diners’’.

“Es a dir, que aquest revenedor les ha comprades i i han estat cedides de tal manera que, si
les reven, el mateix a qui les ha comprades, |i déna 11 diners que li devia i a més les 12 po-
mes. Que és equivalent a dir que el revenedor les ha comprades a un al qual devia 11 diners,
que I ha dit: jo et dono els 11 diners [et cancello el deute] que em deus i a més les 12 pomes
sempre que les revenguis als preus abans dits”.

Les equacions, plantejadas en forma de llenguatge algebraic simbolic, serien:

X = pomes; y = preu total pagat

153



3—-y=15 .
X
4—\:—14

Creiem que sobren comentaris respecte a la plena acceptacio per part de Chuquet
d’aquestes solucions negatives. Evidentment, una solucié negativa sense més i més no és
acceptable, perd en la mesura que és susceptible d'ésser interpretada dins el model de la
realitat extra-matematica del problema, llavors la solucié negativa adquireix certificat
d’existencia.

Hom pot observar també que 5 diners menys 8 diners no és igual a m 3 diners, sind
O ™ 3 diners, que s'interpreta com tenir cap diner i encara deure’n 3. | aqui tornem a
veure que no és la subtraccié la que porta a |'existéncia del nombre negatiu, sind que
|“aparicié d’aquest és justificada a partir d'una resta.

Podriem parlar aqui d'una fase d'existéncia parcial, interpretativa, per dir-ho
d‘alguna forma. El nombre nagatiu en abstracte encara no existeix, pero |'aparicié d'un
resultat del tipus 3 pomes menys 5 pomes té un cert significat, igual, no a menys dues po-
mes, sind a dues pomes de menys.

Seguint més endavant, en problemes comercials Chuquet arriba a acceptar com a
solucié d'un problema la seguient:

“XLV....
Resposta: Ha invertit en pomes 0 M 1 din. % i n’ha adquirit 0 M 15 pomes -g- . Ha invertit
en peres 13 din, % I n"ha adquirit 83 peres % 4

XLV. Vng rcuendeur a employe .42. ds. tant en pdmes que poyres ct en a
eu autant pour le denier que le dess® dit. Et si les a reuendues comme
luy et a la fin a trouue .3. ds. de gaing. Aspmoft quantz deniers I a
mys en pommes ct quantes Il en a cu. Ft aussi quantz deniers en poyres
et quantes poyres Il a eu. (3)

Il a mys en pommes .0. 1. 1. d. {].

et en a eu .0. m. §5. pommes ; ]
Il a mys en poyres .13. ds. {}.

4
el en a eu .83. poyres O

Response :

(Diguem aqui que Chuquet atorgava una importancia especifica a la introduccid
dels nombres negatius i el seu maneig. El problema de les 15 peces de drap que costen 160
escuts, en particular, el va copiar del manuscrit de Pamiers, on esta plantejat amb els
preus 9 i 13, sense solucid negativa. Cal pensar que és deliberadament que Chuquet alte-
ra I'enunciat i I'aprofita per explicar com cal interpretar les solucions negatives i les
questions que les produeixen. Cap dels llibres d’aritmética de I'época, com tampoc cap
dels primers |libres d'algebra, no incloien problemes que conduissin a solucions negatives;
el mateix de la Roche, quan va copiar la Triparty en el 1620, va excloure del plagi els
problemes amb solucions negatives que tant havien interessat Chuquet).
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Es el respecte que mereix e/ rigor de la regla dels primers, com diu Chuquet en
una ocasid, allo que |li permet acceptar quantitats negatives per a donar sentit a proble-
mes que no en tenien en principi. En aquest aspecte, podem dir que |'acceptacio de solu-
cions negatives reposa en la credibilitat que mereixen les regles de |'algebra. Potser és
interessant subratllar que aguesta ampliacio del camp d'aplicacid de les operacions alge-
braiques imposa necessariament una ampliacio correlativa del significat del llenguat-
ge ordinari, o almenys de certes expressions i paraules; aixd és el que es preocupa de
fer Chuquet, explicant de quina manera cal entendre els enunciats.

Almenys dins de |'obra de Chuquet, els nombres negatius aparéixen a partir de la
conjuncié de |'algebra i dels problemes de planteig. Per aixo mateix, en aquesta etapa
no posseeixen encara categoria propiament numeérica. Alguns historiadors han volgut
veure, dins de |I'abra de Chuquet, un element revolucionari en |'Us de coeficients negatius
per a les equacions. Si bé Chuquet escriu en alguna ocasid una equacio com 47 egaux a
m2 (4x = —2), cal dir que es tracta de fets absolutament esporadics. Chuquet continua
plantejant sempre les equacions amb coeficients positius, i, el que és encara més significa-
tiu, continua resolent les de 2on grau distingint els casos x2 + bx = ¢, x2 + ¢ = bx, etc.

Seixanta anys més tard, dins de |’Ars Magna de Cardano, la manera de valorar i con-
siderar els nombres negatius romania essencialment no sistematica i fragmentaria, amb
una perspectiva, si no idéntica a la del Triparty, tampoc no gaire més evolucionada. Carda-
no continua classificant les equacions de 2on, 3er i 4rt grau segons la forma que adop-
ten quan s‘escriuen de manera que els coeficients quedin tots positius, i continua do-
nant un algorisme de resolucio diferent per a cadascuna de les classes d'equacions resul-
tants.

La novetat revolucionaria que conté |'’Ars Magna és acceptar sempre les solucions
negatives, fins i tot quan les equacions no deriven d'un problema I'enunciat del qual pot
proporcionar una interpretacid de la quantitat, amb signe menys, que n'és solucio. Pero
aquest pas endavant es realitza conservant un marc molt arcaic: les solucions negatives
son anomenades falses i ficticies, i |lur estudi, com el de les quantitats imaginaries, és
nomeés el que correspon a recursos instrumentals que resulten necessaris en situacions
especifiques (cf. p. 120). Dins de |'obra de Cardano, com dins de la de Chuquet, les
quantitats negatives no son encara propiament nombres, no son encara estudiats des d'un
punt de vista altre que la manipulacié ad hoc.

En aquesta etapa del desenvolupament de I'algebra, els autors no s‘ocupaven sino
de “quantitats amb signe menys”. El nombre negatiu, com una entitat susceptible de ser
definida, manejada i relacionada en un pla d'igualtat amb els nombres positius, és una
conquesta posterior, sens dubte indissociable de la progressio de la teoria d'equacions.
Es innegable que |'acceptacid per part de Cardano de les solucions negatives de les equa-
cions es fonamenta en |la nova manera, per comparacio amb els autors anteriors, com ell
considera les propies equacions. Per ell, una equacio ja és alguna cosa més que la traducci6
abreujada de les condicions numeériques derivades d’un enunciat; per ell les equacions son
dignes d'estudi en general. | en la mesura que ho son, pot reconéixer l‘existéncia de
Quantitats negatives que també satisfan |'equacio, i que, a més, son Utils per a establir
certes relacions entre totes les solucions i els coeficients de I‘equacio (cf. pp. 118-120).
Un aspecte particular que il.lustra prou bé la importancia que va tenir la progressiva
constitucio d'una.teoria d’equacions per a |‘acceptacié dels nombres negatius ja ha estat
esmentat a la pagina 120: Si gly) =0 era |'equacié transformada de f(x) = 0 pel canvi x =
y + k, les solucions negatives de gly) = O podien ser imprescindibles per a trobar solu-
cions positives de f(x) = 0. Fets d’aquesta mena, on les quantitats negatives jugaven un
paper decisiu per a obtenir resultats en si mateixos indubitables, esdevingueren necessaria-
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ment arguments principals a favor dels negatius. Encara que aqui no entrarem en |'analisi
d’uns fets que s'acompleixen en |'etapa final de constitucio de |'algebra simbaolica, cal
anticipar que la definitiva i plena acceptacio dels nombres negatius ve lligada a la formula-
cio del teorema fonamental de |"algebra i a la completa dilucidacio de les relacions entre
arrels i coeficients.

Cada cop que s‘intenta donar una explicacio a les dificultats que varen trobar els
nombres negatius abans de ser plenament acceptats —dificultats realment sorprenents per
a la nostra mentalitat—, es deixa entendre que no eren sind el resultat d’'una miopia es-
tranya, provocada per no se sap quina mena de misticisme o de supersticions obscurantis-
tes. L'analisi de les obres que hem estudiat, i especialment les de Chuquet i Cardano,
ens permet conjecturar que, en abséncia d'una base de raonament altra que la geomeétrica,
i, molt particularment, en abséncia d'un calcul formal susceptible d'aguantar el pes
d’una deduccid i proporcionar la conviccido de veritat logica, la dificultat real que s'opo-
sava als nombres negatius era la falta d’'un model que els donés significat.

Confirmant la importancia de la dificultat que aqui assenyalem podem citar un text
200 anys posterior a la Triparty de Chuquet. Wallis, en el 1673, dedicava un capitol de
la seva A.-'gebra als quadrats negatius i llurs arrels imaginaries, en el qual, reconeixent
la impossibilitat que algun nombre, negatiu o positiu, multiplicat per ell mateix produeixi
un negatiu, indica el seguent:

“Pero també es impossible que cap guantitat, encara que no sigui un quadrat, pugui ser nega-
tiva. Tota vegada qgue no és possible que alguna magnitud pugui ser menys que cap cosa, 0
algun nombre més petit que res.

Pero aguesta suposicio (de quantitats negatives) ja no és ni indtil ni absurda, quan és
correctament compresa. La notaci6 algebraica estricta imposa les quantitats menors que cap
cosa, pero quan s'arriba a aplicar-les a la Fisica denoten una quantitat tan real com si el signe
fos 1, perd que cal interpretar en sentit contrari.

Com per exemple: Suposant que un home ha avangat (de A a B) 5 iardes, i que llavors ha
reculat (de B a C) 2 iardes, si es preguntés, quant ha avancat (en tot) quan és a C?, o, quan-
tes iardes és ara més endavant que quan era a A? Jo trobo (restant 2 de 5) que ha avangat
Jiardes. (Perqué + 5 — 2= + 3).

S

Pero si, havent avangat 5 iardes cap a B, recula 8 iardes a D, i llavors es pregunta quant ha
avancat quan é a D, o quant més endavant és que quan era a A, dic que —3 iardes. (Perqué
+ 5 — 8 = -3). Es a dir, ha avangat 3 iardes menys que cap cosa.

La qual cosa, parlant propiament, no pot ser (tota vegada que res no pot ser menys que
cap cosa). Per tant el cas és impossible, en la linia AB cap endavant.

Pero si (contrariament al que suposavem) la linia des d'A fos continuada cap endarrera,
trobariem D 3 iardes darrera A. (Quan se suposava estar davant d'ell).

| aixy, dient ell ha avancat —3 iardes, no fem sin& dir alld que hauria de ser (en la forma
ordinaria de parlar), ell ha retrocedit 3 iardes; o, li falten 3 iardes per a ser tan endavant com
quan eraa A".

Encara segueixen dos paragrafs més donant voltes a la mateixa cangé. La cita és
extreta del Source Book... de D.E. Smith, p.p. 46-47. La cursiva é de |"autor.

La cita havia de ser forgosament |larga, perqué part del seu interés rau en allo que
té d'enfarfegada i reiterativa. Es a través d'aquest anar amunt i avall, omplint de signi-
ficat les quantitats negatives, i a través de les precisions i acotacions semantiques (recor-
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dem també les de Chuquet), com es veuen millor els principals obstacles que calia véncer
per a col.locar els negatius al mateix nivell que els positius.

Chuquet parla de les solucions negatives aparegudes en alguns problemes com de
resultats que deriven directament del rigor de les regles dels primers; Wallis fa referéncia al
caracter de consequiéncia necessaria, imposada per l'‘observaciod estricta de les regles
algebraiques, amb qué se |i apareixien les quantitats negatives. Es també |’actitud que hom
observa en Cardano quan opera amb arrels quadrades de negatius (cf. p. 120), o en Nufiez
quan fa el mateix (cf. p. 136). Tots aquests autors reconeixen |'existéncia de regles opera-
tives que poden actuar sobre quantitats d'indole desconeguda, confusa si més no, regles
que apliquen atenent-se a la conservacié dels principis formals amb qué sén manejades les
guantitats familiars.

La conservacié de les regles d’operar, ja sia dins de situacions on el significat origina/
de la regla s'ha perdut, ja sia actuant sobre objectes indefinits, resulta ser una condicié
necessaria per a |'aparicio i el maneig de quantitats noves, com les negatives o les imagina-
ries. Aquesta condicid no és trivial ni es dona de forma natural. Estudiant els llibres
d'aritmeética classics o renaixentistes, i estudiant les algebres arabs i europees anteriors al
1600, resulta que tots ensenyen a restar i cap, llevat d'excepcions notabilissimes, no parla
de nombres negatius. Aix0o no és sorprenent des del punt de vista de la logica del pensa-
ment natural. D'una banda, restar era una operaci6é entre nombres positius, i, d'una altra,
no es pot treure d'una quantitat determinada una quantitat encara més gran que ella
mateixa. Una operacié com + 5 —(+ 8), no sols no té sentit sind que és contradictoria
referida al significat original de |'operaci6 resta. Precisament per aix0, molts autors dels
segles XV i XV| acompanyaven |'algorisme de la resta d'una série de regles sobre |'ordena-
cio dels nombres, regles, que no responien a cap interés abstracte sobre la relacié d’ordre,
sind a una preocupacio molt concreta sobre la manera de fer possible una resta. Que restar
sigui “sumar |'oposat’’, és una definicid que respon a una altra logica i a un altre context.

Els nombres negatius no apareixen, per moltes restes que es facin, sense una trans-
formacié profunda de la filosofia de les operacions numériques. Aquesta transformacio té
el caracter d'una ruptura amb el significat original de |‘operacio numeérica, i implica una
més gran autonomia de |’operacio respecte dels seus lligams i relacions amb el camp nume-
ric primitiu. Quan Chuquet i Wallis es refereixen al rigor de la regla dels primers, o a
l'estricta notacié algebraica, no fan sind explicitar la consciéncia d'aquesta transfor-
macio, enunciant els principis que els permeten manejar les noves operacions. Podem con-
jecturar que aquestes noves operacions, versions generalitzades de les primitives suma, res-
ta, multiplicacio, divisié i radicacio, pel que fa a la seva génesi son inseparables de |‘impuls
formalitzador que acompanya la introduccié dels radicals i dels primers simbols algebraics.
Elles mateixes no serien sind la primera plasmacio, I'estadi més primitiu, de les regles
operatives del calcul formal.

La transformacio de les operacions numériques no fou sind un aspecte del procés
d‘aparicié dels nombres negatius. Perqué aquests fossin definitivament acceptats també
calia resoldre el problema de la identificacié de les noves magnituds, sorgides de les no-
ves operacions. Com veurem al capitol segiient, un dels centres d'interés epistemolo-
gic en la geénesi de |'algebra simbolica es troba en la confrontacio esquema geometric/
esquema formal. Els E/ements d'Euclides continuaren sent, durant tot el segle XVI I'dnic
cos de proposicions al que podia ser referit legitimament un concepte o un raonament
matematic. Aixd permet entendre |'extrema reserva amb qué es fa referéncia a les quan-
titats negatives durant tot el periode, aix{ com el paper marginal, de truc técnic, que
els és atorgat. Els negatius no cabien dins del marc teoric classic, no hi tenien referent.

*
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En resum, si els comentaris de Chuquet demostren la importancia que tenia el sig-
nificat conjuntural que un context especific donava a les quantitats negatives, per tal
de fer-les versemblants, les vacil.lacions i la timidesa de Cardano palesen les enormes
dificultats conceptuals que s'oposaven a la seva acceptacié incondicional. Sembla pos-
sible conjecturar que la superacid de les dites dificultats va de la mad amb el desenvo-
lupament de |'algebra simbolica, en el doble aspecte d'arribar a disposar de noves i més
generals operacions i de trencar prou radicalment amb el substrat conceptual euclidi.
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CAPITOL 11:

LA FORMACIO DEL LLENGUATGE ALGEBRAIC

A mesura que anavem descrivint les principals contribucions fetes a I'algebra, des
de Chuquet fins als anys 50 del segle XVI, hem citat aqui i alld algunes particularitats
del llenguatge algebraic arcaic utilitzat pels autors de |'época. El desenvolupament
- d'aquells simbols primaris i inconnexes és molt complex i, quan es mira amb la mentalitat
i els habits d’enguany, extraordinariament paradoxal. Que en resultés una eina tan refina-
da i subtil, tan versatil i poderosa com és el llenguatge algebraic modern, és només una de
les diverses raons que fan interessant | ‘analisi del procés en si mateix. També podem citar
les contribucions que una analisi aprofundida d'aquest procés feria genéricament al co-
neixement de la génesi dels simbolismes no especificament matemnatics, aixi com al de la
seva funcio en la constitucio dels esquemes logics que no necessiten sustentar-se en un
referent geométric.

En aquest capitol pretenem fer una revisié una mica acurada de les diferents pro-
postes notacionals que s'enfrontaren en el periode mencionat. A la primera part descriu-
rem els simbols emprats per les escoles i els autors més importants; a continuacio analitza-
rem alguns trets que poden ser interessants per a la historia i a la filosofia de les matema-
tiques. Cal advertir que els Iimits superiors del periode no han estat gaire escrupolosament
respectats; aix0 respon al proposit de no deixar de mencionar obres i autors dels anys 60 i
70 que, si bé cronolbgicament son quasi contemporanis de Vieta, Iesperit i |a filosofia de
les seves notacions sén els de Stifel o Cardano. Les notacions de Bombelli son citades
perqueé existeix un interessant paral.lelisme entre elles i les de Chuquet. A la Bibliografia
esmentem les fonts originals que ens ha estat possible consultar. Hi ha llacunes impor-
tants, com |"abséncia d'algebres alemanyes de la primera época. Les referéncies indirectes
provenen quasi totalment de |‘obra fonamental i exhaustiva de Cajori A History of
Mathematical Notations.
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Els Antecedents
Diofant (s. 3d.C.)

Diofant representava la incognita per mitja d'una lletra grega acompanyada d'un
accent: ¢’. L'origen d'aquesta representacié ha estat molt discutit, existint diferents
hipotesis al respecte (cf. Cajori, pp. 70-74). Diofant només va disposar d'un sfmbol per
a les quantitats desconegudes, i mai no va resoldre problemes utilitzant simultaniament
dues o més incognites diferentes.

El producte de ¢ per ell mateix (el que nosaltres representem per x2) era repre-
sentat per AY, i de vegades amb minuscules §u, El cub, x3, era representat per KY (ku).
Les poténcies seglients es representaven segons el principi additiv: AY A (quadrat-qua-
drat) era x4. AKY (quadrat-cub) era x5, KY K (cub-cub) era x8, etc.

L'addici6 era expressada per juxtaposicid (perb Diofant també juxtanosava els
simbols algebraics i els seus coeficients, com ara fem). La multiplicacid de no.abres o de
monomis entre si mai no es deixava indicada, sempre se’'n donava el resultat; per aixo
Diofant no té simbol per a la multiplicacié. Per exemple, Dlofant escriuria el polinomi
x3+4+ 13x2 + bx+ 2aixi'{1=a, 13 =1y, 5=¢€, 2=0; laM era usada per a distingir
el terme sense incdgnita o una de les seves poténcies. L'exemple és extret de Cajori,
p. 73): KY aAY t'yg'eM.G

Diofant sf que utilitzava, en canvi, un sfmbol per a la subtraccié: A. No tenint
simbol per a sumar, es veia obligat a col.locar tots els termes negatius d'una expressié
junts, al final d'ella, després de tots els positius, per tant, A era, alhora, un paréntesi que
permetia juxtaposar tots els termes que venien darrera d'ell, sense que calgués posar tants
A com termes eren restats.

Es conjectura que Diofant utilitzava el simbol (O per a la igualtat, perd, havent
estat perduts els manuscrits originals, aixd no passa de ser una suposici6.

La notaci6é per a la divisio deriva de la notacié per a les fraccions. Les fraccions
unitaries, de numerador unitat, s'indicaven amb el denominador seguit d’'un o dos accents,
com si diguéssim 3'* per 1/3, etc. D'altres simbols eren eventualment usats en lloc dels
accents, en particular X . Per a les fraccions 1/2 i 2/3 existien sfmbols espec(fics, una cosa
que ja havien fet els egipcis. Una fraccid ordinaria podia ser representada de diverses

B

maneres: escrivint el numerador sobre el denominador, sense barra, com & per 17/12;0

bé posant el denominador com ara posem els exponents, com 1ed per 15/4; o bé juxtapo-
sant numerador i denominador, en aquest ordre, indicant aquest darrer com un denomi-
nador, de fraccié unitdria (i, per tant, atorgant a la juxtaposicié valor de producte), com
v &' per 3/4. Per escriure 1/x, 1/x2, ..., Diofant fa servir el principi de les fraccions unita-
ries: escriu ¢ X 7 per 8/x, 6 AY* G per 250/x2. Les fraccions algebraiques que tenien
per denominador un polinomi més complicat eren escrites en forma semi-retorica.

Algebra india i arab (ss. 7-15 d.C.).

La majoria dels algebristes arabs van adoptar el principi multiplicatiu a |'hora
d’‘expressar les poténcies de la incognita. No es tracta d’'una aportacio original enfron-
tada al principi additiu de Diofant, sind de |’adopcio del principi utilitzat pels algebristes
indis. Aquests anomenaven varga el quadrat d’'un nombre (no cal dir que el mot citatés
una transliteracié del mot sanscrit corresponent; cf. Cajori, p. 80), i g’hana el cub. El
producte de sis nombres iguals era anomenat varga-g’hana o g'hana-varga (el cub del
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quadrat o el quadrat del cub); el producte de vuit nombres déna varga-varga-varga, etc.
Quan, amb les poténcies senars, el principi multiplicatiu esdevé inatil, el mot ghata
(producte), juxtaposat a les mateixes expressions que acabem d‘esmentar, transfor-
mava llur significacié i les feia aplicables a les poténcies restants. Aixi, x5 s'expres-
sava per varga-g'hana-ghata, etc. -

Les algebres arabs més importants des del punt de vista historic, les que van poder
influir en la génesi de |'algebra renaixentista, eren exclusivament retoriques, i no recollien
ni els simbols de Diofant ni els de les algebres indies. Llur influéncia, pel que fa als
simbolismes, va quedar restringida a la transmissio dels principis additiu i multiplicatiu ja
mencionats,

Nicolas Chuquet (1484)

Aqui només recordarem |’essencial de les notacions emprades a la Triparty de Chu-
quet, notacions exhaustivament descrites al capitol 5.

Chuquet utilitza les abreviacions p i m dels mots p/us | moins amb les funcions dels
nostres " + i “—""; no fa servir cap simbol ni cap sincopa per a la igualtat.

Les arrels son representades amb els simbols R2, R3,..., equivalents als nostres
v, ¥, ¥ ... Quan Chuquet aplica aquest simbol a expressions amb més d’un terme,

fa servir el subratllat amb funcions de paréntesi. Per exemple, escriu R? .?4.2.8‘2180

representant 3/ 14 + +/ 180.

En aquest autor trobem una notacid molt interessant per a les poténcies de la in-
cognita. Els exponents sense base de Chuquet, 122 per 12x2, 13 per x3, etc., es recolzen
en el fet que mai no fa servir els exponents per a nombres especifics: 22 mai no signi-
fica 8, sempre és 2x3, Des d'un punt de vista modern, alld que resulta més important és
que Chuquet també consideri |'exponent nul i els exponents negatius, com ara 121-m per
12x—1, explicitant —sempre a base d’exemples particulars— que la suma i resta d’expo-
nents corresponen a la multiplicacio i divisio dels monomis.

Sobre les possibles fonts de Chuquet no podem sind reproduir el que diu Cajori:
“No existeixen indicacions que ell [Chuquet] hagués vist els manuscrits d’'Oresme
[sobre les notacions d‘Oresme, cf. pp. 35 | 37] (...). L'dnica possible suggeréncia, que
nosaltres coneguem, per a aquesta notacid exponencial, pot haver arribat a Chuquet
dels numerals Gobar, els Fihrist, i de |'escoli de Neofitus [Cajori fa referéncia a for-
mes arcaiques d‘expressié del principi posicional, en les quals un punt o un zero podia
utilitzarse de manera que 3° representava 30, i 3~ 300, etc., o bé 2 representava 20,
O80 representava 500, etc.; cf. pp. 53-56 de l'esmentada obra de Cajori] (...) Si una
tal connexi6 realment existi, no som capagos d'establir-ho”. (p. 100).

Una dada que cal retenir és que la familia de simbols introduida per Chuguet no
crea escola. Ni tan sols quan |i fou donada una difusié considerable, amb la impressio
de |'obra de la Roche, el 1520, aparegueren d'altres obres adoptant les mateixes o sem-
blants notacions. Des del punt de vista de |’evolucio dels simbolismes algebraics, Chuquet
i Diofant foren autors que, per néixer massa d'hora, restaren solitaris, incompresos i
dubtosament fructifers.

L’Escola Italiana

L'Us de les lletres p i m (amb titlles o sense) per a representar els mots plus i minus,
I'abséncia d'un simbol per a la igualtat (indicada per mots com aequale, aequatur, est,
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fa,...), i la notacid de les arrels, son els trets més comuns als matematics italians del segle

XVI.
La notacié més caracteristica per a les poténcies d'una incognita era:

co, abreviacié de cosa, per x
ce, & " censo, per x2
cu, 4 " cubo, per x3

Les poténcies successives es representaven, segons el principi multiplicatiu, per
juxtaposicié d'aquests simbols:

cece (censo di censo) per x4
cecu |censo di cubo) per x6
cecece (censo di censo djf censo) per x8, etc.

Es evident que aquest sistema obligava a introduir una regla addicional per a les
poténcies primeres:

p°.r’. (primo relato) era x5
2°.¢°. (secundo relato) era x7
3°.1°. (terzo relato) erax11, etc.

L'origen d'aguesta nomenclatura cal buscar-lo, segons conjectura Cajori, en els
noms egipcis per a les successives poténcies de la incognita: “‘La seglient poténcia des-
prés de la quarta, és a dir, x5, els egipcis I"'anomenaven ‘‘la primera indescriptible”’, ja que
no és ni un quadrat ni un cub; (...) a setena era “'la segona indescriptible”, {...). Aquestes
expressions per a x5 | x7 estan estretament relacionades amb el primo relato i secondo
refato de Luca Pacioli que es troben a la seva Summa de 1494", (p. 85).

L'ds de positio (i I'abreviacio pos.) en lloc de cosa, i de quadratus (quad.) en lloc de
censo, és |'lnica variant que cal mencionar dins d'aguesta notacio. La representacio més
usual d'una segona incognita era quantitas (quan. o qua.). Per exemple, per a representar
les equacions 60 + 20x = 100 x2 + 2x = 48, respectivament, Cardano escrivia

60 p 20positionibus aequalia 100
1.quad.p 2pos. aeq. 48

La representacio de les arrels presenta una vacil.lacié important. Hi havia gairebé
unanimitat sobre la ﬁ (o F}q.} i R cub. (0 R c.) per €/ i e’ , respectivament. Pacio-

li representava les altres arrels segons el principi additiu:

cuba de 64 per </ 64 R cuba per Y_IZ + 2+ 3=17)
P\‘120 per </ 120 cuba de R cuba per </ (3+ 3=6)
%F‘cubadeqmba per ¥(2+3+3=8)

Pero els autors posteriors utilitzaren el principi multiplicatiu:

Ry rel di 1/32 & 1/2 (radice relata de 1/32 s 1/2, § 55 == )
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1 1
ﬁterza rel di 1/2048 & 1/2 (Y 2048 - )

thc (radice quadratacuba) per \5/',- etc.

Pacioli fou el primer a utilitzar les arrels universals, una manera primitiva de distin-

gir \/a—+ \fE i Afat \/F Per exemple, v/ v/ 20 -Jr— L ho escrivia aixi: Flu. F&?O%.

2

. —;— , on la v que sequeix la primera FL és |'abreviacio d'universalis. Quan les expressions
atectades per les arrels es van anar fent més i més complicades, esdevingueren necessaries
notacions més precises. Cardano va introduir la radix ligata, LR .7.pR .10; significava \/7
+ +/ 10, aixi com la utilitzacio d'un espai en blanc assenyalava el final d'una arrel univer-
sal.

Pacioli va proposar d'altres notacions per a les poténcies de la incognita, i el mateix
va fer Ghaligai. Aquest, el 1521, introduia el segiient sistema de simbols: cosa, c® (x);
censo, O (x2);cubo, m(x3);0din0, 600 [xﬂ;re!atoE{xf'l;pronfw, E(x7); troni-
co, E[x”], etc... Si podem entendre bé que un sistema aix( no trobés seguidors, son
menys evidents les raons que dificultaren |'adopcié de la seglient notacio de Pacioli:

R pa (radix prima) per x0
2° (radix secunda) per x1
R 3® (radix terza) per x2, etc,

Es una notacié en la qual no es verificaan . am =an + m sind an ,am =an + m—1,

Aixo que hem dit fins ara potser ja dona una idea del caracter basicament anarquic
de les primeres etapes de |la genesi dels simbols algebraics. Perd encara podem mencionar
un altre tret, sorprenent per al lector fet a les precaucions rigoristes propies del tracta-
ment modern de les notacions, Pacioli no sols podia expressar una mateixa cosa amb
simbols diferents, sindé que podia utilitzar un mateix simbol per expressar coses dife-
rentes, Potser el cas més notable és el de la “R", la qual, segons Cajori ha fet veure minu-
ciosament, arriba a tenir 5 significats diferents. Dos ja han estat mencionats: "ﬁcuba de
64", etc., i R p.2", etc. Un tercer significat és el que apareix a la frase “recca.3.a R‘.fa.Q"
per “eleva 3 al quadrat, fa 9''; és a dir, R, F!lcu., F& F&cuba,... signifiquen segona, tercera,
cinquena poténcia,... Aquest tercer significat només es déna parlant d’operacions a
realitzar. Un quart paper de la R és el de la incognita: “la mita d'un censo e 12 dramme

[+ i 1 H H &
sonno equali a 5F& [radici]” per g x2 + 12 = 5x. En un marge apareix un cinqueé paper

de la “R", pero aquest, per aillat, no té importancia. Es evident que, en aquesta primera
epoca de |'algebra, la relacio entre el simbol i el seu significat, determinat gairebé sempre
pel context en que s’inserta el simbol, era molt més flexible que en époques posteriors.

Bombelli

Bombelli fou el darrer algebrista italia d'importancia del segle XV 1. La seva Algebra,
que conté diverses innovacions notacionals interessants, fou publicada a Venécia el 1572,
pero fou escrita almenys una vintena d’anys abans.
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Al llibre de Bombelli, tal com fou imprés, apareix un antecedent mol directe dels
nostres paréntesis: |'Us de dues L, marcant el comencament i el final de les expres-

sions afectades per arrels. Aixi escriu \/\:)/\/ 68+2 — 3/\/ 68 — 2 posant

RgLRcLRg68p.2 1 mRclL.Rq68m2 1.

Potser la novetat més interessant de L‘A/gebra de Bombelli, pel que fa a les no-
tacions, és que hi retrobem, amb la restriccié important de no considerar sind exponents
positius, la notacid exponencial de Chuquet. Per exemple, I'equacio 24 — 20x = 4x2
—16x + 16, és escrita aix|

1 CAN

A

24.m. 20 Eguale a 4.m.16.p.16.

Desconeixem si es té constancia provada que Bombelli sofris la influéncia directa
de Chuquet, perd podem conjecturar que aquesta influéncia existi en base a quatre coin-
cidéncies notables. Una és |a notacio exponencial. Les restants només son constatables
al manuscrit original de I'Algebra, el qual, com ja hem dit, cal considerar com a minim
dels primers anys 50 del segle XVI. En ell, les “L" que fan de paréntesi no son sind
els extrems d'una mena de caixa contenint |'expressio afectada per |'arrel. Per exemple,

Bombelli escriu 3/12 — +/ —1069 A7 aixi

127
17
Ff* i 12 m. qlom 1069 ml |

expressio que recorda immediatament els subratilats de Chuquet. Les altres dues coinci-
deéncies també son paleses en aquest exemple: Bombelli empra el simbol F}a per expressar
Ak = : Ayt i 17
una arrel cubica, i no escriu un nombre negatiu aillat, siné que posa 0—1069 127 -
La notacio exponencial de Bombelli, com les “L"”, no tingué cap ressd a Italia,
on les algebres que continuaren apareguent fins a finals del segle XVI restaren fidels
a les notacions de Pacioli i Tartaglia. La idea deis exponents sense base seria recollida

i desenvolupada per Simon Stevin de Bruges.

L'Escola Alemanya

L'Gs dels simbols “ +' i * — " (sobre I'origen d‘aquests simbols, cf. pp. 66), |'ab-
séncia d’un simbol per a la igualtat, i la notacié de les arrels, son els trets més comuns
als algebristes alemanys de la primera meitat del segle X V1. Les notacions més caracteristi-
ques per a les poténcies de la incognita eren

Q (dragma o nombre) /3 (sursolidum) per x5
#® (radix) per x ¢ (zensicubus) per x&
% (zensus) per x2 bA (bissursolidum) per x7
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¢ (cubus) per x3 73 % (zenszensdezens) per x8
%% (zensdezens) per x4 c ¢ (cubus de cubo) per x9

Es tracta manifestament del mateix principi utilitzat pels italians, amb variacions
de nomenclatura i amb |'adopci6 de simbolismes que, des del punt de vista formal, podem
considerar més evolucionats que les sincopes italianes. Aquests simbols, que aparegueren
impresos per primera vegada en el Coss de Rudolff del 1525, provenien dels textos
d'aritmética i algebra, manuscrits, que circulaven a Alemanya des de ["Gltim terg del se-
gle XV; foren adoptats pels principals autors i utilitzats comunament durant la primera
meitat del segle XVI, malgrat la presencia d'altres notacions alternatives que després
citarem.

Per representar una segona incognita s'utilitzava la ¢ de guantitas. La idea de
Stifel, apareguda a finals del periode a I'’Arithmetica integra (1544), de fer servir les
lletres majuscules A, B, C,... quan eren necessaries diferents incognites, també tingué
alguns seguidors. En aquest cas, el quadrat de la incognita B es designava per B¥ .

La notacio per a les arrels que esdevingué majoritaria també era exposada en el
Coss de Rudolff del 1525. Amb diverses modificacions fou adoptada per nombrosos
autors alemanys i anglesos, proporcionant finalment el simbol modern. Els simbols del
Coss de Rudolff eren:

R

AN per
. per I

La variant més interessant d'aquesta notacié fou proposada per Stifel a I'obra ja
esmentada del 1544:

V¥ per &, /¢ per I ... etc.

Un punt al costat del simbol radical feia aqui el mateix paper que la v de univer-

salis per als italians. Aixi, /. 12 + v/ 140 significava +/ 12 + ~/ 140 , mentre que

Vv 12 + v/ 140 significava v"ﬂi‘f-i- v/ 140. Alguns autors afegien un segon punt al final
de |'expressio afectada per |'arrel.

Finalment cal mencionar, malgrat que no arribaren a quallar, alternatives interes-
sants a la notacio, ja mencionada, per a la serie de poténcies de la incognita, La pro-
posada per Grammateus el 1518 gaudia, des del punt de vista algorismic, d'uns avantatges
evidents sobre la notacid mencionada anteriorment. El nombre desconegut era anomenat
per Grammateus la prima quantita, i aix( resultava:

pri \prima) per x 42, quart. per x4
2%, se. (seconda) per x2 8* quit. per x5
3*, ter (terza) per x3 6, sex per x6, etc.

En una obra de divulgacié del 1545, Stifel proposava el mot sum per a designar una
incognita, i les successives juxtaposicions per a indicar les successives poténcies: designava
x2 per sum:sum, etc. Stifel s"explicava aixi: “Quan haig de multiplicar Gsum:sum:sum per,
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12sum:sum:sum, faig: 12 vegades 6 fan 72sum:sum:sum:sum:sum:sum:” (Cajori, p. 143).
Com diu Cajori, la inelegancia de la notacio resulta d'un esforg per fer el tema facil. Stifel
mai no va utilitzar aquesta notacio en posteriors publicacions, perdo va reintroduir la
mateixa idea, el 1553, en allo que ell anomenava la progressié cossica:

0 1 2 3 4
1 ! T s 1AA . 1AAA . 1AAAA
Scheubel, I'any 1550, després d’explicar les notacions alemanyes classiques, assenya-

lava que els ordinals proporcionen una nomenclatura i unes notacions més facils de
manejar, i en proposava unes molt properes a les de Grammateus:

Ra (radix) per x
Pri. (prima quantitas) per x2
Se. (secunda quantitas) per x3, etc.

Scheubel justificava aquests noms assenvyalant que el zensus (x2) sera la prima quan-
titas perqué sorgeix d’'una multiplicacié (x.x.), la secunda quantitas sorgeix de dues mul-
tiplicacions (x.x.x), etc.

Alguns simbols francesos i anglesos de mitjan segle XVI

Tant a Franga com a Anglaterra, |"algebra es desenvolupa tard, a partir de mitjan
segle XVI. A Anglaterra, les notacions alemanyes no trobaren cap resisténcia important i
esdevingueren hegemoniques durant tota la resta del segle. Cal citar només les innova-
cions simboliques proposades per Recorde i els Digges. Del primer repetirem aqui les
paraules amb qué introduia, el 1557, el simbol per a la igualtat que encara fem servir:

“| per evitar la tediosa repeticid d'acquestes paraules: €s igual a: (...) posar€ un parell de pa-
ral.leles, o Iinies bessones d’'una mateixa longitud, aixi: , perqué dues coses no
poden ser més iguals.’’ (Cajori, p. 165).

Agquest simbol fou un de més al costat de tots els que hem anat esmentant, i els
que esmentarem, sense que esdevingués d's comu fins al final del segle XVII.

Leonard i Thomas Digges, el 1579, a la mateixa obra on proposaven una alternativa
a les notacions alemanyes, per considerar-les poc adients, introduien sense cap mena
d'explicacié un signe d'igualtat. El simbol apareixia de cop a la p. 51, després d'haver
expressat la igualtat retoricament a les anteriors. El simbol era 3. Amb les seves
notacions, |'equacid x2 = 6x + 27 s'escrivia

INAHE 6~ + 27

Malgrat haver estat publicada a Parfs, el 1551, L A/gebra de Scheubel, on s'uti-
litzaven les notacions alemanyes, la influéncia d’aquestes a Franga fou considerable-
ment més petita que a Anglaterra. L’autor més receptiu a aquestes notacions va ser
J. Peletier, el qual les va adoptar integrament, exceptuant els ' + i “—", que represen-
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tava a la italiana, i el x per a la incognita, que representava per R. A continuacio es
compara |'escriptura d’un sistema d’equacions lineals 3x3 amb les notacions modernes i
amb les de Peletier, tal com apareixen a la seva obra de 1554:

2Rp.1Ap.1B, egales a 64 2R+ A+B = 64
1F}p.3Ap.1B, egales a 84 R+3A+B= 84
1ﬁp.1Ap.4B, egales a 124 R+ A+4B =124

A la mateixa obra, en presentar les notacions per a les poténcies de la incognita,
Peletier desenvulopa fins a la poténcia 16 la taula

0, Fiom w2
, B ¥ c ¥ 8
1 2 Si4s  4BL. NBns32;
i anomena els nombres de la fila superior exponents dels signes de la segona fila.

J. Buteon, el 1559, s'aparta molt radicalment de les notacions alemanyes. Utilitza,
com Peletier, les A, B, C,... per designar diferents incognites, i la P i M italianes. Per a les
poténcies de la incognita elabora un sistema de simbols (g, ¢, @ ,...) que pretén la regeo-

metritzacio de |'algebra. Per exemple, | equacm? x3 + 2= 218, I'escriu

1
— 0o P
8 2 [218

Elsimbol [, que fa d'igualtat, esdevé [ ] als darrers passos de I'equacio:

10 [1728] per  x3= 1728

1p [12] per x = 12

La influencia italiana encara és més clara a |'obra de G. Gosselin (1577). Latus
és el nom de la incognita, i L, Q, C els simbols per a x, x2, x3. Les poténcies superiors
es formen segons el principi multiplicatiu i duen els noms italians. Una equacio com
12x — x2 + 48 = 144 — 24x + 2x2 tenija aquest aspecte '

12LM1QP48 aequalia 144M24LP2Q

Les variacions més importants respecte de les notacions italianes apareixen lli-
gades al fet que la L de /atus també es fa servir de signe radical, amb les mateixes re-
gles que els italians aplicaven a la R. De manera semblant a com ho havia fet Pacioli,
Gosselin distingeix entre 9L, que representa 9x, i L9, que representa v’?

L

Hem descrit amb una certa cura els origens del llenguatge algebraic. Del periode
cobert només sobreviuran els simbols ** + *, =" i ”="'; la simbologia restant, aix{ com
la sintesi final que conduira al llenguatge modern, son fruits d'un altre segle d‘evolucio,
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del qual podem donar aqui una idea esquematica. Ens hem aturat a les portes d'una
cinquantena d‘anys decisius, els que van de 1580 a la publicacio de La Geometria de
Descartes, dominats per les contribucions fonamentals de Vieta i del mateix Descartes.
Amb Vieta, les expressions algebraiques esdevenen modernes en el sentit que el rigor
i la generalitat amb que s6n emprades sén molt proxims als actuals. Aixd no obstant, Vie-
ta encara fa anar una simbologia primitiva, sense signe d'igualtat, sense exponents ni sig-
nes radicals, etc. Stevin i Girard utilitzen a fons la notacioé de Chuquet, heretada a través
de Bombelli, explicitant la possibilitat d'ampliar-la i d’expressar les arrels per exponents
fraccionaris; a les seves obres, pero, només es menciona aguesta possibilitat, sense extreu-
re'n gaire profit. L'obra de Descartes (1637) conté la notacio actual, amb dues variants
menors: sempre escriu xx, aa,... en lloc de x2, a2,..., i fa servir com a signe d’igualtat
o« . Que Descartes, a la data mencionada, hagués arribat a una sintesi felic de les nota-
cions que empraven els seus contemporanis no vol dir que a partir d'aleshores el seu
sistema notacional s'imposés sense dificultats. Foren necessaris 60 6 70 anys més de lenta
decantacio per tal que les convencions cartesianes, amb la substitucio del & pel =, esde-
vinguessin ¢l llenguatge algebraic emprat universalment.

ALGUNS TRETS DEL PROCES DE FORMACIO DEL LLENGUATGE ALGEBRAIC

Si comparem les primeres algebres europees del Renaixement amb les fonts arabs
que les varen inspirar o amb les algebres arabs que els eren contemporanies, no trobarem
sin6 una diferéncia essencial: les primeres comencaven a desenvolupar un sistema simbblic,
altre que el llenguatge ordinari, especificament adrecat a representar els objectes alge-
braics i llurs relacions. El fenomen és sorprenent, i no deixa de presentar facetes para-
doxals. A partir de I’any 1500, i en un interval de pocs anys, diferents matematics de
diferentes ciutats, paisos i cultures —en una época en la qual |'intercanvi cientific era
escas i lent,— es posen, alhora, a crear simbols algebraics. L‘anarquia i la disgregacio
notables que caracteritzen el procés serien aixi les conseqliéncies gairebé obligades de les
seves condicions inicials. Tanmateix, costen d'explicar els 200 anys llargs que passen
abans de produir-se la unificacid definitiva de les diferents alternatives simboliques. Un
dels fenomens més sorprenents associats a aquesta duracio extraordinaria és que, sovint,
les que acabarien sent solucions definitives a un problema notacional foren ignorades per
la majoria dels autors, malgrat haver-les conegut, i tardaren molts d'anys a imposar-se.

Donar una explicacié completa de la manera com es va constituir el llenguatge al-
gebraic modern, és a dir, descobrir la logica interna del procés de formacio, exigiria la
col.laboraci6 d‘especialistes en disciplines forga allunyades de les matematiques —parti-
cularment de la psicologia genética— i cau del tot fora de les nostres possibilitats ac-
tuals. Aixo no obstant, podem aillar o subratllar alguns trets que no per parcials dei-
xen de ser interessants.

Condicionaments técnics i sociologics

L'aparicié de la impremta i la difusio de volums impresos a partir de mitjan segle
XV és indissociable d'una transformacio en el sistema predominant de transmissio cultural.
El volum imprés simbolitza perfectament el declinar de la transmissié oral de la cultura
i l'ascensid de I'escrita, aixi com la nova importancia, quantitativa i qualitativa, dels
sectors socials directament implicats en el procés de transmissio cultural.
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Els passos inicials cap a la formalitzacio, visibles a les algebres europees de
voltants del 1500, i la fogarada de propostes notacionals que es dona a mitjan segle,
representen |‘aparicié d’uns simbolismes tan idonis per la comunicacio escrita com ina-
dequats per a ser transmesos oralment. Un llenguatge sintétic, poc redundant, que dispo-
sa de simbols especifics que es combinen segons regles propies, dificilment pot ser Gtil
fora d'un context on la facilitat de plasmaci6é i reproduccio grafica no estigui assegu-
rada.

La impremta va ser el vehicle propi del nou llenguatge algebraic en el sentit que
acabem d'explicar, i per aquest mateix fet en condicionava el desenvolupament. Als seus
orfgens, la impremta fou un negoci no susceptible de ser portat més que per un nombre
molt feduit d'individus. Aixo per dues raons, una d’econdmica i una de técnica. El preu
de cost d'un llibre era elevat, especialment a causa del paper, que costava, per a una edicié
normal (de 600 a 800 exemplars), diverses vegades més que el cost de |‘utillatge fix del
taller. “'En tales circunstancias —conclou D. Seila després de donar les dades anteriors— la
edicion de un libro estaba a menudo fuera de las posibilidades financieras de un pequefio
impresor, le podia arruinar mucho antes de recuperar su inversion,...”" (Cipolla, p. 317).
D’'altra banda, la impremta tingué caracteristiques d'indlstria de punta. Els procediments
metal.lGrgics per a elaborar els petits tipus mobils de les lletres i els altres signes grafics,
aixi com tots els artificis del procés d'impressiod, foren considerats des del comengament
secret industrial. Tot aix0o explica, en particular, que els tallers d'impressio s'estenguessin
al nostre pais de la ma d’un reduit nombre de mercaders alemanys, generalment associats
amb algun indigena (cf. Bohigas i Amadeu, pp. 14-15),

En aquest context, les limitacions técniques que podien dificultar o oposar-se a les
innovacions simboliques s‘endevinen facilment. Es aquest un factor que potser cal tenir en
compte per a explicar que a Alemanya, la patria de la impremta i la regié capdavantera en
el seu Us i perfeccionament, es produissin uns simbolismes molt més desenvolupats que a
Italia. Si el llenguatge algebraic italia, fins i tot el d’'una obra tan madura i avancada
com |I‘Ars Magna de Cardano, no va superar el nivell de les sincopes o abreviacions de pa-
raules durant tot el segle XVI, a Alemanya, contrariament, des dels anys 20 veiem en ac-
cio la concepcio del simbol algebraic com un ens autonom, plenament diferenciat del mot
—la representacio simbolica dins del llenguatge comi— que designa el concepte matematic.

La hipotética influéncia d'aquests factors técnics en el desenvolupament del llen-
guatge algebraic es pot relacionar amb |‘auténtica explosid de nous simbolismes que es
produeix a partir de mitjan segle XVI, quan |'evolucio de les técniques d'impressio ja ha-
via arribat a una nova maduresa. Aquesta influéncia ens ha estat suggerida per unes pa-
raules ja esmentades de Perez de Moya (cf. pp. 127). Per justificar I'Us de sincopes italia-
nes en lloc de simbols “‘mas breves”, diu explicitament que la impremta no disposava de
“caracteres’’.

La funcio dels primers simbols algebraics

Els simbols algebraics utilitzats durant el periode estudiat son considerats pels
matematics de |’época d’una manera essencialment diferent de la nostra. Avui, una iden-
titat com (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 troba la seva justificacié més indiscutible en el calcu/
formal del producte (a + b) (a + b). Hem ajustat les combinacions dels simbols algebraics
a regles prou definides com per trobar del tot acceptables les conseqliéncies del calcul
formal; hem eliminat les ambigiitats en el significat dels simbols i hem delimitat el seu
camp d'aplicacié de tal manera, que confiem en les conclusions derivades de raonaments
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Fig. 33. El titol del caprtol 111 del llibre d’algebra de Pérez de Moya és tota una declaracio d'impotén-
cia tipogréfica: “En el qual se declaran algunos characteres que yo vso por no auer en la estampa
otros” (p. 221 de |'edicid de 1590).

fets Unicament sobre els simbols, raonaments fets fins i tot oblidant allo que els simbols
simbolitzen. Per entendre la historia de les matematiques, és important no oblidar que
aquesta confianga és un producte essencialment modern, que aquesta confianga és aliena,
amb seguretat, a les matematiques anteriors a Vieta. L'algebrista del Renaixement pensa
geomeétricament, i d'enlloc més que de la geometria obté alguna garantia sobre la veritat
de les relacions que usa. Per ell no existeix altra manera que |la geométrica de demostrar la
identitat que abans hem mencionat. En canvi, el matematic d'avui estd acostumat a
concebre les relacions numeériques des de Ilur aspecte formal, i és un auténtic virtuods a
I'hora d'aprofitar fins al final totes les possibilitats dels simbols algebraics i de llur sintaxi.
Per aixo acostuma a constatar, entre encuriosit i divertit, la possibilitat de donar un model
geomeétric a les implicacions i relacions que ell fonamenta en principis completament
diferents; quan ho fa, perd, no deixa de pensar quant més precisos i satisfactoris son els
actuals plantejaments, i que els rectangles o els quadrats no son, en el fons, sind un model
O representacio d'una veritat la plenitud de la qual és inexpressable i incomprensible
geomeétricament.

Encara que cada cop més debilitat, el substrat geométric dels esquemes conceptuals
va funcionar durant tot el 1500, i només aixd explica algunes de les caracteristiques de
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I"algebra d'aquella época que més ens sorprenen. Per a comprendre la importancia real que
tenia la geometria com a referent Gltim del pensament matematic, pot ser Gtil recordar un
dels paragrafs que obra I’Ars Magna, |'obra més evolucionada de les que hem estudiat. Diu
Cardano, justificant el contingut del seu llibre (p. 9):

“*Encara que podria afegir una interminable série de regles | un llarg discurs fet sobre elles,
conclourem la nostra detallada consideracid amb la [equacid | cubica, i de les altres se'n par-
lard, ddhuc amb generalitat, perd merament de passada. Ja que la posicid (positio) es refereix
a una linia, el quadrat a una superfictie i el cub a un cos solid, seria insensat per part nostra
continuar més enlld d'aquest punt. La Naturalesa no ens ho permet. Aix(, com es veurd, to-
tes les questions fins a la cubica, inclosa, estan totalment demostrades, perd les altres que
afegirem, o b€ per necessitat o bé per curiositat, no les explicarem sind pobrament.’’

La consequéncia que ens interessa comentar en primer lloc d'aquest estat de coses
és |'escassa poténcia conceptual dels simbols i de llurs combinacions. La funcio dels
simbols era molt més grafica que no pas formalitzadora, i I'autonomia de les seves ope-
racions i combinacions, respecte del referent geometric, terriblement limitada. Basicament,
eren recursos enginyosos per a agilitzar el llenguatge i alleugerir la retorica. Aquesta
consideracié dels sfmbols algebraics primitius es manifesta mudltiplament. A ella cal
referir les paraules amb qué Recorde presenta el signe = (“per estalviar-me la tedio-
sa repeticio de les paraules: és igual a:..."”"), aixi com el fet que la notacio per a la relacié
d'igualtat fos una de les que més va costar d’unificar. Ja hem vist que molts autors intro-
duien el sev signe o s‘arreglaven prou bé amb mots o amb abreviacions com esg., aeq....

Dins d‘una consideracid semblant dels simbaols és comprensible la llibertat amb que,
dins d’'una mateixa obra, un simbol podia ser utilitzat per a representar objectes matema-
tics diferents, o la que permetia representar un mateix objecte per diferents convencions
notacionals a pagines molt properes. Un autor podia proposar per a 9! i 19 significats tan
diversos com 9x i +/ 9, respectivament, perqué sabia que el context sempre aclaria amb
quin sentit calia interpretar els simbols. Que el context jugui moltes vegades un paper
determinant per a aclarir i fixar el significat concret amb que és utilitzat un simbol, és un
tret directament heretat del llenguatge ordinari, en el qual agquesta funcid del context és
constant, decisiva i imprescindible.

Un exemple d'un altre tipus per a il.lustrar la poca densitat formal que hi havia
darrera dels primers simbols algebraics és el segient. Cardano, per explicar la manera
de plantejar, amb |'ajuda de la cosa, el problema de descomposar 10 en dues parts de
manera que la diferencia de llurs quadrats sigui 60, diu: “Tota vegada que no sabem quina
quantitat és la gran i quina és la petita, prendrem la petita com a incognita” (p. 27).
Aquest nivell de precisido sabem nosaltres que és inGtil; sense fer-ne res de la distincio,
plantejarem el problema aixi x2 — (10— x)2 = 60. Pero Cardano necessita saber quina és
la petita per a poder escriure aquesta resta. La relacio del nombre denominat cosa amb el
problema-context és tan forta, que no pot prescindir de tantes coses com nosaltres a
I'hora de plantejar-lo.

Les notacions exponencials primitives

Potser un dels llocs on és més evident la necessitat de |'esquema geometric per als
raonaments algebraics d'aquesta primera etapa és el capitol de |’Ars Magna que s'ocupa
de la resolucio de les equacions reduibles a clbiques introduint una nova incognita
y = x2, 0y = x3-Cardano comengca el capitol aixi (p. 155):
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“DEMOSTRACIO.

Sigui, per exemple, cub quadrat i sis vegades quadrat quadrat igual a 100 (x6 -+ 6x4 = 100),
i sigui cub quadrat el cos ABCD, que té una algada AB, la qual serd, per tant, un quadrat, to-
ta vegada que hermn suposat que & el cub d'un quadrat. Es evident, aleshores, que la superfi-
cie ABCD és el quadrat d'un quadrat, tota vegada que suposem que AB ds un quadrat. Per
tant, per hipotesi, sis vegades la superficie ABCD | el cos ABCD igualen 100.

Suposem, per tant, que AB €s la cosa. Aleshores el cos ABCD serd el cub i |a superficie ABCD
serd el quadrat. (...) Per tant el cub de AB i sis vegades el quadrat de AB serd igual a 100. Per
la qual cosa AB sera conegut d'acord amb les regles propies.’’

C D

A B

Es evident en aquest fragment la necessitat de referir completament al model geo-
metric la consideraci6 d'una nova incognita, i de deixar dit i aclarit quin és |'ens geométric
que li correspon. Propiament parlant, no hi ha un canvi de variable y = x2, hi ha una
mena de linealitzacid de x2 que permet imaginar un cub construit a partir de x2 i per-
met de ficar, aixf, x6 i x4 dins del model geomeétric familiar.

Aix0 proporciona una nova perspectiva sobre les primeres notacions exponencials i
llur sintaxi. Podem conjecturar que una dificultat important que es devia oposar a la inter-
pretacié additiva de censocubo (segons la qual 2, decenso,+ 3, decubo, donen la poténcia
5) seria la de trobar una imatge geomeétrica escaient per al producte d'un quadrat per un cub.
El principi additiu emprat més endavant, sense exponents, per Vieta i Fermat, exigeix una
concepcid molt més nitidament aritmética de les magnituds manejades. De fet, aquestes po-
den ser fins i tot considerades representacions de magnituds geometriques, com feia Vieta,
pero les operacions entre elles han de ser concebudes de forma completament independent
de la geometria per a poder veure els avantatges de la sintaxi additiva. Entre altres coses,
va haver-hi un desplagament del centre d'interés, des de les magnituds en si mateixes a
les operacions entre elles, darrera de |'evolucid notacional que va permetre a Vieta i a
Fermat escriure AB2 . AB3® = AB® més o menys aixi ABqu per ABcu igual a8 ABqucu.

Dificultats com les que acabem d‘analitzar expliquen en gran part el persistent
rebuig que van trobar tots els intents, i foren nombrosos, d'introduir una notacio i una
nomenclatura que aprofitessin la seqliéncia natural de formacio de les poténcies. Pero
possiblement també van influir altres factors en el fet que no quallés una proposta tan
felic com la de Chuquet, repetida per de la Roche, o en el poc resso que van tenir idees de
Pacioli, Grammateus, Stifel o Scheubel en subratllar adequadament |a relacio entre
XN i n, i deretruc la relacié entre el producte de poténcies i la suma de exponents,

En una primera etapa, al periode ara estudiat, sequrament fou un factor impor-
tant el camp limitat d'aplicacions en el qual es movien els llibres d’algebra. Llur principal
preocupacio era la resolucio d’equacions, i els calculs amb polinomis o amb fraccions
algebraiques no tenien altre objecte que preparar i transformar les equacions per conver-
tir-les en una per a la qual existi’s algorisme de resoluci6. En aquest context, poc es podia
veure la necessitat o |'interes de disposar d'una notaci6 adaptada al maneig de poténcies
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d'ordre qualsevol. Encara que per nosaltres més inconvenients, les notacions que foren
d’(is més com( s'adaptaven prou bé al maneig de poténcies de grau petit, no superior a 6,
aixi com a les transformacions d'equacions del tipus x4 + ax2 + b= 0, etc. en equacions
de segon grau. Per a una notacid més abstracta i general eren escasses, si existien, les
ocasions en qué esdevenia realment necessaria. En una segona etapa, al periode dominat
per Vieta, en certa manera el problema quedava invertit. Com ha subratllat Cajori, una
algebra amb una Unica incognita pot fer seva la notacio d'exponents sense base proposada
per Chuquet-Bombelli-Stevin molt més facilment que una algebra més evolucionada, en la
qual la pluralitat de parametres en joc obliga a mantenir els noms per a les poténcies de
cada incognita fins que no es té la idea feli¢ de la notacio cartesiana.

Calcul formal versus raonament geometric

La gran dificultat que exigia pensar altrament que en termes geomeétrics es constata
per tot arreu en aquest periode. Una manifestacio concreta n'és un tret que sempre ha
cridat |'atencio: la multiplicitat de casos diferents d’equacions d’'un mateix grau, equiva-
lent al prejudici contra els coeficients negatius. Des del punt de vista de la demostracio
dels algorismes de resolucio, resultava molt més senzill raonar sobre figures diferents que
fer raonaments diferents sobre una mateixa figura, i més quan aquests raonaments exigien
el recurs enutjos de manejar longituds negatives. Des del punt de vista de les solucions, és
natural que una equacio de tipus x2 + ax + b= 0 (amb a,b > 0) no tingués cap interes,
tota vegada que manca manifestament de solucions positives. S'ha dit de vegades que les
solucions nul.les, en aquesta epoca, eren rebutjades. Estrictament parlant, aixo no és cert.
Les solucions nul.les eren purament i simplement jgnorades, mai no eren mencionades,
cosa que no es pot deslligar de |'aspecte que ara comentem.

Una altra manifestacio concreta de la poca consisténcia del llenguatge algebraic
de I'época és la importancia que totes les algebres concedien a la comprovacio de re-
sultats. La resolucié d'un problema, i poc importava que hagués conduit a una equacio de
ler, de 2on 6 de 3er grau, sempre anava seguida d'una prova: es realitzaven les operacions
necessaries per a verificar que la solucié trobada acomplia les condicions exigides a
I'enunciat del problema. Aquest és un procés que avui negligim perqué ens assisteix el
convenciment a priori que la correcta transformacio d'equacions i la correcta aplicacio
dels algorismes de resolucio fan equivalents, des del punt de vista aritmétic, |’equaci6 de
partida i |'expressio “’x = al nombre solucio”.

L‘abséncia de calcul formal provoca desviaments i obliga a prendre camins que avui
meravellen. Cardano demostra, citant Euclides i omplint una trentena de linies, que la
proporcio (ratio) entre 3BC.AB2 | 3AB.BC? (AB i BC son quantitats que Cardano repre-
3BC.AB2 _ AB
3AB.BC2 BC
Pérez de Moya necessita demostrar que la suma dels quatre nombres 9 + 1/ 75, 3 + V3
3— v/ 3 9-+/75 (que ell escriu de manera molt més retorica) és 24. Contrariament al
que moltes vegades ha estat dit des de perspectives no historiques, nosaltres pensem que
allo que totes aquestes coses evidencien no és tant que |'esquema geométric representés
un obstacle per a l'avenc de les matematiques com que la implantacio del calcul for-
mal va associat a una discontinuitat epistemologica notable.

En particular, les voltes llarguissimes que Cardano ha de donar per a fonamentar 16
gicament el resultat ja citat, o les que necessita una regla com: si x2 = ax + by, aleshores
y = x (x — a)/b, allo que realment posen de manifest és que |'evidéncia que nosaltres

senta per segments) és la mateixa que existeix entre AB i BC, ¢s a dir
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atorguem a aquestes formules no és sind la que a nosaltres ens produeix |'automatisme
familiar del llenguatge emprat. | arribem a creure que aquesta evidéncia no és fruit d'un
procés d'aprenentatge, no és fruit del costum, siné que és una evidéencia intrinseca a la
notacid. El calcul algebraic modern té un valor inapreciable: respectant les regles que
determinen allo que es pot fer i allo que no es pot fer amb els simbols, resulta que dels
simbols mateixos mai no arribara a sorgir una incoheréncia. Encara més, quan el planteja-
ment simbolic d'una qliesti6 és correcte, les consequéncies obtingudes per aplicacio
correcta de les regles de combinacio dels simbols proporcionen informacio valida sobre la
questio. Aquesta vida propia, aquesta autonomia del llenguatge algebraic que avui ens és
tan familiar, és el que ens fa considerar evidents, ara, resultats que nohoeren fa quatrecents
anys. Molts deis més ferms judicis sobre |'evidéncia, o el caracter d'inmediats de certs
resultats matematics (que sempre resulten estranyament poc evidents per a qui aprén
matematiques) es basen sobre un raonament viciat, la fal.lacia del qual pot resultar més
entenedora des de |a perspectiva en qué ens hem situat. D'una banda, es creu que |'auto-
matisme és evident perqué la relacid matematica ho és, pero, d'una altra, es recolza
I'evidéncia d'aquesta en |'automatisme del llenguatge en si mateix. D‘una banda no es
concedeix prou entitat i contingut especific a tot allo de nou que representa cada relacio
per qui la ignora i ha de trobar-la o aprendre-la, i, d'una altra, no es concep el llenguatge

algebraic amb tota I’autonomia gue tot llenguatge té, especialment des del punt de vista
sintactic.

Expressio retorica i formalismes

Un dels grans avantatges del nostre sistema simbolic és que fa possible condensar
en férmules generals una infinitud de relacions o resultats particulars. D'aquesta carac-
teristica se nextreu tant de profit, juga modernament un paper tan important en qualse-
vol enunciat matematic, que és facil arribar a pensar que aquesta fou la finalitat per a la
qual foren creats els simbols algebraics. Referint-nos una vegada més a |'obra més teorica i
menys practicaire de totes les que hem examinat, a I’Ars Magna de Cardano no apareix,
amb simbols, ni una sola equaci6 general. Mai no hi trobem, tampoc, una expressio

_ =b*+/ b2 — 4ac ! ; S :
com x = e qualsevol altra d'aquest tipus. Aixo no vol dir que els
autors de I'epoca no enunciessin con resoldre una equacio gualsevol de 2on grau, aixo vol
dir que mai no els van fer falta ni parametres ni simbols per a expressar resultats equiva-
lents a les nostres formules simboliques. Per descriure la resolucié d’una equacio de la
forma x2 + bx = ¢, es deia: preneu la meitat del nombre de coses (b/2), calculeu el seu
Quadrat, i a aquest sumeu-li el nombre (c); calculeu |'arrel quadrada d'aquesta suma, i a
I'arre| resteu-li la meitat del nombre de coses; el valor de la resta sera la cosa (les instruc-

cions son equivalents a x = (T + ¢c— % que, operant, dona la formula més
familiar x = 2F V D2 ¥ d¢c *";24'4“ ).

Els antecedents immediats de les formules foren les receptes purament verbals que
demrfvien, retoricament, un conjunt d'instruccions amb els passos successius a efectuar.
Només anys méstard, ja fora del periode que hem estudiat, es van arribar a sintetitzar
!95 receptes en simbols algebraics. La génesi de les férmules subratila una ambivaléncia
important: elles son |’expressid sintética d'una successid d'operacions a realitzar per
obtenir un nombre, i, alhora, el nombre que resultara en efectuar-les. Caldria veure
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fins a quin punt el pas de la retorica als simbols va ser motivat per raons que no tenien
res a veure amb la precisid o |'economia, els avantatges decisius amb qué habitualment
es justifiquen les formules. EI fet és que quan |‘algebra es preocupava essencialment de
la resolucidé practica d’equacions concretes, cap de les formules que serveixen per a
resoldre-les no apareixia com a tal.

L'abséncia de parametres és potser el simptoma més evident que els algebristes
d'aquest periode no es preocupaven de precisar la generalitat dels seus resultats, com
ho farien els d'époques posteriors. Diferents recursos retdrics permetien enunciar re-
sultats d'una certa generalitat, pero les demostracions dels enunciats, si no eren geometri-
ques, es limitaven a ser la demostracio dun cas particular. Cal subratllar, en particular,
I'abséncia de simbols equivalents als nostres xn i "\,"_ fins i tot en aquells autors que
van trobar simbols proxims als nostres x2, x3, x4, etc. i \77/_ . 3/— etc. Com ja hem
observat en referir-nos a la notacié de les poténcies, la manca d'una notacio evolucionada
no es pot deslligar de la falta d'interés per manejar en general |a poténcia d’una incognita,
o per manejar /arrel qualsevol d'un nombre. Molts dels simbols emprats o proposats a
|I'epoca ens semblen inconvenients perque ja tenim al cap la necessitat d'una notacio que
sigui general, que serveixi per a fer raonaments generals sobre families generals d’objec-
tes matematics, cosa que no devia ser cap preocupacio essencial per als algebristes de
|'época.

Resum i Algunes Conclusions

Seria dificil de dir si, al periode considerat, es realitza una progressio substancial en
I'is dels simbols algebraics. Aquests evolucionen innegablement, pero tot sembla indicar
que no hi ha cap ruptura nitida entre la filosofia simbolica de Pacioli o Rudolff i la de
Cardano o Stifel. Deixant de banda les intuicions d’alguns autors sobre la importancia
d‘un simbolisme eficient, o el sentiment que alguns poden haver tingut sobre la superiori-
tat de les seves propies notacions respecte de notacions rivals, no és gens evident que cap a
la meitat del segle XVI la formacio del |lenguatge algebraic hagués atés un estadi qualitati-
vament diferent al de les primeres algebres sincopades. Tot aquest periode sembla consti-
tuir un primer estadi ben delimitat, les caracterfstiques nuclears del qual cal referir a dos
eixos principals. Un, la funcié que és assignada als simbols algebraics, indissociable de
I'accié que realitzen al si de les matematiques; dos, el cardcter geométric de |'estructura
logica que els sustentava i articulava.

La funcié essencial que fa néixer els simbols algebraics, i una de les raons que
els lliguen al llenguatge retoric ordinari, és abreujar |‘expressié i simplificar el maneig de
certes técniques algebraiques, Els simbols i llurs combinacions no sén emprats sino per a
resoldre equacions, operar amb radicals, i, en la mesura en qué fa falta per a simplificar i
transformar equacions, per a multiplicar i dividir polinomis. Aixo és indissociable del fet
que la cosa, la incognita, no era una variable. En aquest estadi, els simbols que denotaven
quantitats desconegudes mai no son utilitzats en sentit funcional. En particular, la idea de
funcié polinomica és absent de tot arreu, aixi com ho és la idea d’expressar objectes
geometrics (circumferéncies, etc.) per mitja de formules.

Tota vegada que s’utilitzaven metodes de calcul d‘arrels aproximades que es basa-
ven a donar diferents valors a la incognita, acostant-se a la solucié per tempteig (com
els desenvolupats per Chuquet i Cardano, cf. p. 77 i p. 111-112), es podria objectar que
la cosa entesa com a variable, i les expressions polinomiques enteses com a funcions,
son realitats implicitament presents ja a les primeres algebres. La distancia entre els
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conceptes en joc en el recurs técnic esmentat i els necessaris per a tractar una quantitat
desconeguda com a una variable és tanmateix considerable. Es una distancia molt superior,
sens dubte, a la que separa els metodes citats dels metodes pre-algebraics de falsa posi-
ci6. Tant els uns com els altres no fan sind efectuar certes operacions amb nombres con-
crets, i del resultat, un altre nombre concret, deduir-ne informaci6 sobre la situacio de
la solucio (que és un altre nombre determinat). Que aixo admet una formulacio breu i
menys enfarfegada en termes del concepte de funcio, és evident. Perd no ho és gens ni
mica que aquest concepte fos necessari per a poder utilitzar aquells metodes. El concepte
de funci6é conté la idea de relacid global, general, entre conjunts numerics: la idea que a
qualsevol nombre dels d'una certa classe hi queda associat un altre. En particular, aixo no
es podia fer en aquest estadi amb el concepte de nombre tan poc solid i tan emboirat, tan
poc depurat, de que es disposava. Allo que els metodes de calcul aproximat esmentats
demostren és que certs recursos que troben el seu marc d'expressio més idoni en el
llenguatge funcional neixen abans, i amb independéncia, del llenguatge que després
els acotxara.

Hi ha altres aspectes que confirmen que els simbols emprats per a designar x, x2,
x3,... representaven un nombre particular i concret, i no pas un nombre qualsevol, que
la incognita representava un nombre desconeqgut pero perfectament determinat. Aixo
explicaria la falta dinterés quasi absoluta, en tot el periode, a trobar una notacio que
explicités la dependencia, la relacio funcional, entre |a incognita i les seves poténcies. Tant
els simbols italians, com els alemanys, com les temptatives individuals més interessants,
palesen una indiferencia realment sorprenent al respecte. Les notacions més avancades,
com la de Chuquet, arriben a respondre a la necessitat de relacionar les poténcies amb llur
ordre, pero ningl no sembla preocupat per relacionar la potencia amb |‘ordre i amb /a
base, cosa inexplicable en un context on la variacio de la base fos significativa. Sembla
clar, i es tracta d’una opinid que |la psicologia de |a intel.ligéncia deu poder confirmar, que
associar a un simbol un nombre, i realitzar amb aquest simbol operacions aritmeétiques
com si fos un nombre, és desigualment dificil si el simbol es pensa associat a un nombre
concret que si es pensa que el simbol representa un nombre genéric, un nombre que pot
ser qualsevol nombre. També és clar que un cop en disposicié de manejar variables, tant
és manejar-ne una com cinc; que la cosa no seria una variable quedaria aix( confirmat per
I'abséncia de pardmetres en |'etapa que hem estudiat.

Un aspecte particular de les diferéncies radicals que separen |'algebra pre-parameé-
trica de la que és capag de raonar sobre parametres és |'eleccio de lletres per a repre-
sentar quantitats variables. Es una convencio avui tan utilitzada, els individus amb forma-
ciod universitaria cientifica hi estan tan familiaritzats, que esdevé borros el caracter con-
vt?ncional d'aquest sistema notacional. Tan borrds, que molts professors d'algebra de
n}vell primari o secundari arriben a oblidar que és una convencié que cal aprendre. Per
al_xé mateix aqui volem subratllar que es tracta d'una convencid que, historicament,
s'imposa tard i amb dificultats. Diverses circumstancies demostren que és una convencio
poc natural, els avantatges de la qual no son, d’entrada, gens ni mica evidents. Durant
molt de temps, la segona incognita va ser representada amb un recurs del mateix tipus que
la primera: una g de quantitas, paral.lela a la p de positio o a la co de cosa; els problemes
arr‘lb meés de dues incognites eren assenyadament evitats. En diversos moments de |a
Primera meitat del segle XVI varen apareixer propostes notacionals obertament a-lite-
’alS: quan no anti-literals. Per exemple, la de Galighai, les de Buteon, les dels Digges.
La idea genial de Chuquet, represa per Bombelli, en particular, marginava les lletres com
a re.cur.s notacional. Cap als anys 50 del segle, sorgeix a Alemanya la idea de representar
les incognites, quan n’hi ha moltes, per A, B, C,..., pero aquest recurs no s'imposa i no
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desplaca |'antiga notacio. Per als problemes que només necessitaven una incognita es
continuaren utilitzant els sfmbols classics ¢, %, ..., i als problemes que n’exigien més d'una
es representava la primera per €, ..., i les secundaries per A, B, C, ..., Stifel, el que méslluny
va anar en aquesta direccio, |'any 1553 escrivia les progressions cossiques (cf. p. 167)
corresponents a diferentes lletres A, B, C,..., explicitant fins i tot la possibilitat d'utilitzar
qualsevol altra lletra, Tanmateix, ni Stifel ni cap dels seus contemporanis o deixebles mai
no van utilitzar aquesta notacio. Caldria esperar 75 anys perqué l'anglés Harriot, un
antecedent directe de Descartes, utilitzés extensament la mateixa idea. Per valorar com-
pletament aquest aspecte, Koyré feia una comparanca clarivident de |'algebrista amb el
gramatic: “El pensamiento del aritmético y del algebrista del Renacimiento se mantiene al
nivel del del gramatico, es un pensamiento semiconcreto; se sigue la regla general, pero se
opera con casos concretos: palabras o numeros. Por ello, la notacion expresa de la incog-
nita —introducida por Vieta y perfeccionada por Descartes— sefiala una etapa decisiva en
la historia de la notacién y en la historia del pensamiento algebrdico mismo. En efecto,
refleja el paso del grado de abstraccion del gramatico al del |égico puro;...” (Taton, vol. Il,
p. 64).

Aguest pensament semi-concret al.ludit per Koyré és |'espectre determinant que en-
devinem darrera de |'omnipreséncia de |‘esquema geometric, el segon dels eixos principals
que mencionaven al comengament, Que la perspectiva geometrica fos hegemonica signifi-
ca, basicament, que el referent principal i decisiu dels objectes matematics manejats era
llur versid euclidia: quan calia pensar els nombres, les operacions aritmetiques, la radica-
cio,..., i raonar sobre ells, es feia per mitja del que aguestes coses eren dins del Ele
ments. En particular, els Elements eren |'GUnica font que proporcionava la conviccio de
veritat logica, i constituien |'estructura deductiva a la que calia referir obligadament
la demostracio de qualsevol resultat. Aquest pensament semi-concret, que encara no pot
prescindir de la geometria, és al darrera de la nocio de nombre incompletament desenvo-
lupada i del raquitisme del llenguatge algebraic.

Estrictament parlant, les notacions emprades durant tot aquest periode no van
constituir propiament un llenguatge. Els dos trets més significatius que han de ser men-
cionats al respecte son la insuficiéncia de la sintaxi i la manca de generalitat de les solu-
cions simboliques adoptades. La insuficiéncia sintictica troba la seva manifestacié més
evident en |'abséncia de paréntesis i de multiplicacions indicades. En particular, si pres-
cindim de la proposta ambigua de Stifel en la progressié cossica, la multiplicacié per
juxtaposicié no apareix en tot el perfode. Per aixo I’eliminacié del 1 que acompanya
la incognita és tardana. “1co.”” era originalment una cosa molt semblant a les nostres
expressions ‘1 pt.”" o "1 Km.”", a les quals el caracter basic de cardinal que té el nombre
ens impedeix eliminar-lo. El pas de 1x a x é una convencié no natural, conseqiigncia
d'un efecte de reflux de la progressiva constituci6é de la sintaxi, que va permetre eliminar
redundancies que no ho eren al comengament.

Hem de parlar, finalment, del caracter inconnex i ambigu que tenien les solucions
notacionals proposades en aquest periode. Si la representacié simbolica podia ser re-
dundant | ambigua, o podia mancar d'una sintaxi prou general, era perqué no hi havia
al darrera cap pretensio de rigor ni de generalitat. La funcio vertebradora del raonament
que va tenir després, la va heretar directament de |'esquema geometric quan aquest va ser
substituit per |'esquema formal. En aquest primer estadi, als simbols algebraics no els
calia sin6é adaptar-se bé a cadascun dels problemes concrets a resoldre, sense que existis
la necessitat que constituissin un llenguatge capag, en poténcia, sense alterar el valor
dels seus simbols ni la significacid de llurs combinacions, de ser utilitzat en diversos
problemes diferents. Podriem dir, amb una imatge potser barroera, que els sfmbols alge-
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braics, inicialment, no pretenien ser siné un retall que s'adaptés bé a una parcel.la de
raonament numeéric —essencialment algorismic. Només a |'etapa final de formacio del llen-
guatge algebraic esdevingué evident l'interés que podia tenir que el |lenguatge algebraic
fos un vestit capa¢ d’embolcallar, alhora, tots els raonaments numerics, sense haver d'adap-
tar-se cada cop a classes particulars d'ells.
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CAPITOL 12:

EVOLUCIO DEL CONCEPTE D’EQUACIO POLINOMICA | DE LES SEVES
SOLUCIONS

Es podria pensar que el concepte d'equacio neix directament del planteig de certes
relacions numeériques que sols poden ser satisfetes per un valor determinat o per uns pocs
valors de la incognita que es tracta de calcular. No obstant, res més lluny de |a realitat.
Seria dificil determinar la primera data en que I’home es planteja resoldre una equacio,
pero podem dir que la gliestid de resoldre equacions sorgeix en estadis molt primaris de la
civilitzacio, i com a necessitat de solventar certs problemes d‘indole practica.

L'historiador George Sarton, al seu llibre Historia de la Ciéncia (p. BB), explica que
en una tauleta babilonica d'argila conservada al Louvre (AO 6770), tauleta que data dels
anys 2000 a.C., es presenta el problema de determinar la quantitat de temps que ha de
passar perqué una determinada quantitat de diners prestada a |'interés compost del 20%
dupliqui el capital prestat. Problema que consisteix a resoldre |'equacié exponencial
(1,20)* = 2, i, curiosament, |a resposta que ve a la tauleta d’argila és exacta: 3 anys i 4/5
d'any. No hi ha constancia de la forma com van procedir per trobar-la, encara que és de
suposar que la solucio fou trobada de forma empirica, per tempteig. L'exemple posa de
manifest que els problemes de les equacions no sorgien des d’un punt de vista intern de les
matematiques, sind per fer front a les necessitats generades per la vida social.

Aixi, foren els calculistes sumeris els primers a resoldre distints problemes en
qué intervenien equacions polinomiques de primer i segon grau. El fet de ser uns ex-
perts calculistes ha suggerit a I'historiador Neugebauer que disposaven d'un métode per
a reduir les equacions clbiques a una forma normal, que resolien per aproxjmacions a par-
tir d'una taula de valors on es computaven els resultats de n2 + n3, pero aixo no deixa
d'ésser una conjectura. Sigui com sigui, els sumeris van tractar les diferents equacions que
es plantejaren des d'una perspectiva d'aproximacio a les solucions, i van disposar de les
formules que resolien les equacions de primer i segon grau.

Contrariament, els grecs van enfocar el problema de les equacions de primer i segon
grau des d'una optica geometrica. E| seu esperit, molt més logico-deductiu, els porta a de-
mostrar les formules aplicables a través dels models geomeétrics. Fins i tot resulta in-
teressant aprofundir en la metodologia que guia el pensament de Diofant en resoldre
les equacions de segon grau. Analitzarem la forma de resoldre un problema concret, per
t‘ai de veure que encara que en cap moment no es presenta un esquema geometric, aquest
es subjacent en el seu discurs de raonament retoric.
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A la questio XXVII, del primer llibre de I’Aritmeética, proposa el problema de trobar
dos nombres que sumin 20 i tals que el seu producte faci 96. Diofant procedeix aixi:
suposa que la diferéncia entre els dos nombres buscats sigui de 2 aritmos (la incognita); o
sigui que el nombre més gran és 10 més 1 aritmo, i el més petit 10 menys 1 aritmo; el
producte dels dos fa 100 menys 1 aritmo quadrat, que ha d'ésser igual a 96; i en conse-
qiéncia, 1 aritmo val 2 unitats i els dos nombres buscats son 12 i 8 respectivament.

Transcriurem a continuacio les operacions realitzades sota un model geomeétric i en
forma general:

El problema és resoldre una de les formes d'equacio de 29N grau: ax2 + bx = ¢,
plantejat sota |'aspecte que el primer membre sigui un producte de dos segments descone-
guts (que formaran un area rectangular) i el segon un nombre quadrat (area quadrada).

. s SN St " b c
L‘equacio inicial és equivalent a x2 + & x 2—5—, que es transforma en el producte
c

de longituds x (x + 2) =—,

d
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b Bz 4a?
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Com que el rectangle s’ha de transformar en un quadrat;utilitzarem el quadrat que té

I R . b ; b
per costat la semilongitud dels segments x | x + T' ésadir, el guadratde costat x + I5s
La relacid entre |'drea d’aquest quadrat i ladel rectangle anterior és que |'dreadel quadrat ex-

. b b
cedeix |a del rectangle en el quadrat decostat — ,d’onl’dreadel quadratdecostatx + 28

2a
b
és igual a la del rectangle d'drea —:* meés |'drea del quadrat de costat %3 . d'aqui que
/ 2 -b B2 08
e 22 = @) 3 = , d'on es deriva la férmulax = — + (—-—-) o
2a a a 2a 2a a

) Diofant, en el fons, segueix aquest procediment, que li queda simplificat per haver
triat adequadament la incognita a utilitzar.

De totes formes, la resolucié d‘aquests problemes, en si mateixos, no constituien
els comengaments de |'algebra, sind més aviat técniques concretes per a resoldre alguns
determinats problemes de planteig. L'inici de |'algebra se situa historicament en la formu-
lacié i practica de les regles del cheber i almucdbala, per a resoldre les equacions de primer
i segon grau, Al-Hwarizmi assenyalaria, en aquest sentit, el comencament d'un llarg
cami gue conduiria a les estructures algebraiques modernes. No obstant, creiem conve-
nient reflexionar i aprofundir sobre el caracter de les operacions intel.lectuals que entren
en joc en la resolucié de les equacions de primer i segon grau; pot ser que, després de tot,
els inicis de |'algebra no siguin tan nitids com estableixen certs historiadors de les mate-
matigues.
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Intentarem posar en relleu que la practica de resolucio d'equacions ve precedida,
tant cronologicament com conceptualment, per certes estructures subjacents a les equa-
cions, i que corresponen a diferents graus d'abstraccio de problemes simples. Assenyala-
rem tres estadis basics d’operativitat, que configuraran |'estructura operativa de les regles
de |"algebra.

A)Un primer estadi correspon a la resolucio de problemes aritmético-comercials, i
que no son aliens del tot al planteig d’equacions. Entre ells hi hauria els problemes d'equi-
valéncia de diners expressats en monedes diferents, on es tracta de trobar el valor d’una
determinada moneda en relacio a les altres (Veure pag. 52); o bé els problemes correspo-
nents a quantitats de pesos i mesures de mercaderies expressats en unitats diferents,...

Es convenient constatar en aquests tipus de problemes diverses questions:

1°) Que per a sumar una quantitat de diners, expressada en diferents monedes,
amb una altra, |'operacio és feta a partir d'ajuntar les quantitats de monedes d'una mateixa
“gualitat”. Ex. Qui vol sumar 3 ducats, 5 sous i 12 diners amb 2 ducats i 7 diners, ha de
procedir sumant ducats amb ducats, sous amb sous i diners amb diners, d’on resulta 5
ducats, 5 sous i 19 diners. Forma de procedir idéntica que quan es planteja sumar dife-
rents monomis.

2°) Que quan es té una equivaléncia de diners expressats en diferents monedes, es
pasa a una altra equivaléncia més simplificada sense més que treure quantitats iguals dels
dos membres, sempre i quan siguin de la mateixa '‘qualitat’”’. Ex. Qui vol simplificar
I"'equivaléncia: 57 ducats, 3 sous i 5 diners igual a 39 alfonsis, 7 sous i 9 diners, procedira
a sustreure 3 sous i 5 diners de tots dos membres, obtenint: 57 ducats iguals a 39 alfon-
sins, 4 sous i 4 diners.

3°) Que per a desembarassar el valor d'una moneda respecte a les altres és necessari
fer I'operacio anterior amb la finalitat d'aillar aquesta moneda en un membre de |'equacio.

Aquesta practica, natural dins de| terreny mercantil, és un antecedent que donara
sentit a les regles del cheber i almucabala, aplicades a la resoluci6é d’equacions poli-
nomiques.

B) Un segon estadi de la practica anterior el trobarem a les operacions numeri-
ques entre els nombres radicals. Aixi per exemple, les regles per a sumar: 3 + \/farnb
4+ 24/ 5 fan 7 4+ 3/5 o bé multiplicar: 4 per 3+ 2+/5és 12+ 84/5.

Aquestes operacions, estrictament numeériques, abonaran el terreny per a trobar
els procediments que facin tractables les equacions. | també de la practica d'aquestes
operacions entre nombres radicals composats apareixeran les regles dels signes. Es seguint
precisament aquest punt de referéncia com al-Hwarizmi introdueix la manera d'operar
expressions amb diferents poténcies de la incognita (Veure pag. 24).

C) El tercer estadi el constitueixen les expressions polindbmiques més abstractes,
on les igualtats ja no son numériques, sind que corresponen a la recerca d'un o dos nom-
bres que les verifiquen. | aquest estadi de treball sera el que es manifestara extraordinaria-
ment fértil per a la creacio matematica, donant lloc amb el temps a la teoria d’equacions.
Aixi doncs, les equacions polinomiques no neixen al marge de les operacions que s’esta-
bleixen en altres camps numerics, o fora del si dels problemes mercantils. Tampoc no apa-
reixen en un primer estadi les expressions polinomiques (com a entitats autonomas) sepa-
rades de les equacions. De fet, la teoria de polinomis com a tal ni es planteja, i quan
ocasionalment es fa, no és sind en la perspectiva d'estudi de la resolucié d’equacions
polinomiques de primer, segon i, circumstancialment, de tercer grau. Es clar que, en la
mesura que intervenen les operacions elementals en el transcurs del planteig i resolucio de
les equacions polinomiques, es plantegen les operacions entre polinomis, encara que de
vegades aquestes operacions queden confuses dins I'ampli context de transformacio
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d’una equacid en una altra. Analitzarem |'exemple concret d'un problema que és resolt
aplicant les regles de |'algebra, per tal d'extreure’n certes observacions.

Ex. Si un nombre més 5 unitats es divideix per aquest mateix nombre menys dues
unitats, obtenim 4, quant val aquest nombre?

La successi6 d'operacions que intervenen en la resolucié del problema, utilitzant
I'algebra simbolica, que permet veure-ho més clar, {encara que el procés d'operacions de
I'algebra retorica dels arabs fos exactamen el mateix) és:

+
Equacio del problema: i =
W

x+5=4(x—2) ® Multiplicant els dos membres per x — 2
x+5=4x -8

5= 3x—8 ® Restant la incognita als dos membres

13 = 3x ® Sumant 8 als dos membres

13
X = 3 ® Fent 3 vegades més petit cada membre

Adquestes idees senzilles son les que van emprar els arabs eficagment, i que van
donar lloc a les regles del cheber i almucdbala. Des d'un punt de vista conceptual és prou
evident i lbgic que en aquella forma de procedir es passés d'una igualtat a una altra, pero
el que no és tan obvi és que es passés a una igualtat equivalent a l‘anterior, ja que aquesta
equivaléncia sols ho és des del punt de vista de la resolucio de I'equacio. Aquest és el
descobriment més important del nou art inaugurat pels arabs, i que permet, fins a cert
punt, automatitzar el procés a partir d’unes regles perfectament definides, oblidant el
contingut concret de la incognita, per a retrobar-lo al final del procés.

La forma de procedir de Diofant era essencialment diferent, ja que la transformacio
d’una equacid en una altra sempre era feta a partir del raonament aritmétic no automatit-
zat, cosa que obligava a arrossegar constantment el significat de cada una de les equacions
intermedies. Es facil de veure el canvi de perspectiva introduit pels arabs respecta a
Diofant, només considerant la manera de procedir per a resoldre un problema concret

: . o g A
com |'abans esmentat, d'equacio i

Metodologia de Diofant:

Si I'aritmo més 5 unitats, dividit per 1 aritmo menys dues unitats, ha de donar 4,
vol dir que 1 aritmo més 5 unitats ha de ser igual a 4 aritmos menys 8, el que és equi-
valent a dir que 3 aritmos menys 8 sén 5 unitats, i per tant, 3 aritmos sén 13, i el nom-
bre buscat ha de ser tres vegades més petit que 13, o sigui 13/3.

Metodologia dels arabs:

1 chai més 5 partit per 1 chai menys 2 és 4 (Multiplicar els dos membres de la

igualtat per 1 chai menys 2)

1 chai'més 5 igual a 4 chai' menys 8 (Restar 1 chai als dos membres)

5 igual a 3 chai menys 8 (Sumar 8 unitats als dos membres)

13 igual a 3 chai (Segons |a regla de resolucié de les eq. de 1% grau)

1 chai és 13/3.

Perd en canvi, en cap ocasi® no es procedia calculant el resultat de dividir x + 5
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per x — 2, la qual cosa també els hagués permes resoldre el problema, segons la succes-
s5io d'operacions:
XS, 7 7 7 7 13

Sam 4 ;1+ =4;x—:—2—=3;x—2=-§-:x=3+2="§“

Fins al Renaixement no apareixen els algorismes per a dividir un polinomi per un al-
tre, i l'operativitat entre polinomis queda reduida als algorismes per a sumar, restar i
multiplicar; la qual cosa no és d’estranyar, si tenim en compte que la divisio esdevenia
innecessaria en el marc de resolucié d’equacions que es plantejaven. Aquesta estricta
operativitat de polinomis anava associada a la teoria de com passar d'una equacio polino-
mica a una altra equivalent, que junt al problema de resolucié d'equacions polinomiques
simplificades al maxim (sense monomis del mateix grau als dos membres de |’equacio)
constituien els tres aspectes basics de |‘algebra arab, els quals s'englobarien dins el que
seria la “Teoria de resolucié d’equacions de primer i segon grau”’.

Resumint, doncs, el tractament de |a teoria es reduiria a dues giiestions fonamentals:

A) Com conduir tota equacio inicial a una altra del tipus P(x) = Qlx), tal que
tots els coeficients de P(x) i Q(x) siguin positius, i que a més no apareixin als dos cos-
tats de la igualtat incognites afectades de la mateixa poténcia.

B) Com resoldre de forma automatica P(x) = Q(x), amb totes les variants possibles
que es poden presentar.

Les dues glestions s'havien de resoldre dins d'un marc molt limitat, com era la
no existéncia dels nombres negatius, cosa que dificultava extraordinariament els processos
a seqguir.

Per a abordar A) n’hi ha prou amb la idea que en una igualtat qualsevol de coses
es pot afegir, treure o multiplicar una mateixa quantitat als dos membres de la igualtat i
sempre s‘'obté una altra igualtat equivalent.

Les regles de com reconduir una equacio qualsevol a la seva forma més reduida A)
son completes, i resolen fins i tot els casos en qué alguns polinomis queden afectats
per radicacions.

Per altra banda, I'aven¢ global del desenvolupament de la teoria de resolucions
d’equacions B) sera abordat amb éxit pels matematiques italians a la primera meitat del
segle XV| (Cardano, Tartaglia, Ferrari). Les formes de procedir que Cardano exposa a
I’Ars Magna estan encara impregnades de construccions geometriques, pero cada cop més,
en el transcurs de certs problemes, van apareixent entitats “‘anormals”, fruit dels calculs
formals, que van prenent autonomia propia i digna atencid (Veure nombres negatius en
I'obra de Cardano). Durant una etapa de |imits indefinits coexistiran, a les obres dels
autors matematics, els recursos del calcul formal, que pugnen per desenvolupar-se plena-
ment, absorbint en el procés de la seva consolidacio tota millora notacional, i al mateix
temps les demostracions de caire geomeétric, que sovint justifiquen i reforcen els mateixos
cadleuls formals, els quals, per si sols, encara no tepien prou valor demostratiu. | és que
la ruptura epistemologica entre la concepcio geomeétrica i el calcul formal no es fara si-
no d'una manera molt lenta i evolutiva, de tal forma que a les mateixes obres de Vieta
i Stevin encara trobem la interpretacio geométrica en el planteig d'una equacid, amb
I'exigéncia que aquestes verifiquin la regla dels “homogenis”; és a dir que una equacio
com x3 + bx2 + cx = ds’entén com una igualtat de solids (volums), representant cada
monomi el seglient: x3 é un cub de costat x : bx2 és un paral.leleprpede de base quadrada
de costat x i altura b; cx és un paral.lelepipede d'area quadrada c i altura x i d no és més
que un cub de volum d; i aixi es procedeix a interpretar totes les equacions, siguin del
grau que siguin.
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La potencialitat que, com a eina de treball matematic, representava el tractament
automatitzat de les equacions no va passar per alt als matematics occidentals de finals del
segle XV i comengaments del XVI. Hi havia la plena consciéncia que allo representava un
estadi de treball qualitativament diferent a totes aquelles técniques concretes de resolu-
cié de problemes aritmetics a partir dels métodes de una falsa posicio, dues falses posi-
cions, per oposicié i remoci6, etc... Que s'entreveia que s'estava davant d'una nova meto-
dologia revolucionaria, que anava a capgirar completament el tractament dels problemes,
ho demostra el seglient paragraf entusiasta de Chuquet, extret del Triparty, en comencar
el tercer capitol, dedicat a |'algebra:

“Perd, de totes les regles tractades abans, la que esdevé meravellosa per excel.léncia €5 la re-
gla de I'dlgebra (rigle des premiers), que realitza tot alld que les altres fan i encara innumera-
bles caleuls més d'inestimable profunditat. Aquesta regla €s la clau d'entrada i la porta dels
abismes que hi ha en Ia ciéncia dels nombres’!

Era evident que s'havia arribat a un filo que prometia ser molt ric, i que anava
a ser explotat pels millors cervells de |'occident renaixentista.

Les bases d’un plantejament global en la forma d’enfocar |'estudi de les equacions
polinomiques les trobem per primera vegada a |’obra de Chuquet. Si en un primer estadi,
i vinculat a la dita teoria de resolucid d'equacions de primer i segon grau, els polino-
mis tenien la seva referencia en llur interpretacio geométrica, i les distintes formules
de resolucio es basaven en un model geomeétric, sera Chuquet qui procedira a una primera
independitzacio d'aquesta teoria de la seva interpretacid geomeétrica, assentant les bases
per al desenvolupament del calcul formal entre polinomis. Es aquest enfocament ampli el
que el condueix a cercar les formes notacionals més convenients i practiques per a facilitar
el calcul formal. D'aquesta manera, la seva notacié no diferira en |'essencial de |a notacio
cartesiana (llevat de la inconveniéncia de no poder treballar més que amb una sola incog-
nita).
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111
Propostes dictactiques
per a l'algebra elemental
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CAPITOL 13:
CONSIDERACIONS GENERALS
La renovacio didactica i pedagogica

Des del moment que |'educacio escolar va comencar a ser una realitat d'importan-
cia social considerable, i des del moment, en particular, que calgué difondre amplia-
ment el coneixement cientific, va adquirir interés el fet d'escollir adequadament la
metodologia a seguir en |'aprenentatge d'aquest coneixement. En els darrers 75 anys, el
fenomen anterior no ha fet sind aguditzarse, conjuminant-se amb una auténtica explosio
de nous resultats i noves formulacions cientifiques.

La preocupacio didactica ha acompanyat gairebé sempre els intents de renovacio
pedagogica, nombrosos des de la Revolucié Francesa. Des de I'Emile rousseaunia, passant
per Pestalozzi i Herbart, fins a Maria Montessori, una série d’idees sobre un ensenyament
respectuos de |'individu, que fomenti les seves potencialitats, que el faci integre i in-
tegrat a la societat,... van anar evolucionant | prenent cada vegada més cos, fins al punt
que dificilment, avui, trobariem algun programa educatiu que deixés d'acceptar-les.
Una de les novetats interessants aparegudes en aquest corrent d'idees, durant el segle
present, ha estat la nova consideracio donada a certs factors molt directament lligats al
saber cientific: capacitat d'observaci6, importancia de la manipulacié i de I’experimen-
tacio, del contacte amb la naturalesa,... Sens dubte, una de les manifestacions concre-
tes més interessants d'aquest esperit fou |’Institut-Escola.

Pel que fa estrictament a I'ensenyament de les matematiques, en els anys de tran-
sicio entre els segles XIX i XX ens cal mencionar dos matematics d'algada, que protago-
Nitzaren iniciatives importants. Felix Klein, autor entre altres coses d'aquella revolu-
cio de la geometria coneguda com e/ programa d‘Erlangen, va intervenir activament en la
refarma dels plans d'estudi de I'ensenyament mitja, proposant, contra |'opinio conserva-
dora, que hi fos integrada una introduccié al Calcul Infinitesimal. Va escriure una obra
remarcable dedicada als professors de matematiques d'aquest nivell, posant al seu abast
els coneixements de la matematica més moderna. Defensor del métode genétic, Klein hi
enfocava molts dels temes des de la perspectiva donada per la forma com aguests temes
s'havien desenvolupat historicament. Fruit d'aquella empresa regeneracionista dirigida per
Rey Pastor, la Biblioteca Matematica, és la traduccio castellana d’aquesta obra valuosa,
La matematica elemental, vista desde un punto de vista superior.
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Un altre eminent matematic preocupat per |'ensenyament que també es pronuncia a
favor del métode genétic fou H. Poincaré. Les seglients son paraules que va escriure a
Ciencia y método:

" _Sens dubte que és costos per un mestre ensenyar allo que no el satisfa completa-
ment, pero la satisfaccio del mestre no és |'Gnica finalitat de |'ensenyament; ha de preocu-
par-se primer de que és |'esperit de I'alumne, i qué es desitja fer d’ell. Els zoolegs pensen
que el desenvolupament embrionari d'un animal resumeix en un temps molt curt tota la
historia dels seus avantpassats, des dels temps geologics. Sembla ésser que succeeix el
mateix en el desenvolupament dels esperits. L'educador ha de fer passar el nen per on han
passat els seus pares; més rapidament, pero sense deixar-se cap etapa. D'aquesta manera,
la historia de la ciéncia ha de ser la nostra primera guia”’. (p. 99)

Molts matematics posteriors han estat partidaris d'adoptar punts de referéncia
semblants per estructurar |’ensenyament de les matematiques. Al nostre pais, Rey Pas-
tor i Puig Adam feren un notable treball d'elaboracic de material destinat a renovar-ne la
didactica. Les seves obres, en tants aspectes admirables, reflecteixen aquesta preocupacio
per la historia de la disciplina i per l'actitud activa del qui aprén, que son les millors
garanties d'un treball didactic valuds. Potser poques coses siguin tan simptomatiques
del clima d’esterilitat cultural dels 40 anys inacabables del franquisme com el fet que
I'obra d'aquestes dues personalitats, que va meréixer el reconeixement internacional,
i fins i tot del “Ministerio de Educacion Nacional”, no sigui avui un patrimoni viu de tots
nosaltres. Tot al contrari, moltes de les pagines que la contenen, arraconades per aquell
bluf i aquella fullaraca de les matematiques dites modernes, avui no podem trobar-les sino
dins la pols d’alguns fons de biblioteca.

L'aprenentatge com a redescobriment

Aprendre alguna cosa, especialment quan aquesta ‘cosa és complexa, és, en algun
sentit, reconstruir-la per nosaltres mateixos. Entendre alguna cosa, en el mateix sentit,
és tenir la capacitat de sintetitzar-la creadorament. No és altra la rad per |a qual I'individy,
en |'assimilacio espontania de molts conceptes, reprodueix en certa manera el cami
recorregut historicament per arribar a incorporar aquests conceptes al saber comunitari.
Per aquest motiu, els redescobriments dels fets (de la solucio d’un problema, de I'enunciat
d'un teorema,...) per part de |'individu és allo que millor el prepara per a assumir integra-
ment els continguts d’'una teoria matematica. Per aquest motiu, també, allo que propor-
ciona un més gran aprofundiment de la matéria estudiada no és |a seva exposicié ordenada
logicament, sinod I'enfrontament directe amb els problemes més importants.

La pregunta qué vol dir saber matematiques? admet respostes molt diverses. Pos-
siblement tantes com la pregunta qué és essencial en el quefer matematic? Per uns,
el que és important és conéixer els principals teoremes, les definicions més importants, els
contra-exemples més notables, les demostracions més interessants; per d‘altres, potser
tenir un bon coneixement de les aplicacions de les matematiques i de llurs possibilitats
reals; per d'altres, encara, potser la capacitat de resoldre problemes,...

Tothom esta d'acord que dins de les matematiques hi ha dos aspectes d’activitat
complementaris, i que tots dos tenen el seu just lloc. L'un correspon al procés de recer-
ca i d'elaboracio d'una teoria, on intervenen la improvisacio, la intiiicio, les analogies, les
provatures dels més variats recursos, els atzucacs, i on els resultats apareixen per vies a
vegades tortuoses, i quasi sempre de forma desordenada (o almenys no ordenada en el
sentit més logic de la paraula). Un altre proces, que és posterior cronologicament i de
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naturalesa completament diferent, consisteix a afinar els resultats de la recerca anterior,
ordenant-los. Es en aquest darrer estadi d'elaboracio intel.lectual quan §'intentara fona-
mentar els resultats trobats sobre unes bases fermes, donant rigor a cada un dels raona-
ments emprats en la recerca dels teoremes; aquests s'abrigaran sota un rigoroés llenguatge
formal, implecable des d'un punt de vista |ogic i convincent per tota persona que gaudeixi
d'una formacid matematica. Es fara més, encara: s'ordenaran els resultats trobats en
forma de lemes previs | teoremes, sota una estructura logica, i concatenats de tal manera
que la metodologia deductiva permeti anar passant d'un d'ells a un altre amb la maxima
economia de temps i grafisme, s'eliminaran aquells resultats tangencials que no tinguin un
interes global des del punt de vista de la teoria general, i, per Gltim, es presentara la teoria
d'una forma més o menys acabada, intentant deixar els minims interrogants, o qliestions
no resoltes. Tot estara aleshores a punt per a poder escriure un llibre titulat, modestament,
“Introduccio a la teoria de...”.

Dins del procés de desenvolupament de les matematiques és prou clar que totes
dues activitats matematiques ressenyades son necessaries, i que es complementen de tal
forma que |I'una sense |'altra aviat arribarien a les seves fronteres naturals. Pero si hem
fet aquesta divagacid és per poder-nos plantejar en quina mida caldra utilitzar aquests
dos aspectes de les matematiques en el seu ensenyament

Tradicionalment, a I'ensenyament ha predominat de forma excessiva el segon aspec-
te de la tasca matematica, perd en una versio molt limitada i infantil: els resultats ja
venien estructurats des dels |libres, o els estructurava el professor. Si aix0 era possible,
aquest fenomen encara es va aguditzar més a la darrera etapa de ““matematiques moder-
nes”. Aguesta opcié ha comportat que |‘estudiant no pot intervenir de forma acti-
va en el seu propi procés d'aprenentatge, i el forca a una actitud purament passiva i re-
ceptiva. S'ha demanat a I'estudiant que se circumscrigui a aprendre els principals teore-
mes d'una teoria i a saber fer exercicis, per tal de veure si havia assimilat correctament el
tema,

Evidentment, amb |'esquema teoria ordenada — e exercicis banals d‘aplicacid s'ha
aconseguit ampliar els programes, perd pel cam( s’han perdut molts dels elements més inte-
réssants que hom pot extreure de |’ensenyament de les matematiques. De fet, se |i ha es-
camotejat a l'alumne el tipus d‘activitat més apassionant: la recerca, la provatura, la
conjectura d'una determinada relacio, la joia de trobar per si mateix un cami que s'ende-
vina ple de possibilitats,... Es clar que tot aixo és un luxe si I'ensenyament cal fer-lo
amb un cronometre a la ma i a contra-rellotge. Ara bé, si una de les fites més importants
de I'ensenyament és suscitar la curiositat per a aprendre, i la satisfaccio que depara el
coneixement de les coses, sera important no oblidar la part més creativa de |'activitat
matematica.

Pensem que seria un pas molt important, per tal de remuntar |'apatia que sovint
envaeix les aules, recuperar part de la frescura mental que comporten els petits des-
cpbriments matematics en els quals poden participar els notres alumnes. Es en aquest sen-
tit que ens plantegem desenvolupar, als propers capitols, alguns recursos didactics extrets
a partir del coneixement de com es va desenvolupar |'aritmética i I’algebra.

La nostra intencio és posar en relleu aquelles questions susceptibles de ser re-
descobertes per |'alumne, configurant el marc optim de problemes i exercicis que pot pre-
sentar el professor a tal fi, Al mateix temps, procurarem d'analitzar aquells concep-
tes n'fés complexos que presenten dificultats ocultes i que requereixen un tractament meés
lent i pacient, per tal que |'alumne els copsi correctament. Cal no perdre de vista que
molts conceptes que per nosaltres son naturals, a base d’haver-nos-hi anat familiaritzant,
no ho son pas a |'estadi psicologic de |'adolescent.
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Advertim, d'entrada, que els temes que presentem no estan provistos ni de |'estruc-
tura logica impecable propia dels Ilibres de text (cosa que no ens importa gens ni mica),
ni del nivell de concrecid propia d'un material ja a punt de ser utilitzat a classe (cosa que
lamentem i que procurarem esmenar més endavant). El material que oferim no és per
a ser sequit al peu de la lletra; és molt més un croquis, un conjunt d’'idees i suggerén-
cies, que un quadre acabat.
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CAPITOL 14:
LA INTRODUCCIO DELS NOMBRES TRENCATS | LES OPERACIONS AMB ELLS

Puntualitzacions que es desprenen des del punt de vista de la historia

a) Els trencats son definits a partir del seu servei, i en conseqgliéencia la definicio es
recolza en el significat directe d’aquests nous nombres (veure les definicions que do-
nen Sanctcliment i Chuquet, pag. 144). El naixement dels trencats no respon a la
idea d'ampliacio dels enters per a tancar les operacions elementals entre ells (resolucio de
3x = 2), perspectiva molt moderna que contempla les categories de nombres des del punt
de vista de |a seva estructura algebraica, siné que els trencats apareixen com a eina per
a poder mesurar, pesar i valorar quantitativament objectes de la realitat que no son ex-
pressables a partir dels enters.

b)  Els trencats juguen un paper funcionalment equivalent als enters, en la mesura que
tots ells es refereixen sempre a unitats de mesura exactament entera, ja sigui prenent
la unitat de'mesura, o bé una part “exacta’” d'ella. Esa dir, el valor numeric assignat a
un mateix objecte real tant pot venir donat per un nombre enter com trencat (3/4 de Kg.
de sucre és equivalent a 750 grs. de sucre; 1/4 d’hora és equivalent a 15 minuts,...).
Després de tot, I'equivaléncia funcional es retrobara en el desenvolupament de la teoria
de nombres, on sera equivalent investigar moltes proposicions dins del camp dels enters
o el dels racionals (és equivalent demostrar |°Gltim Teorema de Fermat en el camp dels
enters o en el dels trencats,...)

c) Els algorismes operatius entre trencats es deriven directament de la interpretacio
i significacié dels trencats com a ens numeérics, tals que per a ser operats requereixen haver
estat comparats a partir d'una sub-unitat de mesura que quedi compresa, simultaniament i
de forma exacta, dins de les sub-unitats determinades pels denominadors dels trencats a
operar. La idea de fraccions equivalents i reduccié a comu denominador no pot desvincu-
lar-se del calcul amb trencats, aixi com |‘ordenacio de trencats requereix comparar-los a
partir d'establir sub-unitats de mesura comunes.

d)  Els trencats apareixen historicament com a nombres absolutament apropiats per a
aproximar solucions del calcul numéric (ex. calculs d’arrels no exactes) i d’equacions. Fins

i‘lclt son desenvolupats diferents algorismes de recurréncia a tal fi (veure Chuquet,
pag. 77-79),
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Les diferents opcions possibles per a presentar el tema dels nombres racionals

A grans trets, podriem dir que hi ha dues formes essencialment diferents de presen-
tar els nombres racionals: una és la que contempla la classe dels nombres racionals des
d’un punt de vista logic, i una altra que ho fa des d’'un punt de vista intlitiu, vinculat a la
significacié numerica dels trencats i als algorismes operatius.

L‘ensenyament de les matematiques a la darrera etapa, coneguda sota el nom
d'ensenyament de les matematiques modernes, ha donat especial relevancia a presen-
tar els nombres, des de |'Optica de les estructures algebraiques assentades sobre els concep-
tes de la Teoria de Conjunts, inaugurada amb G. Cantor. En aquesta perspectiva, les dife-
rents classes de nombres s’han organitzat segons una escala d'inclusio, o millor dit d'am-
pliacio del camp numeric, fent intervenir com a element primordial el tancament de les
operacions suma i producte, cosa que origina la classificaci6 NC ZC QCRCC, ambel
corresponent quadre d'estructures algebraiques:

N, + monoide

Z,+ ,° anell

Q +,* cos

R, +, * coscomplet

C, + , = cos complet, on cada polinomi de coeficients complexes té tantes arrels

. .

com indica el grau del polinomi.

Es podria pensar que aquest punt de vista en la forma de presentar els nombres és
molt recent, pero no és el cas, tota vegada que a comengaments d'aquest segle molts Ili-
bres de matematiques de caire enciclopédic ja incloien una exposicié d’aquest tipus (presen-
tacio axiomatica dels nombres i les seves operacions, encara que sense incloure |‘estructu-
ra algebraica), com es pot apreciar a |'Enciclopédia d’algebra elemental i analisi de H.
Weber (1906) o a I'obra de Burkhardt (cf. F. Klein, p. 42-Vol I).

Es de destacar que matematics com H. Poincaré ja advertien fa 80 anys dels perills
que suposaria una introduccio prematura en |'ensenyament dels métodes axiomatico-de-
ductius, en temes tan importants com els nombres. A |'obra Ciencia y método (p. 95)
trobem el segiient paragraf, referit a la introduccio dels nombres racionals:

“...A les escoles primaries, per definir un fraccid es parteix una poma o un pastis.’ es fan a
trossos, per descomptat, per mitja del pensament [ no en la realitat, ja que presumeixo que
els fons de l'ensenyament primari no permeten tal dispendi. A I'Escola Normal, al contrari, 0
a les Facultats, es dira: una fraccid €s el conjuntde dos nombres enters separats per una rat-
lla horitzantal; es definiran les convencions que poden transformar aquests simbols; es de
mostrara que les regles d‘aquestes operacions sdn les mateixes dels calculs dels enters, i es
constatara, finalment, que efectuant, d'acord a aquestes regles, la multiplicacid de la fraccié
pel seu denominador, dona lloc al numerador. Aixd estd molt bé, ja que s'encamina a joves,
familiaritzats de molt de temps amb la nocid de fraccions, a forga d’haver partit pomes o al-
tres objectes, joves |'esperit dels quals, afinat per una forta educacid matematica, ha arribat
a poc a poc a desitjar una definicid purament Idgica. Pero, quin no seria el desconcert del
principiant a qui volgudssim servir tals definicions?*’

| una mica més endavant diu:
“He pres exemples tan extrems, que cap mestre no podria somniar anar tan lluny””.

Poc es podia imaginar el senyor Poincaré que en el curs de dues generacions s’acaba-
ria experimentant en carn viva el que ell desestimava com a disbarat didactic, impensable
de portar a la practica.
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Pensar en la possibilitat que es puguin introduir els nombres racionals, com la
classe d'equivaléncia de parells ordenats de Z x Z*, a nois que no portin molt de temps
treballant i operant amb trencats, és una idea més que il.lusoria. | si malgrat tot es proce-
deix aixi, i es defineixen per convencit les operacions de sumar i multiplicar aquests
nombres, és possible que |'alumne acabi recitant de memoria que els racionals sén un cos,
perd gue ningl no cregui que aixo el facultara per a plantejar i abordar problemes en qué
intervinguin els conceptes de proporcionalitat, descomptes, aliatges, etc..., i en definitiva
tots aquells problemes que donen sentit a tractar amb ens numeérics més amplis que els
enters.

Tampoc no sembla satisfactoria la introduccio dels nombres racionals com opera-
dors sobre Z, on operar amb a/b significa multiplicar per a i dividir per b, que si bé facilita
la comprensio de |'algorisme del producte (com a composicié d'operadors), deixa en |'aire
I"algorisme de la suma, acabant per adoptar el conveni (més o menys justificat):

a s Gis ad + be
b od bd

Arribats a aquest punt s'imposa una reflexid al voltant del divorci creixent que
s'ha establert entre la génesi dels trencats i les sintesis modernes que s'han anat fent
respecte als diferents nombres. Es un fet innegable I’evolucid que sofreixen els conceptes
matematics, aixi com la transformacié de les idees que ens formem de certs objectes
matematics que son considerats de diferents formes en el transcurs de les époques. També
és clar que les grans sintesis que periodicament s’han de fer de tots els conceptes i ele-
ments que intervenen en el quefer dels matematics, han de revelar una depuracio d'ele-
ments accessoris a les matematiques, depuracid que genera graus creixents d'abstraccio, i
negar aquest fet seria tancar als ulls al caracter dinamic de |'elaboracit de la matematica.
Ara bé, una gliestio és posar en ordre el cimul de coneixements matematics anteriors, i
I'altra és pensar que el producte depurat sigui I'0ptim com a eina i referéncia per al’en-
senyament de les matematiques. Esperar que coincideixi la logica de la reestructuracio
interna de les matematiques amb la logica d’aquell qui per primera vegada s’enfronta a un
procés d'aprenentatge és, si més no, un acte audag i temerari.

Pensem que és un error pedagogic intentar enfocar I'aprenentatge de les matemati-
ques a partir d’'aquells elements que son propis de la seva fonamentacio i sintesi. A aquell
qui comenga un cami d'estudi no el preocupa quin és el trajecte global del mateix, ni
si aquest esta exempt de contradiccions logiques, o si les definicions que utilitza son
rigorosament precises; el que vol és copsar quines possibilitats déna aquella linia de
treball, trobar resultats palpables per ell mateix, ser capag d'utilitzar el maxim de recursos
que té a les mans en cada moment, i tan sols després d'un bon recorregut pel tema el seu
esperit estara en condicions de plantejar-se la coheréncia de tot alld construit anterior-
ment. En una paraula, la tasca de reordenar i polir vindra després. | és que, en definitiva,
|_’aprenentatge se sustenta més en raons psicologiques que no pas logiques, i el que convé
es presentar els problemes i temes des del punt de vista de |'interés i comprensio d'aquell
qui els ha de treballar. Els processos d'abstraccio han de tenir lloc en el transcurs del
"Ehi_'”. perd no en el punt de partida. L'abstraccio ha d’esdevenir una necessitat, perd no
una imposicio.

Retornant al tema dels trencats, és interessant la valoracio que en fa Felix Klein
després de comparar els avantatges | desavantatges de la versio classica, intuitiva, i la
moderna, de caire logic, quan s'apliquen a |'ensenyament.

“I..Segurament 'exposicié modema és més pura, perd, en canvi, & també més pobre. Ja que,
de tot el que I'exposicid classica ens déna d'una vegada, I'altra sols ens en ddna una meitat:
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la introduccid abstracta, completamen t logica, de certs conceptes aritmetics —dits trencats— i
les operacions amb ells; pero resta sense resoldre encara una segona questid, totalmentindepen-
dentd'aquella i no menys impartan t: Es podran aplicar, a les magnituds intuitivamen t mesura-
bles, aquestes teories dels trencats, deduides d'una forma tan purament logica?”” (Pag. 42).

Per la nostra part segons els estudis que hem fet sobre la manera com, histori-
cament, han estat manipulats els nombres trencats, aquesta manera s'adiu amb la forma-
ci6 psicologica de |'alumne, tota vegada que els trencats troben de forma natural el model
de les magnituds mesurables de la mateixa manera que, en un primer estadi, tambeé
I'alumne necessita fixar els nous conceptes en objectes materials concrets. Sols després
d'una llarga manipulacié amb trencats, on els algorismes operatius sorgeixen espontania-
ment de les seves propies significacions, es pot passar a una contemplacié més abstracta
dels nombres racionals, que no pot anar deslligada de les operacions del calcul formal i del
caleul literal. Creiem convenient desplacar el punt de vista logic a |'etapa d'estudis univer-
sitaris.

A les pagines segients intentarem de fer un resum del quadre d'exposicio, que a
titol orientatiu podria servir per a introduir els trencats i el desenvolupament de les
operacions amb ells.

La introduccid dels nombres trencats i les operacions amb ells.

Respecte a aquest tema hem de dir, abans de res, que ja hi ha elaborat i editat un
material didactic molt en consonancia amb el desenvolupament historic dels trencats. Ens
referim als apunts editats pel Grup Zero de Barcelona, sota el titol La mesura i els nom-
bres, quadern de treball que al nostre judici respon al que hauria de ser una linia d'apre-
nentatge que respecti els condicionants psicologics i conceptuals del noi.

Per la nostra part farem un petit resum del que podria ser una forma d‘introduir
els trencats i de manipular-los per tal d'extreure’n els algorismes de les quatre operacions,
sense deixar de recomanar, com a exposicid més precisa i concreta, la continguda als
materials citats del Grup Zero de Barcelona.

Pensem que |‘esperit del alumne esta preparat molt aviat per a comprendre intuiti-
vament la nocid6 de nombre trencat, encara que només sigui perque d'alguna forma,
i a fora de |'escola, ja n’ha sentit a parlar, en el llenguatge que utilitza I'nome del carrer en
la seva comunicacié habitual. El paper del mestre no sera altre que fer adonar d'aguestes
expressions que el noi ja ha sentit dir, encara que sense parar-hi una atencio especial, |
conduir-lo a una reflexi6 sobre el seu contingut i significat numéric:

"“Falten tres quarts d'hora perqué vingui en Ramon'’.

“Posim mig Kg. de vedella".

“Aquest panta esta a dos tergos del seu nivell maxim®’.

Es pot comengar la introduccid dels trencats demanant als alumnes que trobin
d'altres exemples similars i que explicitin els continguts numérics que hi apareixen, &
a dir, que expliquin en el seu llenguatge quines quantitats els suggereixen els exemples
anteriors, i fins i tot com les obtindrien de forma constructiva, quan els problemes aixi
ho requereixin. Es pot proposar, en aquest estadi introductori, el problema classic de
repartir un pastis a parts iguals entre dos nois i tres noies, demanant als alumnes com
el resoldrien a la practica, i que contestin a la seva manera quina part de pastis s’ha
emportat cadascd, o bé quina part de pastis ha correspost a les tres noies.
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Les qglestions anteriors han de posar de manifest a |’alumne gue cada nombre tren-
cat, per a ser nomenat, necessita dos nombres enters (tres-quarts; un sisé; dos-tergos,...),
que el primer nombre juga un paper i el segon un altre, i, després d'haver deixat clara
aquesta guestio, nosaltres donarem la convencio d'escriure abreujadament els trencats de
la forma habitual 3/4, 1/6, 2/3,... especificant de nou els significats dels numeradors
i denominadors. Es convenient en aquest moment proposar a l'alumne que situi’ uns
quants trencats com a longituds dins d‘un segment pres com a unitat de mesura, per tal de
refarcar els significats del numerador i denominador.

Posem de manifest que, d'una manera natural, no apareixeran fraccions amb nume-
rador més gran que el denominador, ja que la idea primaria de trencat apareix per a
completar la mesura no entera. En canvi, si que apareixeran els nombres mixtes, com a
guantitats que tenen una part entera | encara una altra part que no arriba a u, pero que és
expressable, almenys de forma aproximada, per un trencat. Els nombres mixtes faran la
seva aparicio en problemes com el de mesurar la taula prenent com a unitat de mesura la
longitud de la llibreta, o bé la longitud de la classe expressada a partir de la de les rajoles
del terra. Nosaltres afegirem la forma d'escriure abreujadament aquests nombres mixtes:
7+ 2/3(ino7 %— , que es pot confondre amb un producte indicat).

A continuacio poden plantejar-se a I’alumne exercicis de comparacio de diferents
trencats o nombres mixtes, segons la seva quantitat, és a dir |'ordenacio de menys a més
de diferents trencats, idea que, treballada a poc a poc, ha de conduir a la recerca d'una
sub-unitat comuna de mesura, que permeti de comparar les quantitats dels numera-
dors. La manera concreta de fer-ho no hauria d'apartar-se del model geometric de les
longituds, que ofereix una clara manipulacié i al mateix temps permet visualitzar la
forma concreta de determinar una sub-unitat de mesura que quedi exactament compresa
en les sub-unitats de mesura anteriors. Les relacions aritmeétiques que aixd comporta
(reduccio a comd denominador) han de ser extretes a partir de la traducci6 de les manipu-
lacions geometriques al camp de |'aritmética dels enters. En cap cas al revés. Natural-
ment que al final d’aquest procés |"alumne tan sols es guiara per la forma o mecanica de
procedir per a efectuar la reduccié a com( denominador, perd és important que no perdi
de vista el significat de que fa, com ho fa, i per qué ho fa.

Desenvoluparem amb una mica de detall 'apartat anterior, a fi d’exposar un model
concret d'aprenentatge en la linia dels metodes heuristics:

Un esquema de desenvolupament heuristic

Problema de partida.
“Es tracta de comparar els dos trencats seglients: 3/5 i 4/7. Anem a veure quina de
les dues quantitats és més gran, i quant més gran és’’.
Professor. Pensem en el significat de 3/5 i de 4/7; en podem deduir alguna cosa respecte
a quina de les dues quantitats és més gran?
Alumnes. (Després d'una estona de pensar). Ens és dificil de comparar. (No saben expli-
car el perqué, i les respostes son confuses). A mi em sembla que és més gran
4/7, ja que després d'haver dividit la unitat en 7 parts, n‘agafem 4, que é més
que el numerador de 3/5.
Un alumne més eixerit replica: El que dius no és del tot cert, ja que per una
banda dividim la unitat en 7 parts i n'agafem 4, pero per |'altra banda dividim
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la unitat en cinc parts, cada una de les quals és més gran que les anteriors |
encara gque nomeés n'agafem 3 (en lloc de 4), és possible que el total de longi-
tud agafada sigui més gran que |'altra.

Professor. Sembla que no hi ha acord. Per qué no provem de fer una representacio grafi-
ca dels dos trencats, segons hem apreés a fer, i potser veurem alguna cosa que
ens permeti de comparar-los?

Alumnes. Dibuixant, amb certa expectativa de si aixo resoldra definitivament el proble-
ma).

I ] unitat de mesura

1:"5 315
j 1 i '
+
1/7 ) 4{7 . 1
*

Desil.lusic general. Aquests trencats sembla que tinguin la virtut d'amagar ex-
pressament quin dels dos és més granl

Es reprodueixen novament les discussions de quin dels dos és més gran. Els dibui-
xos no concorden exactament. Els alumnes ja estan demanant que el professor faci d'ar-
bitre respecte a quin dels seus dibuixos és el més correcte.

El professor intervé dient:

Fixeu-vos que un problema ens ha portat a un altre. Fins ara no hem tingut neces-
sitat de representar amb tota fidelitat un trencat (en teniem prou de fer-ho grosso modo).
En aquest problema necessitem trobar un metode rigoros i sistematic, per tal de situar
exactament cada trencat dins de la unitat de mesura. Us exposaré directament aquest
metode per tal que tots disposem de |a mateixa manera de fer-ho.

Per dividir la unitat, per exemple en 5 parts iguals, procedirem aixi: dibuixarem
una recta que parteixi d'un extrem del segment que volem dividir en 5 parts iguals, en
un angle qualsevol. En aquesta recta, i a partir del vértex com( 0, posarem un regle
graduat i assenyalarem 5 punts igualment distanciats (podem utilitzar, per exemple, la
propia unitat de mesura del regle). Després unirem I'GItim punt, corresponent a les 5
unitats marcades al regle, amb el punt A de |'extrem de la nostra unitat de mesura, i a
continuacio farem paralel.les a la recta que va del 5 al A, a partir dels punts que senyalen
el 1, 2, 3, i 4, paral.leles que ens determinaran les divisions del segment OA en 5 parts
iguals. (Per justificar el métode ens sembla que no cal apel.lar al Teorema de Tales, sino a
una certa intuicio a partir del mateix dibuix).

5
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El professor, després d'haver acabat |‘exposicio del métode per a dividir un seg-
ment a parts iguals, torna a situar el problema de partida al punt on I'havien deixat els

alumnes.

| els pregunta: on resideix la dificultat principal per a poder comparar direc-

tament 3/5 i 4/77

Alumnes.
Professor.

Alumnes.
Professor,
Un alumn

Professor.

Alumnes,

Els

En la dificultad de fer un dibuix exacte.
Oblideu-vos per un moment del métode que us he ensenyat, que, a part de les
dificultats de portar-lo a la practica fidelment, ens seria impensable d‘aplicar
a fraccions del tipus 300/501 i 400/701.
Només ens faltaria haver de dividir un segment en 701 parts iguals!
Insisteixo, on esta la dificultat principal per a comparar 3/5i 4/7?

e.En el fet que, en dividir el segment en 5 parts per una banda i en 7 parts per
I'altra, les sub-unitats de mesura no sén comparables entre si.
La idea és aquesta, perd diguem de moment que les sub-unitats de mesura 1/5
i 1/7 no son facilment comparables. Aquesta és la dificultat principal a vén-
cer. | en conseqiiéncia, resoldre el problema inicial sera equivalent a trobar
una sub-unitat de mesura més petita que 1/51i 1/7, i tal que capiga un nombre
exacte de vegades dins dels segments de longituds 1/5 i 1/7, respectivament.
Us suggereixo que us ajudeu d'un dibuix, si creieu que us pot servir per trobar
aquesta sub-unitat de mesura que cal buscar.

1/5 1/7

(Diferents temptatives. Van dibuixant els segments———i +——— i els divi-
deixen en diferents parts iguals:

1/5 en 2 parts en 3 parts en 4 parts
1/7

La falta de métode presideix la majoria de sub-divisions. La gliestio es compli-
ca. Sembla que s'arriba a un atzucac.
alumnes han treballat simultaniament en la divisio del segments 1/5i 1/7 i no

troben cap subdivisio comuna. S'imposa una mica d’ordre.

Professor.

Anem per parts. Intentem de trobar totes les sub-unitats de mesura del seg-
ment 1/7, 1 fem una taula de valors on expressarem les longituds dels segments
que s‘obtenen en dividir 1/7 en dues parts iguals, en tres parts...

— 1/7 en tres parts e { } t } +—+—— sub-unitat de 21_1

t—— 1/7 en quatre parts 54

g 1
{+s— sub-unitat de —
' 28

1
I

Les sub-unitats del segment 1/7 corresponen a segrhnehts de longituds:
Parts en queé
es divideix 1/7 2 3 4 5556 7 8

sub-unitats obtingudes

Longitud de les

14 21 28 35 42 49 56



Feu el mateix per trobar les sub-unitats de 1/5, expressant-les de forma ordenada

com abans:

Parts en que es
divideix 1/5 2 3 4 5 6 7 8

Longitud de les
sub-unitats obtingudes

IR N P i iy
5 20 25 30 35 40

—
o
-

El professor pregunta: Hi ha alguna sub-unitat comuna?

Alumnes.
Professor.
Alumnes,

Professor.

(Tots). Si, la de longitud 1/35.

Esteu segurs de que no n’hi hauria cap més?

(Passa una bona estona). Un d’ells: si continuéssim subdividint probablement
en trobariem més. Si, ara ho veig, les sub-unitats s'obtenen a partir dels multi-
ples de 5 i de 7; per aixd hem trobat el 35, i també, de continuar les taules,
trobariem el 70, i el 105,...

Ara sembla que estem en el bon cami’; hem resolt la dificultad principal. Resul-
ta que cercar la sub-unitat que quedi compresa exactament dins dels segments
1/5 i 1/7 equival a cercar multiples comunsa 5ia 7 (o sigui 35, 70, 105,...) i
llavors les longituds d’aquestes sub-unitats seran 1/35, 1/70, 1/105,... Per més
comoditat i per tal de treballar amb el minim de subdivisions agafarem el mal-
tiple comud de 5 i 7 més baix, és a dir 35.

Professor als alumnes. Anem a veure si aixo resolt definitivament el problema. Suggerén-

Alumnes.

cia que us faig: calculeu 1/7 i 1/5, quantes vegades son 1/35, i després arribeu
a calcular 3/5, 4/7 quantes vegades son 1/35.

(Ja sense gaires dificultats). 1/35, quantes vegades cap dins de 1/7? Mirant la
taula que hem fet abans, veiem que 1/35 ha sortit de dividir el segment 1/7 en
5 parts iguals, i en consequéncia 1/7 ha de ser 5 vegades 1/35, és a dir 1/7 és
igual a 5/35. Com que 4/7 és 4 vegades més que 1/7, resultara que 4/7 seran 4
vegades 5/35, o sigui 20/35

N abi Jl4 C - 20
T 7

3b 35

Fent el mateix per a 1/5, resulta que 1/35 hi cap 7 vegades, i 3/5, que és tres
vegades més, equivaldra a 21/35.

e s R

§ 135 46  3b

Els alumnes ara contesten tots que 3/5 és més gran que 4/7.

El professor no s‘acontenta amb aixo6; vol saber més, | pregunta: en quant sobrepas-
sa3/5ad4/7?

Els alumnes pensen una estona i rapidament un d’ells contesta, sensa vacil.lar, que el
sobrepassa en 1/35. |

El professor planteja tornar al principi del problema i proposa altre cop representar
els dos trencats 3/5 i 4/7 dins del segment que fa d'unitat de mesura. Els nois, almenys la

majoria, ja

prefereixen utilitzar la sub-unitat de mesura comuna i fan la divisio del seg-
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ment unitat en 35 parts iguals, prenent en cada cas 20 i 21 parts de les 35 que tenen

20 21
36 35
}' -+ \/ 4
g
4/7 3/5

Ara, tots els alumnes comprenen quina era la causa que feia que hi hagués confusio
a la primera representacio. Els dos trencats estaven molt a prop, i era dificil de discernir
(sense utilitzar una sub-unitat comuna de mesura) quin quedava a la dreta i quin a
I'esquerra.

El professor recapitula tot el que s’ha fet, i planteja les seglients equivaléncies:

Pregunta: d'on ha sortit el 357

Resposta: De fer el minim comu multiple entre 5 7.
Pregunta: d'on han sortit el 20 i el 217

(Pausa. Reconstruccio rapida i operativa del problema)

disie® sl oD
710 435, 3B 35
W o2 SIS B e Al
5= ,36,:0 6 8B i85

El professor sintetitza:

“Si multipliquem el denominador d'una fraccié per un determinat nombre, també

hem de multiplicar el numerador pel mateix nombre, per tal d’obtenir una fraccio

equivalent a I'anterior”.

Heus aqui la idea de fraccions equivalents. El professor pot proposar com a exercici
trobar 10 fraccions equivalents a les utilitzades en la resoluci6 del problema anterior: 3/5
i4/7.

El professor fara veure que la equivaléncia de fraccions ens permetra també de sim-
plificar una fraccié, sempre que puguem dividir numerador i denominador per un mateix
nombre,

El professor fara també adonar-se que en la resolucio del problema hem multiplicat
I dividit fraccions per nombres enters: 1/7 dividit per 5 ha donat 1/35; 4 vegades 5/35 ha
donat 20/35

15 i) 5 _ 2
X 86 36

gt
S 35
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Passos intermedis realitzats:

3 4 39 .86 _2 20 1

§ 7 B.7 B3 ™38 36 35

Heus aqui un primer algorisme per a restar dues fraccions:
1) Cercar el m.c.m. dels denominadors.
2) Cercar dues fraccions equivalents a les que volem restar, amb el denominador
comu abans buscat.
3) Restar els numeradors, conservant el mateix denominador.
E| professor plantejara com a nou problema trobar |a forma de procedir per a sumar
dos trencats. Pot servir també com exemple:

3 4
—....+._
5 7

Fins aqui hem tractat de presentar una manera concreta i heuristicar de desen-
volupar una part dels trencats. A partir d’ara ens limitarem a exposar la linia de treball
dels altres algorismes, prescindint del detall amb qué hem tractat |’apartat anterior,
i deixant per al professor |I'adopcio dels metodes heuristics que cregui convenients.

L‘algorisme del producte de nombres trencats.

El producte de trencats comporta més dificultats (encara que |'algorisme és el més
senzill) i convindra presentar-lo als alumnes molt lentament i per parts. Es pot comencar
el tema plantejant la resolucié de problemes que impliquin el producte d'un enter per
una fraccio. Per exemple: quant és el triple de 2/7 de metre? E|l problema pot ser resolt
pels alumnes sense més que reflexionar en el concepte de fraccid que pot ser representa-
da graficament, fer el triple del segment obtingut i traduir finalment les operacions
geomeétriques al camp de |'aritmeética, més o menys seguint el seglient esquema:

1 m. ; y

A 1 i R Operacions aritmetiques
2 N2 6

triple = —{ equivalent a 6/7 m. T

de 2/7 m.

Es pot seguir amb problemes com aquest: Quant fan 3/5 parts de 7 metres?, que no
voldra dir altra cosa que dividir 7 m. en 5 parts iguals i agafar-ne 3. Si |'alumne par-
teix de la representacio grafica, com abans, convindra que remunti certs paranys que tro-
bara:

ey
7m ; 4 } b i i 1 —
S } : ' ==
3 cops - i . —

¥ T T T

7/5 m.

Pero, quina és aquesta longitud?, a quines sub-unitats esta referida? Soén tradui-
bles les manipulacions geométriques al camp de |'aritmética? En quin moment hem
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perdut la sub-unitat de mesura? Si la sub-unitat de mesura havia d'aparéixer en dividir els
7 m. en cinc parts, per qué no ho provem de fer d'una altra manera, com per exemple
dividint cada un dels 7 m. en cinc parts i despreés agafant 3 de aquestes parts?

1m. =

7 m. — + t

+
Bm P =1 TR — = a———— |
:
=

M ==}

: 1
Sub-unitat de mesura g m
Quantes d'aquestes n'hiha? Tantes com 3.7, és a dir, 21.
: ; 1 1 1
Quina longitud total representa? 21 vegades 5 de m., es a dir 2? m. =4 m.+ 3 m.

Operacions aritmetiques efectuades:

3 21 1
_— = — =4 + —
5 7 5 5

El seglient pas vindria donat per problemes que comportessin el producte de dos
nombres trencats. Als manuals d’aritmétiques mercantils del Renaixement podem obser-
var que a aquest tipus d'operacio se |i dedica un nombre molt considerable de pagines, la
qual cosa ens porta a pensar que |'adquisicio de |'estructura operativa del producte, quan
es refereix a nombres trencats, no és trivial, i que requereix una introduccio pacient i
sistematica. En aquests manuals trobem una insisténcia molt gran a abordar problemes
del tipus: Quan fan tres quartes parts de 2/5 de metre? Els exemples similars son nom-
brosos a tots els manuals.

L'exposicio didactica de la resoluciod de tals problemes hauria de seguir les mateixes
pautes anteriors. Com abans, torna a ser convenient que l'alumne primer resolgui el
problema manipulant longituds geometriques, i que després tradueixi les manipulacions
efectuades al camp de |'aritmeética, per tal d'extreure |'algorisme corresponent. Més o
menys el quadre operatiu pot ser el seglient:

Manipulacio geométrica Operacions aritmétiques assocades
Quant és 3/4 de 2/5 de metre?
= §1m.
) t t i 11/5m.
i | ) La nova sub-unitat de mesura (denominadar) s'ha
’ I ¥ ¥ ¥ 1 2"5 m abtingut en dividir —;— de m, en guatre parts iguals,
= :-—. ' : ———} goifig—gu} 1f4d82f5m- reiultamsur;—nm
equivalent a
= ql Nl ; sub-unitat de l—du %resuila ser 2 subunitats de 2_10' m,
L oo T | L 1
1/20 m. : i e e S
B YL 5 20,
S==2 —} —+ 4+ 3/4de2/5m %‘ de —:-‘rl.'hulldst'r"i 2 subunitats de 2]—0 m,
L ) d esadir: 56_0 m.
ongitu i i
: 91 equivalent ; 6 sub unitats ALGORISME
de — m, ésadir — i 2E ras 27 NG
' m, T T 8. =0
20 20 Aslg= 4.8, 120
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Una altra forma de presentar |'estructura operativa del producte entre trencats és
a partir del model de |es arees. Per exemple: quina és |'area d’una peca de tela que medeix
3/5 de m. de llarg per 2/3 de m. d’ample? Es pot induir I'alumne a resoldre graficament
el problema sense més que representar el tros de tela dins del quadrat de mesura 1 m2.:

<—35m > :
ZZ 727
ZZ7
% . % 2/3 mééé
77 :
IZ__k
W

N

1m. >

El quadrat d'area 1 m2. queda dividit en tants rectangles jguals com indica el
producte de denominadors, i la part d’area que correspon al rectangle ombrejat, de cos-
tats 3/5 per 2/3, esta formada per tants rectangles petits com indica el producte de
numeradors: en consequeéncia, si la sub-unitat de mesura és 1/15 i tenim 6 d'aquestes
sub-unitats, el trencat que representa la part ombrejada és 6/15. L’algorisme que es
despren per al producte és, doncs:

Es pot acabar aquest apartat proposant a |'alumne que trobi la forma d’efectuar
un producte entre un nombre mixt | una fraccid, com per exemple: Quants duros val un
tros de corda de 7 metres i mig, sabent que cada metre de corda costa tres quarts de duro?

Es pot orientar I'alumne a partir d'un dibuix, que |i suggereixi efectuar el produc-
te per parts:

- ? m. '\;I {'2}m.
\ ~~ =
’ 3 ; T3
preu d'aquest tros 7. Tduros preu d'aquest tros o a duros

3 13
P total de | 7 —+ =, —
reu total de lacorda: 7 2 >4

Forma sintetitzada d‘operar: (7 +1/2) .3/4=7.3/4 +1/2.3/4=21/4+3/8=
42/8 + 3/8 = 45/8 = 5 + 5/8 duros. Es a dir 5 duros i encara 5 vuitenes parts de duro.
Arribats a aquest extrem, és convenient ja posar de manifest a I'alumne que, per
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raons simplificadores, es pot transformar un nombre mixt en una espécie de trencat, de
numerador més gran que el denominador, de la seglient forma:

1 14 1 15
= LRI e T ]
e e e, WL
15 3 _ 45
2-4—8deduro

L'algorisme de la divisid entre trencats

Quant a la divisio, creiem que el més convenient no és introduir-la com la’operacio
inversa del producte, questid que mai no queda prou clara a |'alumne, que sols s’ho creu
en un auténtic acte de fe, amb |'esperanca d'aferrar-se al mecanisme formal que li per-
meti efectuar divisions entre trencats.

Pensem que la via més natural per a iniciar-se a la divisio entre trencats correspon
a la que van seguir aquells mercaders del Renaixement en els seus contractes de venda de
mercaderies. Procedien de |a seglient manera:

Volem veure, per exemple, quantes vegades és més gran una tela que amida 7/8 de
metre que aquella que amida 1/4 de metre, problema equivalent al resultat de dividir
7/8 entre 1/4.

Representem graficament els dos trencats i plantegem-nos graficament quantes vega-
des cap 1/4 dins de 7/8.

7/8
= f 5 : I i T — i 1m,
\...__Y—I
1/4

A cop d‘ull, aquest cas es pot resoldre dient: 3 vegades i mitja més gran.

Si la qlestid no hagués estat tant visible, el cami més natural a seguir hagués es-
tat comparar-los a partir de buscar una subdivisid més petita que la determinada pels dos
denominadors corresponents, subdivisid que faria de denominador comi. A I‘exemple
anterior haguéssim procedit aixi: Dir quantes vegades és 7/8 més gran que 1/4 és el
Mmateix que contestar quantes vegades és 7/8 més gran que 2/8, i com que ambdos trencats
estan referits a una mateixa sub-unitat de mesura, i per a un trencat en tenim 7 i per a
Ialtre 2, el problema es redueix a dir quantes vegades és 7 més gran que 2, que té per
resultat 7/2.

Amb expressions abreujades, el procés és aquest:

Ay Ay =l ol il
Food, -8 B 2
Ry e ) 0 S (R W gl ey s
B CTIESara ata silaTy
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| si per guanyar temps ens quedem amb el resultat final, eliminant el pas inter-
medi de reduir a comd denominador, la regla algorismica que ens resulta correspon a la
coneguda multiplicacio en creu.

Exposats els quatre algorismes que permeten operar trencats amb trencats, hem
dinsistir que sols la practica de resolucio d’una gran diversitat de problemes, extrets
preferentment de la vida real, sera el que permetra a |'alumne consolidar els diferents
algorismes operatius, i, el que és més important, reafirmar el concepte de nombre trencat,
emprant-lo adequadament en cada situacio concreta susceptible de ser tractada amb
aquests nombres.

La divisid entre enters, els nombres trencats i els nombres mixtos

En moltes ocasions es fa inconscientment correspondre un nombre trencat a una
divisi® entre enters, i viceversa. Per exemple es diu "“3/4 és el resultat de dividir 3 entre
4", Ara bé, la coincidéencia no es donara en |'alumne sind a través de la reflexio, i en
conseqliéncia el procediment més natural sera aquell gue formuli la questio en forma de
problema a resoldre. Per exemple:

"Si hem definit 3/4 com la magnitud que resulta de dividir la unitat en 4 parts
i agafar-ne 3, ens resultara el mateix que agafar 3 unitats i dividir-les en quatre parts?". La
resolucioé del problema decidira I’'equivaléncia entre el trencat i la divisid de dos enters.
Insistim que la pregunta pot ser trivial per a nosaltres, perd que no ho és per a la psicolo-
gia del noi, que encara no ha assimilat |'estructura del trencat com una divisio entre
enters, i potser no convé anticipar-li la resposta, siné deixar que I'alumne raoni la questio,
cosa que probablement fara a partir d’una construccio geométrica de segments:

3/4 m.
——= — f f — — 3 m
1m. + A
3 m. dividits en quatre parts

L'equivaléncia sols es posara de manifest si dividim els tres metres d'una determi-
nada manera: dividint cada metre en quatre parts i agafant després un quart de cada un
i ajuntant-los:

—_— + + = + + = + — 3
1/4 m. 1/4 m. 1/4 m.
Fl_‘—-—!"'—: ]

34 {1 Resultat de dividir 3 m. entre 4

També es pot procedir de la seglient manera:

Per una banda tenim 3/4, que vol dir 3 vegades 1/4.

Per altra banda tenim 3 dividit per 4 (3:4), i volem veure si les dues quantitats
numeéricament coincideixen.

El primer resultat 3/4 el tenim expressat en quarts (com a sub-unitat de mesura).
Per establir la comparanga podem intentar expressar 3 en quarts, resultant que 3 son 12
vegades 1/4.
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Ara el problema de la divisio de 3 entre 4 es redueix a dividir 12 quarts entre 4,
que resulta ser 3 quarts (de la mateixa manera que 12 avellanes dividides en quatre
parts donaria 3 avellanes a cada part). Resumint dongcs, tenim que 3 dividit entre 4 és
equivalent numeéricament a 3/4.

El raonament es pot sintetitzar simbolicament en aquestes igualtats:

s e UL i
3i4=2:a =3 1

1
4

Aixi, la divisid no exacta entre nombres enters trobara en el marc dels trencats
I'eina fonamental per a poder realitzar la divisio de forma exacta. En efecte, reprenent
el mateix model de longituds, pot tornar-se a plantejar als alumnes que calculin quants
metres de tela tocaria en un repartiment de 10 m. entre tres persones, i com farien a la
practica tal repartiment.

Allo que abans corresponia a dividir 10| 3 donava per resposta (asociada a

13
aquesta divisi6): tocaria a 3 metres per a cadascl i quedaria encara 1 metre a dividir entre

els tres. Ara la resposta es converteix en una Unica expressio, abreujada aixi: 3 + ?de

metres de tela per a cadascu.
La prova que la divisio estava ben feta, abans era:

QUOCIENT X DIVISOR + RESTA = DIVIDEND
3 X 3 i il = 10
Arala prova es convertira en:
QUOCIENT (trencat) X DIVISOR = DIVIDEND
3+ ) x 3 = 10

Aquesta identificacidé entre nombres trencats i divisid entre nombres enters és la

que permetra més endavant justificar la identificacio entre nombres trencats i nombres
decimals.

Introduccio als nombres decimals i identificacid entre trencats i decimals.

En un estadi mental una mica més desenvolupat es pot plantejar als alumnes la
necessitat d'unificar tots els trencats a partir d‘expressar-los com a sumes de les sub-
divisions successives de 10 en 10 (ampliacio del sistema decimal per a nombres més petits
Que u). 3/4 = 7/10 + 5/100, que per més comoditat escriurem aixi: 3/4 = 0'75, indicant
7 les décimes i 5 les centésimes.

_ La questio ha de presentar-se intimament vinculada a la reunificacio que es va fer
hlStoricament, pel que es refereix a determinar internacionalmente unes mateixes unitats
de pesos i mesures: el metre, decimetre, centimetre, mil.limetre,... i el Kilogram, Hec-
togram,... gram, decigram, centigram, mil.ligram,... Es pot fer adonar a I'alumne que no
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totes les mesures de magnituds a la vida real son fetes a partir de les subdivisions de
10 en 10, com per exemple que les subdivisions de I'hora son fetes de 60 en 60, a I‘igual
que les mesures dels angles en el sisterna sexagesimal.

Aquesta introduccio als nombres decimals pot ser feta de forma heuristica sense
més que plantejar un problema de mesura (utilitzant un regle graduat) i propossant fer el
mateix de forma teorica a partir del significat de nombre trencat. Per exemple:

Agafem un segment de longitud 4/7 de decimetre, representant-lo graficament a la
llibreta de la forma més facil possible (prendre 1 dm., dividir-lo en 7 parts iguals i aga-
far-ne 4). Un cop senyalat aquest segment anem a mesurar-lo a partir de les sub-uni-
tats propies del regle graduat. Quines son aquestes sub-unitats? El centimetre i el mil.li-
metre.

Quina part de 1 dm. és 1 cm.?: la décima part. 1 cm., = 1/10dm.,

Quina part de 1 dm. és 1 m.m.?: la centésima part. 1 m.m.= 1/100dm.

Son concebibles sub-unitats encara més petites que aquestes? Com les construiriem,
pel mateix procediment d‘anar subdividint cada vegada per 10?

Proveu ara de mesurar el vostre segment 4/7 dm. amb aquestes sub-unitats. Quant
us dona?: 5 cm. i un poc més, millor dit, aproximadament 5 cm. i uns 7 m.m.

Anem ara a fer el mateix que hem fet amb el regle, perd raonant a partir del concep-
te de fracci6. Les sub-unitats que prendrem seran les mateixes que les del regle, és a
dir: 1/10 dm., 1/100 dm., 1/1.000 dm. Es pot comengar preguntant als alumnes: Podrieu
calcular (no mesurar) quantes vegades haurieu de prendre la longitud 1/10 dm. per
aproximarnos al maxim al segment 4/7 dm. sense sobrepassar-lo? Dit d'una altra manera,
quantes vegades cap 1/10 dins de 4/7?: seran tantes com indiqui la part entera de la divisio
de 4/7 entre 1/10, és a dir, la part entera de 40/7 = 5 + 5/7; o sigui 4/7 és 5 vegades
1/10 i encara una mica més:

Ara de nou podrem fer el mateix per a la part que ens ha sobrat, i que no arriba a
1/10. Calculeu la segiient subdivisid, 1/100, quantes vegades cap dins de la part sobrant
anterior 5/70.

Recapitulant tot el que hem fet, tenim que:

4 5 5 5 7 1
—_—= — t = = — el (e —_—
7 10 70 10+ 00+ 700
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Si continuem un pas més amb les subdivisions 1/1.000 tindrem que:

e e et e i

700 © 1.000 700 7

1 1 1.000 3

1 3 1 1 3
—_— = + — =
700 (1 7) 1.000 1.000 i 7.000

Es a dir, I'aproximacié del segment 4/7 fins a les mil.lésimes de dm. és:

i_._§+l_+_1+__3_ 1—:-;-I t ued a sequir aproxi
PG 100 1000 - 7,000 0t Fggp <2 PALQUEAMEERREEASORNIaRTOX]
mant

Heus agui una forma concreta per a anar aproximant qualsevol trencat a partir de
les sub-unitats que van de deu en deu divisions.

A continuacid es pot proposar als alumnes que efectuin la divisio entre 4.000 i 7,
segons l'algorisme que tots coneixen:

4.000 ] 7

50 571
10

=

| se’ls pot preguntar si hi ha alguna relacio entre les xifres que apareixen al quocient
i els numeradors que havien trobat abans, corresponents a les subdivisions de deu en deu.
L'aprofundiment d'aquesta qliestié ha de conduir a justificar I'algorisme més rapid per a
aproximar trencats a partir de les subdivisions propies del sistema decimal.

Per altra banda, pot justificar-se la notacio decimal de la coma que s’utilitza per
separar |a part entera de la que no ho és, sense més que posar en relleu gue:

180600 - 1
1000 7  1.000

4 3 571 3
g = .
7 )

(57”7 1.000 ' 7.000

i com que per dividir per 10 es desplacava la coma un lloc cap a l'esquerra, i en dividir

per 1.000 ho feiem desplagant-la tres llocs, guiant-se ara pel mateix procediment, tenim
que:

que no voldra dir altra cosa que el trencat aquest no té part entera, i que representa la
Quantitat de 5 décimes, més 7 centésimes, més una mil.lésima.

: La senzillesa de |'algorisme de pas dels nombres trencats a la seva expressio’ de-
cimal justifica donar-lo en una etapa que es pot situar en un any o dos després d’haver
Introduit els trencats. Per altra banda, el costum estés de treballar amb el sistema me-
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tric decimal facilitara la comprensio dels nombres decimals, reafirmant per mitja d’ells
la idea de mesura.

S’ha d’anar molt amb compte de no abusar excessivament de la practica d’opera-
cions entre nombres decimals com a substitucié de |'operatdria entre trencats, practica
tan temptadora amb la preséncia de les calculadores de butxaca, perd que pot arruinar
"adquisicid d'una soltura operativa entre trencats; aquesta soltura operativa ha de servir
per a aspectes de treball matematic posterior, com el calcul radical, fraccions polinomi-
ques,... i, en cas de no haver-se consolidat en la practica dels trencats, pot quedar sotmesa
a un procés datrofia irreversible.

Es possible que aquesta forma de treball, per introduir els nombres trencats, re-
quereixi més temps que no pas aquella altra que parteix d'una definicid abstracta i
presenta els algorismes d'una manera completament formal; pero en canvi la inversio de
temps ve compensada per una sedimentacio lenta del concepte de nombre trencat, i una
comprensioé del marc de problemes en qué s'utilitzen aquests nombres. Per la nostra part
ens limitarem a constatar les deficiencies que observem en |'aprenentatge d’aguest tema.
En una prova, realitzada a |'Institut de Batxillerat “‘Barri Besos", el curs 1982, feta
a 160 alumnes gue havien acabat la etapa d'EGB., els resultats correctes de |a part de
trencats van ser els seguents:

Quants minuts son 2/5 de hora? Contesten correctament un 44%o

Efectuar les operacions: % =r -:13—- : -% Contesten correctament un 19%o

Els resultats son prou eloguents per a intentar i alentar d'altres vies d'introduccio
als trencats.
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CAPITOL 15:

PAPER DELS PROBLEMES DE PLANTEIG. PROPORCIONALITAT DIRECTA

Deixant de costat tots aquells aspectes de la matematica elemental concernents a
I'operativitat i al calcul, ens trobem que els problemes de planteig ofereixen una amplia
gama de questions, susceptibles de desenvolupar al maxim els recursos propis del pensa-
ment matematic. Es aquest capitol que proporcionara per primera vegada als alumnes la
sensacié que els métodes matematics sén una bona i potent eina de resolucid per a un ex-
tens ventall de problemes extrets de la vida corrent.

La forma concreta d'abordar aquest tema determinara fins a cert punt l'actitud dels
alumnes a |I'hora d'enfrontar-se més endavant a problemes de més envergadura. En aquest
apartat cal desenvolupar a fons certes pautes de conducta que ja no hauran d’abandonar-se
més en el quefer de |'aprenent de matematiques: saber llegir bé els enunciats dels proble-
mes, organitzar les dades informatives dels enunciats, tenir clar qué és el que ens demanen
a I'enunciat i si hi ha alguna relacié directa entre qué ens demanen i qué ens donen com a
punt de partida; el tempteig de possibles vies de resolucié del problema; la comprovaci
del resultat final i la coheréncia que té dins de I’enunciat gl obal del problema; el desenrot-
llament del sentit d’aproximacid,... Si no som capacos de desenvolupar aquests habits en
I'alumne i en aquesta fase, no ens estranyem que més endavant I'alumne enfront d’'un nou
problema, es limiti a preguntar-se: i quina férmula s’haura d'aplicar per resoldre aguesta
qliesti6?, o bé que comenci a fer operacions a la babala, sense saber on va, perd amb la fal-
sa esperanca que al final surti el resultat esperat de forma miraculosa.

Els problemes de planteig integren un dels apartats matematics que requereix més
cura i més temps de dedicaci6, per tal d‘'aconseguir una assimilacié adequada, per part de
I'alumne, de tots aquells habits abans referits. Es en el tractament d'aquests problemes on
I'alumne ha d‘abastar un estadi de pensament pre-algebraic, suficientment ampli per a po-
der donar el salt definitiu i treballar a partir d'un determinat moment amb eines més abs-
tractes, que corresponen als principis de |'dlgebra simbdlica. En certa manera aquests pro-
tflemes han de permetre passar gradualment per les seglients etapes: raonaments aritmétics,
dlgebra retdrica, algebra sincopada i algebra simbélica; perd no sols aixd, sind que el tipus
de problemes tractats suscitaran a I'alumne nocions noves i forcosament desdibuixades,
com les de funci6, linealitat, variable, continuitat,..., que encara quedaran molt lluny del
Seu tractament matematic.

211



Pensem que aquest és un cap(tol clau per a assentar unes bones bases per a |'assimi-
lacié futura de l'dlgebra, i que el perill més gran que es presenta en el seu desenvolupa-
ment és anar massa de pressa, sense esperar |‘evolucié mental de |'alumne, abocant da-
munt aquest les eines Gltimes de treball abans d’haver esgotat les vies naturals de pensa-
ment i les possibilitats de raonament aritmeétic.

La llista de problemes de planteig que pot utilitzar el professor és molt variada, i
comprendria els classics problemes d'aixetes, mobils, rellotges, obrers, correus, sous, he-
réncies,... aix/ com alguns bonics problemes d’entreteniment matemadtic. Podria ser d'in-
terés recuperar |'antiga classificacié dels problemes de planteig que contenien les primeres
aritmétiques. Els problemes caldria resoldre’ls pels métodes particulars adients a cada
una de les classes (els meétodes s'expressarien retdricament, i serien el resultat d'haver re-
solt préviament molts problemes del mateix tipus). La justificacié dels métodes es faria en
un ambit molt concret, sense que necessariament fossin utilitzats els conceptes moderns
que intervenen en els problemes. Per exemple, no cal el concepte general de velocitat, que
permet unificar els problemes de mobils i els d'aixetes. El concepte primitiu utilitzat a
I'aritmética de Treviso, en substitucié del modern de velocitat (nombre de passes en inter-
vals de temps iguals, no necessdriament especificats) pot ser un bon recurs per a manejar
aguesta mena de problemes abans de donar cap definici6 de la velocitat com a distancia
(en unitats convencionals) per unitat de temps (convencional).

La Introduccié del Concepte de Proporcionalitat.

El punt de partida d'una bona part dels problemes de planteig el constitueix el con-
cepte de proporcionalitat, concepte que |'alumne hauria d’adquirir, no tant a partir d'una
correcta definicié, siné a partir de |a resoluci6 de problemes senzills com el seglient:

"'Si amb 120 ptes. puc comprar 3 bombetes, i en necessito 60, guantes ptes, em faran falta?"

Problemes com aquest no requereixen haver-ne fet d'altres anteriorment perqué
I'alumne pugui abordar-los sense cap més arma que el seu propi pensament. Seria del tot
ridicul oferir férmules, abrigades sota un esquema teoric i general, per a abordar proble-
mes d'aquesta senzillesa. Deixem que cada alumne desenvolupi lliurement els seus propis
esquemes de pensament natural i espontani, i no castrem d’entrada els recursos dels alum-
nes, que precisament sén el que es tracta de potenciar!

Si deixem fer als alumnes per ells mateixos, és molt probable que al problema ante-
rior apareguin dos camins possibles que condueixen a la soluci6. L’un consistira a trobar
primer el preu de cada bombeta, i després multiplicar-lo per 60. L’altra procedira dient:
com que he de comprar 60 bombetes, que sén vint vegades més que 3 bombetes, em €05
taran 20 vegades més que 120 pesetes, és a dir 2.400 pesetes.

Tant un raonament com |‘altre porten a ampliar dues guantitats proporcionalment
o linealment, a partir de multiplicar-les per un mateix nombre, fins que un dels resultats
coincideixi amb un altre del requadre:

Ptes. l Bombetes
120 | 3 multiplicant per 20 (120 passa a 2.400)
60

- multiplicant per 40 (60 passa a 2.400)
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Podem fer adonar als alumnes de les relacions que hi ha entre els diferents nombres
que intervenen en el quadre de dades, fent certes preguntes adients respecte als métodes
de resolucio.

La primera forma de resoldre el problema ha consistit a esbrinar el preu de cada
bombeta, i després hem calculat el preu de les 60 bombetes. Podem preguntar: Es ve-
120 _ 2.400
3 60

La segona forma de resoldre-ho s’ha basat a veure quantes vegades sén més 60 bom-
betes que 3 bombetes, per, a continuacid, dir que tantes vegades més serd el preu de les 60.

gl 5 2z 00 2.400
Preguntem: Es verificard la relacid 3 - 120
cients? Aquestes i altres qlestions aniran paulatinament configurant el marc operatiu
propi de les proporcions.

Quan parlem d'asugmentar linealment certes quantitats, estem utilitzant un llenguat-
ge inintel.ligible per a I'alumne, ja que aquesta expressié adquireix sentit en el marc de
I'estudi de les funcions lineals que tenen per grdfic una recta, i d'aqui el nom. Creiem que
no és el cami més adequat estudiar per primera vegada les nocions de proporcionalitat
entre quantitats, o la variacid de certes quantitats, mantenint la proporcionalitat entre
elles, a partir de la idea de funcid, cosa que implica la nocié de variable i la de relacié en-
tre variables, conceptes prou abstractes per a no constituir un recomanable punt de parti-
da. Realment el camr de desenvolupament conceptual ha d‘anar al revés, és a dir, tractar,
a partir del raonament aritmétic, les nocions primdries de proporcionalitat; després a par-
tir de I'assimilacié de la mecdnica i de la forma d'operar aquests problemes, han d'apa-
réixer paulatinament els recursos que més endavant prendran cos dins del marc de |'dlge-
bra retdrica. En definitiva, creiem convenient que |’estudi del concepte de proporcionali-
tat es faci sota I'imperatiu de no utilitzar en cap moment la idea d'incdgnita-representada-
per-una-lletra, i molt menys encara la de variable o funci6.

Els problemes de planteig que corresponen a I'estudi de la proporcionalitat han d'in-
tegrar |'estadi pre-algebraic, que amb el temps fructificard dins del marc de la teoria
d’equacions polindmiques. Es per aixd que no creiem recomanable la resolucié dels pro-
blemes de proporcionalitat a partir dels mecanismes automatitzats de la Regla de Tres, o
almenys no fer-ho fins a I'dItim moment, quan ja s’ha culminat |’estudi de la proporciona-
litat. La rad de no fer-ho ens sembla evident, ja que, qué hi ha sota la forma de procedir
que resol el problema a partir d’aquesta regla?

120——————3 _ 60.120

ksl G ST

Per I'alumne no hi ha res més que aixd: una lletra, un producte “creuat’’ de nom-
bres i una divisig, Jja que tota regla sistematitzada representa una economia de pensament,
al mateix temps que emmascara les raons que condueixen a aquesta regla. Aix( és que la
regla resolutiva sols és valida, quan ja s’han entés perfectament els motius que condueixen
a ella. Fet i fet, el millor seria que, després de resoldre molts problemes d‘aquests, fossin
els propis alumnes els que en tot cas adoptessin la mecdnica de la regla, sense haver-los-la
explicada.

Després d'haver resolt uns quants problemes de proporcionalitat on intervenen pare-
lles de nombres, es poden plantejar d'altres problemes on apareixen proporcions entre
més nombres, com per exemple:

rificard la relacié ?, i, qué expressa cada un d'aquests quocients?

?, i qué expressa cada un d'aguests quo-

""Tres amics inverteixen les quantitats seglients per comprar caramels: en Pere inverteix 100
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ptes., en Joan 50 i en Miquel 10. Sabent que per la suma total de diners els n’han donat un
kilo i mig, com s’hauran de repartir els caramels?.”’

La gamma d'aquests problemes extrets de la vida real és molt amplia, i és conve-
nient fer-ne molts per tal que s'assimili bé el concepte de proporcionalitat i I’operatoria
que porta associada. A la quarta part d’aquest llibre es poden trobar uns quants d'aquests
problemes, extrets de les primeres aritmétiques mercantils. Els problemes de percentatges,
o els d'aliatges, poden ser un bon recurs. Per exemple:

*‘Es vol fer el mdxim d'una beguda en qué intervenen tres ingredients en aquesta proporcid:
1 Kg. de sucre, un quart de Kg. de suc de llimona, i 100 grams de rom. Es disposa d'un sac
de sucre de 50 Kgs., una garrafa de 5 Kgs. de suc de llimona i 3 botelles amb un Kg. de om
cada una. Quina quantitat total mdxima de producte podrem fer, i guina quantitat de cada
ingredient faria falta?."”

Si els alumnes, davant d'un problema d'aquest tipus, no veiessin cap cami de reso-
lucid, se’ls pot suggerir que calculin la quantitat de llimona i rom que els faria falta pera
consumir els 50 Kgs. de sucre, cdlcul que no es basa més que en els recursos tractats ante-
riorment.

1 Kg. de sucre % Kg. de suc de llimona 315 Kg. de rom
Amb 50 Kgs. de sucre, necessitariem 50 vegades més cada quantitat:
50 Kgs. de sucre 's-:i = 12 +;— Kgs. de llimona -?—g = 5 Kgs. de rom

A la llum dels resultats és evident que per a fer una tal barreja ens faltaria més suc
de llimona i rom que els que tenim.

Amb 5 Kgs. de suc de llimona, quina quantitat dels altres productes faria falta? Les
respostes ara ja seran rapides:

5 Kgs. de suc de llimona, quants quarts de Kg. contenen?; 5 : Tl- = 20

En consequéncia, podriem fer la barreja, integrada per:
20 Kgs. de sucre 5 Kgs. de suc de |limona 2 Kgs. de rom

Com que tenim més de 20 Kgs. de sucre i més de 2 Kgs. de rom, aquesta sera la
quantitat maxima de producte que podrem fer:

(esgotant tot el suc de llimona i sobrant-nos 30 Kgs. de sucre i 1 Kg. de rom)

Si a continuacié preguntéssim als alumnes quina és la mimina quantitat de produc-
tes que hem de comprar per tal de fer la barreja i liquidar les existéncies dels tres ingre-
dients base, podrien raonar ja aix(:

Han sobrat 30 Kgs. de sucre i 1 Kg. de rom. Per a 30 Kgs. de sucre farien falta 30/4
de Kgs. de suc de llimona i 30/10 de Kgs. de rom, i com que tenim 1 Kg. de rom sobrant,
en total haurfem de comprar 7 Kgs. i mig de suc de llimona i 2 Kgs. de rom.

En aquest cas, quina quantitat total de producte obtindriem?

27 Kgs. d'abans, més 30 + 7 + ;—+ 3=40+ ;— . fan en total 67 +;— Kgs.

214



Per tal de veure totes les operacions que han entrat en joc, es pot proposar als alum-
nes que confeccionin una taula dels distints resultats parcials obtinguts:

Suc de
Sucre Llimona Rom Total de la barreja

2
> |: 1 }41 JT 0 }20

1" op-| 20 5 2 27
2% op. 1 1
30 7+ 5 3 40 + 2
1 1
+ 1LIR i
Total 50 12 2 5 67 + 2

Se'ls diu que observin detingudament el quadre, i se'ls poden fer les seglients pre-

guntes:

Com es passa de la primera Ifnia a la segona?

Com es passa de la primera Iinia a la tercera?, i a la quarta?

Si la quarta I'nia I'nem obtinguda sumant la segona i la tercera, quines sén les relacions
entre les quatre Ifnies?

Quina quantitat d'ingredients exactes necessitarfem per a obtenir 30 Kgs. de la barreja?
Com ho farfem?

També dins del caprtol de problemes sobre barreges, s interessant estudiar la realit-
zaci6 del pas d'unes quantitats fraccionaries a unes altres que, mantenent la proporcid, si-
guin enteres. Per exemple: si per a fer una barreja ens han passat una férmula que ens in-
dica que fan falta quatre productes, amb les quantitats per cada un d'ells de 3/4;2/7; 1/8
i 3/56 de Kg. i volem saber la minima quantitat de barreja que hem de fer si disposem
d'una balanga que només pot pesar quantitats de K gs. exactes, com ho fariem?

Després d'haver posat en relleu que per conservar les proporcions s’ha de multiplicar
totes les quantitats pel nombre, n’hi haura prou de multiplicar totes les quantitats pel mi-
nim comis multiple de tots els denominadors, obtenint el resultat de 210, 80, 35 168 Kgs.
respectivament. Se’ls pot fer reflexionar que el procés hagués estat el mateix que reduint
les fraccions a coma denominador minim i prenent les quantitats indicades pel numerador.

També s6n molt apropiats els problemes d’heréncies, com per exemple:

“Un senyor deixa estipulat al seu testament les segients instruccions: De tota I'heréncia es
faran wtes parts iguals. Una d'elles serd per a la seva muller; una altra part serd repartida a
parts iguals entre la seva muller i tots els seus fills, i 'altra part serd repartida entre tots els
seus fills, de tal manera que les noies rebin doble que els nois. Si I'heréncia és de 100.000

ptes,, com s‘hauria de fer aquest repartiment, si en morir el senyor, a part de la muller, te-
nia dues filles i tres fills."”

Es evident que tots aquests problemes es poden fer utilitzant els principis més rudi-
I_'nentaris de |'dlgebra, fent-hi intervenir una lletra per representar la incognita, perd s més
Instructiu en aquesta fase del procés d’aprenentatge desenvolupar els recursos exclusiva-
ment aritmétics. La resoluci6 podria venir donada per un raonament més o menys aixJ:

1 pta. per la muller
De cada 3 ptes. 1 pta. a repartir entre els 5 fills més la muller (Toca 1/6 per cap)
1 pta. a repartir entre 5, perd doble per a les noies
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El repartiment de la tercera part s’hauria de fer aixi: per cada pta. que reben els
nois, en reben 2 les noies, €s a dir:

Unnoi 1
Un altra 1
Un altra 1 De cada 7 ptes. reben 1 cada noi i 2 cada noia.
Upa neR 2 Aix doncs, de cada pta. en reben 1/7 cada noi i 2/7 cada noia.
L'altra noia 2
Veiem ara el repartiment que es farien de 3 pessetes:

La muller: 1 +-E15—ptes.

Ara bé, com que el repartiment és de 100.000 ptes. en lloc de 3, n’hi haura prou de
multiplicar cada una d'aquestes guantitats per 100.000/3, obtenint per al repartiment:

1 100.000 _ 700.000

La muller (1 +—=). = 38.888 + i ptes.

6 3 18 9
.13 100.000 _ 1300.000 _ 2
Cada noi 22 3 - 126 = 10.317 + 63 ptes.
.19 100.000 _ 1900.000 _ 23
Cada noia 42 - 5 = 126 15.079 + 63 ptes.

Aquesta forma de procedir, molt semblant als métodes d'una falsa posicio, estd
molt més a prop del pensament natural de I'alumne, i el desenvolupament d’aquests meto-
des és el que millor preparara el cami’ cap a |‘dlgebra. Per altra banda, pensem que no és
indtil I'entreteniment amb aquesta aritmética de la proporcionalitat, ja que és precisament
aqur on s‘incubaran molts dels conceptes que més endavant seran tema d'estudi, i que tro-
baran els seus fonaments en aquest capftol, com les semblances en el pla, les raons trigo-
nometriques, |"estudi de les funcions lineals, |"estudi de vectors, etc.

La Introduccid a I'Estudi de les Semblances en el Pla.

El problema de les semblances en el pla trobard en aquest capitol el marc més natu-
ral per al seu desenvolupament. No hi ha per qué separar els problemes d’augments o re:
duccions proporcionals entre quantitats aritmétiques o magnituds geométriques. Les téc-
niques i |’operativitat associades a ambdés problemes s6n les mateixes, i en conseqtiéncia
cal abordar-les conjuntament.
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No és necessari comencar el problema de les semblances en el pla a partir de les figu-
res geométriques més senzilles, perd també més abstractes, com els triangles, i després
anar generalitzant. Pot ser molt més suggerent pels nois oferir-los un problema de reduc-
ci6 d'escala, dibuixant el planol d'un parc de la zona on hi ha distints objectes que caldra
representar en el model reduit, tot conservant les proporcions. Per exemple, se’ls pot pro-
posar que representin en un paper mil.limetrat, i en les maximes dimensions possibles, un
parc rectangular de 1 Km. i mig de llarg per 500 m. d’ample, en el qual hi ha, al centre, un
llac rodé de diametre 30 m., i en un extrem un edifici que medeix 100 m. de llarg per 40
d'ample, centrat, tal qual s'observa a |'esquema seglent:

= 1 Km. i mig -
N
40 m.
e e
A
30m.
500 m. LLAC@- 100m| O
=
O | 50m.
vy L g€ =
\

Als alumnes se'ls pot proposar que representin el mateix dibuix en un paper mil.li-
metrat de 20 cm. per 30 cm., de tal manera que la representacié conservi les proporcions
reals que hi sén descrites. Al marge del paper mil.limetrat se‘ls pot dir que hi indiquin la
reduccié d'escala efectuada, en passar de les dimensions reals a les del dibuix seu.

Aquest tipus de problemes, i d'altres similars, resulten bastant atractius pels alum-
nes, ja que estimulen |a capacitat de manipulacié geométrica, aix( com |'us d'una aritme-
tica elemental posada al servei d’un projecte concret. Després d'una certa practica en di-
buixos senzills se'ls pot proposar que facin el mateix per presentar la distribucié d'espais
de la seva propia casa, feta a proporci6 i en paper mil.limetrat.

L'avantatge de comencar per problemes d'aquest tipus rau en el fet que I'alumne
Pot desplegar una activitat manipuladora d'objectes, activitat que pot estimular la seva cu-
flositat a interessar-se pel problema geométric més general de les semblances, al mateix
temps que de forma intuitiva ja veura la necessaria conservacié dels angles. Després d'uns
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quants exemples com els anteriors, pot passar-se a |'estudi, més abstracte, de les transfor-
macions de triangles que conservin les proporcions.
Bl

c!

AB AC BC AB + AC+ BC

AB BC . e
2

AB _AC BC AB+ACT+BC

Un llibre extraordinariament suggestiu on es tracta, entre d’altres, el tema de les
semblances a partir de manipulacions geométriques extretes de la realitat que envolta al
noi, és el de la professora Emma Castelnuovo, La Geometria, llibre recentment traduit al
catala i que el lector trobara a la referéncia bibliografica.

El Teorema de Tales i el Teorema de I'altura trobaran aqui el seu marc natural d'ex-
posicié. D’aquesta forma, el concepte de proporcionalitat s'haura estés des de |'aritmética
fins a la geometria, assentant unes bases solides per a un futur desenvolupament en altres
temes.

Algunes Qliestions Sobre la Proporcionalitat Inversa.

Els problemes on intervé la proporcionalitat inversa ofereixen d'entrada una difi-
cultat de comprensié considerable per a I'alumne. L'’estructura de |’enunciat escapa fécil-
ment als esquemes intuitius i psicologics del noi, que estd acostumat a manipular objectes
per als quals és valida la relacié: a més quantitat d’aquesta cosa, més de I'altra. No és aquf
recomanable abordar directament el tipic problema d'aixetes o qualsevol altre similar, o si
de cas es pot provar de fer sense esperar que del tempteig dels alumnes sorgeixi guelcom
fructffer o productiu que s’aproximi a la solucid del problema. Sf que en canvi es poden
abordar problemes més senzills, on s'evidenciin situacions en qué es manifesta que a més
quantitat d'una cosa, menys de l‘altra, a efectes de trencar la preponderancia de |'altre ti-
pus de pensament, molt més arrelada en la ment del noi.

Es podria comengar aquest apartat amb un problema com aquest:

“Un obrer, treballant 10 hores al dia, acaba una feina en 7 dies, Quants dies tardaria a aca-
barda si sols treballa 5 hores cada dia? "'
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Una qiesti6 més o menys com aguesta, pot endegar, en la ment de I'alumne, dis-
tints mecanismes de pensament i tractament del problema, sense condemnar-lo a la passi-
vitat per falta d'iniciativa.

Els uns contestaran directament, sense fer cap operacié i donant la resposta correc-
ta, tot dient que I'han resolt "'per logica” (els alumnes tendeixen a confondre la logica
amb el sentit comu).

D'altres potser procediran de forma més cauta i més sistemadtica, dient que, si per a
acabar la feina fan falta 10 . 7 = 70 hores, resultard que, treballant 5 hores cada dia, ne-
cessitaran 70/5 = 14 dies per a acabar tota la feina.

Tant per uns com pels altres es refermara la idea que en alguns problemes, en aug-
mentar certes quantitats, disminueixen les altres proporcionalment a |‘'augment de les pri-
meres. Mantenint el mateix enunciat es poden variar les dades i obtenir els nous resultats;
fent una taula devalors:

Hores per dia | 10 5 2 7 4
Dies ‘ 7 14 35 10 32—5'

Es facil llavors constatar que el producte de les parelles de resultats es manté cons-
tant. Uns pocs problemes d'aquestes caracteristiques donaran als alumnes, si no la idea, s’
la practica de qué fer quan apareguin unes quantitats sotmeses a la mateixa relacié ante-
rior.

Per als tipics problemes de proporcionalitat inversa creiem que és molt convenient
abordar vies de solucié on no calgui usar cap incognita, i en consequéncia s’obvii el plan-
teig d’una equacié i la seva solucié. No ho creiem convenient per dues raons: la primera,
perqué no n'hi ha cap necessitat, i la segona, perqué cal reforgar prioritiriament els meca-
nismes de raonament aritmétic, que esdevindran la base sobre la qual s'edificara més en-
davant el llenguatge algebraic.

Els problemes de correus, aixetes, etc..., es podran tots ells abordar per raonaments
aritmetics, similars als que emprarem a continuacié en un exemple concret:

“Una aixeta omple un diposit en 45 hores, i una segona aixeta tarda a omplir-lo 48 hores; es
pregunta el temps que tardard a omplir-se el diposit si s'obren simultdniament les dues aixe-
tes’’,

En 1 hora, la primera aixeta omple 1/45 de diposit
En 1 hora, la segona aix eta omple 1/48 de dipésit

1 93
45 48 2.160

Tardaran tantes hores com vegades capiga la part ———

L9y - 21
+ 2160 = 23+ _QE' hores.

Aquesta és una forma de tractament prou generalitzable a una diversitat de situa-
cions, perd no és I'tnica. AixI’, també pot ser interessant de resoldre aquest problema de
la seglient forma:

Anem a calcular quin sera el temps minim que ha de passar perqué les dues aixetes
omplin simultdniament un nombre exacte de dipdsits. Problema que facilment s'identifi-

Entre les dues aixetes, en 1 hora omplen — de diposit

93
3160 de diposit en el diposit, és a dir:
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ca amb la gliestié de trobar el minim comu miultiple entre 48 i 45, que és 720. Aix[, po-
dem dir que, en 720 hores, una aixeta ompliria 15 dipdsits i I'altre n‘ompliria 16. Entre
totes dues aixetes omplirien, en 720 hores, exactament 31 diposits, és a dir que per a om-
plir un diposit en necessitarien 31 vegades menys, o sigui 2%0 = 23 +§71~ hores.

Es pot fer adonar als alumnes de la coincidéncia d'operacions en treballar en una via
de raonament o en l'altra, sense més que fer un quadre comparatiu de les operacions que
intervenen en els dos casos.

No volem desenvolupar més aquests aspectes concernents a les possibilitats dels
raonaments aritmétics per no fer-nos reiteratius, pero s’ que volem acabar subratllant que,
si no fés perqué existeix la possibilitat d'aquest tipus de raonament, mai no s'hagués his-
toricament travessat el llindar matematic que condueix a les técniques algebraiques, les
quals fonamenten el seu bon funcionament en aquesta aritmeética elemental. Dependra de
com s'hagin aprofitat aquests recursos aritmétics, que el procés d'aprenentatge de |'dlge-
bra fet pels alumnes sigui solid i coherent, o bé que adopti la forma d'una arbitrarietat
convenient per a fer certs problemes,

No volem deixar d'incloure en aquest apartat una experiéncia molt suggestiva sobre
el tema de la proporcionalitat, realitzada per Puig Adam, i explicada per ell mateix. Hem
trobat extraordindriament encertada la reflexi6 final que fa P. Adam, referent a les pautes
seguides pels alumnes en |'assimilacié dels coneixements, i el respecte admirable que de-
mostra P. Adam cap a les primeres manifestacions espontanies del noi envers |'expressié
dels conceptes que ha assimilat (Puig Adam, pp. 328-330):

“Empece escribiendo en el encerado las dos sucesiones de nimeros

2 4 6 10 12
0.5 1 1.5 3 4

y después de indicar a los alumnos que las copiaran en su cuaderno, les dije que llenaran los
dos lugares vacios (superior e inferior) con los ndmeros que creyeran habian de convenir pa-
ra el caso.

La lucha de los nifios con el misterio suscitado por los dos huecos, ha resultado sumamente
interesante. Dos de ellos han acertado inmediatamente; pero a los demds no les resulta tan
fdcil, y lo atribuyo a un posible defecto de planteamiento, La sucesidn 0,5; 1; 1,6 suscita
una idea de progresidn que invita a poner 2 a continuacién. Resulta muy curioso que, al
darse cuenta de que este 2 ya no corresponde al 10 de encima, intercalan entre el 6 yel 10
un 8, completando las progresiones asi’:

6 8 10
15 2 2,5

con lo que ya aciertan con el ndmero 2,5 correspondiente al hueco inferior, Asimismo mu-
chos empezaron escribiendo en el hueco superior 14, en vez de 18, arrastrados por la progre-
sidén 10, 12. Sin impaciencias he terminado logrando que acierten los doce alumnos de pri-
mer afio con los que opero, salvo uno,

Mientras los rezagados rectificaban sus errores, he propuesto otras dos sucesiones para [0S
adelantados

03 0,9 15 3 6
1 3 10 15 20

que han resuelto bien.

La pregunta "¢Cdmo habéis resuelto el problema?’” ha originado las contestaciones mas va-
riadas e interesantes, en las que aparece latente toda la teoria de la proporcionalidad, que 108
nifios no habian estudiado todavia, y que ha surgido al calor de la situacién planteada.
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La solucidn por progresidn rectificada ha sido la mds general y espontdnea, pero las equivo-
caciones que ha originado han suscitado, como generalizacidn natural, la comparacién por
razdn entre nUmeros de cada sucesidn, Asr, un nifio me dice: '"Veo que 4 esel doble de 2 y
gue 1 es también el doble de 0,5. Veo que 6 esel triple de 2 y que 1,5 es también el triple de
0,5. Como 10 es cinco veces 2 debo escribir debajo cinco veces 0,5."

Otros nifios, en cambio, se fijan en las razones entre nUmeros que se corresponden en verti-
cal y me dicen: 0,5 es la cuarta parte de 2 y también 1 es la cuarta parte de 4, Debajo del
10 debo escribir la cuarta parte 2,5. Encima del 4 debo escribir cuatro veces 4.'"

Otro observa que 6 es /a suma 2 + 4 de los numeros que le preceden en la fila y que tam-
bién debajo 1,5 es lasuma de 1 +0,5. Como 10, me dice, es lasuma 4 + 6, he escrito deba-
jolasuma1+15=25.

Se ve, en resumen, que, con este juego, los nifios han descubierto: 1.°) la igualdad de razo-
nes entre pares de numeros de las dos series, 2.9) la razdn constante entre los nimeros co-
rrespondien tes de una suma y otra serie y 3.°) la correspondencia en la suma.

El profesor puede hacer explicitas estas propiedades o contentarse en el primer curso con la
adquisicidn implicita de ellas y su aplicacién correcta. Como se ve, los nifios van mucho mds
alld de lo que podemos figuramos; la dificultad principal a estas edades es la manifestacién
consciente y explicita de sus poderosas intuiciones; pero, équé prisa hay en ello? Los adul-
tos tenemos tendencia a confundir el saber con el saber expresar. Y aungue es cierto que
quien sabe expresar un concepto con claridad lo domina, no es menos cierto que, al forzar
prematuramente una expresidn correcta no espontanea, no se consigue otra cosa gue fomen-
tar un memorismo palabrero vaci'o de sentido para el nifio.

Por mi parte me limite¢ de momento a escribir las igualdades de razones que los nifios habian
descubierto, a llamar proporciones a tales igualdades de razones y a decir, en consecuencia,
que las dos sucesiones de numeros se llaman preporcionales.’
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CAPITOL 16:

PROBLEMES GENERALS CONCERNENTS A LA DIDACTICA DEL LLENGUATGE
ALGEBRAIC

L'aprenentatge del llenguatge algebraic: un problema didactic a descobrir

En els 150 anys que dura el procés basic de formacio del Ilenguatge algebraic hi
hagué un primer estadi clarament definit, que hem estudiat al capitol 11, del qual vo-
lem destacar una série de particularitats:

i) El referent basic dels ens algebraics i de les seves relacions és el model geo-
metric de les magnituds i de les operacions contingut als Elements d'Euclides. Hi ha
operacions algebraiques automatitzades, pero sén molt poques, només les referents al cal-
cul amb radicals i a la multiplicacié de polinomis (on queden inclosos els productes de
co per ce, o dex pery; etc.). En particular, distingien problemes de geometria practi-
€a que avui podem unificar gracies a una formula simbolica. Per exemple, el calcul de
I'area d'un rectangle, coneguts els costats, i el calcul de I'alcada d’un rectangle, cone-
Quts |"area i la base, eren dos problemes que es resolien independentment, raonant pas a
Pas a partir de les nocions geomeétriques basiques; en cap moment, en el periode mencio-
nat, no es podra utilitzar que de A = ba es dedueix a= A/b. Les poques operacions auto-
matitzades vénen justificades (quan es justifiquen, cosa que no sempre passa) a partir
d’un referent geometric.

ii) Des del punt de vista de la wtilitzacio, el llenguatge algebraic només era em-
Prat per al calcul amb magnituds radicals i per al plantejament, transformacio i resolu-
cio d'equacions.

i) La funcio que hom assignava als simbols algebraics estava intimament rela-
cionada amb la seva utilitzacid principal: eren recursos grafics per a agilitzar el llenguatge,
alleugerir la retorica i simplificar aixi la resolucio d'equacions; aixo, junt amb el calcul
radical, semblen ser les principals motivacions, si no les Gniques, que conduiren als
primers simbols algebraics.

) iv) Quant als simbols emprats, destaguen com a poc conflictius els corresponents
a” +"i"—" que només coneixen dues versions, I'alemanya i la italiana. No va ser
S0 al final del periode al que fem referéncia que varen aparéixer alguns simbols es-
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pecificament adrecats a representar la igualtat. Si bé les propostes foren molt diver-
ses, el paper que jugaren en tot el procés global sembla de molt poca importancia.

v) Predomini molt clar de les notacions per a representar les poténcies de la in-
cognita basades en el principi multiplicatiu. Encara que només va haver-hi dues notacions
majoritariament emprades, foren nombroses les propostes alternatives. Amb independén-
cia d'elles, pero, foren d'Gs universal els coeficients acompanyant la incognita i les se-
ves poténcies per juxtaposicio, si bé aquesta disposicid no tenia al darrera cap idea que
correspongués a la simbolitzacié del producte en general.

vi) Al llenguatge algebraic primitiu hi ha unes abséncies tan significatives i impor-
tants com els anteriors trets comuns. Hi eren absent les variables, els simbols amb funcio
parameétrica, i, de forma derivada, les formules simboliques expressant relacions numeri-
ques (arees, volums, solucions d'una equacio de 2on grau, etc.). El seu lloc estava ocupat
per regles completament retoriques que, exceptuant rarissimes ocasions, mai no utilitza-
ven |letres per a designar els nombres genérics que hi intervenien, També hi eren absents
els productes indicats (tant de les expressions polinomiques com de les expressions
radicals), aixi com els paréntesis. Els simbols emprats, finalment, no eren necessariament
univocs.

Recordar aix0o ens permetra subratllar que, en contra d'una de les creences més fer-
mament arrelades en els llicenciats en matematiques, el llenguatge algebraic modern no
té res de patural ni d'evident. Aixi ho testimonien la polivaléncia original dels simbols,
el temps que fou necessari per a |'adopcio generalitzada d'un llenguatge (nic acceptat per
tothom, la competicio entre diferents solucions grafiques (igualment eficaces) per a re-
presentar una mateixa cosa, i la funcié que originalment protagonitzava el |lenguatge al-
gebraic (funcio tan diferent de I'actual).

Tenir aixo present és absolutament imprescindible per a poder comprendre els pro-
blemes didactics reals que existeixen en aquest camp. Ja hem comentat a la part Il (p.
238) que al segle XVI| podia ser necessaria una pagina per a demostrar el resultat que
nosaltres escriuriem (9 + +/756) + 3+ /3) + (3—+/3)+ (9 —+/75) = 24. Avuj,
aquest és un resultat evident perqué reconeixem la forma (a + b) + (c + d) + (c—d)
- (a — b) | podem prescindir de gran part del caleul numeéric concret. Com deiem ara
mateix, res no és tan fals com creure que una evidencia d'aquest tipus és natural, o,
reciprocament, que els alumnes pels quals no resulta evident son rucs, L'evidencia que
nosaltres atorguem a certes relacions o combinacions de simbols algebraics és fruit d'un
procés d'aprenentatge, d'un costum, d'un habit que, de tan incorporat com esta als
nostres esquemes intel.lectuals, ha deixat de semblar una cosa apresa per a semblar una
capacitat innata. Com hem vist al capitol 11, només tenint en compte la component
convencional de les solucions simboliques que integren el llenguatge algebraic es poden
entendre moltes de les anomalies que presenta la seva génesi. Representar un nombre
desconegut per una lletra és una convencio; suposar que una lletra representa un nombre
indeterminat també és una convencio, i diferent de |'anterior; eliminar el nombre 1 quan
hauriem d’escriure 1x, representar el quadrat de x per x2, etc. etc., no sOn maneres
naturals de representar els conceptes i les relacions esmentats, sind artificis simbaolics que
la comunitat cientifica va anar trobant, junt amb d‘altres, i que per mitja d’un procés de
mes de 200 anys arriba a estructurar solidament entre si, adoptant-los, finalment, com a
unic conjunt legitim de simbols algebraics.

El que hem dit fins ara podria resumir-se dient que cal que el professor deixi de
considerar el llenguatge algebraic com una mena de transliteracié natural, dictada pel
sentit cpml.'l, obvia com si diguéssim, de certs conceptes i relacions aritmeétics o alge:
braics. Es aquesta una adverténcia tant més necessaria que |’actitud avui predominant al
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respecte és terriblement facil i comoda. Tant pels programes oficials d'E.G.B. i de B.U.P.,
com pels llibres de text corresponents, com per la majoria de professors, els problemes
didactics que comporta arribar a dominar el llenguatge algebraic simplement no existeixen.
Es pressuposa que els simbols emprats i la sintaxi que els lliga no té cap secret especial i
que no és qulestio sind de “fixar-s’hi una mica’’. De forma parcial, sense cap idea de
conjunt que presideixi el procés, I'alumne anira trobant a diferents cursos diferents coses
a aprendre sobre els simbols matematics. Sovint les trobara, a més a més, desfigurades: el
maneig de quantitats radicals és facil que I'hagi d'aprendre com un subapartat d'un
capitol dedicat a |'exponenciacio; un polinomi molt possiblement sera, d'entrada, una
successio quasi nul.la; I'objectiu doperar amb fraccions algebraiques és, segons els llibres,
trobar |'estructura de cos de queé gaudeixen; etc. etc.

Es sabut que resultats reputats evidents o facils, com que (a + b)2 NO ES a2 + b2,

1554 e
o el desenvolupament de (3x — 3 ), etec., resulten estranyament dificils als nostres

alumnes. També son conegudes les dificultats considerables que troben els alumnes del
primer curs de B.U.P. per a dominar la mecanica del calcul literal quan aquest ultrapassa
els limits de les expressions trivials (per exemple, quan es tracta d’operar i simplificar
fraccions algebraiques). En general, és extraordinariament elevat el nombre de vegades i
d'alumnes per qui una formula ““ben apresa de memaoria’* resulta inaplicable a casos o
problemes particulars que s'aparten, per poc que sigui, de |'exemple al qual la formula va
ser aplicada pel professor quan la va explicar. Aquests exemples, i molts d'altres que
després anirem comentant, palesen que |‘aprenentatge del llenguatge algebraic és un
problema didactic d'envergadura i que requereix un tractament especific que, avui per
avui, no li és donat. Nosaltres pensem, a més, que es tracta d'una insuficiéncia privilegia-
dament responsable del bloqueig de molts alumnes cap a les matematiques, d'una insufi-
ciéncia, per tant, de conseqiiéncies pedagogiques areus. Amb paraules de Polya,

“"No sélo los malos alumnos de una clase muestran aversién por el algebra;esto puede ocurrir-
les a estudiantes inteligentes. Siempre hay algo de arbitrario y artificial en una notacién; es
pesada tarea para la memoria el aprender un nuevo sistema. Un alumno inteligente puede ne-
garse a ello si no capta la razdn. La aversién que muestra hacia el digebra estd justificada si
no se le han dado ocasiones frecuentes de constatar por la experiencia la ayuda evidente que
el lenguaje de symbolos matemdticos puede ofrecer a la mente. Ayudarle en tal experiencia
es un deber importante del profesor, diremos incluso esencial, nada fdcil por lo demds."
(Polya, p. 133; el subratliat é de |'autor).

Hem parlat fins ara de |'erronia creenca en el caracter evident de les notacions
algebraiques; també hem parlat de la necessitat que aquestes siguin ensenyades sistemati-
cament i organitzadament. Ens cal parlar, finalment, d’'un defecte que no perjudica es-
pecificament |'ensenyament de I"algebra, sind el de les matematiques en general, mal-
grat que els seus efectes en el nostre camp son particularment desastrosos. Ens volem re-
ferir a la fascinacio que sent qualsevol professor de matematiques pels plantejaments
generals que subsumeixen i engloben diferents casos particulars. Es aquesta una compo-
nent tan important de la mentalitat i de la filosofia didactica implicita compartida per
la majoria dels qui ensenyem matematiques, que dificilment se'n podria trobar d'altra
que configurés i determinés encara més les classes de matematiques que avui es donen.

§ aquesta mentalitat, per exemple, la que avantposa la definicio general de funcio, i
I'estudi de les funcions en general, a la definicio i estudi d‘aquelles funcions particu-
'?ff que l'alumne arriba a conéixer i manejar. Aixo no sols s'aplica a les funcions po-
lindmiques, racionals, trigonomeétriques, etc., siné també, molt ridiculament, a les pro-
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gressions. Costa de veure, realment, que aclareix del concepte de progressio aritmetica,
qué aporta al coneixement de les seves propietats, comencar parlant d'aplicacions entre
dos conjunts qualssevol A, B, anomenar successions les aplicacions de N en R, i dir que
les progressions aritmétiques son aquelles successions que queden determinades per
formules del tipus x,, = an + b. La importancia que aquesta mentalitat té a I'hora de
desfigurar les glestions relatives a |'0s dels simbols i parametres, en general, i les relatives
a les formules simboliques, en particular, exigeix que ens aturem a analitzar-la.

Casos generals i casos particulars

“Quan comprengueu la formula general sabreu resoldre tots els casos particu-
lars”. La popularitat d'aquesta canconeta revela el desconeixement dels problemes di-
dactics reals que s'amaguen darrera de les formules generals. Desconeixement que no és
sind el negatiu de la importancia hipertrofica assolida per les demostracions de les di-
tes formules. Analitzem alguns exemples concrets:

i) Les equacions de ler y 2on grau

La resolucié de |'equacio general de 2on grau gairebé sempre precedeix |'estudi dels
diversos casos particulars que es poden presentar, La primera cosa que hom acostuma a
fer es dir que les dues solucions d'una equacio de la forma ax2 + bx + ¢ = 0 es deduei-
-b + /b2 — dac

2a .
sor prequnti “‘D'on surt aixo? Per que son aquestes les solucions?”’, i tot seguit es posi a

xen de 'expressio x = El que és habitual, aleshores, és que el profes-

demostrar la formula completant el quadrat, o sigui partint de x2 + —:—- x + -—:—= 0i
posant x2 + L S -—tf— el b2 , etc. Un cop demostrada la formula arriba
a 432 a 4a2
I'hora de les aplicacions: |'alumne ha de resoldre diferents equacions concretes. Amb sort,
després de resoldre’n unes quantes de “‘normals’ anira a parar a equacions incompletes:
3x2 + 12x = 0, etc, El resultat el coneix tothom: és aquesta plétora d'alumnes que
sempre s'equivoquen amb els signes quan apliquen la formula general | que resolen 3x2 =
12 fent x = 2l s
6

El problema de la fonamentacid logica de la formula general ha desplacat, a I'es-
quema anterior, el problema de la correcta i completa comprensi6 de |'algorisme de cal-
cul que la formula sintetitza. Per valorar justament quin dels dos problemes és didac-
ticament més important, hauriem d'avaluar sense pors ni prejudicis el rendiment que
realment es treu de |'actual predomini de la demostracié sobre el calcul. Per nosaltres
és evident que el paper d'aquella s’ha de relativitzar molt. De fet, la majoria dels alumnes
son incapacos de comprendre el seguit d’equivaléncies formals en qué la demostracio es
basa, son incapagos de veure el seu significat més primari (ignoren que quan se substituei-
xen les arrels en |'expressio ax2 + bx + c el resultat numeéric és, realment, zero), i I'han
oblidada pocs dies després d'aprendre-se-la de memoria, si en algun moment de debilitat
van arribar a fer-ho. (No podem, doncs, siné alabar al professor que s'adona que els
alumnes no estan gens interessats en la demostracié i, amb molt bon criteri, es decideix a
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guanyar un quart d’hora de classe i no donar-los la pallissa). En canvi, pensem que cal
revaloritzar un problema sovint negligit: la formula que dona les arrels no representa una
formula general siné a posteriori, quan I'alumne ja sap qué ha de fer siguin gquins siguin a,
b i ¢ (positius, negatius, trencats, irracionals,...).

En el mateix sentit cal repensar |'organitzacio que habitualment es dona a |'en-
senyament de les equacions de ler i 2on grau. Aquelles han de precedir a aquestes perque
son més facils, diuen. E| que és més facil és |'establiment de les respectives formules
generals de resolucio, perd qualsevol mestre sap que és molt més facil resoldre una equa-
x~3__lx_2—x _5+1 3x
5 5 10 2

en la qual |a sintaxi simbolica involucrada és d'una complexitat molt superior. Dedicarem
el capitol 18 a les equacions de 187 i 227 grau.

cio com x2 + 7x + 12 = 0 que una equacido com

ii) Els polinomis

Moltes vegades els polinomis son introduits per successions quasi nul.les. La de-
finicio per successions tal vegada serveix per a aclarir I'estructura de les algebres de
polinomis, alhora que és un plantejament elegant i sintétic que permet definir amb una
economia relativa (relativa perqué ve després d'haver fet molta despesa) les operacions
entre polinomis d'una manera molt general. Per un alumne de Batxillerat, pero, aquesta
presentacio és un embalum de conceptes impossible de justificar, Des d'un punt de vista
practic, d'alld que convé que I’alumne sapiga fer, no aporta res. Per a arribar a dominar
la mecanica de les operacions amb polinomis (i no es tracta d'aixo, en aquest nivell?)
caldra anar pas a pas, comencant per la significacié dels monomis, justificant la neces-
sitat de deixar les seves sumes indicades, veient com obtenir regles per a multiplicar-
los, estudiant la regla an am = an T m etc. (Perd tot aixo s haura de fer, igualment,
encara que els alumnes hagin partit d’'una definicio genera/ de la suma, del producte,...1).
Una complicaci6 teorica esta clarament justificada si permet aclarir algun punt important
que, sense ella, queda confus i facilita o provoca errors en els alumnes. En abséncia d’'una
causa aixi, com en aquest cas, ens inclinem davant de |a presentacio classica. El deure del
professor és fer de I'aprenentatge la feina més agradable i planera possible: prou dificils
son les coses que ensenyem, per afegir-hi complicacions innecessaries!

ili) Les férmules de la Combinatoria

Potser aquest és un dels temes on es veu més clarament tot el que d'inGtil hi ha
en la canconeta dels casos particulars que s’entenen per la formula general.

Les formules per a comptar el nombre de permutacions, variacions i combinacions
son facilment recordades pels alumnes, encara que és proverbial que mai no saben si allo
Que tenen al davant és un problema de combinacions o és de variacions. L'ensenyament
tradicional, de forma semblant a allo que passava amb les equacions de 2on grau, es preo-
Cupa per la demostracié de les formules generals P, = nl, Vo = n{n — 1)..{(n—=m+ 1),

<~ L ; <
cn,m ={ " ) = ... Aqui, com abans, una falsa perspectiva impedeix situar correctament el

problema didactic. Quin valor poden tenir aquestes demostracions quan resulta que els
adlumnes confonen unes amb les altres les permutacions, les variacions i les combina-
cions? Com es pot comptar allo que no se sap queé es?
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El problema didactic, aqui, rau en la capacitat combinatoria, es dir, en la possibili-
tat que un individu té de construir, realment o virtualment, perd utilitzant un meétode
sistematic, totes les possibilitats en joc (variacions, combinacions o permutacions) i acabar
de fer-ho amb la seguretat que cap possibilitat no ha estat oblidada. Es aquest un tema
molt complex, perqué esta molt condicionat pel desenvolupament intel.lectual de I'alum-
ne, al qual dedicarem el capitol 19.

iv) El binomi de Newton

Segons I'ensenyament tradicional, allo que és didacticament important sobre la

formula (a + b)n = ( 2 Jan + | r_; Jan—1 b + etc. s la seva demostracio. Com que de

rigorosa no n'hi ha siné una, aquest plantejament condueix a buscar una versio didacti-
ca d'una demostracié per induccio. Es clar, perd, que la formula que déna la poténcia del
binomi no apareix al programa de 1er de B.U.P. amb |'objectiu de disposar d'una excusa
per a enfrontar els alumnes amb una demostracié per induccié. Ni el nivell dels alumnes
no ho permet, ni seria aquesta la demostracié més escaient per a fer una cosa aixi. Es
innegable, d‘altra banda, la importancia que té que els alumnes sapiguen aplicar la formula

) [ ( :3)113 ﬁ ]3 ) 5 Jis )
general citada a expressions com | |——= - y2 ! s una técnica que necessi-
V2 5
taran continuament, dintre i fora de la nostra assignatura. Al mateix temps, i aixo demos-
tra la inconsistencia del plantejament tradicional, un domini técnic del calcul literal com
el que acabem d'esmentar és absolutament imprescindible en la demostracio per induccio
de |a formula general. Aguest domini apareix, d'aquesta manera, com una cosa previa i

independent del procés de fonamentacio logica a qué ens referim.

L'experiencia demostra, ja ho hem dit, que una férmula general pot ser perfecta:
ment coneguda (de memoria) i ser, al mateix temps, perfectament inutilitzable fora de
casos d‘aplicacio trivial. Es aquest punt de vista, lligat als problemes del calcul con-
cret, allo que fa absolutament pertinents totes les distincions possibles entre el binomi
especificat més amunt i el binomi (x + 2y)2. Si bé des del punt de vista de les operacions
matematiques en joc els desenvolupaments d’ambdoés resulten equivalents, és clar que el
que a nosaltres ens interessa és com fer-los equivalents pels nostres alumnes, com fer que
aquests avancin cap al domini dels simbols. Podriem dir que un dels principals objectius
didactics és que els alumnes arribin a entendre que binomis tan dispars com els dos
anteriors poden ser citats, tots dos, per una expressio tan sintética com (a + b)2.

Arribar a utilitzar correctament la formula (a + b)n = % {in] an—i bi, per com-
- 0
plicats que siguin els valors numeérics i literals amb qué es presenti, hem vist que és un dels
auténtics problemes didactics que s'amaguen darrera del binomi de Newton. Perd no €s
I'inic, tota vegada que és possible donar als alumnes |‘oportunitat d'arribar a descobrir
una formula general aparentment tan complicada. Aix0 es pot fer de la segient manera.
Farem calcular als alumnes, multiplicant (x + a) per si mateix tantes vegades
com calgui, els desenvolupaments de (x + a)3 i (x + a)4, i escriurem a la pissarra
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xta= x+ a 11

(x +a)2= x2 + 2ax + a2 i e B |
(x + a)3 = x3 + 3x2a + 3xa t+a3 =831
(x + a)d = x4 + 4x3a + 6x2a2 + 4xa3 + a4 14641

Amb aix0 a la pissarra es pregunta quin sera el desenvolupament de (x + a)5, i
els alumnes, desprées d'una vacil.lacio, dicten correctament el desenvolupament. Lavacil.la-
cié es produeix a causa dels exponents. Tenen molt clar que el comencament sera
x5 + bBa per una poténcia de x, pero necessiten un punt de reflexio per trobar la re-
gla “la suma dels exponents sempre sera igual a l'exponent del binomi”, que arriben a
enunciar per analogia amb els desenvolupaments anteriors. Un cop explicitada es pot bus-
car, en el mecanisme dels productes realitzats, una explicacio de la mateixa.

El pas seguent sera demanar-los que dictin (x + a)6, la qual cosa ja faran sense
greus problemes. Fins aqui s'haura avancat sense gaires dificultats. Conve subratllar
suficientment el caracter hipoteétic dels ultims desenvolupaments: els hem escrit suposant
que les coses son tan bonigques i estan tan ben organitzades, que els coeficients coinci-
deixen amb la fila corresponent del triangle de Tartaglia. Es pot demanar als alumnes
(vigilant que la feina no es faci tediosa) que comprovin la veritat de la conjectura per
als exponents 5 i 6.

El pas seguent és el mes dificil: la introduccio dels nombres combinatoris en els
desenvolupaments. Els preguntem quin sera el desenvolupament de (x + a)10, La reaccio
de la classe és d'avorriment: ja saben com fer-ho, i el calcul dels nous coeficients se'ls
presenta com una feina mecanica que ja no aporta res. Insistim, aclarint que, per fer-ho
més curt, no cal que calculin els nombres concrets que apareixeran com a coeficients.
Comencen a dictar (x + a)10 = x10 + 10x9 a i s'aturen. Aleshores escrivim a la pissarra,
al costat del primer triangle de Tartaglia, un altre amb |‘expressio simbolica dels seus

- o)
12 o) () C)
133 G ) G G)
Err (@ 6 6 G @

No es produeix cap reaccié positiva fins que no assenyalem que els coeficients de
{x + a)10 seran els'de Ia desena fila del triangle, i que aquesta esta formada per (

10

1
).

10 O 0

( 1 )=y 2 ), etc. Aleshores un alumne diu que el coeficient de x8a2 sera ( 2 ); a partir

d'aqui, la férmula queda fixada sense problemes.
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Encara que nosaltres varem indicar que la conjectura feta era certa, i que s'acom-
plia fos quin fos I'exponent, ni cap alumne féu gran cas de la nostra tranquil.litzadora
confirmacié, ni en sorti cap d'interessat per una demostracio de la hipotesi feta. Aixo,
ben mirat, no és sorprenent; es necessita molta familiaritat amb els esquemes intel.lec-
tuals, i una gran confianca en les idees abstractes per, d’entrada, malfiar-se d'una cosa que
entra per la vista, i, a continuacio, anar a buscar-ne la confirrrjacié en una realitat tan
immaterial com son els arguments i les construccions logiques. Es aquesta una actitud de
gran maduresa intel.lectual, que no és facil de trobar en els nostres alumnes. E| professor,
davant d’aixd, pot optar per incloure o no la demostracio. La nostra opinio, ja ho hem dit
abans, és que cal relativitzar molt el paper de les demostracions.

v) Els parametres

Ja hem comentat en el capitol 11 que foren necessaris més de 150 anys per tal
que els millors caparronets de 4 6 5 generacions acceptessin la solucid convencional de
representar nombres desconeguts per lletres, i que creessin per a elles un calcul formal
que pogués expressar totes les operacions numeériques amb rigor. Existeixen d’altres con-
sideracions que ho confirmen, pero aixo sol ja ens hauria de fer imaginar que les idees
involucrades en agquesta substitucio del calcul i de les operacions numériques pel calcul
literal son d'una gran complexitat. Si la substitucid6 mencionada s'analitza de prop,
no es deixa de veure que implica una auténtica mutacié dels esquemes logics que suporten
el pes dels raonaments: aquells no son els mateixos quan actuen sobre el calcul literal que
quan ho fan sobre operacions numériques. Els raonaments mateixos passen de tenir un
continguti uns referents geoméwics a ser formals.

Les diferencies que existeixen entre els esquemes logics que cal utilitzar en ca-
dascun dels contexts literal i numeric son detectables en la practica didactica. Malgrat
que tothom ha advertit que les dificultats per a fer raonar als alumnes (especialment els
d’E.G.B., pero també els de ler de B.U.P.) varien substancialment segons que els enfron-
tem amb un problema amb dades numériques o literals, sera interessant reproduir aqui
unes dades de Gaston Mialaret. Els alumnes havien de resoldre tres problemes que no eren,
des del punt de vista formal, sind un mateix problema: 1) En Pau diu a en Pere: tinc 63
francs més que tu; si reunim els nostres diners, tindrem en tot 379 fr. Quina quantitat té
en Pau i quina té en Pere? 2) Calcular dos nombres sabent que sumats fan 250 i que
restant el petit del gran s’obté 160. 3) Calcular dos nombres coneixent llur suma i lur
diferéncia (és a dir, x + y =a, x — y = b). Els resultats eren (Mialaret, p. 68, els nombres
expressen tant per cent de respostes correctes; els cursos pertanyen al Segon Grau frances):

4rt curs 3er curs
Forma 1 58 71
Forma 2 42 64
Forma 3 11 27

Aquestes diferéncies tan marcades no fan siné traduir les diferéncies notables entre
els recursos intel.lectuals que cal posar en joc per resoldre cadascun dels problemes:
recursos intel.lectuals, no cal dir-ho, que en molts casos son inensenyables perqué depe-
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nen directament del desenvolupament intel.lectual de I'individu (associat a |'edat). Es un
fet mal conegut que, per un simple problema d'edat, la immensa majoria d’alumnes
d’‘E.G.B. (i molts de 1ler de B.U.P.) no disposen dels recursos intel.lectuals necessaris
per a realitzar el raonament hipotético-deductiu que acompanya indefectiblement el fet
de prendre com a punt de partida un nombre qualsevol a (ja que el raonament tindra com
a base la hipotesi “'si @ té les propietats que té qualsevol ens que pugui ser anomenat
nombre, aleshores...”). La consequéncia n'és que els professors de matematiques, preo-
cupats per donar generalitat a les seves exposicions i demostracions, i convenguts que
quan els alumnes comprenguin la formula general sabran resoldre tots els casos parti-
culars, no ens privem en absolut de fonamentar la introduccié de conceptes i el desenvolu-
pament dels temes en formules simboliques plenes de parametres. A la practica, aixo vol
dir que quan el professor empra lletres passen dues coses: uns alumnes imaginen la a
substituida per un 3 6 un 2, per un nombre concret, i sequeixen el raonament que hom
volia fer general aplicant-lo a un cas concret; i d'altres, simplement, tanquen els ulls i
desconnecten.

Les raons anteriors ens fan pensar que la idea de subordinar, didacticament, els
casos particulars als generals és profundament incorrecta. E|l problema didactic impor-
tant relacionat amb qualsevol formula no és la seva demostracio, és el seu significat,
o, millor dit encara, son els seus significats particulars. La linglistica moderna ha estudiat
a fons I'error que consisteix a creure que un element d‘un llenguatge (p. e., un concepte
matematic) pot ser incorporat per un individu sense fer-li conéixer les diferents funcions
que l'element en questio realitza. Es evident que si volem ensenyar a un estranger a
utilitzar el ver FER, donar-li'n una definicio de diccionari sera perdre el temps; el que
caldra sera ensenyar-li que hom pot dir: fer camises, fer bondat, fer bon temps, fer I'amor,
fan la pel.licula tal, fer tard, fer sol, fer punyetes, fer goig, fer nosa,..., i que hi ha altres
coses que NO es poden dir, malgrat que en la seva llengua les digui amb aquest verb. Tota
la definicié que podem donar de FER és aquesta: la llista de les seves funcions admissibles
i de les inadmissibles. L'ensenyament que confia en les virtuts didactiques ‘d'un enfoca-
ment general”, que busca les definicions més generals possibles que sintetitzin elsresultats,
cau en l'error del diccionari. Perd aixi és I'ensenyament predominant, el resultat del qual
ha estat molt graficament descrit per Mialaret:

""¢Cudntos nifios concienzudos saben la teor fa y son incapaces de hacer & problema mds ele-
mental? (...). Estos nifics parecen guerreros que han comprado armas de las que no se saben
servir. Repiten férmulas verbales vacfas de sentido para ellos y son incapaces de darles el me-
nor contenido.'’ (Mialaret, p. 107).

A condicié de modificar molt profundament alguns dels actuals plantejaments, no-

saltr.es pensem que és possible remediar aquest mal endemic de I’'ensenyament de les ma-
tematiques.

Una proposta utopica
Sense cap mena de precaucio, als textos més elementals d'E.G.B. apareix la sim-

bD!Dgia conjuntista (A ={ x/..., etc.), la notacio funcional (f(x) = ...), es fan anar tran-
quil.lament les lletres com a parametres, etc. Aixo es fa “per introduir els alumnes en el
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llenguatge matematic modern” (és que per introduir algi en el xinés se’l posara davant de
100 pagines amb els ideogrames de la més refinada literatura?), també “per introduir
habits de rigor en |'expressio” (com es pot demanar rigor en una cosa que és impossible
d’entendre?) i, sobretot, perquée tota aquesta simbologia es considera imprescindible per a
poder parlar de matematiques: els professors estan tan acostumats a fer anar els conceptes
des del punt de vista de la seva definicio i de la seva expressid formal, que ni tan sols és
pensada la possibilitat de fer altrament.

Qualsevol mestre sap per experiéncia quant que costa als alumnes d'aprendre a
llegir, i que no es pot confondre aquest aprenentatge amb la técnica de lletrejar. La
lectura, com a assimilacié del contingut conceptual del missatge escrit, exigeix del lector
un procés de reconstruccié personal d'allo que diuen els mots emprats i la sintaxi que els
lliga. Ara bé, tots els mestres d’'E.G.B. i de B.U.P. sabem que molts dels nostres alumnes,
si bé lletregen amb més o menys fortuna gairebé tots els mots d‘alguna de les nostres
llengtes, dificilment arriben a desvelar tots els matisos i precisions d'un text excrit, per
poca que sigui la seva complexitat. Si les dificultats son tan grans quan els alumnes
s'enfronten amb el llenguatge ordinari, qué no passara quan es trobin davant de relacions i
enunciats de gran abstraccid que, a més, cal llegir a partir d’'un codi simbolic no triviall

La conseqiiéncia de tot el que hem dit fins aqui és una proposta sense cap virtua-
litat, ara per ara: cal eliminar el llenguatge algebraic dels dos primers cicles de I'E.G.B., i
cal introduir-lo, progressivament, en el seu tercer cicle. Quedi clar que aixo apunta a
I‘eliminacio d'una simbologia tan fora de lloc a I'E.G.B. com adequada per a expressar,
amb rigor i precisio, les idees subtils i complexes en qué ha desembocat |‘alta especulacio
matematica. A aquest fenomen no |i és alié el fet que en els darrers 20 anys, per un curios
trastocament de |‘ordre logic i de |'ordre d'aprenentatge, aquestes idees —algebra de
conjunts, estructures algebraiques,...— hagin inundat els programes de matematigues de
I'ensenyament basic | mitja; pero aquesta és una altra historia. L'eliminacio dels simbols
algebraics de |'E.G.B. no es refereix sino a aquells recursos simbolics que queden forgosa-
ment fora de |'abast de les possibilitats intel.lectuals dels alumnes d’aquest nivell. No
afecta, en particular, als simbols numeérics i aritmétics, ni a la simbolitzacid geomeétrica, ni
als recursos grafics i simbolics que poden aparéixer i poden ser utilitzats com a resultat de
I‘orientaci6 creativa duna didactica especificament adrecada a fer descobrir als alumnes el
valor i la utilitat de la simbolitzacio.

Enfront de la introduccié prematura, desorganitzada i sobtada dels simbolismes al-
gebraics, nosaltres estem per una introduccié progressiva, sistematica i adaptada al de-
senvolupament intel.lectual del nen-noi que tenim per alumne. Es molt important enten-
dre bé que vol dir “progressivament” en aquest context; no es tracta pas dintroduir
aquest any aquest simbols, el que ve aquests altres, i aixi successivament. El caracter
progressiu cal entendre’l referit molt més a la manera d'utilitzar els simbols que al nombre
de simbols introduits. El llenguatge algebraic no ha de ser d'entrada (insistim: no pot
ser-ho, en aquesta edat) un conjunt de simbols articulat per unes regles de calcul propies.
Per exemple, quan hem escrit A = bh en substitucio d'Area igual a base per algads,
suposem que en son conseqguéncies obvies b = A/h ih = A/b;i no hoson! Ens ho sembla
perqué sobreposem, a una formula que expressa un contingut geométric, els esquemes
operatius abstractes del llenguatge algebraic (a = bc <> a/b = ¢, etc.) que |'alumne
encara no domina. No domina aguest automatisme pero pot arribar a entendre, raonant
sobre el cas concret, que si el producte de la base per I'algada és |'area, cal dividir |'area
etc. (ni més ni menys, aixo és el que fan tots els algebristes del periode historic estudiat,
des de Tartaglia a Pedro Nufiez). El coneixement d'equivaléncies formals com a = be<>
b = a/c, sera el resultat final del procés d'aprenentatge, mai no pot ser un punt de partida.
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D'entrada, els simbols algebraics que representen les incognites i llurs poténcies han de ser
utilitzats amb una funcio essencialment grafica i simplificadora, lligada a |'escriptura
d'equacions. Només amb el temps donarem als simbols la mecanica que permet, operant
amb ells, prescindir del raonament efectuat directament sobre els conceptes en joc.

Per a introduir adequadament als alumnes en el llenguatge algebraic cal donar-los
un marge molt ampli de temps, pero es pot comencar d'hora, cap als 11-12 anys. Caldra,
en fer-ho, donar un gran marge de |libertat i acceptar, al comencament, formes primi-
tives d’'expressio simbolica que els alumnes potser inventaran. No seran precises, uni-
voques, rigoroses ni economiques, pero hauran fet comprendre als alumnes, molt mes
eficagment que qualsevol altra cosa, el problema de la simbolitzacio. Es fonamental pres-
cindir de les variables i els parametres, que seran |'Gltima cosa a introduir: la completa
assimilacié d'aquesta idea és un simptoma inequivoc d'una educaci® matematica ja molt
avancada. Les expressions retoriques han de jugar un paper molt important, precedint i
preparant les formules simboliques escrites amb simbols literals. Aquestes seran el punt
d'arribada de I'ensenyament basic.

Per a introduir adequadament els alumnes en el |lenguatge algebraic cal, finalment,
donar als casos particulars tota la importancia que tenen en la construccio d'una formula
general. Devaluada la preocupacio per la memaoritzacio i per la demostracio, queda com
a cosa important assegurar que els alumnes en coneguin el significat. Aixo passa, fo-
namentalment, per preocupar-se de fer precedir |'analisi de la situacio concreta-parti-
cular al contacte amb |’enunciat general; i passa, de manera potser encara més impor-
tant, pels procediments heuristics que permeten als alumnes de trobar, ells mateixos,
les dites formules.

El lloc del calcul radical

Als tres capitols seglients donem un desenvolupament alternatiu concret d’alguns
dels temes dels quals hem criticat la presentacio tradicional. Estan dedicats, respectiva
ment, al calcul amb radicals, a les equacions de primer i segon grau i a un métode heu-
ristic per a trobar les formules de |a Combinatoria.

Un programa que recollis la necessitat d'introduir el llenguatge algebraic amb la
filosofia que hem exposat hauria de recongixer al calcul amb quantitats radicals (sempre
Que quedés completament destriat del calcul amb exponents fraccionaris) una importan-
cia particular en la introduccio de les técniques algebraiques. Historicament, és evident
el lligam entre aquest tipus de calcul i el relatiu al maneig d'incognites. Les raons les
podem endevinar facilment. Des del punt de vista de les operacions aritmetiques, la in-
@gnita i les seves poténcies i les quantitats radicals tenen semblances evidents. Tam-
bé es diferencien dels nombres enters i trencats en coses semblants. Des del punt de vis-
ta algorismic i practic, les operacions entre trencats es ‘‘tanquen’’ de forma natural.
No és dificil sumar, restar, multiplicar i dividir trencats; a més, totes aquestes operacions
sémpre condueixen a nombres trencats., La combinacié operativa d'enters i trencats
tampoc no comporta cap dificultat especial. Quan sén sumats, restats, ... enters amb
trencats, el resultat és sempre un trencat. Tot aixo, per descomptat, no és sind la conse-
qliencia del fet que en el concepte de nombre trencat no hi intervé cap operacio no-
;ﬁnun trencat és allo que resulta de dividir a parts iguals i agafar unes quantes d’aquestes
arts.

Les operacions entre radicals, com les operacions amb incognites, ja no es poden
“tancar”’. Una cosa més el seu quadrat no admet ser expressada com una magnitud
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simple: cal deixar-ho indicat, i pensar-ho com una operacio a realitzar posteriorment. ﬁ
I \/-5 es pot arribar a expressar com un sol radical, pero sera un radical formalment
diferent obtingut per una laboriosa-artificiosa operacié no directa. Les operacions de
suma i resta d’enters amb radicals o amb incognites cal deixar-les indicades.

La diferencia conceptual entre 2 + 1/2 j 2 + \/7 és notable. La primera ex-
pressid es pensa de manera prou natural com wna quantitat (sigui la longitud d'un seg-
ment, sigui un nombre de coses qualsevol que poden ser subdividides); la segona es pen-
sa de manera natural com dues coses que cal afegir. Aquesta segona és, en aquest sentit,
una operacio /ndicada, una operacio que pot admetre una continuacio per tal d'arribar-ne
a capir el significat més en concret. Si bé la diferéncia conceptual entre 2 + x i 2+ \/7
és notable (la primera expressio és una operacié que només pot pensarse com a operacio
indicada, possible, perd no com una operacid real, actual), les diferéncies operatives i
algorismiques entre les quantitats representades per aquestes dues expressions, en canvi,
son irrellevants comparades amb els mecanismes comuns que cal posar en joc per sumar-
les, multiplicar-les, etc., entre si i amb els nombres enters i trencats. Un punt de contacte
fonamental entre el calcul amb incognites i el calcul radical és, finalment, que ambdos es
recolzen en, i utilitzen, els mecanismes de composicid de poténcies (an am = an T m |
{an:."‘ = anm ).

Si el calcul amb radicals acompanya, o precedeix lleugerament, la introduccio del
calcul amb incognites, ambdos aprofiten una série de novetats algorfsmiques que sén di-
ficultats considerables per a |'alumne: consideracio d'ens numerics no homogenis la suma
dels quals ha de quedar indicada, distributivitat de la multiplicacio, imposada per les
operacions amb les quantitats anteriors, preséncia de coeficients, regles dels signes i
aparicio de les identitats notables ( (a + b)?2 = ..., etc.). Comencgarem, doncs, per veure en
concret com desenvolupar el calcul radical segons els nostres plantejaments.
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CAP[TOL 17:

EL CALCUL AMB RADICALS

Com hem dit al capitol precedent, el calcul radical és la introduccié natural al
calcul algebraic. Aixo sol |i dona un valor didactic inapreciable, valor que cal afegir
a l'interés intrinsec que aquest calcul ja té com a part imprescindible del llenguatge
matematic. Nogensmenys, cal recongixer que a |'edat en qué nosaltres proposem intro-
duirlo, per a alumnes de 12 anys, és dificil trobar una motivacié convincent d‘aquests
conceptes i de les técniques associades. Tant més dificil que la difusié de les calculadores
de butxaca ha modificat essencialment |'interés directe que podign tenir per al caleul
numeric moltes regles de manipulacié de les quantitats radicals. Es menys problematic
arribar a trobar problemes geomeétrics i situacions més o menys versemblants on calgui
utilitzar arrels quadrades, cubiques,...; en aquest sentit son modelics els exercicis que
proposa el Grup Zero al llibret La mesura i els nombres. Aquests exercicis han de jugar un
Paper important obrint el tema.

Aixd no obstant, el calcul radical precisaria d’elements motivadors més especifics.
Encara que no sabem resoldre el problema de manera satisfactoria (i potser mai no en
sabrem), podem assenyalar una solucié parcial. Aquest tema, després d'unes poques
classes dedicades a la introduccié del concepte d’arrel (amb els continguts que es mencio-
nen al primer apartat del capitol), caldria enfocar-lo amb |'esperit propi de |'aprenen-
tatge modern de les llengues vives. No hauria de considerar-se una unitat tancada que
Ocupa una successio de classes sense solucid de continuitat, sind que caldria plantejar-
lo explicitament com un conjunt de regles que cal arribar a memoritzar i a utilitzar
automaticament dins de contextos de complexitat cada cop més gran. El calcul radical
hauria de ser el primer contacte de I‘alumne amb els formalismes algebraics; el seu trac-
tament, conseqiientment, no hauria de ser el d’una cosa que s‘explica d’una vegada per
totes: cap llenguatge no es pot explicar d’una vegada per totes. Les regles que articu-
len el calcul radical cal anar-les desenvolupant per estadis, tal com s'especifica al se-
Gpn apartat d'aquest capitol, des d'un primer nivell molt concret i particular fins a situa-
cions molt complexes que deixin |‘alumne a les portes del calcul formal. El procés d'in-
troducci6 d’'aquestes regles ha de ser forcosament |larg, perdo no té per queé ser gruixut:
€5 Pot aconseguir que els alumnes assoleixin un bon nivell de comprensié i automatitza-
€10, fent simultania i paral.lela la introduccid d'aquestes regles amb el desenvolupament
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dels altres temes que constitueixen el curs. En una paraula, es tractaria de reservar una
part d'un parell o tres de classes setmanals per a anar introduint-les.

La Introduccio del Concepte d'Arrel Numeérica

Una i altra vegada, en manejar radicals, els raonaments es recolzen en les rela:
cions (v/a)j2=ai \/§ = a. Els alumnes manifesten sovint més dificultats de les previ-
sibles a assimilarles. Aixo es pot atribuir, sense gaires dubtes, a no haver introduit aquests
conceptes com calia, associats a un algorisme de calcul. La millor manera de fer entenedor
el concepte d'arrel és proporcionar a I'alumne un métode que |i permeti calcular efecti-
vament arrels. Els simbols v/ 2 , v/ 10, 6+/ 1369 , per molt que se sapiga que /‘arrel
quadrada de a és un nombre que, elevat al quadrat, déna a, estan buits de significat
mentre |'alumne no els pugui relacionar amb el marc de referéncia dels nombres que ell ja
coneix. Per aixd0 pensem que cal revaloritzar com a elements didactics els métodes de
calcul aproximat.

Tot seguit ens ocuparem de |‘algorisme classic d'extraccio d'arrels quadrades. Per
a les arrels d’ordre superior, sens dubte el cami més indicat sembla ser |‘aproximacio
per tempteig, per mitja de successives subdivisions d'un interval, métode que alguns
autors anomenen |'algorisme babilonic: situada, per exemple, la 3’ 15 entre 2 i 3, s'aga:
fa el punt mig ;— (2 + 3) = 5/2; es comprova si aquest valor és una aproximacio per
excés o per defecte de I'arrel buscada ((5/2)3 = 15 + 5/8), i es calcula la segiient aproxi-

1 5
2 (2 + 2 ); etc.

La idea de I'algorisme babilonic és d‘una gran simplicitat, i es pot utilitzar des
del primer moment per calcular arrels quadrades. Aixd no obstant, |'algorisme classic
admet una presentacid heuristica molt interessant, trobada per Puig Adam. A la descrip-
ci6 de la seva experiéncia (Puig Adam, pp. 322-327) especifica que fou realitzada amb
alumnes de I'antic Primer de Batxillerat (alumnes d11-12 anys).

En un primer moment, Puig Adam fixava el llenguatge. comengava per pregun-
tar el valor de 5.5, 66, ..., introduia la paraula quadrat, preguntava aleshores pel qua-
drat de 5, de 6, ..., i després pel “nombre el quadrat del qual €s 49, 64, ...”"; aqul in-
troduia el mots arrel quadrada, amb els quals preguntava “‘guina era [‘arrel quadrada
de...”. No cal subratllar la importancia que té aquesta primera etapa, per molt reite-
rativa que pugui semblar. Els conceptes nous i llur nomenclatura necessiten ser utilit-
zats durantun temps pels qui els aprenen, per tal de ser ben assimilats.

En una segona etapa, Puig Adam introduia les arrels enteres i la resta, recolzant-sé
en la manipulacio de petites peces amb les quals podien formar-se quadrats. L'autor
aprofitava la formacié succesiva dels quadrats de costats 2, 3, 4,... per preguntar en cada
cas quantes peces |i calen per a fer el quadrat segiient: quantes per a fer el quadrat que en
te 9 a partir del que en te 4, etc.

macio agafant el nou punt mig

" o ¥ T TR T
e o R e e N (8 et
P e o o RN TR Y
2x2+1 2x3+1 2x4+1



A partir d'aixd0 queda establert que la resta, en calcular una arrel entera, sem-
pre ha de ser més petita que 2n + 1, ja que si fos igual, es podria formar el quadrat de
costat n + 1. El que hem dit fins ara no té a veure especificament amb |'algorisme de
calcul d'arrels quadrades mencionat anteriorment, encara que en constitueix la base
imprescindible. De fet, pero, es tracta d'un plantejament suggerent i molt intuitiu, que
soluciona molts dels problemes que acostumen a acompanyar |'assimilacio del concepte
d’arrel numerica.

La tercera etapa és |'especialment dedicada a la introduccid del calcul d'arrels
quadrades. Puig Adam presenta als alumnes el nombre 674 format a base de petites peces:

LRl
sassssnmes
L]

(RN N NN
cesstasnnse

(AR NN AN
L B R

(KRN RN E NN
(RN SRR R NN
LR RN NN
LA E RN RN E NN ] Sssssssnns aesseesRRS

[Fesesssass] [ssnasnssnns| [scsesssssse]

[#sssesscnns [sovsnscscsas

|*9sssssnns] [ssssssenss e s e =

Una idea és, evidentment, desfer tota la configuraci6 i procedir com abans, for-
mant el quadrat més gran possible; pero també és molt intuitiva la idea de formar un
quadrat amb quatre centenes. Aixo condueix a la configuracio a partir de |a qual

[..Il..l...] U....l..[ﬂ

[Fessnnssse] [ssssassass]

[tosananeee] [ssssssssss]

LA AN R E NN NN
Senscnsnes
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hom pot destacar una primera regla operativa: L arre/ quadrada entera de les centenes
dona el nombre de desenes de [l'arrel. La resta obtinguda és formada clarament per 2
centenes i les 7 desenes i 4 unitats originals. Es pot escriure, amb aix0, el primer pas de
I'esguema classic.

6 74 P2
4

2 74

A continuacio, cal explotar la idea d'afegir tires (desenes) al quadrat ja obtin-
gut, per tal d'obtenir el més gran possible. Han sobrat 27 tires (i 4 unitats), i hem d’afeqir
al quadrat que ja tenim dues tires per costat (dues, perqueé aquesta és |'arrel quadrada de
les centenes, o sia el nombre de desenes, ja trobat, que tindra |'arrel), i les hem d'afeqir a
dos costats. Per tant, 27 cal dividir-lo per 2. 2 = 4, i trobem que hom pot afegir 6 tires al
quadrat, havent sobrat 3 tires i les 4 unitats originals.

e e 0

Queda, finalment, el forat del canto, per a omplir el qual necessitem 6. 6 = 36
peces. Com que només en tenim 34, hem trobat que 2 desenes i 6 unitats és una arrel per
excés del nombre proposat. Si busquem una arrel per defecte, haurem de quedar-nos amb
2 desenes i 5 unitats. El quadrat més gran que podrem formar amb elles tindra un total
de peces igual a: les quatre centenes que hem posat al comengament, més 4 x 5 desenes
(tires) que hem afegit a dos costats, més 5 x 5 peces que omplen el forat del cant. Amb
aix0 es pot completar |'esquema algorismic classic:

1e7) 6 74 | 2 20n) +/ 674 2
4 o 4 ﬁ4 LAR

2 74 274 (perqué el quadrat
I"augmentarem  per
dos costats).

3e) /674 | 2 ar) /674 | 25

274 45 274
x5 — 225
225 49 RESTA. El caleul ja
no continua, perqué
(400 més 225 és el nombre de peces que té la resta és més petita
el quadrat meés gran que es pot formar). que2 x25+ 1.
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Puig Adam acaba la descripcio d’aquesta experiéencia amb unes paraules que ens
agradaria citar, pel que tenen de magnifica sintesi d'una filosofia de I'ensenyament de
les matematiques que mai no hagués hagut d’oblidar-se:

"Este procedimiento... suministra una demostracién intuitiva de la regla de extraccién de la
ralz cuadrada, que es, a nuestro juicio, tan rigurosa como pueda serlo la demostracidn abs-
tracta tradicional y que penetra, en cambio, mucho mds hondamente en |la estructura inter-
na de la operacién. No siempre una demostracidn basada en |a reduccidn a verdades anterio-
res, cualidad caracteriStica de las demostraciones de la escuela griega, es la que traduce las
esencias de la propiedad demostrada, ni mucho menos la mds adecuada desde un punto de
vista diddctico. Para los matemdticos orientales, demostrar era reducir a la evidencia directa,
la cual percibe el nifio mejor que un encadenamiento Idgico, del que no suele ver ni el alcan-
ce ni la necesidad.’’ (Puig Adam, pp. 326-327).

La mateixa cura amb que Puig Adam ha introduit el concepte d’'arrel quadrada ha
de ser utilitzada per a introduir les arrels cibiques, quartes,..., sense que en cap mo-
ment sigui necessari parlar d‘arrels n-ésimes. Aquest és un concepte d'un altre nivell,
que només cal introduir en un marc teoric més elevat. Per familiaritzar els alumnes amb
aquests conceptes, cal encarregar-los la confeccié d'una taula com la seglient, amb la
qual é molt interessant realitzar una sessié oral d‘exercicis de la forma “Quina és la
3 (4%,..) poténcia de 4 (5,6,...)? “Quin és el nombre la 5° (3%, 4*,..,) poténcia del
qual és 32,...7".

PO (gua (cubs)

TEN drats)

CIES |22 |33 | 48 | sa ga 78 ga ga 103

NOM-

BRES
1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 8l 16 32 64 128 256 512 1024
9 271 81| 243 729 2187 6561 19683 59049

16 64| 256| 1024 4096 16384 65536 262144 1048576

25 125| 625| 3125 15625 78125 390625 1953125 9765625
36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 | 10077696 60166176
343| 2401 16807 117649 823543 5764801 | 40353607 | 282475249
64 512| 4096| 32768 262144 | 2097152 | 16777216] 134217728 | 1073741824
81 729]| 6561| 59049 531441 | 4782969 | 43046721| 387420489 | 3486784401
100 | 1000{10000{100000 | 1000000 | 10000000 | 100000000]1000000000 |10000000000

[Ewmumm:-wu—-
&
©

Un cop aqui, després d'introduir els mots arre/ guarta, cinguena,..., cal insistir
una vegada més en preguntes com ‘‘Quina és I'arrel 3* (42,...) del nombre...?"". No cal
dir que sén plenament pertinents preguntes relatives a arrels no enteres, sobre les quals cal
Eﬂ?gi.!ntar la localitzacié (“entre 7 i 8", etc.). A continuacié cal plantejar la qgilestio
simbblica, i escriure els resultats de la sessio oral amb la simbologia introduida. El resultat
més'fonamenta! d'aquesta primera etapa és la reciprocitat de la potenciacio i |a radicacio
al nivell numéric concret. Els alumnes no han de tenir cap dificultat per a relacionar
ambdos conceptes quan s'apliquen a nombres concrets.

e Una qliesti6 que acostuma a ser tractada en introduir els radicals és el caracter
'racional de /"2 , \/ 3, etc. Totes les demostracions d'irracionalitat son demostra-
clons per reduccié a I'absurd, un mecanisme intel.lectual de qué no es disposa fins als
14-15 anys (com a minim: cf. Piaget, pp. 257-258 i pp. 297-312). D’una altra banda, el
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problema de la irracionalitat respon a les preocupacions i als objectius d’un altre context,
el de la clarificacid conceptual dels distints conjunts numerics, i no pas a la preocupacio
per a introduir els alumnes, elementalment, als automatismes d'un calcul. Per aixo pensem
que aquestes demostracions no son especialment pertinents a I'hora de fer aquesta intro-
duccio.

Tal com nosaltres pensem aquest tema, el que és important és arribar a fami-
liaritzar |'alumne amb un concepte nou, fent-li conéixer algunes propietats elementals.
En aquest context, i amb aquest objectiu, la notacio exponencial fraccionaria tampoc no
hi pinta absolutament res. Aquesta notacid representa un altre problema, que no faria,
superposat al nostre, sind complicar-los tots dos innecessariament. Els exponents frac-
cionaris son un refinament que aporta no res al concepte en quiestio, i que només és Gtil
(alli és, més ben dit, imprescindible) dins de la problematica de les funcions exponen-
cials. Podem advertir, en particular, que la bona adquisicié6 dels conceptes del calcul
radical converteix |’adquisicio de la notacid exponencial fraccionaria en un facil exercici
de traduccio d'una notacio a |'altra.

Es evident, al mateix temps, que el tractament de les propletats de Ies arrels a través

dels exponents fraccionaris (p.e., \/_ \/_perque \/_2 =a ’4‘ = a 2 = \/;. etc.) de-
senfoca el problema didactic real. Des del punt de vista del significat o del contingut
conceptual del simbols+/a, etc., existeix una justificacid directa (directament relacionada
amb el significat) que és la que interessa que |‘alumne faci seva: és aquesta justificacio la
que permet aprofundir la comprensio dels conceptes en joc. Aquests no han de quedar
tancats | limitats per les seves definicions; han de ser una cosa viva, de la qual es puguin
extreure consequéncies, i que pugui ser relacionada amb d'altres conceptes. Només si un
concepte es fa treballar i actuar esdevé una eina eficag, capag, per aixo mateix, d"ampliar
les possibilitats daccid d'una intel.ligéncia en formacio que I'adquireixi.

Quan les arrels es fan funcionar per medi d'exponents fraccionaris, estem subs-
tituint el funcionament del concepte d'arrel per la mecanica algorismica d'una notacio,
el lligam de la qual amb el problema matematic que es tracta de resoldre no pot ser com-
prés per |'alumne. Volem subratllar que |'objeccid més gran que oposem als exponents
fraccionaris no és que el calcul radical, amb ells, es redueixi a una série de receptes i de
trucs algorismics. El calcul radical, com gran part de les matematiques, sempre va a parar,
es faci com es faci, a una série de receptes i de trucs algorismics. La nostra critica apunta
al fet que els exponents fraccionaris i les justificacions que els donen suport escamotegen i
desvirtuen el contingut conceptual de les receptes i dels trucs algorismics.

La Introduccio del Calcul Radical

La introduccio del calcul radical es pot dividir en tres etapes o nivells, clarament
diferenciats. Correspondrien, respectivament, als darrers cursos de |'ensenyament basic. Al
primer, que anomenarem nivell A, seran introduides regles basiques per al maneig de
radicals (obtencid d'arrels del mateix index, multiplicacio d'arrels, etc.); al segon, nivell B,
s'ensenyarad a manejar les quantitats delaformaatb .Wi d. Wi ...El darrer nivell, C,
constitueix el lligam del cdlcul radical amb el cdlcul formal-literal.
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A. INTRODUCCIO DE LES REGLES BASIQUES
1) Multiplicacié d‘arrels del mateix index

La resposta d'un alumne normalment constituit al problema de calcular el produc-
te de v/ 2 per v/ 3 sera obtenir una aproximacié de v/ 2, una de v/ 3, i multiplicar-les.
Per justificar la regla del producte de radicals poden ser utilitzats els arguments de |’eco-
nomia en el calcul d'arrels quadrades, de |'afebliment de I'error, i de |'interés de disposar
d'una regla que hom pot utilitzar fins i tot quan els nombres que intervenen en el calcul
no sén actualment o directament coneguts. Que |'émfasi recaigui en un o ['altre dels
arguments dependra del nivell i dels coneixements dels alumnes.

Cal comencar amb uns exercicis preparatoris sobre les poténcies d'un producte.
Per exemple, cal proposar als alumnes que calculin el gquadrat de "5 per \/?' (subrat-
llem que no cal tenir gaire pressa en la introduccié del producte indicat per juxtapo-
sicio). En el cas que aquests exercicis desconcertessin massa els alumnes, perque no
sapiguessin fer funcionar |'associativitat, es pot retrocedir una mica més i comencar
amb exercicis del tipus 5 per 3 multiplicat per 7, ‘5 per 3 multiplicat per 2 per 3",
etc. No cal dir que els enunciats generals (“recordeu que el producte té la propietat
commutativa i associativa’’, “‘recordeu que (a . b).c=a. (b.c)", etc.) no tenen aqui cap
valor ni utilitat: aquests enunciats generals son, precisament, la manera de formular a un
nivell d’abstraccio superior (per tant, d'una manera més dificil) allo que pretenem que els
alumnes sapiguen aplicar. En aquests exercicis amb nombres enters que acabem de men-
cionar, és important subratllar que aquests productes multiples es poden realitzar “‘en
qualsevol ordre’’, i, sequidament, aplicar aix0 mateix al caleul de ““5 per ﬁmultiplicat
per 3 per ﬁ', etc.

Quan els alumnes ja poden trobar que el quadrat de ﬁparﬂés 6, cal conduir-
los, fent preguntes escaients, al punt que ells mateixos enunciin que \/_2Lper \/_3«5'!5

6. Una serie d'exercicis d'aquests tipus ha de conduir a extreure la regla "ﬁper

3 és igual a+/ 2 per 3", la formulacio general de la qual, en forma retorica ("el produc-
te de les arrels quadrades de dos nombres és |'arrel quadrada del producte dels nombres”)
és una feina molt interessant, que ha de ser proposada als propis alumnes. En la série
d'exercicis que condueixen a la regla general, aixi com en la série que ha de consolidar
I'automatisme, son importants els que proporcionen resultats simples, com ﬁper ﬁ
=4, etc.

E| pas segiient sera el problema analeg referit a arrels cibiques. Generalment,
els alumnes endevinaran la regla general, de la qual s'haura de demanar la formulacio
retorica. La demostracié de la regla, aqui, ja té un interés molt relatiu, i només cal entre-
tenir-s'hi en cas de demanar-ho els alumnes mateixos. Si que son importants, evidentment,
els exercicis de consolidacié de la regla amb arrels cibiques, quartes,... Allo que no ha
d’aparéixer, d‘acord amb la filosofia amb queé estem treballant, son les arrels n-esimes. Cal
quedar-se al nivell que “‘la mateixa regla val, sigui quin sigui I'index de Iarrel".

Un problema que sovint plantegen els mateixos alumnes és I'aplicacio d’una regla
semblant a |‘anterior al producte d'un nombre per una arrel: elevant 3 per /2 al quadrat
obtenim 18, d'on 3 per v/ 2 = +/ 18, etc. Aquest és un bon exemple de |’'economia con-
ceptual que, de vegades, comporten els raonamen ts heurfstics respecte dels formals: el ma-
teix mecanisme que proporciona la solucié d'un problema condueix a solucionar-ne un
altre que habitualment queda separat del primer. Es evident que I'actitud del professor no
sera la de conservar artificialment la separacio, sind que aprofitara |'oportunitat d'obtenir
la regla per a introduir factors dins de les arrels. Més endavant tornara a aparéixer aquesta
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regla que permet, en cert sentit, “‘realitzar I‘operacié’ de multiplicar un nombre per un
radical.

Tota aquesta part ha de tenir com a epileg una pregunta adregada als alumnes:
“Aixi com +/ 2 per \/ 3 és \/ B, podrieu trobar alguna arrel que fos igual a \/3 per
E/_:i, és a dir, que expressés el producte de dues arrels dindexs diferents?"’. Sera im-
portant analitzar acuradament les respostes (falses) que els alumnes donaran. Sempre
n'hi haura que aventuraran que \/_2 per \3/_3 és \3/ 2per36 </ 2 per 3, etc. Cal en-
tretenir-se a comprovar que aquestes respostes, son falses. En aquest moment, una revisio
dels passos que ens han conduit a la regla ja trobada permetra subratllar per qué en ella
es fonamental que les arrels tinguin el mateix (ndex.

El pas segient serd proposar el problema d'esbrinar si és o no veritat que \/T
= {3/_8. Molt probablement, la idea d'elevar al quadrat (que déna 2 = W = 2) i d'ele-
var a la sisena poténcia (que dona 8 = m = 8) sorgira dels mateixos alumnes. La ma-
teixa cosa es fara amb la relacio & 3 = ¥ 9, a partir de la qual cal deixar que els
alumnes es tornin a enfrontar amb el producte de \/Tper \:y_j . Un cop resolt aquest
problema es pot explicitar (plantejant, si cal, un problema semblant pero prou dife-
rent) la necessitat de trobar un métode general per a obtenir arrels d’indexs iguals. Aquest
metode, cal advertir als alumnes, el trobarem donant un rodeig i estudiant altres propie-
tats de les arrels.

ii) Radicacio consecutiva

Cal comencar amb uns exercicis preparatoris sobre la potenciacio consecutiva. Els
alumnes tindran al davant la taula amb les 10 primeres poténcies que ja han utilitzat
precedentment. Comencarem per demanar-los que calculin la segona poténcia de la
tercera poténcia de 5 (5 6 un nombre encara més gran és més interessant que un nombre
petit). El que cal esperar és el calcul, fet manualment, de 125 per 125. E| professor, amb
la taula mencionada al davant, pot anar donant el resultat de productes per |estil, 64
per 64, la quarta poténcia de 81, el quadrat de 729, etc. Els alumnes no trigaran a en-
devinar quin és el truc que fa servir, i aleshores hauran d'enunciar retoricament la re-
gla per a obtenir quina poténcia correspon a la composicio de poténcies.

Un cop coneguda la regla, cal demanar-los-en una justificacio. Per a fer-ho, sera
convenient proposar |‘analisi d'un cas simple, com el cub del quadrat de 2, dirigint |'aten-
cié dels alumnes cap al nombre de vegades que utilitzen 2 com a factor per obtenir el
resultat final. Volem subratllar que la comprensié de la presentacié ordinaria d'aquest fet,

(an)™ = anm perqué (a")™ = (a.a...a).(a.a .a)"...(a.a.a) = a.a™...a= an-m, pressuposa

la possibilitat de realitzacio de |'exercici que nosaltres proposem als alumnes, amb /‘incon-
venient addicional d‘una notacié molt sofisticada, que és, en si mateixa, un obstacle
conceptual de tanta envergadura com la relacié entre les poténcies i llur ordre, que és alld
que estem intentant ensenyar, i amb el desavantatge addicional que I'actitudde I'alumne és
molt més passiva que la que els obliguem a tenir quan els proposem penetrar en la com-
prensio de |'estructura d'un cas concret.

A continuacié, cal plantejar el problema del significat d’una expressié com </ V2.
Els demanarem que arribin a enunciar que aquest és un nombre que elevat al cub déna
\/5, i, a continuacio, que és un nombre que elevat primer al cub i després al quadrat dona

2. A partir d'exercicis d’aquests han de formular retoricament la regla Q) ¥/~ ="V .
Es important que els alumnes es familiaritzin amb ella en les dues aplicacions possibles
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que la regla té: tant en exercicis del tipus "'Escriu amb una (nica arrel \:? \/_2_ 7 \3/'—3,
etc.”, com en exercicis de I'estil “Descomposa I'arrel &/ 2, ¥ 3, 5, etec. en tantes
radicacions consecutives com puguis” (i en particular, “Descomposa \‘7_5, v/ 3, en
tantes radicacions consecutives com puguis’). Aqui es poden proposar problemes de com-
paracion: “Ordena de més gran a més petit els radicals \:’7_5 < 100, \?f_ﬁ, ete."”.

iii) Obtencié d'arrel$ d’index comu

Els alumnes han comprovat anteriorment, per calcul directe, que \/7‘—: \/Ei que
J 3=®’—9. Ara cal tornar a plantejar aquests exemples, perd per demanar-hi una
justificacio indirecta de les igualtats; una justificacio, es pot indicar, que es recolzi en allo
que acabem de veure sobre la manera de descomposar una arrel en radicacions consecuti-

ves. Un cop explicitat el mecanisme \Gfﬁ= Y4 W cal mantenir els indexs 2 i 3 i pro-
posar exercicis de transformacio en arrels d'index comu 6, de |'estil \f_g i \3(_2— ﬁ i
\3/_7, etc. A continuaci6, cal preguntar si \/_2i % es podrien transformar en arrels
d'index com( 5, 6 8, 6 9, i arribar a explicitar que el I'index comi final ha de ser un
multiple dels dos indexs de partida.

El pas seglient ja sera posar els alumnes enfront de dos radicals nous, com Y 3
2, iel professor haura de guiar-los fins a trobar els radicals equivalents d'index 20 amb
una série metodica de preguntes: “Quin pot ser |'index com0?", "A quina potencia cal
elevar 3 per transformar &/ 3 en un radical de la forma %/ ?", etc. Amb un o dos
exercicis d'aquests ja es pot arribar a explicitar un metode general per a obtenir dos
radicals d'fndex com( a partir de dos radicals qualsevol: “Eleva el nombre d'una de les
arrels a la poténcia que indica |I'index de |‘altra arrel. Després, eleva el nombre de Ialtra
arrel a la poténcia igual a I'index de la primera arrel. |, finalment, multiplica els dos
indexs i tindras |'index comu”.

Ens interessa subratllar que en aquesta transformacio ja hi ha prou dificultats
conceptuals com per a afegir-hi una complicacié addicional amb la introducci6 del mi-
nim comd multiple dels indexs. D'introduir aquest concepte, la complicacié algorismica
de tot el procés augmenta, i es corre el risc que |"embalum de regles i de coses a fer
sigui massa considerable. Risc tant més real que el concepte de m.c.m. és d'una gran
complexitat i els algorismes de calcul associats son generalment incompresos pels alum-
nes d'aquesta edat. En qualsevol cas, només volem assenyalar que no és necessari intro-
duir aquest refinament de calcul per a assegurar la bona assimilacio dels conceptes en
joc, sense negar la possibilitat de fer-ho si el nivell d’'un grup concret d'alumnes ho permet,
0 si el desenvolupament d’una classe ho aconsella. Sempre hi ha una simplificacié, pero,
que es pot introduir en el métode general anterior; és la que fa referéncia a dos radicals
U i ™Y, I'index d'un dels quals és multiple de Ialtre. En aquest cas, la regla simplifi-
cada és prou evident i senzilla com per a poder-la introduir sense cap mena de complicacio.

iv) Multiplicacié i divisié de dues arrels qualssevol

Reprendre el tema de la multiplicacio d'arrels, després de la volta donada, haura
de servir per a repassar les regles operatives del producte d‘arrels del mateix index i del
producte d'un nombre per una arrel. Pero servira també per a introduir un punt de
vista nou a la Gltima qiiesti6 mencionada. E| producte d'un nombre per una arrel, ara,
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pot ser tractat de la forma habitual: 5. N2 = \/_25 .\/7= \/—5—0 etc. Veure o justifi-
car un resultat des de perspectives diferents és una de les millors maneres de reforgar
I'eficacia d'aquest resultat com a eina teorica.

La divisio d'arrels del mateix index podra aprofitar, possiblement, que els alum-

2 ’ : ! - s a

nes ja disposen d'una certa idea del funcionament dels radicals. Per aixo0, la reglaa-b =

[ a & ; s = S %

L sera molt més una conjectura a provar que una relacio a descobrir. La demostracio
nomeés caldra explicitar-la per a arrels d'indexs 2 i 3.

En aquest apartat, els exercicis de consolidacié sén d'una importancia molt gran.

Caldra, d'una banda, fixar uns automatismes per mitjd d’exercicis sense complicacions,

J 15
J9

cat que apareix a l'arrel final. Després, hauran d’'aparéixer casos en qué la simplificacié
modifiqui la situacié familiar als alumnes; aqui’ caldra tractar amb molta cura els exercicis

com ,..., ON només es tracta d’aplicar mecdnicament la regla i de simplificar el tren-

2 : /1 o= el i
com ——8— , que condueixen a resultats com — , la significacié dels quals serd explicita-

V8 4 NG

da als alumnes. Un altre cas és el constituit per la divisié d’'una arrel per un nombre T

: : 3 : ;
etc. Finalment, caldra ocupar-se dels casos ﬁ , etc. Els alumnes tendeixen ageneralitzar
els métodes apresos, per aixd tractaran espontaniament els exercicis que nosaltres anome-

nem de racionalitzacié d'una formadiversa: de la mateixa manera que —'36 =4/ -g— =4/ % )

faran ~—3—- :ﬁ:ﬁen lloc de ﬂ= L@ = l\/E No cal dir que és un
V6 6 2 ~/36 6 2

metode a respectar sempre que surti, especialment si es té en compte que el nostre procés
de racionalitzaci6, en aquest context, no &s pertinent. Aquest procés no apunta a la divi-
si6, sino a I’eliminacié de I'arrel del denominador (una motivacié que, en el punten qué
estan els alumnes, no pot semblar sin6 capriciosa), i pressuposa que certes operacions
amb els radicals es deixaran indicades, la qual cosa és, precisament, la contrdria de la que
fins ara hem estat ensenyant a classe. Ambdues coses, racionalitzacio i maneig de radicals
amb coeficients, constitueixen part essencial del nivell seglient.

Com és evident, el desenvolupament que proposem de les nocions en joc és-lent.
Aixd respon al convenciment que qualsevol precaucid €s insuficient a I'hora de prevenir
les destrosses d'ordre didactic i pedagbgic provocades per una prematura i precipitada pre-
sa de contacte amb els simbolismes algebraics. Totes les relacions que expressem tan clara-

ment i concisament, \/_a : \/_b =4/ ab, % =4/ -;— , U an =E/r;, etc., ni son fécils

ni la seva expressié €s curta i clara, si no és per a qui ja les coneix bé. Pensada per a ex-
pressar i facilitar uns certs automatismes de calcul, aquesta notacié sautomatitzaré sola
en mans de I'alumne que I'ha feta seva memoritzant-la, sense haver compreés les relacions

que expressa. Per aixd creurd que v/ a + v/ b=+/a+ b (perquéno,si vVa.\/b=+a.b
217).

244



Encara existeix un altre factor que recomana prudéncia i lentitud quan ensenyem
totes aquestes coses. Un sol enunciat formal o simbdlic, pel seu mateix caracter general i
abstracte, fa referéncia a diferents regles concretes, a diferents situacions de calcul numeé-
ric concret. En particular, una férmula pot tenir dos sentits de lectura de significats al go-

rismics diversos, Per exemple, la formula ¥/ ¢ a = " a, si es llegeix de Y/ { capa

n-@/". en la practica de I'alumne serveix per a una cosa; si es llegeix de™ %/ capa Y .,
en servird per a unes altres. Aixd no és siné un exemple particular de |'estaticitat dels sim-
bolismes, estaticitat que és normal que tinguin si han d'expressar identitats formals; pero
estaticitat que cal oposar, didicticament, al dinamisme algorismic que tenen les formula-
cions retariques.

B. EL CALCUL RADICAL AMB NOMBRES “COMPOSTOS"” :

En aquesta etapa, |'alumne tindra el primer contacte amb |la majoria dels recursos
meés importants del llenguatge algebraic modern: operacions indicades, coeficients, parén-
tesis, regles dels signes i identitats notables. Tot aix0 vindra imposat per les operacions
sobre quantitats de la formaa £ b \"/?t d Q}’_e ... Valorant la necessitat que tenen els
alumnes de batejar amb un nom especific allo que exigeix unes regles de calcul especifi-
ques, anomenarem aguestes quantitats nombre compostos (el nom gue els donava Nicolas
Chuquet).

i} Suma de nombres compostos. Coeficients

Per la majoria dels alumnes és decebedor que 3 + \/7, 0 ﬁ-l' ﬁ no sigui
un altre radical. Aquesta actitud no ha de ser considerada un simptoma de debilitat lo-
gica, de falta de sentit comu, o que el caparronet dels alumnes esta estructurat de ma-
nera inversemblant. Pensar que alguna regla hi haurd per a fer \/ 2 + /3 ={/d’alguna
€osa, més aviat és propi d’un cap ben organitzat que no pas del contrari. Els hem ensenyat
que una cosa aixi sempre és possible quan es tracta de multiplicar o dividir; a més a més, i
aquesta és una ra6 encara més intimament lligada a la logica natural, al sentit comd,
V' 3+ /2 noés, de fet, sind l'enunciat d’una quiestio: “'sumeu v/ 3iv/2 “. A I'alumne
li costa entendre que ha de deixar les coses aix( perque, des del punt de vista del calcul
numéric, que és el punt de vista amb qué I’alumne sempre ha treballat fins ara, v/ 3 + /2
no és propiament una operacié, sind el seu anunci.

Els algebristes del Renaixement que hem estudiat a la primera part d'aquest Ili-
bre mai no utilitzen coeficients en el calcul radical. La regla per a expressar la suma
de radicals iguals (regla que no enuncien en general) els permet escriure (sense lletres)
Va+ Va=va,vVa+ Va+ v a=+9a etc. Aquest tret ésuna de les coses que
més sorprenen quan es llegeix per primera vegada un text d'aqueila época. Es tracta,
pero, d’una manera de fer comprensible si abandonem els prejudicis derivats de la familia-
ritat amb la nostra notacié. Si posem v/ 3 + /3 + \/_SE= v/ 27, a més d’escriure una
cosa que és veritat estem dient que podem calcular el triple de \/—3t:alculant I‘arrel
quadrada de 27: des del punt de vista algorismic, aquesta expressio és clarament no
tautologica. Des de] mateix punt de vista, si posem V3+V3+4/3 = 34/3, és com
si no haguéssim fet res. Aquest caracter tautoldgic que tenen els simbols a+/ b (a un
enter) és, didacticament, una dificultat. L'avantatge essencial de la nostra regla ﬁ
+\/§=2\/§ se situa enuna perspectiva diferent de la que fins ara ha organtizat
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el calcul amb radicals. Es tracta d'una regla Gtil perque introdueix una simplificacio
notacional imprescindible en el marc dels formalismes. D'entrada, per tant, es tracta
d’una regla que pot semblar artificiosa a |'alumne.

Aquest canvi de perspectiva ha de ser explicitat si volem evitar equivocs i des-
concerts. En particular, cal enfrontar-se amb les temptatives espontanies dels alumnes
per a trobar una regla del tipus ﬁ+ ﬁ: v/ 2 + 3, assajant-ne tantes com calgui
i comprovant llur falsedat.

Cal explicar, molt especialment, que aquest canvi de perspectiva obliga a modi-
ficar el tractament que fins ara ha estat donat al producte d’'un nombre per un radical.
Es pot partir d'un problema com “Sumeu 3x v/ 2 amb 5x ﬁ". Els alumnes que apliquin
correctament el que han apres fins ara faran "'3x \/_ = m 5x \/? =m; la suma
val v/ 18 + +/ 50 ". Els coeficients han de ser introduits a partir d'aquesta qlestio
basica, i el professor ha de ser molt conscient que estd exigint dels alumnes un canvi en
els seus costums intel.lectuals. Per tal de distanciar-lo del context que i era habitual i
facilitar-li la comprensio dels algorismes que cal introduir per al calcul amb coeficients,
potser és convenient introduir una situacio com la seglient. “Disposem d‘unes quantes
boles de fusta, totes elles identiques entre si. En pesem una i trobem que el seu pes és
3,751 g”. Multiplicar 5 per 3,751 és una resposta obvia a |la pregunta de com calcular,
sense utilitzar balances, el que pesen 5 d'aguestes boles. Demanarem als alumnes que
escriguin |'operacié (no el resultat) que cal realitzar. “Abans d’haver tingut temps de fer
aquesta multiplicacio —afegirem— agafem tres boles més. Escriviu |'operacio que farieu
per calcular-ne el pes. Ara digueu quina operacio farieu per calcular el pes de totes 8
boles, i si cal fer els productes 5 x 3, 7511 3 x 3, 751 per trobar el pes total".

La introduccié del calcul amb coeficients anira acompanyada de la fixacio definiti-
va de la forma 24/ 2 (en substitucié de 2 per /2 o de 2x v/ 2). L'eliminacié del simbol
de la multiplicacié es pot fer abans d’arribar aqui si es veu que pot ser ben assimilada
pels alumnes. El criteri sempre sera, en qualsevol cas, evitar que el llenguatge algebraic
arribi a convertir-se en un seguit de convencions notacionals deslligades de les operacions
numeriques que representen.

Al costat dels exercicis adrecats a consolidar el calcul amb coeficients, els exercicis
meés interessants d'aquesta part seran els que exigeixen a |'alumne la traduccié dels enun-
ciats | expressions retoriques a expressions simboliques. Ens referim a exercicis en que
I'alumne, després d'haver escoltat, o preferentment llegit, expressions semi-retoriques com
“Sumeu 5 + /3 amb 7", hagi d’escriure simbolicament |'operacid a realitzar.

Aquest és el context meés escaient per a plantejar la técnica de simplificacio de
radicals per reduccié de I'index (¥ 4 = \/E: etc.) i la técnica d'extraccié de factors
dels radicals. No ens entretenim en aquestes gliestions perqué pensem que amb el que
hem dit precedentment queda prou ben dibuixat el tractament que caldra donar-los. Si
que subratllem, pero, la conveniéncia d’associar la seva presentacié al context en qué
I‘alumne pot utilitzar-les directament i immediatament.

ii) Subtraccid de nombres compostos. Parentesis

De bon comengament, els exercicis proposats es limitaran a la subtraccié o bé de
nombres o bé d'un sol radical de nombres compostos (‘‘Resteu 5de 7 ++/2 , “Resteu
3+ 2de 1+ 52", etc., pero no “Resteu 1+ vV 2 de3+ 24/2 ”, etc.). En aquest
primer moment cal consolidar el calcul amb coeficients i amb quantitats no homogénias,
sense barrejar els temes molt més complexos lligats a les regles dels signes. Son especial-
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ment interessants els exercicis que condueixen als casos ﬁ— \/3 = 0 etc. i als easos
3v2-2 2= /2, etc. No hem d’oblidar que si bé aquestes situacions son casos
particulars des de la nostra perspectiva (que és la del calcul formal), des de la perspectiva
de |'alumne, limitada per una concepcié encara molt estreta de les operacions aritmeti-
ques i dels simbolismes, es tracta de situacions noves que amplien aquesta concepcio
encara limitada. També és interessant demanar la representacié geométrica de quantitats

com ara 3 — \/3,\/3—1 etc.
V2 V2
.. ey
1 2 3 1 2

El desenvolupament d'aquest tema no pressuposa el coneixement dels nombres
negatius, ni resultara obligat fer-ne mencié, malgrat que s'hi introdueixen les regles dels
signes. Com ha estat explicat a la part || d'aguesta obra, |la subtraccio i les regles dels
signes associades a ella son conceptes molt més primaris, molt més concrets, que |’estruc-
tura operativa que sustenta els nombres negatius. Aquests sén, en algun sentit, el re-
sultat de portar fins a les Gltimes consequéncies les regles algebraiques de la subtrac-
ci6. Per aix0 té tant d'interés la presentacio didactica d'un calcul evolucionat, amb
quantitats de signe menys, de manera prévia a la introduccio del negatius. A la practica,
aixd vol dir que podrem treballar amb coses com (3 —+/2) — (4 — 24/2) =2 -1
sense haver-nos d‘enfrontar amb la gran dificultat de construir Z.

Un cop els alumnes puguin resoldre questions com 1 + 5v2-3425+3v/2-3
etc., cal enunciar coses com ‘Resteude 3 + 5 \/_f el nombre 2 + ﬁ”. Per les raons que
més amunt ja hem explicat, cal entretenir-se especialment en casos com “2 + 3 ﬁmenvs
242", 0“6+ 3/ 2menys3+ 32",

Els paréntesis han de ser introduits a partir de problemes de traduccio d’enun-
ciats retorics, com els anteriors, a expressions simboliques. Quan demanem als alumnes
que escriguin |'enunciat de |‘operacio a realitzar, és quasi segur que obtindrem expres-
sions com 3+ 5+/2 — 2 + /2. Sense corregir I'error, cal demanar que facin la ma-
teixa cosa amb I'enunciat “De 3 + 5+/ 2 resteu-ne 2 i sumeu-hiy/ 2 "". Ha de ser de la
comparacio, feta pels mateixos alumnes, de situacions aixi que ha de sorgir de manera
natural la necessitat d'un simbol addicional per a donar precisio als enunciats simbolics.
Es molt interessant no donar rapidament la solucio simbolica ()" i deixar que els alum-
nes en busquin una. L'assimilacido d‘una novetat és molt millor quan |'esperit s'ha preparat
préviament buscant-la.

Per introduir les regles dels signes cal plantejar una situacio senzilla, com “De
3resteu \/2 — 1. La imatge geomeétrica juga aqui un paper molt important:
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El resultat de la resta plantejada es pot obtenir de dues maneres. Amb el dibuix
al davant, la més lligada a la logica del gque s'enfronta al problema sense altres coneixe-
ments &s la que “‘veu’” que el resultat sera 2 + alguna cosa, | que aquesta cosa és el que va
de \/2a2, éadir,2—+/2.El resultat s, pertant, 2 + 2 —+/ 2 = 4 —/ 2. L ‘altra manera
fa servir que tant serd treure de 3 la diferéncia entre +/ 2 i 1, com treure \/_2 de 4
(= 3+ 1). Aquesta darrera és la que proporciona la comprensié de la regla general: per
calcular 3 — | ﬁ— 2}; tant sera treure de 3 la diferéncia entre \/Ei 2, com treure \/E

de 5.
3- W6-2 4-3-2)
V6 NF3
1 2 3 4 5 1_2 3 4
e z
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

o

Ve 4++2
3+2-V6 it T B S

La comprovacio dels resultats obtinguts ha de portar els alumnes a enunciar la re-
gla que regeix la descomposiciO i abreviacio d’una operacio indicada com 3 — (\fﬁ_— 2),
obtenint aixi la regla per a "'desfer un parentesi amb un signe menys al davant”’.

Cal plantejar, finalment, exercicis que comportin sumes de dues quantitats nega-
tives, com ara 3 — v/ 2 — (v/2 — 1). El significat de — v/ 2 — v/ 2, com a subtraccié suc-
cesiva d’una mateixa quantitat, conduira a la regla — v/ 2 — v/ 2 = — 2+/ 2, etc. Convé
acabar el tema amb una serie d’exercicis fets només a partir de les regles trobades i extretes
de les situacions anteriors. Aquest sera el moment en qué es podran introduir, ja sense el
perill d’'una mala assimilacid, una série de recursos mnemotecnics que ajudin a fixar les
regles anteriors (“Per sumar dos nombres amb signe menys, cal sumar els coeficients i
posar signe menys’’, etc.).

iii) Producte de nombres compostos. Identitats notables

Els primers exercicis que caldra plantejar en aquest apartat seran de multiplica-
cions d'un nombre enter per un nombre compost. Aqui tornen a ser molt importants els
exercicis de traduccid d'enunciats retorics a expressions simboliques: “Multipliqueu
3per2 ++/2, per3—+/2, perv/ 7+ /5, etc.”, els quals permetran insistir altra vegada
en la necessitat imprescindible dels paréntesis, ampliant i aclarint la seva funcio. Per a
justificar la importancia que cal concedir a aquests exercicis que anomenem de traduccio,
potser és convenient recordar que, mentre les operacions amb radicals eren enunciades
amb paraules, no hi havia ambigiitat en |'expressid que exigis paréntesis: les paraules
sobren per a distingir coses com 3{+/2+ 1) i1+ 3.4/ 2. Des de |a perspectiva del calcul
numeric, d'altra banda, la substitucié de 3 per v/ 2 + 1" pel simbolisme “3(y/ 2+ 1)"
aporta ben poca cosa. Aquestes foren les raons principals per les quals els paréntesis i les
multiplicacions indicades (que no apareixen per res en el tractament renaixentista dels
radicals) foren els darrers recursos simbaolics que s'incorporaren al llenguatge algebraic en
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el seu procés de creacio. Nosaltres, no cal dir-ho, no pretenem dissenyar un procés didactic
a base de refer mimeéticament el procés historic, pero si que considerem molt important
tenir en compte les dificultats que aguest procés ens mostra.

El model geometric esdevé una eina molt important en el tractament del producte,
tal com nosaltres el proposem. El producte de 3 — v/ 2 per 2, per exemple, ha de ser
calculat pels alumnes a partir de |'esquema.

3 as i 2(3-vV2)=6-2v2

La distributivitat, com ja hem comentat anteriorment de |'associativitat, no es
una cosa a utilitzar en aquests exercicis, sind a aprendre.
Un esquema semblant servira per a introduir els productes de la forma (2 + v/ 2)

3+ 2.

(2+vV2 (3+V2 =
=2x3 + 2xﬁ+ 3xﬁ+\/_2—xﬁ

2++/2

e ///\Y\\\\

2 //N‘\\\
/%A\\

1 2 3 A

.._..-.///



D’ells se'n podra obtenir, com a cas particular, al qual cal dedicar una atencio
especialissima, |'expressio per al quadrat d'un nombre compost. Evidentment, 'esquema
geomeétric és el que ha de permetre als alumnes trobar I‘expressio general d'un quadrat,
com (2 + +/ 2)2, i els ha de conduir a enunciar retoricament allo tan familiar de “El
quadrat del primer, més...".

Diguem, finalment, sense entretenir-nos més en els detalls d'un procés que pensem
que ja he quedat prou explicitat, com obtenir les regles per al producte de signes. A
partir d'un producte com (2 —/2) (3 —+/2), es dibuixara |'esquema habitual.

A partir d'ell, es preguntara quant valen les arees dels rectangles que hi aparei-
xen, inclos el rectangle total d'area 2 x 3. Es demanara que indiquin els rectangles les
arees dels quals s'expressen “de manera simple’, és a dir, com a molt, pel producte d'un
nombre per un radical. El resultat 6 — 3+/2 — 21/ 2 + 2 es deduira de |'observacié que
el quadrat de costat /2 é comu als rectangles d’arees 3+/ 2 i 2/ 2, i és restat dues
vegades en posar 6 — 3 ﬁ-— 2 ﬂ

Aquests exercicis han de desembocar en una série de regles retoriques, obtingudes
pels mateixos alumnes, que els permetin automatitzar els calculs de productes. Aix0
mateix s'aplicara, de manera molt particular, al calcul del quadrat d’una diferéncia i al del
producte d'una suma per una diferéncia.

iv) Divisié de nombres compostos. Racionalitzacié

Aquest ultim tema del segon nivell és el que té menys interés des del punt de vis-
ta heuristic. L'Unica técnica nova que els alumnes hauran d’aprendre, la de la raciona-
litzacio, utilitza resultats ja establerts préviament. La importancia del tema rau en el fet
que, conegudes ja totes les regles de manipulacio dels radicals simples i compostos, el
professor podra enfrontar |'alumne amb exercicis de calcul molt variats, que permetran
consolidar el domini dels automatismes. |Importancia especial tenen les técniques de
racionalitzaci6 de denominadors de la forma 3 —+/ 2 i /3 —+/ 2, tota vegada que
técniques del tot analogues seran emprades posteriorment en diferents contextos (divisio
de nombres complexos, calcul de limits, etc.)
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C. CAPA LES REGLES FORMALS DEL LLENGUATGE ALGEBRAIC

5—v3 _
5-3

=/ 5 — +/ 3 s6n qualitativament equivalents des del punt de vista Ibgic. Es una cre-
enca erronia que prové de confondre |'equivaléncia formal amb |'equivaléncia |ogica
Es evident que els dos enunciats anteriors es poden sintetitzar en |‘expressi6 formal

a 1 Lo IR i
e =/ &, aix/' com ho és que l'individu que ha fet seves les dues igualtats concre-

e : 2 2 .
Es pot pensar, erroniament, que informacions com ﬁ =+/'2.

tes anteriors les reconeixera en |'Unic enunciat formal esmentat. El que és fals, | d'aquf
l'error que ara comentem, és que la contemplacid d'aquest enunciat formal propor-
cioni a l'individu la informacié necessaria per a esdevenir, a les seves mans, un esque-
ma operatiu en els diversos casos concrets que se li poden referir. Hem subratllat la
paraula contemplacio per oposar-la intencionadament a la comprensié de |'enunciat
formal. Aquesta Gltima, clarament, no pot ser altra cosa que la capacitat de reconéixer-lo i
d’utilitzar-lo a les diferents situacions concretes en qué es pot utilitzar. D'aqui el sense
sentit fabulds contingut en la filosofia didactica que avantposa els enunciats formalitzats a
'estudi dels casos concrets que aquells enunciats formalitzen, i que insisteix, repetitiva-
ment, estérilment i maniaticament, en la necessitat de “‘comprendre bé' la formula per a
poder-la aplicar als casos particulars.

Son de dos ordres els obstacles que fan didacticament impracticable el cami que
parteix dels enunciats formals per a anar a trobar les situacions concretes. Un d’ells,
el més facilment exemplificable, és el derivat de la feblesa operativa dels propis sim-
bols algebraics durant el seu procés de consolidacio i estructuracio com a llenguatge,
és a dir, fins que no arriben a ser-ne fixades unes regles de combinacié o sintaxi. Per
exemple, Chuquet, un dels autors que va crear una algebra simbolica més desenvolupada
abans de Vieta, s'entretén a calcular pas a pas, fent totes les operacions numeériques

+ E; 7
necessaries, coses com que el quadratde v/ 5 + +/ 7 és 5 + +/ 7, o que §+ 5 =ili;

etc. Després de fer-ho, es detura a comentar que els mateixos resultats podien haver es-
tat obtinguts utilitzant Ibgicament a fons els conceptes en joc. Fer les operacions, aquf,
és com deixar-se enganyar per les aparences. Un dels exemples més colpidors de tot el
cami que calgué recorrer per arribar als esquemes operatius formals el trobem, en el

: , + 7 J o
mateix Chuquet, en el calcul de i i . El seu desenvolupament és, en essencia, el

V5+7

seglent: (Marre, p. 734): “Racionalitza” la fraccié multiplicant a dalt i a baix per

V' 65— /7 ; per efectuar el producte del numerador, eleva al quadrat 5+ +/ 7 (que és

+ 4/ y
32+ \/ 700) i el multiplica per 5 —+/ 7; aixi obté V0.4 142268 , que opera intro-

V18

duint 18 dins de les dues arrels. Aixi li surts/ 5 ++/ 7. En aquest cas, Lhuquet no afegeix
cap comentari ni ofereix cap via alternativa de resolucid. Sense plantejar-nos la giiestio,

| . a ’
forcosament estéril, de si Chuquet mateix ignorava la identitat formal J:= v/ a, osi
el va considerar un principi massa dificil d'explicitar, queda el fet ingiestionable de la
distancia radical que separa, des del punt de vista del pensament natural, aquesta identitat
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d'una de les seves materialitzacions concretes possibles. El fet que el principi formal quedi
completament emmascarat pel calcul radical numeéric, o que, sent realment possible arri-

5+ 7 ful A
bar a calcular que ————  val+/ 5 + +/ 7 , aquesta possibilitat mateixa sigui un

VE+ T
obstacle per arribar a trobar un altre cami (el formal), no fan siné subratllar la diferéncia
qualitativa entre els raonaments propis d'un context numeéric i els que entren en joc en el
calcul formal.

Aquesta Gltima consideracio ens acosta al segon ordre d'obstacles de que parlavem
al paragraf anterior. Des del punt de vista del desenvolupament intel.lectual de |'individu,
les operacions logiques que cal posar en accid per tal de moure's dins del calcul formal
amb plena comprensid dels seus esquemes operatius pertanyen, com la possibilitat de fer
un raonament per reducciot al’absurd, al’estadi més evolucionat delaintel.ligéncia. Un esta-
di, com ja hem ditanteriorment, que els individus no excepcionals no assoleixen abans dels
14-15 anys. Aixo significa, diguem-ho una vegada més, que fins | tot des del punt de vista
de la seva possibilitat, cal renunciar al designi d’arribar a fer entenederes les regles mes
elementals i concretes de |"algebra a partir de les propietats formals del calcul simbolic.
Tot al contrari, aquestes només podran ser obtingudes per una intel.ligéncia ja prou
madura que pugui fer-ne abstraccio, que pugui extreure-les, de les regles operatives del
calcul numéric.

En aquest Gltim nivell d'introduccio al calcul radical, es tractara de fer que els
alumnes treballin amb combinacions radicals molt més complicades. D'una banda, aixo
obliga a refinar i pulir el domini dels automatismes en joc, aplicant-los a casos compli-
rats i excepcionals, o molt particulars o molt generals, aprofundint, per tant, en el seu

VV3+VT

significat. D’'una altra, sera enfront d'operacions com ————— | etc., que adquiriran
V3+7

tot el seu valor, per I'economia que representen, els raonaments d'un nou estil que permet
manipular aquestes expressions sense recorrer al calcul directe. En aquesta Gltima etapa es
tracta, doncs, de portar els alumnes a treballar al nivell d'abstraccié6 més elevat possible
amb els materials disponibles, i d'aconseguir que arribin, ells mateixos, a formular els
principis o identitats formals. Aquests principis no han de ser enunciats necessariament
amb lletres. Fer-ho aixi, o no, és una cosa que ha de decidir el professor segons el nivell de
cada classe. Quedi clar, perd, que |'eficacia de I‘aprenentatge no depén basicament d‘aquest
aspecte. El que resulta fonamental no és la escriptura d’identitats formals, amb lletres o
sense. E| que resulta fonamental és la formulacié de les regles que elles representen, feta
pels mateixos alumnes, | feta a partir de la seva identificacio en diverses situacions de
menys generalitat. Només aquest aprenentatge fa optima la capacitat de re-utilitzacio (de
“comprensié’’, com es diu ordinariament) del calcul formal.

Assenyalem, a continuacio, els tipus més importants d’activitats que podem proposar
als alumnes amb la finalitat esmentada.

i) Elevant al quadrat una expressi6 com +/ 8 —+/ 2, resulta 8 + 2 —2+/16=2;
per tant, ﬁ-* \/7= v/ 2. Fent el mateix amb 3 + v/ 12, tenim 9 + 12 + Sﬁper

tant, 3+ /12 =+/ 21 + 6/ 2. Aquest artifici permet, en casos particulars, simplificar
expressions de la forma a £+/ b, i +/ a £+/ b. Servira, a més, per a introduir expressions

com I'esmentada / 21 + 6 J 2, que suposa un grau de complicacié més elevat que el que

els alumnes havien vist finsara. Es tractara amb cura especial ladistincié entre Va+ \/_5
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i\/\fa_-!-\/Eentre \/?+\/Fi \/a+\/Eetc.

ii) Els exercicis anteriors poden ser aplicats a la comparacid de radicals compostos.

Els radicals v/ 5+ 3i /8 + \/Eﬁ son iguals perqué donen el mateix quan sén elevats
al quadrat. En canyi, el radical v/ 8 + /7 és més gran que v/ 20 + 1 perqud, elevant-los
al quadrat, donen respectivament 15 ++/ 224 i 21 + +/ 80, els quals sén quasi 30. Perd li
falta menysa +/ 224 per a valer 15 que a \/ﬁper avaler 9; etc. Aquest apartat pot con-
duir al principi formal: si a> = b?, aleshores a = b, i si a2 # b2, llavors a # b (recordeu
que estem treballant, només, amb quantitats positives). Un altre principi que pot ser extret
en aquest context és: sia.b = a2, aleshoresa = b.

iii) A partir d'un radical com v/ 7 ++/ 3, es pot resoldre \/7 +\/§+ \/7 + \/—3
(6 \/? + /33— (—\/7 ++/3)) interpretant la suma com ‘‘dues vegades’’ i deixant fora

del radical un factor 2; es pot introduir aquest factor per obtenir v/ 28 + \/4—8, i es pot
calcular la suma primera elevant-la al quadrat, com feiem amb v/ 8 — </ 2 al paragrafi). Es
d'un gran interés didactic, des del punt de vista de consolidar el domini dels automatismes
i de donar confianca a I'alumne, d'obtenir els mateixos resultats per camins diferents, i pa-
lesar, d'aquesta manera, |'equivaléncia de les diferents opcions que es poden prendre per
desenvolupar un calcul; aixi es pot trencar el bloqueig gue senten molts alumnes enfront
d‘un d’ells.

iv) El producte de radicals de la forma \/? + /3 per \/? +/3, 3’ 7+ /5 per

e’ 7 —+/ B, etc., condueix a diverses situacions interessants. Plantejat directament, sense
indicacions per part del mestre, un producte com el primer dels citats sera realitzat pels

alumnes pas a pas ( \/ (7+/3)(7++/3)= \/52 + 144/ 3, etc.); el resultat d'aquesta
operacid pot ser simplificat finsa 7 + +/ 3, la qual cosa porta a interessar-nos per la trans-

formacié v/ a + /b= \/a + b+ +/4a.b fetaen sentit invers, és a dir, per la manera

d’expressar un radical \/ @ + /B com la suma de dos radicals simples v/ a ++/b. El

concepte d'arrel quadrada ha de ser subratllat en relacié amb les identitats

VI+V/3 71+ V3= (V1 +V32=7+/3

VI+V3.NT1+V3=V 7+ 7+ = (7 +V32=7+3,

I'economia de les quals ressaltard fortament en el context present. El mateix es pot apli-
car a arrels cibiques del mateix estil, etc.
v) Les operacions amb radicals com els que acabem de mencionar, d'fndex superior

a 2, ha de conduir a analitzar situacions com +/ 7 ++/ 5 al quadrat, o &7+ /5alcub,

m
on queda subratllat I'interés de la regla ({/a)" =</ a, n un divisor de m. Sera interessant

Oposar aquesta regla a les situacions ( %’_a]z', etc., a les quals el resultat s'obté necessaria-
ment per la poténcia del radicand.

253



vi) Ladivisi6 i racionalitzaci6 dels radicals compostos mencionats als punts anteriors
conduiran els alumnes a enfrontar-se amb les situacions més complexes de totes. S6n inte-
ressants, d'entrada exercicis de simplificacié com

\/1ao+6\X3333 =J13_E:50+\/3888:\/5+ /?gagg:m\/as—;/m’

36
etc., o com
354/ 75++/98 ++/ v 48—
v & = T By Y82 e
5+/2Z V3+2
Des del punt de vista del calcul formal, els exercicis que donaran més joc seran els derivats
BT A3 A2 s, FiTal'B vVE+y3 i
BN TSN TN T Vi+ys 5FV3
af +
i , etc. Com assenyaldvem al comengament d’aquesta etapa C, aquests
V7+5
{3 3 o] ) . a a
exercicis permeten presentar els principis o identitats formals ({ — =1, = \/;,
a V a
g — = {’/;, etc) com a eines absolutament necessaries per a poder progres-
o va ¥a
sar en el domini dels simbols i conceptes matematics. Sera interessant, perd, no introduir-

los d'entrada, sin6 recongéixer la seva utilitat després d'haver recorregut el cami molt més
llarg i fatigos del calcul numéric.

de situacions com .;com

5
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CAPITOL 18:

INTRODUCCIO A LES EQUACIONS DE PRIMER | SEGON GRAU
Puntualitzacions que es desprenen de I'analisi de la historia

a) La resolucio d’equacions (fonamentalment polinomiques) té els seus origens en
estadis molt primitius del quefer matematic. La majoria de problemes que condueixen
a equacions corresponen a aquells del tipus: “Trobar un nombre que verifiqui tal rela-
cié numerica concreta”. Els métodes de resolucid corresponen sempre, en una primera
fase de raonament matematic, a I'ambit del discurs aritmétic (Diofant), descrit en forma
retorica.

b) La majoria de problemes de planteig troba en el marc de les equacions una uni-
ficacio, pel que fa als métodes de resolucio, que permet deixar de costat als altres métodes
especifics (d'una falsa posiciod, de dues falses posicions, per oposicid i remocié,...).

c) Les tres fases de |"algebra (retorica, sincopada i simbolica) que introdui Neu-
gebauer per diferenciar els diversos tractaments per a resoldre les equacions, corres-
ponen a un cami natural de maduracid, que exigeix, per a ser assolit, la plena assimila-
ci6 dels métodes que s'empren a cada fase. Alld que de primer és una mera taquigrafia
acaba adquirint amb el temps una autonomia propia, que generara lleis especifiques;
aquestes lleis son les que governaran els distints signes (primer sincopes i després simbols
més abstractes). Convé precisar que aquestes lleis son el resultat de moltes traduccions
d'operacions aritmétiques concretes en el terreny dels signes (regles del ** + " i " —*;
regles per al producte de poténcies de la incognita,...).

d) Hi ha clars lligams historics entre les regles que governen el calcul amb polinomis
i les regles que regeixen el calcul amb radicals. Recordem la forma com al-Hwarizmi
introdueix el calcul amb polinomis a partir de I’analogia amb el calcul radical (veure p.
24).

e) El tractament dels polinomis, com a objectes d'estudi separats de la teoria
d’equacions, és inexistent, almenys fins a la meitat del segle XVI. Recordem que si es
Planteja la suma, resta i producte entre polinomis, i no en canvi la divisio, no és per
altra cosa que per fer front a la necessitat de resolucio de les equacions (p. 185).

f) Les regles per a resoldre les equacions de segon grau vénen donades segons el
tipus d'equaci6. En primer lloc s'aborda la forma de resoldre els casos més particulars
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(x2=a i x2 =bx) | després s'exposen els diferents tipus d'equacions on apareixéen les
tres quantitats: x2, bx, ¢ (x2 + bx=c¢;x2 + c=bx;x2=bx + ¢, on b i ¢ s6n nombres
positius). A cada una d'aquestes equacions se |li dona un tractament especific, i es diu en
forma retorica queé s'ha de fer per tal de trobar el valor de la incognita. La soluci6 nul.la
mai no es considera, al mateix temps que no son acceptades les solucions negatives. En
alguns casos s'accepten les dues solucions de |'equacié, quan aquestes son totes dues
positives.

Les demostracions de les receptes per a trobar la solucio es basen exclusivament en
construccions geometriques, partint de la idea que |'equacio reflecteix una igualtat
d'arees. En aquest context no és d’estranyar que no s’'acceptin les solucions nul.les de
I'equacib x2 = bx, tota vegada que les figures es reduirienaun puntiaunsegment, carents
de significat de superficie.

Critica a certs plantejaments actuals, predominants en |'ensenyament de les equacions de
primer i segon grau.

No és facil establir una critica equanime, quan hom té uns plantejaments tan dife-
renciats dels imperants en aquesta matéria. Pero intentarem de fer-ho, malgrat la sen-
sacid que ens pugui quedar de ser fins a cert punt injustos,...

L'esquema basic d‘exposicio moderna als manuals de text correspon a |"ordenacio
logica de les entitats i operacions que apareixen en la resolucié de les equacions. Aixi,
abans d’abordar el tema de la resolubilitat de les equacions del tipus P(x) = Q(x), es
planteja la necessitat de definir els polinomis i les operacions entre ells. Després d'establir
una teoria general de polinomis, que comprendra fins i tot la noci6 de funcié polinomica,
es tractaran les equacions dins del marc d'estudi de les anti-imatges d'una funcié polino-
mica. Aixi s'assolira la maxima aspiracio dels amants d'aquest esquema logico-deductivis-
ta: el tractament de diferents temes dins del marc general d'una teoria que els engloba.
Pero I'eficacia d’aquest estil d’enfocar les matematiques, pel que a l'aprenentatge es
refereix, ja s una altra historia.

L‘antitesi d’aquest punt de vista |'expressava molt bé Rey Pastor al proleg del
seu llibre Elementos de Analisis Algebraico, en referir-se al criteri d'exposicio de distints
temes en aquest |libre:

p. 45 “"Huyendo de la general tendencia a elevar por abstraccidn los asuntos elementales, hemos

prescindido de todo formalismo (*), esforzdndonos, por el contrario, en elementalizar las
cuestiones dificiles sin menoscabo del rigor.
(*) Como hace notar el profesor PASCAL, toda abstraccién exige una base previa que sirva
de punto de apoyo para poder elevarse, y no sdlo carecen los alumnos de esta base, sino que
precisamente vienen a la Universidad en busca de ella. ‘'Hacer descender de lo alto los conce p-
tos del Andlisis es diddcticamente equivocado, histdricamente absurdo, conceptualmente
hipertréfico y cientrficamen te indtil."*

Veiem amb una mica de detall quin és el fil conductor que inspira els moderns
llibres de text en el tema de la resolucio d'equacions.

La introduccid dels polinomis cavalca entre el concepte de funcié polinomica
i una definicid abstracta, basada en la successié finita de coeficients racionals (per qué
no de coeficients reals?!). Cada una d’aquestes successions rep el nom de polinomi: ag, a1,
ag, ..., 8y, 0,0,..;8,€Q,isovints'utilitzal'expressié més familiar: ag + a; x + ... + @, x7,
on x es diu que é la indeterminada. Sobre aquesta definicié abstracta s'estableixen
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de manera completament formal les quatre operacions, i a continuacid |'estudi de les
propietats d'aquestes operacions condueix de forma natural (Natural?) a |'estructura
dels polinomis com a anell. A partir d'ara |'alumne ja podra contestar la pregunta: queé
és un polinomi?: un anell, i per si fos poc, unitari i sense divisors de zero; mésclar, |'aigua!

El segon referent a aquest tema el constitueix la introduccié dels polinomis a par-
tir de les aplicacions polinomiques, que des d'ara, es diu, rebran el nom de funcions

polinomiques: Q»--E!ﬂ-}().

Cada nombre racional posseeix una imatge construida a partir de la funcio poli-
nomica P(x). Les equacions polindbmiques sén contemplades sota el punt de vista particu-
lar de trobar |'anti-imatge del zero a partir d'una determinada funcié polinomica: P(x) =
Qix) ; P(x) — Q(x) = 0, és a dir, cal resoldre F(x) = 0, equivalent a trobar les anti-imat-
ges de la funcié F.

Pensem que aquest plantejament és una barrabassada pedagogica, tota vegada que
des d'un concepte molt genéric i conceptualment molt dificil, com és el de funcié (que
implica la idea d'un parametre lliure) es pretén justificar una giliestio molt concreta,
com ho és una equacio i la seva resolucio, cosa que al capdavall només pot conduir I'alum-
ne a confondre el significat del simbol abstracte que apareix, /a x, que a les equacions
té el sentit d'un nombre desconegut, perd concret, amb el sentit amb qué apareix el ma-
teix simbol en el context de les funcions, el de parametre |liure.

Com sempre, |'exposicio esta feta a partir del punt de vista de la sintesi que ordena
els conceptes en categories que van del general al particular, perd és del tot inconvenient
des del punt de vista de |'aprenentatge, que implica remuntar-se des dels casos més con-
crets y senzills (quasi palpables, o si més no imaginables) als generals. Convindria pregun-
tar-se quina exposicio és la més adequada per tal d’assimilar conceptes tan basics, per als
quals s'empra un mateix simbol, la “x", perd gue segons el context cal interpretar, bé
com una incognita, o bé com un parametre. ‘

L'aplicacio, sistematica i sense concessions, del principi d'anar del cas general al
particular, condueix atractar la resolucié de les equacionsax2 + ¢ =0 ax2 + bx = 0, com
un cas particular de I'equacio general ax2 + bx + ¢ =0, ambb= 0 0 ¢ =0, i en conse-
quencia les equacions on falta el terme bx o el terme independent son resoltes a partir de
— b+ 4/b2 — 4ac

2a

que afavorir en |'alumne d‘aquest mecanicisme no li estalviara temps de resolucio ni
I'ajudara en la comprensio del que esta fent, sind que li complicara allo que és senzill i que
admet tractaments elementals. Perd encara més, no fan falta unes dots excepcionals de
perspicacia per a adonar-se que els alumnes, en un primer estadi, mai no capten els signifi-
cats de les lletres a, b, ¢, com a coeficients respectius de la incognita al quadrat, la incog-
nita, i el terme independent, per més que el professor insisteixi en aquests significats, sino
que simplifiquen al seu aire aquesta realitat i atorguen a les lletres a, b, ¢ un sentit d’orde-
nacio lineal, interpretant de manera sui-generis la formula aixi:

les solucions generals que proporciona la formula: , sense adonar-se

segon coeficient \/{segon coeficient)2 — 4 per primer coeficient, per tercer coeficient

doble del primer coeficient

Aquest és el motiu pel qual un percentatge molt elevat d'alumnes s’equivoguen en
aplicar aquesta férmula als casos particulars (ax2 + bx = 0;ax2 + c¢ = 0). | malgrat
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aquesta realitat, els alumnes segueixen rebent les mateixes directrius d‘aprenentatge... Tot
sembla apuntar a la conveniéncia d’un canvi de direccio.

Introduccio6 a les equacions de primer grau

La iniciaci6 a les equacions de primer i segon grau podria venir donada per la
resolucid de problemes senzills, que, podent-se resoldre mitjancant les técniques alge-
braiques usuals, també siguin susceptibles d’ésser resolts a partir del raonament arit-
metic.

Pensem que la introduccio prematura d'un simbol per a la incognita, i la resolu-
cib mecanica dels problemes a partir de les regles especifiques per a resoldre equacions,
pot actuar com a esmorteidor de la capacitat de raciocini del noi. Encara més, la no
comprensio del |lenguatge algebraic, a causa d'una introduccié prematura, fara que els
simbols que apareixin no siguin per |‘alumne la traduccid fidel d’operacions aritmeéti-
ques concretes, i al capdavall aguest alumne manipulara els signes dins de I'ambit de
simples trucs i técniques concretes.

Convé no perdre de vista que |'adquisicid de coneixements matematics no es pot
reduir a saber diferents técniques i meétodes per a resoldre certs problemes de deter-
minat tipus, i que un dels aspectes a contemplar pel professor, dins del quefer matema-
tic, ha d’ésser ajudar a desenvolupar les distintes formes de raonament en el noi, por-
tant-lo a ordenar les dades informatives d'un problema, a establir exactament qué vol
trobar, a buscar |a relacio entre el que se sap com a punt de partida i el que es vol cercar, a
temptejar els possibles camins o relacions entre el que ens donen i el que ens demanen, a
construir un pla que permeti apropar-se a |'objectiu del problema. Activitats totes elles en
la Ifnia que assenyala Polya en el seu llibre Como plantear y resolver problemas. En
definitiva, les matematiques han de servir per a ajudar |'alumne a desenvolupar |’acte de
PENSAR. També en aquesta mateixa perspectiva de treball se situa el contingut d'un
article de P.R. Halmos, E/ corazdn de las matemdticas, article on |‘autor planteja que el
nucli essencial, on resideix |'auténtic aprenentatge de les matematiques, no és altre que la
resolucio de problemes,

Per introduir el tema de les equacions polindomiques pot utilitzarse |’amplia gamma
de problemes de planteig que podem trobar als |libres de matematiques de fa uns pocs
anys, o bé en alguns llibres de col.leccions de problemes de matematica recreativa. Aquest
tipus de problemes permet assegurar |'explotacid del raonament aritmeétic fins als limits
on sigui possible. Es pot recorrer a problemes, alguns d’ells tan classics, com aquest que
exposem:

"“Una llanga esta, la meitat, clavada en el fang, un ter¢ de la resta esta en |'aigua, i sobresurt
de I'aigua 20 cm. Quina és la longitud de la llanga?"’.

Observem la diferéncia de tractament d'aquest problema segons que haguem intro-
duit o no el simbol “x", i les equacions que en resulten:

Métode algebraic. Sigui x la longitud de la llanga.
1 1

1
?x+?{x—- -2—x}+20—x
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1 1 4 4
=29 oy T = e o e
2x+6x+20 x,ex 20=x; x Gx 20

—;—x=20; x=60cm‘|

En el métode de resolucié han intervingut tan sols dos processos. El primer ha es-
tat la traduccio de |'enunciat en forma d’equacio i el segon, la manipulacié de |'equa-
cid primitiva cap a la seva resolucio, fins a obtenir el resultat de 60 cm.

Abordar aquest mateix problema des d'un punt de vista de |'aritmética obligara
I'alumne, en primer lloc, a ordenar les dades que |i donen, ajudant-se probablement amb
un dibuix que les esquematitzi.

}20 cm. AIRE

e W e o Dades del problema: 1/2 esta en el fang.
SN = === "AlGUA 1/3 d'1/2 esta en |'aigua, és a dir 1/6 de la

= llanca esta en l'aigua, la resta de lallanca

% % W sobresurt de |"aigua.

L

Quina és aquesta resta que estd a |‘aire? Doncs sera la que li falta 2 1/2 més 1/6
per a arribar a 1, o sigui:

Resumint, que 1/3 de la llanca esta a |'aire, i aixo correspon a la part de 20 cm.
Aixi doncs, la llanca, que és 3 vegades més gran que la part que hi ha a l'aire, ha de
mesurar el total de 20 . 3 = 60 cm.

Aquesta sera la linia més probable de treball per part de |'alumne; en cas de no
poder-la assolir completament per ell mateix, se |i pot desbrossar el cami sense més que
preguntar-li oportunament per resultats intermedis.

Com podem apreciar, la resolucio aritmeética del problema es basa en un coneixe-
ment apropiat de |les proporcions i del concepte de trencat, La resolucio es pot fer seguint
diferents variants sobre la mateixa idea. Interessa aqui posar en relleu que en el trans-
curs de la resolucid el noi es veu constantment obligat a saber exactament que fa en ca-
da pas, i fins i tot |i és necessari organitzar molt bé les dades inicials. La resolucié en cap
moment no esdevé mecanica, i a més, a causa, dels significats concrets que posseeix cada
nombre resultant d’operacions intermédies, és més difrcil que I'alumne es deixi al final del
procés les unitats en les quals ha treballat.

” Les mateixes observacions podriem extreure del classic problema del repartidor
ous:

“Un vailet va al mercat amb un cistell ple d'ous. Pel cami troba a un amic i n'hi dona la mgi—
tat, després en troba un altre i |i regala 4 ous. Més endavant ven les tres quartes parts deéls
que li quedaven i al final li resten 3 ous al cistell. Quants ous portava en sortir de casa?’'.
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La resolucié aritmeética, igual com abans, fara aconsellable organitzar molt bé les
dades del problema, sota un esquema senzill.

Cistell d'ous
i T
H Lol oy
! i
)
I En dona Regala | Ven e
\ la meitat 4 ous ! 3/4 parts
: —_—- —b---—-:-»--- —_—
]
’ :
! I
i )
1% moment 2°" moment 3% moment 4™ moment

El professor pot deixar un marge de temps perque cadasci pensi la forma de resol-
dre el problema. Després d'un temps prudencial pot preguntar en quin, dels quatre
moments en que el cistell té quantitats diferentes d’ous, coneixem exactament el contin-
gut.

Establert que el contingut d’ous sols es coneix al quart moment, es pot preguntar
si a partir d'aqui podriem esbrinar el contingut d'ous de qualsevol dels altres tres moments,
i quin seria el més facil. Aquests petits indicis seran prou perqué |'alumne reconstrueixi
la soluci6 del problema, més o menys aixi:

Acaba amb 3 ous, que han de ser 1/4 part dels que tenia un moment abans de
vendre les 3/4 parts que portava. O sigui que abans d'efectuar la venda en tenia 12. Com
que abans n'ha regalats 4, n‘havia de tenir 16, i com que havia donat la meitat dels ous
que portava al principi, resulta que havia sortit de casa amb 32 ous.

El lector que hagi tingut la paciéncia d’arribar fins aqui potser es preguntara quina
finalitat pot tenir abordar d'aquesta manera (de vegades més |larga i quasi sempre més
costosa) uns problemes que poden ser resolts d'una manera molt més mecanica a par-
tir d’introduir un simbol per a la incognita | de treballar amb llenguatge d’equacions.
El perqué d'aquesta opcié estriba en el fet que, per passar a un estadi de tecniques mate-
matiques, és convenient préviament desenvolupar les linies de pensament que conduei-
xen i configuren aquestes técniques, i aixd no tan sols dins del marc d’una teoria, sind
també en el marc de resolucio de problemes.

En aquest sentit pot ser instructiva una experiéncia realitzada amb alumnes de
diferents edats, sotmesos a un procés d'aprenentatge distint. Els vam proposar de resol-
dre un mateix problema, extret d'un guiestionari de problemes per |'Olimpiada Matemati-
ca (que cada any se celebra entre alumnes que finalitzen el C.0.U.). El problema era el
seguent:

“Tres jugadors convenen que quan un perdi una partida donara a cada un dels altres la quan-
titat de diners que en aguell moment tinguin. Després de jugar tres partides, cada un d’ells
n’'ha perduda una, i es retiren amb 40 duros cada un. Quants duros tenien cada un d'ells en
comencar?’’.

La forma de resolucio que ens va presentar un alumne de segon de B.U.P. correspo-
nia a una analisi precisa de les situacions que s‘havien de plantejar al llarg de les tres
partides, i sense d'altres auxiliars que els propis de |'aritmeética resolgué el problema.
Reproduim exactament la solucié que ens va lliurar, perqué reflecteix fidelment tots
i cada un dels petits raonaments que va haver de fer. Es necessari precisar que |'alumne
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que ens dona aquesta solucié era un dels millors de la classe, no ens hem d’enganyar, i
no cal dir que mai no havia resolt per metodes algebraics cap sistema d'equacions de

3x3.
Reproduccid exacta de la solucio lliurada per un alumne de 2°" de B.U.P.

DAMNMEL FEENANDEE PoprieuTe
58) Tres jugadores convienen que cuando uno pierda una nartida dard 4 cada
uno de ellos la cantidad gue en ese momentos tensan estos de dinero.
Desspues de jugar tres sartidas cada uno de ellos pierde una y se reti-
ran con 40 duros cada uno.
4Cuédntos duros tenfan cada uno
al comenzar?

dinero A B c SUMA
inicialmente | 65 |35 20| 120

Vamos a construit una tabla en la que

des. 18 part, | 10 [70 | 40| 120 colocaremos los datos que nos dan (la
suma y los §0 duros con los que se re-
L 20 » 20 |20 | 80| 120 tiran). Bsts tabla la iremos rellenan-

do por l8gica a partir de los datos
que valjamos obteniendo.

" 3. 40 |40 | 40| 120

1%)Vamos & considerar que sl jugador A pierds sl primero, y como no volverd
& perder més, el dinero que le sobre después de perder la 18 partida, al
ser duplicado dom veces consscutivas tiene que ser igual a: x+2*2= 40 4.
El dinero gque le sobrs (x) tiens que ser = 10 duros (Este dato lo colo-
camos en la tabla, debajo de A, y en la fila des. 18 part. As{, despuds
de la 28 tendrdé el doble, 20 duros, y después de la 38 tendrd 40 durod.

20)B] jugador B pierde sl segundo y da la cantidad convenids a sus compafie—
ros de juego. El dinero que le sobre, ha de ser tal que al duplicarse en
la dltime partida, cuando pierda C, sea ijusl a 40 duros: 2-y=40 y=20 @.
Es decir, que le sobrarén 20 duros al finalisar la 28 partida.

3)R jugador C pierde ol dltimo, Debs de tener scumulado un dinero de las
otras partidas para que sl duplioar el walor que tiens A (20 duros) y
el valor a B (otros 20), el pueds quedarse min con 40 duros. Es decir:
40420420=80 4, Oanthdad que coloomamos en la tabla, y que ya2 podiamos
haber calculado sabiendo que desfuls de la 280 partida a los jugadores
A 73 les guedaba 20 duros, y conooiendo la suma del dinero que se manee—
ja en total: 120 - 20 - 20 = B0.Podemos conocer ya el dinero inicial
qué temfa C, ym gue ewos 50 duros son producto de dos dupliocaciones cons-
tantes (dinero que le dio A cuando pérdid el primero, y el que le dio B
cuando perdid el 20), As{ puest 5.2:2=80 El dinero inicial eran 20 duroce.
Oclooamos en la tabla el dinero que obtiene C a lo largo de las partidas.

4*)Despwés de la 28 partids, B tuvo que dar s C la cantidsd que tenis en
ess momento (40 duros) y & A la cantids que tenia (10 duros), pierde
50 duros, y como le quedan 20, quiers decir que tenia 70 duros. Esta
cantidad también la pod{amos haber hallado & partir de que, si A tiene
10 4. y C tiene 40 d., y hay 120 d. en total, B tendrd: 120-10-40w70 4.

59)Como A plerde la primers partida, no podemos decir que sl dinero que le
queda era el doble de lo que tenis inicialmente. No obstantes da & B el
dedle—de otro tanto de lo que tenia, y como después de la 1% partida
B tiens TO duros, inicislments tendris la mitsd: 70:2¢ 3§ durcs.

6%)E) dinero que tiene A inicimlmente, 1o podemos hallar mediants la SUMA:
120 - 20(dinero iniocial de C) - 35(dinero inicial de B) = 65 duros.
0 dicho de otra manerat N(dinero iniciml de A) - 15(Din. in. de B)- 20 =
» 10 (dinero que le sobrs a A después de perder la primera partida).

EVOLUCION DE LA TABLAS
A,B O©

18) 28 38) 48 54 ' (1}

inio. ; 20 20 35| 20| |65 | 35|20
dlap, 10 10 10 40 10| 70| 40||10 | TO| 40|10 |TO |40
a.28 | 20 2o |20 20 | 20 | 8of |20 {20 |30 || 20| 20 aoJ 20 | 20|80
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En canvi, tots els alumnes de la classe de C.0.U. es van deixar portar per la resolu-
ci6 mecanica del problema, aplicant les técniques de resolucid propies dels sistemes
d’equacions, sense parar-se a pensar ni per un moment en la possibilitat de resoldre’l d’una
altra manera. La pregunta que queda en |"aire és: quina de les dues formes de resoldre’l
porta associat un més alt desenvolupament del raonament matematic? Qué hagués passat
si a aquells alumnes de C.0.U., per un moment se’ls priva de |’arma de la técnica matema-
tica?

Tots aquests problemes, com hem assenyalat, tenen la finalitat de desenvolupar el
raonament en el noi, aixi com la capacitat d'aprofitar al maxim la informacié que pro-
porciona tot problema. Ara bé, no podem oblidar que tot aquest material de problemes
també té com a finalitat preparar les condicions per a abordar |la teoria d'equacions
mitjancant els metodes algebraics. Aixi és que, en un moment, convé donar el pas d’abor-
dar problemes d’estructura molt més propera a la propia de les equacions.

En la resolucié de les equacions de primer grau intervenen fonamentalment dos
processos, |'un que consisteix a conduir |'equacid primitiva a la forma Ax = B, on A i
B son dos nombres, i |'altre que consisteix a desembarassar finalment el valor de la incog-
nita, Les operacions que intervenen en el procés de conduir I'equacié primitiva a la forma
Ax = B es basen fonamentalment en la idea que a dos membres d’'una equacio se'ls pot
afegir o treure una mateixa quantitat i s'obté una equacid equivalent. Aquests tipus
d’operacions que es poden fer son susceptibles de posar-se de manifest a partir d'una
manipulacio senzilla de problemes de pesades, disposant d'una balanga de dos platets,
unes peses de valor perfectament determinat i uns objectes idéntics de pes desconegut. La
idea de treballar amb aquests objectes, per tal d’introduir les operacions basiques de la
transformacio d'equacions, I'hem extreta d'un conjunt de lligons de Puig Adam estructu-
rades d'una forma heuristica (cf. Puig Adam pp. 342-343).

Per exemple, podem preguntar als alumnes com podriem esbrinar el pes d'uns
objectes determinats (poden servir unes monedes), sabent que s'arriba a I'equilibri dels
platets de la balanca en la seglient situacio:

- bips e 50 grams i pes de 10 grams
5 monedes
2 moned
£8 B
= Hil i

[5 monedes + 130 grams]  equilibra  [2 monedes + 160 grams|

En el cas que no sabessin que fer, sels pot preguntar si seria més facil el problema
en el suposit que totes les monedes estiguessin en el mateix platet, i a |'altre platet només
hi hagués pesos, i en cas afirmatiu proposar-los de fer algun tipus de manipulacié que no
desequilibri els platets de la balanga, | que permeti passar de la primera situacio a la
segona.
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Qué es pot fer perqué en un platet només hi quedin pesos?
Treure dues monedes de cada platet.
Contingut actual dels platets en equilibri:

[3 monedes + 130 grams] equilibra [160 gram

Que es pot fer perqué al primer només hi quedin monedes?

Treure 130 grams de cada platet.

Després d'aquestes manipulacions (operacions) ja arribem a una situacié més sim-
plificada, que ens diu que 3 monedes pesen 30 grams, i que en consequiéncia cada moneda
pesa 10 grams.

A continuacio se’ls pot dir que esquematitzin les operacions fetes d’'una forma
abreujada, indicant en cada pas el que s’ha fet:

5moned. + 130 grs.

2moned. + 160 grs. (Traiem 2 monedes a cada platet)

3moned. + 130 grs.

160 grs. (Traiem 130 grs. de cada platet)

3 moned. = 30 grs. (Agafant la tercera part del con-
tingut dels platets)

1 moned. = 10agrs.

A continuacid se’ls pot preguntar que farien per tal d’esbrinar si la solucio tro-
bada és correcta, a fi de suscitar en ells la conveniéncia de |a comprovacio. La substitu-
ci6 de cada moneda per un pes de 10 grams hauria de conservar |'equilibri de la balanga
en la situacio inicial plantejada.

Després d’assajar la mateixa experiencia amb objectes i situacions diferents se'ls
pot dir que resumeixin les diferents regles que intervenen a resoldre tots els casos plante-
jats. Se’ls pot fer adonar que és equivalent posar 10 grams en un platet, que treure 10
grams de |'altre, etc...

Se’ns objectara, potser, que aquesta forma tan lenta d'introduir la resolucid d’equa-
cions requereix molt més temps que el que s'inverteix a explicitar directament les regles
per a desembarassar una incognita d'una equacid. | aixo és cert, pero no és menys cert que
la simple exposicio de les regles formals no assegura la bona practica de les regles en
qlestio, sobretot quan aquestes operen amb entitats abstractes, com ho son les poténcies
de la incognita simbolitzades. Les giiestions tractades fins aqui tenen la finalitat de
familiaritzar els alumnes amb unes operacions i mecaniques concretes, que actuen sobre
entitats no abstractes, i que més endavant esdevindran regles algebraiques per a la resolu-
cio d’equacions, sota la forma de llenguatge algebraic.

Pensem que aquesta lentitud en la introduccié ve llargament compensada si facilita
una més adequada comprensio del funcionament del llenguatge algebraic, sobretot quan
aquest esdevé, a partir d'un determinat moment, una eina de primera magnitud per a la
matematitzacié de molts problemes i per a la seva resolucié.

El proper estadi de problemes correspondria ja a aquells més intimament lligats
al'ilenguatge d'equacions. Per exemple:

“Trobar un nombre tal que el seu doble menys la seva meitat sigui igual a 10 més aguest
nombre"’.
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Les pautes de resoluci6 s'assemblarien al seglient esquema:

2 Nombres — lz del Nombre = 10 + Nombre
3
—i-del Nombre = 10 + Nombre
%dei Nombre = 10 . El Nombre és 20

En aquesta fase es tracta de provocar en l'alumne |'Gs d’'una mena de sincopes,
que I'ajudin a visualitzar les operacions successives que cal fer per tal d'arribar a trobar el
nombre desconegut.

Les regles que han de quedar clares, per tal d'anar transformant I'equacio inicial
en altres que facilitin la resolucio, s’han d’explicitar després d’haver resolt algunes equa-
cions seguint la intuici6 del alumne.

La introduccio de I'Gs d'una lletra o més per a designar una o més incognites

Es després d'haver resolt molts problemes de planteig, primer mitjangant raona-
ments de tipus aritmeétic, i més endavant a partir de plantejar correctament equacions
on la incognita ve expressada en forma de sincope, que |'alumne estara en condicions
d’assimilar que es pot fer el mateix substituint la sincope de la incognita per una lle-
tra qualsevol.

Creiem que una manera valida per a introduir |‘4s de |la lletra en substitucio de
la incognita és la plantejada per Puig Adam, segons métodes heuristics. Resumim la idea
de Puig Adam: '

El professor pot comencar la classe proposant un joc d’endevinalla, per al qual
és necessaria la col.laboracié d'uns quants equips, formats cada un d’ells per tres alumnes.
Aleshores es diu que cada un dels alumnes que ocupen el lloc primer de cada equip
inventin un nombre d'un digit i que |'escriguin en un paper. Se'ls diu a continuacio que el
dupliguin i el passin a un altre company de |'equip, companys que sumaran 5 al nombre
que els han passat i després multiplicaran el resultat per 5, i passaran el resultat obtingut
al tercer membre de |I’equip. Aquests inventaran un altre nombre d’un digit i el sumaran al
resultat que els han passat. El professor demanara a cada equip quin nombre final ha
obtingut, i immediatament els dira el nombre que han inventat el primer i tercer membre
de cada equip. La pregunta que quedara a |‘aire sera: com el professor podia endevinar els
nombres inventats? guestié que sera tema de reflexio i discussid per a la resta de la classe.
Després de deixar un temps suficient perqué els alumnes puguin buscar la solucio de
I'endevinalla, el professor pot resumir les operacions efectuades per cada equip de I3
seglient manera:

Hi ha dos nombres a endevinar: Nombre(1); Nombre(2)
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Esquema d’'operacions efectuades pels equips:

Alumne (1) Alumne (2) Alumne (3)
Nombre (1)

2 vegades li passa
el Nombre (1) ————=2 * Nombre (1)
2 * Nombre (1) + 5
2 * Nombre (1) + 5per 5

li passa
10 vegades Nombre (1) + 25———= 10 Nombre (1) + 25

[10 Nombre (1) + 25 + Nombre (2)]

Si el Nombre(1) li diem A, i al Nombre(2) li diem B, resulta que el nombre final que
cada equip ha donat al professor és: 10A + B + 25 = AB + 25. AixI doncs, el professor
sols ha de restar del nombre que li han passat la quantitat de 25, i, si obté 47, els dos
nombres inventats sonel 4 i el 7.

Aquesta pot ser una manera molt suggestiva per a iniciar els alumnes en |'Us de
les lletres per a representar incdgnites, cosa que es convertira en |’ditim pas decisiu per a
treballar plenament amb les técniques propies de |’algebra simbaolica.

Una altra forma, no excloent, d'introduir els alumnes en |'Gs de les lletres per
a representar nombres concrets, és la corresponent a la forma natural d'abreujar un
mot quan aquest apareix amb molta freqliencia en el mateix context. Funcio aquesta, ta-
quigrafica, que adquireix ocasionalment caracter operatiu, com es posa de manifest cla-
rament en la cadena seguent: "3 vegades el Nombre"

**3 vegades N”
“3 per N”
“gN

Un cop introduit el simbolisme especific per a designar un nombre desconegut, la
incognita, a partir d’una lletra qualsevol, ja és facil plantejar les equacions de la forma mes
simplificada possible. D’aquesta nova forma es poden resoldre uns quants problemes més
de planteig, o bé anar directament a la resolucié d’equacions. Al final de tot aquest procés
es pot proposar als alumnes que resumeixin les regles que han d'aplicar, de forma ordena-
da, per tal de resoldre una equaci6 de primer grau qualsevol. Aixi, al final del tema,
apareixera de forma resumida la teoria del mateix, extreta pels propis alumnes. En defini-
tiva, s'acabara per posar de manifest, després d'una practica dilatada, allo que els arabs
van extreure com a conclusio sota el nom de regles del cheber i almucabala.

Resum i conclussio per al tractament de les equacions de primer grau

La bona assimilacio del tractament de les equacions de primer grau correspondra,
f9namantalment, a la comprensié del llenguatge algebraic com a traduccio de les expres-
sions retoriques que intervenen en |'enunciat del problema, i al mateix temps a la manipu-
lacié d‘aquest llenguatge fins arribar a la seva expressio més simplificada Ax = B. Seria del
tot inGtil intentar ensenyar les regles per a la resolucio de les equacions de primer grau si

265



abans no s'han entés moltes d’aquestes regles aplicades a |’estricte camp numéric dels
problemes de calcul (funcionament del paréntesi, regles dels signes quan hi ha productes,
prioritat, en abséncia de parentesi, d'efectuar els productes i divisions abans que les sumes
i restes,...).

Un esquema que pot servir com a guia per a la resoluci6é d'equacions de primer grau,
i que posa en relleu les operacions fonamentals que hi intervenen, pot ser el seglient:

Problema de planteig (per exemple el ja esmentat de la llanca):

“Una llanga esta, la meitat, clavada en el fang, un terg de la resta esta en |'aigua,
i sobresurt de I'aigua 20 cm. Quina és lalongitud de la llanca?"’

Forma de procedir:

Quina és la incognita? La longitud de la llanga, que simbolitzarem per la lletra x.

Quina relacié hi ha entre la incognita i les dades conegudes, proporcionades per
I'enunciat del problema?

L.a meitat de la Ilanga esta clavada en el fang, és a dir 1/2 de x esta dins del fang. Un
terg de la resta esta dins de |’aigua. Quant és 1/3 de la resta? La resta és x — 1/2x = 1/2 x.

1/3 d'1/2 de x és 1/6 de x. Aixi doncs, 1/6 de x esta dins |'aigua. Ens diuen que
sobresurt de I'aigua 20 cm. Quina part de la llanga sobresurt de I'aigua?: x — 1/2x — 1/6x,
que ha de valer 20 cm.

Quina és, doncs, la relacio entre la incognita i les dades?

1

1
X — 7 X — e x = 20. lgualtat expressada en cm.

Aquesta practica matematica correspon a la traduccio de |'enunciat en llenguatge
d'equacions, i estableix la relacid entre la incognita i les dades. Esla primera operacio
intel.lectual a fer.

La segona operacio consistira a simplificar al maxim |'equacio, i aquesta sera trans-
formada a partir de les regles que regeixen el llenguatge algebraic (que no s6n més que les
regles que seguiria el nostre pensament si raonéssim el problema de forma retorica).

Resolucié de |'equacib:

X — -;— X — -é—x =20

Sumes i restes de les parts afectades per la incognita, segons s'efectuen les opera-

cions entre trencats

Bx 3 | )
F‘ — FX = FX =20
%x =20
Equacié simplificada
l?x =20

Desembarasament de la incognita
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La discussio de les equacions de primer grau, segons les solucions que tinguin

Al tractament de les equacions presentades fins ara s'admetia tacitament que sem-
pre hi havia una solucid; i només una. Aixo vol dir que, d'una o altra forma, en la sub-
consciéncia de qui apren s'ha format la idea que tota equacié de primer grau admet exac-
tament una solucid, la qual cosa sera certa sempre | quan arribem a una equacio simpli-
ficada del tipus Ax = B, on A # 0. Perd no sempre ocurrira aixo, en partir de qualsevol
equacio de primer grau.

Es pot exposar aquest fet directament als alumnes, acompanyat d’exemples que
posin de manifest les diferents possibilitats que es poden presentar. Encara que és millor
enfocar-ho de tal manera que siguin els propis alumnes que descobreixen aquest fet.
Aixi, per exemple, es pot recorrer la coneguda endevinalla que diu:

“Inventeu un nombre qualsevol i escriviu-lo a la llibreta; dupliqueu aquest nombre.
Sumeu-li 6 unitats. Multipliqueu el resultat per 5. Al nombre que heu obtingut resteu-li
el nombre que heu inventat al principi després d’haver-li afegit un zero (a la dreta, natural-
met). Doncs bé, ara us diré el nombre final que us queda: 30"". Pregunto, per que estic en
condicions d’endevinar el nombre que tots heu obtingut? Estic segur que vosaltres també
podrieu fer el mateix a qualsevol amiec, per poc que us posessiu a pensar en el fons de la
questio. Us suggereixo gque escriviu en llenguatge algebraic les operacions que us he anat
dictant després d'haver inventat el nombre,

x = Nombre inventat per cadascu

12 operacio: duplicar-10 ....c.veciiieeiesivisneaaes 2X

2° operacio: sumar-li 6 ........... 2x +6

3% operacio: multiplicar-ho tot per 5 .............. 10x +30

4% operaci6: restar-li el nombre inventat després d'afegir-li un zero. Qué vol dir
afegir un zero a la dreta? Es equivalent a multiplicar per 10,

Aixi doncs, el nombre final que queda és 10x + 30 — 10x, que invariablement val
30, sigui quin sigui el valor que |i donem a x. Es a dir, que si ens plantegem resoldre
I'equacio: 10x + 30 — 10x = 30 trobarem que qualsevol valor que donem a x sera una so-
lucio. Si no ens adonéssim d'aquest fet i intentéssim de resoldre |'equacié a partir de
simplificar-la al maxim, arribariem a |'equacié “‘estranya”: 0 = 0, que Obviament es
verifica per a qualsevol valor concret que assignem a la x, (ja que la igualtat & inde-
pendent del valor de x). Es per aixd que el valor final de 30 no depenia del valor de x
que cadascl shavia inventat. Us proposo a continuacio que us inventeu un enunciat simi-
lar a I'anterior, pero amb instruccions diferents...

Per Gltim, cal preguntar-se si hicap la possibilitat que hihagi determinades equacions
que no tinguin cap solucio. Es pot proposar als alumnes que modifiquin lleugerament
I'equacié del darrer problema (que tenia infinites solucions): 10x + 30 — 10x = 30 per
tal que I'equacid modificada no tingui ara cap solucié. Quina era la causa que |'equacio
tingués infinites solucions? El fet que el primer membre sempre valgués 30, fos quin fos el
valor asignat a x. Aixi doncs, si el segon membre fem que valgui qualsevol valor distint de
30, llavors no hi haura cap valor de x que la verifiqui. Aquests tipus d'equacions de primer
grau que no tenen cap solucio, a quin tipus d'equaci6 simplificada condueixen?: 0 = B
amb B # 0.

Per Gltim, com sempre, es proposa als alumnes de fer un quadre resumit de les di-
ferents possibilitats de resolucio per a les equacions de primer grau, expressant en cada cas
quin és el tipus d’equacio6 reduida a qué condueix |‘equacio inicial.
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A*0 Solucio Unica, que és B/A

Ax B =0 Infinites solucions

I
w

A=0

B#0 Capsolucid

El Tractament de les Equacions de Segon Grau

Un punt de partida per aquest tema el constitueix el llenguatge de les equacions
de primer grau tractat anteriorment. El nou pas endavant vindra ara determinat per un
nou tipus d'equacions, on no sols apareix la incognita (que pot aparéixer o no), sino
que hi intervé, fonamentalment, el quadrat de la incognita.

Es pot comencar el tema sensa cap més bagatge que el proporcionat pel llenguatge
algébric de les equacions de primer grau. Aixi per exemple, es pot proposar als alumnes
de resoldre un problema senzill, del tipus:

“Trobar un nombre que elevat al quadrat i multiplicat per sis, doni 150"".

Les mateixes pautes seguides en la resolucio de les equacions de primer grau seran
valides en aquest cas, encara que es procedeixi primer al desembarassament de la incog-
nita al quadrat, i posteriorment al de la incognita.

També es poden tractar al comengament altres casos particulars d'equacions incom-
pletes, com:

“Trobar un nombre tal que resulti el mateix multiplicar-lo per 7 que elevar-lo
al quadrat”’,

Quina és |'equacio que resulta d'aquest enunciat?

7x = x2 Admet aquesta equacio una interpretacié geometrica?

x2 pot interpretar-se com un quadrat de costat x

7x pot interpretar-se com un rectangle de costats 7 i x.

L’equacio ens diu que cal cercar el costat x per tal que les arees coincideixin.
Fent un dibuix que esquematitzi aquest fet tindriem:

e

X

7 x - x2

Si les arees de les dues figures han de coincidir, com que tenen un costat comu:
la x, és necessari que |'altre costat també coincideixi, i en consequéncia x ha de ser
igual a 7.

Aquesta forma de procedir, traduida al llenguatge de les equacions, adoptaria
aquesta forma:

7x = x2. Dividint ambdas membre de |'equacié per x, resulta 7 = x.
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Es molt probable que, seguint aquest procediment discursiu, els alumnes no s'ado-
nin que x = 0 també és una altra solucio. De fet, en la resolucio de |'equacio apareix una
operacio essencialment diferent a les que apareixien en la resolucio de les equacions de
primer grau: la divisio dels dos membres per un mateix nombre, en aquest cas la incog-
nita. |, és clar, convindra dir per la nostra part (I'alumne rarament s’adona d'aquest
fet) que aixo es podra fer sempre i quan la incognita (nombre concret, pero desconegut)
sigui diferent de zero, en el qual cas la divisio seria impossible de fer. El cas particular de
x = 0 caldra examinar-lo a part, i abans de fer la divisio. Aquest ha de ser un element
d'insisténcia per part del professor, perque en el llenguatge algébric apareixeran de vega-
des operacions que modificaran les solucions de |'equacio inicial, en el transcurs del
procés de simplificacid de I'equacio (com elevar al quadrat els dos membres d'una equacio,
dividir per la incognita,...), i I'alumne dificilment trobara per ell mateix la modificacio de
les solucions. Podem provar-ho de fer, pero en aquest cas torna-a coincidir la psicologia de
descobriment del noi amb el procés historic de la resolucio d'equacions (el zero no es
tracta com a solucio fins al cap de molt de temps de resoldre'n).

Es pot continuar proposant problemes amb variacions Ileugeres de |‘'enunciat ante-
rior, problemes que reforcin les bases d'operativitat dins del marc d’equacions. Per exem-

ple:
“Trobar un nombre tal que el seu quadrat menys un sisé d'aguest quadrat sigui

i 1
igual al nombre multiplicat per 5. Equacio: x2 — 5 x2 = bx

Representacio geometrica de |'equacio:

—
X
1/6 x2
I %2 sias 1 = x| Bx
- X — 1/6 de x 5
N
N
+ N el costat-ﬁ x ha de ser igual a 5
X E = X 6
* S per tantx = 6
5/6 x 3]

Traducci6 de les manipulacions geometriques al |lenguatge de les equacions:

x2-%x2= 5x

5x. Una solucio és x=0

*
[}
Il

x = b-
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X = —S—éq-= 6. x =6 és |'altra solucié

Aqui ens hem trobat per primera vegada amb una subtraccid (igualment seria una
addicio) corresponent a parts on intervé la incognita al quadrat. L’alumne probablement
reaccionara davant del problema de forma correcta, restant les parts en qué intervé el
quadrat de la incognita, segons és habitual. En cas contrari, sera suficient proposar-li
que esbrini com es resten, ajudant-se d'un petit esquema on es visualitzin els diferents

termes en x2 que es tracta de sumar o restar.

Desenvolupament de I'equacio de segon grau completa

Les pagines que segueixen a continuacid tenen un caire més orientatiu que no in-
dicatiu, ja que, encara que hem intentat dibuixar les linies mestres que hauria de seguir el
procés d'aprenentatge per a les equacions de segon grau, la manca d’experimentacio
concreta ens impossibilita de tenir més precisio en el tractament del tema.

Un nou tipus de problemes son aquells en qué apareixen productes d’expressions
polinomiques. Considerem per exemple el problema de trobar un nombre que, en sumar-li
5 i restar-li 5, el producte dels dos nombres obtinguts sigui igual a 24. Problema equi-
valent a resoldre |'equacio:

(x + 5) (x — 5) =24

Aqui apareix per primera vegada un producte indicat entre expressions polinomi-
ques. Sembla necessari, un cop arribats aqui, estudiar la forma en que es poden sumar,
restar i multiplicar les entitats abstractes constituides per la incognita i les poténcies de
la incognita.

Per a la suma i la resta no es presenten massa dificultats, ja que se segueixen les
mateixes pautes que es fan servir a les equacions de primer grau.

Per al producte, convé introduir les regles que el regeixen a partir de la utilit-
zaci6 a fons dels esquemes geomeétrics i de |'analogia amb el producte dins del calcul
radical. Per exemple, el producte de x + 2 per 2x + 5. Resolent-lo per un esquema
geomeétric, tindriem:

x
i i————
] T T T T T
. 1 L
syt e ol bt osnn e el i 1y
4x iR E
=
i J i,
) ' 1 ' i 1
! bk b e
' i ' |
X 2’{2 ' ] SX: 1
1 ] 1 LR '
] ] 1 1 1 ]
1 ' ] L) I 1
: e
- 2x > 5 —
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Ara n'hi haura prou de preguntar als alumnes d‘on provenen les quatre parts que
integren el rectangle gran que esquematitza el producte total, i aix0 ens indicara la forma
d’efectuar el producte, sense passar per |'esquema geometric.

(x+ 2) (2x+ 5) =2x2 + 5x+ 4x + 10=2x2 + 9x + 10

Per a les poténcies superiors a 3, que no admeten una representacio geometrica,
convindra fer Us de les propietats del calcul de poténcies en el camp de |'aritmetica.

7.32.63=4233
7.5%.6.5=4253
7.%x2.6x=42x3

També es procedira a esbrinar les regles del signe, que seguiran conservant la mateixa
forma de procedir que en el calcul radical:

meés per més igual a més

meés per menys igual a menys

menys per més igual a menys

menys per menys igual a més.

Havent fet aquesta incursid pel terreny de les regles que regeixen el calcul entre
polinomis, ja sera més facil la resolucid de I'equacié que ens ha portat a fer les con-
sideracions anterijors.

{x + B)(x—5 =x2 —bx+ bx—25=x2 — 25
x2 —2b =24;x2=49;x=%7

O bé, de forma geometrica:

A les repre-

— 24 sentacions geo
meétriques sols
€/ 24> podran  apa

reixer les solu-

i cions positives
3 r P .
=1 o~ fag) b 24 de I'equacio

e —
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La simplificacio de les equacions de segon grau tindra lloc de la mateixa forma que
es feia a les equacions de primer grau, fins arribar a una equacié on no hi hagi, als dos
membres simultaniament, una mateixa entitat del tipus (a, bx, cx2).

Es pot plantejar, per exemple, simplificar al maxim |'equacio:

Ox2 +2x+4 = 3x2+8x+3x2+31

9x2+ 2x+4 = 6x2+ 8x + 31 (Traient 6x2 + 2x + 4 dels dos membres)

3x2 = Gx +27, i encara dividint per 3 els dos membres
x2=2x+9

Si ara ens plantegem de resoldre I'equacio, podriem comencar per fer-ne una repre-

sentacio geometrica, interpretant tots els termes com a arees:
X

2x ok 9

I
— N =

e - X > 3

|

Naturalment que si posem una quantitat qualsevol per a la longitud x, la igualtat
probablement no es verificara. Per exemple si a x |i donem el valor 5, tindriem per una
banda 25 i per l'altra 10 més 9. Es tracta de fer transformacions geométriques per tal
de comparar les arees de les figures, i deduir el valor de x. De les 3 figures que tenim,
x2, 2%, i 9. N'hi han dues de comparables, en el sentit de tenir almenys un costat igual?
Si, les de x2 i 2x, que tenen un costat igual a x. Aixi doncs, podem sostreure de cada
costat |'area de 2x, quedant:

k )
T L

x2 — 2x

—N—re—py—>
Wi

17

*
v

«—3—>

Ara tenim que |"area rectangular x per x — 2 ha de ser igual a |'area quadrada 3

per 3.
Si volguéssim transformar el rectangle en quadrat, a base de perllongar el costat

més curt i escurcar el més llarg en una mateixa quantitat, quina hauria de ser aquesta?
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Com que la diferéncia entre els dos costats és 2, n'hi hauria prou d'allargar el més pe
tit una unitat, i treure una unitat del més gran. Fem-ho:

—X—
C—=X—="1—=Y —x— 2—
y tros que hem
] 1
T I‘ T tret :
x—2 i
l ' x—1
1 et oo, o ; l

hem posat

X— 11—

Aixi doncs, perque el quadrat sigui d'igual area que el rectangle, és necessari treure
del quadrat de costat x — 1 |'area quadrada d'1 per 1. | la igualtat d'arees anterior ens
queda:

=y uong

Ara ja es facil de veure que |'area del quadrat de costat x — 1 ha de ser igual a
10, i que per tant el costat x — 1 ha de valer arrel quadrada de 10, i que la x ha de ser 1
més |"arrel quadrada de 10.

Es pot dir als alumnes que facin al mateix en dos casos més molt semblants a |'ante-
rior, canviant tan sols els coeficients, i preguntar-los si podrien extreure una regla a seguir
que operés nomeés amb els coeficients, sense necessitat de fer cada vegada aquestes mani-
pulacions de caire geometric.

En el camp de I'aritmetica se'ls pot fer observar que |'arrel quadrada d'un nom-
bre positiu té dues solucions, i que per tant s'obtindrien dos valors finals per a la x.

Després que els alumnes hagin extret una regla retorica per tal de resoldre els
casos d'equacions de segon grau: x2 +bx = c i x2 — bx = ¢, on b i ¢ son positius, se'ls pot
dir que construccions geométriques similars permetrien de resoldre els casos concrets que
falten: x2 + bx + ¢ =0ix2 — bx + ¢ =0, pero que no val la pena de fer-ho perqué hi ha
una regla per a la resolucié que engloba tots aquests distints casos. Aquesta regla esta
enunciada a partir de considerar |’'equacic de segon grau sota la forma simplificada:
ax2 + bx + ¢ =0 on a, b, c poden ser positius o negatius. L'enunciat de la regla se'ls pot
donar de forma retorica, i no sota |'aspecte de formula, que vindria després d'haver-la
assimilada bé, i com a forma simplificada de dir el mateix, pero escrivint menys. La idea
b 32 = Aac

2a
que |'alumne veg'i a les lletres a, b, ¢ un sentit d'ordre dels nombres que intervenen en
I'equacio, en lloc de veure el sentit que realment tenen, com a coeficients respectius de la
incognita al quadrat, la incognita i el terme independent.

de no fer aparéixer a la pissarra la formula coneguda, és per tal d'evitar
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La practica continuada de resolucié d'equacions de segon grau sera la que perme-
tra sedimentar, per una banda, la forma de treballar en un llenguatge algebraic, al ma-
teix temps que reforcgara el sentit de les operacions a fer per tal de resoldre-la.

Dins d'aquesta practica resolutiva, convé tenir presents diverses questions. Una
és la de suscitar un cert sentit de comprovacio de les solucions obtingudes per I'alumne
(es poden utilitzar enunciats de problemes per als quals sols té sentit que la solucio
sigui positiva, i on en canvi, formalment, apareguin dues solucions). Una altra corres-
pon a estudiar quines son les condicions que han de verificar els coeficients de I'equa-
cid per tal que apareguin una, dues o cap solucio. Es convenient, per aixo, partir de
problemes en qué tinguin una clara interpretacio les diferents possibilitats que es po-
den plantejar, com per exemple: Trobar els costats d'un rectangle de perimetre 28, que
tingui d’'area 45, 30, 49, 60. Si se'ls fa dibuixar uns quants rectangles d'aquests és facil
que, abans de resoldre el problema per equacions, ja sapiguen en quins casos |'equa-
cib tindra una, dues o cap solucio, i el perque d'aixo.

Partint de |'estudi concret de les arees dels rectangles que tenen igual perime-
tre, es pot dissenyar una classe de forma heuristica que condueixi a alguns resultats
elementals d’algebra:

Problema de partida: Determinar |'area dels distints rectangles que tenen per pe-
rimetre 28 (és convenient que els alumnes utilitzin paper quadriculat, per a visualitzar
millor els rectangles i la seva area).

Es pot proposar als alumnes que dibuixin uns quants rectangles d'aquests, aprofi-
tant per costats els eixos de coordenades.

4 ¥+ iy k=28
2y + 2x =28

v

~J

A
~J
A 4

———X~——>

A continuacio se’ls pot plantejar que facin una taula de valors on quedi reflectida
la longitud dels costats i |'area corresponent:

x |y | Area Conjectures:

7 7 49 A)L'drea maxima sembla que s'obté quan els
6 8 48 dos costats sén iguals (cas del quadrat).

5 9 45 B) Sembla que, com més gran és la diferén-
4 10 40 cia entre els dos costats, més petita és |'area.
3 1 33
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Podem intentar d'estudiar la conjectura B) de forma quantitativa, i veure en qui-
nes quantitats disminueix |'area a partir de la del quadrat 7 x 7.

El primer rectangle, de costats 6 i 8, disminueix en 1 unitat.

El segon rectangle, de costats 5 i 9, disminueix en 4 unitats.

El tercer rectangle, de costats 4 i 10, disminueix en 9 unitats.

El quart rectangle, de costats 3 i 11 disminueix, en 16 unitats.

Tot sembla indicar que, en passar del quadrat de costat 7 a un rectangle dels an-
teriors, |'area del rectangle disminueix, respecte a la del quadrat, en la quantitat que
indica la diferéncia entre el costat del quadrat i un dels costats del rectangle, elevada al
quadrat. Aixi sembla que 5 per 9 sigui al mateix que 7 per 7 menys el resultat de 7 menys
5 al quadrat.

Intentem de provar la conjectura. Formarem, a partir del quadrat inicial de cos-
tat 7, un rectangle, afegint una certa quantitat a un costat i traient-la de |"altre.

B = il e

7 a —7+ta—

Area del nou rectangle: (7 + a) (7 — a) = 49 — a2

Aixo provaria definitivament les dues conjectures A i B.

D’aqui podriem deduir que, per a multiplicar dues quantitats qualssevol, podriem
fer-ho determinant el quadrat de la semisuma aritmeética de les dues quantitats i res-
tant-li el quadrat de la seva semidiferéncia. Es a dir, en forma d'expressi6 abreujada:

XY o X=Yiva
x.y=| 2 )e = 2 )

La identitat algébrica anterior pot ser (til com a eina que ens ajudi a resoldre
equacions de segon grau completes. En efecte, recordem que una equacié de segon grau
sempre és susceptible d’'interpretar-se com una igualtat d‘arees, de les quals una és un
quadrat i |'altra (en qué intervé la incognita) correspon a un rectangle, del qual, com
hem vist, podem referir |a seva area en termes d'una diferéncia de quadrats.

En efecte, exposem un exemple qualsevol:

: 4 _ 5
Resoldre |'equacié 3x2 — 4x = 5. Equivalenta x2 — 3XT 3
Si construissim el quadrat de costat x, i li extraguéssim el rectangle de costat x i 4/3, ens

quedaria un rectangle de costats x i x — 4/3. De fet, la resta geométrica és equivalent a
I'extraccié de factor comd x al primer membre de I'equacio:

4, _ 5
xx=F =3
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El producte del nombre x pel nombre x — 4/3 és, com hem vist abans, el quadrat de
la seva semisuma menys el quadrat de la seva semidiferéncia, és a dir:

4
x+x——é-_

|4

Semisuma:

d'on, desembarassant ara facilment la x:

oy B 2B el pofiiigan, B
s e e R S VA

retony Lo A sapy S
x—6t161+

3

Si haguéssim treballat amb coeficients literals, hauriem obtingut la coneguda for-
mula per a la resolucio de les equacions de segon grau.

Encara exposarem una ultima forma d‘obtenir la formula de resolucio de les equa-

cions de segon grau, ajudant-nos d'una construccio geometrica en que intervé el Teorema
de l'altura.

Farem en aquest cas, per abreujar, |'exposicié dels calculs en forma literal.

Equacio: ax2+ bx+c=0
x2 +£x+-—c-=0
a a

Xilib ) e =10
a a

b : ; .
El producte de les longituds x i x + = sera el quadrat de |‘altura h, al triangle

b
rectangle, ABC, on B pertany a la circumferéncia de radi OA, que té de longitud: x +2_a'
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Aquest fet, que expressa el Teorema de les altures, sorgeix de la proporcionalitat entre els
catets dels dos triangles semblants ARB i RBC."

x[x+£]=h2
a

Ara bé, com que h és un catet del triangle rectangle BRO, pel Teorema de Pitago-
res tindrem que:

hz = BO? — RO?

: ; . T : b
| com que BO és el radi de la circumferéncia que amida x + T tindrem que:
a

b b
h2 = o = b L Rl L
x 2a] {231

O sigui que I'equacio inicial és equivalent a aquesta:

Doia o B oo €
i 2a sy 2a Ly 0

| d’aqui, com sempre, ja apareix |la coneguda formula.

La inclusio d'algunes diferents possibilitats d’obtencié de la regla general per
a resoldre I'equaci6 de segon grau no ha estat feta pensant que qualsevol d'elles pot
ser didacticament encertada. Es més, és molt possible que cap d'elles no sigui recomana-
ble i prou convincent. Dependra en molts casos del taranna de la classe, la forma d'es-
collir el cami més convenient per a aproximar-nos a la resolucié de les equacions de
segon grau. La nostra opinid és que no és gaire important demostrar la formula, demos-
tracio que al cap i a la fi acabara en el racd dels oblits. El que és realment essencial en tot
aix0 ds que els alumnes es vagin aproximant paulatinament als recursos algébrics i al
llenguatge de |'algebra, que aprenguin a discernir i a discorrer entre lavarietat de problemes
resolubles, a partir del bon us d’un Ilenguatge unificat. La validesa d‘una regla de resolucio
vindra molt més donada pel seu bon funcionament als problemes i a la trobada de solu-
cions coherents amb |'enunciat del problema, que no pas per la conviccio que pugui
despertar una demostracio 16gica en un moment determinat.

# Aquest procediment es basa en la manera que els grecs quadraven drees rectangulars de cos-
tats a i b, a partir de cercar una magnitud x que fos mitja proporcional {geométrica) d'a i b
[mai millor emprada la paraula geome’rrr‘ca!]. Aquesta forma de procedir permetia resoldre
el problema de '‘donat un quadrat, trobar un altre d'drea doble'’, sense més manipulacid que
la que resulta d'utilitzar el regle i el compds. Aquest problema tant senzill, pot ser inspird el
famas problema del Oracle de Delfos '‘donat un cub trobar-ne un altre de volum doble™".
Com se sap, aquest problema ja no és resolubleamb sols el regle i el compas, | és equivalent
a ''donades dues magnituds a | b, intercalar altres dues x i y, tals que formin mitja propor-
cional amb a i b"". Aquest famds problema condurals grecs a interessar-se per |'estudi de les
seccions coniques, que resolien geométricament el problema de trobar x i y, mitjes propor-
cionals d'a i b. El lector interessat a la questid trobard un estudi aprofondit d'aguest proble-
ma i les seves consequéncies matematiques, al volum |l d'aquest llibre, actualment en elabo-
racia.
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Per altim, insistirem en un fet de capital importancia: |'éxit en I'adquisicio del
|lenguatge algebric i les seves técniques dependra en gran mesura del contingut semantic
que haguem estat capacos de donar a les entitats abstractes i simbodliques que hi in-
tervenen. L'assimilacio del llenguatge algebric i de les seves técniques ha de ser forgo-
sament lenta, i tota precipitacio en aquest cami d'aproximacions successives pot deixar
incrustats en els alumnes vicis o defectes d'operativitat que després sera molt dificil
de corregir. La sistematitzacié i formalitzacio final d'aquesta algebra elemental sols
s’hauria de donar quan ja s’han comprés molt bé tots els mecanismes | operacions concre-
tes que hi intervenen, a forga de traduir molts fets i relacions al camp de les magnituds
geometriques. En aquest tema, més que en cap altre, la pregunta que sovint no fan els
nois: i aixo, per qué?, I'hauria de fer el professor, a fi que cap operaci6 algébrica no quedi
buida de significat i relegada al camp dels automatismes inexplicables.
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CAPITOL 19:

LES FORMULES DE LA COMBINATORIA

La Combinatoria és un dels temes més peculiars de 1er de BUP. Les seves formules
seran, possiblement, les més conegudes i memoritzades de tot el curs, sent, al mateix
temps, les que menys rendeixen quan cal aplicar-les a la resolucio de problemes concrets.
Enfront d'elles, cada classe o grup d'alumnes es divideix en dos conjunts perfectament
diferenciats, sovint dissimétrics. El minoritari entén des del primer moment de qué va
el rollo, i els problemes d'aplicacio directa de les formules |i resulten trivials i els resol
instantaniament, E| majoritari, en canvi, mai no arriba a entendre per quin misterios
caprici cal distingir les permutacions de |les combinacions o de les variacions; la capacitat
d‘aprenentatge d‘aquests alumnes sembla quasi nul.la, i romanen bloquejats davant dels
problemes més senzills, sense poder dir altra cosa que “no sabem si el problema és de
combinacions o és de variacions” .

El problema basic, aqui, és la capacitat combinatoria, entesa com |a capacitat per
a construir metodicament les diferents possibilitats (combinacions, variacions, etc.)
que apareixen en el problema que es té a les mans. Fer-ho metodicament vol dir fer-ho
de manera que hom acaba el procés amb la seguretat que cap possibilitat no ha estat
oblidada. Quan parlem de construir ens estem referint o bé a una construccio real, mani-
pulativa, de les combinacions, variacions, etc., que deriven d'un petit nombre d'ele-
ments a combinar, o bé a una reconstruccié virtual, logica, del procés que proporcio-
Naria la totalitat de combinacions, variacions, etc., quan aquestes formen conjunts
nombrosos. La descripcié del métode concret que vam utilitzar en una série de clas-
ses per a introduir alguns conceptes i formules combinatoris potser permetra entendre
millor com concebem nosaltres els problemes didactics reals que cal plantejar-se en
aquest tema singular.

Les permutacions. La introduccié de n!

Escrivim a la pissarra les quatre lletres A B C D, i preguntem als alumnes de quantes
maneres diferents es poden ordenar. Com que els nombres gue donen son clarament
aleatoris, exigim que els justifiquin amb algun raonament o, si més no, amb una compro-
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vacio empirica. Comencem a escriure a la pissarra les ordenacions que dicten. A ningd no
se li acut de procedir sistematicament. Alguns nombres els son particularment simpatics,
el 16, el 20, el 22, i s'hi deturen. Pero, sempre, algun d’ells troba una nova ordenacio.
Amb les 24 permutacions desordenament escrites a la pissarra, preguntem per qué ara
estan segurs que hi sbén totes i que ja no se n‘obliden cap (com se n’oblidaven en aturarse
a 20. La resposta que anem buscant és del tipus “que comencin (o acabin) amb A només
h'hi ha 6, i el mateix passa per la B, la C ila D". Es la possibilitat de procedir aixi, siste-
maticament, (procedir realment o concebre la possibilitat de procedir intel.lectualment
aixf) allo que permet distingir distintament el mecanisme de formacio de totes les permu-
tacions, i, en particular, e/ mecanisme de formacié d‘una per mutacio. El que cal potenciar,
en ensenyar Combinatoria, és precisament aquesta actuacido metodica que permet imagi-
nar, correctament, les 120, 6 720,... permutacions de 5, 6 6,... lletres, és a dir, totes les
possibilitats de cada problema en questio. Subratllem, pero, que cap alumne no va enten-
dre la nostra pregunta.

A continuacid, vam escriure a la pissarra les 5 lletres A B C D E, i els pregun-
tarem quantes ordenacions existeixen d’aquestes 5 lletres. Respongueren, com abans, nom-
bres més o menys a |'atzar: 48, 60, sense que ningl no s’enfilés per damunt del 100. En
aquest moment vam intervenir per introduir |a idea de métode: '"Quantes comengaran per
A? | per B?". Els millors de la classe van respondre, rapidament, que n'hi ha tantes que
comencin per A com n'hi ha que comencin per B (encara que nosaltres no els haviem pre-
guntat aix0). Sense insistir massa en la justificacio d‘aquest punt, vam preguntar quin era
el nombre d'ordenacions que comengaven per una lletra fixa. Sense resposta. Preguntem,
aleshores, el nombre d'ordenacions que comencen per E (a la pissarra encara estan es-
crites les ordenacions de ABCD). Sense resposta. Proposem de trobar, escrivint-les una
a una, totes les ordenacions que comencen per E. Demanem als alumnes que les vagin dic-
tant, i, sense esborrar res de |a pissarra, comencem a escriure.

EABCD
—ABDC
—ACBD
—ACDB

Quan n’hem escrites 5 0 6, preguntem “Aix0 no us recorda cap cosa? No sabeu en-
cara quantes comencen per E?"'. Sense resposta. Fem les mateixes preguntes, amb el ma-
teix resultat, quan hem escrit 8 6 9 ordenacions més. Finalment, quan anem per les 120
14, es produeix una mena de reaccidé en cadena, en la qual acaba participant quasi to-
ta la classe; llavors ells mateixos s'admiren de la trivialitat que tant els ha costat descobrir.
“Quantes ordenacions existeixen?”’, 120", responen practicament a cor.

Esborrem la pissarra i escribim ABCDEF. Hi ha un grup que ja ha “vist"" |'estruc:
tura del problema i respon, després de fer la multiplicacio, que 720 és el nombre d'or:
denacions que hom pot fer amb aquestes lletres. Per la majoria de la classe, pero, la
generalitzacié no és tan immediata. Refem, amb 6, el cami fet amb 5 lletres: el nomb{e
de les que comencen amb A és igual al de les que comencen amb B, etc.;a continuacio,
“Quantes comengaran amb F?", etc. Després d‘aixo vam escriure ABCDEFG; el mateix
grup d'abans respon, sense vacil.lar, amb el temps just de fer la multiplicacié de 7 per 720,
5040. Els altres segueixen, perd és evident que |'estructura de la glestio els queda gran.

Sens dubte, aquest és el moment de fer una parada en el procés de generalitzacif‘-'-
Cal oferir al grup majoritari |’analisi de problemes que no superin el grau d'abstraccio
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ja assolit. En la classe que transcrivim no ho vam fer aixi, siné que vam continuar cap
alanocio de n!

Una observacid interessant que es pot fer a posteriori és gue una de les dificul-
tats que els alumnes van haver de véncer en el procés que ara explicarem fou /a fixa-
cié en el nombre concret. Fins ara, |'alumne ha treballat calculant resultats concrets
de les guestions que |i posavem. A partir d’ara |i comencem a demanar gue doni res-
postes indicades. Fins que |'alumne no s'adona d’aix0, el pensament li funciona travat
per l‘obligacio que creu que té de continuar donant nombres concrets. Per aixo no se li
acudira, quan |i preguntem quantes ordenacions pot formar amb 20 |letres, de contestar
20.19.18.17...: aix0 no és un nombre conegut! Es pot observar, finalment, que si passem
de 7 lletres a 20 lletres, |'alumne es veu obligat, de cop, a raonar sobre hipotesis en
lloc de fer-ho sobre dades concretes. Quan es pregunta pel nombre d’ordenacions de 8 |le-
tres, | és conegut el nombre de les de 7, la resposta és directament calculable. Quan
preguntem, de cop, pel nombre de les de 20, cal pensar: suposant que de 19 n'hi hagi N,
de 20 n'hi haura 20N. Aquestes foren les dificultats amb qué varem enfrontar els alumnes
en preguntar-los directament quantes ordenacions podrien construir amb 20 lletres.

Al grupet que havia seguit bé el desenvolupament fins aleshores se li va acudir que
el nombre demanat era 20 pel nombre d’ordenacions de 19 lletres, pero es va aturar
aqui. Varem preguntar, aleshores, pel nombre d'ordenacions de 19 lletres, i varem om-
plir 1a pissarra aixi:

n® ordenacions 20 lletres = 20 x n® ordenac. 19 lletres
n® ordenacions 19 lletres = 19 x n® ordenac. 18 lletres
n® ordenacions 18 lletres = 18 x n°® ordenac. 17 lletres
Vam arribar a escriure aixi la igualtat corresponent al nombre d'ordenacions de 5
lletres!
Aix0, pero, encara no els va permetre de donar una resposta sobre el nombre
d’ordenacions de 20 lletres. A partir del
n® ordenac. de 5 lletres =5 x 24

vam obtenir, sempre lluitant contra els resultats concrets
n® ordenac. de 6 lletres =6 x 5 x 24
n® ordenac. de 7 lletres=7 x 6 x 5 x 24

A partir del 10 & 1’11, van respondre que el nombre d'ordenacions de 20 lletres
seria 20 x 19 x 18 x. (vam escriure tots els factors). x 5 x 24,

Aleshores, vam explicitar que el nombre d‘ordenacions de 4 Iletres sortia 24 per-
qué 24 = 4 x 3 x 2, i que teniem, per tant, el resultat bonic

n° ordenac. de 20 lletres = 20 x 19 x 18 x 17 x... (ldem)..x 5 x 4 x 3 x 2

A partir d'aqui va resultar immediat generalitzar per a un nombre qualsevol de Ile-
tres. Els vam demanar, aleshores, que calculessin els resultats corresponents a 2, 3,...,
12 lletres i que fessin amb ells una taula. Amb ella a les mans, vam comentar que els
nombres creixien molt rapidament i que, per aquesta rad, hom utilitzava una notacio es-
Pecial: en lloc d'escriure 20 x 19 x 18 x ... x 3 x 2, s'escriu 20!, simbol que es |legeix
“factorial de 20" 6 “20 factorial”, i que significa exactament el mateix que els produc-
tes esmentats.

A las classes seglients vam proposar als alumnes nombrosos problemes amb aquesta
estructura multiplicativa combinatoria, i en particular problemes on calia truncar la
serie multiplicativa (problemes de variacions). Paral.lelament, vam fer els classics proble-

. ! 10!
mes de simplificacions i expressions amb quocients de factorials: “Simplifiqueu T

281



101 . 71 ete.’’
I A 1 I
Com és evident, a tot el que hem fet fins ara no han aparegut per res els simbols
literals. No per aix0, pero, es pot dir que els alumnes no hagin entes |'estructura gene-
ral de les permutacions. Es evident, pensem nosaltres, que els alumnes |'han entesa molt
millor d’aquesta manera que no |I'haguessin poguda entendre a partir d'una exposicié so-
bre el nombre d’'injeccions d’'un conjunt amb m elements en un conjunt amb n elements,
etc. Com ja hem dit en un capitol precedent, el problema que hi ha darrera d’'una formula
amb parametres no és el de la generalitat del resultat que descriu, siné el de la relacio
entre ella mateixa i els seus significats concrets. Es aix( que cal plantejar-se la seva didacti-
ca. La introduccid de les formules va ser, en el nostre desenvolupament, I'Gltim nivell a
que vam fer treballar els alumnes.

; ; 8l .
Expresseu com un quocient de factorials Ba3 el etc.

Les combinacions. Els nombres combinatoris

En un primer moment, vam plantejar el problema de trobar els grups o subconjunts
de 2, 314 lletres a partir de A B CD E. En aquesta primera fase manipulativa, de recomp-
te empiric, vam relacionar els nombres (iguals) obtinguts de subconjunts de 2 i de 3
assenyalant el caracter complementari dels conjunts de les dues classes. El mateix vam fer
amb els subconjunts de 4 id'1 lletres. No vam fer cap mena d’explicitacio simbolica de la
qlestio,

La introduccio de (r:) la vam recolzar en un problema extret del llibre de Glay-

mann i Varga Les probabilitats a /'escola. La situacio-problema de partida era |a seglent:
Disposem de 5 boles, cada una d'elles amb una de les lletres A B C D i E, i disposem
també de tres caixes numerades 1, 2, 3. De guantes maneres es poden col.locar 3 de les
5 boles, una dins de cada caixa?

Els alumnes, aprofitant el que ja sabien, van calcular facilment el nombre 5 x 4 x 3.
Aleshores vam introduir una nova perspectiva: ‘'De les lletres ABCDE, agafem A C i D.
Aquestes 3, de quantes maneres les podrem col.locar en les tres caixes?'’. La resposta
6 no els va costar. “Si en lloc de ACD, agafem ABE, de quantes maneres les podrem
col.locar en les 3 caixes?’’. A partir d’aquf, els vam preguntar si se'ls acudia un altre cami
per a calcular el nombre total de maneres de colocar 3 de les 5 boles dins les 3 caixes,
i van constatar que aquest nombre |’haguessin pogut trobar multiplicant 10, el nombre de
grups de 3 lletres que havien format a partir de ABCDE, per 6, que és el nombre de dis-
tribucions que cada grup proporciona.

El pas seglient consisteix a plantejar la mateixa situacié a partir de 6 lletres. Primer
van calcular 6 x 5 x 4, i després se’ls va demanar que indiquessin com podrien obte-
nir aquest mateix nombre d‘una altra manera. En un primer moment, van anomenar x el
nombre de grups de 3 lletres que obtindrien de ABCDE i F (no els vam deixar que el
trobessin empiricament) i escrivien

6x5x4=6x

La pregunta seguent va ser, evidentment, quant valia x.
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A continuacid, vam explotar la mateixa situacio amb 20 lletres, cosa que els va
conduir a

20x19x18=6x

En aquest moment va ser quan vam introduir el simbolisme ( ) ( ) ( )

per indicar el nombre de grups de 3 lletres que hom pot formar a partir de 6, 20
lletres. La formula que obtenen facilment és

A ,...,

20): 20x 19x 18
3 6

El pas seglent sera |'obtencio de (240) i (25) , etc,, pas en el que ja I'analogia fun-

ciona a favor del procés d'aprenentatge. Renunciem a la descripcié detallada de |a série
d'observacions amb qué aquest conclou.

La formalitzacio

Cal saber explicar als alumnes que estan recorrent diferents etapes. Cal dir a classe
quan n'acaba una i en comencga una altra, ajudant-los a captar les diferéncies d'orientacio i
perspectiva que regeixen cada una d’elles. En particular, després d’haver resolt problemes
concrets de permutacions, combinacions, etc., quan arriba el moment d'introduir les
formules pertinents, cal explicar-los que fins aleshores s’han familiaritzat amb uns concep-
tes nous, han aprés a recongixer-los en situacions diverses i han aprés nous métodes de
comptar, i que ara cal saber resumir tot aixo per mitja del llenguatge algebraic.

Quan s'escriu a la pissarra

nl=

als alumnes no els sol ser dificil contestar n(n — 1) (n — 2)..., expressio que hom pot
completar indicant que el costum és posar al final ...3.2.1. Es interessant subratllar que,
en escriure espontaniament aquesta formula, obliden els paréntesis (posen: n.n—1.n—2...).
Aixd no vol dir que els alumnes no saben queé escriuen. Per ells, el significat d'allo que
han escrit és clarissim, i poden utilitzar correctament la férmula, mal escrita, sense
equivocar-se. El professor ha d'intervenir, perd només per tal d'advertir-los que /a con-
vencio ja adoptada és una altra.

Resulta bastant més dificil d’obtenir la formula n{n — 1)...(n — p + 1), a cau-
sa del factor n — p + 1. La resposta que donen els alumnes per a expressar simbolica-
ment el nombre de variacions & n (n — 1)...{ n — p). Aixo fa molt interessant entrete-

p factors
nirse a |'estadi simbolic intermedi fi(n — 1) (n —2)..., i plantejar com un problema
(comparant la seva férmula amb els valors numeérics concrets que ells saben calcular
correctament) que trobin la formula correcta i completa.
Obtingut tot aixo, cal proposar exercicis del tipus “Simplifiqueu

nl nl (m—1)!
(n+ 1)1 ° (n+ 2)/{m+ 1) °
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etc.”, “Expresseu com a quocient de factorials etc.”. Cal que obtinguin, finalment, la for-

== =2)...In— + L
mula (;) = (n ”;I S 1) a partir de la qual caldra tornar sobre els resul-

(312 frzah =l (st ()

que coneixen préviament aplicats a valors concrets.

tats

Comentari

Com ha demostrat Piaget (cf. De la logique de l'enfant a la logique de I'adoles-
cent, pp. 274-278), la capacitat combinatoria apareix als estadis finals del desenvolu-
pament de les estructures de la intel.ligéncia. Tant és aixi, que la preséncia d'una capa-
citat combinatoria plenament desenvolupada es considera una caracteristica innegable
de la intel.ligéncia adulta, de la intel.ligéncia que ha assolit el seu estadi final de desenvo-
lupament. La capacitat combinatoria és, per tant, /nensenyable. Es el fruit de la madura:
cid6 autonoma de les estructures intel.lectuals i, mancats com estem ara d'un conei-
xement prou precis dels mecanismes d’'aquesta maduracio, no podem sino aprofitar-nos-en
quan apareix, donant-li “material”’ sobre el qual pugui exercitar-se. Només podem fer
que aquells individus que ja tenen capacitat combinatoria la desenrotllin com més millor
i la utilitzin des del punt de vista matematic. Pero mai no podrem aconseguir que un in-
dividu que encara no tingui aquesta capacitat arribi a “entendre’’ la Combinatoria. En
aquest sentit es pot dir que el seu ensenyament és el menys didactic de tots els proble-
mes didactics.

Queé es pot fer, doncs, amb la Combinatoria? Una cosa que es pot fer és endarrerir-la
com més millor dins del programa de ler de BUP. E| desenvolupament intel.lectual no és
lineal respecte al temps, no té un creixement regular, Procedeix més aviat per esglaons:
a un interval de temps de maduracio lenta en segueix un altre de maduracio rapida, en
el qual, en poc de temps, cristal.litzen tota una serie d’estructures i possibilitats lentament
preparades a |'interval anterior. La diferéncia de 6 mesos entre el comencament i el final
del curs és suficient per a repescar alguns alumnes.

Una segona cosa que es pot fer és abandonar el llenguatge de les aplicacions per
a definir els conceptes combinatoris, i, sobretot, per a demostrar les formules esmen-
tades. La interpretacio de les variacions i permutacions com a aplicacions injectives
no es sind una interpretacio. Donar-los-la com un punt de referencia basic, com un
concepte clau que els permetra de manejar correctament els conceptes combinatoris, s
enganyar-nos i enganyar-los.
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CAP[TOL 20:

CONCLUSIONS GENERALS
Una metodologia per a I'ensenyament de |'algebra elemental

i) Hem vist que el naixement i el desenvolupament de |'algebra simbolica té lloc
d'una forma molt lenta i poc sistematica. Els avencos conceptuals no es feien orde-
nadament, per temes, sin6 globalment, per evolucid simultania de la perspectiva i de les
técniques amb qué aquests eren tractats. L'algebra (arte mayor) concebuda com a part
superior de |'aritmética (arte menor), es va formar i va evolucionar com un llenguatge
especific i unes técniques universals escaients per a la resolucio de problemes. Aqui hem
propugnat la conclusio que la introduccié del llenguatge d'equacions cal que sigui |'es-
tadi final d'un procés de resolucid directa, purament aritmética, d'una gran varietat
de problemes de planteig.

ii) Hem vist que el calcul amb incognites, I'estadi primer del calcul literal, no
apareix quan |'aritmética dels nombres ja esta ben constituida, sind que ambdues coses
sorgeixen de forma entrellagada. Hem assenyalat al cap. 17 com poden potenciar-se, di-
dacticament, la introduccié simultania del calcul radical i el calcul amb incognites.

iii) Des del punt de vista de I'exposicié dels conceptes i de la introduccio de les
regles del calcul, hem vist la importancia decisiva que a la primera época de |'algebra tenia
referir-los a exemples concrets i particulars, aixi com I'abséncia de definicions i descrip-
cions generals o generalitzants. Aixo ens ha permés de reflexionar sobre el caracter
didacticament no necessari d'aquests factors (que pot ser oposat, sense contradiccio, al
Seu caracter imprescindible des de |a perspectiva de |'organitzacio sistematica dels coneixe-
ments) .

iv) Els coneixements algebraics propis d'aquesta etapa admeten amb prou feines un
tractament especificament teoric. ‘La teoria d‘aquests coneixements no necessita cap apar-
tat propi, sind que forma part, de manera natural, de la resolucio de tipus diferents de
Pf'oblemes. Des del punt de vista de la motivacio, aix0 té |'avantatge que es pot mante-
nir el desenvolupament del tema a les mans dels propis alumnes.

v) Les identitats algébriques notables, (a + b)2 = a2 + 2ab + b2; a2 — b2 =
(@+ b) (a — b),... no sorgeixen en el marc del desenvolupament del calcul literal. Aquest
Mateix apareix com un fenomen molt complex, de desenvolupament lent, que tarda
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150 anys a assolir la seva forma final. La introduccié de formes primitives de calcul sim-
bolic es fa a partir de referents i models molt concrets. Didacticament, cal aprofitar
els esquemes geometrics senzills, tant per a les identitats anteriors com per al primer
tractament de la teoria d'equacions. Tot fa creure, psicologicament, que la imaginacio
visual d'entitats abstractes és un dels recursos intel.lectuals més basics i potents. La
component intuitivo-geométrica dels primers treballs historics, en camps tan diferents
com les lleis de caiguda dels cossos (Galileo), el calcul infinitesimal, o la primera demos-
tracio del| teorema general de |'algebra (Gauss), no faria sind corroborar aquesta hipotesi.
Seria, per tant, un greu error didactic no aprofitar aquest recurs per introduir I'alumne en
el llenguatge algebraic.

vi) Des del punt de vista de la utilitzacio del llenguatge algebraic, qualsevol precau-
cid és poca. De fet, la concepcio d'aquest com un calcul formal, rigorés, univoe, que
serveix d'esquelet al raonament, és un resultat molt refinat, que cal distingir acuradament
d'una primera manipulacié dels simbols necessaris per a resoldre equacions i tractar amb
quantitats radicals. Aquesta primera manipulacio dels simbols, limitada en la seva capaci-
tat de rigor, univocitat, etc., ha d’anar acompanyada de la utilitzacio de regles retoriques.
Aquestes son |'antecedent natural de les formules simboliques, i asseguren la correcta
assimilacio d’'aquestes darreres en un estadi posterior.

vii) Un aspecte del desenvolupament historic de |‘algebra, que illumina un punt
clau i delicat del seu ensenyament, eés el lloc que en aquest desenvolupament correspon
a les propietats de les operacions aritmetiques i algebraiques. L'énfasi que actualment
se’ls dona és una conseqﬁéncig directa de la importancia desproporcionada que han pres
les estructures algebraiques. Es ben bé paradoxal que de conjunts (els numeérics, els de
polinomis i fraccions algebraiques) dels quals els alumnes coneixen, o malconeixen, quatre
propietats elementals, es doni a corre-cuita la caracteritzacio com a estructura algebraica,
quan és evident que, als nivells no universitaris, aquesta no aporta ni afegeix res a cap
d'aquests conjunts, D'altra banda, no és menys cert que demostrar la commutativitat, etc.
de la suma o el producte, a I'alumne que n'aprén uns algorismes que la pressuposen,
resulta una estranya subtilesa, si no un contrasentit. Hem de tenir present que |'alumne
no adquirira una visio matematica, des del punt de vista de la logica i de |'estructura-
ci6 interna de les matematiques, fins no haver assolit un estadi relativament avangat de
coneixements, i que no és convenient escamotejar-li la intuicié prévia que es pot for-
mar ell mateix de la unitat estructural de les matematiques.

Algunes pautes generals

Les anteriors observacions poden ser un punt de referéncia per a un bon enfoca:
ment de |‘aprenentatge de |'algebra, aprenentatge que requeriria una profunda reestruc-
turacid i un canvi de perspectiva respecte a las coordenades actuals, sobretot quan po-
dem constatar que, en aquest capitol, és patent el fracas de la majoria dels nostres alum-
nes. Per altra banda, creiem que el desenvolupament concret de |'estudi de les matemati-
ques hauria de venir donat per certes caracteristiques que conformen tot procés d'apre-
nentatge, i que haurien de presidir |'activitat quotidiana a la classe.

i) Un ensenyament clclic

Es evident, deien (i diuen), que ara ja tot és veritat, ara ja es pot acabar amb aquest
ensenyament insatisfactori. No cal sind oferir als estudiants el sistema deductiu inundat.
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de veritat indubtable que, per aixo mateix, cap intel.ligéncia normalment constituida no
pot deixar d'entendre. El que esta funcionant al darrera d’aquesta creenga és una concep-
ci6 primitiva del coneixement, o dit amb més precisio, de I'adquisicié del coneixement. Es
una concepcid segons la qual n‘hi ha prou de desenrotllar pas per pas els raonaments ver-
taders davant del deixeble, perque la seva intel.ligéncia els copsi com a tals, i els faci seus,
tot d'una. Aixi es concep |'adquisicié del coneixement com un acte puntual, i no gradual.
Les nombroses recomanacions que fan tots els psicolegs (recomanacions que la UNESCO
ha recollit, i que adhuc es troben a les orientacions legals espanyoles sobre els programes
d’E.G.B. i de B.UP.) sobre la conveniéncia que |'ensenyament sigui ciclic, responen a la
consciencia que actualment es té que qualsevol coneixement no s'adquireix sino gradual-
ment, mai de cop, sempre com a resultat d’'un procés. Aquesta és una advertencia que mai
no es fara massa vegades a un matematic: res no s'aprén de cop, tot cal veure-ho des de
diferents angles i perspectives per arribar a conéixer-ho bé.

Aquestes consideracions, valides en general, encara son més manifestes en el tema
que hem tractat. En efecte, la majoria de capitols de I'algebra sén de prou envergadura
intel.lectual per a no poder-los presentar d'una vegada per totes. Si pretenem que l'alumne
vagi assimilant de forma consistent les eines algebraiques, caldra anar treballant per
etapes. Només a l'etapa final, superades fases intermédies els continguts de les quals
hauran estat adaptats al desenvolupament intel.lectual dels alumnes i al seu grau de
domini de certs automatismes, es podra arribar al domini algebraic que avui s'exigeix
després de tres mesos de classe. Aquesta forma de procedir, que s’ha convingut a anomenar
ensenyament ciclic, creiem que és la més oportuna per a desenvolupar aquests temes.
Obviament, tal opcid comporta estructurar els programes, no des d'un punt de vista de la
rigida divisid de temes tradicionals: algebra, analisi, geometria,..., sind per unitats funcio-
nals i flexibles, que s’adaptin al desenvolupament de la psicologia intel.lectiva de I'alumne.

ii) Un ensenyament heuristic

Limitar |'ensenyament de les matematiques a |'exposicio dels temes per part del
professor és condemnar |‘alumne a la més absoluta passivitat, potenciant-li al maxim
I'actitud del televident. Es esperar de |'alumne |'assentiment de les veritats que el professor
va exposant a la pissarra, amb la fe que la intel.ligéncia, posada davant d'uns raonaments
certs, els veu, els reconeix com a tals, i ja esta tot fet. Tant els resultats de les investiga-
cions psicologiques com la practica diaria a classe fan veure que aixo no és veritat. Sense
I'activitat de I'alumne, sense la seva participacio directa, sense la reconstruccio o reelabo-
racio propia, cap coneixement no passa a formar part del seu bagatge intel.lectual.

Es massa simplificador (i comode pel professor) concebre |'adquisicié de coneixe-
ments com un acte purament intel.lectual, com un acte on no intervé sind la intel.ligén-
cia. Es dubtos que I'esforg que costa assolir qualsevol saber sigui simplement el resultat
d’un amor desinteressat cap a laveritat. El que és segur és que aixo, una disposici6 d'aques-
tes, no és la norma general, ni tan sols la majoritaria, a les classes de B.U.P. La actitud
d'un alumne cap a una assignatura queda determinada per molts factors, i un dels que
menys pesa, contrariament a alld que |i acostuma a passar al professor, és la satisfaccio,
J'hipotétic plaer derivat de la contemplacié de I'harmonia de la teoria estudiada. Aixo és
aixi, entre altres coses, perqué molts cops es pretén que els alumnes contemplin belleses,
hi'l_rmonies i veritats que ultrapassen ampliament els seus marcs de referéncia i d'interessos.
L'interés de I'alumne sera tant més viu, com més a prop dels seus interessos estigui |‘objec-
te d'estudi, i el primer pas per a aconseguir aixo consisteix a traslladar |'objecte d'estudi,
de la pissarra i del professor, al quadern de treball i a I'alumne. /
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Si volem que el procés d'aprenentatge sigui actiu i que |"alumne redescobreixi el
teixit matematic que comporta |‘algebra, convindra no presentar cap teoria feta i elabo-
rada des de fora del treball de |'alumne, ni tan sols unes regles de resolucio. Haurem,
en tot cas, d'oferir una llista de problemes ben elegits, i tals que I'aprofundiment dels
mateixos permeti generar els recursos algebraics que més endavant pendran cos en la teo-
ria. Les definicions i les demostracions formals, en una primera etapa, ni han d'aparéi-
xer, sind que s’han de convertir en |'Gltima baula de la cadena de raonaments emprada
pels alumnes. En una paraula, han de fer la seva aparicio en el moment en que, després
de moltes manipulacions concretes, s'imposi fer una mica d'ordre en totes aguelles coses
que han anat apareixent pel cami, i que tenen a veure les unes amb les altres. | ara que
hem parlat de definicions, potser no estaria de més recordar el que deia Poincaré quan es
referia al paper que fan en |'ensenyament primari i secundari: “Una bona definicio, a
I'ensenyament, és la que ha estat compresa pels alumnes, i no aquella construida d'una
forma logica i completament rigorosa”’.

iili) Un ensenyament interdisciplinar

El desenvolupament de les matematiques ha estat, i esta, profundament determinat
pels problemes que resolien fora d’elles mateixes. Problemes que han estat, sovint, |'esti-
mul fonamental en la constitucid de moltes de les seves branques. Plantejar |'ensenya-
ment de les matematiques partint directament d'aquests problemes (que no mencionant-
los com a aplicacions) és donar als alumnes una visi6 molt més real del desenvolupament
general del coneixement cientific, i comporta, a més, |'aprofitament d'una infinitat
de recursos i solucions per a l'important problema de la motivacié. Pensem que les mate-
matiques no poden reduir-se a un conjunt de técniques concretes, especialment als estu-
dis secundaris, on han de ser basicament formatives. Que un estudiant sapiga derivar fun-
cions i coneixi les regles per les quals es regeix el calcul de derivades no vol dir que com-
prengui el tema de la derivacio. Les técniques matematiques son I'GItim esglad de tot un
procés intel.lectual, procés que comenga per plantejar-se questions | problemes a resoldre,
i que segueix a la recerca, per aproximacions successives i intuitives, de nous conceptes
que amplien el marc teoric en qué incidien els problemes plantejats.

iv) Un ensenyament adaptat al nivell intel.lectual dels alumnes.

Una condicio imprescindible per a aconseguir que les matematiques tinguin real
ment la capacitat, que el topic generosament els atorga, de formar les intel.ligéncies
dels nens i dels nois és que escollim els continguts, i que adaptem el seu tractament
al nivell intel.lectual dels alumnes als quals van destinats. Si volem que les classes de
matematiques no siguin, com ara majoritariament son, les que recullen més fracassos
escolars i les que provoquen més esveraments i esgarrifances, si volem que siguin el factor
poderos d'estimul intel.lectual que tothom, alegrement, considera que son, aleshores caldré
pensar les nostres classes en funcio dels alumnes que hi tenim, i no pas del tractament
deductiu, formalista i rigoritzant que organitza les matematiques universitaries.

Saber perdre el temps és, sovint, la millor manera de guanyar-lo. Es una frase
bep coneguda, que té un significat especial aplicada al nostre cas. Hem parlat moltes
vegades de les precaucions i de la lentitud amb qué cal introduir certs conceptes i no-
tacions. Son adverténciees absolutament necessaries que cal oposar a la preocupacio (del
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tot apedagogica) per a incrementar de qualsevol manera el nombre de coses que ensenyem.
L’ensenyament que proposem sera possiblement més lent, en alguns moments, gue el
tradicional i habitual. També sera molt més ben aprofitat.

Un ensenyament viu, formador, ha de preocupar-se per transmetre la visio pluri-
dimensional del que les matematiques han estat i son. Mai no hauriem d’oblidar que han
de ser molt més un factor que contribueixi a I'educacio dels qui les estudien, que no
pas un obstacle enutjos per a solitaris corredors de fons. Amb aguest esperit hem escrit
aquestes pagines.
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CAPITOL 21:

COL.LECCIO DE PROBLEMES, AMB L'AUTOR, OBRA | ANY

Els problemes que el lector trobara aqui recollits ho han estat en funcié d’'un do-
ble criteri: el seu interés historic i la seva possible utilitzacio com a material de classe. Els
problemes vénen classificats per autors, ordenats cronologicament, amb excepcido d'uns
pocs que tenien, en algun sentit, una rellevancia especial. En el cas d'enunciats extrets
d'obres catalanes i castellanes, hem respectat |‘ortografia i puntuacio arcaiques dels
originals.

Alguns Problemes Singulars
DIOFANT: La poteéncia dels raonaments aritmetics (s. 2)

Enunciat | resolucié del Problema Ill del Llibre VI de I'Aritmética de Diofant.
Transcriurem integrament la resolucié que presenta Diofant per tal de posar en relleu
I'enginy de qué fa gala, la potencialitat dels seus métodes, i la forma retorica d'expres-
8i6 que usa. Per la nostra part ens limitarem a clarificar, mitjancant alguns esquemes
i equacions, els passos clau de la resolucio.

Trobar un triangle rectangle de tal forma que el nombre de la seva area, augmentat
d'un nombre donat, esdevingui un quadrat.

Suposem que el nimero donat sigui 5 unitats, i considerem el triangle proposat,
de costats: 3 aritmes, 4 aritmes i 5 aritmes [Per Diofant aritma és equivalent a I'ac-
tual incognita x ] Llavors el numero corresponent a |'area augmentat en 5 unitats, esdevé
6 aritmes quadrats més 5 unitats, que haura de ser, ell mateix, un quadrat [6x2 + 5=
p%]- Igualem-lo a nou quadrats d‘aritma; eliminem els termes semblants, i ens resta: 3
aritmes quadrats iguals a 5 unitats [per p2 = 9x2, 6x2 + 5=09x2;5 = 3x2].Cal que la
relacié terme a terme sigui la corresponent a un nombre quadrat, i estem necessitats de
trobar un triangle rectangle, aixi com un nombre quadrat, de tal forma que aquest qua-
drat, disminuit de |'area del triangle, formi la cinquena part d'un quadrat, ja que el
nombre donat és 5 unitats. [Diofant posa en relleu com ha de ser l'drea i el nombre
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quadrat perqué I'equacié que se’n derivi tingui solucié: si A = Area i p2 = nombre
quadrat, llavors Ax2 + 5=p2 x2; (p2 — A}x2 = 5, j es t¢ que: p2 — A ha de ser 1/5 d'un
quadrat ],

Formem un ftriangle per mitja d'un aritma [nova incdgnita] i I'invers d’un aritma;
el nombre d'area esdevé un quadrat d’aritma menys un invers de quadrat d'aritma.

|Diofant sap que amb dos nombres a, b es pot construir un triangle rectangle de
costats a2 — b2; 2ab; a2 + b2. Aprofitant aix6 construeix el triangle rectangle que
indiquem aquf |

Que |'arrel del nombre quadrat sigui un aritma, més una quantitat d’invers d’aritma
2.5

doble del numero donat [ p = y + ], és a dir 10 inversos d'aritma. Aquest quadrat

esdevé un quadrat d'aritma més 100 inversos de quadrat d’aritma, més 20 unitats

100 Tl N v :
[p2 = y2 + %h + 20]. Llavors, si d'aquesta expressio en restem |'area [p2 — A], ésa
dir, el quadrat d'aritma menys un invers de quadrat d’aritma, la resta esdevé 101 inversos
de quadrat d'aritma més 20 unitats

100 1 101 = B
=i = —_ = 2 LR AL LD T R R L
[p2-A=y2+ 2 +20 — (v? vzl v2 5 g2,
ja que haviem quedat que aquesta diferéncia havia de ser un cinqué d’un quadrat]. Pre-
nem el total 5 vegades i obtenim 506 inversos de quadrat d’aritma més 100 unitats iguals

505 .
a un quadrat [ = + 100 = f2 ]. Multipliquem-ho tot per un quadrat d'aritma, i

obtenim 100 quadrats d'aritma més 505 unitats iguals a un quadrat [6056 + 100 y2 =
(By)2]. lgualem aquest quadrat com arrel de 10 aritmes més cinc unitats, i es trobara,
com a aritma, 24/5. [Com que el segon membre (By)2, la condicié és que sigui un quadrat,
sense importar per res quin quadrat pugui ser, Diofant el pren lliurement com (10y + 57,
a efectes que pugui trobar un valor senzill per la y, que verifiqui I'equacio i que a més
sigui racional. Assegura la racionalitat en prendre 10y, ja que s’eliminaran les y al quadrat,
i les 5 unitats que afegeix (en pren 5), per obtenir un valor, per a la y, el més senzill
possible:

100 y2 + 505 = (10y + 5)2; y=—2él‘]

Tornem al que haviem posat. El triangle sera, doncs, format per mitja de 24/5 i

5/24, i I'arrel del quadrat sera 413/60.
[Ara Diofant ja sap que el triangle de partida, en lloc de ser proporcional al de €os
tats 3, 4, 5, ho ha de ser al de costats: (ﬁ) 4 = (i)2 2 )2 . (i) % iqueel
< “\5 o) LS ) 24/

nombre quadrat, en lloc de 9, ha de ser (10. %‘ + 5)2 1.
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Llavors, si expressem el triangle rectangle en aritmes [Proporcional a I'anterior

5 : 70. ;
trobat], i si igualem la seva area augmentada de 5 unitats, a 1—3%% quadrats daritma,

la resta esdevindra evident.

[Diofant, que no esta per punyetes, considera els calculs numérics que resten per
a culminar el problema, una trivialitat que deixa per al lector. Amb el nou triangle de
partida trobat i l'eleccio adequada del nombre quadrat, Diofant ja sap que l'equacio
Ax2 + 5 = p2 tindra solucié racional, i per la x que trobi augmentara proporcional-
ment els costats del triangle cercat:

" 1 K g
El triangle format per y, ; , desprds que y = —5- es:

el . TLI0L . oy L SIREO 332.401
y2 14400 y2  14.400 14.400 *

413 2 _ 170.569 2x

P2 =50 "= 3600
: ; 331.151
Area del triangle + 5 unitats = nombre quadrat 14.400
331.151 170.569
_— = 2 + = — 2
14400 *° T °~ 3600 *
351125 , o ,_ 72000 2
14.400 < 351.125 ° 53

2 : ; 24 Y
Aix[ doncs, multiplicant els costats del triangle anterior per 53 obtenim el

valor (un dels valors) que satisfa les condicions del problema. Els costats del triangle
sén:

331.151 48 332,401

31.800 53 3?‘800]

LEONARDO DA PISA: El problema dels conills (1202)

La successié de Fibonacci (ag = 0,a; = 1, 8y + 1 = ap + a, — 1) és notable per dife-
rents raons. De fet, és un dels temes matematiques més populars als paisos de cultura
cientffica general amplia i avangada, on fins i tot existeix alguna revista dedicada especifi-
cament als problemes i interrogants associats a aquesta successio (The Fibonacci Quarter-
Iy). D'entre les seves propietats notables citarem |'expressio del terme general

1+vV5 .. 1=3'6
M T WO ¢
a, = ;

NG

que dos termes consecutius qualssevol sén primers entre si, que el Iimit de a, — 1/a, és
el segment auri (/ 5 — 1)/2, i que aquesta darrera succesio és important en /'estudi de
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fenomens de creixement i morfologia vegetal. La denominacié de Fibonacci és deguda al
fet que [a successié va aparéixer, historicament, al seguent problema, proposat per Leonar-
do da Pisa f{la taula adjunta al problema reprodueix la que acompanya la resolucio del
mateix Fibonacci):

parells
Quants parells de conills poden ser en- 1
gendrats a partir d'un parell en un any? primer 2
Un home té un parell de conills en un segon 3
lloc completament tancat per un mur. Volem tercer 5
saber quants parells poden ser engendrats a quart 8
partir del primer parell, en un any, si la natu- cinqué 13
ralesa d'aquests conills és tal que engendren sisé 21
un altre parell cada mes i comencen a en- seté 34
gendrar el segon mes després de néixer. vuité 55
- nové 89
(Extret del Source book in Mathematics de desé 144
D.J. Struik). onzé 233
dotzé 377

ARITMETICA DE TREVISO: El calcul de la lluna nova (1478)

La reforma gregoriana del calendari no es féu fins I'any 1582 Al periode anterior,
quan les unitats per a mesurar temps curts encara no estaven fixades, els llibres d'arit-
mética ensenyaven a calcular el moment de la lluna nova amb enunciats com el segient
(una llunacié és el periode de temps entre dues llunes noves successives, o mes llunar):

Si una llunaci6 té 29 dies, 12 hores i 793 punts, i una hora 1080 punts, i es vol
saber quan fara la lluna [nova] el mes present, és a dir desembre del 1478, necessites
saber quan fou nova el mes propassat, és a dir novembre. Sabent que fou el dia 25, a les
8 hores i 408 punts, calcula quan la fara el present.

(Boncompagni, p. 1040).

NICOLAS CHUQUET: L'aparicio dels negatius en la resolucié de problemes. (1484)

La comparaci6 d’aquest enunciat amb el del problema N° XXXI V (el precedent) per-
met observarque Chuquet hi introdueix intencionadamen tuna petita variacid, per tal que el
problema manqui de solucié. A continuacio intenta de resoldre’l aplicant les conegudes e
gles de I'algebra, i troba una solucié que implica un nombre negatiu per aunade les quantl-
tats de peces de roba; tot seguit ddna una interpretacio al resultat dient que aquesta quan:
titat negativa de peces de roba potin terpretar-se com peces que ha quedat a deure.

A la pagina es troba el text complet de la interpretacid que ddna Chugquet
d’aquesta solucio:

17 peces i mitja, al preu d’11 escuts la peca, i menys 2 peces i mitja al preu dé

13 escuts la peca.

Un negociant ha comprat 15 peces de roba per un preu total de 160 escuts. Entre
elles n’'hi ha que costen 11 escuts la pega, i les altres 13 escuts. Es pregunta quantes
n‘hi ha de cada tipus.

(Prob. XXXV, p.424).
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La solucio aproximada a una equacid exponencial (1484)

J 1 i log 2
El segiient problema condueix a l'equacié (1 — —— )t = 1/2, de solucié t = -—‘?—.
31441 10 1—log 9

531441 de dia, i afegeix, conscient que el resultat

no és del tot satisfactori: “amb aquesta forma de fer hi ha qui ja en té prou. No obstant
sembla que, per més veritat, entre 6 dies i 7, hem de cercar un cert nombre proporcio-
nal, el qual de moment, ens és desconegut”.

La solucio donada per Chuquet correspon a fer una extrapolacio lineal entre la
314410
531441 °
falta a la solucio de Chuquet és per error d'ell o si correspon a un error en la traduccio
d’A. Marre. El cas és que entre la solucio vertadera i la que s‘obtindria per aproximacio
lineal hi hauria un error que no arribaria a les 2 centésimes de dia, s a dir, un error d’'uns
18 minuts.

Un barril té una aixeta tal que, si s'obre, cada dia es buida la décima part
[del que hi ha].Es pregunta en quants dies es buidara la meitat del barril.

(Prob. XCIV, p. 439).

Chuquet déna la resposta t = Gdies |

poténcia 6 i a 7, si es fa, el nombre que s‘'obté és 6 i No sabem si el zero que

JOHANN WIDMAN: L aparicio impresa dels signes *“ + " i “—" (1489)

A laritmeética de J. Widman, publicada a Leipzig el 1489, apareixien impresos,
per primera vegada, els signes *‘+ **i *“— "“amb el significat aritmétic que avui els donem.
El segiient problema és un dels primers enunciats que els empren. En transcriure’l, Cajori
comentava l'origen d‘aquest simbolisme de la seglient manera: “Widman dona proble-
mes semblants relatius a pebre i sabé. L‘analisi d’aquests passatges ha conduit a opinions
divergents sobre el significat original dels + i —. De Morgan sospitava que eren senyals de
magatzem expressant excés o deficiéncia en el pes dels barrils de mercaderies. M.W.
Drobisch (...) diu que Widman els usa de passada, com si fossin suficientment coneguts
[...). C.I. Gerhardt, com De Morgan, diu que els + i — derivaven de la practica mercantil”

£l mot centner que apareix a I'enunciat que traduim a continuacié designava una unitat
medieval de pes:

1 Y
Una persona compra 13 barrils de figues; rep un Centner per 4 -é-florms, i el pesde
cada barril & el segient:

d-t =
4 —17
3+ 36
4-19
3+ 44
3+22
Centner 3-1 Iliures
3+ 50
4— 16
3+ 44
3+ 29
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3—12

3+9

| jo vull saber quant costaran. Sumaels ta, i 13 cops 24 é 312, a la qual cosa suma
Centner i les lliures i el que és —, €s a dir els — ,o0sia751l., i resulta 387; sostreu-lo dé
menys, deixa-ho a part, i resulten 4539 II. (si 4539, i resten 4152 Il. Ara digues 100 I.., o

i i LA 1 ;

converteixes els (..‘.entnere.. en Il. i llavors su sia 1Ct., per 4 — fl., quant vindran de 4152
mes els + , & a dir més) i 75 menys. Ara has 8 a
de sostreure 24 |l. per cada barril, de la fus- 1.7 | vénen 17 1fl. 5ss. —g-hlr, i és veritat.

(Extret de F. Cajori, A History of Mathematical notations, pp. 232-233)

JUAN DE ORTEGA: El problema dels escacs (1534)

La suma de la progressid geométrica derad 2, 1+ 2 + 2y 404 , associada al
famos problema dels escacs, és realitzada de la segiient manera en el llibre d’aritmética de
Juan de Ortega:

...: mas por no dexar con desseo a ninguno de la presente leera/ quiero poner aqui
un exemplo/ el qual sera para declarar como se han de contar breuemente las 64 casas del
axedrez poniendo en la casa primera una: y en la segunda 2 y en la tercera 4 y en la quar-
ta 8 y en quinta 16: i assi doblando todas las sumas hasta las 64 casas. Esta suma (...)
la quiero poner en esta otra manera: ya sabes que en la quinta suma como se viene do-
blando faze 16 pues multiplica 16 veces 16 y montaran 256 los quales hallaras que
veniendo se doblando vienen los dichos 256 a las 9 casas y esto suman las B casas me-
nos uno: pues torna a multiplicar 256 vezes 256 y montaran 65536 y esto suman las
16 casas menos uno: los quales hallaras que vienen en las 17 casas: torna otra vez a
multiplicar 65536 vezes 65536 y montaran 4294967296/ y esto suman las 32 casas/
y tanto hallaras que vienen a las 33 casas por su doblado: pues torna a multiplicar
4294967296 con 4294967296 y hallaras que vienen 18446744073709551616 los quales
hallaras que es la suma de todas las 64 casas menos un punto: como lo has visto por
exemplo,

El cuento de la tabla del Axedrez
18446744073709551615

(Tratado subtilissimo de Arismetica y de Geometria, f. 28-29, edicio del 1537).

BEHA EDDIN: 7 problemes que els arabs van trobar irresolubles. (Finals s. XV1)

Beha Eddin, al final del seu llibre, enuncia 7 problemes, els quals presenta com
a molt dificils de resoldre, dient que s’han resistit a I'esforg dels matematics més savis de
totes les époques. L'autor diu que els proposa per “provar que aquesta ciéncia presenta
dificultats d'envergadura tal que desanimen, per reduir al silenci a aquells qui pretenen
que en matéria de calcul no hi absolutament res que no puguin fer, per prevenir als
calculistes que no perdin el temps buscant la solucié, si algunes d‘aquestes qgliestions
els sén proposades, i per estimular a resoldre-los i treure-les del misteri a aquells que estan
dotats de brillants facultats”.
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La llista dels set problemes és la segtient:

1. Dividir 10 en dues parts, de tal manera que, si s'afegeix a cada una la seva arrel,
quadrada, i es multipliquen les dues sumes |'una per |'altra, resulta un nombre donat.

x+y=10;(x+vx) ly+vyl=n

2. Si s'afegeix 10 a un quadrat, llavors la suma ha de tenir arrel quadrada, i si se li
treu 10 [a aquest quadrat], el que resta també ha de tenir arrels quadrada.

X2+ 10=y2 ;x2 - 10=2z2

3. A Zaid se li promet 10 menys |'arrel quadrada de la part d’Amrou, i a Amrou 5
menys I'arrel quadrada de |a part promesa a Zaid.

x=10—-+vy;y=5—-vx
4. Un nombre cub ha de ser dividit en dues parts, que siguin també nombres cubs.
¥3 = y3 + 23

5. 10 es divideix en dues parts. Si dividim cada una d'elles per l'altra, i sumem els
quocients, llavors la suma és igual a una de les dues parts de 10.

x+y=10 ;%+%: y

6. Tres quadrats en proporcidé continua, tals que la seva suma sigui un guadrat.
x4 + x2 y2 + y4 = 72

7. Si aun quadrat se |i afegeix la sevaarrel i 2, també a aquest mateix quadratseli treu
laseva arrel i 2, llavors s’ha de poder extreure |'arrel quadrada de la suma i de la resta.

x2+ x+ 2=y2; X2 —x—2=1z2

D‘aquests problemes direm que el primer té per solucié trivial, si a n I donem
el valor de 24, la de x = 3 i v = 1, que 8s la solucié que exposa A. Marre. La solucié
dins del camp dels racionals, que era el camp numeéric de resultats acceptats pels arabs,
admet una infinitat de solucions. Ens hem entretingut a exposar la forma de trobar-les,
utilitzant alguns recursos de Diofant:

Volem trobar dos nombres quadrats, que sumin 10:

p2 + q2 = 10, i una solucié ja sabem que és 1 i 3. Modificarem lleugerament
aquesta solucié, per tal d’obtenirne una altra. A 11/ restarem una certa quantitat,ia 3 1i
Sumarem una quantitat proporcional a la restada a 1:

(1—x)2+ (3+ ax)2=10
T+ x2—2x+ 9+ 32 x2 4 6ax = 10: (a2 + 1)x2 + (6a — 2)x = 0, que, a part del

2ero, té per solucio x = —i{:ﬁ:—‘ Llavors, donant & a valors racionals convenients, per
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tal que 1 — x al quadrat no superi 10, s’obtenen infinites solucions. En concret, per
a = 1/4 hem trobat que x =8/17, i llavors p = 9/17 i ¢ = 53/17 verifiquen I'enunciat, Es
a dir (fent operacions), I'enunciat del problema admet la solucié, per @ n = 3.944/289, de
x = 2809/289iy = 81/289.

L "Aristide Marre fa els seglients comentaris a la resta de problemes:

El segon declara que és impossible (s’entén que dins del marc dels nombres racio:
nals).

E/ tercer condueix a una equacié que no admet arrels racionals.

El quart fou enunciat com impossible de resoldre (que no admet solucions racionals)
per Fermat I'any 1657, i més tard aixi ho demostra Euler.

El cinqué condueix a una equacié de tercer grau sense solucions racionals.

El sisé tampoc no admet solucié racional.

El sete, en canvi, admet la solucié racional i positiva: 34/15 com arrel quadrada
del quadrat que s'ha de buscar.

DIOFANT: Els sis llibres d"Aritmética i el llibre dels nombres poligonals (s. 11)

9. Ens proposem partir 100 en dos nombres, de tal manera que un terg del primer
nombre i un cinque del segon, sumats, formin 30 unitats.

(Prob. V, Llibre I, p. 11) Totes les referéncies es fan a I’edicié francesa de Paul Ver
Eecke, de I'any 1926.

10. Proposem sumar un mateix nombre a 100 i a 20, de tal manera que el més gran
nombre obtingut sigui el triple del més petit.
(Prob. VIII, Llibre I, p. 14).

11. Trobar dos nombres tals que cada un d'ells, després d’haver rebut un nombre
determinat cedit per |'altre, estiguin en una proporcio determinada. Proposem doncs, que
el primer nombre, rebent 30 unitats del segon nombre, esdevingui el doble d‘aquest ultim,
i que el segon nombre, rebent 50 unitats del primer, esdevingui el triple d’aquest Gltim.
(Prob. XV, Llibre |, p. 20).

12. Trobar quatre nombres tals que cedint cada un una fraccié determinada d'ell
al que el sequeix, donin nombres iguals, després d’haver cada un d’ells cedit i rebut. Pro-
posem doncs que el primer nombre cedeix el seu terg al segon; que el segon cedeix el
seu quart al tercer; que el tercer cedeix el seu cinqué al quart; que el quart cedeix el
seu sisé al primer, i que, després de les cessions reciproques, s‘obtinguin nombres iguals.
(Prob. XXIII, Llibre I, p. 32). Aquest problema, que correspondria a un sistema de quatre
equacions amb quatre incognites, Diofant el resol utilitzant una Unicaincognita (1 aritmel.
El sistema resulta ser indeterminat i d'infinites solucions. Diofant presenta les solucions:
150/23; 92/23; 120/23; 114/23, i després la dels enters formades pels numeradors de les
fraccions anteriors.

13. Trobar dos nombres tals que la seva suma i la diferencia dels seus quadra!§
formin nombres determinats. Proposem doncs que |a suma dels nombres faci 20 unitats, |
que la diferéncia dels quadrats sigui 80 unitats.

(Prob. XXIX, Llibre |, p. 39).

14. Trobar dos nombres tals que la seva diferéncia i el producte siguin nombres
determinats.

Es necessari sempre que el quadruple del producte dels nombres, augmentat del
quadrat de la seva diferéncia, formi un quadrat; qgiliesti6 que és figurativa [gue és suscep-
tible de representacio geométrica).
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Proposemn doncs que la diferéncia sigui 4 unitats i el producte 96 unitats.

(Prob. XXX, Llibre I, p. 40) Cal recordar que Djofant només accepta com a solucions
aquelles positives i racionals, d'aqul que imposi condicions necessaries per a l‘existéncia
de solucions La condicio diu que és figurativa, ja que expressa la identitat 4XY + (X —
Y)2 = (X + Y)2, facil d’evidenciar per figures geométriques. Diofant troba la solucié
utilitzant elegantment els seus recursos caracteristics, i la sempre bona eleccid de la
incognita:

Si la diferéncia entre els nombre és 4, suposem que un sigui 1 aritmo més 2 unitats
i l'altre 1 aritmo menys 2 unitats. El producte dels dos sera, doncs, 1 aritmo quadrat
menys 4 unitats, que ha de valer 96, aixi doncs, un aritmo quadrat és 100, i 1 aritmo és
10. Els dos nombres buscats son el 12 el 8.

15. Dividir un nombre determinat, el qual é suma de dos quadrats, en dos altres
quadrats. Sigui 13, suma dels quadrats 4 i 9; cal dividir-lo entre altres dos quadrats.
(Prob. 1X, Liibre I, p. §5) Diofant resol el problema a partir de buscar un nombre que
verifiqui I'equacié: 13 = (x + 2)2 + (ax — 3)2 sent a un nombre qualsevol diferent d’1;

ell posa 2. L’equacid de segon grau queda aixi” 0 = 5x2 — 8x, i déna la solucid: x = % -

de manera que en el seu cas els dos quadrats son (% + 2) = i (‘% — 3) g ésa dir gj—g i
1

2_5‘ :

16. Trobar dos nombres en determinada proporci6, tals que cada un d'ells aug-
mentat en un quadrat determinat, formin un quadrat. Proposem doncs que el més gran
nombre sigui el triple del més petit, i que cada un d’ells, augmentat en 9 unitats, formi un
quadrat.

(Prob. X VI, Llibre 11, p. 63). Diofant troba les solucions: 1.080 i 3.240).

17. Trobar tres nombres tals, que el producte de dos qualsevol d'ells, augmentat

en 12, formi un quadrat.
(Prob. X, Liibre 111, p. 93). Problema indeterminat de la forma: XY + 12=p2; XZ +12=
G2; YZ + 12 = t2. Primer Diofant troba una solucié particular per a la primera relacié, i
després considera aquestes solucions particulars multiplicades una per un aritme i l'altra
Per un invers d‘aritme, i aix/ passa a les altres relacions... Al final troba les solucions
X=2;,Y =2 7= 1/8 Euler, treballant algebraicament el problema, troba una solucié
elegant en nombres enters.

18. Trobar quatre nombres tals que el quadrat de la suma d'aquests quatre nom-

bres, augmentat o disminuit de cada un d‘aquests nombres, formi un quadrat.
(Prob. XIX, Llibre 111, p. 108). Es molt atractiva la forma de resoldre el problema que
utilitza Diofant Primer troba 4 triangles rectangles que tinguin igual hipotenusa, questic
Que pot fer perque abans ha estudiat, al Prob. IX, Llibre Il, la forma de descomposar un
Quadrat en suma d‘altres dos d‘infinites maneres. Aix/ troba les descomposicions:

652 =522 + 39%: 652 = 60° + 25°%
652 =332 + 56°: 652 = 63° + 16
Posa X+ Y + 2 + W=65x

Suposa que X, Y, Z, W sén el quadruple de les arees de cada triangle rectangle,
després que tots els costats son multiplicats per x.
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65 65
52 33 25 65 65
186
39 56 60 ' 63

X =4.056x2. y=3.000x2; Z = 3.696x2; W= 2.016x2

65
- —: 2 = X =
X+ Y+ 2+ W=12768x 65x,;x 72 768
i les solucions finals s6n:
s 17136600 | y = 12675000 e 15615600 W= 8517600

163021824 ° ~ 163021824 * 163021824 * 163021824

19. Trobar [tres] nombres tals que la seva suma sigui un quadrat, i tals que el
quadrat de cada un d'ells, augmentat del nombre que el segueix, formi un quadrat.
{Prob. X VI, Llibre IV, p. 129). Diofant déna les solucions:

36621 157300 317304
2704 ° 2704 ° 2704

20. Trobar dos nombres tals que el seu producte, augmentat de cada un dells,
formi un cub.
(Prob, XX VI, Lljbre IV, p. 147) Diofant procedeix aixi:

Cal trobar X; Y talsque X * Y + X =p3; X+ Y + Y =¢3

Posa X = 8x; Y = x2 — 1, que evidentment satisfa la primera relacié X(Y + 1] = p3
Jja que 8x *» x2 =8x3 = (2x)3

Si ha de verificar la segona equacio:

YIX+1)=¢q3; (x2— 1) (8x + 1) =q3
Posem que g = (2x — 1)3. Tenim llavors:

8x3 +x2 — 8x— 1=8x3 — 12x2 + 6x — 1 equivalenta

14
i ST
13x 14x,; x 13

Els nombres buscats sén;

Lo M2 oo 27
X= 13 13 ° 169
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21. Trobar tres nombres tals, que el cub de la suma d'aquests tres nombres, res-
tat a cada un d'ells, formi cubs.
(Prob. XVII, Llibre V, p. 214). Problema que el condueix a les solucions particulars:

341 854 250
4913 " 4913 ' 4913

22. Trobar un triangle rectangle tal que la seva area, disminuida pel nombre d'una
o de |'altra perpendicular [es refereix a la disminuci6 de |'area en la longitud d’un o I'altre
catet], formi un quadrat.
(Prob. X111, Llibre VI, p. 255).

BEDA: Aritmeética (673-735)

Beda deixa escrites certes gliestions d’aritmética encaminades fonamentalment a les
seves aplicacions al Calendari. Entre els escrits matematics s’hi troba una col.leccié
de 55 problemes, alguns d’ells molt curiosos, i que tenen els seus origens en antigues
fons orientals. La seva obra fou publicada a Paris I'any 1544,

Els problemes que hem escollit estan tots ells trets de |'obra de Sinchez Pérez.

23. Un caracol fue invitado a comer por una golondrina. La comida estaba a una
legua de distancia y el caracol no andaba mds que una uncia por dia. Diga quien pueda
cuéntos afios y dias tuvo que andar el caracol. ’

! legua = 1.500 pasos; 1 paso = 5 pies; 1 pies = 12 uncias.

(Probl. 1°, p. 57).

24. Un hombre que iba por un camino se cruzd con un grupo de hombres v les dijo:
Si fuéseis los que vais y otros tantos y la mitad de los que vais y la mitad de la mitad
Y me agregara yo seriamos 100. Diga quien pueda cuantos iban en el grupo.

(Prob, 2°, p. 58).

25. Un tratante dijo: Quiero comprar con 100 denarios, 100 cerdos, a razon de 10
denarios por cada macho grande, 5 denarios por cada marrana y 1 denario por cada dos
cochinillos. Diga quien lo entienda cuantos guarros, cuantas cochinas y cuantos gorrinillos
debe comprar para que no sobre ni falten denarios ni puercos.

(Prob. 5°, p, 58). Correspon als tipics problemes diofantics, als que eren molt aficionats
els antics.

26. Se tiene un disco de metal que pesa 30 libras y vale 600 solidos. El disco
&ta formado con aleacion de oro, plata, cobre y estafio. Por cada parte de oro, tiene 3
de plata, Por cada parte de plata tiene 3 de cobre. Por cada parte de cobre tiene 3 de
&stafio. Diga quien pueda cudnto hay de cada metal [en peso y en s6lidos].

(Prob. 6°, p, 59).

27. Una escalera tiene 100 travesaiios. En el 1° se poso una paloma;en el 2° dos;
& ¢l 3° tres; en el 4° cuatro y asf sucesivamente. {Cudntas palomas hay en la escalera?
(Prob. 14°, p. 61).

28. Un campo tiene 150 pies de largo; en un extremo hay un perro y en el otro
Extremo una liebre. Sale la liebre huyendo y el perro tras ella. E| perro recorre 9 pies
®n cada salto, mientras que la liebre recorre solamente 7 pies. (Cudntos saltos da el
PEITO y cudntos pies recorre para alcanzar a la liebre? [Se suposa que /a llebre i el gos fan
&l mateix nombre de dalts en un temps determinat].

(Prob. 16°, p. 62). Aquest mateix problema, les dades lleugerament variades, el veurem
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reproduit al llarg del temps a nombrosos manuals de matematiques. D’aquesta mane-
ra, el tornem a trobar a I’Aritmética de Treviso, quasi mil anys després.

ALCALSADI. (— 1.225)

29. Zaid tiene 22 dinares, Omar tiene 19 y Bakr tiene 7. ReGnen el dinero, hacen
negocio y ganan 12 dinares. {Como se los deben repartir?
(Problema extret del llibre de Sanchez Pérez, La Aritmética en Roma, en India y en
Arabia, p. 166).

30. Zaid tiene 2 % dinares, Omar tiene 3;— y Bark tiene 7. Relnen el dinero
y hacen una ganancia de 10 dinares. [¢{Como se los deben repartir?].
(Del mateix llibre, p. 167)

31. El séxtuplo de un nimero, mds el séptuplo del mismo nimero, es igual a 25.
¢Cual es el namero?
(Del mateix llibre, p. 170).

ABENBEDER: Comprendi d'Algebra (s. X1l 0 s. XI11)

Els problemes sén extrets de la traduccid castellana feta per Augusto Sanchez Pé-
rez.

32. Si se te dice: el diez lo divido en dos partes, divido cada una de las dos por
la otra, resto lo menor de lo mayor y quedan cinco sextos.

(Cap. de los problemas sobre el 10. p. 41)

33. Si se te dice: el diez lo divido en dos partes, multiplico una de las dos por
cinco, divido lo que resulta por la segunda, tomo la mitad de lo que sale y resulta diez.
(Del mateix capitol, p. 43)

Hem constatat que sén molts els matematics que han prés com a referéncia per als
enunciats dels seus problemes dividir 10 o 100 en dues parts que verifiquin tal 0 G{‘-"
relacié. La tradiccié es remonta a Diofant, a la part de problemes del primer llibre d’Arit
mética, 6s sequida pels autors arabs, i arriba a Occident, on la podem trobar al llibre de
Chuguet.

34. Si se te dice: multiplico la raiz de un cuadrado menos dos unidades por sU
raiz menos una unidad y vale seis.

(Cap. de los problemas de los cuadrados, p. 48)

35. Si se te dice: un cuadrado lo multiplico por su tercio mas una unidad y ¢
convierte en cinco semejantes al cuadrado.
(Del mateix capitol, p. 52)

36. Si se te dice: de un cuadrado resto su tercio y su cuarto y cuatro unidades,
multiplico lo que queda por si mismo y es igual al cuadrado mds doce unidades.
(Del mateix capitol, p. §5)

37. Si se te dice: un hombre tiene un capital; comercia con él y lo dobla; da de
limosna una unidad; comercia con el resto y lo dobla;da de limosna dos unidades; despucs
comercia con el resto y lo dobla; da de limosna tres unidades y no queda nada del capital.
{Cuénto es el capital?

(Cap. de los problemas de comercio, p. 79)
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38. Si se te dice: un hombre tiene un capital; lo divide por mitad con un hombre
y le da ademas una unidad; después parte igualmente el resto con un segundo hombre y le
afade dos unidades; después parte el resto con un tercer hombre vy le afiade tres unidades.
Le quedan diez unidades. ¢Cuanto era el capital?

(Del mateix capitol, p. 80)

39. Si se te dice: una mujer se ha casado con tres maridos; le di6 en dote el pri-
mero una cantidad desconocida, la dotd el segundo con la raiz de lo que la doto el pri-
mero mas una unidad, y la doto el tercero con tres cantidades semejantes a lo que la dotd
el segundo mas cuatro unidades. El total es cuarenta.

(Cap. de las dotes, p. 83)

40. Diez cahices de trigo y cebada se venden: cada cahiz de trigo por cinco [unida-
des] y cada cahiz de cebada por dos. El total es cuarenta y cuatro. ¢Cuantos cahices hay
de trigo y cuantos de cebada?

(Cap. de los problemas del trigo y la cebada, p. 84)

41. Si se te dice: se compran tres cahices de trigo por diez unidades; se compra
no se sabe cuanta cebada por doce unidades; se vende cada cahiz de trigo por el valor
de cada cahiz de cebada; se vende cada cahiz de cebada por el valor de cada cahiz de
trigo, y hay un excedente de cuatro unidades,

(Del mateix capitol, p. 85)

42. Si se te dice: un grupo de soldados realiza una expedicion y recoge de botin
el primero de ellos [de los soldados] dos unidades y van aumentando de tres en tres; el
total de lo que cogen de botin es ciento veintiséis.

(Cap. de los ejércitos, p. 94)

43. Si se te dice: un correo sale de un pueblo con la orden de caminar cada dia
veinte parasangas y viaja cinco dias; después se envia tras él otro correo con la orden
de caminar cada dia treinta parasangas ¢En cuéntos dias lo alcanzara? (Sentén que al cap
de cinc dies surt el segon correu i que el primer no es queda aturat, sind que cada dia
sequeix al ritme indicat).

(Capitulo de los correos, p. 100)

NOTA: Una parasanga és una antiga unitat de mesura itineréria dels perses, que

valia 6.400 metres.

44. Un correo sale de una ciudad con la orden de recorrer cada dia una parasanga
Y aumentar una mds [cada dia]; camina durante ochenta y cuatro dias; después se envia
tras é| otro correo con la orden de que recorra cada dia una parasanga y aumente dos
Parasangas mas [por dia]. ¢En cudntos dias lo alcanzara?

[Del mateix cap., p. 101) _

45. Si se te dice: dos hombres se encuentran teniendo cada uno de ellos un capital,
eﬂl_:uentram otro capital, y dice uno de ellos a su compaiiero: dame de lo que tienes una
unidad mas este capital encontrado y tendré lo mismo que te queda; pero dice el otro:
antes bien, si ti me das de lo que tienes cuatro unidades mds este capital encontrado,
tendré tres veces lo que te quede. ¢Cuénto tiene cada uno de ellos y qué capital es el
encontrado?

(Capitulo de los problemas de dos personas que se encuentran, p. 111)

NOTA: Aquest problema condueix a un sistema indeterminat, que l‘autor arab

resol a partir de suposar per exemple que la quantitat trobada ha estat d’una unitat.
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ARITMETICA DE TREVISO (1478)

46. E| Sant Pare envia de Roma a Venécia un correu, manant-li que arribi a Venécia
en 7 jornades. | la Il.lustrissima Signoria de Venécia envia un altre correu a Roma que
ha d'arribar-hi en 9 jornades. De Roma a Venécia hi ha 250 milles. El cas és que, per
ordre d'aquests Senyors, els correus es posen tots dos alhora a fer el viatge. Demano
en quants dies es trobaran i quantes milles haura fet cadascun d’ells.

(B. Boncompagni, p. 570).

47. Una llebre és 150 passes davant d'un gos que |’encal¢a. En tant que la llebre
fa 6 passes, el gos ne fa 10. Demano: quantes passes haura fet el gos quan atrapara la
llebre. (Cal sobreentendre que les passes de la llebre i el gos sén equivalents).

(B. Boncompagni, p. 575).

FRANCESC SANCTCLIMENT: Summa de la art de Arismetica (1482)
L ]

48. Son 2 qui volen baratar /e lo un te pebre/ e laltre te drap. e aquell del pebre
demana del quintar en la barata [permuta] a 25 liures: que no val en comptants
[al comptat] sino a 20 liures. E aquell del drap demanali iustament 19 sous de la cana:
segons que iustament val en comptants. Demane lo del drap: de quan |i sobremetra quada
cana del drap: que lo un ne laltre no sia enganat/ e quant drap |i donara per lo 1 quitar de
pebre: que sien iustament contents los 2 que lo un al altre noshagen de tornar res en
diners comptants.

(f. 106).
i 1

49. Aci ha una langa: que Ia%esta en lo fanc e T es en laygua/ e defora layga
7 palms e;—. Deman: quant ha de larch aquella lanca.

(f. 115).

Aquest tema de la llanga clavada en |'aigua és d’una gran antiguitat. Amb variants
menors, va apareguent a nombroses obres d‘aritmética practica orientals i europﬁ‘f'-"‘- Es
pot comparar I’enunciat anterior amb el que apareix en una aritmetica manuscrita ?ﬂ

. PR ’ . s e ’,
llengua d’oc, original de Pamies (/’actual Pamiers, prop de Foix), aixi com amb [‘enunciat
. 1 q
que en dona N. Chuquet: “Una lansa ha la < 7 enavga et 9 pams de fora demandi

quant ha de lonc.”; Chuquet diu: “Una llanca esta /a 5 iel -‘::;- en l‘aigua i 9 peus ford

de I'aigua. A saber quants peus té aquella llanca”. (els dos enunciats es troben a la pagina
420 de I'edicié de Chuquet feta per Marre). ]

50. Es un mercader: qui ha comprades 3 peces de drap per 45 florins e |a primeré
es blanca, la segona es verda, la terca es negra. E la verda li costa lo doble de la blanca ed
florins mes, e la negra li costa tres tants: que no fa la verda e 5 florins menys. Demana o
mercader a com |i costave quada una per si, perquant ell sapia: a com les pora tornar a
vendre: que noy perda.

(f. 120 R.)

51. Es un mercader: qui ha comprat molts moltons a preu de 4 moltons per 7 flo-
rins /e no sab quants/ ni tampoch sap: quants diners hi ha mesos, empero ell sé rscordf'i
be: que lo nombre dels moltons e lo nombre dels florins tot es 170. Demana lo mercader:
quants moltons ha comprat/ e quants diners hi ha mesos.

(f. 122 R.)
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52. Es un home: qui te tants homens assoldadats e te tants diners en la bolsa:
que si ell dona a quascu 3 sous: a ell |i sobraran 17 sous. E si ell dona a quascu 4 sous:
a ell i mancaran a compliment 9 sous. demana lome: quants assoldadats te / he quants
diners tenia en la bolsa.

(f. 122 v.)

53. Esdeues: que son 2 correus: qui volen fer un viatge / e lo un es en Roma / e
laltre es en Barcelona. e lo de Roma vol venir a Barcelona / e lo de Barcelona vol anar
a Roma / e tots parteixen en un temps e en un dia 0 en una hora. e lo qui ve de Roma
en Barcelona: ve en 17 dies. e lo que va de Barcelona en Roma: vaen 15 [dies] . es e de
Roma fins en Barcelona fan 157 legues. Deman en quin temps se encontraran en lo cami /

e quant haura caminat quascu: guant se encontaran.
(f. 133 R.)

NICOLAS CHUQUET. Triparty en la science des nombres (1484)

54. Vull dividir 100 en dues parts en la mateixa proporcio que 7 és a 9.

(Cap. IV, 12 part, p. 635; totes les referéncies es fan a |'edicio francesa d‘Aristide Marre
de 1880-81)

55. De 100 vull fer tres parts tals que els 2/3 de |la primera, els 3/4 de |'altra i els
4/5 de la tercera siguin iguals.

(Cap. 1V, 12 part, p. 636)

56. Vull trobar quatre nombres tals que el primer amb els 2/3 dels altres faci
40. | el segon amb els 3/4 dels altres tres faci 40. El tercer amb els 4/5 dels altres tres faci
40. | el quart amb els 5/6 dels atres tres faci també 40.

(Cap. IV, 12 part, p. 640)

57. Vull trobar quatre nombres tals que tots junts sense el primer facin 120,

i sense el segon facin 90, sense el tercer 80 i sense el guart facin 75.
(Cap. IV, 12 part, p. 642). El mateix enunciat del problema, pero amb els nombres
20, 22, 24, 27, el trobem al primer llibre de I’Aritmética de Diofant, en el Probl. X VI, fet
Que posa de manifest la tradicié d‘alguns problemes, que conservaven la seva vigéncia en el
transcurs del temps.

58. Vull trobar dos nombres en tal proporcid com 5 i 7, i tals que multiplicant
el més petit per ell mateix i encara per 6, Iarrel quadrada d’aquesta multiplicacié faci
tant com el nombre més gran quan sera multiplicat per ell mateix i encara el que doni,
[multiplicar] pel nombre més petit.

[Cap. 1, 3 part, p. 765)

59. Vull trobar tres nombres tals que el segon sumat al primer, I'addicio sigui
el triple del tercer i el primer sigui cinc vegades més que el segon,

[Cap. 1, 38 part, p. 761). Chuquet fa notar que aquest tipus de problemes presenten tantes
solucions com hom vulgui, i que per a trobar-les n’hi ha prou de fixar un valor per a un
dels nombres,  llavors s’obtenen els altres.

_ 60. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per 20, i a la multiplicacié sumant-li
I{| deixat a part, i després encara aquest mateix nombre multiplicat per 30, i de la mul-
t;glicacié traient-1i 9, la primera multiplicacié i la segona siguin en tal proporcio com 3 i

[ F'Ep- I, 3 part, p. 762) Aquest és el primer problema que Chuquet presenta com impos-
sible de resoldre, a causa que I'equacié final que acaba obtenint, no té solucié positiva.
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61. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix i encara per 5, |'arrel
cubica d'aquesta multiplicacio sigui igual a |'arrel quadrada d'aquest nombre quan s'ha
multiplicat per 6.

(Cap. |, 32 part, p. 784)

62. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix i encara per 5, |'arrel
quadrada d'aquesta multiplicacio sigui igual a l‘arrel quadrada de 12 menys el triple
d'aquest nombre.

(Cap. I, 32 part, p. 790)

63. Vull trobar dos nombres en tal proporcié com 3 i 5, i tals que el més petit
multiplicat per ell mateix i encara per 2, i a aquesta multiplicacié sumant-li 12, fa tant
com si aquests dos nombres es multipliquessin cada un d’ells per ells, i encara |'un per
I'altre.

(Cap. 11, 32 part, p. 793)

64. Vull trobar un nombre que elevat a cinc i a deu, i tots dos sumats, faci 20.
(Cap. 111, 32 part, p. 804)

65. Vull trobar dos nombres tals que sumats facin 10, i multiplicats 'un per
I'altra facin 10.

(Cap. 1V, 32 part, p. 806).

66. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix vuit vegades i en-
cara per 6, i a aquesta multiplicacié sumant-li 12, faci tant com si [e/ nombre] fos multi-
plicat per ell i després per 12 i encara el que doni multiplicat per si mateix.

(Cap. IV, 32 part, p. 812).

Els problemes que presentarem a continuacié no corresponen propiament a la
Triparty, sind a una col.leccié de problemes que Chuquet afegi al final de la seva obra,
com aplicacions especials a |'aritmética, a |'algebra, a les mesures geométriques i a les
guestions de mercaderies.

67. Hi ha un home que diu: si tingués tants anys més com els que tinc, i encara
L % i %- del que tinc, tindria en total 50 anys. Es vol saber quants anys té aguest home.
(Prob. XVIII, p. 420).

68. Una peca de roba esta tenyida de negre 1/3 i 1/4 [d’e//a] . | encara queden 8
metres que sén de color gris. Quant té de llarg la pega?

(Prob. XX, p. 420).

69. Un barril ple de vi te tres aixetes de diferent pas. La de pas més gran bui-
da tot el vi en 3 hores. Utilitzant |'aixeta mitjana tarda a buidar-se 4 hores; i fent anar
I'aixeta petita tardd a buidar-se 6 hores. Si totes tres aixetes s'obren alhora, quant tardaa
buidar-se tot el vi?

(Prob. XXI, p. 420)

70. Un home fa el seu testament i deixa la seva dona embarassada. | deixa 100
escuts, de tal manera que si la seva dona té una filla, vol que la dona s’emporti el doble
que la filla; en canvi si té un fill ordena que aquest s'emporti el doble que la mare. El cas
és que la mare té un fill i una filla. Es pregunta com s'han de repartir els 100 escuts?
Conservant el desig del qui ha fet el testament.

(Prob. XXIII, p. 421)

71. Un home ha gastat els 2/3 dels seus diners menys 8. Després ha gastat 1/4 del
que |i quedava més 5. Encara després ha gastat els 2/5 dels que |i quedava menys 4.1
al final s’ha quedat amb 12. Es pregunta quants diners tenia al comengament.

(Probl. XXVIII, p. 422)

N
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72. Un negociant ha comprat 15 peces de roba i ha pagat per elles 160 escuts. De
les 15 peces n'hi ha que costen a 9 escuts le pega i altres a 13 escuts la pega. Es pre-
gunta quantes peces de cada preu ha comprat.

(Prob. XXXIV, p. 424)

73. Un revenedor ha comprat un cert nombre de pomes que no sap quant li han
costat. Perd si les ven a raé de 3 per cada moneda guanya dues monedes en total. | si
les revén a 4 per moneda, guanya una moneda. Quantes pomes ha comprat i quant li han
costat?

(Prob. XLI, p. 426)

74. Sén dos fusters que volen fer cada un d'ells la fusteria d'una casa, idéntica
l'una a l'altra. Diu un d’ells al seu company que si el vol ajudar B dies a fer la feina de la
seva casa, la tindra feta en 20 dies. | el segon |i respen que si l'altre el vol ajudar a ell
durant 10 dies, fara la seva en 15 dies. Es pregunta, si cadasct fa la feina de la seva casa a
part, en quants dies acabaran la feina cada un d’ells.

(Prob. LI, p. 429)

75. Un negociant ha prestat a un altre la suma de 20 escuts a cert interés, que
al cap de I'any guanya com el principal [gue safegeix al capital prestat al principi].
| al cap de dos anys els 20 escuts s’han convertit en 30. Es pregunta a quin interés per
cent s’han prestat els 20 escuts.

(Prob. LXXXVII, p. 437).

76. Es un barril que té 9 barrals i mig, el qual té un forat de tal grandaria que
el primer barral es buida en 1 hora. E| segon barral es buida en 2 hores, el tercer en 4
hores. El quart en 8 i aixi successivament, doblant sempre les hores. Es pregunta en
quantes hores els 9 barrals i mig es buidaran.

[Prob. XCVI, p. 439). Un barral és una mesura antiga equivalent a 25 litres.

Chuquet dona la resposta, per a aquest problema, de +/ 524288 — 1 hores que
probablement obté raonant aixi: per a buidar-se 9 barrals han de passar 512 — 1 hores
(expressié que apareix a partir de la suma d‘una progressié geomeétrica de ra6 2J; per a
!_Ju."dar-se 10 barrals haurien de passar 1024 — 1 hores, aixi"doncs, com que hi ha 9 barrals
I'mig, haurem de buscar la mitjana proporcional (geométrica) entre 1024 i 512, que
ésl'arrel quadrada de 524.288, d’on el resultat que dona.

77. Hi ha un home que vol fer un viatge de 100 llegiies de tal forma que ha de re-
correr 3 |legiies el primer dia. El segon dia 6, i aixi [sucessivament] augmentant 3 llegiies
més cada dia. Es vol saber en quants dies fara el viatge.

(Prob. CIV, p. 441).

78. Una dona porta uns ous a vendre al mercat. Alla es troba un home que esta dis-
Posat a comprar-los tots. Perd la dona no sap quant puja el compte dels ous, excepci6
feta que quan els compta de 2 en 2, 0 de 3 en 3, ode 4 en 4, 0 de 5 en 5, o de 6 en 6,
sempre |i sobre 1 [ou]. | quan els compta de 7 en 7 no li sobra cap ou. Es pregunta
Quina quantitat d'ous pot tenir la dona.

(Prob. CXLII1, p. 452)

JUAN DE ORTEGA: Tratado subtilissimo de Aritmética y de Geometria (1534)

8. Es una tierra redonda la qual tiene por diametro 16 varas: en la qual su duefio
Quiere fazer una torre quadrada: demando que quantas varas terna de anchura cada
Cadrangulo [que medira cada costat).
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(Capitol de Geometria, £ 228 de I'edicié del 1537; totes
les referéncies pertanyen a aquesta edici, i tots els exer-
cicis d’Ortega citats al mateix capftol. Els dibuixos
reprodueixen els de I'original ).

79. Un hombre tiene una tierra redonda que tiene por
diametro 10 varas: este hombre en esta tierra quiere
fazer una torre que este fecha en manera de triangulo:
demando que quantas varas terna la tal torre por cada
un triangulo [per cada costat].

80. Un hombre tiene dos fortalezas en que la una tiene
50 varas de alto: y la segunda tiene 30 varas de alto: es-
tas dos torres estan apartadas la una de la otra 20 varas:
vy el duefio de estas dos torres quiere hazer un passadizo
de la una punta de la una torre fasta la otra punta de la
otra torre demando que quantas varas terna de largo el
tal passadizo.

(f. 231).

81. Un sefior manda hazer una tienda en un campo a un maestro: el tal maestro
fizo la tienda en que puso un mastil que tiene de largo 100 varas: y el pafio que viene desde
la cabega del mastil fasta la tierra ha de largo 140 varas demando que quantas varas terna
de redondez toda la tierra que toma el pafio: y quantas varas aura en toda la tierra: y
quantas varas terna el diametro de la tal tierra: y que quantas varas aura en todo el pafio

que cubre |a tal tienda.
(f. 231)

20
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GEROLAMO CARDANO: Ars Magna (1545)

82. Hi havia dos capitans que van dividir, cadascun, 48 monedes d'or entre els
seus soldats. Un d'ells tenia dos soldats més que l'altre. Aquell que tenia dos soldats
menys tenia 4 monedes d'or més per a cada un dels seus soldats que monedes tenia |al-
tre per a cada un dels seus propis. El que cal trobar és quants soldats tenia cadascun.
(Problema Il, Capiftol V, p. 40; totes les referéncies es fan a l'edici6 anglesa del 1969).

83. Hi havia dues societats, una de les quals tenia 3 membres més que 'altra.
Van dividir el mateix nombre de peces d'or entre els seus membres. Les peces d'or eren
93 més que el total d’homes existent en ambdues societats, i cadascun dels membres de la
societat més petita va rebre 6 peces d’or més que cadascun dels membres de la més gran.
[Quantes peces va rebre cadascun dels membres de cadascuna de les societats?}

(Prob. 111, Cap. V., p. 41.).

84. Hi ha un nombre el qual, si el doble de la seva arrel quadrada |i és sumat,
i si a aquesta suma li és addicionat el doble de |a seva arrel quadrada [d‘aguesta suma), el
total que déna és 10.

i Per oposicié al plantejament que resultaria traduint, sense reflexionar, y + 2 vy

+2\y+ 2 \/F = 10, és interessant el plantejament que fa Cardano: “Tenim que 10 és
igual al segon nombre més dues vegades la seva arrel quadrada. Sigui, per tant, el segon
nombre, la suma, x2, | aquest, més dues vegades la seva arrel quadrada, és 10,..."".
(Prob. 1111, Cap. V, p. 42). :

85. Trobar el nombre el qual, quan la seva arrel cabica li és restada, i quan I‘arrel
quadrada de la resta és sumada a la resta, dona el primer nombre.

Anomenant x el nombre buscat, resulta/ x — Ix +x-— 3‘ x = x, que, simplifi-

cant i anomenat y = e’_x: dénay = \/ y3 — y. La resolucio de Cardano és molt menys
formal i molt més “de cap”: “Sigui la resta, després que hagis restat l'arrel cibica, x2.
Llavors afegeix-Ii la seva arrel quadrada, fent x2 + x, | aixo és igual a x3, ja que la suma
de x2 | allo que Ii fou sumat és tant com hi havia al principi. Per tant, allo que és sumat és
igual a allo que fou restat Pero l'arrel cubica de tota quantitat és allo que s‘havia de
restar. Per tant x és l'arrel clbica de la suma, i per tant la suma és un cub | és igual a
x2 + x. Divideix per x i x2 + x igualard ax + 1. (...)".
(Prob. V, Cap. V, p. 43). )

86. Un rei envia 128.000 monedes d‘or al general que li mana |'exércit perque pu-
gui pagar 7.000 infants i 7.000 cavallers. L'estipendi és tal que 100 monedes pagarien 18
infants més que cavallers. Un capita que es posa a les ordres del general amb 1700 infants
i 200 cavallers vol saber quina paga li pertoca.

Cardano, agafant x com el nombre de cavallers pagats amb 100 monedes, arriba a
Foquacié 140.000 x + 126.000 _ 1280

x2+ 18 x

(Prob. VII, Cap. V, p. 44).

87. Divideix 20 en tres quantitats proporcionals, la segona de les quals sigui igual a
la suma de les arrels de la primera i de |a tercera.
(Prob. Vill, Cap. V, p. 45).

88. Divideix 10 en dues parts, la més gran de les quals menys dues vegades la se-
va arrel quadrada és igual a la més petita més dues vegades la seva arrel quadrada.
(Prob. IX, Cap. V, p. 46).
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89. Trobar dos nombres tals que la suma de llurs quadrats és 100, i el producte
d‘un d’ells per I'altre és igual al doble de llur suma.

Cardano el resol a partirde (x + y)2 = x2+ y2+4+ 2xy = 100+ 4(x + y),
trobant x + y per una equacié de segon grau i deixant el problema reduit a una darrera

equacio de segon grau. Cardano acaba dient: “...(i aixf resulta) x igual a+/ 26 + 1 +

23—~/ 104, iyiguala~/ 26 + 1 —~/ 23—~/ 104. (...) Procedint de la manera ordina-

ria hauriem arribat a \/ 50 + \/ 2068 —+/ 26624 | \/ 50 — \/ 2068 —+/ 26624. Es
evident, tanmateix, que, encara que son equivalents, aquests sén més enredosos que els
gue hem donat més amunt”,

(Prob. 1, Cap. X. p. 92).

90. Trobar dos nombres tals que la suma de llurs quadrats és 100 i el quadrat
del gran és igual al gran per quatre vegades el petit més vuit vegades el gran.
(Prob. 11, Cap. X, p. 93).

91. Trobar dos nombres tals que la suma de llurs quadrats és 100 i el producte
d'un d'ells per |'altre és igual a tres vegades el quadrat del petit més sis vegades el mateix
petit.

(Prob. 111, Cap. X, p. 94).

92. Dividir 10 en dues parts, la suma dels quadrats | cubs de les quals és 400.

Per advertir la importancia que teé la bona eleccio de la incognita, es pot plante
jar aquest problema agafant x i 10— x, obé 5 + x i 5 — x.

(Prob. Il, Cap. XXXII, p. 193).

93. Dividir 8 en dues parts, el producte de la gran i de |la petita de les quals, elevat
al quadrat, és igual a la petita per nou vegades la gran.
(Prob. 111, Cap. XXXII, p. 194).

94. Trobar dos nombres, el producte dels quals és 8, i la suma dels quadrats dels
quals més els nombres mateixos és 40.

La bona eleccié de les incognites, segons Cardano, és prendre la suma dels nombres
igual a x/2 i un d'ells igual a y.

(Prob. X1, Cap. XXXV, p. 211).

95. Trobar dos nombres, la diferencia entre els quadrats dels quals és 10, i el
gran dels guals més els dos quadrats és 40.

Segons Cardano, cal prendre x igual a la suma dels nombres i y/2 igual a un dels
nombres.

(Prob. XVI, Cap. XXXV, p. 213).

96. “També Euclides dona, en la [proposicié] 25 del sisé [/ibre dels Elements] |a
forma de saber dibuixar una superficie igual a una altra superficie rectilinea, i igual a una
altra [figura] proposada.

Os proposo que em sigui trobat la forma de concluir un tal problema amb gualsevul-
ga apertura de compas proposada pel adversari, intentant-ho sempre (encara que no es
digués) amb regla general, i amb demostracio matematica”.

NICCOLO TARTAGLIA: Sfida matematica (1546-1547)

Alguns problemes extrets dels Cartelli creuats entre Tartaglia i Ferrari, en la famosa
disputa que els va enfrontar. Tots ells sén proposats per Tartaglia al seu rival.
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97. Amb l'apertura a b, voldria que em designéssiu, sobre la |inia ed, un triangle
[fixar 2 punts sobre el segment e d que determinaran els 3 segments del triangle] de tres
angles desiguals, amb la condicié que la proporcio entre I'angle més gran i el mitja sigui
triple de la sesquitertia, i la de I'angle mitja al [angle] petit sigui sesqualtera, sense alterar
|'apertura a b del compas.

(Prob. 25 Cartello 22 resposta, p. 55).

e -

o+ a b

98. Calculeu-me amb regla general la Radice terza relata propinqua [arre/ d'ihdex
11, aproximada] de 999 999 999 999, i finalment de % i també de 177148 %« y
(Prob. 25 Cartello 28 resposta, p. 56).

99. Partiu 10 per R relata 5 piu R cuba 3 [\5/?+ J3 1-
(Prob. 29 Cartello 22 resposta, p. 56).

100. Tinc 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 secondi relati piu 8 cubi egual a 1.000
[27 x9 + 36 x5 + 54 x7 + 8x3 = 1.000] us demano de fer aixo [resoldre-ho] i altres
similars, resolent-ho per regla general, o en cas contrari, sent resoluble, us demano quant
val la cosa [/a x].
(Prob. 31 (Cartello 22 resposta, p. 56).

PEDRO NUREZ: Libro de Algebra en Aritmetica y Geometria (1567)

101. Partir 30 en tales dos partes, que dando a la primera 3 y a la segunda 5
resulte la primera el duplo de la segunda.
(Prob. 1, Cap. 5, foli 151, tots els exercicis citats de |'obra de Ndiiez pertanyen al capitol
5, “De la préctica de las reglas de Algebra en los casos de Arithmetica, que son 110", per
la qual cosa n‘omitirem la referéncia d’ara en endavant).
102. Buscar dos numeros, que la diferencia dellos sea 2, y la de los quadrados sea
10. :
La descomposicié x2 — y2 = (x + ) (x — y), coneixent el valor de x — y, simplifica
notablement /a resolucid.
(Prob. 4, f, 152).
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103. luntar con estos dos numeros 3 y 2, otros dos numeros en la proporcion de 5
para 1, y que sean tales que hecha esta addicion, resulte el uno duplo del otro.
(Prob. 10, f. 153)

104. Buscar un numero que multiplicado en si mismo [elevat al quadrat] vy el
producto por 6 haga dos vezes tanto como si lo multiplicasemos en si dos vezes, que es el
su cubo.

(Prob. 13, f. 154)

105. Partamos 20 en tales dos partes, que la suma multiplicada por 4 haga tres
vezes tanto como la otra por 5.

(Prob. 16, . 155).

106. Partamos 20 en tales 3 partes, que la primera multiplicada por 2, y la sequnda
por 4 y la tercera por 8 resulten numeros en proporcion tripla. (Un dels nombres resul-
tara el triple d’un altre, | aquest darrer sera el triple del tercer nombre).

(Prob. 18, f. 156).

107. Busquemos dos numeros en proporcion dupla, y que el quarto del menor
multiplicado por el tercio del mayor haga 20.

(Prob. 24, f. 158).

108. Busquemos un numero que multiplicado por la su raiz quadrada haga 4.
(Prob. 27, f. 159).

109. Partamos 10 en tales dos partes, que el su quadrado y los de las partes guar-
den entre si proporcion Arithmetica (que estiguin en progressié aritmética).

(Prob. 29, f. 159).

110. Tenemos estos dos numeros B y 12 y juntando con el 8 un numero ignoto, y
juntando con el 12 la octaua parte del mismo numero ignoto, resultan igualesel 8 y el 12
hecha la tal addicion y queremos conocer el ignoto.

(Prob. 37, f. 161).

111. Tenemos 5 numeros, y los 4 dellos sin el primero valen 127 y los quatro sin
el segundo valen 119 y los quatro sin el tercero valen 109 y los quatro sin el quarto va-
len 104 y los quatro sin el quinto valen 97 y queremos saber quanto es cada uno dellos.
(Prob. 38, f. 161).

112. Busquemos un numero que los quadrados de la su mitad, y del su tercio, y del
su quarto, todos juntos hagan tanta suma, como es el mismo numero.

(Prob. 39, f. 162).

113. Partamos 100 en tales 5 numeros, que el segundo exceda al primero en 3 y el
tercero al segundo en 7 y el quarto al tercero en 10 y el quinto al quarto en 20.

(Prob. 40, f. 162).

114. Tenemos un numero partido en tales tres partes, que dando la primera el
tercio de si misma, y la segunda dando un 1/4 de si misma, y dando la tercera el 1/5 de si
misma, y haziendo una suma de lo que las tres partes han dado, y partiendo esa suma en
tres partes iguales, y boluiendo a cadauna no lo que dado, mas el tercio de la dicha suma,
que fue partida en 3 partes iguales, quedan ordenadas por tal manera las primeras partes
. del dicho numero, que |a primera es la mitad del mismo numero, y la segunda es el tercio,
y la tercera es el sexto, y queremos saber quanto es este primero numero, y quanto es ca-
da una de las partes, en las quales esta partido, y esto en enteras.

Les dltimes paraules fan referéncia al caracter indeterminat del problema, exigint
que les solucions siguin nombre enters.

(Prob. 45, f. 166).

115. Busquemos tres numeros que el primero con 10 del sequndo resulte ygual a lo

que resta del segundo, v el segundo con 10 del tercero resulte duplo de lo que resta del
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tercero, y el tercero con 10 del primero resulte triplo de lo que resta del primero.
(Prob. 48, f. 168).

116. Busquemos dos numeros, que el 1 con 1/3 del 2 y mas 4 resulte duplo de lo
que queda del 2, y el 2 con la mitad del 1 y mas 6 resulte 5 vezes mas que |lo que queda
del primero.

(Prob. 50, f. 169).
117.Partamos 10 en tales dos partes, que partiendo una por otra, y la otra por la

. 16
otra, entrambos los quocientes hagan 2 — .

21

(Prob. 53, f. 170).

118. Partamos 8 en tales dos partes, que los sus quadrados y la multiplicacion de la
una en la otra sea 49.
(Prob. 64, . 174).

119. Busquemos dos numeros, que recibiendo el primero tal parte del segundo,
qual 9 es del mismo primero, resulte el primero mayor que lo que resta del segundo en 18
y recibiendo el segundo tal parte del primero, qual 10 es del mismo segundo, resulte el se-
gundo mayor que lo que resta del primero por 24.
(Prob. 77, f. 184).

120. Partamos 20 por un tal numero, que el quociente exceda al partidor en 4.
(Prob. 89, f. 198).

BEHA EDDIN: Kholacat al hissab(Finals x. XVI)

Els problemes sén extrets de |’edicié d'Aristide Marre, de I’any 1864.

121. A una quantitat de diners hi afegim el seu cinqué i cinc dirhems, i traiem
del que resulta el seu terg i cinc dirhems, i llavors no queda res [Quina era la quantitat
inicial?]. '

(Prob. 111, Cap. X, p. 44).

122. Quatre canonades van a parar a un diposit; una d'elles I'omple en un dia, i
cada una de les altres en un dia més. En quant de temps s'omple el diposit?
(Prob. | V. Cap. X, p. 45).

123. Dos homes assisteixen a la venda d'un cavall. Un d’ells |i diu a l'altre: afegeix
al que jo tinc un terg del que tu tens i llavors tinc el preu [del cavall] ; I'altre respon.
afegeix al que jo tinc un quart de que tu tens, i llavors jo tinc el preu [del cavall]. Quant
tenia cada un d‘ells, i a quant pujava el preu [del cavall] .

(Prob. VI, Cap. X, p. 47). '

124. Tres garrafes s'omplen, I'una de 4 lliures de mel, una altra de 5 lliures de
vinagre, la tercera de 9 lliures d'aigua. Les tres substancies s'aboquen en un recipient
i es barregen per fer oximel; llavors es tornen a omplir de nou les tres garrafes. Es demana
quina quantitat de cada substancia hi haura a cada una de les garrafes.

L’oximel era un antic preparat farmacéutic fet a base de mel i vinagre, tal com
sindica en el text del problema.

(Prob. VII, Cap. X, p. 47).
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El primer llibre de matematiques
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n.9 51, 1982), 500 aniversari de
la primera aritmética impresa

a Catalunya i a la Peninsula
(Ciéncia, n.0 19, 1982), Notes
sobre la historia de les fraccions
decimals (L'Escaire, n.0 10,
1983). Des de fa dos anys
formen part del grup
HISTORIA | DIDACTICA DE
LES MATEMATIQUES
juntament amb Llufs Bibiloni,
Joan Miralles i Pelegri Viader.
Aquest grup esta preparant
actualment I'edicio del segon
volum de Els origens i
I'ensenyament de |'Algebra
Simbolica (1545-1637).
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