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Introduccid

L'objectiu visible d'agquest curset és demostrar el
seglient teorema: "Tot camp vectorial continu tangent a
una esfera de dimensid parell, s'anul.la, al menys, en
un punt".

Sota aquest enunciat s'amaguen, perd, una pila de
conceptes geom2trics i topoldgics, la consideracié dels
quals porta a la introduccidé de métodes algebraics. Es
aquest l'objectiu fonamental del curset: introduir-se en
els métodes algebraics que es fan servir per a resoldre
problemes topoldgics.

Les guatre primeres lligons estan dedicades a pro-
blemes "2-dimencsionals". L'estudi de camps vectorials so-
bre les esferes S! i 52 porta a la consideracif de camins
tancats en el pla euclidid i aixd a la introduccid del
concepte d'index d'un cami tancat al voltant d'un punt.
Agquest concepte constitueix el primer invariant algebraic
que estudiarem. Amb aguesta té&cnica demostrarem a més
del teorema abans esmentat per a l'esfera 52, altres re-
sultats que fan refer2ncia a aplicacions de 52 en s{ ma-
teix o del disc Ez en si mateix; per exemple, tota apli-
cacid continua de EZ en si mateix té sempre un punt fix,

Les cinc darreres lligons estan encaminades a de-
mostrar, en dimensions superiors, els analegs als tecre-

mes Z-dimensionals ja estudiats. La consideracid de



1'index d'un cami ja no és suficient i caldrd introduir
els grups d'homologia d'un subespai de l'espai euclidia
R™, Per tal de facilitar el calcul d'aguests grups, par-
larem de la successid de Mayer-Vietoris que relaciona
l'homologia d'un espai amb la dels membres d'un recobri-
ment. Aquesta successid ens permetrd calcular els grups
d'homologia de les esferes aixi com el grau de certes
aplicacions entre esferes, concepte gue desenvoluparem
en la darrera 1ligd. La conjuncid de tot lo anterior

ens permetrs demostrar els teoremes desitjats.

A part d'un cert habit matematic, per a poder seguir
aguest curset convé estar familiaritzat amb la topologia
dels espais euclidians (oberts, tancats, acotats, conti-
nuitat...) i amb les primeres nocions d'homomorfismes

entre grups abelians.

Barcelona, primavera del 1978



1. fndex d'un cami tancat al voltant d'un punt

Un cami a 1'espai euclidia R és una aplicacid con-
tinua de 1l'interval unitat I a R%: w ; I—R2; 65 a
dir, a cada t, O¢<t ¢l, 1li correspon un punt del pla
wi(t) = (w;(t),wp(t)), de manera que W; i W, sén
funcions continues del parametre t.

El punt w(0) es diu l'origen del cami w i w(l) el
punt final. S'ha de tenir cura de no confondre un cami

amb la seva imatge w(l)cC Hz. Per exemple, els camins

wi wit) ="lxr cog Wty sinars) A
v: xT(t) = (z(3=2%), 2z Vi (t=1))

sén, evidentment, diferents, perd llurs representaciaons

grafiques w(I) i =T (I) coincideixen.

Sigui g un punt de R2 que no pertanyi a wi(I) i
sigui r wuna semirecta d'origen g. Per a tot punt w(t)
designem per (t) l'angle format per les semirectes r
i qw(t). *[t} esta determinat a menys d'un miltiple

de 2W. y és una funcid continua del parametre t.

wit

t

Lwit)



Considerem, ara, un cami tancat, €s a dir, tal gue
el punt final coincideixi amb l'origen: w: I —>RZ amb
w(l) = w(D). (DObservis gue un cami tancet es pot in-
terpretar també com una aplicacid continua w: sl—3Rr2),
Sigui g wun punt que no pertanyi a wi(l). Aleshores, la
difergncia y(1) - y(0) és un méltiple de 27, inde-
pendent de l'eleccid de la semiracta =r, ja que al can-
viar de semirecta \f(t} varia en una constant. Es I¥oit,
dones, definir el quocient

¥(1l) - w(0)

ulg, w) = T

que és un nimero enter que es diu l'index del cami tancat

w al voltant del punt g.

L'index ulq,w ) &s una magnitud algebraica asso-
ciada a un cami tancat i a un puni, que sén conceptes

topoldgics.

Exemples
1. Sigui w: I—3R2 el cam{ tancat donat per l'expressié

2wint
wit) = e Loy . wW(I) és precisament Sl, la circunferén-

cia amb centre q = (D,0). Com que q = (0,0) ¢ w(I),
podem considerar 1'index u(g,w) wutilitzant com a semi-
racta r, per exemple, l'eix d'abcisses. Aleshores és
y(t) = 2wnt i, per tant,

$(1) - y(0)
2N

ulg,w )



2. A les figures segilients estan indicats els indexs de

diferents punts respecte als camins dibuixats.

\ol

966"5 -

Anem a veure, ara, un métode per a calcular 1'index
d'un cami w al voltant d'un punt g.
Agafem com a semirecta r wuna semirecta amb origen
g que talli a w(I) en un nombre finit de punts (hi pot
haver semirectes que tallin en una infinitat de punts).
Siguin O0# tl‘ t2( ...'(tnf 1 els parametres tals que
w(t) € r. Per a cada ti existeix, doncs, un € > 0,
tal que, per a tot t# t, amb |t - tlce, wit)ér, i
per tant w(t) # lf{ti}. Podem distingir quatre casos:
A M) (k) €1 del car 2
/’l' wlh) € w(ty) som del cas3
'I'(' hi ha 2 pusts d'inbevreccio
peosi brus i cap de v\trll"-;

pev baut u(,,u]: 2

C : - &
as 1: y(t) < q(ti) per a tot t tal que |t tilct

C 2 t t tal t- t

as git) > ?(ti} per a to al que | i|< E
En aguests dos casos, r no talla a w(l) en el punt

G
a I
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Cas 3: tf(t)(\f[tll per a tct. 1 '*f(t)>‘f[ti) per
a t>»t..
55
Cas 4: t T e e i t :
= g(t)> ¢l i] per a ¢t, 1 w(t) ¢ w(tl) per
a. EEs
3
En aquests dos casos r talla el cami w en el punt w[ti).
En el cas 3 parlem d'un punt d'interseccid positiu i en
el cas 4 d'un punt d'interseccid negatiu.
Si designem per wi(t) = [w{t)/ZW] la part entera de
wit)/2w , ~f(ti] = T(ti], perd quan passem d'un t <t
atun T )ti (sempre amb |t- tilct ), w(t) augmenta una
unitat en el cas 3, en disminueix una en el cas 4 i no
varia en els altres casos. Ara bé

?(ﬂ)=

¥ (1)- y(0) =[~f(1)/21t]-[~f(u)/21r]='f_{”;T ulq, w)

ja que y(0)/2w -[y(0)/2w]= y(1)/2w -[y(1)/2x].
Per tant, si m indica el nombre de punts d'inter-
seccid positius i n el de punts d'interseccid negatius,

es té
u(g, w) =m - n,

Aixi, doncs, 1l'index d'un cami w al voltant d'un punt g
és igual al nombre de punts d'interseccid positius menys
el nombre de punts d'interseccid negatius de w amb una

semirecta .

Les dues proposicions segients donen condicions per

tal que els indexs d'un cami al voltant d'un punt no de-



penguin del punt (proposicié 1) o no depenguin del cami

(proposicic 2).

Proposicid 1 i el segment q,dz no talla el cami tan-
4
cat w , aleshores u(ql,u;) = u(q2,uJ}.

Demostracid:
o 2 P :
Sigui w: I—3 R un cami tancat i 4,9, dos punts
que no pertanyin a w(I). Siguin 9.0 45 funcions angles

respecte a a; i 9, - Aleshores, la funcid

e S s C1 Y
§(t) = =

és continua per a tot t, i es té

PRGNS I OD ST S (o SR
§(1)- §(0) = — = =
o ¥, (L)-4,(0) \fz(l)-'fztﬂ}) -
: 2 21 %

2( u(ql,w] - u[qz.w}).

Suposem gque u(ql.UJ) # u(qz,usi; aleshores es té
l&fl}—-J(LHl > 2 i, per tant, pel teorema de Bolzano, =,

existeix un t € I tal que JItQJ és senar, és a dir

?l(tn) - lf2(tu} = ' aF amb 'n senar.

bernhard Folzano, nascut el 5.10.1781 a Praga. Matematic

i filgdsof. Capells el 1€805 1 procfessor a Praga 'el 1819.
Exculsat per rreteses hecesgies. Contrari a Kant. Treballs
matemitics en el carp de les foncions reals. Mori a Praga
pd S S EAE



Ara bé, si agafem per a definir els angles Wl i ?2
semirectes paral.leles amb origen 9, i q respectiva-
ment, la relacid anterior ens diu que w(t ) estad en el

o

segment q,95: en contra de la hipdtesi de la proposicid.

,quz I———5H2

Proposicid 2 (H. Poincaré) Siguin Wy

dos camins tancats vy q un punt de R tal que per a
tot" ter, g ¢Iul(titu21f). Aleshores, es verifica

Ulg,w-1 = u(q,wz}.

1
Demostracid:

Siguin ?l’ ?2 funcions angles per a w,,w, res-
pectivament, respecte al punt gq. Si suposem que els
indexs son diferents, fent el mateix raonament que a la

proposicid 1, resulta gue existeix un tIa per al gual
Yl[tol -y 2{ta} =nT amb n senar.

Perd aixd implica que g pertany al segment determinat

w i W i T
per l(tg) i 2(tn), en contra de la hipdtesi

P
l,muz: I—R dos camins tancats

i g un punt que no estigui damunt de cap dels dos ca-

Corol.lari Siguin w

mins. Si per a tot te€l es verifica la desigualtat

Henry Poincaré, nascut el 29.4.1854 a Nancy. Fisic i ma-
tematic. Fundador de la topologia moderna, va fer apor-
tacions impurtants en els camps de la mecanica celeste

i de les equacions di“erencials. Mori a Paris el 17.2.
1911,



distancialw _(t),w _(t)) ¢ dist3ncia(qg, w

P,

ule, wy ) = ufq,UJz).

1
=)

l(t)], aleshores

03]
Demostracid:

Sota la hipotesi del corol.lari, el punt g no per-
tany a cap segment GFIT?TTE;T?? i es pot aplicar la pro-
posicid 2.
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2. Deformacid de camins

Donada uria familia de camins tancats w : [—3 R,
f_.,

amb s €l, direm gue tenim una banda de camins tancats
si els punts ch{tle R UEpEHen amb continuitat de les
variables +t G s D&l 0 sgc], % si, a mes a
més, uasfﬁi ;'usil} és el mateix punt per a tot s.

Quarn tinguem una canda tgs, J<s<«1, de camins tan-
cats direm que tenim una deformacid del cami tancat w

en el cami tancat W, - Dos camins tancats que es poden

deformar 1'un en 1l'altre tal com hem explicat, es diuen

homotops.

La deformacid donada per una banda W _ es pot inter-
pre‘ar, també&, com una aplicacid LL: 1x 1-*——)92 tal
que JLL(t,0) = UJD(tJ, L(t,1) = W
N(0,s) = LU(1,s)
sT

- OE SR
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Si el punt r]eHz no pertany a la imatge de L2
es parla d'una deformacid (o homotopia) a Rz— q i es
diu gque els camins tancats w_ it w sén homotops a
R - g. Aixd implica que el punt gq no pertany a la

imatge de cap dels camins w_, Oecs£ 1.

Proposicid Si els camins tancats w_ i w, sdn homo-
tops a Hz— qy aleshores u(q,uJo) = u(q,qu).
Demostracid:

Com que Ix I és un subconjunt tancat i acotat de
Hz, la imatge LL(Ix I) és també un subconjunt tancat i
acotat de R2 i, per tant, la distancia d del punt
qéL(Ix I) a L(Ix 1) és diferent de zero.

Per altra banda, com que tota aplicacié continua
definida en un tancat i acotat és uniformement continua,
existeix un d > 0 tal que dist.(L(t,s), Q2(t',s')) ¢ d
per a tot s,t,s',t' tals que |s- s'|<§, |t- t'l<d.
Siguin 0 = 50< B S s =1 tals que compleixin

1 n—l( n
si— Sy 1(5 . Aleshores, per a tot tel i tot i=1,2,...
es té

dist.(LL(t,s. ), LA (t,s. ) ¢d & dist.(q,LL(t,s, })
it i-1 T

i es pot aplicar el corol.lari de la 1ligé anterior per
3 demostrar que

e iabsis = e, o Y= e, s =t =G ) =
gl ] Sz Fa=i
)iz

= { = w
u Q9wsn] ulg, 1
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Direm gue un cami tancat w és contractil si és
homotop al cami constant (cami tal gque la imatge consta

d'un dnic punt].

- - - - . 2
Corpol.lari 1 Si el cami tancat w és contractil a R - g,

aleshores ulg,w) = 0.

Corol.lari 2 5i el cami tancat w é&s homotop a R = g

, ot 2Wint
al cami definit per w'(t) = e , n enter, tel,
aleshores u(g,w) = n.
i 2wint A
Els camins de la forma w'(t) = e adquireixen

especial importancia a conseqiiencia de la segiient propo-

sicid, que constitueix un reciproc del corol.lari 2.

= ) ” p 4
Proposicid 5i w és un cami tancat a R tal que ulg,w)
valgui n, aleshores w és homotop a Rg- g al cami w'

s, 2Ti
definit per w'(t) = e 2

Demostracid:
Sigui ¢(t) wuna funcid angle per al cami w respec-
te al punt g (agafant l'eix d'abcisses com a semirecta

r). Posem d(t) = dist.(q, w(t)).

2
Definim, aleshures, Ls T T——3'R per

T e e S, SRS 2R

L4
Es clar que {L és una aplicacid continua i gque es compleix

N(t,0) = wit) i LQ(t,1) =w'(t). A més a més, com que
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w(l) = ¢ (0) + 2wn, L(0,s) =L (1,s) per a
tot s, Finalment, com que qd Q(Ix I), L déna la de-

formacid buscada.

La proposicid anterior podem completar-la, doncs,

al segiient teorema

: p 2 :
Teorema Dos camins tancats sdn homotops a R - g si

i només si tenen el mateix index al veoltant de g .

2'., Aplicacions continues definides en el disc

Suposem que f és una aplicacid continua del disc
unitat E2 en el pla H2, T3t E2———+R2. La restriccid
de f a la circunferéncia Sl, la frontera de E2, déna
un cami tancat w : Sl—)ﬁ‘z.

Si tqeRE no pertany a la imatge de f, 1l'aplicacié

L: Ix ] —— 92

(t,s) —f(l-s,2nt) Detrtel, Oesel

e 2 s s
dona una homotopia a R - g del cami w al cami constant.
El cemi w és, doncs, contractil i, en virtut del corol.
lari 1, wlg,w) = 0;

Podem, doncs, enunciar:
Y 2 2 %
Teorema Sigui f: E —>R continua, g un punt de
P 37tk : v
R gue no pertanyi a (S )} i tal que u(g,w] # D.

2
Aleshores, q € f(E ).
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Observacid £l teorema anterior e. pol considerar cam

el cas /-dimensional del teorema de bolzano de la teoria
de funciens reals: "i f:l—>R $#s continua, per a tot
punt. g entre f{Q) i f(l), existeix .un ec&l =t2l gue
fle) = g." En el nostre cas l'interval 1 és substituit
pel disc E?, els extrems 0 1 1 ger la circunferéncia Sl,
f per una aplicacid continua E°“— 7" i la condicié ce
que g estigui entre f(0) i f(l) per la de que 1l'index
del cemi gue té per imatge FESIJ al voltant de g no
sigui zero. Ambdos teoremes diuen gue, aleshores, el punt
g pertany a2 la imatge de f . Hi ha, també, un analeg en
dimensions superiors del teorema de Bolzano Z2-dimensio-
nal, on EZ €s substituit per la bola ELs 51 per
l'esfera 5n—l {frontera de E"). Per a demostrar-lo ne-
cessitarem métodes algebraics més forts gue 1l'index d'un

cami. Ho ferem z la 11i,6 8.

Corol.lari 1 (Teorema fonamental de 1'3lgebra)

. : n n=1
OagiT s SRlele= e S az R S 2 R nzl,

un polinomi amb coeficients complexos. Aleshores, exis-

teix un compler =z amb™ Sfl=zl) = 0.
o o

Demostracid:

Joservem, primer, g.e el teorema de Folzano val no

J
&

només com l'hem enunciat, sird sutszituint £ per un sub=

: e : ek 1
comjunt Y de = homegmorf a £ i sonstituiet 3 pec la

frontera 5 de 1.
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Posem d = 2 +|al|+ i +{an[ i denotem per Y el
disc tapcat de radi d : Y { z; Izlsd}, iper. §'“1la
frontera del " YoSSSiguas gt "1IVorigen «DFEded S RE =SS 1a-

vors f es pot interpretar com una aplicacid continua
f: Y-——aﬁz. Considerem, per altra banda, l'aplicacid
g: Y— PE definida per glz) = z”. Aleshores, per a
tot z amb |z|= d (és a dir, per a tot ze€S), es té

n-1

[flz) - g(zJ|=|alz L L an] <

=3

b lhan 1 L tla_1) < dq",

il

gstasdiy; "'pef o tot" zleS “ecTte
dist.(f(z),g(z)) ¢ dist.(0,g(z)

Si designem respectivament per w i w' els camins definits
per les restriccions de f i g a S, el corol.lari

de la 1licd 1 ens diu, aleshores, gue
ulf @) 2= aiE, wh),

perd com que wu(0, w') = n (exemple 1 de la 1llicd 1),
resulta w(0,w) = n £ 0, d'on, pel teorera anterior,

Def(Y); és a dir, existei> wun zDG-Y tal que f{za} = .

Z

Una funcid continua f: 5 —Fk {5‘ l'esfera de

dimensid 2, submergida a # | es diu senar si per a tot

)

Sy 4
parell de punts x, x* de S diametralment oposats, es

’ - . 2
)57 i i et e = S 5y nota furcio senar f: 5 —3 K admet
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sempre un zero, com a consegliénclia del teorema de Bolzano
l-dimensional.

Considerem, ara, dues funcions senars f,qg: 52———)H.
Ens precuntem si existeix algun punt de 52 en el que f
i g s'anul.lin simult3niament. La resposta ens la déna

el seglient tecrema

Corpl.lari 2 ( . Borsuk) Dues aplicacions continues se-

nars f,qg: 52———)R tenen sempre un zero comd.
Demostracid:

Sigui A un eguador de 52 i H 1l'hemisferi su-
perior. H &s homeomorf al disc EZ i A ho és a la ecircun-
feréncia 51. Suposem cue no existeix cap punt ze€A per
al qual f(z) = glz) = 0. Definim, aleshores, F: H~——+92
continua per F(p) = (f(p),glp)). Com que O = (0,0) no
pertany a F(A), estd definit 1'index wu(0,w), on w és
la restriccid de F a A. Ara bé, u(D,w) és un nid-
mero senar i, per tant, diferent de zero. Aplicant el
teorema de Bolzano resulta, aleshores, gue existeix un
punt peH tal que Fflp) = 0, és a dir, un punt péeH

tal gque f(p) = glp) = O.
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3. Camps vectorials

Direm que tenim un camp vectorial conptinu v sobre

la circunferéncia S1 quan, per a cada punt pe Sl, tin-
guem un vector V(p) = (vy(p),va(p)) de manera que les
components depenguin amb continuitat de p .

Considerem un sistema de coordenades a R2 amb ori-
EZtit

1
gen el punt 0. Donat un punt p = de S , identi-

fiquem el vector V(p) = (vg(p),vy(p)) amb el punt de
R® w(t) tal que Dw(t) = V(p). Aixd ers permet defi-

. - 4
nir una aplicacié continua

w :l ———--———--R2

t —wi(t)

tal que wi(0) = w(l); w és, doncs, un cami tancat a

R2. Es diu el cami tancat associat al cemp vectorial
continu v. Y
F(p)
1
% pz et wit)

b elat

si Wp) # 2 per a tot ;3&51, és a dir, si el camp
vectorial no s'anul.la a cap punt, el punt 0 no pot
ésser de la imatge del cami w . Podem parlar, doncs,
de 1'index u(0,w) que se li diu el nimero de vcltes

del camp vectorial ¥ a 51; el denotarem per u(V).
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Tot el que hem vist sobre camins tancats i index de
camins es pot transportar a camps vectorials. En parti-
cular, parlarem d'una deformacidé del camp vectorial 3;
en el camp vectorial Ci quan tinguem una familia con-
tinua de capms vectorials E;. D€s<l, qgue depengui
amb continuitat del parametre s i del punt p. Per
exemple, tot camp vectorial v es pot deformar en un

camp de vectors unitaris 3(9} ; la deformacid pot donar-

B0
se explicitament per
=
). . - V{E)
v;(pi = (l=s) w{p) % s 19(p)] D€s<1.

Proposicid 1 S5i el camp vectorial UL es pot deformar

en el ?l de manera que ?s(p) # 0 per a tot p i tot
s, aleshores u(F;) 3 y(?li.
Demostracid:

En aguest cas, els camins tancats uJD i Lul asso-
ciats a V. i Vl poden deformar-se amb continuitat a
92~ 0 i, per tant, per la primera proposicid de la 1lli-

g6 2, alf,w Y= w8, w. ).
o el

e i - . - ;
Proposicid 2 Siguin v i v' dos camps vectorials

sobre Sl que no s'anul.lin en cap punt. 5i V(p) i
'?'(p] no temen mai direccions oposades, per a tot p ,
aleshores u(¥) = u(T').
Demostracid:

Per als ccorresponents camins tancats w i w' es
compleixen les hipdtesis del teorema de Poincaré i, per

tant, u(O,w) = u(D,w").



19

T . . = a a .
Proposicio 3 Sigui Vv un camp vectorial continu defi-

nit sobre el disc E2 i tal que V(p) # o per a tot

p 651. Si el nimero de voltes de V a Sl és diferent
de zero, aleshores existeix un punt pe E2 en el que el
camp s'anul.la (V(p) = 3).

Demostracid:

Si w és el cami tancat associat al camp V, u(O,w)# 0D

2
i pel teorema de 2' existeix un ‘peE  tal que V(p) = o.
Exemples
1
3, Sigui v un camp vectorial sobre S que no s'anul.li

a cap punt i tal que no estigui mai sobre la normal exte-
rior a la circunferéncia. Aleshores, aplicant la proposi-
cid 2, u(¥) val el mateix que el nimero de voltes del
camp format pel vector unitari normal interior, i, per

tant, val 1.

2. Sigui V¥ un camp vectorial a E2 que no s'anul.li
a cap punt. Aleshores, en virtut de la proposicié 3, el
nimero de voltes de v sobre la circunferéncia 51 ha
d'ésser 0. Per tant, per l'exemple anterior, al menys
existeix un punt ;:eSl en el que V(p) té la direccid

radial exterior.
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Teorema (del punt fix de Brouwer)

Tota aplicacib continua f: E2—~“¢EZ té, al menys,
un punt fix (és a dir, existeix un pe E2 tal que
f(p) = p).
Demostracid:

Considerem el camp vectorial continu V a g& que
a cada punt ARSI assigna el vector V(x) = x F(%X).
5i existeix un punt péSl tal que V(p) =3 , aleshores
f(p) = p i el teorema ja estd demostrat. En cas contrari,
per a tot pe 51, V(p) # 8, i podem considerar el nidmero
de voltes u(V) de V a Sl. Ara bé, V compleix les
condicions de l'exemple 1; per tant, u(V) =1 #0 i
podem aplicar la proposiciéd 3 per afirmar que existeix

un punt pe E2 tal que V(p) = o. Aleshores f(p) = p.

Luitzen Brouwer, nascut a Overschie (Holanda) el 27.2.1881.
Matematic i fildsof. Professor a Amsterdam des del 1909.

Gran defensor de l'intuicionisme. Un dels topdlegs més
grans entre 1900 i 1930. Mori a Amsterdam el 2.12.1966.
Va demostrar el teorema de la corba de Jordan, el teorema

del punt fix, el teorema d'invarianca del domini,...
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3'. Singularitats d'un camp vectorial

Direm que un camp vectorial v , definit en un sub-
conjunt N de Hz, té una singularitat en el punt
peN si V(p) = 0. El nom de singularitat estd justi-
ficat pel gue segueix: Donat un camp vectorial continu
V , podem formar un nou camp vectorial de vectors unita-
ris z per 2(p) = T%%fﬁT- ; aleshores, si v(p) = B,
2(p) no esta definit.

Una singularitat p d'un camp vectorial V definit

a N es diu una singularitat aillada si existeix una

bola V de centre p en la qual no hi ha cap més sin-
gularitat de V. 5i S és la frontera de V, alesho-

res estd definit el nimero de voltes u(V) de ¥V a 5.

Lema u(¥) no depen del radi de S.
Demostracid:

Siguin V i V' dues boles de centre p en les
que no hi hagi cap altra singularitat de v que p.
Siguin S i S'" 1llurs fronteres, cincunferéncies de
radis r i =r' respectivament (r »r'). Siguin u i

u' els nimeros de voltes de ¥ a 5 i §'.
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A la corona circular [ definida per S5 i §',
Vv és un camp vectorial continu que no s'anul.la a cap
punt, i ens defineix, per tant, una aplicacid continus
fie Bi——> R2

x»——e(vl(x),vz(x}]

la imatge de la qual no conté el punt 0O = (o0,0).

Siguin w i w' els camins associats al camp vectorial
V sobre S5 i S' respectivament. Aleshores f és una
deformacid a R - O del cami w en el cami w' ., Per
tant, per la primera proposicid de la 1ligdé 2, resulta

u(0,w) = u(0,w') , d'on, per definicid, u = u'.

Si p és una singularitat del camp vectorial V,
V. una bola de centre p que no conté cap més singula-
ritat, i S 1la frontera de V, al nilmero de voltes de

V a S 1i direm 1'index ip de la singularitat p.

Exemples
1159 i =0

En aouest cas, la singularitat es diu "evitable":
podem modificar el camp vectorial V a l'interior d'una
bola V de centre p, de manera que el nou camp vt
sigui continu i no tingui cap singularitat a V.
Demostracid:

Sigui F eV —R® 1'aplicacid continua definida pel

% 2 S
camp V, i w el cami{ tancat de R definit per la res-
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tricciéd de ¥ a la frontera S5 de V. Aleshores
u(0,w) = 0 i, pel contrarreciproc del teorema de 2',
existeix una aplicacid continua f': V———aﬂz que coin-
cideix amb f sobre S i la imatge de la qual no conté
el punt 0 = (o,0). Ara bé, l'aplicacid f' ens permet
definir un camp vectorial continu V' gque no s'anul.la

en cap punt de V.

2. el

i .

Sigui XY un sistema de coordenades a R . Si
q = (x,y), els camps ¥: ¥(q) = (x,y) i V': V'ig) =
(-y,x) s'anul.len en el punt p = (0,0) on hi tenen

una singularitat d'index 1.

Es diuen linies integrals d'un camp V les corbes
gue en cada punt g tenen per vector tangent ?(q).
5én, per tant, les solucions de l'equacid diferencial

dy _ N2

E; \!l

. . = . -» ‘
Les linies integrals de V i v', corbes solucid

d fyn 8 X . ;
de les equacions -E% = %- i E% == 7 san, respecti-
vament
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3+ ip = =1
El camp vectorial V(q) = (x,-y) té& una singula-
ritat a p = (0,0) d'index =-1. Les linies integrals
sén les corbes xy = c, solucions de dy  y .
dx X

Anem a calcular a partir de l'equacid de les linies
integrals, l'index del camp a p = (o,0).

L'index de ¥ a p és el ndmero de voltes del camp
V 2 la circunfergncia ?l, que és 1l'index del cami w
definit per ¥V al voltant de p. Ara bé, l'angle & de

la figura val & = arc tg (-y/x) = = , d'on

R S T e W M L

= =r=lis
P 2T 21

4. 4 =2

Anem a procedir, aquest cop, en sentit invers: és a
dir, anem a buscar unes linies integrals d'un camp vec-
torial amb una singularitat d'index 2.

La variacié de l'angle & de la fiéhra sobre la
circunferéncia Sl ha d'ésser 411 . Agafem, per exemple

XA = 2 ‘f . Aleshores tenim



dy 2. % 2 y/x 2xy
§=t9°‘=t92"f=-f—_’i§-=f VU
h 1- (y/x) x%= y°

Per tant, el camp vectorial que hem definit és:

v: Vix,y) = (xz— y2, 2xy ) i les linies integrals sdn

les corbes donades per les equacions x2 + yz + 2cy = 0,

<

A

Observis que, en general, si o = ny , 1'index
del camp ¥ a la singularitat p = (0,0) és n; ales-
hores

dy
a=tgef.=1l:gn-.‘)
A l'expressar tg ny en funcid de tgy = y/x s'obté

l'equacid diferencial de les linies integrals.

Anem a veure, ara, la relacid que hi ha entre el
P 1 .
numero de voltes a S d'un camp vectorial definit en
el disc E2 i els indexs de les singularitats interiors

a E2.
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Proposicié El nidmero de voltes a a d'un camp defi-
nit a E2 és la suma dels indexs de les singularitats
del camp a Ez

Demostracid:

Sigui V un camp vectorial continu a E2 amb un
nombre finit de singularitats PpaPosesespy - Siguin
Dl’D2""’Dk discos de centres PraPosesPy respecti=-
i radis prou petits perqué a cada disc Di no hi hagi

cap més singularitat que P

©
k)
&

Descomposem E2 -t}Di tal com indica la figura i
donem una orientacid coherent a la descomposicid. Cada
regid Vj en gue hem descomposat E2 -UDi é€s homeo-
morfa a un disc E2 i, per tant, té sentit parlar del
ndmero de voltes u{U,Sj] del camp V a la frontera
5, . deg.cada V..

J J

Si fem cérrer el camp V sobre totes les arestes

rectes de le descomposicid, cada aresta és recorreguda

2 cops perd amb sentits oposats; per tant, es té



27

u(?,Sl} % ne TV, 5) = (W) = (i + soet ip )

k

Ara bé, en virtut de la proposicié 3 de la lligé 3,

P1

u(V, Sj) =0 per a tot j, d'on resulta

TN Ui =T R SR

Py Pk
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4, LCamps vectorials sobre l'esfera S

2
Sigui ¥V un camp vectorial sobre l'esfera 5 ; és
2
a dir, a cada punt p€5S 1li assignem un vector

=

vip) = (ul(pJ,vz(p],u3(p))

de manera que les components ul{p), uzfp), u3[p) depe-
nen amb continuitat del punt p. El camp ¥ es diu un
camp tangent si, per a cada pe,Sz, ?(p) esta en el pla
tangent a 52 en el punt p.

Sigui V un camp vectorial tangent a 52 i q wuna

0y 4 Bn

singularitat aillada de V; és a dir, v(g)
un entorn prou petit de gq no hi ha cap més singularitat
de V. Considerem el pla tangent E a 52 per q i
projectem normalment el camp vectorial V sobre E.

En un entorn prou petit de g obtenim, aleshores, un
camp. vectorial a E que no té cap altra singularitat

que g. Definim 1'index iq de la singularitat g del
camp vectorial tangent V com l'index de la singulari-

_tat g del camp projectat V'.

Exemples

I, Per a cada punt pe 52, V(p) és el vector unitari
tangent al meridia que passa per p. En aguest cas hi
ha dues singularitats aillades: el paol nord i el pol

sud, cada una amb index 1.



29

2
P Per a cada punt pe5 , wvip) és el vector unitari
tangent al paral.lel que passa per p. Hi ha també dues
singularitats aillades: els dos pols, cada una amb in-

dex 1.

Fe Suposem un camp vectorial Vv en el pla tangent a
52 pel pol sud z', donat pel vector constant (les 1li-
nies integrals de V sdn, doncs, un feix de rectes pa-
ral.leles). Per projeccid estereografica des del pol
nord z de les linies integrals de 3, obtenim una
familia de linies integrals sobre 62 que ens definei-
xen un camp vectorial V' sobre 52, L'Gnic punt que,
eventualment, pot tenir unma singularitat és, evidentment,

el pol nord =z.

Per a poder calcular 1l'index del camp V' a z
projectem-lo normalment sobre el pla tangent a 52 pel
punt z. El pas del camp VUV al camp projectat sobre
E no és altre gque la inversid respecte a 52. Es facil
veure, aleshores, que el camp V' té& una singularitat

a z amb index 2 .
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W

En els tres exemples anteriors, la suma dels indexs
de cada camp en les singularitats ha estat sempre 2.

Aixd val en general per a tot camp vectorial tangent de-

finit a 52-

Teorema (H. Hopf)

2
Per a tot camp vectorial tangent sobre S amb un

nombre finit de singularitats aillades, la suma dels

indexs val 2.

Demostracid:

Com que hem suposat que el camp vectorial V només
té un nombre finit de singularitats, podem trobar sempre
un equador S sobre el que no hi hagi cap singularitat.
Projectant estereograficament el camp V definit a 1'he-
misferi inferior sobre S des del pol nord, obtenim un
camp vectorial U' sobre S. Igualment, projectant es-
tereograficament el camp V definit a 1'hemisferi SuUpe=

rior sobre S des del pol sud, obtenim un camp vectorial
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-
v!'' sobre 5.
. . . -

S Qyoee-sd sdn les singularitats de V a 1'he-

misferi inferior amb indexs i_. ,...,1 = SR )
10 n 1 m
: . - . ; .
son les singularitats de v a l'hemisferi superior amb
s s 1 st : i b 28 A
indexs ijgecedl els camps vectorials Vv 38 te-
m °

nen a S un ndmero de voltes igual a
- . i
(U (9L MRt = s S AT

u(?ll]

|}
B
+
=N
=

Anem a calcular

(V') + u(V") = i, 4ee0+ i+ i) 400t i

1 n ! m

. SF : g Ty
estudiant la relacid que hi ha entre v' i wv''.

fr 5

- . - -
Si- gt 4 g san funcions angles per a v' i wv'!'

respectivament, es té, en cada punt a(t)es§



32

Wi(t) +¢''(t)

5 =2nt + /2

Per tant,
@) + 't (t) = ant +m,

d'on

(1) —¢'(0) +x''(1) -¢''(0) _

ul¥') + u(¥') =

2n
@' (1) + @' (1) - ( @'(0) +e''(D)) _
21
4n.1-4n.0

- = 2
2n

d'on en resulta el teorema.

Corol.lari (H. Hopf)
Sobre l'esfera 52 no hi ha cap camp vectorial tan-

gent sense singularitats.

Anem a veure, ara, un parell d'aplicacions del

corol.lari anterior.

Heinz Hopf, nascut a Breslau (Alemanya) el 19.11.1894.
Matematic. Professor a Berlin, Gdttingen i des del 1931

a 1l'Escola Politegcnica Federal de Zirich. Un dels més
grans i complets topdlegs d'aquest segle: treballs sobre
nusos, poliedres, homologia, homotopia, camps vectorials,
fibrats, algebra homoldgica, feixos, varietats, grups de
Lie... Mestre de molts destacats matemadtics actuals com
Eckmann, Gysin, Stiefel, Sammelson... Mori a Ziirich el

& ol Bl S



33

Aplicacid 1

Suposem donades tres funcions v, = fi{x.y,ZJ,

i=1,2,3 amb la condicid xfl + yf2 T zf3 = 0 per a tota
2 2 2
terna (x,y,z) amb x +y + 2z =1, és a dir, per a

tot punt (x,y,z)e 52. Aleshores, els vectors donats
per V(x,y,z) = (vl,vz,ua) formen un camp vectorial tan-
gent sobre S~ . En virtut del corol.lari, V ha de te-

nir alguna singularitat; és a dir, existeix al menys un

3 :
punt (x,y,z)eR en el gue les tres funcions fl,Fz,f3
s'anul.len.
3
Per exemple, si fi(x1,xl,x,) - g;'aijxj , aleshores
la condicid imposada és
3 3
= o, =
:%'-l xi i L aik ik
és a dir, 8, = =8 .y peT 8 tot Ayk=ls2, 3%
Ara bé, 1l'existdncia d'un zero comd a Fl,fz,f3 equival

a 1l'anul.lacid del determinant ]aikl. Hem obtingut,
doncs, "el determinant de tota matriu tridimensional an-

tisimétrica val zero".

Aplicacid 2
T 2 2 . s “
Shgulls - fis s 5r—235 una aplicacio continua sense
2
cap punt fix; és a dir, per a tot peS , f(p)# p.
Considerem el camp vectorial ( no tangent) V sobre S
definit per ?{p) = p f{p,. El camp V no té cap sin-

gularitat. Perd, pel corol.lari del teorema de Hopf, el
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camp vectorial tangent associat a v ha de tenir alguna
singularitat; és a dir, en algun pe 52 Vip) té& la di-
reccid de la normal a l'esfera 52. En aguest punt,

f(p) ha d'ésser el punt diametralment oposat a p . Per

tant,

. . 2
Corol.lari Tota aplicacio continua  f: §—5 té un
punt fix o un punt que s'aplica per f ‘en el seu punt

diametralment oposat.
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5. L'homologia singular

A les 4 llicons anteriors hem demostrat teoremes (el
de Borsuk, el del punt fix de Brouwer, el de la no exis-
tencia de camps tangents a 52 de Hopf,...) que en podriem
dir 2-dimensionals. Es presenta, naturalment, la pregunta
de si tals teoremes valen en dimensions superiors. s a
dir, "admet tota aplicacid continua de la bola n-dimensio-
nal en si mateixa un punt fix? ". 0 bé, "existeixen camps
vectorials tangents a les esferes ik sense singulari-
tats? ". La resposta a la primera pregunta és: si. La
resposta a la segona és: si, si n és senar; no, si n
és parell.

Si volem seguir el m2tode de demostracid emprat a
les lligons anteriors, és evident que haurem d'introduir
conceptes analegs al de cami i al d'index d'un cami perd
en dimensions superiors.

La generalitzacid de l'interval unitat que agafarem
és la de n-simplex standard T , la de cami, sera la de
n-simplex singular i la d'index d'un cami ho seran els
grups d'homologia singular. L'fndex d'un cami era un
"invariant numéric"; ara, els grups d'homologia seran
"invariants algebraics"; ja no tractarem amb ndmeros sino
amb grups abelians. Aguesta va ésser una de les conguestes

de la topologia dels anys 1925-1930, la d'associar una
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coleccid de grups abelians a tot espai topoldgic. Fou el
primer, i potser més important, pas per a l'algebritza-

cié de la topologia.

Designerem sempre per | el p-simplex standard,
8]

1
és a dir, el conjunt de punts (tD,t ..,tp) de RPT

1k

tals que ti 20 per a tot i=0,l,...,p i a8 més a més
L4

tU + t +...+t =1. Es immediat veure que T és

1 p
1l'embolcall convex dels punts (1,0,...,0), (0,1,0,...,0),

(CAY \

0 i (99) (wo)

Tos{dpmnt} Rl

R SPC U. B

(O,J,O]

Sigui, ara, X un subespai de R" (subconjunt amb
la topologia induida per la de R™).
Un p-simplex singular de X és una aplicacidé conti-

nua s: TE———éx.

e

s(T)
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Observis que els O-simplex singulars poden identifi-
car-se amb els punts de X i els l-simplexs singulars
amb els camins de X.

El concepte de p-simplex singular és 1l'analeg p-di-

mensional del de cami.

Considerem, ara, el grup abelid lliure Sp{x) en-
gendrat per tots els p-simplexs singulars de X; és a dir,
els elements de S (X) sén les combinacions lineals for-

p
mals finites Zir%s on s £s un p-simplex singular i
5
ng un enter. La suma a SP(X) .estd definida formalment.
Observis que, per la construccid de Sp(X}, tota aplica-
cid del conjunt dels p-simplexs singulars de X en un

grup abelid A déna, per linealitat, un homomorfisme

del grup abelid SP(X) en el grup abelia A

l’ . £
{ p-simplexs sing. de x| aplicacié
homomorfisme
S (X)
p

Un element de SP(X), és a dir, una suma formal fi-

nita 2:”55 es diu una p-cadena singular de X,
£

Aixi com en el cas 2-dimensiaonal no consideravem
tots els camins, sino tan sols els tancats, ara no estem
interessats en el grup de totes les p-cadenes singulars
de X, sino dUnicament en un subgrup que ara anem a cons-

truir.
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5 s: T—3X @és un p-simplex singular de X, per
p

a cada enter 1 amb O0<¢ic¢p definim la i-2ssima cara

de s com el (p-1)-simplex singular de X

9.5: i — X
i p=1

donat per
ais (tu,...,tp_l) =Ng (tu’tl""’ti~l’0'ti’ .tp~l)
o
— x
S(Te)
Tz
:.k\\\\\\‘
T

Nosaltres podem considerar l'operador cara i-2ssima
Qi com una aplicacid del conjunt de tots els p-simplexs
de X en el conjunt dels (p-l1)-simplexs singulars de X,
perd, també, com una aplicacid del conjunt dels p-simplexs
singulars de X en el grup abelia Sp_l(X). Per tant, pel
queé hem dit abans, tenim, per linealitat, un morfisme

de grups abelians
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D e SR ey S ()
i p P

-1

definit per

3i(1;:n591 - %ns 2, (s).

Definim, aleshores, l'operador vora o de SP{X)

per

{ i
Rk S T e R R O [ R DT S o
o p Go i

L

Proposicid 1 La composicid

5 (x}-fL+S {X)—3~>5 (X)
p p-1 p=2
és l'homomorfisme zero.

La demostracid és, simplement, un calcul.

Geom2tricament, l'afirmacid de la proposicid ante-
rior és clara: la vora d'una p-cadena singular de X és
una (p=-l)=-cadena singular de X que no té vora.

Aquesta propietat és la que ens porta a la definicié
dels grups d'homologia. Un element cé& Sp(X) es diu un
p-cicle si dc = 0. Els p-cicles de X sén, doncs, el
nucli de 1'homomorfisme o : Sp(x)-—_’sp-l{x)i formen,
per tant, un grup abelid, que denotarem per Cp(x).

Aguest grup és el que juga el paper d'analeg del concep-
te de cami tancat en dimensions superiors.

Un element de Sp(X) es diu una p-vora si existeix
algun element e eSp+l(X) tal que o@(e) = d. Les p-vores
sdn, doncs, la imatge de 1'homomerfisme 3:5p+l(x)——+5p(x);
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formen, per tant, un grup abelia, que denotarem per
vV (X).
P

La proposicid anterior ens diu, aleshores, que to-
ta p-vora és un p-cicle i, per tant, el grup Vp(X} de
les p-vores és un subgrup del grup ﬁp(XJ dels p-cicles.
A més a més, tots dos grups sén abelians lliures, ja que
sén subgrups del grup abelid lliure SP(X}. Podem formar,

doncs, el quocient
C (x)

= P
Hp[X) = —-—G;T§3

que és el p-2ssim grup d'homologia singular de X. Aguests

grups abelians (un per a cada p=0,1,2,...) sdn els ana-

legs algebraics del concepte d'index d'un cami.

Com a primer exemple, anem a calcular els grups d'ho-
mologia singular d'un espai X que consti només d'un punt.
Per a cada p »o0, hi ha, evidentment, un (nic p-simplex
singular sp:,Tp———px (que aplica tot Tp en 1'dnic
.punt de X). Es clar que aisp = Sp-1.

Cada grup de cadenes SP(X} és el grup abeliad lliure
amb un generador (és a dir, és ciclic infinit, isomorf al

grup Z dels enters), i l'operador vora ve donat per

. P -

i i

- =1 = - -
ds, i( Poep = Z 0 s )
Aixi, doncs, si p és parell asp =s ., isi p és
p-—

senar 2 Sp = 0, Per tant, per a tot p>o0, es té
Up(x) = EP{X), d'on Hp(X) = 0. Per a p=o, resulta
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C (D= zes N =05 ‘dlans H (X) = Zs Resumint,
p p o

Proposicid 2 Si l'espai X es redueix a un dnic punt,

H (X)
o

H (X)
p

12

Z

0 per a tot p#o.

Il

El o-2ssim grup d'homologia d'un espai té una parti-
cular significacid geom@trica.

Un subespai X de R" es diu arc-connex si donats
dos punts qualsevols x, y de X existeix sempre un ca-
mi a X que els uneix, és'a dir, una aplicacid continua
w:l—s X tal que w(o)= x, w(l)= y. Arc-connexos sén,
per exemple, els espais euclidis Hn, les boles En, les
esferes 5n.

Anem a calcular per a un espai arc-connex X el grup
HD(X}.

Evidentment, EG(X} = SD(X}, que es pot identificar
amb el grup abelid lliure generat pels punts de X; tot
element de ED{X} es pot posar, doncs, de la forma
Ig%nxx , On els nx sfn enters nuls menys un nombre fi-
nit.

Per altra banda, Sl(X) pot intrepretar-se com el
grup abelia lliure engendrat per tots els camins de X.

Si denotem per A i v, els vidrtexs del l-simplex

1

standard Tl T o8t Tl———ex és un l-simplex singular de
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l'espai X, aleshores

s = s(v,) - s(v_ ) € C (X)
i | 0 o

Anem a calcular UU{X). Per aixd definim 1'homomor-
fisme
s SO{X)-——“—* Z
7k e an
Si X# @, f és, evidentment, un epimorfisme i com que
per a tot l-simplex singular s de X es té la relacid
f(ds ) = f(S(vl)- S(uﬂ)) = 0, resulta UD(X} € Nucli f.
Reciprocament, suposem que f(2 n X ) =0, €és a dir,
que 2 1 D. Sigui y wun punt qualsevol de X; com
que X &s arc-connex, per a cada xe€ X del sumatori an-
terior existeix un cami lux:I-——,X (i, per tant, un
l-simplex singular) tal gque uux(D} =tchiin) Lux(l) = W,
Construim, ara, la l-cadena singular an w € sl(x);
es verifica 2(Zn w ) =2Znx-(Zn)y=2n x .
TS x X x
Aixi, doncs, Nucli f & UO(X].
Com que VD(X) = Nucli f i f és un epimorfisme,

aplicant el teorema d'isomorfisme, resulta

Teorema 51 X és un espai arc-connex no buit, ales-

hores HD{X) & 7
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6. L'homologia dels convexos de Hn

Sigui X un subconjunt convex de Hn; és a dir,
tal gque si x,y€X, tot el segment que uneix x amb y
esta contingut a X. Per exemple, tot R és convex,

les boles E' sén convexes, les esferes S no ho sén.
Teorema 51 X és un subconjunt convex de Rn, es té
H (X)

o
H (X)

P

e

Z

]

0 per a tot p#o.
Demostracid:
La linia de la demostracid és la segiient:
Per a cada p »o0 construirem un homomorfisme de
grups abelians
b 206 X} —v8_ (X}
PP p+l

tal que l'homomorfisme 2h +h @ : S (X)—35 (X)
P p-1 p p

sigui la identitat, per a tot p>o0o. Suposem-lo cons-
truit. Aleshores, si z é&s un p-cicle de X, és a dir,

gi 2S5 Xl i 2z =0, e8.té
p

z=(2dh +h 2)(z) =2h(2) +h _2(z)=2(h (2)),
p p-l p p-1 p

és a dir, z és la vora de hp(z]. Per tant, per a
p>o, tot p-cicle és una p-vora, d'on UP(X} = CP(X]
- SN - G 1) 2. 1

p

A més a més, HG(X) = 72 ja que tot subconjunt con-

n :
vex de R és, evidentment, arc-connex.



44

La demostracid del teorema es redueix, doncs, a la
construccif, per a cada p, de 1'homomorfisme h . Es
suficient definir la imatge per hp dels p—simglexs
singulars de X. Sigui s:T —3X un p-simplex singu-
lar der X; aleshores definiﬁ un (p+l)-simplex singular

t: Tp ——X de la manera segiient

+1

t
(1-t ) 5(1-)5%—,...,.1.%1.) +tox, b <1
tlt oot L) = - o

on x és un punt arbitrari de X.

¢ s
\
9
to
[
T

5

)

(3

Geométricament pensant, t <restringit a la o-2ssima
cara de Tp+i és igual a s, t envia el vértex t
al punt escollit x, i els segments d'origen tD i final

u als segments d'origen x i final s(u). Observis que
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aquesta construccid és possible ja que l'espai X és
convex.

Per a estar segurs que t és un (p+l)-simplex, hem
de comprovar gue és una aplicacid continua TP+I———+X.
Per definicid, 1l'(nic punt de Tp+l en el que t podria
no ésser continua és el punt tu = (.5 ml)e [Per a

demostrar la continuitat en aguest punt hem de veure que

i:‘"-'r:l t{tostl!'°‘!tp+l} = X{ =f
Ara bé,
t
S.i.:r; "t(‘t ,...,'t }- x” ij-ﬂ" 1- f)s(-——-—-.- ,.l-_lr..)_b_‘x-xlg
t
ci:-.:ni (i & mﬁ'( ~-=y -‘__-f;)“-t-"xlo

Al ser T tancat.i acotat i s:T -——aX continua, s(T )
és tamhépa:ntat i, per tant, Is(-—l-,--. "Z'Fb)ﬂ+u‘“
€s acotat al variar ta. Aixi, doncs, com que l-tD
tendeix a O per to-—bl, el 1imit buscat és zero i
l'aplicacid t:Tp+i———>X és continua.

La correspondéncia spE—>t s'estén per linealitat
de manera (nica a un homomorfisme de grups abelians

b e S (X)——35 %
P P p+l
Hem de comprovar, ara, que

b b @ =-dd e SUEXY=—=3G (X).
p p-1 p p

Es evident que, per la construccid feta, '301: =5
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i, per tant, Dnh = id. Anem a calcular aih

]

(2. (th=ls )N awepitn) hele )it eame sk
i''p 0

x 2 A i_l,U,ti,...,tp] =

= (1=t ) s( =, Eor o8y L Ee gy t x

“' h‘ 1-Fs |- o \-Fs
Pero,
b 3
- 8. —"]-——E- =
ho1(0y_gsMt peeat dom (At Mo sl )4t
o 2 ki k¢ frdy _l:L.
= (1 t W s D -l’o el ‘—_l}-;,o,ﬁ 1-I-°] + tgx :

Aixi, doncs, per a l4icp+l, es té

ai(hps = hp_l(ag_ls)

Aleshores
1 -
i
(ahp)s =2 e tz—’( 1.) J; h s Q)ths+ é{-l) ho 1 9, i8 =
=85 -h { ?:{ 1)1'19 s - h os ,
=1 leiz0 p—l

d'on (2 hp + hp-lg )(s) = s per a tot p-simplex sin-

gular s de X.

Aguesta construccid que hem fet es pot realitzar
molt més generalment, com explicarem uma mica més ende-

vant.
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6'. Propietats d'invariancia dels grups d'homologia

La topologia estudia propietats dels espais que sdén
invariants per transformacions continues (homeomorfismes).
Es natural, doncs, que dos subespais de R que siguin
homeomorfs ( és a dir, topoldgicament equivalents) tin-

guin els mateixos grups d'homologia singular.

Si f:Y—X és una aplicacié continua i s un
p-simplex singular de Y, aleshores la composicié
fos: Tp___;x és un p-simplex singular de X. Aquest
procés ens ddna, per a cada p, un (nic homomorfisme de
grups abelians

gt S (R =105 'S FOX)
p p
c=Zn s ——>flc) = 2n (f.s)
T LA T s
Ara bé, si ceEp{Y), és a dir, si 2c = 0, ales-

hores J(fy(c)) = 0, és a dir, f,c € cp(xl. En efecte,

per a tot p-simplex singular s de Y es té

f#(aiS}(to""'tp—l) = f(S{tn"”’ti—l’n’ti’.“’tp—l)}
. _
Qi(f#s}(to,...,tp_l) = ”#5”".:,"“"“1-1'”"‘1"“"‘p_l’ =

[}

Fls(t ,.-unt, U,ti,...,tp_l]),

Sl
d'on

9, fyls) = £, 2. (s)

i, per tant,

Fy = fa@ ¢ 5 (Y
Dy = Ty J(N—s__, (X)
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Aixi, si oQc = 0, resulta 2(fyc) = faigc) =RV =0
Per tant f indueix un homomorfisme de grups abelians

p P

Perd, si ce Vp[Y), és a dir, si ¢ =2d per una cadena
d eSFH_l(Y}, aleshores fuc = fpdd =2 (fyd) e vp(x), d'on
1'homomorfisme f#: Ep(Y)————gCP(X) ens déna un homomor-
fisme de grups abelians

f.: H (Y)—H (X).
P P

*

Dbservis que si f = id: X——=X, aleshores, trivial-
ment, f, = id: Hp(X)———>HP(X], per a tot p. També, si
f:Y—=X i g:Z—3Y sén aplicacions continues, és im-
mediat comprovar que (fog), = f_.g : Hp(Z}———aHp(X),

per a tot p .

Teorema 5i f:Y——X és un homeomorfisme, aleshores
f*:Hp(Y)———jﬂp(X) és un-isomorfisme, per a tot p.
Demostracid:

5i f:Y—>X és un homeomorfisme, existeix una apli-
cacid continua g:X—>Y tal que g.f = id: Y—3Y i
fog = id: X—>X. Aleshores es té

(gof), = id, = dd: H (Y)—sH (Y)
P P

g*of*

n

£ 0, = (feg), =dd, = fds o (X) —H ()

d'on resulta que f*:Hp(Y]———aHp(X) és un isomorfisme

per a tot p.
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Exemples

'S Considerem 1'esfera S submergida a l'espai eucli-
o n+l n n+ly wa 2 Bt

dia R (5 s (xl,...,xn+l}eﬁ l ?5 x; = 15 ). Siglin

z = (0505 o0, L) 2 - 2t =S 0ra. v =10l els nals nord 14

sud respectivament. Considerem R" submergit a Hn+l com

els punts de la forma (x ...,xn,D}.

l!

Podem projectar estereograficament des del pol nord
z 1l'esfera sobre el pla equatorial (identificat amb Hn),

obtenint, aixi, una aplicacid continua

e ol -{z} L Hn
X p———> punt de la recta zx que té
darrera coordenada zero.
Es immediat que: f &8s un homeomorfisme. Per tant,
aplicant el tecrema anterior, els grups d'homologia de
B {z} sén els mateixos que els de Rn, és a dir,
n
S5 S
HD( : {z})
H (5 ={z})
(5" gz}

Z

{1F

1]

0 p0
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L
+ Es evident que, per l'homeomorfisme anterior,
s {z,z'} €és homeomorf a R" -{origen}. Per tant,

HP(RH-{origen}J.

[

per a tot p, Hp(Sn-{z,z'}J

2, Es diu que un subespai Y d'un espai X é&s un

retracte de X, si existeix una aplicacid continua

r:X—>Y que restringida a Y ddna la identitat; és a

dir, que composta amb la inclusidé i:Y—X compleix

Tel = ddis Y—>Y.

Si Y és un retracte de X, aleshores l'aplicacié

- Hp(Y)———+Hp(X) és injectiva i r*:Hp(X)-——aHp{Y)

és exhaustiva, ja que
* % *

vl = (r.d)y =2dd, = dd3: Hp(Y}———aHp(Y}.

Per tant, per a tot p , HP{Y) s un sumand directe

de: H (X).
p

Per exemple, l'esfera Sn-l és un retracte de

R" -{origen}. La retraccié «r: R= {nrigen}-——asn-l
assigna a cada punt xe’Hn,
x# origen, el punt d'inter- -0 <
Secbibian s amb la
recta que passa per x i

Rt

l'origen. Aixi, doncs, els

grups d'homologia de Sn-l

sdn sumands directes dels de

Pk {origen}.
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El teorema anterior ens diu que els grups d'homolo-
gia singular sfn uns invariants topoldgics. Resulta,
perd, que espais no topoldgicament equivalents perd que
es puguin deformar 1'un en l'altre per un procés de de-
formacid continua, com el de la deformacid de camins de
la 1lligd 2, tenen també els mateixos grups d'homologia.

Anem a descriure aquest tipus de deformacid.

Dues aplicaciéns coninues fa,f : Y——X es diuen

1
homotopes si existeix una familia fE: Y—aX, o4s<l,

d'aplicacions continues, que varien amb continuitat res-
pecte al parametre s; aixd és equivalent a dir gue
existeix una aplicacid continua

F: ¥Yx I—X

tal que F( ,0) = fa, EiC L) = (En tal cas, es pasa

l.
f = F( QS))I
S

Per exemple, les

aplicacions
il Sl———sz
B

donades per
fu{p) = (18,8)
fl(p) =p

sdn homotopes. Podriem

posar

fo

fs{p} = (1-s)p + s(0,0).
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Teorema 5i f_,f,: Y —X sén aplicacions homotopes,
e D o

aleshores, per a tot p ,

- : H (X
T Hp(‘()——s p{ )

La demostracid d'aquest teorema és una generalit-
zacid de la demostracid del teorema de l'apartat 6. ©Si
f i f.4 ipdiquen les aplicacions induides per f i

o¥ 1 o
fl sobre les cadenes singulars SP(Y]———QSP{X}, es
tracta, per a cada p, de definir un homomorfisme
h : 5 (Y)—sS5 _(X)
priip p+l
tal que
= f - f : Y 5 (X
Bxhp ] hp-l a‘l’ o¥ 1¥ Sp( ) —! P( )

Aleshores, si z és un p-cicle de Y, tindrem QYZ =0

i, per tant, (Fnﬂ'_ fl*)'h) = (th'J + hp-la Y) (z) =

= ax(hpz) serd una vora a X, d'on, a Hp{X), repre-
sentara l'element zero. Per tant, fu* - fl* sera 1"ho-

momorfisme zero de HP{Y] a HP(XJ, per a tot p.

Omitim la construccid dels homomorfismes h .

Suposem, ara, que tenim dos espais Y i X i
aplicacions continues
f: ¥Y—aX
g: X—>Y
tals que les ccmposicions g.f i f,g siguin homotopes
a les ideptitats de Y i X, respectivament. Es diu,

aleshores, que els espais Y i X sdén del mateix tipus
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d'homotopia (Intuitivament,,vol dir que els espais Y
i X es poden deformar amb continuitat 1'un en l'altre).
En aquest cas, al passar als homomorfismes induits

en els grups d'homologia, resulta

Oyely

f, = did: H (Y) —H_(X)
P P
Taedy = dt H (X)—H (V)

Per tant, tant f, com g, donen un isomorfisme entre

els grups abelians H (Y) i Hp(X), per a tot p .
p

Exemples

1. S5i X es redueix a un punt i Y é&s del mateix tipus
d'homotopia que X, es diu que Y és contractil. En
aquest cas, l'homologia de Y és

HD{Y) z

Hp(Y) 0 p#o0

Per exemple, els espais euclidians sén contractils,
e {un punt} #s un espai contractil.

-1
9,55 iy 5P i % =R -{origen}, 1la inclusié

i3 Sn“l———)Rn—{origen} i la retraccid r:Rn—{Grigen}—ﬂﬁn-

N y : n-1 n=1 ;
no verifiquen, només, r.i = id: S ——5 s -5ing

1

que di,r: R" —{urigen}———gﬂn —{Drigen} és homotopa a la
identitat. En efecte, hem de definir una aplicacid
continua

Fi (Hn-[origen}} I e -{origen}
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tal gueai Blesa)l=EsmseF e b) —=ud,
Posem

F(x,s) = (1=s) r(x) + sx .

Aplicant el teorema anterior, tenim, doncs, per a

tot p,
N )
p

Combinant aquest resultat amb el de l'exemple 1 de

n

Hp(F!rII -{Drigen}]

la serie anterior, obtenim

ke
p

3

Hp{Sn -{z,2'})
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7. La successid exacta de Maver-Vietoris

Coneixem, de moment, els grups d'homologia d'alguns
dels subespais de R"  més usuals; per exemple, de Rn,
de les boles En, de tots els convexos de Pn, i, pels
teoremes de 6', de qualsevol subespai de R" del mateix
tipus d'homotopia que algun dels anteriors.

El primer espai usual del que no li ccneixem els grups
d'homologia és l'esfera s". Considerem n= 1. Aleshores,
no cnneixem Hp{Sl], perd si Hp[Sl-{z}J. Hp(Sl—{z'}) 3
H (S —[z z'}) (z, z' els pols nord i sud, respectivament),
Ja que S —[z] i 51-{2'} sén homeomorfs a R (exemple 1
de 6') i 5 -{z,z'} és homeomorf a ﬂl-{urigenj, que és
del mateix tipus d'homotopia que 2 punts. Posem U = 51—{2},
Vie= Sl-{z'}; aleshores UaV = Sl-{z,z'} i uuy = Sl. Clara-

,l
ment, {U UJ és un recobriment obert de S

I e
(;::’H
\xhqf

Anem a doner un m2tode (la successid exacta de Mayer-
Vietoris) gque ens permetra calcular 1'homologia d'un espai
coneixent 1'homologia dels membres: U,V d'un recobriment

obert i 1'homologia de la interseccid UaV,

La construccid d'aquesta successidé exacta es basa,

essencialment, en les consideracions segients.
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Sigui U={U,V} un recobriment obert de X. Denotem per
s%(x) el subgrup de S (X) generat pels p-simplex singulars
p P

s: T ——X tals que s(Tp)gU o bé s(Tp)gV; és a dir, si
p

c¢5u'(X}, aleshores c =2__nss amb s(Tp}QU o bé s(Tp)gV.
p

s evident que si s(Tp)QlJ, també {Bis )(Tp_l)giJ i igual

per V. Per tant, l'operador vora ens déna un operador vora
M: sMx)——s™ (x) ,
p p-1
i tenim una inclusid natural

ol
gt Sa(X)—35_(X)
que compleix
D iy =idad s
Posem  CH(X) = Nue 2", v¥x). = Ima%, HY0O) = c*(x). /2 v x).
p p P P P

L'aplicacid i' ens indueix, aleshores, un homomorfisme de

grups abelians i : H:&X)-——;HP(X}.

Teorema 1 (dels simplex petits)

i H“{X)——,H (X) és un isomorfisme, per a tot p-
Wk P p

Aquest teorema ens diu que per calcular els grups d'homo-
logia de l'espai X és suficient cnnsidarar simplex petits,
és a dir, simplex singulars la imatge dels quals estiqui con-
tinguda en algun merbre del recobriment obert.

La demostracid del teorema és llarga i ferragosa, perd

no per aix® menys interessant. Intuitivament, és guasi evident.



57

Donada una cadena c de X hem de construir una cadena

c' =2 ngs de X tal que els simplex s que apareixen

%

T

a la seva composicid tinguin llur imatge a U o a V i tal
que 2c =2c'. Més encara, vclem que si c 6s un cicle, c'
sigui homdleg a c. Aixd s'aconsegueix subdividint la cadena
c repetidament fins que els simplex siguin prou petits perqué

verifigquin la condicid desitjada.

Sigui, doncs, X un subespai de Rn iu ={U.U} un reco-
briment obert de X. Aleshores, per a cada p tenim una succes-

sié exacta de grups abelians

0—s5_(UnV) S5 () @5 (V) —hiﬁ';tx) i

on g,le) = (e,-c) 1 hela,b) = a+b.

A més a més, si considerem els operadors vora a sz(x),
Sp(UJ@ SDWJ i Sp{unv). respectivement, tenim un diagrama
commutatiu com el segient (on agafem la vora a SP(U}E)SP(U)
com la suma directe de les vores actuant a cada component,

és a dir, 2la,b) = (2a,?b).



= 1

i 3| l
D —a6 i v B e s B (P EE s U ey s o
p+l p+l 1

pt+l p+

2| 2] 9

B—=3 sptunv:—in-; S.(L) @S (V) o ey 5“;{><J AN,
2] )| el

0—ss (Uav)-3 5 (Wes . (v) ays% (x)—o0
p-1 p=1 p=1 p=1

9J: 9% 2

Aleshores, és immediat que S indueix un homomorfisme

9.3 Hp(UnU)—p Hp(LI] ) Hp(U_} i gue hg indueix un homomor-

fisme h, = pr} & Hp(‘JJ-——;H::(X} = H (X). Anem a definir
p

u
un homomorfisme A: H (X) = H (X)—=H (Uav) z
p p p-1

Sigui z e % (%) un cicle.

Aleshores J%- DeS;l(XJ. (a,b) .-_h_"._, z
Sigui (a,b) sptu)ssp(uj Ia la“
una antiimatge de 2z per c 2% y(Fa.9b) 2 0
h (que és exhaustiva). Per I} 13

la commutativitat del dia- 311: ,_qi_,c;‘a'c

grama tenim S EJ

hyed(a,b) - Jhyla,b) =3% - 0

i per 1'exactitud de les files del diagrams, si h,dla,bl= U,

existeix un teSr_lf'Jn‘f} tal gue Qe - AMa,bB). Aguest c
€s un cicle, ja gue 313': :})q‘c - 92(a,t) = 0 i com que g

és injectiva, dc = 0O.
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Fodem definir, donecs, una correspondéncia

A5 ER O =2 g T iy
# p 1

p-
Zz — C

gue indueix un homomaorfisme

A H:(X).__,Hp-l(UnU)
Per veure que A esta ben definit, s'ha de comprovar dues coses:
a) A no depén del cicle representant escollit; és a dir, si
z=132'E€ H“(X), A(Z) = Alz'); és a dir, si dos cicles es
diferéncies en una vora, llurs imatges per & també.
b) L'aplicacid A és independent de l'antiimatge de 2z que

haguem agafat per h# -

Composant els homomorfismes g, h, , & i l'isomorfisme

del teorema anterior, obtenim una successid llarga

cee 3 H (UAV) —Za K (U)eH (V) —Tag W (X)-LgH  (Uav) Sy ..
P p p p p-1

1l'exactitud de la gqual és facil comprovar.

Teorema 2 (Mayer-Vietoris)

5i U ={U,V} és un recobriment obert de X, es té una

successié exacta llarga

h
o —H (UAV) =285 A (U)4H (V) —2ah (X)-LaH (uav) 3.
p P p p p-1

Observacid Com estan definides g, i h,  ?

51 definim les inclusions
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2

i/) "J\k
unv Upy = X

\“!%
aleshores, g, (x) - (i (x),-j,(x)) i h_(y,z) = k, (y)+1, (2).
A pot interpretar-se seométricament aixi: Tota classe d'ho-
mologia xeH (X) = H;[!] pot interpretar-se com un cicle

p

c+d amb ce¢ Sp[U} e el ehp[vl (pel teorema 1). Aleshores,

AX estd representada pel cicle Jc €5 l{Lll'l V).

7'. Grups d'homologia de les esferes. Aplicacions.

1
Anem a calcular, de primer, els grups d'homologia de 5 .
Com que S5  és arc-connex, pel teorema de la 1lligd 5, tenim

H(SJJ?Z.
O

=

Descomposem, ara, 3 com hem indicat al comengament de la
s 1 ol
1ligé 7. Posem U =5 -{z}, V =5 —{z'} Aleshores,{U,V}
1
€és un recobriment obert de S i aplicant la successid de

Mayer-Vietoris tenim, per a p >1,
1
H(U) ®H (V) ——H (5) —3H _(Unav)
p p P p-1

Com que U i V sdén contr3ctils i UaV és del mateix tipus
d'homotopia que 2 punts, els grups H (U), H (V) i H l{Unu’J
p p p-

s'anul.len per a p22, d'on

1
Hp(S V=m0 per a p 22.

Considerem, finalment, el cas p - 1. Aplicant altre cop
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Mayer-Vietoris tenim una successid exacta

h, &1y A g
Hlful @ Hl(w = i Hlta ) —pHO(UﬂV] —*9HD(U)eHO(Vl

Com que U i V\V sdn contractils, Hl(U} = HlfUJ = 0, d'on
resulta que A és un monomorfisme i per tant

Hl(Sl] 2 ImA = Nue g,.

Hem de determinar, doncs, el nucli de g,

HO(U] es pot considerar com
el grup ciclic infinit generat
per un punt xe U, Igualment,
HD(V] estd generat per un punt x* b |

y €V, Per tant, tot element de

HD[U)GHu(U) és de la forma

ax + by amb a,b enters. @

Ara bé, g, (ax+by) = (i, (ax+by),-j,(ax+by)) (seguint la no-
tacié de 1'observacid final de la 1ligd 7). Perd si suposem
g, (ax+by) = 0 ha d'ésser i, (ax+by) =0 i j, (ax+by) = O.
Com que U i V sén arc-connexos, aix® només pot passar

si kb = -a. Aixi, doncs, el nucli de g, esta format pels
elements de la forma alx-y)e HD(U V), €sa dir, €és el grup

ciclic infinit generat per x-y. Per tant.

T

17

HlESl) = Nuc g,

- : if
Ceométricament podem donar un generador de Hl{S ) de la

seglient manera: siguin © 41 'd 1les cadenes de U i V,
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respectivament, indicades a la fioura anterior. Aleshores es
té 9c =y -x = -9d, i, per tant, c#+d &s up cicle de
51 - UuV. c+d genera Hlf.l}.

El calcul cels grups d'homolegia de 5n, n>»l, és, ara,
un exercici molt f&acil. Considerem com abans els pols nord z
i sud z' de S" ioposem U=5"-{z}, V =5"-42'}. {u,V}

: files: : :
€s un recobriment obert de 5 i podem aplicar Mayer-Vie-

toris. Obtenim, doncs, una successid exacta

H (U)@h (V)—H (S7) —H _(UAV) —sH _(U)eH _ (V)
p p p 1 p-1 p-1

Per a p>l, comgque U i Y sdn homeomorfs a R" i

unv = Sn-«{z,z'} és del mateix tipus d'homotopia que SH_l

(darrer exemple de la 1ligd 6), resulta H (U) = H (V) = O
per a p>1. Obtenim, dnnl:S,pper a E)l,

un isomorfisme

Hs™) e (s,
P -1
i, per tant, =
HIES ) =0 si  p# n
P n ol
H(5) =2 si p=n
p
Pexrsa pi= 4 tenim
: -1
f]—-,Hl{JHJ-—pH Iﬁn ) _g;HG(U,@HDw)
ﬂ? ul
Z Z@?
A és, doncs, monomorfisme i g, també, d'on H (3") = O.

Resumint,
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Teorema 3 Per a n>l1l es té
H (") = 2
° n
H (55) = 2
n
H(5") =0 p #a,n.
2]

Anem, ara, a donar algunes implicacions geom&triques,
consequéncies immediates del teorema anterior.

m . . . :
Corol.lari 1 S i# m, " i § no son mai del mateix ti-

pus d'homotopia.
Demostracid:

Ja gue els grups d'homologia no sén isomorfs: si n# m,

HASCINEZ i H(5T) = s
n n

Coxoladari 200 S nem;, R" i R" no sén mai homeomorfs.

Demostracid:

n m
SHNCH R fossim homeomorfs, també ho serien

Rn-{urigen} i Rm-{nrigen} Perd, com que sk iaseraplamas

2 ; : ; : =1 .
teix tipus d'homotopia gue Pn-{arlgen} i 5m del mateix

m n-1
tipus d'homotopia gque R —{arigenﬁ resultaria que S i
m-1
9 serien del mateix tipus d'homotopia, en contradiccid

amb el corol.lari anterior.

; n-1 :
Corol.lari 3 L'esfera S no pot 8sser mai un retracte

de la bola En.

Demostracid:
- n-1 n
B =8 fos un retracte de E , per l'exemple 2 de la 1li-

¢ : _n-1 ;
co 7, els grups d'homologia de 3 serien subgrups dels
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. N . :
grups d'homologia de E '; pera, H (5 ) £ 2 i, en canvi

H 1(E )= il

Corcl.lari 4 (teorema del punt fix de Hrouwer)

Tota aplicacid continua fE"—E"  té un punt fix.
Demostracid:
La demostracid és la mateixa gue en el cas 2-dimensional
(teorema de la 1licd 3). o
Suposem gue, per a tot «xe Eﬂ.
f(x) # x. Aleshores, definim
r:En———)Sn_l de la manera se- v (x)
gient: r(x) és el punt d'in-
terseccid de thl amb la semi-
recta d'origen f(x) que passa
per x., L'aplicacid = és continua i si i:Sn-lC——-)En és
la inclusid, es té e P id:Sn_£———55n-l. Per tant Sn-l

. n - . -
seria un retracte de E , en contradicecid amb el corol.lari

anterior.
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8. E1l teorema de Hopf

. - ” n n r
Donada una aplicacid continua f: § —sS5 , n31, in-

dueix un homomorfisme entre els n-éssims grups d'homologia
n n
foi H (57)——=H (S).
n n

Ara bé, hem vist que Hn(Sn} és un grup ciclic infinit;
per tant, 1l'homomorfisme f_  est3d determinat per la imatge

d'un generador o de Hn(Sn). Sigui
Folia) = detin 5 vt &2

Aquest enter d &s independent de l'eleccid del generador

de Hn(s"}, ja que  f (-&) = -f (&) = -da = d(-&).

L'enter d es diu el grau de l'aplicacié f; el denotarem

per d(f). Fou introduit per L. Brouwer cap el 1920 per
a estudiar aplicacions continues entre esferes i el seu Us
ha estat de gran utilitat a la topologia. és la generalit-
zacid estricte de l'index d'un cami tancat en dimensions
SUperiors.

Les segiients propietats del grau d'una aplicacié continua
f:Sn———aﬁn sdn consegiuéncia immediata del que ja sabem:
a)esi f =tidentatat dilif) =2
STy R R 5" =57 s¥n continues, d(g.f) = dl(g).d(f).
el 3 f = constant, dif) = 0.

f

d) 3i i g sbén homotopes, d(f) = dlg).
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El reciproc de d) també &s cert: si dues aplicacions
cantinues f,g: 5" —33"  tenen el mateix grau, aleshores
sdn homotopes. £s un teorema de H. Hopf, la demostracio del
qual escapa del marc de la teoria d'homologia. Aquest teore-
ma, que agui no farem servir, &s molt important en 1'estudi
de classes d'homotopia d'aplicacions continues de l'esfera

en si mateixa, ja que ens diu gue el grau d'una aplicacid

€s un invarient algebraic complet.

Si n=1, tota aplicacid continua f:Sl___,Sl és un
cami tancat a 51 i el grau de f coincideix amb 1'index
del cami. Sabem ja, doncs, que pel gque hem vist a la 1llicd 3,
el grau de l'aplicacid f:Sl-——)Sl donada per f(t) = EZﬂint
és, precisament, n. I no només aixd, sino que la proposicia
de la 1ligd 3 ens permet afirmar que dues aplicacions de $
a 5JL (camins tancats a Bli gue tinmguin el mateix grau sdén
homotpes (és un cas particular del tecrema de Hopf esmentat

més amunt ).

Ens interessa en particular el grau de 1l'aplicacid anti-
podal A: Sn———>5n (que aplica cada punt de Sk en el seu
punt diametralment cposat). Com que la composicid de l'apli-
cacid antipodal amb si mateixa és la identitat, en virtut de
les propietats a) i bB) tenim

difA) dilE] = dlAaR] didid) = 1

1
SLoh Al = s

Ens proposem determinar quan wval 1 1 nquan =1
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Necessitem, primer, perd, una observacid sobre la suc-
cessié exacta de Mayer-Vietoris introduida a la 1ligé 7.

Suposem que 11={U,U} és un recobriment obert de X i
e = {U',V'] un recobriment obert de Y. Suposem que tenim
una aplicacid continua f:X —Y tal que f(U)geU' i f(V)E V',
Aleshores f indueix homomorfismes de grups abelians

fg : S (X) —— 5 (Y)

o
o

S (U) —— S (U)

Seal) e S (VL)
p p

S (UaV) —5 (U'ay!)
p p

o
<]

S:IX) — S;(Y] per a tot p,
que fan commutatiu el diagrama de files exactes

0 —5S (UnV) —32,5 (U) 95 (V) —-—-'IS (X]—-hﬂ

l £, j lf " Lf,

u—-:s (UtaVv') s (u )es (V) .5 (Y) —=D

Designem per f_ els homomorfismes entre grups d'homologia

f,: H (X)) ——> H (Y)

o
o

H (U) —— H (Uu*)

=
o]

He M) =—— 1 (V)

H (UnV) ——H (U'ny')

=B - |
F o SO

induits per f

,
Es immediat comprovar, aleshores, que el segient diagrama

de files exactes s commutatiu
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s HACUAV) S (Y@ e OV S s ) b 2 AN s -

p p p p p
£ lf' l £, £,
jofl < " J

coa—sH (U'naV") —83H (U')eH (V') —=43 H (Y) —sH ~ (U'AV')—s...
2 ] p P p-1

Aquesta propietat s'expressa dient que la successid de Mayer-

Vietoris és natural.

Lema L'aplicacid f:Sn-——%Sn, n>1, donada per

-

T TR DI T TR e,

té grau -1l.
Demostracid:
Sigui U ={U,U} el recobriment obert de S considerat
a 7'. Esclar que f(U)gU i f(V)gV.
Procedirem per induccid.
Per a n =1, la naturalitat de la successid de Mayer-
Vietoris ens déna un diadrama commutatiu
H (S —2 5K (U V)
i § o
f* lf*
Hlsh) —8 L H (U )
on A és injectiva.
Sigui & un generador de Hl(Sl}. A esta representat
per un l-cicle de g atb tal que 2a =x-y = -2db

i A(a) esta representat per x- y. Aleshores
af, () = f Aala) = f (x-y) = y- x = Al-d),

i com que A és injectiva, resulta f (&) = -& , i, per tant,

d(f) = =1.
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Suposem cert el lema fins a la dimensid n-1 i tornem
a aplicar la naturalitat de Mayer-Vietoris al recobriment

anterior. Tenim un diagrama commutatiu

n n-1
S e “HI 575 )
n -1

f* fl

n A n-1
H (S H S
PST LB 3 575

on A és un isomorfisme (ja que n 22).

Si & és un generador de Hn{Sn), es té, aleshores
-1 -1 -1
f.la) =8 f,ala) =4 "af (o) =4 " Al-d) = -,

Proposicid 1 Si A:Sn-———gsn és l'aplicacid antipodal,

A
aleshores, d(A) = 1)

Demostracid:
L'aplicacid antipodal A ve donada per

A(xl,xz,...,x Yoim (=5 oitn t aue gt )

n+l 1 2 n+l
i és, per tant, la composicid de les aplicacions

et G retee ey G
1

[xl,...,xn+l}»———,{xl,...,xi_l,-xi,xi+l,...,xn+1

Ara bé, cada aplicacid Fi anterior es pot dzscomposar com
=1

fi 2 h1 oF .hi on hi és l'aplicacid que intercanvia la

1
primera i la i-éssima coordenades, que és, evidentment, un
homeomorfisme. Per tant,

-1

-1
d(A) d{fl).dlle...d{f ) = dffl}.d(hz flﬁé...d{h

n+l

d(F1).d(h3H).d(f ).dlh)...d(hTh ). d(f ).dlh )

h
n+l 1 n+l

)=
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£ d(flln+l 5 (_l]n+l ’

com resulta d'aplicar les propietats a), b), d) i el lema

anterior.

A \ n -N L . .
Proposicid 2 51 f,g: 5 — 5 s6n aplicacions continues

gue no coincideixen en cap punt, aleshores g é&s homotopa
a A Fy
Demostracid:

La idea de la demostracid és la segiient: Com que per a
tot xe& 5”, fix)# glx), el segment
de Af(x) a glx) no passa per
l'origen. Projectant aguest segment
desde l'origen sobre s" s'obté un
cami de Af(x) a glx) damunt g™,

Aleshores, 1l'homotopia entre Af i

g ve donada uetormant les aplicacions
sobre aquest cami.
Formalment, la deformacid ve donada per

R L =

(1-t)Af(x)+tglx)
(1-t)Af(x)+tgl(x)]

(Bt ===t i
F és, clarament, continua, F(x,0) = Af(x) i F(x,1) = glx).
Estem ara ja en condicions d'abordar la giestid de

l'existencia o no de camps vectorials tangents continus sobre

n N o L
S que no s'anul.lin a cap punt. S5i n .= 2m+l é&s senar,
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aleshcres sempre existeixen camps vectorials tangents continus

Zm+1 .
sobre 5 que no s'anul.len a cap punt. N'hi ha prou

- ) el vecter

d'assignzi a cada punt (xl,x

27 X ome 1 * 2ma2

).

R I S R

En canvi, si l'esfera és de dimensid parell 2m, anem a
veure gue no existeixen camps amb les condicions esmentades,

; 2
generalitzant alguns dels resultats vistos per a S .

2
Corol.lari 1 Si f:SZW——a s s continua, o bé té un punt

fix o bé existeix un punt gque s'aplica en el seu antipodal.
Demostracifi:

Si f(x) # x per a tot x, per la proposicié anterior
terin f = A, dien althis aiR)= lei T =y

Si f(x) # A{x) per a tot x, per la proposicién anterior

tenim = A.A = id, d'en d(f) = dlid) = 1.

Arribem, aixi, a una contradiccif.

Corol.lari 2 No existeix cap aplicacid continua d'una es-

. . & ’ . n
fera de dimensid parell en si mateixa, tal que per a tot xeS ,

x i f(x) siguin ortogonals.

Corol.lari 3 (teorema de Hopf)

: ; 2m
Tot camp vectorial tangent continu sobre S s'anul.la
al menys en un punt.
Demostracid:

Suposem gue existis un camp vectorial tangent continu
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2m
V sobre S , que no s'anul.lés a cap punt; aleshores podem
definir un camp vectorial tangent unitari per

vix) om
29 I
v t':-t]-nmx}u per a tot x €S ]

-» a . - - .
v' ens defineix, doncs, una aplicacid continua

2
tal que, per a tot x &5 ™ f(x) és l'extrem del vector
V' (x) amb origen l'origen de coordenades. Perd, x i f(x)
3 2m i e
son ortogonals, per a tot x €5 , en contradiceio amb el

corol.lari anterior.
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