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Introducció

L'objectiu visible d'aquest curset és demostrar el

següent teorema: "Tot camp vectorial continu tangent a

una esfera de dimensió parell, s'anul·la, al menys, en

un punt".

Sota aquest enunciat s'amaguen, però, una pila de

conceptes geomètrics i topologies, la consideració dels
✓

quals porta a la introducció de mètodes algebraics. Es

aquest l'objectiu fonamental del curset: introduir-se en

els mètodes algebraics que es fan servir per a resoldre

problemes topològics.

Les quatre primeres lliçons estan dedicades a pro¬

blemes "2-dimensionals". L'estudi de camps vectorials so¬

bre les esferes 5^ i 5^ porta a la consideració de camins

tancats en el pla euclidià i això a la introducció del

concepte d ' índe

Aquest concepte

que estudiarem,

del teorema aba

sultats que fan

teix o del disc

cació contínua

Les cinc d

mostrar, en dim

mes 2-dimension

x d'un camí tancat al voltant d'un punt.

constitueix el primer invariant algebraic

Amb aquesta tècnica demostrarem a més
ns esmentat per a l'esfera S^, altres re-

referència a aplicacions de 52 en sí ma-

E^ en sí mateix; per exemple, tota apli-

de E^ en sí mateix té sempre un punt fix.

arreres lliçons estan encaminades a de-

ensions superiors, els anàlegs als tecre-

als ja estudiats. La consideració de
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l'índex d'un camí ja no és suficient i caldrà introduir

els grups d'homologia d'un subespai de l'espai euclidià

Rn. Per tal de facilitar el càlcul d'aquests grups, par¬

larem de la successió de Mayer-Vietoris que relaciona

l'homologia d'un espai amb la dels membres d'un recobri-

ment. Aquesta successió ens permetrà calcular els grups

d'homologia de les esferes així com el grau de certes

aplicacions entre esferes, concepte que desenvoluparem

en la darrera lliçó. La conjunció de tot lo anterior

ens permetrà, demostrar els teoremes desitjats.

A part d'un cert hàbit matemàtic, per a poder seguir

aquest curset convé estar familiaritzat amb la topologia

dels espais euclidians (oberts, tancats, acotats, conti-

nuitat...) i amb les primeres nocions d'homomorfismes

entre grups abelians.

Barcelona, primavera del 1978
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1. Index d'un camí tancat al voltant d'un punt

Un camí a l'espai euclidià és una aplicació con¬

tínua de l'interval unitat I a : ou : I ►; és a

dir, a cada t, 0 tt él, li correspon un punt del pla
ixi (t) = ( (t) , t)) » de manera que ou^ i ou^ s(^n
funcions contínues del paràmetre t.

El punt ou(0) es diu l'origen del camí ou i uu(l) el

punt final. 5'ha de tenir cura de no confondre un camí
2amb la seva imatge ou(I)cR . Per exemple, els camins

lo: ou (t) = (r cosirt, r sinfTt) i

X : x(t) = (r(l-2t) , 2r Vt(t-1))

són, evidentment, diferents, però llurs representacions

gràfiques uu(I) i T(I) coincideixen.

Sigui q un punt de ü que no pertanyi a uu l J. ; 1

sigui r una semirecta d'origen q. Per a tot punt ou(t)

designem per (t) l'angle format per les semirectes r

i q uu( t) . (t) està determinat a menys d'un múltiple
de 2TT. L{ és una funció contínua del paràmetre t.
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Considerem, ara, un camí tancat, és a dir, tal que

el punt final coincideixi amb l'origen: to: I >r2 amb

to(1) = to(0). (Observis que un camí tancat es pot in¬

terpretar també com una aplicació contínua to: 5^ >R^)
Sigui q un punt que no pertanyi a to ( I ) . Aleshores, la

diferència (1) - t^(0) és un múltiple de 2TT, inde¬
pendent de l'elecció de la semiracta r, ja que al can-

viar de semirecta <^(t) varia en una constant. Es lícit,
doncs, definir el quocient

u ( q, wj ) *f(l) - *f(0)
2rr

que és un número enter que es diu l'índex del camí tancat

to al voltant del punt q.

L'índex u(q,to ) és una magnitud algebraica asso¬

ciada a un camí tancat i a un punt, que són conceptes

topologies.

Exemples

1. Sigui to : I el camí tancat donat per l'expressió

lo (t) = e . to ( I ) és precisament 5"*", la circunferèn-

cia amb centre q = (0,0). Com que q = ( 0,0 ) fÉ to ( I ) ,

podem considerar l'índex u(q, to ) utilitzant com a semi¬

racta r, per exemple, l'eix d'abcisses. Aleshores és

^ (t) = 2TTnt i, per tant,

, . d>(l) - tf(0)u(q,to) = —1 = n
2n
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2. A les figures següents estan indicats els índexs de

diferents punts respecte als camins dibuixats.

Anem a veure, ara, un mètode per a calcular l'índex
d'un camí «v al voltant d'un punt q.

Agafem com a semirecta r una semirecta amb origen

q que talli a vu( I) en un nombre finit de punts (hi pot

haver semirectes que tallin en una infinitat de punts).

Siguin 0^ t < t t ^ 1 els paràmetres tals que

w(t) < r. Per a cada t. existeix, doncs, un £ > 0,

tal que, per a tot t^ t. amb \t^~ t| < £ , u>(t)4Ér , i
per tant vp(t) ^ vp ( t . ) . Podem distingir quatre casos:

^ u» (V.) «í d'l car 1
w (V») i rów> c«r 3

Vii 1 i‘í»%l·fiv'r«ct·o
potiWaí í cap àt VNCj·ah·»;
p«<r Vawt - 2

Cas 1: vp (t ) < Vf(tj per

Cas 2: vp( t ) >*f(t.) per

En aquests idos casos, r

w(t. ) .

i

a tot t tal que Jt- t.| Ct .

a tot t tal que |t- t. | < £ .

no talla a uv(I) en el punt
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Cas 3: ^(t)<«-f(t.) pera t < t. i v^>(t) >vp(t.) per
a t > t. .

i

Cas 4: (t) > (t^ ) pera t < t^ i per
a t > t. .

i

En aquests dos casos r talla el camí tu en el punt u>(t.).
En el cas 3 parlem d'un punt d'intersecció positiu i en

el cas 4 d'un punt d'intersecció negatiu.

Si designem per t) = {['{(tj/^ir] la part entera de

»f(t)/2TT , (t. ) =f(t.)f però quan passem d'un t < t^
a un t>t. (sempre amb \t- t.|<£ ), vp (t) augmenta una

unitat en el cas 3 , en disminueix una en el cas 4 i no

varia en els altres casos. Ara bé

f (1)- ^(0) = [f (1) /2lt] -[*((□)/2ff] = ■^(1·)~ Y(0)= u(q,w)
2tr

ja que «f(D)/2lT - [«f ( 0 )/2tr] = »f<l )/2lT -[«((1 )/2Tí] .

Per tant, si m indica el nombre de punts d'inter¬

secció positius i n el de punts d'intersecció negatius,

es té

u ( q, tu ) = m - n .

Així, doncs, l'índex d'un camí tu al voltant d'un punt q

és igual al nombre de punts d'intersecció positius menys

el nombre de punts d'intersecció negatius de tu amb una

semirecta r.

Les dues proposicions següents donen condicions per

tal que els índexs d'un camí al voltant d'un punt no de-
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penguin del punt (proposició 1) o no depenguin del camí

(proposició 2).

Proposició 1 Si el segment q,q„ no talla el camí tan¬

cat oo , aleshores u(q^,i*j) = u(q_,,i*»).
Demostració:

Sigui uj : I * F un camí tancat i dos punts

que no pertanyin a uu ( I ) . Siguin tf·^> funcions angles
lleshores, la

'fj.(t) - lf2(t)
respecte a q^ i q^ . Aleshores, la funció

Si t)
ir

és contínua per a tot t, i es té

if (i) - »f (i) vf (o)-f (□)
SiD- <5(0) = — ^^

if1(D-i/ (0) vf (i)-«f (0)
2TT 21T

= 2 ( ufq^w) - u(qn,u;J).
Suposem que u(q^,i>o) 4 u(q^,ou); aleshores es té

\SiD-Í(U)| > 2 i, per tant, pel teorema de Bolzano,*,
existeix un t e I tal que Sit ) és senar, és a dir

o o

f, (t ) - (t ) = n TT amb n senar,'lo 1 2 o

Dernhard Bolzano, nascut el 5.10.1761 a Praga. Matemàtic
i filòsof. Capella el 1805 i prcfessor a Praga el 1619.
Expulsat per preteses heretgies. Contrari a Kant. Treballs
matemàtic-: en el camp de les funcions reals. Morí a Praga
el 18.1. .1P4E.
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Ara bé, si agafem per a definir els angles <^> i f 2

semirectes paral·leles amb origen i respectiva¬

ment, la relació anterior ens diu que uj(t ) està en el
o

segment q^q^, en contra de la hipòtesi de la proposició.
2

Proposició 2 (H. Poincaré) Siguin I

dos camins tancats y q un punt de R tal que per a

tot t € I , q ^ 00^ (t) ( t J . Aleshores, es verifica
u ( q , u> ^ ) = u ( q , ) .

Demostració:

Siguin if-> funcions angles per a uj ^res¬
pectivament, respecte al punt Si suposem que els

índexs son diferents, fent el mateix raonament que a la

proposició 1, resulta que existeix un t per al qual
o

*f. (t ) - if _(t ) = nirn • y rn

amb senar.

Però això implica que q pertany al segment determinat

per UI (t ,
1 o

i UJ (t ), en contra de la hipòtesi.2 o

dos camins tancatsCorol. lari Siguin I >R

i q un punt que no estigui damunt de cap dels dos ca¬

mins. Si per a tot t € I es verifica la desigualtat

Henry Poincaré, nascut el 29.4.1854 a Nancy. Físic i ma¬

temàtic. Fundador de la topologia moderna, va fer apor¬
tacions importants en els camps de la mecànica celeste
i de les equacions diferencials. Korí a Paris el 17.2.
1911.
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distància( u> (t),uj (t)) < distància(q,w (t)), aleshores

Demostració:

Sota la hipòtesi del corol·lari, el punt q no per¬

tany a cap segment uj (t) u>^ (t) i es pot aplicar la pro¬
posició 2.
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2. Deformació de camins

Donada una família de camins tancats uJ : I ,
s

amb s fe I , direm que tenim una banda de camins tancats

si els punts uu (t)£ depenen amb continuitat de les
s

variables t i s , 0 £ t £ 1 , 0 S s £ 1, i si, a més a

més, (0) = (1) és el mateix punt per a tot s.
s s

Quan tinguem una banda uj , 0 £ s £ 1, de camins tan-
s

cats direm que tenim una deformació del camí tancat uj
o

en el camí tancat <jJ . Dos camins tancats que es poden

deformar l'un en l'altre tai com hem explicat, es diuen

La deformació donada per una banda es pot inter-
s

2
prefai , també, com una aplicació -fL: Ix I >R tal

que il( t, 0) = uJ (t), - <—> (t), jQ.(t,s) - uJ (t),
o 1 s

ü(o,s) = SL (i, s)

o
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5i el punt q t R no pertany a la imatge de JCL
2

es parla d'una deformació (o homotopia) a R - q i es

diu que els camins tancats ou i ou són homotops a
2 ° 1

R - q. Això implica que el punt q no pertany a la

imatge de cap dels camins ou , 04 sí 1.

Proposició 5i els camins tancats ou i ou són homo-
2 ° 1

tops a R - q, aleshores u(q,uj ) = u(q,ou ).
□ 1

Demostració:

Com que Ix I és un subconjunt tancat i acotat de
2

R , la imatge .n.(Ix I) és també un subconjunt tancat i
2

acotat de R i, per tant, la distància d del punt

q^Xl(Ix I) a .0. (I x I) és diferent de zero.

Per altra banda, com que tota aplicació continua

definida en un tancat i acotat és uniformement contínua,

existeix un S ? □ tal que dist. (17. (t, s ) , -fl( t' , s ' ) ) < d

per a tot s,t,s',t' tals que |s- s ' | < 6 , \t- t'\<«í.
Siquin 0 = s < s, < . . . < s ,<s =1 tals que compleixin

o 1 n-1 n

s - s <J . Aleshores, per a tot t í I i tot i= 1,2,...
i í-l

es té

dis t. (iT_( t, s^ ) ,-T2.(t, s . ^ ) ) < d ^ dist. (q, 12-( t, s^ ) )
i es pot aplicar el corol·lari de la lliçó anterior per

a demostrar que

u(q,oo» ) = u(q,uu ) = u ( q, ou
o s2 s-

= u(q,oU ) = u (q, uJ

= u(q, uJ ) =
sn-l
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Direm que un camí tancat tu és contràctil si és

homotop al camí constant (camí tal que la imatge consta

d ' un únic punt).

Corol·lari 1 Si el camí tancat cu és contràctil a R

aleshores u(q,ou) = 0.

Corol·lari 2 5i el camí tancat ou és homotop a R^- q

2TTint
al camí definit per cu'(t) = e

aleshores u(q,ou) = n.

n enter, t tI,

Els camins de la forma ou'(t) = e ^ adquireixen

especial importància a conseqüència de la següent propo¬

sició, que constitueix un recíproc del corol·lari 2.

Proposició 5i ou és un camí tancat a R tal que u ( q , uu (

valgui n, aleshores ou és homotop a R^- q al camí uu'

definit per ou'(t) =

Demostració:

Sigui op ( t) una funció angle per al camí ou respec¬

te al punt q (agafant l'eix d'abcisses com a semirecta

r). Posem d(t) = dist.fq, uj (t) ) .

Definim, aleshores, il : Ix I -> R per

-fl(t,s) = ( d (t) (1-s ) + s) e
2tri ( t) (1-s ) +nst)

Es clar que -H- és una aplicació contínua i que es compleix

il(t,0) = ou (t) i IL( t, 1) - oo' (t) • A més a més, com que
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»f(l) = *f (□) + 2lín , -CL(Ofs) = -íl(l,s) per a

tot So Finalment, com que q^illlx I) , 12. dóna la de¬

formació buscada.

La proposició anterior podem completar-la, doncs,

al següent teorema

2
Teorema Dos camins tancats són homotops a R - q si

i només si tenen el mateix index al voltant de q .

2'. Aplicacions contínues definides en el disc

Suposem que f és una aplicació contínua del disc
2 2 2 2

unitat E en el pla R , f: E >R . La restricció

de f a la circunferència 5 , la frontera de E^, dóna
1 2

un camí tancat tjJ : 5 >R .

Si q £ R no pertany a la imatge de f, l'aplicació
2

il : Ix I R

(t, s ) i * f (1—s , 2"lTt) D í t í 1, Otstl

2 , ,dóna una homotopia a R - q del camí uj al camí constant.

El camí uj és, doncs, contràctil i, en virtut del corol.

lari 1, u(q,w) = □.

Podem, doncs, enunciar:

Teorema Sinui f: E . R continua, q un punt de

R que no pertanyi a f (5 ) i tai que u(q,wj / 0.
2

Aleshores, q e f(E ).
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Observació El teorema anterior es por considerar com

el cas 2-dimensional del teorema de bolzano de la teoria

de funcions reals: "i f:I >R és contínua, per a tot

punt q entre f(0) i f(1), existeix un c « I tal que

f(c) = q." En el nostre cas l'interval I és substituit

pel disc E'5, els extrems 0 i 1 per la circunferència 5 ,

f per una aplicació contínua E *R i la condició de

que q estigui entre f(0) i f(1) per la de que l'índex
del camí que té per imatge f(5 ) al voltant de q no

sigui zero. Ambdós teoremes diuen que, aleshores, el punt

q pertany a la imatge de f . Hi ha, també, un anàleg en

dimensions superiors del teorema de Bolzano 2-dimensio-

nal, on és substituit per la bola E i 5 per

l'esfera 5 (frontera de EP). Per a demostrar-lo ne¬

cessitarem mètodes algeb'raics més forts que l'índex d'un

camí. Ho ferem e la lli,ó 8.

Corol.lari 1 (Teorema fonamental de l'àlgebra)
n n-1

bigui f(z) - z + a, z + ... ta z + a , n ~?y 1,
1 n-1 n

un polinomi amb coeficients complexos. Aleshores, exis¬

teix un complex z amb f(z ) = ü.
o o

Demos tració:

Observem, primer, q-e ei teorema de Bolzano val no

només com l'hem enunciat, sinó Substituint E~ per un sub¬

conjunt t de homeomorf a E i prostituint d per la

frontera S de Y
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Posem d = 2 +|a 1+ ... +|a I i denotem per Y el1 n

disc tancat de radi d : Y | z; |z|£d}, i per 5 la
frontera de Y. Sigui q l'origen 0 de R = C. Lla¬

vors f es pot interpretar ccm una aplicació contínua
2

f: Y *R . Considerem, per altra banda, l'aplicació

g: Y *definida per g(z) = z . Aleshores, per a

tot z amb | z| = d (és a dir, per a tot 2(5), es té

| f (z ) - g(z)|=|a z11 ^ + ... + a z + a I <1 n-1 n 1

< dP 1( [aj + . .. + (1 ) < d0,
és a dir, per a tot z ( 5 es té

dist. ( f ( z ) , g ( z ) ) dist.(0,g(z)

Si designem respectivament per w i u>' els camins definits

per les restriccions de f i g a 5, el corol·lari

de la lliçó 1 ens diu, aleshores, que

u(0, wj ) = u(0, w'),

però com que u(0, tu' ) = n (exemple 1 de la lliçó 1),

resulta u(0, to) = n / 0 , d'on, pel teorema anterior,

Ofef(Y); és a dir, existei> un z fY tal que f(z ) = 0.
o o

Una funció continua f: S *R (5 l'esfera de

dimensió 2, submergida a F ) es diu senar si per a tot

parell de punts x, x* de S^ diametralment oposats, es

té f1x * ' = - f(x ; . Tota funció senar f: S R admet
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sempre un zero, com a conseqüència del teorema de Bolzano

1-dimensional.

Considerem, ara, dues funcions senars f,g: 5 *R.
2

Ens preguntem si existeix algun punt de 5 en el què f

i g s'anul.lin simultàniament. La resposta ens la dóna

el següent teorema

Corol·lari 2 ( . Borsuk) Dues aplicacions contínues se¬

nars f,g: 5^ *R tenen sempre un zero comú.

Demostració:

2
Sigui A un eouador de 5 i H l'hemisferi su-

2
perior. H és homeomorf al disc E i A ho és a la circun-

ferència 5 . Suposem oue no existeix cap punt zí A per
2

al qual f(z) - g(z) = 0. Definim, aleshores, F: H >R

contínua per F(p) = (f(p),g(p)). Com que 0 = (0,0) no

pertany a F(A), està definit l'índex u(0, w ) , on oo és

la restricció de F a A. Ara bé, u(0,ou) és un nú¬
mero senar i, per tant, diferent de zero. Aplicant el

teorema de Bolzano resulta, aleshores, que existeix un

punt p é H tal que F(p) =0, és a dir, un punt pí H

tal que f(p) = g(p) = 0.
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3. Camps vectorials

Direm que tenim un camp vectorial continu v? sobre

la circunferència 5^ quan, per a cada punt p « 5 , tin¬

guem un vector \?(p) = ( Vj(p),v^(p ) ) de manera que les
components depenguin amb continuitat de p .

2
Considerem un sistema de coordenades a R amb ori¬

gen el punt 0. Donat un punt p = e de 5 , identi¬

fiquem el vector \?(p) = (v^ ( p ) , v^(p ) ) amb el punt de
R^ Uu(t) tal que G uj (t*) = v(p). Això ers permet defi¬

nir una aplicació contínua
2

uj : I

t -»ou( t)

tal que uj(0) = us (1) ; uj és, doncs, un camí tancat a
2

R . Es diu el camí tancat associat al camp vectorial

Si \?(p) / c? per a tot p e 5 , és a dir, si el camp

vectorial no s'anul.la a cap punt, el punt 0 no pot

ésser de la imatge del camí uj . Podem parlar, doncs,

de l'índex u(0,vu) que se li diu el número de voltes

del camp vectorial a 5^; el denotarem per u(\7).
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Tot el que hem vist sobre camins tancats i índex de

camins es pot transportar a camps vectorials. En parti¬

cular, parlarem d'una deformació del camp vectorial v

en el camp vectorial v*^ quan tinguem una família con¬
tínua de capms vectorials v* , Oí s í 1, que depengui

amb continuitat del paràmetre s i del punt p. Per

exemple, tot camp vectorial "J es pot deformar en un

camp de vectors unitaris v(p) ; la deformació pot donar-
|v(p)|

se explícitament per

"v (p) = (1-s) "v(p) + s P |s r | v (p )|
Oísíl.

Proposició 1 5i el camp vectorial es pot deformar
o

en el de manera que (p) / o per a tot p i tot

s, aleshores u(\? ) = u(\? ).
o • 1

Demostració:

En aquest cas, els camins tancats Ou i ou asso-
o 1

ciats a "v i v, poden deformar-se amb continuitat a

2 0 1
R - 0 i, per tant, per la primera proposició de la lli¬

çó 2, u(0, w ) = u(0,w ].
o i

Proposició 2 biguin v i v' dos camps vectorials

sobre 5 que no s'anul.lin en cap punt. 5i \f(p) i

~y'[p) no tenen mai direccions oposades, per a tot p ,

aleshores u (\?) = u(7').

Demostració :

Per als corresponents camins tancats uu i cu' es

compleixen les hipòtesis del teorema de Poincaré i, per

tant, u(0,ou) = u(0,oO').
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Proposició 3 Sigui \j un camp vectorial continu defi-
2

nit sobre el disc E i tal que v(p) ^ o per a tot

p £ Si el número de voltes de \/ a 5"^ és diferent

de zero , aleshores ex isteix un punt p e E en el que el

camp s' anul.la ( \?( P ) = 3).

Demostració:

Si uj és el camí tancat associat al camp v, u(00

i pel teorema de 2' existeix un p é E tal que v(p) = o.

Exemples

1. Sigui \j un camp vectorial sobre 5 que no s'anul.li

a cap punt i tal que no estigui mai sobre la normal exte¬

rior a la circunferència. Aleshores, aplicant la proposi¬

ció 2, u(v) val el mateix que el número de voltes del

camp format pel vector unitari normal interior, i, per

tant, val 1 -

2. Sigui v un camp

a cap punt. Aleshores,

número de voltes de v

d'ésser □. Per tant,

existeix un punt peS

radial exterior.

vectorial a E que no s'anul.li

en virtut de la proposició 3, el

sobre la circunferència 5 ha

per l'exemple anterior, al menys

en el que 7(p) té la direcció
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Teoiema (del punt fix de Brouwer)
2

Tota aplicació contínua f: E »E

un punt fix (és a dir, existeix un pe E

f(p) = p).

té, al menys,

tal que

Demostració:

Considerem el camp vectorial continu

a cada punt xeE li assigna el vector \?(x) = x f (x) .

Si existeix un punt pé 5^ t-al que \?(p) = "o , aleshores

f(p) = p i el teorema ja està demostrat. En cas contrari,

per a tot pe 5"*", "v(p) / o, i podem considerar el número
de voltes u(v) de a S"*". Ara bé, \? compleix les

condicions de l'exemple 1; per tant, u(v) =1/0 i

podem aplicar la proposició 3 per afirmar que existeix
2

un punt pe E tal que v(p) = o. Aleshores f(p) = p.

que

Luitzen Brouwer, nascut a Overschie (Holanda) el 27.2.1881.
Matemàtic i filòsof. Professor a Amsterdam des del 1909.

Oran defensor de 11 intuicionisme. On dels topòlegs més
grans entre 1900 i 1930. Morí a Amsterdam el 2.12.1966.
Va demostrar el teorema de la corba de Jordan, el teorema
del punt fix, el teorema d'invariança del domini,...
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31. Singularitats d'un camp vectorial

Direm que un camp vectorial v , definit en un sub-
2

conjunt N de R , té una singularitat en el punt

p é N si v(p) = o. El nom de singularitat està justi¬

ficat pel que segueix: Donat un camp vectorial continu

v , podem formar un nou camp vectorial de vectors unita-

v(p)
ris z per z(p) ; aleshores, si v(p) = c?,
lz(p) no està definit.

Una singularitat p d'un camp vectorial v definit

a N es diu una singularitat aillada si existeix una

bola V de centre p en la qual no hi ha cap més sin¬

gularitat de \y. Si S és la frontera de V, alesho¬

res està definit el-número de voltes u(v) de "v a 5.

Lema u('v) no depèn del radi de 5.
Demostració:

Siguin V i V1 dues boles de centre p en les

que no hi hagi cap altra singularitat de v que p.

Siguin 5 i 5' llurs fronteres, cincunferències de

radis r i r' respectivament (r>r'). Siguin u i

u' els números de voltes de \j a S i S'.
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A la corona circular C definida per S i S',

v és un camp vectorial continu que no s'anul·la a cap

punt, i ens defineix, per tant, una aplicació continus
f: C » R2

x i i ( v (x),v^(x ))

la imatge de la qual no conté el punt □ II ü ü

Siguin uu i ' els camins associats al camp vectorial

\? sobre 5 i 5' respectivament. Aleshores f és una
2

deformació a R - 0 del camí uj en el C3mí to' . Per

tant, per la primera proposició de la lliçó 2, resulta

u(0,w) = u(0,w') , d'on, per definició, u = u'.

5i p

V una bola

ritat, i 5

7 a 5 li

és una singularitat del camp vectorial v,

de centre p que no conté cap més singula-

la frontera' de V, al número de voltes de

direm l'índex i de la sinqularitat d.
P

Exemples

1. i = 0
P

En aauest cas, la singularitat es diu "evitable":

podem modificar el camp vectorial a l'interior d'una
bola V de centre p, de manera que el nou camp \?'
sigui continu i no tingui cap singularitat a V.

Demostració:
2

Sigui f:V *R l'aplicació contínua definida pel
2

i ou el camí tancat de R definit per lacamp v, res-
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tricció de a la frontera 5 de V. Aleshores

u(0, uv ) =0 i, pel contrarrecíproc del teorema de 2',
2

existeix una aplicació contínua f’: V >R que coin¬

cideix amb f sobre 5 i la imatge de la qual no conté

el punt □ = (o,o). Ara bé, l'aplicació f' ens permet
definir un camp vectorial continu \/' que no s'anul·la

en cap punt de V.

2* "p = 1
2

Sigui XY un sistema de coordenades a R . Si

q = (x,y), els camps : v(q) = (x,y) i v': v'(q) =

(-y,x) s'anul·len en el punt p = (o,o) on hi tenen

una singularitat d'índex 1.

Es diuen línies integrals d'un camp 'j les corbes

que en cada punt q tenen per vector tangent \?(q).
Són, per tant, les solucions de l'equació diferencial

£y = _^2 .

d x vj

Les línies

de les equacions

vament

integra

£y =

d x

ls

y

X

de

i

v', corbes solució

x
, .

-
— son, respecti-

dx y

v i

dy
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El

ritat a

son les

= -1

camp vectorial v(q) = (x,-y) té una singula-

p = (o,o) d'índex -1. Les línies integrals
corbes xy = c, solucions de dy y .

Anem a calcular a partir de l'equació de les línies

integrals, l'índex del camp a p = (o,o).
L'índex de ^ a p és el número de voltes del camp

v a la circunferència s\ que és l'índex del camí uo

definit per v al voltant de p. Ara bé, l'angle cK. de
la figura val = arc tg (-y/x) = - f , d'on

u ( p, to )
* (1) - *<(0)

2Tt
-2 n

2-n
-i.

4. i = 2
P

Anem a procedir, aquest cop, en sentit invers: és a

dir, anem a buscar unes línies integrals d'un camp vec¬

torial amb una singularitat d'índex 2.

La variació de l'angle o< de la figura sobre la

circunf erència ha d'ésser 4 f[ . Agafem, per exemple
= 2 ^ Aleshores tenim
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2 y/x 2 xy

x2- y21- (y/x)^

Per tant, el camp vectorial que hem definit és:
2 2

v: v(x,y) = (x - y , 2xy ) i les línies integrals són
2 2

les corbes donades per les equacions x + y + 2cy = 0.

Observis que, en general, si = n , l'índex
del camp v a la singularitat p = (o,o) és n; ales¬

hores
d y
_ = tg A = tg nvf

A l'expressar tg n^ en funció de tg = y/x s'obté
l'equació diferencial de les línies integrals.

Anem a veure, ara, la relació que hi ha entre ei

número de voltes a 5^ d'un camp vectorial definit en
2

el disc E i els índexs de les singularitats interiors

a E2.



26
26

Proposició El número de voltes a S
2

nit a E és la suma dels índexs de 1

2
del camp a E .

Demostració :

Sigui v un camp vectorial conti

nombre finit de singularitats

D ,D ,...,D discos de centres p ,p
-L c. K ± d.

i radis prou petits perquè a cada disc

cap més singularitat que p. .

d'un camp defi-

es singularitats

2
nu a E amb un

. . , p . Siguin
K

, • • • p. respecti-
K

D. no hi hagi

Descomposem E -UD. tal com indica la figura i

donem una orientació coherent a la descomposició. Cada
2

regió V. en què hem descomposat E -UD. és homeo-
J 2 1

morfa a un disc E i, per tant, té sentit parlar del

número de voltes u(v,5.) del camp v a la frontera

5 . de cada V . .

J J

Si fem córrer el camp v sobre totes les arestes

rectes de le descomposició, cada aresta és recorreguda

2 cops però amb sentits oposats; per tant, es té
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u (\/, 5^ ) + ... + u(v,5^ ) = u(v) - (ipi+ •••+ ip^ )
Ara bé, en virtut de la proposició 3 de la lliçó 3,

u(v, S.) = 0 per a tot j, d'on resulta

+ i
Pk
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4. Camps vectorials sobre l'esfera 5

2
Sigui v un camp vectorial sobre l'esfera S ; és

2
a dir, a cada punt p e 5 li assignem un vector

v(p) = (v1(p),v2(p),v3(p))
de manera que les components v^(p), v2(p ), v^(p) depe¬
nen amb continuitat del punt p. El camp \? es diu un

2
camp tangent si, per a cada peS , v(p) està en el pla

2
tangent a S en el punt p.

Sigui v un camp vectorial tangent a 5 i q una

singularitat aillada de \?; és a dir, \/(q) = o, i en

un entorn prou petit de q no hi ha cap més singularitat
h> 2

de v. Considerem el pla tangent E a 5 per q i

projectem normalment el camp vectorial sobre E,
En un entorn prou petit de q obtenim, aleshores, un

camp. vectorial a E que no té cap altra singularitat

que q. Definim 1' índex i de la singularitat q del

camp vectorial tangent \j com l'índex de la singulari¬

tat q del camp projectat \/' -

Exemples

2
1. Per a cada punt pe 5 , v(p) és el vector unitari

tangent al meridià que passa per p. En aquest cas hi

ha dues singularitats aillades: el pol nord i el pol

sud, cada una amb índex 1.
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2. Per a cada punt pe 5 , v(p) és el vector unitari

tangent al paral·lel que passa per p. Hi ha també dues

singularitats aillades: els dos pols, cada una amb ín¬
dex 1.

3. Suposem un camp vectorial v* en el pla tangent a
2

5 pel pol sud z', donat pel vector constant (les lí¬
nies integrals de \/ són, doncs, un feix de rectes pa¬

ral·leles). Per projecció estereogràfica des del pol

nord z de les línies integrals de v, obtenim una

2
família de línies integrals sobre 5 que ens definei-

2
xen un camp vectorial v' sobre S „ L'únic punt que,

eventualment, pot tenir una singularitat és, evidentment,

el pol nord z „

Per a poder calcular l'índex del camp v'

projectem-lo normalment sobre el pla tangent a

punt z. El pas del camp \? al camp projectat
2

E no és altre que la inversió respecte a 5 .

veure, aleshores, que el camp v

a z amb índex 2 .

a z

2
5 pel

sobre

Es fàcil

té una singularitat
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En els tres exemples anteriors, la suma dels índexs

de cada camp en les singularitats ha estat sempre 2.
Això val en general per a tot camp vectorial tangent de¬

finit a S2.

Teorema (H. Hopf)
2

Per a tot camp vectorial tangent sobre 5 amb un

nombre finit de singularitats aillades, la suma dels

índexs val 2.

Demostració:

Com que hem suposat que el camp vectorial \j només

té un nombre finit de singularitats, podem trobar sempre

un equador 5 sobre el que no hi hagi cap singularitat.

Projectant estereogràficament el camp definit a l'he¬

misferi inferior sobre 5 des del pol nord, obtenim un

camp vectorial v' sobre 5. Igualment, projectant es¬

tereogràficament el camp \? definit a l'hemisferi supe¬

rior sobre 5 des del pol sud, obtenim un camp vectorial
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v' ' sobre 5 .

5i q^,.. . , q són les singularitats de \y a l'he¬
misferi inferior amb índexs i , ...,i i q',...q'1 n 1 m

són les singularitats de v a l'hemisferi superior amb

índexs i',...i' , els camps vectorials \7' i v'' te-

nen a S un número de voltes igual a

u(v' } = h + • • • + i
n

u(v' ') = i| + • • • + i'
m

Anem a calcular

u(v') + u(v' = *1 + • • • + i + i _f +. . . + i f
n 1 m

estudiant la relació que hi ha entre v' i v’’.

Si <^' i ' són funcions angles per a v' i v'
respectivament, es té, en cada punt a(t) £ S
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Per tant,

vf' (t) + vf' ' (t) 4nt +n ,

d' on

u(v' ) + u(v'' ) 'f ’ (1) - f'(0) + r '(D - t"(D)
2n

if' (i) + if" (i) - ( «T (o) + <f ' (□))
2 R

4R.1 - 4 n . 0

2n

d'on en resulta el teorema.

Corol.lari (H. Hopf)
2

Sobre l'esfera S no hi ha cap camp vectorial tan¬

gent sense singularitats.

Anem a veure, ara, un parell d'aplicacions del

corol·lari anterior.

Heinz Hopf, nascut a Breslau (Alemanya) el 19.11.1894.
Matemàtic. Professor a Berlin, Gottingen i des del 1931
a l'Escola Politècnica Federal de Zürich. Un dels més

grans i complets topòlegs d'aquest segle: treballs sobre
nusos, poliedres, homologia, homotopia, camps vectorials,
fibrats, àlgebra homològica, feixos, varietats, grups de
Lie... Mestre de molts destacats matemàtics actuals com

Eckmann, Gysin, Stiefel, Sammelson... Morí a Zürich el
3.6.1971.
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Aplicació 1

Suposem donades tres funcions v^ = f^(x,y,z),
i=l,2,3 amb la condició xf + yf + zf = □ per a tota

2 21 2
terna (x,y,z) amb x +y +z =1, ésa dir, per a

2
tot punt (x,y,z)t S . Aleshores, els vectors donats

per v(x,y,z) = (v ,v ,v ) formen un camp vectorial tan-
2 1 ^

gent sobre S . En virtut del corol·lari, v ha de te¬

nir alguna singularitat; és a dir, existeix al menys un
3

punt (x,y,z)6 R en el que les tres funcions f^jf^f^
s'anul·len.

la

Per exemple, si

condició imposada
3

f±(x1,xx»xJ)
és

J

3

zC a . .x .

4=' 1J J
aleshores

Zx.f. = 2- a x.x
si i i ÍX-1 lk 1

és a dir, a., = - a, . , per a
ík ki

Ara bé, l'existència d'un zero

a l'anul·lació del determinant

doncs, "el determinant de tota

tisimètrica val zero".

tot i,k=l,2,3.

comú a
3 eclu;*-va-*-

j a.^\ . Hem obtingut,
matriu tridimensional an-

Aplicació 2
2 2

Sigui f: S ^S una aplicació contínua sense
2

cap punt fix; és a dir, per a tot pe S , f(p)^ p.

Considerem el camp vectorial ( no tangent) \7 sobre 5

definit per "v(p) = p f (pí . El camp 'v no té cap sin¬

gularitat. Però, pel corol·lari del teorema de Hopf, el
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camp vectorial tangent associat a v ha de tenir alguna
2

singularitat; és a dir, en algun p t S \?(p) té la di-
2

recció de la normal a l'esfera S . En aquest punt,

f(p) ha d'ésser el punt diametralment oposat a p . Per

tant,

2 2
Corol■lari Tota aplicació contínua f: 5 >5 té un

punt fix o un punt que s'aplica per f en el seu punt

diametralment oposat.
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5. L'homoloqia singular

A les 4 lliçons anteriors hem demostrat teoremes (el

de Borsuk, el del punt fix de Brouwer, el de la no exis-
2

tencia de camps tangents a S de Hopf,...) que en podriem

dir 2-dimensionals. Es presenta, naturalment, la pregunta

de si tals teoremes valen en dimensions superiors. Es a

dir, "admet tota aplicació contínua de la bola n-dimensio-

nal en sí m ateixa un punt fix? 0 bé, "existeixen camps

vectorials tangents a les esferes 5n sense singulari-

tats? ". La resposta a la primera pregunta és: sí. La

resposta a la segona és : s í, si n és senar; no, si n

és parell.

Si volem seguir el mètode de demostració emprat a

les lliçons anteriors, és evident que haurem d'introduir

conceptes anàlegs al de camí i al d'índex d'un camí però

en dimensions superiors.

La generalització de l'interval unitat que agafarem

és la de n-símplex Standard T , la de camí, serà la de
P

n-símplex singular i la d'índex d'un camí ho seran els

grups d'homologia singular. L'índex d'un camí era un

"invariant numèric"; ara, els grups d'homologia seran

"invariants algebraics"; ja no tractarem amb números sino

amb grups abelians. Aquesta va ésser una de les conquestes

de la topologia dels anys 1925-1930, la d'associar una
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colecció de grups abelians a tot espai topològic. Fou el

primer, i potser més important, pas per a 11algebritza-

ció de la topologia.

Designerem sempre per T

és a dir, el conjunt de punts

el p-símplex Standard,

(t , t, , . . . , t ) de
o 1 p

tals que t. ^.0 per a tot i=o,l,...,p i a més a més
*

t + t, +...+ t =1. Es immediat veure que T és
o 1 p p

l'embolcall convex dels punts (1,0,...,0), (0,1,0,...,0),

Sigui, ara, X un subespai de RP (subconjunt amb

la topologia induida per la de RP).
Un p-símplex singular de X és una aplicació contí¬

nua s : T »X .

P
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Observis que els O-símplex singulars poden identifi-

car-se amb els punts de X i els 1-símplexs singulars

amb els camins de X.

El concepte de p-símplex singular és l'anàleg p-di-
mensional del de camí.

Considerem, ara, el grup abelià lliure 5 (X) en-
P

gendrat per tots els p-símplexs singulars de X; és a dir,
els elements de 5 (X) són les combinacions lineals for-

P
mals finites 2. nss on s és un p-símplex singular i
n_ un enter. La suma a S (X) *està definida formalment.s

P
Observis que, per la construcció de 5 (X), tota aplica-

P
ció del conjunt dels p-símplexs singulars de X en un

grup abelià dóna, per linealitat, un homomorfisme

del grup abelià 5 (X) en el grup abelià A
P

Un element de 5 (X), és a dir, una suma formal fi-
P

nita 2^_n s es diu una p-cadena singular de X.

Així com en el cas 2-dimensional no consideràvem

tots els camins, sino tan sols els tancats, ara no estem

interessats en el grup de totes les p-cadenes singulars
de X, sino únicament en un subgrup que ara anem a cons¬

truir
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Si s: T >X és un p-símplex singular de X, per

a cada enter i amb 0 éi i p definim la i-fessima cara

de s com el (p-1)-símplex singular de X

donat per

o>. s: T
, >X

i p-1

Nosaltres podem considerar l'operador cara i-èssima

. com una aplicació del conjunt de tots els p-símplexs
de X en el conjunt dels (p-1)-símplexs singulars de X,

però, també, com una aplicació del conjunt dels p-símplexs

singulars de X en el grup abelià 5 ^(X) . Per tant, pel
què hem dit abans, tenim, per linealitat, un morfisme

de grups abelians

\
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definit per

3. : 5 (X) 5 (X]
i p p-1

<9. (Z nss ) = Z ns 3 . (s) .
i j & 5 s i

per

Definim, aleshores, l’operador vora 9 de 5 (X)

d = d - 9, + ... + (-l)P è = Z (-1)1 <5. .O 1 p CzO 1

Proposició 1 La composició

5 (X) . (X)-^j. 5 (X)
p p-1 p-2

és 11homomorfisme zero.

La demostració és, simplement, un càlcul.

Geomètricament, l'afirmació de la proposició ante¬

rior és clara: la vora d'una p-cadena singular de X és

una (p-l)-cadena singular de X que no té vora.

Aquesta propietat és la que ens porta a la definició
dels grups d'homologia. Un element cé 5 (X) es diu un

p-cicle si dc = G. Els p-cicles de X són, doncs, el

nucli de 1' homomorf isme 3 : 5 (X) *5 (X); formen,
P P“1

per tant, un grup abelià, que denotarem per C (X).
P

Aquest grup és el que juga el paper d'anàleg, del concep¬

te de camí tancat en dimensions superiors.

Un element deS (X) es diu una p-vora si existeix
P

alqun element efeS .(X) tal que 3(e) = d. Les p-vores
p+1

són, doncs, la imatge de 1'homomorfisme 3:5 (X)—$5 (X) ;
p+1 p
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formen, per tant, un grup abelià, que denotarem per

V (X).
P

La proposició anterior ens diu, aleshores, que to¬

ta p-vora és un p-cicle i, per tant, el grup V (X) de

les p-vores és un subgrup del grup C (X) dels p-cicles.
A més a més, tots dos grups són abelians lliures, ja que

són subgrups del grup abelià lliure S (X). Podem formar,

doncs, el quocient

H (X)
P

que és el p-èssim grup d'homoloqia singular de X. Aquests

grups abelians (un per a cada p=o,l,2,...) són els anà¬

legs algebraics del concepte d'índex d'un camí.

Com a primer exemple, anem a calcular els grups d'ho-

mologia singular d'un espai X que consti només d'un punt.

Per a cada p >o, hi ha, evidentment, un únic p-símplex

singular s : T >X (que aplica tot T en l'únicM
, P P ,

punt de X). Es clar que 0. Sp = Sp_g_.
Cada grup de cadenes 5 (X) és el grup abelià lliure

P
amb un generador (és a dir, és cíclic infinit, isomorf al

grup Z dels enters), i l'operador vora ve donat per

Os = í (-D1 2 sp = 21 (-1)1 s .

Així, doncs, si p és parell Os = s i si p és
P P-1

senar Os =0. Per tant, per a tot p>o, es té

V (X) = C (X), d'on H (X) = □. Per a p=o, resulta
P P P
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C (X) £ Z,
P

V (X)
P

= □, d' on H (X) = Ze
□

Resumint,

Proposició 2 Si 1' espai X es redueix a un únic punt,

H (X) £
ü

z

H (X) =
P

0 per a tot p^ o .

El o-è

cular signi

Un sub

dos punts q

mí a X qu

uu : I > X

per exemple

esferes SP
Anem a

H (X).
o

Eviden

amb el grup

element de

'Z. nvx , on

nit.

ssim grup d'homolo

ficació geomètrica

espai X de RP
ualsevols x, y d

e els uneix, és a

tal que to (o ) - x ,

, els espais eucli

gia d'un espai té una parti¬

es diu arc-connex si donats

e X existeix sempre un ca-

dir, una aplicació contínua

io(l)= y. Arc-connexos són,

dis R , les boles En, les

calcular per a un espai arc-connex X el grup

tment,

abelià

C (X)
o

els n
x

C (X) = 5 (X), que es pot identificar
o o

lliure generat pels punts de X; tot

es pot posar, doncs, de la forma

són enters nuls menys un nombre fi-

Per altra banda, 5^(X)
grup abelià lliure engendrat

Si denotem per v i v, el
o 1

Standard i s: »X

pot intrepretar-se com el

per tots els camins de X.

s vèrtexs del 1-símplex
és un 1-símplex singular de
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l'espai X, aleshores

S = s(v ) - s(v ) « C (X)
1 o o

Anem a calcular V (X). Per això definim l'homomor-
o

fisme

f: 5 (X) * Z
o

2n x \ T nx x

Si X0 0, f és, evidentment, un epimorfisme i com que

per a tot 1-símplex singular s de X es té la relació
f (Js ) = f (s (v, ) - s (v )) = 0, resulta V (X) C Nucli f.

Recíprocament, suposem que f(2 n^x ) = □, és a dir,
que Z = 0. 5igui y un punt qualsevol de X; com

que X és arc-connex, per a cada x é X del sumatori an¬

terior existeix un camí ; I >X (i, per tant, un

1-símplex singular) tal que io^(0) = x i to (1) = y.
Construim, ara, la 1-cadena singular X n M e 5 (X);

es verifica (X n to ) = X n x - (In ) y = X n x.
xx x x x

Així, doncs, Nucli f Q V (X).
o

Com que V (X) = Nucli f i f és un epimorfisme,

aplicant el teorema d'isomorfisme, resulta

Teorema Si X és un espai arc-connex no buit, ales¬

hores H (X) = Z.
o
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6. L'homoloqia dels convBxos de R

Sigui X un subconjunt convex de R ; és a dir,

tal que si x,y éX, tot el segment que uneix x amb y

està contingut a X. Per exemple, tot R és convex,

les boles EP són convexes, les esferes SP no ho són.

Teorema Si X és un subconjunt convex de Rn, es té

H (X) = Z
o

H (X) = 0 per a tot p/ o.
P

Demostració:

La línia de la demostració és la següent:

Per a cada p ^.o construirem un homomorfisme de

grups abelians
h : S (X) *5 , (X)

P P P+1

tal que 1'homomorfisme 5 h + h d : 5 (X) >5 (X)
P P"1 P P

sigui la identitat, per a tot p>o. Suposem-lo cons-

trúit. Aleshores, si z és un p-cicle de X, és a dir,

si zéS (X) i í) z = ü, es té
P

z = (Ph + h 5 ) (z) = 3 h (z) + h 5 (z) = 9 (h (z)),
P P-1 P P_1 P

és a dir, z és la vora de h (z) . Per tant, per a
P

p>o, tot p-cicle és una p-vora, d'on V (X) = C (X)
P P

i H (X) = 0.
P

A més a més, H (X) = Z ja que tot subconjunt con-
o

vex de R és, evidentment, arc-connex.
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La demostració del teorema es redueix, doncs, a la

construcció, per a cada p, de 1'homomorfisme Es

suficient definir la imatge per h dels p-símplexs

singulars de X. Sigui s:T *X un p-símplex singu¬

lar de X; aleshores definim un (p+1)-símplex singular

t: T
p+1

>X de la manera següent

t(t ,••<,t ) —
o p+1

(1-t ) ,...
o l-t0

X , t =1
ü

>yp4-1-) + t x, t < 1

on x és un punt arbitrari de X,

Geomètricament pensant, t restringit a la o-èssima

cara de T és igual a s, t envia el vèrtex t
p+1 o

al punt escollit x, i els segments d'origen t i final
o

u als segments d'origen x i final s(u). Observis que
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aquesta construcció és possible ja que l'espai X és

convex.

Per a estar segurs que t és un (p+1)-símplex, hem

de comprovar que és una aplicació contínua T , >X.
p+1

Per definició, l'únic punt de T en el que t podric

no ésser contínua és el punt t^ = (1,0,...,0). Per a
demostrar la continuitat en aquest punt hem de veure que

lím
■t0-*l

t(t ,t,.«»,t ) — x
o 1 p+1

= G

Ara bé,

llt(tD %+i>- x» ■ '*11 -

Al ser T tancat.i acotat i s:T >X contínua, s(T )
P P P

és també acotat i, per tant, Mk·-kW
és acotat al variar t . Així, doncs, com que 1-t

o o

tendeix a 0 per t —* 1, el límit buscat és zero ir
o

l'aplicació t:T >X és contínua.
p+1

La correspondència si ^t s'estén per linealitat

de manera única a un homomorfisme de grups abelians

h : 5 (X) *S , (X) .

P P P+1

Hem de comprovar, ara, que

9 h + h 3 = id : S (X) >5 (X) .

P P"1 P P

És evident que, per la construcció feta, 2 t = s
o
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i, per tant, 2 h = id. AnEtn a calcular 3. h :
o p i p

O.(h (s)))(t ,...,t ) = h (s)(t ,t. ,0,t.,...,t ) =
i p o p p □ í-l i p

= (1-t ) s( \ , ^zL /0/Íi- ïí.o l-ho i-ho I- t'o l-ho
+ t x

o

Però,

h (c>. s)(t ,...,t ) = (1-t ){d. s(Jj— )) + t x
p-1 í-l o p □ í-l i-Vo i-h» □

= (1-t ) s ( —-t-
o l-ho

bL-i 0 hL
l- ho l-ho l-hc

) + t X .
o

Així, doncs, per a lài£.p+l, es té

3
. (h s ) = h Os).
i p p-1 í-l

Aleshores
• p + »

(3 h )s = 3 h s + X (-1)1 3 . h s = 3 h s+X(-í)"Lh 3.
P 0 P t = i 1 P ° P cTi P"1 i’1

f

s - h
, ( X (-í) 3 ,s) = s - h ,9s ,

P í c*uo i—1 p-1

d’on ( 3 h + h 3 ) ( s ) = s per a tot p-símplex sin-
P P_1

guiar s de X.

Aquesta construcció que hem fet es pot realitzar

molt més generalment, com explicarem una mica més ende-

vant.
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6'. Propietats d1invariància dels grups d'homoloqia

La topologia estudia propietats dels espais que són
invariants per transformacions contínues (homeomorfismes)
í n
Es natural, doncs, que dos subespais de R que siguin

homeomorfs ( és a dir, topològicament equivalents) tin¬

guin els mateixos grups d'homologia singular.

Si f:Y >X és una aplicació contínua i s un

p-símplex singular de Y, aleshores la composició

f0s: T >X és un p-símplex singular de X. Aquest
P

procés ens dóna, per a cada p, un únic homomorfisme de

grups abelians

f* : 5 (Y)

c= Zn s
$ s

> 5 (X)
P

\ 9 f (C ) = 2 n ( f. s )
* s

Ara bé, si ceC (Y), és a dir, si ac = 0, ales-
P

hores <?(f^(c)) =0, és a dir, f^c € C (X). En efecte
per a tot p-símplex singular s de Y es té

f#(P.s)(t ,...,t ) = f(s(t ,...,t. ,0,t., ,t )”

1 O p—1 O 1-1 1 p-l

2. (f#s)(t ,...,t ) = (fj,s)(t ,...,t. ,o,t.,...,t ;1 * O p-l rn O 1—1 i p-l
= f(s(t ,...,t. ,0,tt )),

O 1-1 1 p-l

d ' on

c^f^Cs) = (s)

Pf# = f#^ : S (Y) »S , (X)ff » p p-l

i, per tant,
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Així, si c> c = 0, resulta 3 ( f^c ) = f#(<Pc) = f (□)
Per tant f indueix un homomorfisme de grups abelians

f* : C (Y).

= □,

□ n

-» C (X) .
" P P

Però, si c e V (Y), és a dir, si c = 2d per una cadena
P

d í S
_ ( Y }, aleshores fttc = f j- 3 d = e> ( fttd ) £ V (X), d '

p+1 w w p
1'homomorfisme f* : C (Y)-* P
fisme de grups abelians

f. : H (Y) > H (X) .
*

p p

->C (X) ens dóna un homomor-
P

Observis que si f = id: X >X, aleshores, trivial-

ment, f = id: H (X) >H (X), per a tot p. També, si
P P

f:Y *X i g:Z >Y són aplicacions contínues, és im¬

mediat comprovar que (f0g)# = f#.g#:

per a tot p .

H (Z)-
P

>H (X) ,

P

T eorema

f :H (Y) i
P

Demostració:

Si f:Y-

Si f:Y- és un homeomorfisme, aleshores

>H (X) és un isomorfisme, per a tot p.

>X és un homeomorfisme, existeix una apli¬
cació contínua g:X *Y tal que g„f = id: Y-

f»g = id : X »X. Aleshores es té

g*of# = (g.f)* = id* = id: Hp(Y). *H (Y)
f 9* = = id*

,Y

id: H (X) >H (X)
P P

d'on resulta que f :H (Y) >H (X) és un isomorfisme
P P

per a tot p.
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Exemples

1. Considerem l'esfera 5n submergida a l'espai eucli-
n+1 n n+1 \ 2

dià R ( 5 (x ,...,x )í R 21 x. = 1 ). Siguin1 n+1 1 in i

z = (0,0,...,1) i z' = (0,0,...,-l) els pols nord i

sud respectivament. Considerem RP submergit a Rn+^ com

els punts de la forma (x^,...,x ,0).

Podem projectar estereogràficament des del pol nord

z l'esfera sobre el pla equatorial (identificat amb Rn),
obtenint, així, una aplicació contínua

f: Sn -{z} * RP
x > punt de la recta zx que té

darrera coordenada zero.

✓

Es immediat que f és un homeomorfisme. Per tant,

aplicant el teorema anterior, els grups d'homologia de

5n- ^ zj. són els mateixos que els de RR, és a dir,
H (5n~(z}) S Z

ü

H (5n-{zt) = 0 p>o
P
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• Es evident que, per 1'homeomorfisme anterior,

Sn - }z,z'} és homeomorf a RP -{origen}. Per tant,
per a tot p, H (5n-Jz,z'}} = H (Rn-!origenl).

p 1 J p L ■'

2. Es diu que un subespai Y d'un espai X és un

retracte de X, si existeix una aplicació contínua
r:X »Y que restringida a Y dóna la identitat; és a

dir, que composta amb la inclusió i:Y »X compleix

r.i = id: Y *Y.

Si Y és un retracte de X, aleshores l'aplicació

i„: H (Y) (X) és injecti.va i r :H (X) »H (Y)
P P * P P

és exhaustiva, ja que

r i = (r.i) = id = id : H (Y)- »H (Y).* * * *
P p

Per tant, per a tot p , H (Y) és un sumand directe
P

de H (X) .

P

Per exemple, l'esfera

RP --[origen}- . La retracció
assigna a cada punt xeRn,
x^ origen, el punt d'inter¬

secció de SP ^ amb la

recta que passa per x i

l'origen. Així, doncs, els

grups d'homologia de Sn
són sumands directes dels d

Rn - {origen}.

5 és un retracte de

r: RP- [origenj- £ 51"*
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El teorema anterior ens diu que els grups d ' homolo-

gia singular stfn uns invariants topològics. Resulta,

però, que espais no topològicament equivalents però que

es puguin deformar l'un en l'altre per un procés de de¬

formació contínua, com el de la deformació de camins de

la lliçó 2, tenen també els mateixos grups d'homologia.

Anem a descriure aquest tipus de deformació.

Dues aplicacions conínues f ,f : ^es diuen

homotopes si existeix una família f : Y >X, o és £l,

d'aplicacions contínues, què varien amb continuitat res¬

pecte al paràmetre s; això és equivalent a dir que

existeix una aplicació contínua
F: Yx I >X

tal que F( ,o) = f , F( ,1) = f^. (En tal cas, es posa
f = F( ,s) ).

s

Per exemple, les

aplicacions

f
o

donades per

fQ(p) = (0,0)
fx(p) = P

són homotopes. Podriem

posar

f (p) = (l-s)p + s (□,□).
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T eorema Si f ,f.: Y.
□ X

són aplicacions homotopes,

aleshores, per a tot p ,

f
* = H (Y) *H (X)o* 1* p p

La demostració d'aquest teorema és una generalit¬

zació de la demostració del teorema de l'apartat 6. 5i

f ^ i indiquen les aplicacions induides per i
f, sobre les cadenes singulars S (Y) >5 (X), es

1 p p

tracta, per a cada p, de definir un homomorfisme

h : 5 (Y).
P P

tal que

h + h 2> = f
X p p-1 Y c

-*5 _ (X)
p+1

f1# : S (Y) >5 (X)i* P P

Aleshores, si z és un p-cicle de Y, tindrem P^z = 0
i, per tant, (f - f *)(z) = (2 h + h 3 Y) (z) =Of 1 X p p — 1

=3 (h z) serà una vora a X, d'on, a H (X), repre-x P p
sentarà l'element zero. Per tant, f # - f serà 1'ho¬
momorfisme zero de H (Y) a H (X), per a tot p.

P
^ P

□mitim la construcció dels homomorfismes h .

Suposem, ara, que tenim dos espais Y i X i

aplicacions contínues
f: Y > X

•>

g: x *Y

tals que les composicions g.f i f0g siguin homotopes
a les identitats de Y i X, respectivament. Es diu,

aleshores, que els espais Y i X són del mateix tipus
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d'homotopia (Intuitivament,,vol dir que els espais Y

i X es poden deformar amb continuïtat l'un en l'altre).
En aquest cas, al passar als homomorfismes induits

en els grups d'homologia, resulta

g*.f. = id: H (Y) >H (X)* *
p p

f-.g* = id: H (X) >H (Y)* *
p p

Per tant, tant f com g# donen un isomorfisme entre
els grups abelians H (Y) i H (X), per a tot p .

P P

Exemples

1. 5i X es redueix a un punt i Y és del mateix tipus

d'homotopia que X, es diu que Y és contràctil. En

aquest cas, l'homologia de Y és

H (Y) = Z
o

H (Y) = 0 p / o
P

Per exemple, els espais euclidians són contràctils,
S'*'- (un punt} és un espai contràctil.
2. Si Y = SP ^ i X = RP -(origen}, la inclusió

• n “1 n / \ _ . t nn f ■% _n—1
i: 5 -JorigenV i la retracció r:R -|origenj—
no verifiquen, només, r.i = id: 5P ^^ , sino

que i.r: Rn -(origen} >RP -jorigenj és homotopa a la
identitat. En efecte, hem de definir una aplicació
contínua

•>Rn -(origen]F: (RP-(origen}) x I
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tal que F( ,o) = i0r, F( ,1) = id.

Posem

F(x,s) = (1-s) r(x) + sx .

Aplicant el teorema anterior, tenim, doncs, per a

tot p,

H (RP -lorigenl) = H (S*1 ^-)
p l > p

Combinant aquest resultat amb el de l'exemple 1 de

la sèrie anterior, obtenim

H (Sn -íz,z'} ) S H (Sn_1) .
p L J p
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7. La successió exacta de Mayer-ViBtoris

Coneixem, de moment, els grups d'homologia d'alguns

dels subespais de RP més usuals; per exemple, de Rn,
de les boles En, de tots els convexos de R , i, pels

teoremes de 6', de qualsevol subespai de P del mateix

tipus d'homotopia que algun dels anteriors.

El primer espai usual del que no li coneixem els grups

d'homologia és l'esfera 5°. Considerem n= 1. Aleshores,

no coneixem H (5^), però sí H H (5^-iz'f) i
x P P *■ P 1

H (5 ~[z,z'J) (z, z' els pols nord i sud, respectivament),
P 1 i 1

ja que 5 -{zj i 5 -jz'J són homeomorfs a R (exemple 1
de 6') i 5^-|z,z'j és homeomorf a R^-{origenJ , que és
del mateix tipus d'homotopia que 2 punts. Posem U = 5 -{z},
V = S^’-·jz'J; aleshores UnV = 5^"-{z,z'J i UUV = 5 . Clara¬
ment, {U,V} és un recobriment obert de 5^.

Anem a doner un mètode (la successió exacta de Mayer-

Vietoris) que ens permetrà calcular l'homologia d'un espai

coneixent l'homologia dels membres U,V d'un recobriment

obert i l'homologia de la intersecció UAV.

La construcció d'aquesta successió exacta es basa,

essencialment, en les consideracions següents.
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Sigui tUJU, V} un recobriment obert de X. Denotem per

S^X) el subgrup de 5 (X) generat pels p-símplex singulars
P P

s: T »X tals que s(T)ÇU obé s(T )$!/; és a dir, si
P p " P

c í S^i X), aleshores c = X n_s amb s(T ) Ç U o bé s(T )cV.
p 3 P P

Es evident que si s(T )C U, també O-s )(T ,)CU i igual
P 1 P-1 ~

per V. Per tant, l'operador vora ens dóna un operador vora

SU(X) >5U (X) ,

P P"1

i tenim una inclusió natural

i*: SU(X).f p
->s (X)

p

que compleix
^ i* i* ^

U

Posem CU(X) = Nuc 2* , VM(X) = Im 3W , HU(X) = CW(X) / VU(X).
P P P P P

L'aplicació i^ ens indueix, aleshores, un homomorfisme de
grups abelians i : H^X) ■ H (X).

P

Teorema 1 (dels símplex petits)

i : H^tX)—(X) és un isomorfisme, per a tot p.

Aquest teorema ens diu que per calcular els grups d'homo-

logia de l'espai X és suficient considerar símplex petits,

és a dir, símplex singulars la imatge dels quals estigui con¬

tinguda en algun membre del recobriment obert.

La demostració del teorema és llarga i ferragosa, però

no per això menys interessant. Intuitivament, és quasi evident.
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Donada una cadena c de X hem de construir una cadena

c' =2 nss de X tal que els símplex s que apareixen

a la seva composició tinguin llur imatge a U o a V i tal

que 9 c =?c'. Més encara, volem que si c és un cicle, c'

sigui homòleg a c. Això s'aconsegueix subdividint la cadena

c repetidament fins que els símplex siguin prou petits perquè

verifiquin la condició desitjada.

Sigui, doncs, X un subespai de R i tt = {11,^} un reco-

briment obert de X. Aleshores, per a cada p tenim una succes¬

sió exacta de grups abelians

0 *S (unv) —S (U) © 5 (V) —>5U(X) —*0
P P P P

on g (c) = (c,-c) i h (a,b) = a+b.* 1t

A més a més, si considerem els operadors vora a 5 (X),
P

5 (U)© 5 (V) i 5 (UfW), respectivament, tenim un diagrama
P P P

commut’atiu com el següent (on agafem la vora a 5 (U)©5 (V)
P P

com la suma directe de les vores actuant a cada component,

és a dir, ^(a,b) = Oa,3b).
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,5 (UnV) ./j* » b ( U ) © S (V) —(X) *0
p + 1

Ji
(U

*1
(Un

51
l(ü
3i

p+i p+1 p+i

n
-i 5 (UftV)—i*—i 5 (U) © 5 (V) -ÍL* SU(X) >0

P P P P

h ^
,5 ( u nv ) -^í—*5 ( U ) ® 5 (V) —«-* 5U, (X) >0p-1 p-1 p-1 p-1

d'ï

H

Aleshores, és immediat que g^ indueix un homomorfisme
g : H (UftV) *■ H (U) © H (V) i que h- indueix un homomor-*

p p p

fisme h : H (U) & H (V) *h'U( X) = H (X). Anem a definir
P P P P

un homomorfisme A : H (X) = H^(X) i,H (UftV);
P P P-1

-*U
Sigui z £ 5 (X) un cicle.

P
Aleshores d\ = OéS^ (X).

p-1
Sigui (a,b) F (U)®S (V)

P P
una antiimatge de z per

h (que és exhaustiva). Per

la commutativi tat del dia¬

grama tenim

! a, b ) , *- z

V . K
c t—-—}Oa,db) t - >0

I‘
3 c , li—# g 3 c

II H
0 0

h^_^(a,bl = 3 h jj. ( a , b ) = z - 0
i per l'exactitud de les files del diagrama, si

existeix un ce 5 (UftV) tal que oc - 3(a,bp-1 " x

és un cicle, ja que g^3c = g^c = 33(a,b) - 0
és injectiva, 3 c - 0.

h# 3 ( a , b ) = ü ,

. Aquest c

i com que
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Podem definir, doncs, una correspondència

A. : CW(X) i, C (UrtV)# p p-1

z i », c

que indueix un homomorfisme

A : H*(X) *H , (unv)
P P"1

Per veure que A està ben definit, s'ha de comprovar dues coses

a) no depèn del cicle representant escollit.; és a dir, si

z = z' €. H^(X), A(z) = A(z'); és a dir, si dos cicles es
P

diferèncien en una vora, llurs imatges per A també.

b) L'aplicació A és independent de l'antiimatge de z que

haguem agafat per h^. .

Composant els homomorfismes g , h^ , A i l'isomorfisme
del teorema anterior, obtenim una successió llarga

...—>H (UrtV)—(U)®H ( V ) —H ( X ) i ( UrtV)-ü*-*. . .

P P P P P-1

l'exactitud de la qual és fàcil comprovar.

Teorema 2 (Mayer-Vietoris)

Si U = fu,V] és un recobriment obert de X, es té una

successió exacta llarga

. . . —i H ( UrtV ) —ii* H ( U ) +H ( V ) H ( X ) H (UrtV) -L«» . .

P P P P P"1

Cibservació Com estan definides g# i h# ?
Si definim les inclusions
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U r\y U u\l

aleshores, g^(x) - ( i , ( x ) , - j # ( x ) ) i h#(y,z) = k#(y)+l#(z).

^ pot interpretar-se geomètricament així: Tota classe d'ho-

mologia «í H (X) ~ H^fX) pot interpretar-se com un cicle
P P

c+d amb c( 5 (U) i d c 5 (V) (pel teorema 1). Aleshores,
P P

A X està representada pel cicle dc £5 ( U <1 V) .
p-1

7'. Grups d'homoloqia de les esferes. Aplicacions.

Anem a calcular, de primer, els grups d'homologia de 5 .

Com que 5 és arc-connex, pel teorema de la lliçó 5, tenim

H (S1) ? Z.
o

Descomposem, ara, 5 com hem indicat al començament de la

lliçó 7. Posem U = 5 V = S^-.Jz'J. Ales hores U, V/j-
és un recobriment obert de 5 i aplicant la successió de

Mayer-Vietoris tenim, per a p >1,

H (U) ffi H (V)
P P

H (51) $ H , (unv)
P P-1

Com que U i V són contràctils i UnV és del mateix tipus

d'homotopia que 2 punts, els grups H (U), H (V) i H (UrW)
P P P-1

s'anul.len per a p ^2, d'on
H (5 ) - G

P
per a p >2 „

Considerem, finalment, el cas p-1. Aplicant altre cop



61

Mayer-Vietoris tenim una successió exacta

H (U) © H (V) H (S1) (UaV) _i%H (U)©H (V)
11 1 o o o

Com que U i V són contràctils, H^(U) = H^(V) = 0, d'an
resulta que A és un monomorfisme i per tant

H Im A = Nuc g# .

Hem de determinar, doncs, el nucli de g

H (U) es pot considerar com
o

el grup cíclic infinit generat

per un punt x é. U , Igualment,

H (V) està generat per un punt
o

y éV, Per tant, tot element de

H (U)©H (V) és de la forma
o o

ax + by amb a,b enters.

Ara bé, g#(ax+by) = (i#(ax+by),-j#(ax+by)) (seguint la no¬

tació de l'observació final de la lliçó 7). Però si suposem

g (ax+by) =0 ha d'ésser i^(ax+by) =0 i j#(ax+by) = 0.
Com que U i V són arc-connexos, això només pot passar

si b = -a. Així, doncs, el nucli de g# està format pels
elements de la forma a(x-y) t H (U V), és a dir, és el grup

o

cíclic infinit generat per x-y. Per tant.

Hi(51) s Nuc g, = Z.
Ceomètricsment podem donar un generador de

següent manera: siguin c i d les cadenes de

(5 ) de la

U i V,
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respectivament, indicades a la figura anterior. Aleshores es

té 0c = y - x - 3 d , i, per tant, c+d és un cicle de

5 - U üV . c+d genera H ( .1^ ) .

El càlcul cels grups d'homologia de 5n, n >1, és, ara,

un exercici molt fàcil. Considerem com abans els pols nord z

i sud z' de 5 i posem U = 5 -·|z| , V = 5 -•{z'J . ^U,V^
és un recobriment obert de 5° i podem aplicar Mayer-Vie-

toris. Obtenim, doncs, una successió exacta

H (U)0h (V) (5n) i H ( UOV ) > H ( U ) ©H (V)
p p p p-1 p-1 p-1

Per a p >1, com que U i V són homeomorfs a R i

UnV = 5n-^z,z'j és del mateix tipus d'homotopia que 5
(darrer exemple de la lliçó 6), resulta H (U) = H (V) = 0

per a P >1- Obtenim, doncs

un isomorfisme

, n
) ~ H 1

n-1
H (5 :s )

P p-1
i, per tant,

H
p

(5P) = 0 si p/ n

H
P

(5n) ; Z si P= n

Pera p = 1 tenim

0 (5 j —^—5 H ( 5 ^ g % H ( U / © H ( V )
1 °

m ° , °«? ui

z z © z

A és, doncs, monomorfisme i g també, d'on H (5n) = 0.* 1

Resumint,
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Teorema 3 Per a n >^1 es té
H (SP) s Z

o

H (Sn) s Z
n

H (5n) = 0
P

p i o , n ,

Anem, ara, a donar algunes implicacions geomètriques,

conseqüències immediates del teorema anterior.

Corol·lari 1 Si n/ m, 5° i 5™ no són mai del mateix ti¬

pus d'homotopia.

Demostració:

Ja que els grups d'homologia no són isomorfs: si n/ m,

H(Sn)=Z i H(Sm)=0.
n n

Corol·lari 2 Si n^ m, Rn i R no són mai homeomorfs.

Demostració:

Si RP i R fóssim homeomorfs, també ho serien

R --{origen] i Rm-.jorigen}. Però, com que 5P és del ma¬

teix tipus d'homotopia que R -■jorigenj i 5 del mateix
tipus d'homotopia que R -jorigenj, resultaria que 5 ^ i
S serien del mateix tipus d'homotopia, en contradicció

amb el corol·lari anterior.

Corol.lari 3 L'esfera

de la bola E .

. n-1
no pot ésser mai un retracte

Demostració:

Si 5 fos un retracte de E , per l'exemple 2 de la lli¬

çó 7, els grups d'homologia de S
n-1

serien subgrups dels
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grups d'homologia de E ; però, H (5 ) = Zn—I

H (En) = 0.
n-1

en canvi

Corcl-lari 4 (teorema del punt fix de Brouwer)

Tota aplicació contínua f:En > EM té un punt fix.

Demostració:

La demostració és la mateixa que en el cas 2-dimensional

(teorema de la lliçó 3).
r r-n
buposem que, per a tot x e E ,

f(x) / x. Aleshores, definim
.n

r : E
n-1

5 de la manera se¬

güent: r(x) és el punt d'in¬

tersecció de 5 amb la semi-

recta d'origen f(x) que passa

r(>0

per L'aplicació r és contínua i si i:5
n-1

la inclusió, es té r.i = id:5
n-1

->S
n-1

Per tant

es

.n-1

seria un retracte de en contradicció amb el corol·lari

anterior.
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8. El teorema de Hopf

Donada una aplicació contínua f: 5n >5 , n>,l, in¬

dueix un homomorfisme entre els n-èssims grups d'homologia

f : H (5P) sH (SP) .*
n n

Ara bé, hem vist que H (5°) és un grup cíclic infinit:
n

per tant, 1'homomorfisme f està determinat per la imatge

d'un generador o< de H (5n). Sigui
n

f#( <* ) = d c< , dtZ

Aquest enter d is independent de l'elecció del generador

de H (5n), ja que f (- «< ) = -f ( <* ) = -do< = d(-<*).
n * *

L'enter d es diu el grau de l'aplicació f; el denotarem

per d(f). Fou introduit per L. Brouwer cap el 1920 per

a estudiar aplicacions contínues entre esferes i el seu ús
*

ha estat de gran utilitat a la topologia. Es la generalit¬

zació estricte de l'índex d'un camí tancat en dimensions

superiors.

Les següents propietats del greu d'una aplicació contínua

f : sn-—*5P són conseqüència immediata del qué ja sabem:

a ) Si f = identitat, d(f) = 1.

b ) Si f. g: b son continues, d(g.f) = d ( g ) . d ( f )

c) 5i f = constant, d(f) = 0 .

d ) Si f i g són homotopes, d(f) = d ( g ) .
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El recíproc de d) també és cert: si dues aplicacions

contínues f,g: 5 ——tenen el mateix grau, aleshores
✓

són homotopes. Es un teorema de H. Hopf, la demostració del

qual escapa del marc de la teoria d'homologia. Aquest teore¬

ma, que aquí no farem serv/ir, és molt important en l'estudi

de classes d'homotopia d'aplicacions contínues de l'esfera

en sí mateixa, ja que ens diu que el grau d'una aplicació
és un invariant algebraic complet.

5i n= 1, tota aplicació contínua f:5 es un

camí tancat a 5 i el grau de f coincideix amb l'índex
del camí. Sabem ja, doncs, que pel que hem vist a la lliçó 3,

el grau de l'aplicació f: S"*- donada per f(t) = e

és, precisament, n. I no només això, sino que la proposició

de la lliçó 3 ens permet afirmar que dues aplicacions de 5

a S (camins tancats a 5 ) que tinguin el mateix grau són

homotpes (és un cas particular del teorema de Hopf esmentat

més amunt).

Ens interessa en particular el grau de l'aplicació antí¬

poda 1 A: 5n > 5 (que aplica cada punt de 5n en el seu

punt diametralment oposat). Com que la composició de l'apli¬

cació antipodal amb sí mateixa és la identitat, en virtut de

les propietats a) i b) tenim

d(A).d(A, dIA.A ) d(id ) 1

Ens proposem determinar quan val 1 i quan -1
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Necessitem, primer, però, una observació sobre la suc¬

cessió exacta de Mayer-Vietoris introduïda a la lliçó 7.

Suposem que 'U.=^U,Vj és un recobriment obert de X i
1

= ■|U',V'} un recobriment obert de Y. Suposem que tenim
una aplicació contínua f:X »Y tal que f(U)Ç U1 i f(V)t V1.

Aleshores f indueix homomorfismes de grups abelians

f* : S (X) » S (Y)"
P P

S (U) » 5 (U' )
P P

5 (V) s S (V>)
P P

S (UnV) í> 5 (U'nV )
P P

S^(X) i S^Y) per a tot p,
P P

que fan commutatiu el diagrama de files exactes

D *S (UnV) ^£-+5 (U) ©5 (V) —

ï u
.5 (U'ftV')

P

9*
I

-J>5 (X)
P

L
*5 (U')©S (V')

P P
(Y)

Designem per f els homomorfismes entre grups d'homolooia

f

induits per f

H (X) !> H (Y)
P P

H (U) > H ( U • )
P P

H (V) * H ( V' )
P P

H (UAV) - » H (U'fW
P P

És immediat comprovar, aleshores, que el següent diagrama

de files exactes és commutatiu
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* H (unv) —

V
>H (U'oV)

P

í*H (U) © H (V)
P , P

f.

9Í lf
H (U')ffiH (V>)

P P

-ï-*H (X) kH (ü nV) —» ..

P P-1
f I f

* ^ *
-*-► h (y) —*h (U'nV'1-4..

p p-i

Aquesta propietat s'expressa dient que la successió de Mayer-

Vietoris és natural.

Lema L'aplicació f:5n »5n, n ^1, donada per

f(X!’X2 Xn+1} = ('Xl’X2’···’Xn+i:
té grau -1.

Demostració:

Sigui U =-(u, V} el recobriment obert de 5 considerat
a 7'. És clar que f(U)S U i f(V)Ç V.

Procedirem per inducció.
Per a n = 1, la naturalitat de la successió de Mayer-

Vietoris ens dóna un diagrama commutatiu

úH^S1)
t^l

-* H (U V)
O

i
5 ) ^ H (U V)

on A és injectiva.

Sigui <A un generador de H^(5^). ^ està representat
per un 1-cicle de 5^ a+b tal que 2 a = x- y = - 3b

i A (o() està representat per x- y. Aleshores

Af*(oO = = f#(x-y) = y- x = A(-cO,

i com que A és injectiva, resulta ft(*) = - eX , i, per tant

d(f) = -1 •
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Suposem cert el lema fins a la dimensió n-1 i tornem

a aplicar la naturalitat de Mayer-Vietoris al recobriment

anterior. Tenim un diagrama commutatiu

H (5n)
n

H (Sn)
n

H (S
n-1

n-1

on ^ és un isomorfisme (ja que n J.2) .

Si és un generador de H (5n), es té, aleshores
n

f#(«<) = A =A 1^f#(o<) = A 1^(-e0 = -oi.

Proposició 1 Si A:5 -^S és l’aplicació antipodal,
, n+1

aleshores, d(A) = (-1)

Demostració:

L’aplicació antipodal A ve donada per

a(x1»x2i ,x ) = (-x ,-x ,.-.,-x
n+1 1 2 n+1

i és, per tant, la composició de les aplicacions

f. : S
i

(x,*..,x . ) +-1 n + 1

5

-> (x , . . • ,x ,* in+1

Ara bé, cada aplicació f. anterior es pot discomposar com
_i 1

f. = h. ,f,.h. on h. és l’aplicació que intercanvia la
i i 1 i i

primera i la i-èssima coordenades, que és, evidentment, un

homeomorfisme. Per tant,

d(A) = d ( f ) . d ( f ). . . d ( f J = d(f,).d(hl f,h)...d(h“ f h )
2 n+1 1 n+1

1' - d(h n + T
= d(fi ).d(h/).d(f 1).d(h2)...d(hn1+1).d(f -,) .d(h „J.1) =
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- dir/*1 = (-i)"*1 ,

com resulta d'aplicar les propietats a), b), d) i el lema

anterior.

Proposició 2 5i f,g: Sn *5 són aplicacions continues

que no coincideixen en cap punt, aleshores g és homotopa

a A f.

Demostració:

La idea de la demostració és la següent: Com que per a

tot x í. 5 , f ( x ) / g(x), el segment

de Af(x) a g(x) no passa per

l'origen. Projectant aquest segment

desde l'origen sobre 5 s'obté un

camí de Af(x) a g(x) damunt 5° .

Aleshores, l'homotopia entre Af i

g ve donada uetormant les aplicacions

sobre aquest camí.

Formalment, la deformació ve donada per

, . (1-1)A f(x)+tq(x)
’ 1 * H(1-t)Af(x)+tg(x)U

F és, clarament, contínua, F(x,0) = Af(x) i F(x,l) = g(x).

Estem ara ja en condicions d'atordar la qüestió de

l'existencia o no de camps vectorials tangents continus sobre

5 que no s'anul.lin a cap punt. Si n = 2m+J és senar,
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aleshcres sempre existeixen camps vectorials tangents continus

sobre 5
2m+l

que no s'anul.len a cap punt. N'hi ha prou

d'assiqnai a cada punt (x,,x_,...,x_ ,x_ _) el vector
12 2m+l 2m+2

‘W X2m+2’ X2m+1'

En canvi, si l'esfera és de dimensió parell 2m, anem a

veure que no existeixen camps amb les condicions esmentades,
2

generalitzant alguns dels resultats vistos per a 5 .

Corol·lari 1 Si f:5 * 5 és contínua, o bé té un punt

fix o bé existeix un punt que s'aplica en el seu antipodal.

Demostració:

Si f(x) / x per a tot x, per la proposició anterior

tenim f - A, d'on d(f) = d(A) = (-1) ^ = -1.

5i f(x) / A(x) per a tot x, per la proposición anterior

tenim f - A«A = id, d'on d(f) = d(id) = 1.

Arribem, així, a una contradicció.

Corol·lari 2 No existeix cap aplicació contínua d'una es¬

fera de dimensió parell en sí mateixa, tal que per a tot x«5n,
x i f(x) siguin ortogonals.

Corol·lari 3 (teorema de Hopf)

Tot camp vectorial tangent continu sobre

al menys en un punt.

Demos tració:

,2m
s'anul.la

Suposem que existís un camp vectorial tangent contrnu



72

7 sobre 5 , que no s'anul.lés a cap punt; aleshores podem

definir un camp vectorial tangent unitari per

v(x)
v' (x) = per a tot xeS

2m

ens defineix, doncs, una aplicació continua

f: 5
2m

-»S
,2m

tal que, per a tot x e. 5 f{x) és l'extrem del vector

\?’(x) amb origen l'origen de coordenades. PerS, x i f(x)

són ortogonals, per a tot x t 5 , en contradicció amb el

corol·lari anterior.



Publicaciones del I.C.E.
de la Universidad de Barcelona



Publicaciones del I.C.E.
de la Universidad de Barcelona

Documentos 1 M. Siguàn, E. Valentí, M. Freixa. Algunos datos estadísticos sobre el
alumnado de bachiller en Barcelona. Septiembre 1971.

2 Juan Estruch. El coste familiar de la educación, 1." informe.
Septiembre 1971. Agotado.

3 Adalberto Ferràndez. La ensenanza individualizada en la E.G.B.,
1." informe. Septiembre 1971. Agotado.

4 Jaime Serramona. Pedagogia institucional, 1." informe. Septiembre
1971. Agotado.

5 Maria Forns. Pruebas para medir el conocimiento de una lengua, I.
Septiembre 1071. Agotado.

6 Maria Plà. Pruebas para medir el conocimiento de una lengua, II.
Septiembre 1971. Agotado.

7 Montserrat Freixa. El condicionamiento social de las aptitudes
intelectuales y su influencia sobre el rendimiento escolar, 1 .*' informe.
Septiembre 1971. Agotado.

8 Fernando de Cea y Francisco Arteaga. Informe sobre 5." Eperimental
en E.G.B. Septiembre 1971.

9 Informe de las actividades del I.C.E. de la Universidad de Barcelona.
Septiembre 1971. Agotado.

A 10 Pedro Batallé. Estadísticas educativas, 1." informe. Diciembre 1971.
Agotado.

A 11 Juan Estruch. El coste familiar de la educación, 2." informe.
Diciembre 1971. Agotado.

A 12 Jaime Serramona. Ensayo de Pedagogia Institucional, 2° informe.
Diciembre 1971. Agotado.

A 13 Adalberto Ferràndez. Ensenanza individualizada, 2.° informe.
Diciembre 1971. Agotado.

A 14 Juan Mestres. Los problemas psicopedagógicos planteados por el
bilingüismo, 1." informe. Diciembre 1971. Agotado.

A 15 José M. Domènech. Tabulación de encuestas: tablas a simple y doble
entrada para el anàlisis de los resultados. Marzo 1972.

A 16 E. Torà, J. Lahosa, M. Porter y S. Mallas. Seminario de cine infantil
(Psicopedagogía de la imagen). Marzo 1972.

A 16 bis José M. Domènech. Tratamiento de la información con ordenadores

digitales. Junio 1972.



A 17 José M. Domènech. Programa CORR. Calculo de medias. Desviaciones
tipo. Coeficiente de correlación lineal y coeficientes de correlación
múltiple, Manual de utilización. Junio 1972.

A 18 José M. Domènech. Programas BARE. Baremación de tests
psicológicos, calculo del baremo, características estadísticas y

pruebas de normalidad de la distribución. Manual de utilización.
Junio 1972.

A 19 Informe de las actividades del I.C.E. De La Universidad de Barcelona.
Curso 1971-72. Septiembre 1972.

A 19 bis José M. Domènech. Programa de analisis factorial. Programa A.F.A.C.
Manual de utilización. Junio 1972.

A 20 Jaime Serramona. Ensayo de Pedagogia Institucional, 3.*' informe.
Septiembre 1972.

A 21 Juan Mestres. Problemas psicopedagógicos del bilingüismo,
2° informe. Septiembre 1971. Agotado.

A 22 Jornadas de psicopedagogía de lavimagen visual.
Noviembre 1972.

A 23 Javier Barragàn. Elementos de matemàticas para profesores de E.G.B.
Septiembre 1792.

A 24 Adalberto Ferràndez. Ensenanza individualizada. Mayo 1973.

A 25 Seminario de educación no-directiva. Julio 1973.

A 26 Informe de las actividades del I.C.E. de la Universidad de Barcelona.
Curso 1972-73.

A 27 Maria Forns. Organización y funcionamiento de un servicio
de orientación escolar en la E.G.B. Julio 1973.

A 28 Joaquín Arnau. Problemas psicopedagógicos del bilingüismo,
3.‘ informe. Noviembre 1973.

A 29 José M. Domènech. Descripción y valoración de un curso eperimental
de «Métodos estadísticos» para estudiantes de Psicologia.
Julio 1973.

A 30 Jorge Oliver. Sensibilización auditiva.

A 31 E. Torà y M. Porter. Jornadas de comprensión del cine por los ninos.
Mayo 1974.

A 32 E. Torà y J. M. Rueda. Escuela y socialización. Resumen de un
Seminario permanente de profesores de E.G.B. 1974.



Publicaciones del I.C.E.

de la Universidad de Barcelona

A 33 Informe de las actividades del I.C.E. de la Universidad de Barcelona.
Curso 1973-74 Enero 1975.

A 34 Maria de Borja Solé La experiencia comparativa en el aprendizaje
del francès.

A 35 Mareile Bòhemer Escuela y Museo.

A 36 Informa de lai actividades del I.C.E. de la Universidad de Barcelona.
Curso 1974-75.

A 37 Tora, Espresate. Laudan, Gubern, Acarin, Moragas, Remesar. Marce
Pujagut. "Jornades sobre la imagen televisiva" Mayo 1976.

A 38 1. Martínez. N. Silvestre "Aprendizaje e integración del nino sordo en
la escolaridad normal" Diciembre 1976

A 39 F. Marcè, LI. Pujagut "El niflo frente a la imagen fílmica con ruptura"
Mayo 1977.

A 40 Torà, Beiras, Aguirre. Tomas, Hernandez "Un estudio de comunica-
ción no-varfoal" Diciembre 1977

A 41 E. Siches "Desarrollo cognitivo y medio sociocultural en la adquisi-
ción de las experiencias comparativas" Jumo 1977

A 42 M. Forns, F. Sanchez "Programación del àrea dinàmica para 1.° de
EGB". Abril 1978.

A 43 R. Garcia. M Cartadell "El Juego infantil en grupo". Mayo 1978

A 44 A. Vega. R. Mendoza, 1. Sagrera "El papel del educador en la pre-
vención en el abuso de las drogas".

A 45 G. Martinez Piaget y el desarrollo intelectual. Resumen introductorio.

A 46 J. M. Bermudo "El método de historiación filosòfica"



Publicaciones de! I.C.E.
de !a Universidad de Barcelona

Informes 2 S Siguan y Alvaro Monferrer La atención a lo* deficientes mentales
en la provincià de Barcelona. Noviembre 1971

3 M Siguan. E Bosc'n y J Subirós Evolución del alumnado en la
Facultad de Filosofia y Letras. 1939-1971. Noviembre 1971

4 Escuela Universitària del profesorado de E.G.B. Plan de estudio*
del curso experimental. Noviembre 1971

5 M Siguan y Pedro Batallé Composiciòn del alumnado en la Facultad
de Filosofia y Letras. Curso 1971-72 Junio 1972

6 E Torà Hacia una metodologia de la comunicación. Enero 1973

7 Fernando de Cea El Centro piloto de E.G.B. Font d’en Fargas.
Julio 1973

8 Pedro Batallé Seminario de Planificación Universitària. Marzo 1973

9 V Benedito y J J Piquer La formación pedagògica del profesorado
de Bachillerato. Noviembre 1973

10 Metodologia científica aplicada a la investigación educativa.
Marzo 1974

11 El Centro piloto de E.G.B. Font d'en Fargas. 2 informe
Septiembre 1974

13 M. Siguan "La gestión municipal en matèria de educación: el ejemplo
de Bolonia". Noviembre de 1977

14 M. Siguan. "Educación y pluralidad de lenguas". Abril 1978

15 V. Benedito "Una alternativa pedagògica: El Movimiento Italiano
de Cooperación educativa"

16 R. López Feal, J. M.a Malapeira Gas "La Sección de psicologia en
la Universidad de Barcelona: Historia y perspectivas"

17 E. Pol. M. Gili, A. Domenech. Aproximació als hàbits lingüístics dels
mestres de Barcelona i les seves comarques.

18 Catalogo Guia de la ensenanza preescolar en Barcelona



Publicaciones del '.C.E.
de la Universidad de Barcelci

Serie Seminaris

S I E. Buchaca, G. Carreras, J. Oliveras, J. Padró "La electrònica en el
bachillerato"

S 2 La problemàtica de L'accés a la docència d'EGB.

Otr» Publicaciones

Col·lectiu. ‘‘Bilinguismo y educación en Catalunya". Ed. Teide.
BARCELONA

Col·lectiu. "Bilingüisme i educació”. Ed. Teide. BARCELONA
Col·lectiu. "Bilingüisme i Biculturalisme", Ed. Ceac. BARCELONA
“Guia del estudiante al termino de la E.G.B.". M. Forns, I. Gómez. Ed.
Teide. BARCELONA.
"El precio de la ensehanza en Espafla". M. Siguan, J. Estruch. Ed. Dopesa.
BARCELONA

"Cogestión en la escuela". J. Serramona. Ed. Teide BARCELONA
"Desarrollo cognoscitivo y comprensión cinematogràfica”. E. Torà. Ed.
Instituto Nacional de Publicidad.

“Grupos de formación y profesorado" V. Benedito, A. Vega. Ed. C.E.U
BARCELONA

EN PREPARACION

Col·lectiu. Politica llmguistica per a una escola democràtica.



 



 



 



 


