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Abstract

This paper aims to approach automata theory which is the study of abstract
computing devices.

In the first part we are going to study regular languages and finite automatas,
the devices that allow to recognize regular languages.

In the last part we’ll see context-free languages and the machines to recognize
them, the pushdown automatas.

Resumen

Este trabajo es una introduccién a la teoria de autématas, que es el estudio de
modelos de programacion abstractos.

En la primera parte estudiaremos los lenguajes regulares y los automatas finitos,
que nos sirven para reconocer los lenguajes regulares.

En la ultima parte veremos los lenguajes incontextuales y las maquinas que nos
permiten reconocerlos, los autématas con pila.
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1. Introduccién

Ya no nos sorprende que los ordenadores respondan a lo que escribimos en un
teclado, o a los movimientos de nuestros dedos sobre una pantalla o incluso a breves
ordenes vocales. Qué hay detras? Este escrito pretende explicar, de forma concisa,
como a mediados del siglo XX se formalizaron los lenguajes para comunicarnos con
las maquinas que ibamos inventando para todo tipo de propdésitos. Con anterioridad
a esta fecha la humanidad ya habia desarrollado maquinas, pero se limitaban a
contar mediante mecanismos sencillos.

La teoria de autématas es el estudio de modelos computacionales abstractos o
"maquinas” para reconocer lenguajes y hoy en dia tienen aplicaciones para el diseno
de circuitos, el desarrollo de algoritmos de busqueda, la verificacién de sistemas
informaticos y el diseno de compiladores.

En el contexto de la comunicacién con ordenadores (compilaciéon) debemos ser
capaces de reconocer los distintos niveles gramaticales: el morfoldgico (las palabras
construidas con letras) y el sintactico (las sentencias construidas con palabras y
simbolos). Para eso tenemos los autématas finitos y los autématas con pila, de los
cuales hablaremos en los dos temas centrales de este trabajo. El uso de ellos nos
permite crear lenguajes de programacion.

Demostraremos (tema 3) que existe una equivalencia entre lenguajes regulares y
automatas finitos, de manera que para cada uno de los primeros existe uno entre
los segundos que reconoce sus expresiones y viceversa. Probaremos incluso que esta
equivalencia se cumple tanto con los autématas deterministas (programables) como
con los indeterministas (intuitivos, no programables). Veremos también (tema 4) la
equivalencia entre gramaticas incontextuales y autématas con pila. La pila anade
una pequena funcion de memoria al autémata que permite comprobar la estructura
sintactica del mensaje.



2. Preliminares

2.1. Lenguajes formales

En este primer apartado nos limitaremos a definir los conceptos mas basicos,
con el objetivo de llegar a conocer los lenguajes formales, ya que el proposito de
los automatas, que trabajaremos en los siguientes temas, es precisamente reconocer
lenguajes.

Un alfabeto es un conjunto finito y no vacio de simbolos.

Una palabra sobre un alfabeto ¥ es una secuencia, posiblemente vacia, de simbolos
de 3.

La longitud de una palabra x , que denotaremos como |z|, es el niimero de simbolos
que la componen, contando repeticiones.

Si x es una palabra sobre un alfabeto ¥ y a € ¥ denotaremos por n,(z) el nimero
de apariciones de a en .

Escribiremos A para denotar la palabra vacia, es decir, la palabra que no tiene
ningtn simbolo.

Sean x,y dos palabras sobre un alfabeto Y. La concatenacion de = e y es su
yuxtaposicion, que podemos escribir como x - y, o mas brevemente, xy
A partir de esta definicion podemos definir la potencia de una palabra x como:
2% = X, 2! = 2’z para un ntmero natural ¢

Si X es un alfabeto, denotamos por ¥* el conjunto de palabras de .
Sobre >* podemos definir el orden lexicografico de la siguiente manera.
Supongamos que tenemos un alfabeto ¥ = {ay, ..., a,} donde a; < as < ... < ay,.
Entonces el orden de X* es:

A a1, ..y Uy, Q107 G102, ..., Aply, G101, ...

Es decir, priorizamos la longitud de las palabras y luego, palabras de la misma
longitud las ordenamos segiin el orden que determina el alfabeto. Notemos que si
cogemos como alfabeto los digitos del 0 al 9, el orden es el mismo que el de los
niumeros naturales.

Un lenguaje L es un conjunto de palabras sobre un alfabeto.

Si nuestro lenguaje es finito podemos representarlo simplemente listando todas sus
palabras. Sin embargo, nos serd mas 1til usar lenguajes infinitos, los cuales defini-
remos como las palabras de un alfabeto que cumplen una cierta propiedad.

Operaciones basicas para lenguajes

Sean L, L1, Ly lenguajes sobre un alfabeto . Las cuatro primeras operaciones son
equivalentes a las operaciones naturales entre conjuntos.

1. La unién. L; U L,

2. La interseccién. L1 N Ly

3. La diferencia. L\ L



4. La complementacion. En este caso considerando el espacio total X*, seria
L={ze¥x:x¢L}

5. La concatenacién. La definimos como LiLy = {zy : © € L1,y € Ly}. También
podemos definir L™ = {x;...x,, : x; € L para todo i}

6. La clausura. Definida como L* = |J L" = {z123...x, : n > 0; 21, 29, ..., T, € L}
n>0

7. La clausura positiva. LT = |J L™ = {z122...2, : n > 1,21, 29, ..., x, € L}

n>1
Ejemplo: Tomamos ¥ = {0,1},L1 = {x € ¥* : no(x) > ni(x)}, Ly = {z €
Y rng(x) <mi(x)} y Ly ={z € ¥* i no(x) = ny(x)} .

Entonces tenemos L1L1 = Ll; LQLQ = LQ, L3L3 = L3,L1L2 = L2L1 = E*,Lng =
Lsly = Ly, LoLs = LsLy = Lo.

Veremos el caso LiLs = ¥*. Para demostrarlo, es evidente que L;Ly C ¥* y para
ver que %* C L1Ls tomamos un x € X*. Tenemos dos casos:

Caso 1: ng(z) > ny(x). Tenemos = x\ € L L.

Caso 2: no(z) < ny(x). Tenemos © = Ax € L L.

Ejemplo: Tomamos ¥ = {0,1}, L; = {z € ¥* : ng(z) es impar} y Ly = {z € ¥*:
no(x) es par}. Entonces L = {z € ¥* : no(z) > 0} U{A} y Lj = Lo.
Para demostrar la primera condicién es evidente la inclusion

Ly = U LY =A{x1x9..xy i > 0; 21,20, ...,x, € L1} C{z € X" i ny(z) > 0} U{A}

n>0

Para la otra inclusién, todo z € ¥* tal que ng(x) > 0 puede escribirse como =z =
r1%o...T, donde z; es la subpalabra de x desde el principio hasta el primer cero
(incluido), x5 la subpalabra de z del primer cero (no incluido) al segundo cero
(incluido) y asi sucesivamente, de lo que se desprende que

no(x;) =1,Vi = x; € L,Vi = © = x129..2, € L" C L*
Para demostrar que Lj = Ly notemos que la concatenacion de palabras, cada una

con un numero par de ceros, seguira teniendo un niimero par de ceros y por tanto
el lenguaje de la clausura es el mismo que el lenguaje original.

2.2. Representacion de lenguajes

En este apartado veremos dos formas de representar lenguajes, las expresiones
regulares y los homomorfismos.



2.2.1. Expresiones regulares

En muchas ocasiones, podemos representar un lenguaje utilizando tinicamen-
te los simbolos de un alfabeto y las operaciones basicas para lenguajes. Para ello
tenemos las expresiones regulares, que nos permiten definir lenguajes, en general
infinitos, mediante una sola palabra.

Definicién: Una expresiéon regular sobre un alfabeto X es una palabra sobre
el alfabeto X U {(,),0, A\, U, -, x} generada por las siguientes reglas:

1. 0 y X son expresiones regulares.

2. Para todo a € ¥, a es una expresion regular.

3. Si a, 8 son expresiones regulares, también lo son (aU f) y af.

4. Si «v es expresion regular, también lo es a*.

Ahora podemos definir el lenguaje L(«) que describe una expresion regular « por:
LLD) =0, L) ={\}, L(a) ={a} Va € 3.
2. LlaU B) = L(a) UL(B) , L(apf) = L(a)L(B) , L(a*) = (L())".

A partir de esta definicion decimos que un lenguaje L es regular si existe una
expresion regular « tal que L = L(«)

Ejemplo: Vamos a comprobar que los nimeros enteros (tipo entero) y los nime-
ros decimales (tipo float) se pueden representar mediante una expresién regular. El
alfabeto que utilizaremos para los enteros es el compuesto por las diez cifras y los
signos positivo y negativo

Sy ={0,1,2,3,...8,9,+,—}

Para los nimeros decimales necesitaremos los doce simbolos anteriores y también
el punto decimal
Y¥0=1{0,1,2,3,...8,9,+,—,.}

La expresién de un nimero entero es la siguiente
AU+U—-)-(1U2U3U---U8UY9)-(0ULIU2U3U---UBUI)"

Un nimero decimal debe contener el punto decimal, para distinguirlo de un entero.
Delante del punto puede haber un entero o nada; detras cualquier secuencia de
cifras o incluso nada. No es valida la secuencia constituida por el punto y nada
mas. Formalmente tendremos

AU+U)[(TU2U---U9(OUTU2U---UY*(0UTU2U---U9)*U
u.(0ulu2u---U9)(0UlU2U---U9)"



2.2.2. Homomorfismos

Un homomorfismo es una funcién A : 37 — 33, donde X4, 35 son alfabetos,
tal que:
hxy) = h(z)h(y) Yo,y € 5]
h(X\) = A

Por tanto si h es un homomorfismo sobre un alfabeto > y cogemos una palabra
T = ajas...a, en Y entonces h(x) = h(ai)h(as)...h(a,).

Teorema 2.1. Si L es un lenguaje reqular sobre un alfabeto X1 y h : X7 — X5 un
homomorfismo, entonces h(L) también es regular.

Demostracion. Suponemos que L = L(«) para alguna expresién regular «. En
términos generales, para una expresién regular o , h(«) serd la expresion resul-
tante de sustiuir todos sus simbolos a; € ¥ por los correspondientes h(a;). Por
construccién h(a) es también una expresiéon regular. Se puede entonces comprobar
facilmente que h(a) = h(L) O

La demostracion del siguiente teorema la realizaremos en el Tema 3.

Teorema 2.2. Si h es un homomorfismo entre un alfabeto 31 y un alfabeto X, y
L es regular sobre Xy, entonces h™ (L) también es regular.

Ahora daremos un ejemplo de un lenguaje que podemos crear a partir de homo-
morfismos.

Ejemplo Sea ¥, un alfabeto cualquiera y un lenguaje L C ¥3. Estamos intere-
sados en la transformacion que se queda solamente con las palabras que resultan
de borrar los simbolos que estan en las posiciones pares de las palabras de longitud
par de L. Es decir que, para cada lenguaje L C X3 queremos obtener el lenguaje L'
tal que

L' = {a1a3 .. agn_l\alagag ... Qop—1Q9, € L}

Para concretar las ideas, supongamos que Y, es un alfabeto de tres simbolos,
¥y = {a,b,c}. Construimos un alfabeto de nueve simbolos (en general el nimero
de simbolos de ¥; serd el cuadrado del niimero de simbolos de ¥, ), que represen-
taremos como %1 = {1,2...9}. Definimos ahora los dos homomorfismos mediante



la tabla siguiente.

21 hl(Zl) h2(21>
1 aa a
2 ab a
3 ac a
4 ba b
5 bb b
6 bc b
7 ca c
8 cb c
9 cc c

Es facil constatar, por aplicacién directa de las transformaciones indicadas, que
L' = hy(hy (L))

Por tanto L' es regular.



3. Autématas finitos

El objetivo de ahora en adelante sera el de definir modelos computacionales para
reconocer lenguajes. En este capitulo introduciremos los autématas finitos, los cuales
nos van a ser muy utiles para el diseno de analizadores 1éxicos, cosa que veremos al
final del tema. Un autémata finito tiene asociada una cinta de lectura, la cual esta
dividida en celdas. La informacién de la cinta se encuentra entonces almacenada en
celdas, y el autémata accede a dicha informacion mediante un puntero, inicialmente
apuntando a la celda situada mas a la izquierda de la cinta, que puede leer en un
instante dado el contenido de la celda a la que apunta. El autémata tiene ademas
asociada una "unidad de control ”, que en un paso de computo se encuentra en un
cierto estado. Al realizar el siguiente paso de computo el estado puede variar.

3.1. Autdédmatas finitos deterministas

Empezaremos por introducir el modelo de autémata finito determinista. Como
bién dice su nombre este autémata es determinista, es decir, que cuando leemos
un simbolo estando en un estado en concreto, el paso de computo a realizar esta
univocamente determinado. Veamos la definicién formal.

Definicién: Un autémata finito determinista es una estructura M = (K, X, d, qo, F)
donde:

K es un conjunto finito de estados,

Y es el alfabeto de entrada,

qo es el estado inicial,

F' C K es el conjunto de estados aceptadores, y

0 es una funciéon de K x ¥ a K, a la que llamamos funcién de transicion.

Llamamos simbolo actual al simbolo accesible a través del puntero en un mo-
mento concreto, es decir el simbolo que estamos leyendo.
La idea que comentabamos anteriormente consiste en aplicar la funcién § para reali-
zar los pasos de computo. Inicialmente el autémata se encuentra en el estado gy con
una entrada z € ¥* escrita en la cinta. El argumento de 0 es el par (q,a) donde ¢ es
el estado actual y a el simbolo actual. El autémata se sitia en el estado p = (g, a).

Definiciones: Si M = (K,X,§,qo, F)) es un autémata determinista definimos los
siguientes conceptos:

Una configuracién de M es una palabra gr € KX*. Si en un paso de cémputo
estamos en la configuracion pzx significa que nos encontramos en el estado p y x es
la subpalabra que nos falta por leer.

Si px, qy son configuraciones, decimos que pzr produce gy en un paso de cémpu-
to si x = ay para algin a € ¥ y §(p,a) = ¢q. Lo denotaremos como px Fjs qy.

Sean px, qy configuraciones. Decimos que px produce qy si existen configuraciones
Co, .-+, Cn, tales que pr = ¢o Far c1... Far ¢, = qy. Lo escribimos como pz 3, qy.



Una palabra x € ¥* es reconocida o aceptada por M si existe ¢ € F tal que

qor 3y q.
Definimos el lenguaje asociado a M como L(M) = {x € ¥* : = es reconocida por

Ahora antes de mostrar un ejemplo, vamos a ver como se puede representar un
autémata determinista mediante un grafo:
(1) Los nodos del grafo corresponden a los estados del autémata.
(2) Si 6(q,a) = p dibujamos un arco en el grafo de ¢ a p i lo etiquetamos con a.
(3) Marcamos con una flecha el estado inicial y con un doble circulo los estados
aceptadores.

Ejemplo: Definimos un autémata determinista M = (K, {a,b},0,qo, F) tal que
L(M) = {x € {a,b}* : hay una a en la antepeniltima posicién de z}.

Para construir el automata identificaremos sus estados con los tres ultimos simbolos
leidos. Representaremos los estados por xyz donde x sera el antepentltimo caracter
leido, y el peniltimo, y z el ultimo. Entonces nuestra funcion de transicion sera:

d(zyz,a) = yza, 6(xyz,b) = yzb

Finalmente solo nos queda identificar los estados en los cuales atin no se han leido
tres simbolos con estados con b’s a la izquierda. En concreto el estado inicial es
bbb. Los estados aceptadores, son los cuatro que tienen una a en la antepentltima
posicion.

) aly - \aab

b a

b
SogNcs ol
a

bba baa

<

Programacién de autématas deterministas

Nos va a ser muy ttil poder programar los autématas deterministas, lo cual como
veremos mas adelante serd necesario para construir compiladores para los lenguajes
de programacién. En nuestro programa haremos lo siguiente:

(1)Representaremos los estados por nimeros naturales, donde el cero hard referen-
cia al estado inicial.

(2)Representaremos los simbolos del alfabeto por cardcteres. Representaremos por
$ el final de la palabra de entrada

(3)El célculo del autéomata lo realizaremos mediante un bucle "while”, en el que



iremos leyendo los caracteres y realizaremos las transiciones del autémata mediante
una instruccion ”switch-case”.
(4)Al salir del bucle comprobamos si estamos en un estado aceptador.

3.2. Autdmatas finitos indeterministas

Ahora pasaremos a estudiar una modificaciéon de los automatas anteriormente
descritos, los autématas finitos indeterministas. La principal diferencia, como bién
dice su nombre, es que los computos de este autémata no estaran univocamente
determinados, es decir que desde un estado podremos aplicar cero, una o mas tran-
siciones del automata para cada simbolo del alfabeto de entrada. Estos autéomatas
no van a ser en general programables, pero normalmente son mucho més simples
que los autématas deterministas ya que suelen tener menos estados y menos tran-
siciones. También veremos la equivalencia entre los autématas indeterministas y
deterministas.

Definicién: Un autémata finito indeterminista es una estructura
M = (K,%, A, qo, F) donde:

K es un conjunto finito de estados,

Y es el alfabeto de entrada,

qo es el estado inicial,

F C K es el conjunto de estados aceptadores, y
A es un subconjunto de K x (XU {\}) x K.

Observamos, como comentabamos anteriormente, que A no es una funcién, por
lo cual puede haber indeterminismos y transiciones con A.

Definiciones: Si M = (K,X, A, qo, F) es un autémata indeterminista definimos
los siguientes conceptos:

Una transicién es un elemento de A.

Una configuracion de M es una palabra qr € KX*.

Si px, qy son configuraciones de M, decimos que px produce gy en un paso de
cémputo si x = uy para algin u € XU {\} y (p,u,q) € A. Lo denotaremos como
pT o qy.

Si px,qy son configuraciones de M, pxr produce gy si existen configuraciones
Co, .-+, Cn, tales que pr = ¢o Fpr c1... Far ¢, = qy. Lo escribimos como pz 3, qy.
Una palabra x € ¥* es reconocida o aceptada por M si existe ¢ € F' tal que
qor Fiy q.

Definimos el lenguaje asociado a M como L(M) = {z € ¥* : = es reconocida por

Ahora vamos a ver la ventaja de los autématas indeterministas haciendo el mis-



mo ejemplo que hemos realizado antes con un autémata determinista. Recordemos
que queremos definir un autémata indeterminista M = (K, {a, b}, A, qo, F) tal que
L(M) = {x € {a,b}* : hay una a en la antepentltima posicién de x}. Lo haremos
de una manera mucho mas simple a la anterior.

a,b

b b

En este automata nos aprovechamos del indeterminismo al entrar una a en el
estado inicial y no definimos ninguna transicion desde ¢3. Esto nos permite pasar de
los ocho estados anteriores a solo cuatro, con un grafo mucho mas sencillo. Notemos
que este grafo es correcto ya que si una palabra contiene una a en la antepentlti-
ma posicién el computo que debemos considerar para reconocer la palabra es el de
mantenernos en el estado inicial hasta las dltimas tres letras, y entonces hacer los
tres pasos de computo que nos lleven al estado gs.

Ahora pasamos a ver la equivalencia entre los autématas deterministas y los
autématas indeterministas. Observemos que todo autémata determinista es tam-
bién un autéomata indeterminista. Evidentemente el reciproco no es cierto pero el
siguiente teorema nos va a permitir construir un autémata determinista equivalente
a un autéomata indeterminista.

Teorema 3.1. Para todo automata finito indeterminista M existe un automata fi-
nito determinista M’ tal que L(M) = L(M’).

Para demostrar este teorema necesitaremos definir la clausura de un estado.
Si M = (K,X, A, qo, F) es un autémata indeterminista y p € K, definimos la clau-
sura de p como A(p) = {q € K : pA 3, ¢}, es decir el conjunto de estados accesibles
desde ese estado con A-transiciones.

Demostracion. Sea M = (K, %, A, qo, F') un autémata indeterminista. Queremos
construir un autémata determinista M’ = (K', X, ¢, q, F') equivalente a M. La idea
para construirlo, es ver nuestro autémata indeterminista ocupando, en un momento
dado, no un solo estado sino un conjunto de estados de M. Concretamente este
conjunto serd el conjunto de estados a los que se puede llegar desde el estado inicial
dada un entrada determinada y habiendo realizando un nimero de cémputos en
concreto.

Ahora ya podemos especificar los elementos de M.

K' = P(K), que es el conjunto formado por todos los subconjuntos de K.
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4, = A(q), es decir el estado inicial es el conjunto de estados formado por los
estados de M a los que se puede acceder sin leer ningiin simbolo.

F'={Q e K':QNF # 0}, es decir cualquier conjunto que contenga algiin estado
aceptador de M serd un estado aceptador de M’.

0" definida por

"(Q,a) = U{A(p) : p € K y (¢,a,p) € A para algiin ¢ € Q}
para todo @ € K',a € X..

Remarcamos que el autémata que acabamos de definir es efectivamente un autéma-
ta determinista ya que la funcion ¢’ esta inivocamente determinada y que no existen
transiciones con A. Ahora debemos ver que L(M) = L(M'). Para hacerlo demos-
traremos que para qualquier palabra w € X* y dos estados p,q € K tenemos:

quw i, p <= Alq)w i, P para algin P que contenga p

Notemos que si demostramos esto la demostracién concluye ya que w € L(M) <
qow 5, ¢ para algin ¢ € F siy solo si A(go)w 3, @ para algun () que contenga g,
que es lo mismo que decir ¢gyw 3, @ para algin Q € F' < w € L(M'). Procedemos
a demostrar la proposicién por induccién sobre la longitud de w.

Caso bésico: |w| = 0: Entonces w = . Hay que ver que

qFype Ag Fy P

para algin P que contenga a p.
Por un lado tenemos que ¢ F3, p < p € A(q) < Aq) 5, P.
Por otra parte tenemos que A(q) F3, P < P = A(q) < ¢+, p- Lo que concluye el
caso basico.
Caso inductivo: Suponemos que es cierto para palabras w tales que |w| < n.
Tomamos entonces w tal que |w| = n + 1. Podemos expresar w = va donde a € &
y v es una palabra tal que |[v| = n.

Para provar la implicacién de izquierda a derecha suponemos qw 3, p. Enton-
ces existen dos estados intermedios r, s tales que

qw = q(va) by, raby sy p

Es decir separamos el computo de leer w en dos pasos. El primero consiste
en leer v y el segundo en leer a. Del primer paso deducimos que qv 3, 7 v,
como |v| = k, por hipétesis de induccién, A(q)v F3,, R para algin R que con-
tenga r. Como ra by s tenemos que (r,a,s) € A,y por construccién de M’,
A(s) C 0'(R, a).Como ademds tenemos que s %, p, en consecuencia p € A(s). Aho-
ra tenemos que p € ¢'(R, a). Por consiguiente Ra by, P para algin P que contiene
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a p, y por tanto A(q)(va) k3, Ra 'ty P.

Para la otra implicacién suponemos que A(q)w F3, P para algin P que conten-
ga p. Entonces existe un estado intermedio R tal que A(q)(va) 3, Ra t-pp P para
algiin P que contenga a p y algun R tal que ¢'(R,a) = P.

Recordemos que, por definicién,d’(R, a) = U{A(s) : (r,a,s) € A para algin r € R}.
Ademads, como p € P = §'(R, a) existe un s en concreto tal que p € A(s), y existe un
r € R en concreto tal que (r,a, s) es una transicién de M. Ahora como A(q)v F5, R
aplicamos la hipdtesis de induccién y tenemos que qv 3, r. Por consiguiente, jun-
tando las condiciones obtenidas, deducimos que qv F3, r = g(va) 5, ra by s B3y
p. Il

3.3. Operaciones para autématas finitos

El objetivo de este apartado es demostrar el siguiente resultado.

Teorema 3.2. La clase de lenguajes aceptada por un automata finito es cerrada
respecto de las siguientes operaciones:

a) union

b) concatenacion

¢) clausura

d) complementacion

e) interseccion

Demostracion. Para demostrar este teorema, en cada apartado, tomaremos dos
autématas finitos My y My y construiremos un nuevo autémata finito M que re-
conozca el lenguaje deseado. Si K7 y K5 son los conjuntos de estados de My y Mo
respectivamente, consideraremos que K; N K, = (), en caso contrario es solo cuestion
de renombrar los estados.

CL) Unioén. Si M1 = (Kl,E,Al,ql,Fl),Mg = (KQ,E,AQ,qQ,FQ) son automatas in-
deterministas, queremos construir un autémata indeterminista M tal que L(M) =
L(M,) U L(Ms,). La idea en este caso es que nuestro autémata final M, al recibir
una palabra w, pueda realizar tanto el computo que haria M; como el que haria
M, de tal forma que el lenguaje reconocido por M serd la uniéon de ambos. Para
hacerlo, crearemos un nuevo estado inicial ¢y con dos A—transiciones una a ¢; y
otra a ¢o y los dos autématas iniciales invariantes, de modo que M imite a M; o a
M,. Formalmente M = (K, %, A, qo, ') donde:

K=K UKyU{q}, F=FUF, A=A1UAU{(q0 Aq) (90, q)}

b) Concatenacién: Si My = (Kq,3, Ay, qq, F1), My = (K3, X2, Ag, g2, F3) son autéma-
tas indeterministas, queremos construir un autémata indeterminista M tal que
L(M) = L(My)L(M,). Aqui lo que queremos es que M, al recibir una palabra
w, realice el computo de M, y seguidamente el de Ms. Para hacerlo, M iniciard
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siendo idéntico a M, pero los estados aceptadores de M, estaran conectados al es-
tado inicial de M; mediante transiciones con A. De este modo una palabra sera
aceptada por M si inicia realizando unos pasos de computo para ser aceptada por
M y sigue realizando otros para ser aceptada por M, que es precisamente lo que
queremos. Formalmente M = (K, %, A, qo, F') donde:

K:K1UK2, F:FQ, qo0 = q1, A:A1UA2UF1 X{)\}X{(]Q}

c¢) Clausura: Si M = (K1,%, Ay, q1, F1) es el autémata indeterminista inicial, que-
remos construir un autémata indeterminista M tal que L(M) = L(M;)*. Esta vez
lo que queremos es que M, al recibir una palabra w, pueda realizar el computo que
realizarfa M; un nimero indefinido de veces (o ninguna). Lo que haremos serd crear
un nuevo estado inicial, que también sea aceptador, para asegurar que la palabra
vacia sea reconocida. Ademads este estado tendra una transicion con A al estado
inicial de M;. El resto se mantendra como en M; pero anadiremos A—transiciones
de los estados aceptadores de M, al estado inicial de M7, de esta manera una vez se
ha leido una palabra en L(M;) se reinicia el computo, que es precisamente la idea
de la clausura. Formalmente M = (K, X, A, qo, F') donde:

K=KU{q}, F=FU{qp}, A=A UF x{\} x{q}.

d) Complementacién: Consideramos M; = (K1, %,01, ¢, F1) un autémata deter-
minista inicial. Queremos construir un autémata determinista M tal que L(M) =
L(M;). En este caso el autémata resultante es M = (K, X, 4, gy, K\F); es decir,
consiste en cambiar los estados aceptadores.

e) Interseccién: Si My = (K4, %, 01, q1, F1), My = (K3, %, 82, q2, F3) son autématas
deterministas, queremos construir un autémata determinista M tal que L(M) =
L(My) N L(Ms). Aqui la idea va a ser generar el conjunto de estados como pa-
res, donde el primer elemento es un estado de M; y el segundo de M,. La idea
entonces es realizar las transiciones elemento a elemento, tal y como seria en los
autématas originales y entonces los estados aceptadores son aquellos en que ambos
elementos eran aceptadores en sus respectivos automatas originales. Formalmente
M = (K,%, A, q, F) donde:

K = K; x K27 F=F x F27 do = (Q1,q2), 5((q17q2)7a) = (51(q17a)’52(q27a)) para
todo ¢1 € Ky1,qs € Ks.

Obsérvese que si w € ¥* entonces

w € L(M) & qow 3, pparaalgin p € F < (g1, ¢2)w 3, (p1, p2) donde p = (p1, p2)
= 1 l_*Ml P11y G2 }_7\/[2 P2 & W E L(Ml) yw e L(MQ) & W E L(Ml) N L(M2> ]

3.4. Autdématas finitos y expresiones regulares

Nuestro objetivo en esta seccién es ver la relacién entre los autéomatas finitos y
las expresiones regulares.

Proposicion 3.3. Todo lenguaje finito es reqular
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Demostracion. Si tenemos un lenguaje finito L = {ay, ..., @, } tomamos la expresion
regular « = a; U ... U a,. ]

Teorema 3.4. Un lenguaje L es reqular < existe un automata finito M tal que
L(M)=1L.

Demostracion. Empezamos con la implicacién de izquierda a derecha (=). Recor-
demos que tal y como hemos definido las expresiones regulares, la clase de los
lenguajes regulares es la clase mas pequena de lenguajes que contenga el conjunto
vacio,el conjunto {A} los conjuntos de un solo elemento a, donde a € ¥ y que sea
cerrada respecto a la union, la concatenaciéon y la clausura. Trivialmente podemos
construir autématas que reconozcan los conjuntos de un solo elemento (serfa un
autémata con dos estados donde uno es el inicial, el otro el aceptador, y la tinica
transicion que existe es la de leer el simbolo en cuestion que nos lleva del estado
inicial al aceptador). Y el teorema que acabamos de ver nos dice que los lenguajes
generados por autématas finitos son cerrados respecto a estas tres operaciones, con
lo que cualquier lenguaje regular es aceptado para algin autémata finito.

Para la otra implicacién(<) consideraremos un autémata indeterminista M =
(K,%,A,q1, F) y construiremos una expresién regular « tal que L(a) = L(M).
Lo que haremos serd expresar L(M) como la unién de un nimero finito de len-
guajes mas simples. Suponemos K = {q,...,q,} , entonces para i,j,= 1,..,n, y
k =0,...,n definimos «(i, j, k) como el conjunto de palabras de ¥* que, en nuestro
autémata, nos llevan del estado g; al estado g;, sin pasar por ningun estado ¢; donde
[ > k. En particular si £k = n tenemos que

()é(’i,j, n) = {w € E* - qiw l_*M QJ}

De lo que deducimos que L(M) = U{a(1,j,n): q; € F'}

Si todos los conjuntos a(i, j, k) son regulares, la unién que hemos descrito también
lo serd, y por tanto L(M) es regular. Asi que solo nos falta ver que «(i, 7, k) es
regular, lo cual lo haremos por induccién sobre k.

Si k=0, a(i,j,0) serd un conjunto formado inicamente por simbolos a € ¥ tales
que (¢;,a,q;) € A, (més, quizés, la palabra vacfa). Como, en todo caso, «(, j,0) es
finito, es regular.

En el paso inductivo suponemos que «a(i,j, k — 1) es regular para cualquier i, j.
Entonces definiremos «(3, j, k) a partir de lenguajes regulares utilizando las opera-
ciones béasicas de las expresiones regulares. Tenemos que

a(t, g, k) =ali,j,k — 1) Uali, k, k— Dok, k k—1) ok, j, k—1)

Es decir las palabras que van del estado g; al estado ¢; sin pasar por ningin estado
con indice mayor que k realizan uno de los siguientes computos en M.

1)Van del estado ¢; al estado g; sin pasar por ningin estado de indices mayor que
kE—1.
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2)Van de ¢; a g sin pasar por ningin estado con indice mayor que k — 1, luego van
zero o mas veces de ¢; a g, y finalmente van de g a ¢; sin pasar por ningin estado
de indice mayor que k — 1.

Como, por hipétesis de induccion, a(i, j, k—1), a(i, k, k—1), a(k, k, k—1), a(k, j, k—
1) son lenguajes regulares, y los lenguajes regulares son cerrados respecto a la
clausura, la concatenacién y la unién, deducimos que «(i, j, k) es regular. Il

Ahora tras ver este resultado podemos demostrar el Teorema 2.2 por el que un
homomorfismo inverso aplicado a un lenguaje regular sigue siendo regular.

Para ello necesitamos una nueva definiciéon para poder aplicar la funcion de tran-
sicién ¢ de un autémata determinista M = (K, 3, J, qo, F') sobre una palabra entera
y no sobre un solo simbolo. Para ello, definiremos la funcién Sde K x¥Y a K
partiendo de la funcién ¢ y por induccién sobre la longitud de una palabra z.

6(q,\) = ¢

~ -~

d(q,za) = 6(4(q,x),a) donde a € &

Demostracion. (del Teorema 2.2) Sea M = (K, X9,6,q, F') un autémata deter-
minista que reconoce L. Construimos el autémata determinista de h='(L) al que
llamamos M’ = (K, 1,4, qo, F) de la siguiente manera. Los estados, el estado final
y el estado aceptador son los mismos. que en M. El alfabeto de entrada es ahora
¥ y la funcién de transicién ¢’ viene definida por

3'(q.) = 3(4, (@) )

Notemos que es necesario hacer uso de § ya que h(a) podria contener mas de un
simbolo. Ahora lo que queremos ver es que g’(q, r) = g(q, h(z)) para todo z € ¥*.
Lo haremos por induccién en la longitud de .

Caso basico: z = A, entonces §'(q,A) = ¢ = = d(q, h(N)).

Caso inductivo: Suponemos 0'(¢, ) = (g, h(z)) y tomamos a € ¥.

Tenemos 5A/(q, ra) = 5’(3’((1, x),a) por definicién de &

= (5’(5((], h(z)),a) por hipétesis de induccién
= §(6(q, h(x)), h(a)) por definicién de ¢’
= d(q, h(x)h(a)) por construccién de o

= 0(q, h(za)) por definicién de un homomorfismo.
Ahora ya podemos probar que L(M') = h=*(L(M)). Tomamos x € ¥*. Entonces

z € L(M') & 8(go, ) € F < 8(go, h(z)) € F & h(z) € L(M) & z € h™(L(M))
O

3.5. Lenguajes no regulares

En la ultima secciéon hemos visto todas las propiedades de los lenguajes regula-
res, sin embargo atn no hemos visto sus limitaciones. En esta seccion el objetivo es
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poder demostrar cuando un lenguaje no es regular. Para eso tenemos el teorema de
bombeo para lenguajes regulares.

Teorema 3.5. Sea L un lenguaje reqular. Entonces existe un entero n > 1 tal que
para cualquier palabra w € L, |w| > n existe una representacion w = xyz donde
(1) y # A,

(2) lzyl <ny

(3) xy'z € L, Vi > 0.

Demostracion. Sabemos que si L es regular, dicho lenguaje es aceptado por un
automata finito M. Suponemos que n es el nimero de estados de M y cogemos una
palabra w de longitud n o mayor. Entonces consideramos los primeros n pasos de
cémputo de esta palabra.

qO(U)l'UJQ...U}n> l_M ql(wag...wn) |_M l_M dn

donde ¢y es el estado inicial. Recordemos que nuestro autémata tiene n estados y
estamos realizando n + 1 configuraciones, por tanto existen 7,7, 0 <17 < j < n tales
que ¢; = ¢;. Por tanto la subpalabra y = w;w;1...w; inicia en un estado, realiza
unos pasos de computo y vuelve a el mismo estado; es decir que esta subpalabra
no influye al determinar si la palabra original es aceptada o no por el autémata.
Por tanto podemos generar una nueva palabra donde repetimos esta subpalabra
indefinidamente, ya que esta nueva palabra seguira siendo acceptada por M. Final-
mente notemos que efectivamente |xy| < n ya que solo hemos tomado los primeros
n simbolos de w. O

Veamos un ejemplo donde aplicar este teorema.

Ejemplo: El lenguaje L = {0™"1" : n > 0} no es regular. Supongamos que si lo fuera
y aplicamos el teorema anterior para un cierto n. Cogemos la palabra w = 01", su
representacion w = zyz debe cumplir que y # Ay |zy| < n de lo que deducimos
que y = 0° para algun i > 0. Finalmente debe cumplirse que zy‘z € L, lo qual
claramente no es cierto, ya que esta nueva palabra sigue teniendo el mismo ntimero
de unos que la palabra original, mientras el nimero de ceros aumenta si ¢ > 1, por
tanto no pertenece a la palabra original.

Ejemplo: El lenguaje L = {z € {0,1}* : no(z) = n1(z)} no es regular. Suponemos
que L es regular. Consideramos L; el lenguaje generado por la expresion regular
0*1*. Como los lenguajes regulares son cerrados respecto a la interseccién, LN Ly es
regular. Sin embargo la interseccién de estos dos lenguajes es Ly = {0"1" : n > 0},
que ya hemos visto que no es regular. Por tanto L no es regular.

Ejemplo: El lenguaje L = {a™ : n es primo} no es regular. Como antes, su-
pongamos que si lo fuese, y tomamos, cumpliendo las condiciones del teorema,
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r=aP,y=al z=a" donde p,r >0y q> 0. Aplicando el teorema xy’z € L para
todo ¢ > 0, es decir p + iq + r es primo para todo ¢ > 0. Esto, sin embargo, no es
posible ya que si tomamos i = p+2q+7r+2, entonces p+iqg+r = (¢g+1)(p+2q+7),
que es el producto de dos nimeros naturales mayores que 1, y por tanto no es primo.

3.6. Aplicaciones
3.6.1. Programa para reconocer un patron en un texto

Consideremos el problema clasico de buscar en un texto una secuencia de carac-
teres, que suele denominarse patron: tenemos un texto t, que suponemos largo en
relacion al patrén, escrito sobre un cierto alfabeto Y, y un patrén p, que suele ser
una palabra o un prefijo, y queremos determinar si el patrén aparece en algiun lugar
del texto. Podemos crear un algoritmo ”ingenuo”, que se limita a buscar la primera
aparicion del patrén.

Esta seria la programcién en lenguaje C del programa ”ingenuo”.

int buscar (char texto [], char patron|[], n,m){
//n y m son las longitudes del texto y patrén respectivamente
int i,j;
for(i = 0; i <n—m+ 1; i++){
j=0;
while (texto[i4+j] = = patron[j] & j < m){
s
¥
if (j==m);
return 1;
}
return O;

Se trata de situarse en una posicion del texto y comparar uno a uno los sucesivos
simbolos del patrén con los correspondientes del texto a partir de la posicién consi-
derada, interrumpiendo la confrontacién a la primera discrepancia, para pasar a la
posicién siguiente en el texto. El proceso finaliza en cuanto se encuentra la primera
aparicion del patron. Una cota superior del nimero de comparaciones entre pares
de simbolos efectuadas por este algoritmo es n(m+1)/2, donde n y m son las longi-
tudes del texto y del patrén, respectivamente. Hemos calificado el algoritmo como
ingenuo porque no saca provecho alguno de las informaciones que va recogiendo a
medida que explora el texto. Veremos como se puede mejorar sustancialmente el
tiempo de proceso utilizando un autémata finito. Para explicitar un caso concreto,
supongamos % = {a,b} y p = abaa. El grafo de abajo muestra un autémata finito
determinista de cuatro estados que acepta exactamente los textos que contienen es-
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te patrén. El autémata arranca en el estado ¢ i va leyendo el texto t de izquierda a
derecha, segtin le indica el simbolo que lee en cada instante. Si el texto t contiene el
patrén p como subpalabra, el autémata entra en el estado g4, que serda denominado
estado de aceptacién, justo cuando acaba de leer por primera vez dicha subpalabra.

b a a,b
& a
start —( 4o @ q2
b
b

Es facil demostrar que, sea cual sea el patrén p considerado, si [p| = m existe un
autémata finito determinista de m + 1 estados que efectiia el proceso de busqueda.
Este automata ejecuta exactamente n pasos para leer un texto de longitud n. En
consecuencia, la tarea total de construir el autémata a partir del patrén i procesar
a continuacién el texto con él, requiere O(m + n) pasos, contra los O(m - n) del
algoritmo ingenuo.

3.6.2. Analizador 1éxico

Como sabemos un compilador es el encargado de transformar un archivo de en-
trada en codigo ejecutable. Para eso hay tres fases: el analisis léxico, el andlisis
sintactico y el andlisis seméantico.

El trabajo del analizador léxico es leer los caractares del cédigo fuente y trans-
formarlos en unidades 16gicas (como identificadores, enteros, palabras reservadas...)
para que lo aborden las partes siguientes del compilador. El diseno de un analizador
léxico puede hacerse mediante autématas finitos.

Para simplicar, consideraremos que nuestro lenguaje de programacion tiene solo las
siguientes unidades 16gicas (que llamaremos tokens):

(1) Los identificadores, palabras formadas por letras o digitos, que pueden contener
el subrayado, pero no pueden empezar por un digito.

(2) El tipo entero, formado por uno o més digitos

(3) Cada palabra reservada (for, while, int ...)

(4) Stmbolos relacionales (=, ==, <, <=, >, >= ...).

(5) Operadores aritméticos, +, —, *, /.

(6) Simbolos de puntuacién ( (, ), ;, @)

Ahora para construir nuestro autémata usaremos [ para referirnos a cualquier
letra, d para referirnos a cualquier digito, a para cualquier simbolo del lenguaje y
bl para referirnos al espacio en blanco.
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En este grafo faltan el caso de >, >= que es analogo al de <, <=, y los casos x,
— que son analogos al caso +.
Ahora para programar el autémata resultante hacemos las siguientes modificaciones:
(1) Cuando se llega a un estado marcado con * no se lee el siguiente carécter.
(2) Cuando se llega a un estado aceptador se devuelve el token asociado a ese estado
y volvemos al estado inicial.
(3) Cuando se llega a id se explora la tabla de las palabras reservadas del lenguaje.
Si la unidad reconocida no estd en la tabla se da como salida "identificador”, si no
la palabra reservada.
(4) Cuando llega a un comentario el analizador léxico lo saltard, ya que no tiene
interés para el analisis sintactico.
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4. Lenguajes incontextuales

En el tema anterior hemos visto como podemos usar los automatas finitos para
reconocer lenguajes que pueden ser generados por una expresion regular. En este
tema, definiremos un nuevo tipo de autémata, los autématas con pila, los cuales se
utilizan para el diseno del analizador sintactico y semantico de un compilador.

4.1. Autématas con pila

Los autéomatas con pila tienen una cinta, un puntero y un conjunto de estados
como en los autématas finitos, pero esta vez también tenemos una pila. Cada vez
que realizamos un paso de cémputo podemos anadir o quitar elementos de la pila.
Esta pila funcionara igual a las pilas que pueden usarse en los lenguajes de progra-
macion, es decir, cuando anadimos un elemento, éste se pone en la cima de la pila
y si queremos eliminar un elemento debe ser el elemento de la cima. Entonces, una
palabra serd reconocida si existe un cémputo que lee toda la palabra de entrada,
termina en un estado aceptador y deja la pila vacia.

Definicién: Un autémata con pila es una estructura M = (K, %, T, A, qo, F)
donde:

K es un conjunto finito de estados,

Y es el alfabeto de entrada,

I' es el alfabeto de la pila,

qo es el estado inicial,

I C K es el conjunto de estados aceptadores, y

A es un subconjunto finito de (K x (XU {A}) x I'*) x (K x I'").

Formalizando las ideas que comentabamos anteriormente, si en un paso de compu-
to se aplica ((p,a,b),(q,z)) € A entonces:
(1) Se pasa del estado p al estado q.
(2) Si a # A, se lee a en la cinta de entrada.
(3) En la pila se reemplaza b por z. Si b # A, entonces b debe estar en la cima de la
pila.

Definiciones: Si M = (K,%, T, A, qo, F') es un autémata con pila definimos los
siguientes conceptos:

Una transicién es un elemento de A.

Una configuracion de M es una palabra agr € I'*KY¥*, donde « es el contenido
de la pila en ese momento, ¢ el estado actual, y x la subpalabra de entrada que falta
por leer.

Si apz, Bqy son configuraciones de M, decimos que apzr produce Sqy en un paso
de computo si podemos pasar de apr a fqy aplicando una transicién de A. Lo
denotaremos como apx F,r Bqy.

Si apzx, Bqy son configuraciones de M, apr produce fBqy si podemos pasar de
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apr a fqy aplicando un numero finito de transiciones de A Lo escribimos como
apx Fyy Bay.
Una palabra z € »* es reconocida o aceptada por M si existe ¢ € F' tal que
Agox Fhp AgA.
Definimos el lenguaje asociado a M como L(M) = {x € ¥* : z es reconocida por

Al igual que en los autématas finitos, solo podemos programar los autématas
con pila que no contienen indeterminismos, por eso nos va a ser 1til definir los
automatas con pila deterministas.

Definicién: Sea M = (K, X, T', A, qo, F) un autémata con pila

(a) Decimos que dos transiciones ((pi1,z1,1),(q1,51)), ((p2, T2, @2), (g2, F2)) son
compatibles si:

(1) P1=D2

(2) i =az0a; =Aoay =\

(3) $1:$20$1:>\O$2:)\

(b) Decimos que M es determinista, si en A no hay dos transiciones compati-
bles distintas

Ejemplo: En el tema anterior hemos visto que el lenguaje L = {z € {0,1}* :
no(x) = ny(z)} no es regular y por tanto no puede expresarse con un autémata
finito. Sin embargo si podemos hacerlo mediante un autémata con pila. Definimos
el autémata con pila M = ({qo, q1, 42}, {0,1},{0,1,2}, A, qo, {q2}) donde A tiene
las siguientes transiciones:
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La idea es utilizar la pila como un contador, si hay n ceros en la pila quiere
decir que en ese momento se han leido n ceros mas que unos. Para eso cada vez
que leemos un 0 aplicamos una de las transiciones 2-4 mientras que si leemos un
1 aplicamos una de las transiciones 5-7. Al aplicar estas transiciones tenemos dos
opciones, eliminar el simbolo de la pila en caso de que sea el opuesto al que estamos
leyendo, o anadir el simbolo que leemos en la pila. El 2 solo nos sirve para asegurar
que la pila no esta vacia y se va a eliminar en el ultimo paso de computo. Veamos
como seria el computo de la palabra z = 001110.
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Estado  Cinta Pila Transicion
q0 001110 A

¢ 001110 2 1
¢ 01110 02 2
@ 1110 002 3
¢ 110 02 7
¢ 0 12 5
a1 A 2 4
g2 A A 8

4.2. Gramaticas incontextuales

En el primer tema vimos como podiamos representar lenguajes mediante una
sola palabra gracias a las expresiones regulares. Una gramatica incontextual nos va
a permitir generar un lenguaje mediante un conjunto de reglas.

Definicién: Una gramdtica incontextual es una estructura G = (V, 3, P, S)
donde:

V' es un alfabeto.

> es un subconjunto V' a cuyos elementos se les llama simbolos terminales. A los
elementos de V\X se les llama variables.

P es un subconjunto finito de (V\X) x V* a cuyos elementos se les llama reglas o
producciones.

S es la variable inicial.

Definiciones: Sea G = (V, 3, P, S) una gramética incontextual:

Si (A, z) € P, escribiremos A — z.

Si (A, x1),...(A,z,) € P, escribiremos A — x1]...|z,.

Sean u,v € V*.

(a) v se deriva de u en un paso si existen z,y,w € V*, A € (V\X) tales que
u=zAy, v=rawyy (A, w) € P. Lo escribiremos como u = v.

(b) v se deriva de u si existen ug, uy, ..., u, € V*, tales que u = ug =¢ uj... =¢
u, = v. Lo escribiremos como u =, v.

Similarmente podemos definir el concepto de derivacién por la izquierda (res-
pectivamente derivacién por la derecha) que consiste en sustituir la primera
variable, es decir la situada més a la izquierda de la palabra (resp. la tltima). For-

malmente u = v (resp. u £ v) siexisten z € X*, w,y € V* (resp. z,w € V* y € X*)
y A € (V\Y) tales que u = zAy, v = 2wy y (A,w) € P.

. I* R* . " I
Escrbimos u = v (resp. u = wv) si existen ug, uy, ..., u, € V*, tales que u = uy =
Uuy... X U, = v (resp. u = ug Eig Uuy... Eig Uy = V).

Definimos el lenguaje generado por G como L(G) = {z € ¥*: S = z}.

Decimos que un lenguaje L es incontextual si existe una gramatica incontex-

tual G tal que L = L(G)
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Ejemplo: Como antes, queremos generar L = {z € {0,1}* : no(z) = ny(z)}.
Definimos una gramatica incontextual G = ({5,0,1},{0, 1}, P,.S) donde P consta
de:

1. 5 — 05185,
2.5 =+ 1508,
3.5 =X

Solo tenemos tres producciones , las dos primeras nos permiten poner ceros y
unos libremente, pero siempre poniendo el mismo niimero de ceros y unos. La otra
es simplemente eliminar la variable para finalizar la derivacion. Claramente todas
las palabras generadas de esta manera perteneceran al lenguaje que queremos y
todas las palabras del lenguaje pueden generarse segiin estas reglas.

Ahora veremos que si restringimos las gramaticas incontextuales a unas ciertas
condiciones, podemos generar unicamente los lenguajes regulares.

Definicién: Una gramatica regular es una estructura G = (V,%, P,S), don-
de V., X y S son como en la definicién de gramatica incontextual, pero todas sus
producciones son de la forma

A—-z2zBoA—=x

donde A,B € V\X y x € ¥*.
Si x = xy...x, donde x; € ¥ podemos sustituir las regla A — xB por las reglas

A— $1A1, Al — ZIZ'QAQ, ceny Aan — ‘Tn,lAn,l, An,1 — LCnB
y la produccion A — x por las producciones
A— xlAl, Al — .Z'QAQ, ceey An72 — %nflAnfl, An,1 — T

De tal modo podemos simplificar la definicién anterior, imponiendo que z € X U{\}
lo cual nos va a simplificar la demostracion del teorema siguiente.

Ahora juntando los resultados del tema anterior obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Para todo lenguaje L son equivalentes:

(1) Eziste un automata finito determinista M tal que L(M) = L.
(2) Eziste un autdmata finito indeterminista M tal que L(M)
(8) Eziste una expresion reqular « tal que L(a) = L.

(4) Existe una gramdtica regular G tal que L(G) = L.

L.
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Demostracion. Por los teoremas 3.1 y 3.4, sabemos que los tres primeros puntos
son equivalentes. Por tanto nos limitaremos a demostrar que (4) = (2) y (1) = (4).
Empezamos demostrando que (4) = (2).

Suponemos pues que tenemos una gramética regular G = (V, X, P, S) donde las
producciones de GG son de la forma anteriormente descrita. Definimos un autémata
finito M = (K, X, A, qo, F') donde:

K =V\XU{f}, donde f es un nuevo simbolo

F—{f}

qp =S

A={(Az,B):A—zBe PtU{(Az,f): A— zx}

Es facil comprobar que L(G) = L(M).

Para demostrar que (1) = (4) tomamos un autémata finito determinista M =
(K,%,0,q, F), definimos una gramatica regular G = (V, %, P, S) donde
V=KUY,

S = {QO}u
P={q—ap:6(qg,a)=ptU{g—>A:q€ F}
Se comprueba facilmente que L(M) = L(G). O

4.3. Arboles de derivacién

En esta seccién veremos como expresar las derivaciones en una graméatica incon-
textual mediante un arboles de derivacién. El concepto de arbol de derivacién es
esencial en el diseno de compiladores.

Definicién: Si G = (V, X, P, S) es una gramética incontextual, asignamos a una
derivacion S =7, o de G el siguiente arbol de de derivacioén:

(1) La raiz del arbol es S.

(2) Cada nodo interno del érbol corresponde a una variable sustituida en el proceso
de derivacién.

(3) La palabra formada por las hojas del drbol en sentido de izquierda a derecha es .

Deficinicién: Decimos que una gramatica incontextual G es ambigua si existe
x € L(G) que tiene més de un arbol de derivacion.

Ejemplo: Veremos un ejemplo muy ttil para lenguajes de programacién. Defini-
mos la gramadtica incontextual G = (V, X, P, S) donde V\X = {S, E} y P consta de:

1.S = if(F) S else S
2.5 —if(E) S
Donde S y E pueden ser sustituidas por condiciones.

Vamos a ver que G es ambigua.
Consideramos que queremos realizar una instruccién del tipo i f(Cy) i f(Cs) Ry else
Rs.
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Podemos observar que el siguiente arbol deriva la instruccién deseada

iof ( E ) S else S
TN
Ch iof ( E ) S Ry

W

\

Ch if ( E ) S else
CQ R1
Tenemos dos arboles para la misma palabra, entonces la gramatica definida es am-

bigua.

Podemos observar que el primer arbol de derivacién es erroneo ya que el "else” hace
referencia al ”if” externo y no al interno como deberia ser. En este caso si anadimos
la variable S; y sustituimos las dos primeras reglas por las tres siguientes

S —if(E) S else S
S s if(E)S
Sl — Zf(E) Sl else Sl

eliminamos la ambiguedad de la gramatica ya que anadiendo S; evitamos que la
gramatica genere instrucciones condicionales simples. Claramente el lenguaje gene-
rado es el mismo.

En general siempre va a ser preferible sustituir una gramatica ambigua por una
no ambigua. Como ya hemos visto en el ejemplo anterior las graméaticas ambiguas
pueden contener instrucciones con diferentes interpretaciones, algunas de las cuales
pueden ser incorrectas y, por tanto, dan resultado a diferentes ejecuciones. Sin em-
bargo, existen lenguajes que solo puede generarse mediante gramaticas ambiguas,
estos lenguajes se llaman inherentemente ambiguos. Por suerte, no es el caso de
los lenguajes de programacion.
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Observacién: Si G = (V, X, P,S) es una gramética incontextual, A € V\X y
w € X*, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) A= w
b) Existe un arbol de derivacién asociado a A = w
)

*
¢) Existe una derivacién por la izquierda tal que A L w
d) Existe una derivacién por la derecha tal que A £ w

(
(
(
(

4.4. Autématas con pila y gramaticas incontextuales

El objetivo de este tema es demostrar que los automatas con pila son el médelo
computacional para reconocer los lenguajes que generan las gramaticas incontex-
tuales.

Teorema 4.2. Para todo lenguaje L, existe un autémata con pila M tal que L(M) =
L si y solo si existe una gramdtica incontextual G tal que L(G) = L.

Demostracion. Demostraremos las dos implicaciones por separado.

Empezaremos demostrando que cualquier lenguaje incontextual es reconocido por
algin autémata con pila. Tomamos una gramatica incontextual G = (V, %, P, S);
queremos construir un autémata con pila M tal que L(M) = L(G). Este autémata
tendrd solamente dos estados, qo (el inicial) y ¢; (el aceptador). El cémputo va estar
permanente en ¢; después de su primer paso de computo. Ademas M usara V' como
el alfabeto de la pila. Formalmente M = ({qo,q1}, %, V, A, qo,{¢:1}) donde A consta
de las siguientes transiciones:

(1) ((q(h)\?)\)’(qlas))
(2) ((q1,\, A), (q1,x)) para cualquier produccién A — z en P.
(3) ((q17 a, CL), (q17 /\)) para todo a € X.

Nuestro autémata empieza realizando la transiciéon (1), que escribe S en la pila
inicialmente vacia y nos sitia en el estado ¢;. En los siguientes pasos, o bien sus-
tituye el elemento de la cima de la pila A € V\X por un z tal que (A,z) € P
(transicién (2)), o bien elimina el primer elemento de la pila a, siempre y cuando
coincida con el simbolo a leer en la cinta (transicién (3)). La idea de este autémata
es que los elementos de la pila coincidan con una supalabra (empezando por el ini-
cio) de la cinta de entrada. Para ello cada vez que aplicamos una transicién del tipo
(2) y sustituimos en la pila una variable por una palabra de V*, haremos la misma
sustitucién que harfamos en la gramatica incontextual. Ahora debemos probar que
efectivamente L(M) = L(G), lo que haremos demostrando la siguiente condicién.
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(%) Seaw € ¥* y a € (V\X)V* U {\}. Entonces S L e & Sqw i aqy.

Observemos que por la transicién (1) Agw Fu Squw, por tanto Agow Fi, Agy.

Con la condicién () la demostracion de esta implicacién concluye ya que tomando
*

a = A\, tenemos que S L wasi y solo si Squw 3, Ag1. Por tanto
wEL(G)<:>S:>*w<:>5é*w<:>5é*w)\<:>Sqlwl—*MAql<:>)\q0w|—}"w)\q1<:>
w € L(M).

Entonces vamos a demostrar (x) empezando por la implicacién de izquierda a dere-
cha. Suponemos que S Ty wa, donde w € £* y av € (V\X)V* U {A}. Ahora vamos
a demostrar por induccién sobre la longitud de la derivacion por la izquierda de w
desde S que Squw i, aq.

Caso basico: Si la derivacién es de longitud 0 entonces w = Ay a = .S, por tanto
Sqw 3, agr. )

Caso inductivo: Si S = wa por una derivacion de longitud < n, entonces Sqyw 3,
aqi .

Tomamos S = wuyg :L> U1 :L> =L> U, :L> Upy1 = wa una derivacion por la izquierda
de wa desde S. Suponemos que A es la primera variable de wu,. Entonces, como
Up, X Upi1, tenemos que u, = TrAY y u,y1 = xzy donde z € ¥* y,z € V*y
(A, z) € P. Como existe una derivacién por la izquierda de longitud n de u,, = xAy
desde S podemos aplicar la hipétesis de induccién, tomando o = Ay y tenemos que

Sqr Fir (Ay)a

Como A — z es una produccién de G tenemos (Ay)q; Fu (2y)q1 aplicando una
transicién del tipo (2). Fijémonos que u,.; = zzy = wa. Como w,r € X* y «
empieza con una variable existe un § € ¥* tal que w = zf y por tanto fa = zy.
Observemos que

(zy) B = (Ba)q1 By aq

al poder aplicar || transiciones del tipo (3) ya que § € ¥*.
Ahora por tanto al juntar las condiciones obtenidas tenemos

Sqw = SqxB Fy (Ay)aB Fu (2y)a B = (Ba)qf Fiy aq

concluyendo asi el paso inductivo.

Demostramos ahora la otra implicacién de (x).
Suponemos que Sqw Fj; agr donde w € ¥* y a € (VAX)V* U {A}, queremos ver

que S £ wa.

Nuevamente haremos la demostracién por induccion, esta vez por el nimero de
transiciones del tipo (2) que realicemos en el computo de M.

Caso bésico: Niguna transicién del tipo (2). El primer paso de computo, tras haber
realizado la transicién (1), debe ser por fuerza del tipo (2), ya que en la pila no hay
simbolo terminales. Por tanto si Sq;w 3, aq; sin transiciones del tipo (2), entonces
w= Ay a=._5, por tanto la condicién es cierta.

Caso inductivo: Si Squw F}; agq; en un computo con n o menos transiciones del
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tipo (2) entonces S £ wa. Suponemos que Sq;w 3, agp en n + 1 transiciones de
tipo (2) y separamos el cémputo en dos partes, en la primera parte realizaremos n
transiciones de tipo (2), y la segunda serd el resto del computo.

Sqi(xB) Fy (Ay)aB Far (zy)auB By aq

donde w = x3 para algin z, 5 € ¥* y (4, z) € P. Como Sq1(z0) Fi; (Ay)g1 58 de-
ducimos que S qlx l— (Ay)q: y por tanto podemos aplicar la hipdtesis de inducci(’)n

y tenemos que S é xAy y aplicando la produccion A — z tenemos que S :> x2y.
Como ademéds tenemos (zy)q18 F3; aqr v para realizar este computo solo se reali-
zan transiciones del tipo (3) tenemos que Sa = zy y por tanto siguiendo desde la

condicién anterior tenemos que S :> rzy = xfa = wa.
Esto concluye la demostraciéon de (%) y consecuentemente la primera implicacién
del teorema.

Procedamos con la otra implicacién del teorema. Queremos ver que cualquier len-
guaje asociado a un autémata con pila es un lenguaje incontextual.

Vamos a definir un autémata con pila simple, ya que asi podremos construir una
gramatica incontextual de forma mas sencilla.

Cualquier transicién ((g, a, 8), (p,7y)) del autémata con pila simple donde ¢ no es el
estado inicial, satisface que § € I' (alfabeto de la pila) y |y] < 2.

Es decir, este autéomata consulta siempre la cima de la pila (ningin simbolo maés)
y o bien lo elimina o bien lo sustituye por uno o dos simbolos. Evidentemente la
pila empieza estando vacia, con lo que si inicamente hubiera transiciones de este
tipo no podria realizar ningtin cémputo, por eso estas transiciones no tienen esta
limitacién cuando q es el estado inicial.

Ahora lo que queremos ver es que si un lenguaje es aceptado por un autémata
con pila cualquiera, entonces es aceptado por un autémata con pila simple. Para
verlo tomamos un autémata con pila M = (K, X, T, A, g, F') y construiremos un
autémata con pila simple M’ = (K", 3, T'UZ, A’ ¢}, {f'}) que reconozca L(M). En
este autémata consideramos un nuevo estado inicial ¢{ y un nuevo y dnico estado
aceptador f’. También anadimos Z al alfabeto de la pila, simbolo que usaremos para
denotar el ultimo simbolo de la pila. En A’ anadimos la transicién ((gj, A, A), (g0, Z))
que coloca el simbolo Z en la pila, el cual permanecerd en la pila hasta el iltimo paso
cémputo, en el cual eliminaremos Z para dejar la pila vacia. Ningiin otro cémputo
pondra Z en la pila. También afiadimos la transicién ((f, A\, Z), (f', Z)) para todo
f € F. Al realizar una de estas transiciones eliminaremos Z de la pila y el cémputo
finalizaré.

Inicialmente, A’ consiste de las dos transiciones que hemos comentado (que serén el
primer y ultimo paso de cémputo) y todas las transiciones de A. Pero debemos sus-
tituir todas las transiciones de A’ que infrinjan la norma de simplicidad. Lo haremos
en tres pasos, primero sustituiremos aquellas transiciones donde |#| > 2 (conside-
rando una transicién ((q,a, 5), (p,7))), luego modificar aquellas en que v > 2y
finalmente aquellas donde 8 = A. En cada paso debemos procurar no crear una
nueva excepcion de las que ya hemos solucionado en el paso anterior.
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Empecemos pues considerando una transiciéon ((q, a, 8), (p,v)) donde § = By Bs...B,
por B; € I' y n > 1. Lo que haremos seréd eliminar g simbolo a simbolo y no todo
de golpe. Anadiremos a A’ las siguientes transiciones:

((QJ )‘7 Bl)? <QB17 A))?

((QBU )‘7 BQ)? <QB1BQ7 /\))7

(‘(‘qu-an—Q? A B, )7 (quu-Bn—l’ A))
((qumBn—l? a, Bn? )7 (p7 7))

donde ¢p,  p, son nuevos estados que nos sirven para saber cual ha sido el ulti-
mo simbolo leido. De este modo, nos aseguramos que estas transiciones se realizan
en el orden correcto y por tanto son equivalentes a realizar directamente la tran-
sicién inicial. Repetimos este proceso con todas las transiciones ((q,a, ), (p,7))
donde 8 > 2.

Similarmente reemplazamos las transiciones ((q, a, ), (p,7)) donde v = C1C5...C,,
con n > 1 por las transiciones

((qa a, B)? (7“1, Cm))’

((Tlv )‘7 /\)7 <T27 Cm*1>>7
(P2 A N), (F1, )
((Tm—lv >\a )‘)7 (p7 Ol))

donde r; son nuevos estados que nos sirven para saber cual ha sido el tltimo simbo-
lo anadido a la pila. Recordemos que por el funcionamiento de la pila debemos
anadir los simbolos de v del tltimo al primero. Notemos también que estas tran-
siciones cumplen que v < 1 lo cual es méas fuerte que la condicién de simplicidad
que queriamos imponer, volveran a ser v < 2 en el siguiente paso. En este paso no
hemos anadido ninguna transicién de las modificadas en el paso 1.

Finalmente queremos reemplazar las transiciones del tipo ((¢, a, A), (p,7)) donde ¢ #
5. Las reemplazaremos por transciones ((q, a, A), (p, Ay)) para todo A € ' U{Z},
es decir en vez de anadir directamente un simbolo en la pila, quitamos el simbolo
de la cima y lo volvemos a anadir junto con el simbolo que queriamos. Recordemos
que gracias al elemento Z sabemos que siempre hay almenos un simbolo en la pila
(salvo al final del cémputo). Notemos que las nuevas transiciones introducen +'s de
longitud 2, lo cual no es un problema para la condicién de simplicidad y es necesa-
rio para no perder la generalidad de los autométas con pila. Estas modifaciones no
anaden ninguna de las dos excepciones anteriores.

Por construccién, todas las modificaciones que hemos hecho son equivalentes a la
transicién original, por eso el autémata con pila M’ satisface que L(M) = L(M’).
Con lo que ahora podemos simplificar la demostracion a encontrar una gramatica
incontextual G tal que L(G) = L(M').

Tomamos G = (V, %, P, S), donde V contiene, ademéas de un nuevo simbolo para la
variable inicial Sy los simbolos de ¥, una nueva variable [¢Ap] para todo p,q € K’
y para todo A € ' U {\, Z}. Para entender el significado de estas nuevas variables
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recordemos que queremos que G genere el lenguaje que reconoce M’. Entonces la
variable [¢Ap] hard referencia a una subpalabra de la palabra de entrada que puede
ser leida desde un instante en que M’ esta en el estado ¢ con A en la cima de la
pila, hasta otro en el que se elimina A y se pasa al estado p. Observemos pues que
si A = A, entonces [¢g\p] hace referencia a una supalabra de la palabra de entrada
que puede ser leida partiendo de un instante en el que nos encontramos en el estado
q hasta otro en el que pasamos al estado p sin variar la pila.

Ahora definimos las producciones de GG que seran de cuatro tipos.

(1) S = [qoZ f'], donde qq es el estado inicial de M y f’ el estado aceptador de M’.
(2) Para toda transiciéon de M’ ((q,a, B),(r,C)) , donde q,r € K', a € ¥ U {\},
B,C € T U{)\}, y para todo p € K’ anadimos la regla [¢Bp|] — a[rCp).

(3) Para toda transicién de M’ ((q,a, B), (r,C1C3)) , donde ¢, € K', a € X U{A},
B € TU{\}, C1,Cy € T, y para todos los p,p’ € K’ anadimos la produccién
[gBp] — a[rCyp'][p'Cap).

(4) Para todo ¢ € K’ anadimos la produccién [gAg] — .

Como M’ es un autémata con pila simple todas sus transiciones estdn relacio-
nadas con alguna produccién del tipo (2) o (3) en G. La regla del tipo (1) es la
primera regla que se aplica en la gramatica, que generard las palabras que reconoce
M’ entre el estado qp y f' antes de eliminar el 1ltimo simbolo de la pila, es decir
L(M'). Las reglas del tipo (4) nos dicen que para mantenernos en el mismo estado
no hace falta cambiar la pila. Finalmente las reglas del tipo (2) o (3) dicen que si
((q,a, B), (p,7)) es una transiciéon de A’, uno de los posibles pasos de cémputos que
nos llevan del estado ¢ al estado p eliminando B de la cima de la pila, consiste en
leer a, sustituir B por v, pasando a un estado intermedio r y finalmente eliminar ~y
y finalizar en p. Para ver que efectivamente este gramatica genera el lenguaje que
queremos enunciamos la siguiente condicion.

(x%)Para todo p,g € K', Ac TU{\}, y w € X*

[qAp| =6 w < Aqw Fyp ApA

Con esta condicion la demostracion de la implicacién de derecha a izquierda con-
cluye, ya que tomamos ¢ = gy, A = \,p = f’, y obtenemos que

w e L(G) & Aqu ) Af'A < (g =6 w < we L(M).

La condicién (xx) se demuestra por induccién sobre la longitud de una derivacién
en G o de la longitud de un cémputo en M’ de forma similar a como hemos demos-
trado la condicion (*) que nos servia para demostrar la otra implicacién del teorema.

Asi concluimos la demostracién del Teorema. O

4.5. Lenguajes no incontextuales

El objetivo de esta seccion sera demostrar sobre que operaciones es cerrado un
lenguaje incontextual y cuando un lenguaje no es incontextual.
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Teorema 4.3. Los lenguajes incontextuales son cerrados respecto a la union, con-
catenacion y clausura.

Demostracion. Para demostrar todos los casos consideraremos dos gramaticas in-
contextuales Gy = (V1, X1, Ry, S1) y Go = (Va, X9, Ry, S2). Supondremos que V;\ XN
V5\X2 = ). En caso contrario renombramos las variables.

a) Unién: Queremos construir una gramatica incontextual G tal que L(G) = L(G1)U
L(G5). La idea va a ser crear una nueva variable inicial S y dos producciones que
sustituyen la variable inicial de G por la de G; y G respectivamente. Definimos
pues G = (Vi UV, U{S} X1 UXy, R, S) donde

R:R1UR2U{S—>51,S—>SQ}.

b)Concatenacién: Queremos construir una gramética incontextual G tal que L(G) =
L(G1)L(G3). En este caso definimos G = (V4 UV, U {S}, X1 U3y, R, S) donde
R=R,URyU {S — 8152}.

¢) Clausura: Queremos construir una gramatica incontextual G tal que L(G) =
L(G1)*. Definimos G = (V;U{S},¥1UXs, R, S) donde R = RijU{S — A\, S — S5}
Hemos anadido dos producciones, una para generar la palabra vacia y otra para per-
mitir concatenar palabras generadas por Gj. U

Ahora demostraremos el teorema de bombeo para poder demostrar cuando un
lenguaje no es incontextual.

Teorema 4.4. Para toda gramdtica incontextual G = (V, %, P, S), existe un natural
n > 1 tal que , para toda palabra w € L(G), |w| > n, existe una representacion
w = wvryz tal que

(1) vy # A o

(2) Para todo natural i, wv'zy'z € L(G)

Demostracion. Definimos k = max{|a| : X — a € P} y tomamos h el nimero
de variables de G. Entonces consideramos n = k". Ahora tomamos una palabra
w € L(G) tal que |w| > n y consideramos el arbol de derivacién de w con el minimo
numero de hojas de todos los posibles arboles que derivan w.

Obsérvese que si h es la altura del arbol y k es la longitud maxima de las partes de-
rechas de las derivaciones de GG, entonces dicho 4rbol tiene como maximo k" hojas.
Esto implica que el arbol que hemos considerado tiene como minimo altura h + 1,
ya que |w| > k", por tanto existe un camino de longitud h + 1, es decir, con h + 2
nodos. Solo el ultimo nodo de este camino sera un simbolo terminal, por tanto hay
h + 1 variables en este camino, lo que implica que por lo menos una variable esta
repetida. Llamemos A a la variable repetida y consideramos el arbol siguiente.
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Llamamos por tanto u,v,z,y, z a las partes del arbol de derivacién tal y como
se muestra en el grafico.
Claramente el subéarbol que tiene por raiz la primera apariciéon de A sin el subarbol
que tiene como raiz la segunda aparicién de A puede repetirse todas las veces que
se quiera, y esto generara otro arbol de derivacién de G pudiendo escribir la palabra
que se genera de la forma uv™xy"™z, para todo n > 0. Finalmente vy # A ya que si
vy = A, no existiria una rama en el arbol con una variable repetida. O

Veamos aplicaciones de este teorema
Ejemplo: El lenguaje L = {a*b*c* : k > 0} no es incontextual. Supongamos
que si lo fuera, entonces existe un n > 1 tal que toda palabra w € L de longitud
> n cumple las hipotesis del teorema. Entonces tomamos w = a™b"c" € L que tiene
una representacion w = uvxryz donde v o y no es la palabra vacia. Ahora tenemos
dos opciones.

(1) vy contienen todos los simbolos (a,b,c). Esto implica que v o y contienen al
menos dos simbolos distintos. Por tanto la palabra uv?zy?z contiene o bien una b
delante de una a o una ¢ delante de una a o una b. Por lo cual uv?xy?z no pertenece
a L.

(2) vy no contienen todos los simbolos. Como vy # A, uv?zy*z tendrd un nimero
diferente de apariciones en alguno de los simbolos. Por tanto uv?xy?z no pertenece
a L.

Lo que implica que L no es incontextual.

Ejemplo: El lenguaje L = {a* : k > 1 es primo} no es incontextual. Nuevamente
supongamos que lo fuera. Entonces existiria un n > 1 tal que toda palabra w € L
de longitud > n cumple las hipotesis del teorema. Tomamos w = aP que tiene una
representacion w = wvzryz. Suponemos que vy = a? y urz = a’, donde ¢ y r son
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naturales y ¢ > 0. Entonces por el teorema de bombeo tenemos que uv'xy'z € L
para todo natural i. Lo que implica que r 4 iq es primo para todo ¢ > 0. Esto no
es posible como ya vimos al demostrar que este lenguaje no es regular. Por tanto L
no es incontextual.

Teorema 4.5. Los lenguajes incontextuales no son cerrados respecto a la intersec-
cton o complementacion.

Demostracion. El lenguaje Ly = {a™b"c™ : n,m > 0} es incontextual. Es facil verlo
definiendo una gramatica incontextual G = {{S, R, a, b, c},{a,b,c}, P,{S}} donde
P consta de

1. 8 = aSOR

2.5 =

3. R—cR

4. R — A

Andlogamente el lenguaje Ly = {a™b"c™ : n,m > 0} es también incontextual. La
interseccion de estos dos lenguajes es L = {a"b"c" : n > 0} que acabamos de
demostrar que no es incontextual. Por tanto los lenguajes incontextuales no son
cerrrados respecto a la interseccion.

Por igualdad de conjuntos tenemos que

IiNLy=1L ULy

por tanto los lenguajes incontextuales tampoco son cerrados respecto a la comple-
mentacién, ya que si lo fueran serian cerrados respecto a la interseccién. O

4.6. Aplicaciones al analisis sintactico

La aplicacién principal de los autéomatas con pila es el diseno del analizador
sintactico de compiladores.
El trabajo del analizador sintactico es determinar si el programa que recibe como
entrada satisface las reglas del lenguaje de programacion. Si es asi, proporciona co-
mo representacion del analisis el arbol de derivacién de la entrada. Para ello vamos
a ver el llamado analisis sintéctico descendente

Anailisis sintactico descendente

La idea es construir el arbol que proporciona el analizador de la raiz a las hojas.
En este caso el algoritmo es el siguiente

(1) Definir una gramatica incontextual no ambigua que genere el lenguaje

(2) Transformar la gramdtica incontextual de (1) en una gramética incontextual
cuyo autémata con pila asociado sea determinista.

(3) Programar el autémata con pila asociado a la gramatica incontextual de (2)
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Pese a que hemos visto que existen lenguajes inherentemente ambiguos, y por
tanto no pueden generarse con una graméatica incontextual no ambigua, no es el ca-
so de los lenguajes de programcién, por lo cual el punto (1) no conlleva problemas.
Para realizar el punto (2) sin embargo necesitamos un nuevo concepto de gramatica
incontextual que definiremos a continuacion.

Definiciones: Sea G = (V, %, P, .S) una gramadtica incontextual
(a) Para todo a € V' definimos

{aeX:a=fapdondep e Vi }sia#AL A

Pri =
rimeros(a) {{a eX:a=F5apdonde pe V*}U{A} sia=E A

Obsérvese que si o empieza por un simbolo terminal entonces Primeros(a) es ese
simbolo terminal.

(b) Para todo A € V\X definimos
Siguientes(A) = {a € ¥ : S = alaf donde a, f € V*}
(c¢) Para todo A € V\X y a € ¥ definimos:
Tabla[A,a] = {A= B € P:aec Primeros( - Siguientes(A))}

(d) G es LL(1), si para todo A € V\Y,a € X

Tabla]A, a] tiene a lo sumo un elemento

Las siguientes reglas de eliminacion del indeterminismo nos permiten transfor-
mar en muchos casos una gramatica no ambigua en una gramatica LL(1)

Consideramos G = (V, X, P, .S) una gramdtica no ambigua.

Regla de factorizacién Si A — af|...|as, donde @ # X\ y n > 2, reempla-
zamos estas producciones por A — «aA'; A — [4]...|5,, donde A’ es una nueva
variable.

Es trivial ver que esta regla no varia el lenguaje generado por la gramatica.

Regla de recursién Si A — Aa;|...|Aay,|f1]...|Bm donde los f5; no empiezan por
Ay n > 0. Entonces sustituimos estas producciones por A — [ A'|...|5,A" y
A" — aq A |a, A'| A, donde A’ es una nueva variable.

Nuevamenta el lenguaje generado por la gramatica no varia ya que en ambos casos,
los bloques de producciones generan el lenguaje (51 U ... U 5,,)(aq U ...a)*.

Ahora vamos a ver como podemos programar los autématas deterministas, para
poder disenar el analizador sintactico.
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Recordemos, por el Teorema 4.2, que el autémata con pila asociado a una gramatica
incontextual tiene transiciones de 3 tipos.

(1) ((Q(b )\7 )\)’ (qla S))

(2) ((q1,\, A), (q1,z)) para cualquier produccién A — z en P.

(3) ((q1,a,a),(q1,\)) para todo a € X.

De éstas, solo las del tipo (2) pueden ser compatibles. En el caso de que esto suce-
diera, cuando leemos el cardcter a, y una variable A es el elemento de la cima de la
pila, entonces aplicamos la transicién correspondiente a la produccién de T'abla|A, a
(que es unica ya que la gramética es LL(1)).

Algoritmo para programar un autémata con pila asociado a una gramati-
ca incontextual LL(1)

(1) Representamos los simbolos de V' por cardcteres. Definimos una pila y em-
pezamos poniendo un $ en la pila. También definimos una variable booleana b
inicializada en 0, que nos servird para saber si no se puede realizar ninguna transi-
cion.
(2) Realizamos la transicién del tipo (1), que pone S en la pila.
(3) Realizamos un bucle ”while”mientras la pila o la entrada no estén vacias y b sea
0, es decir mientras podamos realizar alguna transiciéon. Dentro del while aplicare-
mos la transcién correspondiente.
(3,1) Primero comprobamos si el caracter de entrada coincide con el de la ci-
ma de la pila, y entonces aplicamos la transicién del tipo (3) correspondiente y
leemos el siguiente caracter.
(3,2) En caso de que haya una variable en la cima de la pila realizamos una
instruccion ”switch-case”, donde cada caso es una variable de la gramatica incon-
textual. Suponiendo que A es la variable de la pila y a el caracter de entrada,
comprobamos si T'abla[A, a] existe, y en tal caso realizamos la transiciéon corres-
pondiente a la produccién de T'abla[A, a).
(3,3) Si no se ha podido realizar ninguna transiciéon ponemos b = 1 para salir
del bucle.
(4) Al salir del bucle comprobamos si la pila esta vacia (hay solo el $) y hemos leido
toda la entrada. En caso afirmativo retornamos 1 y si no retornamos 0.

Para entender el concepto de los Primeros y los Siguientes debemos recordar la
idea del autémata con pila asociado a una gramatica incontextual. Lo que haciamos
para construir el autémata era anadir transiciones que sustituyeran las variables de
la pila de la misma forma que lo harian las producciones de la gramatica, y cada vez
que el caracter de entrada coincidia con el caracter de la cima de la pila, lo lelamos
y elimindbamos el caracter de la cima de la pila. Por eso siempre que tenemos una
variable en la cima de la pila, debemos realizar transiciones tales que el simbolo que
quede en la cima de la pila sea el mismo que el caracter de entrada, siempre que
sea posible. Para ello solo hay dos opciones.

(1) Que el simbolo del caracter de entrada se encuentre en Primeros de la variable
de la cima de la pila.
(2) Que el simbolo del cardcter de entrada se encuentre en Siguientes de la variable
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de la cima de la pila, y la variable pueda ser anulada (mediante una produccién que
la sustituye por \).

La T'abla nos indica que transiciéon debemos realizar, en el caso que sea posible, para
poder sustituir la variable de la cima de la pila por el simbolo terminal deseado.

Por tanto una gramética es LL(1) si podemos realizar las derivaciones por la
izquierda que acabamos de comentar tinivocamente.

Vamos a ver un ejemplo de un analizador sintactico.

Ejemplo: Queremos disenar un programa que reconozca expresiones aritméticas.
Para simplificar, supondremos que en las operaciones aritméticas solo aparecen va-
riables (id) y las operaciones +, *.

El primer paso es definir una gramatica no ambigua que genere este lenguaje. De-
finimos pues G = ({E, F,T,id, +,*,(,)}, {id,+,*,(,)}, P,{E}) donde P consta de

E—-E4+T
E—-T
T =T F
T — F
F—aid
P —id(E)
. F— (F)

N O UL~ W N+~

Se puede comprobar que esta gramatica no es ambigua, ya que la variable F genera
una suma de términos de manera tnivoca, la variable T" genera un producto de fac-
tores de manera tnivoca, y la variable F' se sustituye por atomos (id,id(E), (E)).
Ahora podemos observar que

Primeros(E) = Primeros(T) = Primeros(F) = {(,d}

Yy que

Siguientes(E) = {+,)}, Siguientes(T) = {+, *,)}, Siguientes(F) = {+, %, )A\}

Para obtener los Primeros y los Siguientes debemos aplicar todas las transiciones
posibles y ver que simbolos terminales cumplen la definicion. Veamos como seria

el caso de la variable E. Escribiremos = para denotar que estamos aplicando la
produccién ¢

. : o 2 4 5 .
Para obtener los Primeros podemos realizar las derivaciones £ = T = F = id
obteniendo el simbolo id. También podemos realizar la cadena de derivaciones

2 4 7 . 4 .
E = T = F = (, por tanto ( también pertenece a Primeros(E). Realizando
cualquier otra derivacién no obtendremos ningtin simbolo nuevo.

En cuanto a los Siguientes observemos que al aplicar la regla 1 la variable F
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aparece seguida del simbolo +, y al aplicar las producciones 6 o 7 la variable £
aparece seguida del simbolo ). Al ser estas las tnicas reglas en las que aparece la
variable F, deducimos que Siguientes(E) = {+,)}

Andlogamente deducimos los Primeros y Siguientes de T'y F.

Por tanto ahora podemos construir la T'abla aplicando la defincién para cada pro-
duccion.

1. Primeros(E + T - Siguientes(E)) = Primeros(E) = {id, (}
2. Primeros(T - Siguientes(E)) = Primeros(T) = {id, (}

3. Primeros(T x F - Siguientes(T)) = Primeros(T) = {id, (}
4. Primeros(F - Siguientes(T)) = Primeros(F) = {id, (}

5. Primeros(id - Siguientes(F)) = {id}

6. Primeros(id(E) - Siguientes(F')) = {id}

7. Primeros((E) - Siguientes(E)) = {(}

Obteniendo la siguiente T'abla

Tabla |+ | = | id | ( |)
E | —|—[12/12|-
T [ —|—|3,4(34|
F |—|—=1[56] 7 |-

Es decir que G no es LL(1) ya que hay conflictos en la Tabla.

Procedemos entonces con el segundo paso del diseno del analizador sintactico. De-
bemos sustituir las producciones segun las reglas descritas anteriormente.

1. Aplicando la regla de factorizacién, sustituimos F — id|id(E) por FF — F'y
F" — M(F), anadiendo la variable F” a la gramatica.

2. Aplicando la regla de recursion, transformamos £ — E + T|T en E — TFE'
y B’ — +TFE’|\, donde E’ es una nueva variable.

3. Aplicando de nuevo la regla de recursién reemplazamos T' — T« F|F por T — FT'
y T" — = FT'|\, anadiendo la variable 7" a la gramatica.

Por tanto ahora la nueva gramatica es
={E,FT,FE F T id,+,*(,)} {id,+,%,(,)}, P,{E}) donde P consta de

. E—TF

. B — +TFE
B — A\
T — FT'
T — xFT'
T = A

O O W N~
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7. F — (E)
8. F — idF”’
9. F' = (E)
10. F" — X\

Ahora podemos ver que
Primeros(E) = Primeros(T) = Primeros(F) = {id, (},
Primeros(E") = {+, A}, Primeros(T") = {x, \}, Primeros(F') = {(, A}

y que
Siguientes(E) = Siguientes(E') = {)}

Siguientes(T) = Siguientes(T') = {), +}
Siguientes(F) = Siguientes(F') = {), +, *}

Por tanto podemos construir la T'abla aplicando la férmula vista anteriormente

1. Primeros(TE' - Siguientes(E)) = Primeros(T) = {id, (}
2. Primeros(+TE' - Siguientes(E")) = {+}

3. Primeros(Siguientes(E")) = Siguientes(E') = {)}

4. Primeros(FT" - Siguientes(T)) = Primeros(F) = {id, (}
5. Primeros(xF'T" - Siguientes(T")) = {x}

6. Primeros(Siguientes(T")) = Siguientes(T") = {), +}

7. Primeros((E) - Siguientes(F)) = {(}

8. Primeros(idF" - Siguientes(F)) = {id}

9. Primeros((E) - Siguientes(F")) = {(}

10. Primeros(Siguientes(F")) = Siguientes(F") = {), +, x}

Tenemos entonces la siguiente T'abla de anélisis.

Tabla | + | = |id| (| )
E - — 11—
E’ 2| —-1=1—-13
T — | =144 -
T 6|5|—|—1]6
F — | =8| 7] -
F' 11010 —|9]10

Con lo cual G es LL(1) ya que no hay conflictos en la T'abla.
Por tanto ya podemos programar el autémata con pila asociado a esta gramati-

ca. Ahora para realizar cédigo en C utilizamos i, X,Y, Z en vez de id, E',T', F’
para asi usar solamente un caracter. El cédigo seria el siguiente

int expresiones_aritmeticas (char entrada, int n){
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//n es el nimero maximo de elementos de la pila
char pila[n];

int puntero = 0, i = 0, b = 0;
char ¢ = entrada [0];
pila [puntero]| = ’$’;
pila[++puntero] = S;
while ((¢ != ’$’ || pila[puntero] != ’$’) & (b ==0){
if (¢ = = pila[puntero]){
pila [puntero] = * 7;
puntero ——;

¢ = entradal[++1 |;

}

else{
switch (pila [puntero]){
case 'BE’:
if (c=="1" || ¢ ==
pila [puntero] =
pila[++puntero ]
}
else b = 1;
break ;
case 'X':
if (¢ == "4"){
pila [puntero] =
pila[++puntero ]
pila[++puntero ]
}
else if (¢ == ")"){
pila [puntero]| =
puntero ——;
else b = 1;
break ;
case 'T’:
if (¢c=="1" || ¢ ==
pila [puntero] =
pila[++puntero]
}
else b = 1;
break ;
case 'Y':

if (¢ == "%"){
pila [puntero] =
pila[++puntero]
pila[++puntero ]

}

else if (¢ == "4+ || ¢
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pila [puntero]| =

puntero ——;
else b = 1;
break ;
case 'F’:
if (¢ == "id"){
pila [puntero] =
pila[++puntero ]
}
else if (¢ == "("){
pila [puntero] =
pila[++puntero]
pila[++puntero ]
else b = 1;
break ;
case '7Z7:
if (c=="4"|] ¢ ==
pila [puntero]| =
puntero ——;
}
else if (¢ == "("){
pila [puntero]| =
pila[++puntero]
pila[++puntero |
else b = 1;
break ;
default: b = 1;
}
}
}
if (pila == "8 & ¢ == "§%")
return 1;
return O0;
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5. Conclusiones

En este trabajo hemos visto una introduccién a la teoria de autématas. Hemos
trabajado los reconocedores de lenguajes (autématas finitos y autématas con pila)
y los generadores (expresiones regulares y gramaéticas incontextuales).

En el Tema de autéomatas finitos remarcamos como teoremas mas importantes
la equivalencia entre autéomatas finitos deterministas y autématas finitos indeter-
ministas y la equivalencia entre lenguajes regulares y automatas finitos. El primer
resultado nos permite plantear los problemas de una forma maés intuitiva (usando
un autémata indeterminista) para después transformar esa solucién permitiendo
que ésta sea programable (autéomata determinista). El segundo resultado nos deter-
mina cuales son los lenguajes que podemos reconocer con autématas finitos. Como
principal aplicacién destacamos el diseno de un analizador 1éxico (la primera fase
del disenio de un compilador).

En el Tema de lenguajes incontextuales hemos visto la equivalencia entre gramati-
cas incontextuales y autématas con pila. Esto nos permite generar lenguajes median-
te una gramatica incontextual y luego reconocer ese lenguaje mediante al autémata
con pila correspondiente, como hemos visto en el caso del analizador sintactico.

Finalmente comentar, que una continuacién de este trabajo podria ser profundi-
zar sobre las "maquinas de Turing”, consideradas como los primeros ordenadores.
Para desarollar este nuevo concepto, es fundamental la teoria de autématas descrita
en este trabajo.
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