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par

David Nualart

Abstract. Let {M ; s >0, t> 0} be o two-parameter continuous
s t

martingale. In this paper, the foilowing inequalities are pro¬

ved

c E(F(<M> )) < E (F (sup <M > )) < C E(F(<M> „) ) ,St
y<t •y S St

for any modérate function F, where the constans c and C depend

only on F. As an application ve show that the spaces of
L^-bounded continuous martingales are dense in for all p>2 .



 



Variations quadratiques et inégalités pour les

martingales á deux indices

par

David Nualart

(Universitat de Barcelona)

0. Introduction. Dans cette note on se propose de montrer des inéga¬

lités du type suivant

c E(F(<M> J) < E(F(sup <M > )) < C E(F(<M> J)st -
y<t -y s - St

oü M = ÍM . ; s>0, t >0) est une martingale continué de carré inté-
s t

grable, F est une fonction á croissance modérée et c, C sont des

constantes qui ne dépendent que de F. La démonstration de ces inéga¬

lités est basée d'une part sur les propriétés des variations quadr a¬

tiques de la martingale M qui ont été-,établies dans [9] et, d'autre

part sur le lemme 1.1 de l'article [6)* qui constitue un des fonde-

ments des inégalités de Burkholder-Davis-Gundy pour les martingales

k un paramétre. Comme application on prouve que les espaces mp des

martingales á deux indices continúes et bornées en LP avec p>2

sont denses dans .

c

1. Notation et hypothéses. Notre ensemble de paramétres sera T =

o
- [0,1] , sur lequel on déflnit l'ordre partlel (s,t) < (s',t1) si

s < s' et t < t' et l'ordre renforcé (s,t) <(s’,t') si s<s' et t<t'.
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On écrit = [0,s] *[0,t] pour tout (s,t)€T. Etant donnés z^<z2,
on designe par (z^,z ] le rectangle {z: zj<z5Z2^* !■'accroissement
d'une fonetion f: T IR sur un rectangle z^=(s^,t^), Z2 "

= (s2,t ) sera indiqué par fííz^.z^]) = fíz^) - fís^.tg) - fís^t^
+ f(z^). Suivant la terminologie usuelle, une grille sur T est une

partie finie 5 = P P^ ou P^ - { 0=Sj<s2< . • ■< s^<l} et P ^ = í 0=
=t < t* .. .< t < Ú . Pour tout point (s., t.) dans 5 on posera A . . =1 2 q F i’ J K ij

=• (s.,s. .]x(t,ft. ,1 et A.. = (s ,, s . , 1 x (0, t. I, avec la conven-
i í + l1 J J + l ij i i+l J

tion s ,=1 et t =1.p+1 q+1

Sur 1'ensemble des grilles on considere l'ordre défini par

1'inclusión. La norme d'une grille 5 est le nombre

= max

i» j
<1 s<i+1 'V'

Au long du travail, F désignera une fonetion réelle définie

sur 1R+, nulle en zéro, croissante, continué á droite et telle que
F(x) > 0 pour x>0. On dirá que F et modérée s'il existe un a > 1

tel que l'on ait

sup
x>0

F(ax)
F(x)

Soit (0t/",P) un espace probabilisé complet muni d'une famille

lF z6Tl ele sous-tribus de Ft croissante compléte et continué
z

á droite. Nous supposerons que cette filtration satisfait á l'hypo-

thése d'indépendance conditionnelle (F4) de Cairoli et Walsh 11}:

pour tout (s,t) de T, les tribus F^ et F sont conditionnellement
indépendantes par rapport á F .
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On dirá qu'un processus M = {Mz, zGT) integrable et ¿'^-adapté
est une martingale si pour tous z£z' on a E(M = MPour

chaqué p >_ 1, représentera la classe desmartingales nuiles sur

les axes et bornees dans c'est á dire, telles que E(| M P) < «.

Etant donnée une martingale M, on designara par M ^ et Mg les mar¬

tingales á un paramétre (M ., F ,, s>0) et IM r,., t>0}, res-st si — st lt —

2
pectivement. Si M appartient á m^, on représentera par <M> = {<M> ,

z€T ) une versión continué de la variation quadratique de M (voir

(9]). Le processus <M> est croissant dans le sens ou il est adapté,

nul sur les axes et <M>(A)> o pour tout rectangle ñ-

Signalons que les résultats de ce travail ont une extensión

immédiate aux processus indexés par un rectangle quelconque R ,
z

our parJR^.

2. Inégalités pour les variations quadratiques d'une martingale

á deux Indices. Soit M une martingale de la classe ^2. Nous rappe-

lons d'abord la versión suivante du théoréme de décomposition de

Doob-Meyer, qui a été démonstréedans [9]:

M = 2
st

f «

JR P '* st

dM 2M
st

<M > ■*• < M >
s« t *t s

<M>
st*

ou M est une martingale continué et les variations quadratiques

<M
s* t*

<M > et <M> . ont aussi des versions continúes. Considé-
• t s st

rons la martingale continué N^_ = <M ~<^>lt* une su^^e
croissants 5n = i G ln, je J } de grilles sur

T dont la norme tend vers zéro. Pour simplifier la notation nous

omettrons 1'indice n s’il n'y a pas de confusión. Pour tout te[o,l]
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on écrit J = { jGJ : t.<t> et quand on somme par rapport A cet.
t J

ensemble d'indices on suppose que t. = t si j^ = max J1^.Jq+ o
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1. Avec les notations précédentes,

sup | < N> - Y, (Y„ MU )M(A* >)2 I ► 0,
t jej" leí 1J 1J n ->«>

au sens de la convergence en probabilité.

Démonstration. D'aprés les propriétés des martingales á un indice

ou sait que

P

(N( t , , A t) - N( t. At))¿| -',a1 1 1

jej

Soit X > 0. Alors, pour prouver le lemme, nous allons étudier la

convergence vers zéro de la probabilité

sup I < N > - Y (N(t . A t) - N(t.At))2! » 0.
t t J + 1 J n.-

P ( sup | Y„ (N(t )-N(t ))2 - Ym <I]m M(a )M(4^ ))2|> X} ,
t j e j j+1 j jej™ íe i 1J 1J

‘ * (2.D

ou les entiers n et m sont tels que m>n. Considérons les subdivi-

sions de 1'intervalle [o,l], P*^ = C> et P™ = {t™}. Pour tout
je J1? on écrit J P*”1 = { ke j!”: t A t? < t,m < t A t? ,} et quand on sommet j,t t j-k j+1’ H

par rapport á cet ensemble d'indices on suppose aussi que t™ =

n o
= tAtj + l s* k0=max pf'o^büitó (2.1) est majorée par p^+p^
oü p^ et p^ représentent les deux probabilités suivantes

Pl = P { sup | 5Z (N(t. )-N(t.))2 - V (V M( A ) •1 / «rn j+1 j fe,Tn-m ikt jej. JeJt 161

•H(Aik))2' > I 1
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p,
2

Les résultats obtenus dansdans [9] entraínent

sup

t

0.

En conséquence, pour tout n fixé, on a lim p^ = 0. D'aufcre part
nous allons prouver que

(2.2)lim sup p^ = 0,
n m

ce qui achévera la démonstration du lemme.

Dans la probabilite p2 il apparaít la valeur absolue d'un pro-
cessus qui, en fonction du paramétre t, est une martingale lócale

continué. Alors, monyennant l’inégalité de Davis et le lemme de

Fatou, on obtient

•M(Ajk,)) I H ] 1

k,l

Cette esperance est alors majorée par
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(2.3)• M sup | £ Zm "(A )M(A| )|])^.
iej k’<k iei lk lkj£J
kej"’"1 k’ejn,7J.i J.i

/ 2~
Le premier facteur dans (2.3) est borné parVE(M^^) . Nous aliona
montrer que le deuxiéme facteur converge vers zéro quan n tend vers

«, uniformément par rapport á m. On écrit

2 Z Z M(A . ( (MÍA1 ) =
, t!. ^Tm ik' ík'k’<k i€l
k'ej"’"

J.l

- Z Zm M(A ) .
k'<k iei
k'ej"’"1

J.l

Alors, en utilisant les techniques qu'on a employé, par exemple,

dans la démonstration du théoréme 3.3 de (9], on peut montrer que

Un, sup E [ supn Y m Y M(A.k)2 ] = 0
jeJ keJ. i€i

3 »1

En conséquence, il suffit de voir que

lim sup E[ sup sup J ( (M(s™ ,,tJ-Mís^jt))n n fn 1^1* *

j t€[t“,tj‘+1) iei“
- (M(s^+1,tj)-M(Sj,t"))2) ] =0, (2.4)

Pour montrer (2.4) on remarque d'abord que la famille de variables
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aléatoires { sup
t

de 1*intervalle

considérons le

par

T! (M(s.+ ^ , t )-M( , t) )^; - ís.} subdivisión
[0,1] } est uniformément integrable. En effet ,

processus croissant continu et /~^^-adapté definí

A. = sup (M(s. ,y)-H(s ,y))‘
y£t i 1+1 1

et calculons le potentiel associé é A^_,

zt ' E(ArAt! Flt)- E[SUP 2 (M(si+1,y)-M(s.,y))/r ] <
t<y<l i

c 2> [ (M(S.+1,l)-M(s.,l))2/rit] = mt-

Le processus m^_ est une martingale par rapport é la filtration

t_>0). D'aprés le lemme de La Vallée-Poussin, il existe une

fonction F modérée convexe, verifiant lim F(x)/x = * , telle
x-*-»

2
que E(F(M^))<». Alors, l'inégalité de Garsia-Néveu (cf. [5]) four-
nit une constante c telle que

r

E(F(A1))£ cF.E(F(m1)) = cp E(F( £ (M(si + 1 ■ 1 )~M(s. , 1) )2)) 1

< c^EÍFÍM^)) < »,

ce qui entraine 1'intégrabilité uniforme de la famille définie ci-

-dessus.

D'aprés les résultats obtenus dans [9], on sait que

sup I Y (M(sm ,,t) - M(sm,t))2 - <M ,>)| i—*0. (2.5)
t ieim 1+1 1 ’t 1 m+w

La remarque précédente implique que cette convergence a lieu en
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L* et que la variable aléatoire sup <M > est integrable. D’autre
t * t 1

part, á cause de la continuité du processus < M on a

Sup SnPn l<M-t>1 ' I (2‘6)
J te[t^tj+1l t 1 1

et cette convergence est aussi en L*, par le théoréme de convergen-

ce dominée. Finalement, les limites (2.5) et (2.6) en entraínent

(2.4) et nous permettent de finir la démonstration du lemme.D

Maintenant on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 2.2. Pour toute fonction modérée F, il existe des constan¬

tes c et C ne dépendant que de F telles que pour toute martingale

M de m2

c E [ F(<M> ) ] < E[F( sup <M ,>.)]< C E[F«I> )|.11
0<t<l

Démonstration. Le processus = <M est une sous-martingale

continué, nulle en zéro, qui a comme processus croissant associé

le processus Alors, la premiére inégalité est une conséquence

immédiate du théoréme 3.2 de í 6]« Pour montrer la deuxiéme inégalité

on utilisera le lemme 1.1 de (6), appliqué aux processus croisants

continus A. = sup<M >, et B, = <M>,adaptés A la filtrationt y<l -y 1 t lt*
{£* , t€ [0,1]). On considére deux temps d'arrét finis S,T, par

rapport & cette filtration, avec S<^T. Nous avons

eIUt-Vi^t,) 1 E{ZPt<r<H-t>i W)1^
- E

S< t<T l<M-tV<M>lt I 1(S<T)1 + R[<M>1T1lS<T(] •
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Le processus = <M - <M>^ est une martingale continué,
mulle en zéro. Alors, en appliquant l'inégalité de Davis á la mar¬

tingale lócale N(S+tjAT “ Ns» Par rapport á la filtration +

on obtient

R[ sup \ N
S<t<T

< c

= c

^(SíT) ' -E^“PlN(S+t)AT NS^(S<T) '
v

E I < N,„ , „-N„> ■1, „ 1 + 2E[<M>1 (S+ ■ )aT S ~ { S< T) ‘ 1

E [ (<N> -<N> 1, + 2E[<M>1 T S l S<T) ‘ 1 IT

+ E [iNgl 1

IT *< S<T) 1

1(S<T) ^ ’

! S<T!
<

A cause du lemme 2.1 et de la continuité du processus <N>^, ü existe
une suite croissante 5n =■ {(s™,t?)} de subdivisions de T, dont

i J

le pas tend vers zéro, telle que

<N> -<N> =lim Y. (T «(Í..W11.))2,T 3 n jrJsT t U ^

p.s., oü JST = (j: S<t.<T).

En conséquence,

< N> - < N> <_ lim inf ( ( £ £ M(A )2)T S n jej i 1Jj BT

i <M> sup <M > .1T
S<t<T

Finalement,

et

si on écrit

a = E ( sup < M > 1(C!<T, 1
S<t<T t 1 ‘S T'

b = e[<m>1t i,g<T)J ,

- 9 -



nous avons prouvé que

a £ c/aC + 3b,

ce qui entraine a £ const.b. Le lemme 1.1 de [6] permet alors

d'achéver la démonstration du théoréme. D

Remarques.

1. Par simétrie on aura égalément

c e(f(<M> ) ] i E[F( sup <H > ) ] < C E(F(<K> )].
0<s£l s‘

2. On dirá qu'une fonction modérée convexe F est une fonction de

Young si elle vérifie

f

F,

inf
x>0

x f (x)
F(x)

étant la derivée á droite de I

on a les inégalités suivantes,

> 1,

Pour une fonction de Young

c E[F(<«>^)]<E[F(sup | M | ) ] < C E[F(<M>^ ) ]. (2.7)11
(s,t)6T St 11

En effet, on note d'abord que E[F(<M>^) ] < « entraíme, d'apres
V

le théoréme précédent, E[F(<M ^>^)] < " et, par les inégalités
de Burkholder-Davis-Gundy on a E[F( sup |M J ) ] < 00 . Par l'iné-

0<s<l S
galité de Doob (cf. [4]) cela implique ePf( sup |M .1)] < m •

(s,t)6T 9t
Alors, on peut prendre des limites dans les inégalités a temps

discret (cf. [8]) et on obtient (2.7). On ignore si ces inégali¬

tés restent vraies pour une fonction F modérée convexe (en parti-

culier pour F(x)=x) ou pour une fonction modérée quelconque.

Dans l'article [3] Chevalier a montré ces inégalités pour F(x) =

=xP, 0<p<», en supposant que toutes les martingales de carré

integrable sont continúes.
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3. Application h un probléme ¿‘approxiroation. Pour tot p > 2 on con¬

sidere l'espace de Banach Dans cet espace les normes || M

et || <^^>(1 sont equivalentes. On écrit
P

m
c

n
p

Rappelons quelques définitions dont nous aurons besoin dans

cette section. Une région d*arret est un sous-ensemble aléatoire

progressif fermé D de Txp tel que si z€ D, alors R C D. La tribu
z

pévisible dans Txíi est, par definition, la tribu engendrée par

les ensembles (z, z' ] x F, avec z<z' et Fe/". Si X = {X , z € Ti
z z

est un processus mesurable et borné on indiquéra par IIX sa projec-

tion previsible. Si A = {A^, zeT) est un processus croissant (c'est
a dire, A(6)^.0 pour tout rectangle A = (z,z'l) continu á droite,

nul sur les axes et tel que E(A^^)< «>, on notera par A^ sa projec-
tion duale prévisible. On peut trouver dans [7] les définitions

et propriétésde ces projections.

p
En principe on ne sait pas si une martingale M de m peut etre

c

approchée par des martingales continúes et bornées. On pourrait

prendre par exemple, la suite de martingales bornées

{ E( (M , v n) A (-n )/f ), zeT).11 ' z

2
Cette suite converge vers M en L , mais, en général, on ne sait

pas montrer que ces martingales ont des versions continúes. D'autre

parte, on peut introduire les régions d'arrét

D = (z T: sup | M , |£ ni
n

z’€R Z
z
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et les martingales continúes

{ 1 dM, zeT }.
n

Ces martingales convergent vers M en mais el les ne sont pas

forcement bornées. Alors, en utilisant une idée de E. Merzbach,

on peut prouver le résultat suivant.

Proposition 3,1* m” est dens dans m
2

c*

y O
Demonstration. Soit M une martingale de ro*. Pour tout n:>l et

0< k < n on considere la variable aléatoire s!^ = inf ( s>0:
— k —

<M>s = n) A l, qui est un temps d'arrét par rapport á la filtra-
tion IT , , , s>o|. L'ensemble aléatoire1 s,k/n — '

D
n

n-1

u
k=0

to.s" j k k+1

n'est pas, en general, une région d'arrét, mais on peut definir

la projection previsible n . On écrit
n

M (z)
n

n i. dM.

Nous allons voir que les martingales appartiennent á l'espace

et convergent vers M en En utilisant la définition de projec¬

tion prévisible on obtient,

E(|M(1,1)-M (1,1)|2) = E [ I (1-ni )2 d<M> ] <
n JT n

íE [ I (1-II1 )d<M> ) = E(1 (1-1 ) d<M>)iT °n
■ 0.
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D’autre part, a cause des inégalités (2.7), pour montrer que Mem
n c

íl suffit de voir que E(<M >?_ ) < ~ dout tout d. Nous avons <M =

projections previsibles (cf. [7]) on a finalement

E(<Mn>ll)- E[l D
n

d<M>)P ] =E[((|1d d<M>)n)P] < n2p.Dí n

Remarquons que 1 *approximation obtenue dans la preuve de la

proposition précédante n'a pas un caractére local, dans le sens

oü on ne peut pas affirmer que les martingaies M et M coincident
n

sur une région d'arret.
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