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Abstract

The main theme of this project is to study the Carleson measures in the Bergman
spaces in the unit disk. For this reason, first of all, we will introduce and we will prove the
properties of these spaces, we will compute the Bergman Kernel and we will see the main
properties of bounded Bergman projection. And finally, we will give a characterization
of Carleson measures in theses spaces on the disk and we will finish with a non-trivial
example of these.

Resum

El tema principal d’aquest treball és estudiar les mesures de Carleson en els espais de
Bergman en el disc unitat. Per aixo, primer de tot, introduirem i demostrarem les propi-
etats d’aquests espais, calcularem el nucli de Bergman i veurem les principals propietats
d’acotacio de la projeccié de Bergman. I finalment, donarem una caracteritzacié de les
mesures de Carleson en aquests espais en el disc, i acabarem amb un exemple no trivial
d’aquestes. ||
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1 Introduccio

Els espais de Bergman AP(2), on 2 és un obert del plai 0 < p < 400, es defineixen
com els espais de funcions holomorfes f en {2 que compleixen

iy = [ IFPIAE) <+

on dA és la mesura d’area a €.

El primer treball on s’estudia de forma sistematica I'espai de Bergman A%(Q) de fun-
cions holomorfes a quadrat integrable en un domini €2 és el llibre de Stefan Bergman
(1895-1977) The kernel funcion and conformal mapping (veure [1]).

Stefan Bergman fou un matematic polones que va realitzar el seu doctorat sobre analisi
de Fourier a la Universitat de Berlin. La seva recerca es va centrar en I’analisi complexa en
diverses variables, amb espacial emfasis en la projeccié de Bergman i el nucli de Bergman.
El 1939 va emigrar als Estats Units, sent professor a la Universitat de Stanford del 1952
fins el dia de la seva jubilacio, el 1972. Des de la seva mort, la Societat Americana de
Matematiques (AMS) ha establert el premi ”Stefan Bergman Prize” que reconeix la tasca
de matematics treballant en la teoria del nucli de Bergman i les seves aplicacions en analisi
real i complexa.

Aquest treball té com a objectiu 'estudi dels espais de Bergman i de les mesures de
Carleson pels espais AP(D), on D és el disc unitat.

Si X € H(D) és un espai de Banach de funcions holomorfes al disc, una mesura de
Borel finita i no negativa p sobre D és una mesura de Carleson per a X, si existeix
una constant C' > 0 complint que, per a cada f € X,

/D FPdu(z) < Ol FI%-

Les mesures de Carleson per als espais de Hardy X = HP(D), on

1 2m )
H?(D) = {fGH(]D)) : sup — |f(1"e’9)]pd<9<+oo},
o<r<1 27 Jo
varen ser introduides per L. Carleson. Hi ha una literatura molt extensa en l'estudi de
caracteritzacions de les mesures de Carleson per a diferents espais de funcions holomorfes.

Veurem que les funcions de l'espai de Bergman compleixen una estimacié punutal
que, en particular, permet provar que l'operador d’avaluacié puntual L.(f) = f(z) és
un funcional acotat en l'espai A%(Q). EIl Teorema de representacié de Riesz assegura
I'existéncia d’una tnica funcié k, € A2(£2) complint que, per a tota f € A%(Q),

f(2) = /Q FOF(OAA).

La funcié K(z,() = k.(¢) s’anomena nucli de Bergman. Donat que A%(Q) és un
subespai tancat de L?(2), podem considerar la projeccié ortogonal P : L2(Q) — A2%(Q),
que s’anomena projeccié de Bergman i que complex que, per a tota f € L?(f2),

Pi(z) = /Q FOK (2, ) dAQ).

El segiient objectiu que ens plantegem és estudiar I'acotacié de la projeccié de Bergman
de LP(D) en AP(D), si 1 < p < +00. Demostrarem que



Teorema. Si 1 < p < +o00, la projeccié de Bergman és acotada de LP(D) en AP(D).

Una consequencia important d’aquest teorema és que ens permet deduir la dualitat
dels espais AP(D) a partir de la corresponent dualitat dels espais LP(D). Aixi, provem
que si 1 < p < 400 i g és 'exponent conjugat de p (}D + % = 1), llavors el dual de I’espai
AP(D) es pot identificar amb A?(D).

Una pregunta natural que es planteja a la vista del resultat sobre ’acotacié de P és si
aquest és acotat quan p = 1. Veurem que la resposta és negativa i provarem que P envia
acotadament L en 'espai de Bloch B de funcions holomorfes f a D complint

sup(1 — [21%)|f'(2)] < +oo.
z€D

A continuacié, estudiarem les mesures de Carleson per a AP(D). Provarem el segiient
resultat:

Teorema. Sigui 1 < p < 400 i sigui u una mesura de Borel finita i no negativa sobre D.
Llavors, son equivalents:

(i) La mesura p és una mesura de Carleson per a AP(D).
(ii) Eristeiz C > 0 constant tal que pu(R(I)) < C|I|?, per a tot arc I C T.

(11i) Existeiz € > 0 tal que

(L= Iz
d +00.
ilel@g p |1 — zw|**e lw) < oo

On R(I) sén les finestres de Carleson d’un arc obert I de T,
R(I) = {rew el el 1-|I|<r| < 1},

i anotem per || la longitud normalitzada de I. Finalment, donarem un exemple no trivial
d’una mesura de Carleson.

El treball s’estructura com segueix: en la Seccid 2, enunciem els resultats d’analisi real,

funcional i complexa que utilitzarem en les demostracions dels resultats desenvolupats.
En la Seccié 3, introduim els espais AP(£2), estudiem les propietats principals i les propi-
etats dels nucli de Bergman. Demostrarem, també, I'acotacié de la projeccié Bergman de
LP(D) en AP(D), 1 < p < 400, i estudiarem el cas p = oo.
I en la seccié 4, estudiarem les mesures de Carleson, introduirem les regions dels disc que
permeten donar caracteritzacions equivalents a I’obtinguda en termes de finestres de Car-
leson, que seran utilitzades per provar les diferents implicacions del teorema. Acabarem
la seccid, construint un exemple no trivial de mesura de Carleson.



2 Preliminars

En aquesta seccié definirem i enunciarem resultats d’analisi real, complexa i funcional que
utilitzarem al llarg del treball.

Espais mesurables

Definicié 2.1. Una col-lecci6 M de subconjunts d’un conjunt X es diu que és una
o — algebra en X si M té les segiients propietats:

(i) X e M.
(ii) Si A € M, llavors A° € M, on A¢ és el complement d’A respecte a X.
o0
(iii) SiA= | Apisi A, € M pern=1,2,3, ..., aleshores A € M.
n=1
Definici6 2.2. Si M és una o — algebra en X, llavors es diu que X és un espai mesurable
i als elements de M se’ls anomena conjunts mesurables en X.

Definicié 2.3. Sigui X un espai topologic, la o — algebra més petita que conté els oberts
en la o—algebra dels Boreals de X i, en aquest cas, tota funcié continua f: X — R és
mesurable de Borel.

Definici6 2.4. Si X és un un espai mesurable, Y és un espai topologic i f és una aplicacié
de X a Y, es diu que f és mesurable si f~!(V) és un conjunt mesurable en X per a tot
conjunt obert V en Y.

Proposicié 2.5. Sigui f : X — [0, +00] una aplicacié mesurable tal que f > 0. Llavors,
si [ f =0, aleshores [{x € E: f(x) #0}| =0, és a dir, f =0 gairebé per a tot (g.p.t.)
r e L.

Definicié 2.6. S’anomena mesura no negativa a una funcié p, definida en una o —algebra
M amb valors en [0,+00] i que és numerablement additiva, és a dir, si {4;} és una
col-leccié numerable disjunta d’elements de M, llavors

] (U Ai) = ZM(Ai)-
i—1 i—1

El parell (X, ) on X és un espai mesurable i 1 una mesura no negativa en X ens déna
un espai mesurable.

Integracié de funcions positives

Lema 2.7 (Lema de Fatou). Siguin (X, p) un espai mesurable i f, : X — [0, +00], per
n = 1, funcions mesurables. Llavors:

/ < lim inffn) dp < lim inf/ fndp.
x \n—+oo n——+o0o X



Teorema 2.8 (de la convergencia monotona). Siguin (X, i) un espai mesurable, E C X
mesurable i fi, : E — [0,+00], k € N, una successid creizent de funcions mesurables, és
a dir:

0<fi<fo<.. <[ < ferr <o
Aleshores, ezisteix el limit puntual de (fi)ren, f(x) = klim fe(z) gpt. x€E, i
—+00

i / fudy = / fdp.

Teorema 2.9 (de la convergencia dominada). Sigui (X, ) un espai mesurable. Per a
E C X mesurable, (fi)ren successié de funcions mesurables amb

S Ji(@) = f(z), gpt z€E,

i tal que existeiz 0 < g € L*(E) amb

|fe(x)| < g(z), g.pt xe€ E peratotkeN,

llavors es compleix:

fo,f € LYE),keN i /fdu— hm /fkd,u

Teorema 2.10 (de Fubini). Siguin B, C' conjunts mesurables de R, f mesurable i dA(z,y)
la mesura de Lebesgue a R™. Si es compleix que

[ Il daty) < oo
BxC

aleshores,

[ st = [ ([ i~ [ (] )

Espais LP

Definicié 2.11. Es diu que una funcié real ¢ definida en un segment (a,b), on —oo <
a < b < +00, és conveza si satisfa la desigualtat:

(1 =Nz +Ay) < (1= Ne(@) + Ap(y),

sempreiquana < x < b, a <y <bi0<\<1. Escompleix que si ¢ és convexa a (a,b),
llavors ¢ és continua en (a,b).

Observacio 2.12. Si ¢ és una funcié convexa. Llavors,

o (13Y) < 5 6la) + o).

Teorema 2.13 (desigualtat de Jensen). Sigui p una mesura no negativa sobre una o —
algebra en un congunt Q tal que p(Q2) = 1.
Sigui f una funcié real de L*(2). Sia < f(x) <b, per ax €, i p és conveza en (a,b),

llavors:
w(/ﬂfdu> S/Q(swf)dﬂ-
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Definicié 2.14. Si p,q > 1 tals que p + ¢ = pq o, equivalentment, % + % =1, llavors es
diu que p i q sén un parell d’exponents conjugats.

Teorema 2.15. Siguin p ¢ q un parell d’exponents conjugats, on 1 < p < 4+00. Sigui X
un espai mesurable, amb mesura p. Siguin f i g funcions mesurables en X amb imatge a

[0, +00]. Llavors,
dy < Py s agy b
/ngﬂ<{/Xf u} {/Xg u}

Aquesta desigualtat s’anomena desigualtat de Hdélder. En particular, sip =q = 2 es
coneix com la desigualtat de Schwarz.

Definicié 2.16. Siguin (X, ) un espai mesurable i  C X mesurable. Siguin 0 < p <
400, f una funcié complexa mesurable en ) i

1l = { / Iflpdu}p .

Es defineix LP(u) com el conjunt de totes les f tals que:

I £l e (u) < 400.
Anomenarem || f||r(,) com la norma de f en LP(u).

Teorema 2.17. Sigui 1 < p < 400 i siguin f,g € LP(u). Llavors, f+ g € LP(u), i

1+ gllLrgy < 1 f e + 9l Le -

Teorema 2.18. LP(u) és un espai complet, per a tot 1 < p < +00 i tota mesura positiva
1.

Teorema 2.19. Si1 < p < 400 i (fn)n €s una successié de Cauchy en LP(u), amb limit
f, llavors (fn)n té€ una parcial convergent puntualment gairebé per tot punt a f(x).

Proposicié 2.20. Si u(2) < 400, llavors per p < q tenim:
L*(u) € L9(p) C LP(p) C L (p).

Espais de Hilbert

Definicié 2.21. Sigui H un espai complet, és a dir, si tota successié de Cauchy convergeix
en H. Sigui (-,-) : H x H — C un producte escalar:

i) (z,2) =0 2=0,onx € H.

ii) (Az+ py, 2) = Mz,y) + plz,z), omz,y e Hi A, peC.

ii) (z,y) = (y,z), on x,y € H.
Aleshores, ||z|| := (x, x>%, per x € H, és una mesura en H i si la mesura és completa, es
diu que H és un espai de Hilbert.

Exemple 2.22. Per a p = 2, L*(Q) és un espai de Hilbert amb el segiient producte
escalar:

(f.9) = /Q JGAAQ).
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Teorema 2.23. Sigui M un subespai tancat d’un espai de Hilbert H. Llavors, tot x € H
té una unica descomposicio:
r = Px+ Qux,

on PreMiQreM-={w: (z,w)=0,z€ M}
P i @ sanomenen les projeccions ortogonals de H sobre M i M.

Definicié 2.24. Un funcional lineal, L, és una aplicacié d’un espai vectorial V', al cos
dels escalars que satisfa:

L(Az + py) = AL(z) + pL(y), onz,y€eV.

Teorema 2.25 (de representaci6 de Riesz). Si L és un funcional lineal i continu en H,
llavors existeix un dnic y € H tal que:

Lz = (z,y), onxecH.

Llavors, ||L|| = [|y||

Definicié 2.26. Un conjunt de vectors u; en un espai de Hilbert H, on j € I i I és un
conjunt d’indexs, s’anomena ortonormal si satisfa les relacions d’ortogonalitat (u;,u;) = 0
per tot j # ki j,k € I, i esta normalitzat de manera que ||u;|| = 1 per a cada j € I. En
altres paraules, (u;); és ortonormal si

( > 0, sij#k
Wi, Up) =
70Tk 1, sij=k

Definicio 2.27. Una base ortonormal d’un espai de Hilbert, H, és una base de H, els
vectors de la qual sén ortonormals.

Teorema 2.28. Sigui {u; : j € A} un conjunt ortonormal en H. Llavors, son equivalents:

(1) {u;} forma una base ortonormal en H.

(it) El conjunt P de totes les combinacions lineals finites d’elements de {u;} és dens en
H.

(iii) Es verifica la igualtat

> Ny up)? = e,

JEA
per tot x € H.

(iv) Es verifica la igualtat

pertotr € H iye H.

Les dltimes férmules es coneixen com identitats de Parseval.



Espai de funcions holomorfes

H(Q) ={f:Q— C, f holomorfa en Q}.

Definicié 2.29. Sigui 2 C C un conjunt obert. Si K C 2 compacte i si existeix U
conjunt obert tal que K C U i f € H(U), llavors f € H(K).

Definicié 2.30. F C H(R2) és una familia normal en H () si és relativament compacte
en H(Q), és a dir, si tota successié de F té una parcial uniformement convergent a una
funcié de f € H(K), on K és un compacte d’(2.

Teorema 2.31 (de Montel). Sigui F C H(S). Llavors son equivalents:

(1) F és una familia normal en H ().
(ii) Per a qualsevol K C Q compacte,
sup{|f(2)]; 2z € K, f € F} < My < +00,

és a dir, F és localment acotada en Q.

Propietats elementals de les funcions holomorfes

Teorema 2.32 (férmula integral de Cauchy). Si f € H(Q) i sigui D(a,R) C Q. Si
D(a,r) és una circumferéncia amb centre a i radi v < R. Llavors,

1 / f(©)
z) = — —=d¢ =z € D(a,r).
1= g [ ok 2 D)
Teorema 2.33 (desigualtats de Cauchy). Si f € H(D(a,R)) i |f(2)] < M, per a tot
z € D(a, R), llavors

n!M
R’

1F™(a)] <

onn=1,23,..

Espai vectorial normat

Teorema 2.34. Per a un funcional lineal ¢ d’un espai vectorial normat X a C, les tres
condicions seguents son equivalents:

[E3]

1. ¢ és acotat, és a dir, ||¢|| = sup 0]l « 4oo.
#£0

2. ¢ és continu.

3. ¢ és continu en un punt de X.

Teorema 2.35 (de Hahn-Banach). Sigui M és un subespai d’un espai normat X i sigui
¢ un funcional lineal acotat en M, llavors ¢ es pot estendre a un funcional lineal acotat
O de X i tal que ||| = ||¢]|.

Notacio

Definicié 2.36. La notacié ¢ < ¢ vol dir que existeix una constant C' > 0 tal que
¢ < Cp. Llavors, escriurem ¢ >~ ¢ quan ¢ < o i ¢ < ¢.



3 Espais de Bergman

En aquesta seccid, introduirem els espais de Bergman i estudiarem les seves propietats
principals.

En el que refereix a 2 sera una regi6 de C, és a dir, un conjunt obert i connex del pla
complex. Per a 1 < p < 400, l'espai de Bergman AP(2) és l'espai de totes les funcions f
holomorfes en §2 que compleixen la seglient propietat:

Hfupz{ / !f(z)lpdA@)}; < +0.

Si p = oo, llavors || f||ec = sup | f(2)]-
2€Q

Podem observar, per la definicié de I’espai de Bergman, que aquest el podem definir
com: AP(Q) = LP(Q) N H(Q).

Proposicié 3.1. Sip > 1, aleshores || f||, és una norma de AP(12).

Demostracid: Per veure que || f||, és una norma hem de comprovar que verifica les segiients
condicions:

(i) [[fllp =0« f =0, per f € AP(Q).
(i) [Afllp = IMLfllp, per A€ Ci f € AP(Q).

(iti) Desigualtat triangular: [ £ + gll, < [Iflly + llgll,, per f,g € A7(Q).

Aleshores, pel Teorema ||.Il, és una distancia a LP(2) i si f,g € AP(§2), llavors
f+ge HQ)NLP(Q) = AP(Q). O

El resultat anterior ens diu, en particular, que AP(2) és un espai metric.

El segiient teorema ens déna una estimacié puntual de les funcions de AP(£2).

Teorema 3.2. Sigui f € AP(Q2). Llavors,

-1 =2
FEI <7 ow | fllp, 2€9Q,

on D(z,0) ={w e Q:|w— 2z <I} CQ.

Demostracié: Siguin z € Q1 D(z,d) C Q. Llavors, com que f € H(Q2), la férmula integral
de Cauchy (Teorema [2.32)) ens déna que en D(z,r), per 0 < r < §:

RS f(w)

27 dD(z,r) w—z

f(z) =

dw;

Parametritzant 0D(z,7), w = z + e, tenim:
z+re) . 1 [
et riedf = —
0

2m B R 9r f(z+7re)ds, per0<r <.



Apliquem ara la desigualtat de Jensen (Teorema [2.13]) i obtenim:

2w

1 . p 1 271' .
lf(2)|P = ‘2 fz+ re’e)dﬂ < — / |lf(z+ 7“616)|pd9.
™ Jo 0

2

Aleshores, integrant a banda i banda:

0 é 1 21 0
/07“|f(z)|pd7“</0 7"<27r/0 |f(z+re )|pd0> dr

i com que fo(s r|f(2)|Pdr = §|f(z)\p, deduim que:

27
76| f(2) / / (z + re®)|Pdordr

- / A / ) PdA(w) = 1],

ja que, dA(z) = rdrdf i |z| <r
Finalment, 627r\f(z)‘p Hf”P S |f(z)| <7 (5 p 1fllp, z€Q. O

D’aquest darrer teorema, podem deduir immediatament els seglients corol-laris.

Corol-lari 3.3. AP(C) només conté la funcié constantment igual a 0. Es a dir,

AP(C) = {0}.

Demostracio: Sigui Q =C i f € AP(C).
Considerem R > 0. Llavors, pel Teorema

-1
O reved ]
Aleshores, |f(z)| <0, per a tot z € C, per tant, f = 0. O
Corol-lari 3.4. Per a cada z € 2, el funcional d’avaluacié puntual
¢, AP(Q) — C
[ —f(?)

és continu.

Demostracié: Es immediata pel Teorema O

Corol-lari 3.5. Sigui (f,)n una successié de funcions i f una funcid, tals que fp, f €
AP(Q). Si | fa— fllp — 0, llavors, fn(z) — f(z) uniformement sobre compactes
n——+0o0

d’ Q.

Demostracid: Sigui K C ) un conjunt compacte. Llavors, K es pot recobrir per un
nombre finit de D(a,r) C Q. N’hi ha prou, doncs, que provem que per a tot D(a,r) C
es compleix

fn — f uniformement en D(a,r).



Primer, observem que si f,, f € AP(Q), llavors f, — f € AP(§2). Després, aplicant el
Teorema a la funcié f, — f, per a tot z € D(a,r) C D(A,J) es compleix:

fa(2) = FEI <7767 fu = flp <7707 Ufn = flp =2 0,

ja que r < ¢ i per hipotesis sabem que || f,, — f|l, —— 0.
n—-+o0o

Per tant, |fn(z) — f(2)] = 0 uniformement en D(a,r), aleshores f,(z) — f(z)
n—-+00o
uniformement en D(a,r). Finalment, f,(z) — f(2) uniformement a qualsevol compacte

d’2. O

Corol-lari 3.6. Si 1 < p < 400, AP(QQ) és un espai complet.

Demostracié: Hem de veure que tota successié de Cauchy de AP(2) convergeix en norma
a alguna funcié de AP(Q).

Sigui (fy)n una successié de Cauchy de AP(Q).
D’una banda, com que l'espai LP(2) és complet i f, € AP(Q), la successié (fn)n

convergeix en norma a f € LP(Q), és a dir,

|fr— fllp —— 0, on fe LP(Q).

n—-+o0o

Aleshores, pel Teorema [2.19] existeix una parcial convergent puntualment g.p.t. z € §,
és a dir:

existeix una parcial (fp, ) de (fn)n tal que  fn,(2) — f(2) g.p.t.z € Q.

D’altra banda, (f,)n és una successié de Cauchy a H(2), que és un espai metric
complet. Per tant, existeix g € H(Q2) tal que f,, — g a H(Q) i, en particular, f,, — g
puntualment en €. Per tant, g = f g.p.t. i la funcié pot ser identificada amb una funcié
de AP(Q). O

Per tant, com a conseqiiéncia, AP(2) és un espai de Banach per 1 < p < 4o0.

Corol-lari 3.7. A%(Q) és un espai de Hilbert amb producte escalar
(9)= [ S, per 1.9 € 4(p)

Demostracié: L*(Q) és un espai de Hilbert i com que A%(£)) és un subespai tancat de
L?(2), lavors, A%(2) també és un espai de Hilbert. O

Corol-lari 3.8. Sigui (fn)n € AP(Q) una successid de funcions, i M > 0 una constant

tal que || fnllp < M, per a tota n. Llavors, existeix una successio parcial (fn, )i de (fn)n €
AP(Q), tal que fn, — frn en H(Q).

Demostracié: Sigui K C Q un compacte. Aleshores, per z € K prenem D(z,0) C K i pel
Teorema

-1

;1
TP m P
|fn(2)] < ?an”p < WHJCan < Ck - M.
P P

)
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Llavors, pel Teorema de Montel (Teorema , F forma una familia normal, en particu-
lar, F és localment acotada en € i existeix una parcial de (fy,), convergent uniformement
sobre compactes i, en particular, convergent puntualment a f € H ().

Aleshores, com que |fy,, [P — |f[? puntualment, |f,, [P, |f|P mesurables, llavors pel

Lema [2.7]
/ |fIPdA = / liminf | f,, |PdA < liminf/ | fr[PdA = Timinf || £, [|] < M < +oo0.
Q Q k k Q k

Per tant, f € LP(Q) i, finalment, f € AP(Q2) = H(Q2) N LP(9). O

3.1 Nucli de Bergman

En aquest apartat, ens centrarem en l’espai de Bergman per p = 2 en (2, és a dir, A%(1).
Enunciarem i veurem les propietats del nucli de Bergman, i finalment, veurem una expresio
formal del nucli de Bermgan per I'espai A?(€2). La calcularem explicitament per A%(DD).

Com hem vist al Corol-lari el funcional d’avaluacié puntual ¢, : A?(Q2) — C,
on ¢.(f) = f(z), és acotat. Pel Corol-lari I'espai A%(€)) és un espai de Hilbert. Per

tant, el teorema de representacié de Riesz (Teorema[2.25)) ens garanteix 'existéncia d’una
tinica funcié k, € A%2(Q) tal que f(2) = (f,k.), per a tota f € A%(Q).

Definicio 3.9. La funcié

K:OQxQ—C
(ZaC)—>K(Z7C):m

s’anomena nucli reproductor o nucli de Bergman de la regio €.

Proposicié 3.10. El nucli de Bergman compleix:

(i) Propietat reproductora:

per a cada funcio f € A%(Q).
(ii) Propietat antisimética: K(z,() = K((, z).
(iii)
K(z,2) Z/QIK(Z,C)IQdA(C) = | K (2,3 >0,
Demostracid: Anem a comprovar les tres propietats del nucli de Bergman:

(i) Siguin z € Qi f € A%(Q). Llavors es compleix:

f(2) = (foks) = /Q FOEOdA() = /Q FOK (2, ) dA().

11



(i) Si considerem f(¢) = ky(¢) = K (w, (), per a w € €, llavors:

Rw.2) /ng @M@:AKW@%WWNO

/ch 44O = [ k(ORTTAAQ)
(iii) Es conseqiiencia de la propietat antisimétrica.

Corol-lari 3.11. [f(2)| < VK (z, 2)|f|l2-

Demostracié: Conseqiiéncia de la férmula reproductora i la desigualtat de Schwarz (Te-

orema [2.15)):
2)| =

@W&me<MA) VR,

zwA' /urmzmmm

O]

Per a poder arribar a la férmula explicita del nucli de Bergman en 'espai A2(12),
utilitzarem l’existéncia d’una base ortonormal d’aquest espai i I’expressié de tota funcié
f de A%(Q) mitjancant aquesta base.

Llavors, recordem que, {¢,} és una base ortonormal de A2(12) si:
0, sin#m
(@ns Pm) = Opm = { .
1, sin=m
on 6pm és la delta de Kronecker. A més a més, pel Teorema tota funcié f € A2%(Q)
o0
té una tnica expressié f = > ¢,pn, convergent en norma, és a dir,

n=1

lim
N——+oo

N
f - Z Cn¥n
n=1 2

En particular, pel Corol-lari convergeix uniformement sobre compactes d’{2:

—+o00

F) =S enpnl(), zeQ,

n=1
“+o00o
on (f,on) = cm(Pm, n) = cn i, amés amés, . |cn|? = ||f]I5-
n=1

Teorema 3.12. El nucli de Bergman de la regid ) es pot representar com:

+o0
C) = Z (Pn(z)ﬁpn ¢
n=1

on @, €s una base ortonormal de A%(Q).

12



Demostracio: Prenem f(z) = K(z,(), on ¢ € Q. Per I'observacié anterior sabem que:

K(z,¢) = chwn on ¢, = (K(,¢), ¢n(-))-

Llavors, hem de veure que ¢, = ¢,((). Per la definicié de producte escalar obtenim:

G = TR onl) = (u0 KO = [ nle K 01dA)

Finalment, per la propietat antisimetrica del nucli de Bergman, K(w, () = K({,w), i la
propietat reproductora, arribem a:

%zé%@ﬁ&wMMZ%@-

3.1.1 Calcul del nucli de Bergman en D

Anem a veure que, en particular, en disc unitat D = {z € C: |z| < 1} és possible obtenir
una férmula tancada pel nucli de Bergman en A2%(D).

Per calcular-lo, utilitzarem el Teorema Abans de tot, hem de tenir una base
ortonormal en A% = A%(D). Observarem que els monomis formen un conjunt ortogonal
en A2, i després el normalitzarem. Aleshores, tindrem un conjunt ortonormal en A2 i,
finalment, aplicarem en Teorema [2.28| per comprovar que, a més a més, formen una base
ortonormal en A2

Proposicié 3.13. La successid de funcions

n—+1
T

on(2) = Z", pern >0,

forma una base ortonormal en A2.

Demostracié: Comencem per veure que els monomis 1,2z, 22, ..., 2" formen un conjunt
ortogonal en A2. Fent el canvi z = re?, on 0 < 7 < 110 < 6 < 27, obtenim:

21
(2", 2" = / 2"zmdA(z / / rew (rei®)™rdrdf
21 2
/ / n m@ rm _ZmerTde _ / / n—l—m z n—m)0 ) rdrd6
2m 27
= </ n+m+1d7‘> </ Z(n m)6d9> — 6nm7
0 0 n+m+42

1 o potm+2 1 1
n—+m
d = = 5
/Or " [n+m+2]0 n+m+ 2

2m 2 in=
/ piln—m)o gg _ )2 sin=m
0 0, sin#m.

13
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Seguidament, si ho normalitzem, obtenim que les funcions

s6n ortonormals en A2. Ara tenim

2m
12113 —/ 2" PdA(2 / / r*rdrd = 27 </ 2"+1dr>

2n+2 1 T
:27r :27‘(’ = ,
2n + 2 0 2n + 2 n-+1

on la primera igualtat obtenim de fer el canvi a polars, z = ¢’ on 0 < 6 < 27 i
0 < r < 11, llavors, 2" = r"e™ = |2"| = r". Per tant, @, (2) = \@Zn

I per acabar, per a provar que (w / ”—Hzn) forma una base ortonormal, utilitzarem el
n
Teorema [2.28]

Aleshores, hem de comprovar que es compleix la segiient identitat de Parseval:
“+oo
S e =IF13,  fe A
n=0

En primer lloc, veiem que:

+oo
ZKfa(pn Z |an| per a f(z Zanz
n=0

[— +oo
Llavors, observem que ¢, (z) = 1/ %27 i, a més a més, si prenem f(z) = > am2™
m=0

que f € A%(D), obtenim:

(f,on) = /f en(R)dA(2 /Z o [ amaa )
1 p2r +00
1

:/ / amrmezmewn—i_ e~ M0y dodr
o Jo =0
1 foo 27

:/ rZrer”amwn—Fl/ e m=m)0 4o dr
0 m=0 g 0

1
:/ r2"+1an27r ntl VT
0

dr = a,,

U Vn+1’
on lintercanvi del sumatori amb l'integral esta justificat pel fet de que f convergeix

uniformement en 0 < r < 1.

Aleshores:

+o00 ) +o00 ) . +oo 7T|CL |2

p— pr— n .
Z_ |<f7¢n>| Z_ |an| (n+1) Z_ n—+1
n=0 n=0 n=>0

14



En segon lloc, hem de veure que:

n
7B =73 2 on () = Y ans"
0 n=0

Concretament, agafem el disc D, = {z € C: |z| < p < 1} i sigui

n
= Zakzk, n=12..,
k=0

la suma parcial dels termes de Taylor de f. Llavors,
2m
/ |50 (2)|2dA(2 / / sn( ret? ENC e“’)rdrd@
DP
2m rp n ) n .
= / / Z aprFet? Z a;r’! e~ 19| rdrde
0 JO \k=o j=0

2
—/ Z aia; it ek =10y qrqg

0 0<j,k<n

2w g P .
Z aa; (/ 6(k_3)wd0) (/ rkﬂ"'ldr)
- 0 0

0<j,k<n

donat que, s, convergeix uniformement en D, f027r ek=Bgp = 27 si k = j calculada
anteriorment i també,
p ) k+j+2
/ Pt g — P : .
0 k+j+2

Aleshores, com que s,(2) —— f(z) uniformement en D, aixi doncs,
n—-+o0o

n—-+o0o D,

n a 2
w>s bt — [ s, ePaae) —— [ Irpac) —
k=0 p

|ay|” 2(k+1)
= [ |f(x)PPdA(z) = ottt
N Z b

Finalment,

/ r ]dA /!f XD JA(2), OnXDp:{O,s%z¢Dp

D, l,size D,
ja que, |f(2)Pxp, /|f(2)]* quan p — 17

Pel teorema de la convergeéncia monotona (Teorema E,

/Dpr<>|dA /|f 2y, dA(z —e/u )2dA(z) = |12

+00
Per tant, acabem de veure que ||f[|3 =7 > ‘naf:_‘l :
n=0

Aleshores, es compleix la identitat

de Parseval, i en definitiva, {¢,}, formen una base ortonormal en A2, O

15



Podem observar que, pel Teorema els polinomis sén densos en A2

I com que {¢,} és una base ortonormal de A? pel Teorema obtenim que el nucli
és de la forma:

+o00 +oo
0 - S - 5 () (5T)
n=0

n=0

1 o
= ;Z(n—i— 1) (zC) .
n=0

Llavors, com que tenim una seérie de poténcies amb |2¢| < 1, la suma és
+00 1
>_(n+1)(0)" =

n=0 (1 - ZZ)2

En efecte si |a| < 1,

a T +o0o a
/ S nitd =Y a =
0 n=0 n=0 —a

a \ 1 = n 1
C—J:uﬂwjﬁm“”—uwv

Per tant,
1 1
IS P
™ (1 —-2¢)
Teorema 3.14. La férmula explicita de la funcié nucli, K(z,(), ens mostra que:
(i) Per a f € A?,

1O
e =1 A, Se

(ii) Si triem f(¢) = (1 —¢2)2 fizant z € D, llavors:

1 1 1
W/D oo T 2P

Demostracié: El primer punt és trivial per la definicié de K (z, ().

I pel que fa al segon punt, fixant z € D, per la definicié de f(z), obtenim:

1 1 1 1 1
O3 L O -
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3.2 La projeccié de Bergman

En aquest apartat, el que estudiarem és I’espai de Bergman AP = AP(D), on 0 < p < +o0.
A partir d’ara, prendrem la mesura d’area normalitzada, és a dir, fD % =1. S feAP

sera: y
A P
Hfllpz{/lf(fr)lpd(z)} 0 p< oo

Per 1 < p < 400, hem vist que AP és un espai normat i es pot veure que si 0 < p < 1,
| - ||, és una quasi norma, doncs la desigualtat triangular no es compleix.

Abans de tot, comencarem demostrant que els polinomis sén densos en AP, resultat
que necessitarem per a definir la projeccié de Bergman.

Teorema 3.15. Els polinomis formen un subconjunt dens de ’espai de Bergman AP, on
0 <p<+oco. Es a dir, per a cada [ € AP i qualsevol € > 0, existeiz un polinomi Q) tal

que || f = Qllp <e.

Demostracid: Demostrarem la densitat dels polinomis en AP, en dues etapes:
1. Si g € H(D), per a qualsevol € > 0, existeix un @Q polinomi tal que ||g — Q||, < e.
2. Si f,(2) = f(pz) € H(D), on f, és la funcié dilatada, veurem que f, — f en AP.

Com que g € H(D), aleshores sabem que g(z) = Z anz" i el seu radi de convergencia

R, > 1. Aixi doncs, g(z) convergeix uniformement i absolutament en 2| <1< Ry. En
conseqliencia, g(z) es pot aproximar uniformement en D) per polinomis, per exemple, les
sumes parcials de la seva serie de Taylor. Aleshores,

€
per a € > 0, existeix un @) polinomi tal que ||g — Q||, < 3

Ara, provem el punt 2. Considerem la mitjana integral

M,(r, f) = {;ﬁ/:ﬁ f(?“ew) ‘pde}l/p, 0<r <1,

que es pot veure per subharmonicitat que és una funcié que creix amb r, aquesta demos-
traci6 es pot veure en la referencia [g].

Observem que My(r, f,) = Mp(rp, f):

it = {3 [ a o))"= {8 [

I a més a més, My(rp, f) < My(r, f), ja que rp < r i My(-, f) és creixent.

27
Mg =)= 5 [ 11 () = 1 () 0

Ara utilitzem la seglient propietat per ap > 1, ’“;b‘p < 5laP + WP < |a+ b|P <
= |x|P, per p > 1 és convexa.

2P~ 1 aP 4 bP|, per la observacié , ja que la funcié f(zx)
27 ) op—1 2m .
MP(r, f — f,) < 7219 ! / ] f (re’9>‘pd0+ / (rew) \pde
2 0 27 0

Per tant, 'anterior esta acotada per
=201 (MP(r, f) + M (r, £,)) < 20 (MB(r, [)) -

f (pre"e) ’p de}l/p = My(rp, f).

Llavors,

17



Com que f € AP, llavors obtenim que M} (r, f) és integrable a [0,1) respecte la mesura
rdr, és a dir, M§(r,f) € L'([0,1),7dr). Aleshores, d'una banda, pel teorema de la
convergencia dominada (Teorema tenim:

/?/‘Hi 1 MP(r, f — fp)rdr = /01 ,E/Hi MP(r, f — fp)rdr =0, (3.1)
on l'ultima igualtat és certa perque 1121—% fo(2) = f(2) uniformement sobre compactes de
D, i en particular, per a cada r € [0,1), My (r, f — f,) — 0.

D’altre banda, tenim:

1 27
Iy}n M(,f—fp)rdr—hni%//

~ tim 5 1 = £l

Per tant, igualant (3.1]) i (3.2)), obtenim:

re —fo (Teie) ‘p dOrdr 52)

h}%%”f fp”p—O:Hf fp||p—>0quanp/‘1

Aleshores, per a € > 0, existeix p < 1 tal que || f — prp < 3.

En conclusidé, hem vist que per a cada f € AP i cada € > 0, existeix () polinomi tal
quer—Q||p<§+§:e. O
Projeccié de Bergman

Amb la mesura normalitzada, la férmula de reproducci6 és de la forma: f(z) = (f, k.),
pera f € A%2ion k.(¢) = (1 — 2¢)~2. Es a dir, ho podem escriure com:

1 1
= [KEOMO 44Q), o KGO = 2o (33

Observacié 3.16. Hem vist que si f € A', llavors existeix una successié de polinomis
Qn — fen Al

Aleshores, si fixem z € D i usant que Q,, € A2, tenim:

/K O)Qn(¢) dA(C —>/K £(0) dA(2),

@) [ K050 40| =

< W(_M)/ Qu — FdA(C) — 0.

Ja que,

(2) = f(Q)) dA(Q)

Per tant, [; K(z,¢)f(¢) dA(z) = f(2).
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A2 és un subespai tancat de I’espai de Hilbert L? = L?(D) = A? @ (A?)*. Denotem
per P la projeccié ortogonal de L? a A2. Per tant, Pf € A% si f € L? i llavors:

f(Q)  dA)
1-— 62)2 T
ja que, (f — Pf) és ortogonal a k, € A2 perque f = Pf+ (I —P)f on (I — P)f € (A%)*
pel Teorema [2.23

Y

Pi(z) = (Pfoks) = (f.h) = /D (

Definicié 3.17. L’operador projeccié P es conegut com a projeccié de Bergman:

= 25 4

Aquest esta ben definit en L', ja que fD (1f(§) 5 dA(O és finita per a cada z € D, envia
—(z

cada f € L' a una funci6 holomorfa en D (f € L'(D) — Pf(z) € H(D)) i compleix que
si f € AL, llavors P(f) = f.

Ara volem demostrar que la projeccié de Bergman és un operador acotat en LP per
al < p < 4oo. Per demostrar-ho, necessitarem el seglient lema tecnic, que també
utilitzarem repetidament al llarg del treball.

Lema 3.18. Siguin s i t dos nombres reals tals que 1 < t < s. Llavors, existeix una
constant C, que depén de s i de t, tal que

(1 - 122 dA(Q) -
[ S S <o

per a qualsevol z € D.

Demostracié: Podem suposar que z = p € [0, 1).

Abans de comengar, adonar-nos que com 0 < |z| < 1, llavors:
L—[2* = (L+[2[)(1 = |2]) < 2(1 = [2]),
2P <l & 1]zl < 1 22
Per tant, tenim 1 — |22 ~ 1 — |2| =1 —

En primer lloc, suposem que p < 1 / 2. Llavors:

1 3
5 S1=p<1=pldf <I=pCl<1+plE <5
D’aqui obtenim que 1 — p < |1 — pC| i per tant, m < = s, (s >0). A més a més,
com p < %, tenim ﬁ <24 (¢t >0).
Per tant,
/ (1 — |C|2)t_2 dA(C) < 1 /(1 . |<—|2)t72 dA(C)
p [1—p(° 77 (1-p)° Jp m
1—pt 1 L, dA(C
— (1 p)s t/(l o ’C’Z)t 2 ( )
(L=p) 1=0"Jp ™
dA
< (1 p)t s2t/(1 ’C’Z)th (C)
D n
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Passant a polars, ¢ = e’ aquesta tiltima integral convergeix donat que ¢t > 1. Aleshores,

/ (1=[¢PP) 2 dA(Q)
p |1 —pCl® @

—92 dA
on C =20 [(1—[¢[?)—2 44,
Ara suposem que p > 1/2 < 1 > 1/2p. Per tant,

/ (1 — ’C‘Q)t_Q dA(C) < 23/ (1 _ |C|2)t72 dA(C)
I¢l< [§IS

< C(l - p)t—s’

b
N = ™

ja que, si || < 2—1/), tenim % < 1—p|C] < |1 = p¢| amb el que obtenim ﬁ < 28,

Llavors,

™

s -2 dA(Q) 20, _a2yi—2 dA(Q)
2/|< (1 |c]2) < 2/@(1 )

on I'dltima desigualtat és certa doncs, la integral és finita per a ¢t > 11 com p > % tenim
_ t—
A—p)= > (5 (<.

Finalment, falta acotar

/ (1—1¢»)* dA(Q)
s L=plls

Fent el canvi a polars, ¢ = re'?, obtenim:

P =L G L L
- rdrdf,
L A " mJo JL (1—2prcosd + p2r2)*?

P

ja que, [¢] =, i

11— pre)? = |1 — preos —iprsin> = (1 — prcos0)? + (pr sin 0)*

=1+ p*r?cos® 0 — 2prcos® + p*r?sin® 6 = 1 — 2pr cos O + p°r’.

Llavors,

or ol _2yt-2
1/ / (1=r) rdrdf
mJo JL (1—2prcosf+ p’r?)s/?

P

2 [t g do
_2 1 p2yt=2 / dr = I.
7r/1( T o (1 —2prcos® + p2r2)s/2 "

25

Sabem que sinz > 27“" pera 0 <z < g, aleshores:

0 62
1 —2prcosf + p*r? = (1 — pr)? + 4prsin® (2> > (1—pr)?+ dpr—.
T
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Per tant, pera 0 <8 < 7micomr > i obtenim:

/7r d _ /“ d -
2..2\8/2 s/2
0 (1—2prcosf+ pr?) 0 ((1—p?“)2+4p7’z—2)

) T

{(1 — pr)? (1 + 2012 (1_pr

< 1 /7T df
= (1= pr)s s/2°
( P ) 0 (1+%(1—9pr)2)

0 du= % Tenim:

Fent un canvi de variable: © = —— .
1—pr> 1—pr

1 (lfﬂr) du 1 +o0 du
(1= ppr)s—1 < <C(1— fs+17
(1—pr)t /0 (1+ Zu?)s2 = (1—pr)s! /0 (1+ Zu2)s/ (1—pr)

on "iltima integral és finita doncs s > 1. Per tant:

1
1<2/
T )1
2p
r (1 1 1— 2\t—2
5/ 7( r)lrdr—f-/ 7( T)ilrdr
o (L—pr) p (L—pr)s

= I + I,

(1 T2)t72 J
c(1 - pr)s—lT "
_2\t-2

on p a fixar.

Llavors, anem a acotar I7.
Abans de comencar, observem que per a 0 < r < p tenim 1 — pr < 1 — r2. Farem dos

Casos.

Cas 1: Prenem t < 2. Per tant,

P (1= 2\t—2 P(1— t—2
I :/ 7( ™) rdr g/ 7( pr) rdr
0 0

(1—pr)s—! (1 —pr)st
1 e N
<— [ —p(l—p) " tdr = — Aopr)
P Jo P t=s |,
_ 1 (1 _ pZ)t—s 1
o s—t s—t]°

Com que t < s tenim S%lt < 0 i utilitzant que p > %:

2 2
1— 2\t—s < 1— t—s _ C(1 = t—s
T (1=r) P G (L—p)7,

on 'altima desigualtat es dedueix per aser p < 1it < s.

Cas 2: Ara, prenem t > 2. Observem que: (1—r%) = (1—7)(1+7r) < 2(1—7r) < 2(1—pr),
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jaquer =z pr<1—rp>1—r. Llavors,

P (1 — 2\t—2 (1 — t—2
e e A
0 0

(1 —pr)st (1 —pr)st
B 2t—2 (1 _ pr)t—s P B 2t—2 (1 _ p2)t—s B 1
N —p t—s 0 N p s—t s—t
2t—1
<SS =p)Tr<C-p)t

on a les darreres desigualtats hem utilitzat el mateix que en el cas 1.

I per ultim, hem d’acotar Is. Com que r < 1, 1 — p < 1 — pr, llavors,

1 1— 2\t—2 1 1 1 1
I, = / 7( " )371”” <07 / (1— r2)t72rdr <07 / (1-— T2)t72d7‘.
P (1 _IOT) (1 —P) P (1 —P) P

Ara, observem que: (1 —7) ~ (1 —72) , ja que, 1 —r < 1 — 72, perque r < 1 i, després,
(1—7%) =(1+7)(1—-7)<2(1—7). Aleshores,

1 ! N2 —1 (1=t !

Izg(l—p)s‘l/p(l ~) dr_(l—ms‘l[ t—1 L
_ 1 (1_p)t71 _ t—s
_t—1(1—p)s—1_0(1_p) ‘

Ara ja podem demostrar I’acotacié de la projeccié de Bergman de LP(D) en AP(DD).

Teorema 3.19. Per a 1 < p < 400, la projeccié de Bergman P és un operador acotat
de LP a AP.

Demostracio: Com hem dit anteriorment, en la definicié de la projeccié de Bergman, la
restriccié de P a AP és l'operador identitat en AP, Pf és holomorf per a tot f € LP, i
llavors és suficient demostrar que P : LP — LP és acotat.

Pero, per a f € LP, obtenim que si % + % =1

f(Q)  dA(()
]D>(1—fz)2 T

= [ =™ -1 - o) A

[Pf(z)] =

</D|1—<‘z} 0]

™
Z/Ep(l—!d?);;\l—fz\f‘l_gz|,ﬁ‘f(0,(l_m2);q dATr(g),
i utilitzant la desigualtat de Holder (Teorema [2.15)), tenim:
Pf(2) |
{ (-IGP) e 58 } {/“—Czl FOF (1 -1c?)T A >}p
= 1(2)7 - (=)
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Triant s =2it = 2—% es compleix 1 < t < s ates que 1 < p < 400. Per tant, aplicant
el Lema [3.1§ obtenim:

I < CA— |z =0 - )7

. dA
Finalment, per veure que Pf € LP hem de comprovar que [y |Pf(z)[P F(Z)

Doncs anem a veure-ho:

[1pse) 4B < [ n@ine )
c/ 1= |2P) 55/|f P — 5| 2( gyt 9AK) d4E)

L=l (1= o)1z ) 240
<C/D!f(é)l (1 [¢?) /Du )T - = ,

on a l'dltima desigualtat hem aplicat el teorema de Fubini (Teorema [2.10). Utilitzant el
Lema a la segona integral, triant ara t = 2 — % i s =2, obtenim:

[1pser 2& <o [iropa-icmia - A9
D D

_ LA
= [ 1ror L <+,

on I'dltima integral és finita, ja que f € LP i on C és una constant positiva que depen de
D. O

Podem veure que, de fet, el que hem provat és més fort.

Proposicié 3.20. Si 1 < p < 400, llavors

_ f©Q) dAQ)
f(z)_/mu_za? .

defineixz un operador lineal acotat T de LP a LP.

Demostracio: Es una conseqiiéncia de la demostracié anterior. ]

3.3 Espais duals

El seglient objectiu és veure amb quin espai pot estar identificat l'espai dual AP per
1 < p < +o0. I seguidament, ens centrarem en el cas p = +oc.

Un espai de Banach és un espai vectorial normat i complet. L’espai dual d’un espai de
Banach X és ’espai, X*, dels funcionals lineals i acotats de X, és a dir, si X és un espai
de Banach, X* = {¢ : X — C lineals i continues}. L’espai X* esta normat per:

Sabem que per a tot funcional lineal ¢ € LP existeix una unica funcié g € L? tal que
O(f) = fy 7 % i, a més a més, 6]l = llgllze. On g és Iindex conjugat: L+ 1 = 1,
Escriurem, (LP)* = L4.
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La vinculacié entre (LP)* i L? ve donada per:
dA
= / fg T f € Lp7
D s

on g € LP.

Aquest resultat de dualitat de I'espai LP juntament amb 'acotacié de la projeccié de
Bergman, ens permet obtenir una caracteritzacié de I'espai dual dels espais de Bergman.

Teorema 3.21. Per 1 < p < 400, l'espai dual de AP pot ser identificat per A%, on
;1) + % =1, en el segiient sentit:

1. Tota funcié g € A? defineiz un funcional lineal i continu
dA
~[19%2, rew
T
2. Per a cada funcional ¢ € (AP)* existeiz una tinica g € A tal que:

¢(f)=¢g(f)=/Df§ P few

Les normes de ¢ 1 g son equivalents, és a dir,

Cillell < llgllq < Calloll;

per a certes Cy i Cy constants positives. De fet, C1 = 1.

Demostracid: Comencem amb 'afirmacié 1. Per a g € A? es defineix un funcional lineal

a AP:

¢g AP — C
[ —dg(f) =
Veiem que és lineal:
6ol +1) = [ (74 g / g d“ﬁfo = 0u(f) + 6u(h)
By(M) = / (g L) — = 204(/)

I que és continua: |¢g(f)| < [l¢g]l - ||f||p-

o0 = | [ 13 ‘ f\f 1/
< (L1 ([ ¢ ) "< gl

on hem utilitzat la desigualtat de Holder (Teorema [2.15)). Per tant,

[6gll = sup |dg(f)] < llgllq-

Ifllp<1
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Veiem ara l'altra afirmacié 2. Primer provem la unicitat. Observem que

. o 2L dA(C
bg(2 ):/Dz g(z / Zakzk
_ 1 / / L gind Za—krke—iké)dgdﬁ
T Jo Jo =0

Per a cada 0 < r < 1, tenim per convergencia uniforme de la serie de poténcies que

—+00 “+o0
2 ; ki 2T i _
[T rntlemd S grrke=h0dn = S pntktlgy 5T e(nR0g9 = 2np2n g, Per tant
0 k=0 k=0 0 ’

1
ny _ 2a- 2n+1d — Qn
bg(2") an/o r r R

on a, és I'n-éssim coeficient de Taylor de g.

Per tant, si
Pg, (z") = bgs (z"), n =0,
llavors, g1 = go.

I per acabar, provem l’existéncia. Pel teorema de Hahn-Banach (Teorema|2.35) sabem
que tot funcional ¢ € (AP)* es pot estendre a un funcional ® € (LP)*, tal que || ®| = o]l
Llavors, pel teorema de representacié de Riesz (Teorema [2.25)):

- dA
o) = [ rer,

per a alguna h € L? amb |hl|, = ||®||. Sigui g = Ph, on P és la projeccié de Bergman.
Pel Teorema obtenim que g € A% 1 ||g||q; < C| k|-

Per a f € AP, utilitzant la férmula de reproduccié en el disc D i pel teorema de Fubini
(Teorema [2.10]), que el podem utilitzar gracies al Corol-lari obtenim:

o =) = [ FRE) / / 122 <<>Z)dA7§z>

:/Df(g)/ 1—C2)72 () /f )=¢g(f),

on [p(1—¢2)72h(z) E ( ) = = Ph(¢) = g(¢) per la férmula de la projeccié de Bergman. A
més a més, g = Ph i P acotat de LY a A%, déna que

19llq = IPhllq < Cllhlly = Cll@] = Clig]-

O

Per la demostracié del Teorema podem veure que la representacioé de I'espai dual
AP depen fortament de I’acotacié de la projeccié de Bergman.

A continuacié, provarem que P no és un operador acotat de L' a Al. Per veure aixo,
recordem que (L')* = L> amb la representacié integral

o) =t = [ 198 et
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on ¢ € (LY)*ige L™,
Observem ara que ’adjunt de P pot ser identificat amb el mateix P donat que:

Per tant, P és un operador acotat de L' a L' si, i només si, és un operador acotat de L™
a L.

Pero, P no és acotat de L™ a L*°. Fixem ¢ € D i definim la funcié

gc(z) = (1 =20 [1 —%¢| 2

Llavors, gc € L™ i ||g¢|loc = 1. Pero, amb canvi a polars z = re', obtenim

-7 2 _z _92
(Pao)@) = | 19<<22) dA7T<>_ IE ?Eo q? ddte)

:/|1_g| -2 4 / /% — Cre|2rdgdr
_ W/O T/O% (1_Zrei9)(1_gre_i0)d9dr.

ZC e ja que |Cre?| < 1,

Ara observem que:

1-— (Tele "0
_ Z ¢CMrme= ™0 ja que |Cre”?] < 1
1— Cre= = ' ’
Aleshores,
2
(Pgc)(C) = / / (Zc r’ 1"9) (Z ¢mrm —“W) dfdr
n=0 m=0
2
_ / / Cm n+m (n m)if dOdr
nm>0
r
= C|Pr?dr = / ————dr
| 3 ~Jee

—1 /1 —2r|¢J? 2
= dr = log (1 — r“|C
A Jo T g Los 1Pl
1 —1¢?)) .
2|C\2 (log (1 —[¢I))
Per tant, aquesta integral que hem calculat no esta acotada per ( € D. Aix0 demostra

que P no envia L™ acotadament a L™ i, conseqiientment, la projeccié de Bergman no és
un operador acotat de L' a L!.

3.4 L’espai de Bloch
Ara volem resoldre la pregunta anterior, és a dir, on envia P 'espai L*°(D). Per aquest

motiu, necessitarem ’espai de Bloch, el qual introduirem, estudiarem les seves propietats
principals i, per acabar, solucionarem el dubte.
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Definicié 3.22. Definim '’espai de Bloch B com:
B={1 € HD): Ifls =sup (1- 1) 1£)] < +o0}.
zeD
on || f||p s’anomena la norma de Bloch.

En realitat, aquesta no és una norma, ja que no es compleix la propietat || f|lp =0 <
f = 0. Per tant, per solucionar-ho, prendrem la norma en B com: ||f|| = |||z + |f(0)].

Proposicié 3.23. L’espai de Hardy H*(D) = {f € H(D) : acotades} esta contingut en
lespai de Bloch B, és a dir, H*(D) C B.

Demostracié: Sigui f € H>® (D). Volem veure que f € B. Per tant, només hem de veure

que ||f||g < +oo0. Prenem D (z, 1_2|Z‘) C D. Per les desigualtats de Cauchy (Teorema

2.33)), tenim:

2 2 20/l
T oo Pl < oy sup )l < Ty

ja que, f € H*(D). Aleshores,

1f'(2)l <

2y 2l e

Per tant, f € B. O

=2||flloo sup(1 + |2]) < +o0.
zeD

Observacié 3.24. H>*(D) C B. Per a comprovar-ho, prenem f(z) = log(l — z). Primer
veurem que f € B. Per aixo, veurem que |f|l|g < +oo, ja que |f(0)] = 0, llavors
lfll = IIfllB- Aleshores:

1
—— | =sup(l — [z])(1 + |z]) —— < sup(l+|z]) <2,
| s D e < sl )

I£1l5 = sup(1 — |2[*)
zeD

on hem fet servir que |1 — 2| > 1 — |z|. Per tant, f € B i f no esta acotada doncs
lim |log(1 —r)| = 4oc.
r—1-

I, finalment, abans d’arribar al resultat que volem, necessitem un lema previ.

Lema 3.25. Sigui P la projeccio de Bergman, i sigui m un nombre enter positiu. Llavors,

Zm

m; on gm(z) = (1 - |Z’2)2m-

(1) P(gm)(z) =

| 2

(i) Si g e A' tal que g(0) =0 i h(z) = %g/(z), llavors P(h) = g.

Demostracié: (i) Per la definicié de la projeccié de Bergman, pel calcul del nucli de
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Bergman en D i, finalment, pel canvi a polars obtenim:

Plom)(e) = [ (1=l o2 41

+oo
= [a-imen Y+ n@ar
n=0

1 1 +oo
= / Z +1)z / (1—7‘2)(7‘6 0) (7‘619) rdrdf
T
1+OO 2r
/ Z Tl + 1 )T’ernJrld?”/ el@(mfn)de
0

ZTI’L

m+ 2’

=2(m+1)z / (1 —rH)r?mtldr =
0

on el canvi d’ordre d’integracié es conseqiiencia de que el nucli de Bergman és ho-

lomorf en I i I'dltima igualtat s’obté integrant per parts, on v = 1 — r2dr,du =
2m+2

—2r, dv = r2mHldp p = T

2m—+2
1 T ) r2m+2 1 1 2m+2
1-— M dr = | (1 — - —2r)d
/0( ) " [( r)2m—|—2]0 /02m+2( r)dr
1 2m+4 71
- / P — | LT (3.5)
m-+1J m+12m+4],
1 1
m+12(m+2)

+oo
(ii) Prenem g(z) = > amn2™ i h(z) = %g’(z). Llavors,
m=1

_ 2\ o/
p(h)(z):/D(l ’CQQ (€) dA(C)

e
_ [ O=KPONR L e Q)
- [ 5 > D

—Zn+1 " [a-1ergo© -1 4AK)

=Z(n+1>z JE Zma ¢n=i(gy-t AL

s
2 . )

= + 1 " lim — / / 1 _ m—1¢__i0\n— drdo

Z n t_lgl— Z mam ’I” 7‘6 ) (’1”6 ) rdr

2m
= Z n + 1 "™ lim — Z mam/ 1 _ r2)rm+n—1d74/ ezH(m—n)dQ
t—1— T 0
+o00

= Z n+1)z" lim n2an/ (1—r>)r?"tdr = Zznan = g(2),

n=0 t—1— 0 —
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ja que hem pogut intercanviar el primer sumatori igual que a ’apartat anterior. I,
finalment, fent el mateix calcul que en (3.5) amb m =n — 1.

t [2n t t p2n
lim (1—r2)r*tdr = lim |—(1 — rQ)] - / —(=2r)dr
t—1~ Jo t—1- | 2n 0 0 2n
r.2n t 2n+2 7t
1
= lim r—(l —r?) -7
t—1- | 2n 0 n2n+2],
'th 1 t2n+2 1 1
= i — (1 -t — = — .
t—lglf_Zn( )}+[n2n+2} n2n + 2

O

El seglient teorema expressa la relacio entre la projeccié de Bergman i ’espai de Bloch.

Teorema 3.26. Sigui P la projeccié de Bergman. Llavors, P : L>®(D) — B, i a més a
més, P(L>°(D)) = B.

Demostracié: D’una banda, veurem que P envia L*°(D) dins B, és a dir, P(L>*(D)) C B.
Llavors, sigui f € L™, per la definici6 de la projeccié de Bergman:

_ f(Q)  dA(Q)
Pf(Z)—/]D)(l_CZ)2 g on z € .

Volem veure que Pf(z) € B, és a dir, Pf(z) ha de ser holomorfa en D, que és cert per
definicié de Pf(z) i, a més a més, ||Pf(z)|| < +oo. Per comprovar la segona condicid,
comengcarem calculant la derivada de P f(z). Per la regla de derivacié sota el signe integral,

d fQ) dA) [ 9 ([ [ dA(C)
dz/m)(lCZ)Q m _/3Z<( CZ)2> m
—f(0)2( 1—C2’)( ¢) dA(C)
(1—¢z) m
) / CIQ) dA)
p(1—-¢z)3

Aleshores,

Py =2| [ FC) dA(O'@/ CIFQ] dAQ)
D

p(1-Cpp TS

oo dAQ) 1 dA©Q)
/|1 T —2ufuoo/D,1CZ|3 )

on hem utilitzat que |¢| = |¢| < 11 |f(¢)| < ||f]loo. Llavors, multiplicant a banda i banda
pel mateix factor, (1 — |2]?), la desigualtat anterior i pel Lema perat=21is=3,
obtenim:

(U= EBIPTYE < 200 = B e [ e “00

2(1 = |2 fllsC 1 = [2) 7 S M1 £lloo-
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s

Per tant, ||Pflloc < ||fllco- I finalment, observem que |Pf(0) ‘fD
A
J 17O 5

< |If|loo- Llavors, deduim que:
IPfIl = [I1Pflls+ |PFO) < Cllflloc + [ flloc S 1f]oo-

D’altre banda, hem de comprovar que B C P(L*°(D)). Donada una funci6 g € B,
definim f € L*>°(D) com:

fl2) =1~ 21" {29(0) +39/(0)2 + 24"(0) 2% 4 L) =) = g”(O)z} |

z

Llavors, per la definicié de Pf(z) tenim:

L[ O dAQ (1= C2) dAQ) o [ (L= [CP)C dAQ)
pf<z>—/D<1_Cz)2 ! ‘29(0)/]1)(1—42)2 ! +39(0)/D<1—cz>2 &

— 1122 A2 A
oo [ <1( e 44) , [ G KO 44

¢ 7 TSI
(1—1¢P) dA(¢) (L= 1CP)C 1y dAKQ)
p ((1 —(2)? ™ _/]D)C(l—(z)Qg () T

I aplicant les férmules del lema [3:25] obtenim:

(1—I¢P) dA(Q) _ 1 , .
. /]]) e P(go)(z) = 5 per lapartat (7).

s CP)C dA(Q)
D

= P(g1)(z) = z per lapartat (7).

(1—¢2)? T 3
(1 —[¢*)¢* dA(Q) _ _ 2 , .
o /D 1) = P(g2)(2) = o Per lapartat (7).

[ OKBQ dAQ _ p
[ S 2 = Py = o) - 0(0) on ) = ().
aplicat 'apartat (i7).

—cl? 2
. /D g((11 —EL))Q 4'(0) dAW(O = P(ho)(2) = z¢'(0) on ho(z) = L ¢/(0). Hem aplicat
Papartat (ii).

_ 2 22 /" 5
o [ S 0 B - P = L o (o) = g 0). Api

cant l'apartat (7).

Per tant, utilitzant tots aquests resultats, obtenim:

7'(0)2* 29'(0)

Pf(z) = 9(0) + ¢'(0)z + =—=5— + 9(2) = 9(0) = ¢'(0)z = ——= = ¢(2).

En conclusié, Pf = g amb f € L*>°(D). O
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4 Mesures de Carleson

En aquesta seccid, definirem, estudiarem i caracteritzarem les mesures de Carleson per a
lespai AP(D).

Aixi doncs, comencem amb la definicié de mesura de Carleson.

Definicié 4.1. Sigui p una mesura de Borel, finita i no negativa a D. Llavors p s’anomena
mesura de Carleson per 'espai AP si existeix una constant C' tal que:

dA
[iran<ce [1p 2 few.
D D T
és a dir, l'operador f — f és acotat de AP a LP(dp).

La constant C només depen de p i de p.

La caracteritzacié d’aquestes mesures vindra en termes de les anomenades finestres de
Carleson.

4.1 Regions de Carleson

En aquest apartat introduirem diferents regions del disc que ens permetran obtenir
diferents caracteritzacions de la mesura de Carleson. El motiu d’introduir-les és que
tecnicament simplifiquen les demostracions de les diferents equivalencies.

Definicié 4.2. Sigui I un arc obert de T = {z € C: |z| = 1} i prenem |I| la seva mesura
de Lebesgue normalitzada en el sentit que |T| = 1. Aleshores definim les finestres de
Carleson com:

R(I) = {rew el el 1|1 <r| < 1}.

Per exemple, R(I) =D si |[I| = 1.

Podem observar a la Figura [I] un exemple concret de finestra de Carleson. En aquest
cas, seria la zona ombrejada juntament amb la linia no discontinua.

—

-_———-

Figura 1: Exemple de finestra de Carleson.

31



Observacié 4.3. Donat que si |§] < 7, es compleix |1 —e%| ~ ||, aleshores si considerem
>0,
S ) = {w eD: ‘ — e
|wl

<6,1—|w|<5},
llavors, existeixen C7,Co > 0 tal que:
S(e",C16) € R(I5) C S(e,Co8), (0<d<1),
on I 5 és I'arc obert de T centrat en el punt ¢ i de llargada || = 4.
I en particular, |S(e?, §)| ~ 6% ~ |R(1gi0 5)|-

Ara, anem a considerar dues regions més. Aquestes seran comparables en el sentit
anterior amb les finestres de Carleson.

Lema 4.4. Per a § > 0 definim:

Bp(e?,6) = {w eD: ‘w — et

<5}:D@@®mm.

Llavors, ' ' '
Bp(e,3) C S(e”,5) C Bp(e, 25). (4.1)

A la Figura [2| podem observar que la zona més fosca és el conjunt de punts BD(ew, J),
que es correspon al conjunt de punts de I que estan al disc centrat a ¢’ € T i de radi 4.

| —— ’ -

- 4 Y
. - )
-~
:' ~ 0 “
i g}
Nl
\ N )
S A
"r“-d-"\
\
\
L]
: ,'
Figura 3: Bp(e?,3) C S(e”,9)
Figura 2: La regié Bp(e®,§). i S(e?,8) C Bp(e',26).

Demostracié de (#1]): Com podem veure a la Figura [3] la regié S(e'?,§) seria la part

ombrejada, Bp(e'?, ) la puntejada i, finalment, Bp(e®,26) la rallada.

Llavors, d’una banda, hem de veure que S(e¢?,§) C Bp(e',26). Prenem w € S(e%,6),
aleshores w € D i:

w w i0

‘ ‘ lw| —1
jwl] ] |wl] |wl

De Paltra, hem de veure que Bp(e?, %) C S(e¥, ). Siguiw € Bp(e®, g), llavors w € D

lw — €| < ’w—

‘+5:Hwy—u+5<2a

ilw—e? < 2. Hem de demostrar que 1 — |w| < 1 | — | < §:
2 |w]

; J
1—\w[§|w—eza\<§<5,
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= < |+ o] < -l + § < 25 =

|wl |wl 2 "2

Per tant, acabem de veure que Bp(e'?, g) C S(e? 5) C Bp(e®,26), i aleshores | S (e, §)| ~
|Bp(e'?, )| ~ 6. O

Ara siguin n € D\ {0} i R > 1. Llavors definim:
Qr={weD:|l—nw| <R1-n|)}.

Observaci6 4.5. La regié anterior la podem escriure de la segiient forma:

1 R
=B (1,01 )
o =Bo (o=l

Demostracio: Si fem el seglient calcul

1 1 R
1—nw:n‘—w‘<Rl—n @‘—w’<1—n,
| | Hn (1= |nl) ; \nl( uly

aleshores obtenim que la regio QU,R = Bp (l, WR‘(l - ’77’)) o

En la Figura [4] on hem agafat 0 < n < 1, es pot veure que, a diferencia de la regi6
Bp(e®,6), el centre de la bola no esta en T.

Figura 4: Q, r

Lema 4.6. Fizat R > 1. Suposem que || > % i prenem n = |n|e. Llavors, existeizen
C1,Cy tal que: ‘ A
Bp(e",C16) C Q. r € Bp(e”, Ca9).

Demostracio: Primer de tot, observem que fent una rotacié podem suposar que % <n<l1
i, per tant ¢ = 1.

Aleshores, d’'una banda, hem de veure By (e, C16) C Q) R
el punt Q, interseccié de 2, g amb 'eix de les z, @ = % — %(1
entre el punt 11 Q és

a1 =1- (5= (Fa-n))=1- 1+ Ta-n =Tt

Aleshores, veurem que Bp (1, (R —1)(1 —n)) C Q.

Per comencar calcularem
—n) i llavors la distancia
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Prenem w € Bp (1,(R —1)(1 —n)). Llavors, hem de veure que |w — %] < R(1—mn),
sabent que |w — 1| < (R—1)(1 —n) < %(1 —n) doncs n < 1:
1 1 R—-1 1
-t <ho-1+ i < B la s Lo = RO-n)
n n n n

f‘ = ’"T_l‘ = %]77 -1 = %(1 —n), per 0 < n < 1. Per tant, podem agafar

En la Figura |5| podem observar que la regié de punts, Bp (1,(R—1)(1 —1n)), esta
inclosa en la regi6 ombrejada, €2, g.

P - -

e — -

Figura 5: Les regions , p i Bp(e'?,§) sén equivalents.

D’altra banda, veurem que Q, p C Bp(1, (1 + R)(1 —n)).

En la Figura |5 podem observar que la regié ombrejada, €2, r, esta inclosa a la regi6
rallada, Bp(1, (1 + R)(1 —n)). Aleshores, veurem que |w — 1| < (R+ 1)(1 — 7).
|1 —wn| + |wn —w| < R(L —n) + |w|ln -1
(1= (R+ |w]) < (R+1)(1 —n).

jw—1] <
<
On Cy = (R+1).

Per tant, hem vist que Bp (1,(R—-1)(1-7)) € Q,r € Bp(1,(1+ R)(1 —n)) ies
compleix que [, r| ~ (1 —n)2. O

4.2 Teorema de caracteritzacio de les mesures de Carleson

Lennart Carleson va caracteritzar les mesures de Borel finites i no negatives a D per a les
que es compleix que

1 27 ;
Auwm<mm%ﬂonwmrwgpéwﬂm%wa

<17

i HP és l'espai de Hardy. La caracteritzacié ve donada per la condicié u(R(I)) S |I] per
atot arc I CT.

Per als espais de Bergman, el resultat equivalent és degut a Hastings [5], pero nosaltres
donarem una demostracié basada en les tecniques de Garnett [4]. El resultat és el segiient:
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Teorema 4.7. Sigui i una mesura de Borel finita © no negativa a D. Fizem p tal que
1 < p < +o00. Llavors, les segiients propietats son equivalents:

(i) wu és una mesura de Carleson per AP.

(ii) Existeiz C > 0 tal que u(R(I)) < C|I|?, per a qualsevol arc obert I C T.

o (1 —[¢h°
(i7i) Existeix € > 0 tal que sup/ ———du(z) < +o0.
¢ceb Jp |1 - CZ|2+6
Observaci6 4.8. Donat que les caracteritzacions no depenen de p, es compleix que pu és
una mesura de Carleson per a AP si, i només si, u ho és per a A9.

Observacié 4.9. N’hi ha prou que suposem que |I| < % en la condicié (ii), doncs si
11| > 1, es compleix:
u(R(1)) < (D) = € < 4C| T2

Demostracié: Per a veure que les propietats sén equivalents, primer veurem que (i) = (1),
després que (i7) = (4i7) i, per acabar, que (iii) = ().

Anem a veure la primera implicacié, (i) = (ii). Per les equivalencies de l'apartat
anterior podem provar que u(S(e?, R)) < CR2.

Llavors, prenem la regi6 definida anteriorment S(e?, R), on R < 1. Ara, definim una
funcié g € H(D) C A? tal que:

RN
= , N fixar.
g(w) A== R)e ) > 0 a fixar
Observem que si w € S(e?, R) es compleix que
RN 1
|g(w)‘ > 3N RN = 3W =C, (4.2)

donat que:
1-(1-Re Pw <1-—1—-R)|+1—-R)l—ePw <R+ |w—e?

<R+‘w—w‘+’w—ew < 3R.
w| w]

Aleshores,

a) Per l'acotacié ([#.2) i com que S(¢?, R) C D, tenim:

i dA
W(S(e, R)) = / i< /  qgPdp < / 9P < / glP 4,
S(et? R) S(et? R) D D Q

on I"iltima desigualtat és certa per la hipotesis (i).
b) Ara, per la definicié de g i utilitzant el Lema perat=2is= Np=4, obtenim:

/Dg(z)|p dA7T(z) _ /D - RNp dA(Q) < RNrC <1 B )(1 — R)e 2> -2

(1—R)e #z|Np 7
~ RNPR? = R?.
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Per tant, per acabar aquesta implicacid, ajuntant els passos a) i b) obtenim que

CPu(S(e? R)) < CR* < u(S(e”, R)) < CR%.

Provem ara que (ii) = (ii). Considerem la regi6é Q¢ = {z € D : |1 — 2| < 2¥(1 —
.k =1}

Abans de tot, podem observar que si z € Q¢g1 \ Qp = {2 € D : 2k (1 — [¢]) <
11— 2¢| < 2811 — [¢])}, Navors 2¥(1 — |¢|) =~ |1 — Cz|. Aleshores, utilitzant aquesta
equivalencia i la hipotesi (i7), obtenim:

[ O du(2)
D |1 - Z<|2+E Qe |1 - ZC‘QJFG Qe k+1\Q¢ 1 |1 - ZC‘QJFG

k>1
2k (1-[¢)<2
1 1
< ——5— d I J
(L —[¢l)*te /Qm p(2) + ’; 2 /QCM\QM 1(2)
2k (1-[¢))<2
1 1
<— (D I SIS
s (1 - |C|)2+EM( CJ) * ;}1 [zk(l _ ‘C|)]2+Eu( C7k+1)
2k(1-[¢))<2
(1- |C|2)2 (Qk(l _ ‘CP)Q
< AT BT (2 = C)”
~ (1 - |C|)2+E + ;}1 [Qk(l o ’C‘)]Q-‘re

2+ (1-[¢)<2

1+Z( )]

1 1
"ot L BT - TP
2k(1-[¢h)<2
(1 - 1¢A)

1

donat que com € > 0, = 5¢ < 11 per tant: Z (Q—IE)k = 5o g~

k=1
Finalment, hem de veure I"iltima implicacié, (#i7) = (7). Per tant, volem veure que
Jo lf(2)Pdu(z) < C [ | f(2)[P dA, per a f € AP. Llavors, si z € D, aplicant la férmula de

reproducci6 a la funcié g,(¢) = (lji (2%2 € AP. Obtenim:

1 dA

Aleshores, agafant I’exponent conjugat de p, g, (
(Teorema [2.15]), obtenim el segiient:

[uorae < [ ([ Lo ds01 s

C122)e (1 — () )l — 2
:/ /(1 | \)é(l IEL) O] (1 |J2 11— 2|7 dA(Q)
DA\/D 1= 2|71 = 2 i—2s(—[¢)p T

(1_’2’2)2(1_K|2)€ pdA(g)> ( (1_‘Z|2)2‘1_Z@% dA(O) ~
s /D (/D 11— 2C]4[1 — 2(]e HOF—= /IDD I1— 2t (1—[¢2)7 ™ ().
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++ =1), i per la desigualtat de Holder
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Ara observem que,

_€q

12y
(122 /D (ﬁ — Z‘f dAW(O <(-lP)c@-zP) 7 =c

on hem utilitzat el Lema amb t — 2 = 7 s=4— 6— i, per tant, prenent ¢ << 1,
es compleix que 1<t<51, amés amés, t—s=2.

Aleshores, tenim el segiient;:

/ @) du(z) / / (= 12P) (= I paagyaue)

1—zC|4|1 ZC|€
= Z' 254;'“) F(QPAAQ)du(2)

) s [ (=)
_/D(1_,<2) 1£(C)] /|1 e dp(z)dA(C)

(=) o "
< [ e raa© = [ iroraae

on hem pogut fer el canvi de integrals pel teorema de Fubini (Teorema [2.10]) i, després,
hem utilitzat les hipotesis, ja que

—|2]?)?
/ mdu@)ﬁ [ sa-h = ca- o

O]

Observaci6 4.10. Pel cas p = 1 la demostracio del teorema també és valida sense utilitzar
la desigualtat de Hélder.

4.3 Exemple no trivial de mesura de Carleson

Finalment, veurem tres exemples de mesures de Carleson per 'espai de Bergman AP. Els
dos primers son trivials i I'tiltim és un exemple no trivial.

En primer lloc, veiem que si prenem dp = dA, llavors u(S(e?,6)) ~ 62 i per tant, u és
trivialment una mesura de Carleson per AP. En segon lloc, si du = gdA on g és mesurable
i existeixen C1,Cy > 0 tals que C7 < g < Cs.

I per ultim, anem a veure I’exemple no trivial de mesura de Carleson per I'espai AP.

Primerament, comencarem definim una successié de punts z;, per a cada k = 1,2, ...,
donada per:

1 2mij it . k
Zjk = ]_—Q—Ic e 2k =rie Jk, OH]IO,...,Q — 1.

Els punts que es veuen a la Figura [0] serien tots els punts per a k = 1,2,3 i 4.
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Figura 6: Successi6 de punts z;; per a k =1,2,314.

En segon lloc, definim una mesura positiva de la segiient manera:

2k—1

p= Z 2% Z o = (1= a])?s

aElE
on £ = U{ng} ={zjr: 1<k, 0<j<2¥—1}id, ésla delta de Dirac en base el punt

a, que complelx Jp fdda = f(a). Llavors, obtenim:

/ fdu="3"(1 = |a)*f(a).
aEE

Proposicié 4.11. La mesura p definida anteriorment és una mesura de Carleson per
AP,

Demostracio: Necessitem un lema previ que obté ’acotacié per a finestres de Carleson
amb base intervals centrats en punt e's¢ de la xarxa de (z;).

Lema 4.12. Siguin zj; = rre'lic. Llavors definim Iy = {e : [t — t;r] < m(1 — |2])} =
{e" |t —tjn] < m(1—ry)}, i també R(Ijx) = {re™ : [t —t;] < Jr, 1—7 < 2%} Aleshores,
es compleiz:
1 2
w(R(Lk)) S 9%k (1 —lzl)”

Demostracid: Per a simplificar, farem la demostracié per a j = 2¥~1 llavors t; k= T, ja

k-1 .
que tor-1p = 2“; = . Els altres casos es fan de forma similar. Llavors, Iz = {e" :

[t — 7| < g5 }. Aleshores:
1 2mim
EQR(IJ) 1—W 62k+l:l>o,

1 27];17?
= ].—W €2+:l20,
27

ja que, |55 — | < i QH% jm — 2 < 2% & |m — 2M11 < 2771 es compleix:

0<m<2k+l—1}

m_2k+l—1‘ <21 0 <m < 2k 1}’

2k+l—1 _ 2l_1 = 2l_1(2k - 1) > 0; per a ]{: > 1
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2k+l*1 + 2l71 — 2[*1(21{) + 1) < 2[*1(2k+1) — 2[+k'

o+ ok

0 okl

Figura 7
Per tant,
“+oo 1 . 1 +oo 2l
p(Rx)) = p(B(Le) N B) <3 Grempa? = 5o 2 om
=1 =1

1 2+001 )
< <2k> Z?:(l_rk) :

=1

Ara podem acabar la demostracié de la proposicié.
Sigui ara I un arc obert de T arbitrari. Definim per recurréncia la successié (wy,), C D

donada per:

wy € R(I) N E un punt de modul minim, |w;| = 1}?(1[1)1 . |w.
we N

wg € R(I) N E un punt de modul minim de (R(I) N E) \ R(Iy,), |ws2| = we};r%l(i};) |w,
i en general,
wp € (RUI)NE)\ (R(Iy, U... UR(Iy,—1)) tal que |wy,| = werlr%l(ilrin) |wl,
si (RUI)NE)\ (R, U...UR(Iy,—1)) # 0.

Com podem observar a la Figura |8 la part més fosca és la regié R([) i la puntejada
és la R(Iy,). A més a més, podem observar els punts w; i we, d’aquest exemple en
particular, tal i com els hem definit anteriorment.

- - -

Figura 8: Exemple de la definicié de wy i de la regié R(y,).
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Llavors, podem afirmar:

(i) RU)NE = Do R(I,, )N E.

n=1
(ii) I, C 2.
| 1
(iii) §Iw” N §Iwm = (), per a n # m.
En efecte, el primer punt és evident per la definicié de (wy,),.
Per veure que es compleix (i4), prenem w,, = rpe?, I, = {e : [t—0,| < 7(1—|wy,|)} =
{0t || < (1 — |wy|)}. Llavors, només hem de comprovar que |6, + t| < 27|I|:

|0n + 8] < 10n] + [t] < [0] + 7(1 = |wal) < 7] + 7| 1] = 27|1],

ja que, wy, € R(I), aleshores, |w,| > 1— |I| i |6,| < 7|I].

Ara, provem (iii). Si prenem n < m, wp, = €0, Wy = e v, <1y i, per
definicid, wy, ¢ R(ILy,) = |0m — 60n] > 7(1 — |wy,|). Llavors,

1 .

“Ly={e ot < T — )},
2 2

1 ) T

§Im = {elem+t N ‘t‘ § 5(1 — Tm)}

Provarem que si e+t € 11, = efmtt ¢ 17,
T
B+t = 8] > [0 — Ol — |t] > 161 — 6] — 5 (1 = 72m)
T
- % (1 —7m).

>m(l—ry) 5

(L—rm) >

|3

I per finalitzar la demostracié de la proposicid, utilitzant I’afirmaci6 (i) anterior, ob-
tenim:

u(R(I)) = w(R(I)NE) <Y u(R(Tw,) NE) =Y (R(1w,))
<r S Ml <n (Z uwn|> = 47 (Z |;Iwn|>

2
1
=4r (| ghua| | < dn|If? = C|I%,
n

on hem utilitzat el lema i les afirmacions (ii7) i després (ii) d’abans.

En conclusié, p complexi la condicié per a ser mesura de Carleson per l'espai de
Bergman AP. O
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5 Conclusions

Podem concloure que hem arribat als objectius que ens varem marcar abans de comencar
el treball amb la tutora. Hem estudiat i demostrat les propietats més immediates dels
espais de Bergman, hem calculat el nucli de Bergman en el disc unitat de manera explicita,
hem demostrat 'acotacié de la projeccié de Bergman i, llavors, hem estudiat dels espais
duals dels espais de Bergman. També, hem demostrat les condicions necessaries i suficients
per a que una mesura de Borel finita i no negativa sigui una mesura de Carleson per a
espais de Bergman en el disc unitat i, per acabar, hem vist un exemple no trivial detallat
d’aquestes mesures.

Des d’un punt de vista més personal, la realitzacié d’aquest treball ha estat molt
enriquidor, ja que, a part d’aprendre nous conceptes, m’ha permes recuperar-ne d’altres
d’assignatures d’aquest grau, com per exemple, conceptes de calcul integral en diverses
variables i analisi complexa. A més a més, he apres a escriure matematiques formalment,
que ha sigut una de les dificultats més destacades que m’he trobat per realitzar aquesta
memoria, perque durant el grau les hem vist escrites, pero no ens han ensenyat com fer-ho.

La motivacié de fer aquest treball es basa, d’'una banda, en la curiositat d’anar més
enlla dels resultats apresos en ’assignatura analisi complexa. Per aquest motiu, vaig ti-
rar 'optativa de funcions en variable complexa, assignatura que ha estat de gran ajuda
per realitzar i entendre aquest treball, ja que podem situar aquesta memoria com una
continuacié immediata d’aquesta. I d’altra banda, per ser una teoria historica en desen-
volupament, per que, per exemple, a diferencia dels espais de Hardy HP?, no hi ha encara
una caracteritzacié completa dels conjunts de zeros de les funcions de AP.
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