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PANORÁMICA DEL SISTEMA DECIMAL POSICIONAL DES
DELS ORÍGENS INDIS A L'ARISMÉTICA DE SANTCLIMENT

Josep Pla i Carrera
Facultat de Matemátiques
Universitat de Barcelona

Al segle XX hem pogut veure com, a poc a poc, s’imposaven a la societat civil occi¬
dental técniques, d’antuvi mecániques, més tard eléctriques i finalment electróniques,
cada cop més sofisticades, per tal de realitzar els cálculs aritmétics méselementáis.1
Des que van aparéixer les primeres caixes enregistradores fins avui que el valor d’un
producte és llegit directament a través d’un codi de barres, qui s’entreté ja a fer
sumes? La totalitat d’operacions bancáries es duen a terme a través de maquines
electróniques. Es possible d’efectuar un ingrés o una liquidació, sol-licitar un préstec,
demanar l’estat de comptes o qualsevol altra operado de forma gairebé instantánia,
per via telefónica, des de quilómetres de distancia. Qui no fa o ha fet servir en un
moment o altre una targeta Visa o de qualsevol altra mena? Qui no ha utilitzat mai
un caixer automátic? Qui no ha pagat la benzina de l’automóbil, el peatge d’una
autopista, el bitllet d’avió o de tren i fins i tot l’entrada d’un espectable sense haver
de comptar els diners amb qué ho ha fet? Les operacions de cálcul en tots aquests ca¬
sos, i en tants d’altres, es realitzen automáticament per mitjá de mecanismes que ens
eviten haver de recorrer ais algorismes de cálcul apresos amb més o menys facilitat a
1’escola primaria.

I a Leseóla, no ens ensenyen ben aviat a emprar petites calculadores de butxaca per
tal de realitzar cálculs elementáis que fins fa ben poc temps s’efectuaven manualment?
Podríem dir, sense equivocar-nos gaire, que aquests petits artilugis han desplagat les
taules de logaritmes, les trigonométriques i potser, fins i tot, les taules de sumar i
multiplicar. Qui es preocupa avui de saber de memoria els nombres primers més
petits que 100, els quadrats deis vint primers nombres, les potencies d’exponent més
petit que 10 deis 10 primers nombres, les cinc o sis xifres decimals exactes de les arrels
quadrades de 2,3,5,6,7,8 i 10, o les deis nombres 7r i e? Hi ha enginys de maneig
senzill, i económics, que permeten d’efectuar els cálculs necessaris a l’ensenyament
escolar tot evitant aquests esforgos de memoria.

*AMS Subject Classification: 01, 01A13, 01A30, 01A32, 01A35, 01A40, 11-03. Treball subvencio-
nat parcialment per la beca PB94-0920 de la Dirección Generad de Investigación Científica y Ciencia

JE1 lector interessat pot consultar Paulos, J. A. [1989]; Davis, P. J.-Hersh, R. [1986].
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No hi ha cap mena de dubte que l’home actual no hauria pogut dur a terme
els viatges espaciáis, ni hauria aconseguit acoblar les llenadores o els coets a les
estacions orbitals, ni hauria situat satél-lits de comunicacions o de predicció metere-
ológica, si no hagués disposat d’unes eines de cálcul sofisticades i precises —les grans
computadores— que fan milions d’operacions en un lapse de temps breu. Tampoc no
hauria pogut realitzar els espectaculars avengos en el camp de la biología —clonatge,
inseminació, mapes genétics, estudis ecológics d’evolució de les especies, etc.— sense
haver disposat de les esmentades eines de cálcul, eines que es troben en un estadi molt
evolucionat, revolucionáriament evolucionat, que no és ara el moment de detallar.2

I si fem atenció al camp de la tecnología, de la técnica, del disseny, ens trobem
que no hauria pas estat possible de planejar i construir les sofisticades estructures
d’enginyeria o aeronáutica de qué disposem avui, ni tampoc els complexos sistemes de
producció industrial i, encara menys, els túnels de simulació i de proves, les maquetes
reais i virtuals, els acceleradors de partícules, etc., si les técniques de cálcul no ens
ho haguessin permés. Fins i tot a la nostra vida quotidiana rebem, a través de
tota mena de sistemes de transmissió més o menys sofisticáis com ara la rádio, la
televisió, el teléfon, etc., missatges que ens arriben a l’instant i ens permeten de
teñir una informado puntual de fenómens i esdeveniments que tenen lloc en punts
molt allunyats de nosaltres. Algunes d’aquestes informacions ens alliberen, a voltes,
de la situació de precarietat en qué es trobava l’home del segle XIX i deis segles
anteriors perqué ens permeten d'efectuar prediccions climatológiques, de preveure
certes catástrofes, amb un lapse de temps a vegades, ai las!, encara insuficient i,
per tant, de prevenir o almenys de pal-liar-ne les conseqüéncies, de dur a terme
estimacions estadístiques que permeten fer estudis de millora de l’agricultura, la pesca,
els ecosistemes on es desenvolupen els animáis i les plantes, etc.

La ciéncia, conjuntament amb la tecnología, ha desenvolupat tota mena d’eines
efectives per enfrontar-se amb les qüestions relatives a la salut: microscopis de pre-

cisió, escánners, técniques d’intervenció quirúrgica basades en el láser, retransmissió
televisiva ampliada de les zones d’intervenció, electroencefalogrames, cardiogrames,
técniques basades en els ultrasons, etc., que han permés avengos realment espectacu¬
lars de certes árees de la medicina.

També és cert que aqüestes mateixes técniques han permés a l'home disposar
d’artefactes de destrucció física i psíquica de la personalitat humana, de máquines de
guerra amb una capacitat d’aniquilació mai abans albirada, d’eines que permeten de
sotmetre l’home al domini d’altres homes, per esmentar alguns exemples negatius.

2Un llibret molt gratificant i enginyós, basat en articles divulgatius breus i senzills que posen
de manifest les possibilitats, els perdis, les limitacions i d’altres qüestions relatives a les eines in-
formátiques, és L’endoll foradat de l’amic Llorenq Valverde.
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En el camp de les idees i, en particular, de la recerca matemática més estricta,'
podem preguntar-nos: on són els grans calculistes deis segles XVT, XVII, XVIII i XIX
que es passaven, si calía, trenta anys de la seva vida elaborant taules de trigonometría
o logarítmiques amb sis, deu, tretze o disset xifres decimals exactes, per tal de dotar
la comunitat d’una eina important, útil i prou acurada de cálcul? On són els cálculs
que, en tantes i tantes ocasions, havien de permetre fer conjectures plausibles que

després, és ciar, caldria en tot cas contrastar, demostrar o refutar? 3
Durant un període que podem situar entre els anys 1850 i 1950 els matemátics

van decantar la seva activitat cap a una matemática teoritzada en la qual, almenys
aparentment, els cálculs com a eina per crear intuícions i fabricar conjectures havien
desaparegut de l’escenari matemátic. Aquesta manera d’entendre i de fer matemática
fou transmesa d’una generació a una altra a través d’una docencia deslligada del cálcul
fins i tot en els centres més prestigiosos del món occidental.4 Una explicació possible
d’aquest fet és que la capacitat de cálcul deis matemátics, amb els mitjans de qué
disposaven abans de 1940, havia arribat a una situació de saturació que feia necessária
una revolució de les eines de cálcul, íntimament Hígada a una revolució tecnológica.
Sense aquesta revolució, el temps necessari per realitzar un cálcul nou —la seva
complexitat i la de la solució— era, en molts casos, massa gran. Aixó feia que el
resultat quedés massa allunyat de la intuido. Per tal de poder anar endavant, de
seguir avangant, calien, dones, camins més teórics que no descansessin en els cálculs.

Tanmateix, aquesta situació ha canviat completament des que els matemátics
disposen d’eines de cálcul potents i, sobretot, rápides. Aixó els ha permés d’elaborar
taules de nombres primers fins ara impensables, de cercar propietats de nombres

3Recordem, per exemple, que PlERRE de Fermat [1601-1665] va establir que els nombres Fn =
22 + 1, n = 0,1,2,3 i 4, són primers i va conjecturar que aixó és cert per a qualsevol valor de
n. Tanmateix, pero, l’any 1732 Leonhard Euler [1707-1783] establiria l’error en descompondré
F5 = 22 + 1 en factors. [Avui, curiosament, el que no sabem és si, per a algún ti / 0, 1,2,3 o 4, Fn
és primer.]

La técnica de la conjectura a partir d’un nombre reduit de casos és una técnica que ha donat
fruits molt notables i que, fins ben entrat el segle XVII, s’usava for$a habitualment. Per exemple,
Bonaventura Cavalieri [1598-1647] va aconseguir provar que

/ xn dx =—!— an+1, per a n = 1,2,3,4,5 i 6.
Jo n+1

Aleshores va conjecturar la validesa d’aquesta expressió per a qualsevol valor de n. Aquest fet fou
confirmat amb posterioritat.

4 Aquesta nova didáctica de la matemática té el seu exponent paradigmátic en NICOLAS Bourbaki,
l’equip de matemátics ffancesos que, en una obra monumental, va intentar de rescriure tota la
matemática del passat i alhora fixar les pautes de la del futur, seguint aquesta ideología teoritzant.
[Vegeu el text de Michele Chouchan sobre questa escola.]
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tan grans que la seva escriptura és prácticament impossible.5 Ha permés també de
recorrer a les maquines de cálcul per demostrar certs teoremes en qué la quantitat
de casos que cal distingir i analitzar és massa gran per poder-ho fer de cap altra
manera.6 Qui es pot imaginar avui un centre d’estudi i de recerca matemática —o
de qualsevol altre ciencia teórica o aplicada— sense un laboratori informátic, sense
estacions de treball idónies i que no estigui connectat en xarxa amb d’altres maquines
més rápides, amb prou memoria i recursos, amb técniques de cálcul prou potents, per
tal que la tasca no es vegi interrompuda durant la realització d’un cálcul o d’una
recerca concreta?

Deixeu-me dir, encara que només siguí com a simples anécdotes, que els ma-
temátics han aconseguit calcular el valor aproximat del nombre n —la relació que
hi ha entre la longitud de la circumferéncia i el seu diámetre— amb més d’un bilió
de xifres decimals exactes i d’establir que el nombre P = 2756838 (2756839 — 1) és un
nombre perfecte.7 I encara que aixó pugui semblar una simple anécdota —i potser
ho és—, posa de manifest la mena de dificultat que cal véncer: el reconeixement de
la primalitat o no de nombres grans. La técnica que involucra aquesta análisi és el
que ha permés, ais matemátics especialitzats en teoria de nombres i en informática,
d’elaborar una teoria molt potent de la codificado —una técnica d'elaborado de

sAquesta situado no és pas nova del tot. El sistema de numerario grec, en tant que sistema
de numerario xifrat i alfabétic, era poc apte per designar nombres grans. Per aixó Arquimedes
[~287 aC-212 aC] quan, a 1’Arenan, pretén de comptar tots els grans de sorra de l’univers —del
sistema solar— ha de recorrer a les octades, un sistema de cómput que li permeti de referir-se a
nombres prou grans. [Vegeu, per exemple, Newman, J. R. [1956], edició castellana de 1968, IV,
2-17.]

6 Pensó, per exemple, en el problema deis quatre colors, la classificació de tots els grups finits, etc.
[Vegeu Davis, P. J.-Hersch, R. [1982], edició castellana de 1988, 272-279.]

7Recordem que un nombre natural N és perfecte, si, i només si, és igual a la suma deis seus divisors
propis. Per exemple, el número 6 és perfecte: els seus divisors propis, els divisors de 6 diferents de 6,
són 1,2, i 3. Es ciar que 1 + 2 + 3 = 6. Els matemátics grecs coneixien quatre nombres perfectes:
6,28,496,8128 [Vegeu Heath, sir T. [1921], edició de 1981, I, 74.]

Aquesta definició la trobem recollida a Els Elements d’EuCLIDES [~300 aC], Llibre VII, definició 22.
A més, Euclides demostra [Llibre IX, proposició 36] que tot nombre de la forma 2n_1 (2n — 1), on
2n — 1 és primer, és sempre un nombre perfecte parell.

El matemátic suís Leonhard Euler va aconseguir demostrar que “tots els nombres perfectes
parells són de la forma descrita per Euclides” [vegeu Euler, L. [1849], II, 514, art. 107]. La
dificultad rau, dones, a saber quan un nombre de la forma 2n — 1 és primer. Podeu entretenir-vos a
veure si els nombres 2n — 1, amb n = 2,3,5,7,11,13 i 17, són o no primers.

Els nombres 2n — 1 es fan grans molt de pressa i aixó fa molt difícil de saber, per exemple, si
2756 839 _ j primer o no. Aquest nombre, la primalitat del qual s’establia l’any 1992, té 227832
xifres o guarismes. [Sabries dir quants fulls de paper DIN A4 calen per escriure’l?].

Avui encara no sabem si hi ha infinits nombres perfectes parells. I, més sorprenent encara, no
sabém si n’hi ha cap de señar.
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missatges secrets— basada precisament en la dificultat que suposa saber si un nom¬
bre prou gran és primer o no i, en cas de no ser-ho, en la dificultat que comporta
descompondre’l.

La teoría deis fractals —el comportament recurrent d’alguns fenómens geométrics
que es presenten a la física, la biologia, i la naturalesa, en definitiva— i la teoría del
caos que tan sovint es presenta en alguns deis ptoblemes que ens planteja l’estudi
matemátic de la naturalesa —petites variacions de les condicions iniciáis poden arri¬
bar a produir efectes molt distanciáis, molt diferents, i fan que certs fenómens siguin
intrínsecament impredicibles—, no s’haurien pas pogut estudiar si no s’hagués dis-
posat d’enginys de cálcul rápids, potents, segurs i que poden ser utilitzats amb una
certa facilitat per científics no necessáriament matemátics.8

* * *

La recerca i utilització de ginys de cálcul no és pas nova. Els pobles antics que no

disposaven de sistemes de numeració eficagos —pensem, per exemple, en els romans—
efectuaven els cálculs més simples emprant artefactes mecánics, com ara l’áóac, una
eina de cálcul prou útil per ais objectius concrets ais quals s’aplicava. D’altres pobles,
com ara els maia del PERÚ, usaven els quipus. Aquests artefactes, pero, si bé resulta-
ven forga útils en l’intercanvi comercial, no eren pas gaire adequats per proporcionar
intuícions o resultáis científics i matemátics.9

Per tal de poder realitzar cálculs més sofisticáis, com ara els cálculs d’astronomia,
calía disposar de taules de dades prou acurades i contrastades. Inicialment aqüestes
taules eren simples llistes de dades observacionals, pero amb l’evolució de l’astronomia
realitzada pels astrónoms egipcis, babilonis i, sobretot, grecs es va fer indispensable
disposar, d’una banda, d’un sistema de numeració, és a dir, de representado de
dades numériques, i d’una altra, d’eines de cálcul prou fines. Per aixó, no ens ha

SE1 lector interessat en alguns d’aquests aspectes, o en d’altres, pot consultar les obres de divul¬
gado següents: Devlin, K. [1988], 1-27, 75-99, 262-278; Peterson, I. [1988], edició castellana de
1992, 33-62, 135-166, 167-200; Davis, D. D. [1993], 6-10, 194-199, 249-283, 284-370.

9Els pobles primitius quan encara no disposen de cap sistema de numeració usen senyals en país,
pedres, o nusos, per tal de comptar, sense número [vegeu Campiglio, A.-Eugeni, V.].

I, fins i tot, disposant de sistemes de numeració, la seva inadequació pot haver retardat certes
descobertes. Sembla que, des de Grecia fins al segle XVI, els matemátics estaven convenguts que,
“quan n és un nombre primer, 2n — 1 també ho és”. L’any 1536, avangat el primer terg del segle XVI,
Hudalrichus Regius [~1535] establiria que 211 — 1 = 2047 = 23 x 89, posant de manifest Terror
de la sentencia anterior. L’únic fet que permet d’explicar un error com aquest amb un nombre tan
petit com ara el 2 047 és la inadequació deis sistemes de numeració grec i roma i de l’ábac per tractar
aquesta mena de problemes. El nombre era massa gran per aquesta mena d’enginys i calia esperar
la consolidació del sistema numeral indi per tal de poder treballar aquests nombres amb comoditat
[vegeu Burton, D. [1985], edició de 1991, 458).
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d’estranyar gens ni mica que, al text de síntesi de l’astronomia grega elaborat per
Claudi PtOLEMEU [~85-~165], La Sintaxi, conegut pels astrónoms i matemátics
árabs com YAlmagest, hi trobem ja una taula de cordes, que és l’equivalent d’una
taula trigonométrica.10 Aquesta técnica de cálcul s’aniria consolidant, a partir del
segle XIV, amb les taules de dades geográfiques elaborades pels cartógrafs i pels
descobridors que s’aventuraven en viatges per térra i per mar. Es van fer eines de
cálcul que garantien l’establiment de rutes segures, maquines de cálcul mes o menys
sofisticades,11 taules de dades astronómiques com les que s’elaboraren a l’entorn de
Tycho Brahé [1546-1601] i taules de logaritmes i trigonométriques. Aquesta tasca
ja no s’aturaria mai més a Occident, pero gran part de l’éxit fou degut al fet
que s’hagués implantat un sistema de numerado apte per aconseguir-ho. Aquest
sistema és el sistema de numerado indoarábic decimal. I fou curiosament la necessitat
de disposar de taules acurades el que desvetllá una de les seves possibilitats més
notables: el sistema indoarábic permet d’escriure els nombres no sencers de manera

que els algorismes de cálcul siguin els mateixos que calen per treballar amb nombres
sencers.12 A més, permetia de caracteritzar —representar de forma única— qualsevol
nombre real.13

s(t * *

Com diu el cantautor RAIMON, “qui perd orígens, perd identitat”. Per aixó ara

que, com hem dit, hi ha un abandó social, no tant del sistema indoarábic, com
de la utilització deis algorismes de cálcul associats al sistema que van contribuir
d’una forma tan notable al fet que el sistema fos útil i potent durant més de set
segles,14 ens ha semblat que fóra bo de fer un rápid repás de l’aparició d’aquest
sistema decimal posicional, de la seva lenta implantació a Occident fins a arribar
a la consolidado que va comportar l’aparició deis textos impresos del segle XV, tot
just acabada de descobrir la impremía de carácters móbils. I, d’entre tots els textos
impresos a Europa durant el segle XV, hem volgut fer una análisi detallada i alhora

10 Aqüestes taules calía expressar-les en algún sistema de numeració. S’obtenien efectuant cálculs
concrets amb els símbols del sistema de numeració de l’época i havien de ser útils per a posteriors
cálculs. Un sistema de numeració sense algorismes de cálcul no tindria gaire utilitat.

uVegeu Boorstin, D. J. [1983], edició castellana de 1989, 15-90, 150-169, 220-225, 270-276.
12 Aquesta decoberta no fou pas immediata ni molt menys. Caldria esperar al final del segle XVI i

comengaments del XVII.
13Aixó fou estabiert, l’any 1874, per Georg Ferdinand Cantor [1845-1918],
14Recordem que l’any 1642, quan tenia divuit anys, Blaise Pascal [1623-1662] va elaborar una

máquina de cálcul, la primera que coneixem, per tal de fer més semilla la tasca del seu pare en els
llargs cálculs que es veia obligat a fer com a recaptador d’impostos. Uns anys més tard seria millorada
per Gottfried Wilhelm Leibniz [1646-1716].
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rónega del primer text d’aritmética editat a la península IBÉRICA atés que té, per a
nosaltres, la peculiaritat d’haver estat elaborat i editat a BARCELONA. A més, fou
escrit en catalá. Em refereixo a la Suma de la Art de Arismetica [1482] del mestre
d’aritmética Francesc Santcliment, de la qual es conserva un exemplar incunable
al Servei de Reserva de la Biblioteca de Catalunya.15

1 Els orígens indis del sistema de numeració decimal
posicional i de certs algorismes de cálcul

No és gens fácil de seguir pas a pas l’aparició del sistema indi d’escriptura numérica
decimal posicional i fins i tot cal indicar que no totes les veus son coincidents respecte
del seu origen indi.16 No obstant aixó, hi ha prou bibliografía relativa a les petjades
d’aquest origen per tal que en puguem fer una síntesi breu.17 Segons ens indica
KAYE,18 malgrat que, “segons els hindús, el sistema de numeració aritmétic decimal
posicional té un origen diví”, cal reconéixer que és relativament modern. Els sistemes

✓

emprats antigament a 1’India poden ser convenientment classificats en quatre grans
blocs: (a) el kharosti\ (b) el brahmi-, (c) el de notado alfabética d’ÁRYABHATA i (d)
el de notado paraula-símbol. En aquesta classificació també cal situar-hi el sistema
numéric jaina i el del manuscrit BakhshálI.

Pero encara resulta més difícil, malgrat l’enorme interés que té des del vessant
de la historia de la matemática entesa com a art de calcular, fer un seguiment deis
algorismes que, en cada cas, acompanyaven el sistema de numeració. La bibliografía
en aquest sentit és més aviat escassa i la que existeix desdiga forga vegades l’algorisme
del sistema de numeració concret. Caldria realitzar un estudi aprofundit basat en els
textos origináis i en les seves interpretacions per experts en sánscrit per tal de poder
fer un treball acurat i serios. Nosaltres intentarem solament d’oferir una primera
aproximació, deixant per a una ocasió posterior una análisi més acurada.

Farem un repás breu de la historia de 1’India i hi anirem col-locant els diferents
sistemes de numeració, intentant alhora d’informar sobre els algorismes coneguts i,

15La signatura d’identificació a la Biblioteca de Catalunya és: 9-V-20.
16Vegeu Lattin, H. P. [1933], Hi trobareu una reflexió sobre la teoría de Bubnov segons la qual

els nostres numeráis són, de fet, d'origen grec. Per a una informado més acurada, vegeu la nota 429
d’lFRAH, G. [1981], 465 i 560-561.

17E1 lector interessat a seguir més de prop aquesta evolució i disputa pot consultar, entre d’altres,
Waerden, Bartel L. vander [1903], 51-61; Smith, D. E.-Karpinski, L. C. [1911]; Hill, G. [1915];
Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 64-88; Menninger, K. [1957], edició anglesa de 1992, 391-
445; Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 275-279, 306-307, 322-323, 326-329; Ifrah,
G. [1981], 453-518.

18Kaye, G. R. [1914], 342.
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en tot cas, sobre els que semblen els més plausibles. La dificultat principal sorgeix,
en forga casos, a l’hora de datar els textos amb continguts matemátics, perqué molts
s’han perdut i se’n té referencia per alguns de segles posteriors. Situar-los amb tota
mena de rigor dins deis períodes histories en qué es van desenvolupar és un deis temes
d’estudi deis historiadors deis textos indis.19

Les excavacions arqueológiques dutes a terme a les mines de l’antiga ciutat de
Muán-jo Daro han posat de manifest I’existéncia a 1’India d’una civilització
contemporánia a la deis constructors de les grans pirámides egípcies, amb un
nivell cultural alt, pero no ens ha arribat cap document matemátic d’aquesta
época.20

1.1 Del 4000 aC al 1500 aC

Aqüestes excavacions posen de manifest l’existéncia d’una cultura cap al quart mil-leni
abans de la nostra era, a la valí de 1’lNDUS, que es va manténir fins ais voltants
del 1500 aC, quan fou sotmesa pels invasors aris vedes, emparentats amb els po-
bles indoeuropeus de 1’Iran. L’extensió d’aquesta civilització era d’uns 1,2 milions
de quilómetres quadrats. Els seus centres urbans més notables foren Harapá, al
Panjáb, i Muán-jo Daro, al Sindh. Aqüestes poblacions havien desenvolupat una
certa civilització que cal situar entre les més avangades de l’época. Del que se n’ha po-

gut esbrinar, podem afirmar que havien elaborat sistemes de mesures i, en particular,
de pesos; dibuixos artístics; una cerámica decorada i modelada al tora; la utilització
del coure i del bronze. Pero el més notable de tot són els “treballs d’urbanisme,
realment sorprenents, amb un sistema de clavegueram i de piscines que palesen una

preocupació progressiva per la higiene pública” .21 D’aquest període és una escriptura
coneguda com a “protoíndia” que s’ha trobat en “segells” i que, segóns els estudiosos,
encara no s’ha pogut desxifrar.22 Tampoc no sabem res del seu sistema de numerado,
ni tan sois si en tenien.

19Vegeu, com a síntesi, JosEPH, G. G. [1991], 218-219 i Kaye, G. R. [1914], 327.
20Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 270. Una breu síntesi del desenvolupament de la

historia de 1’India i la seva cultura, tot lligant-la amb els desenvolupaments científics més notables de
ceida moment historie, podem trobar-la, per exemple, a Taton, R. [1966], edició castellana de 1988,
I, 168-201.

21Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, I, 169.
22Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, I, 169; Joseph, G. G. [1991], 218. Sembla, pero,

que fan referencia a l’ús medicinal de certs productes naturals.
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1.2 Del 1500 aC al 600 aC. La cultura védica

Els invasors aris, no solament van portar a 1’Índia el ferro i el cavall, sino que insti-
tuiren un sistema de castes —divisions jerárquiques de la societat— que permetia de
distingir-los de les poblacions aborígens. Així podien mantenir, tot preservant-los, els
privilegis i els llocs de poder i decisió, tant religiosos com polítics o culturáis. Evita-
ven, a mes, el mestissatge i van copar la classe sacerdotal que gaudia d’uns privilegis
molt notables. Com a casta superior s’imposá la casta deis bramans, que s’expressava
en sánscrit,23 Van imposar l’hinduisme a través deis Veda —el saber per excelléncia.
Aquests textos24 recuden les formes deis ritus i els sacrificis, els himnes religiosos, i
la magia negra. Foren escrits, com apuntávem, en un sánscrit arcaic entre el 1500 aC
al 1000 aC. Després, en un sánscrit més elaborat, trobem els Brahmana i d’altres
escrits védics que s’estenen fins a l’aparició del budisme i el jainisme. Són menys
fonamentals i més especulatius, pero responen a una continui'tat doctrinal amb els
escrits védics del sánscrit arcaic. D’aquest període védic i bramánic no disposem de
cap text matemátic própiament dit, malgrat que aquesta cultura va elaborar textos
de medicina i d’astronomia. En aquests darrers ja hi podem trobar noms específics
per a les potencies de deu.25. Una hipótesi és la que manté que, en aquesta época,
s’iniciá el sistema lingüístic d’expressar nombres, atés que aquesta mena de sistema
resulta molt adequat al sistema d’escriptura en sufres, un estil poétic basat en regles
breus que afavorien la memorització.26 No obstant aixó, avui sabém que la literatu¬
ra védica primitiva va desenvolupar un sistema de numeració propi, atés que en el
Yajur-veda hi ha una llista de denominacions per referir-se a les poténcies de 10:27

eka dasa shata sahasra ayuta niyuta prayuta
1 10 102 103 104 105 106

arbuda nyarbuda samudra madhya anta parárdha
107 108 109 1010 1011 1012

23E1s invasors aris s’expressaven ja en un sánscrit arcaic, una llengua vinculada amb les antigües
llengües de 1’Iran, coneguda com a llengua védica. D’aquest període primitiu és, per exemple, el
codi de Manu (Manusmriti).

24Es poden classificar en quatre períodes: els Samhita (1000 aC), els Brahmana (800 aC), els
Áranyaka (700 aC) i els Upanishad (600 aC). Els Samhita consten de quatre textos clássics: el Rig-
veda, el Yajur-veda,el Sama-veda, i 1 ’Atharva-veda.

2SVegeu Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, I, 170. “En no disposar, diu, de cap escrit
d’aquesta época, és difícil saber si existia algún tipus d’escriptura deis nombres o algún sistema de
cómput”.

26Joseph, G. G. [1991], 218, dona com un fet indiscutible l’existéncia de numeráis lingüístics i
ádhuc de certes operacions aritmétiques.

27Vegeu Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 2; Ifrah, G. [1985], edició castellana de
1987, 253; JOSEPH, G. G. [1991], 242.
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A mes sabem que hi havia una matemática védica. Si més no aquesta és la conclusió
de la reconstrucció feta per Swami Bharati Krishna Tirthaj [1884-1960] deis
setze sutres —regles o normes— i deis tretze subsutres i d’un apéndix de VAtharva-
veda.2S Aquesta reconstrucció és realment notable perqué posa de manifest la técnica
de cálcul —els algorismes numérics aritmétics, els algébrics i alguns de geométrics—,
pero TlRTHAJ en fa una reconstrucció en el sistema decimal posicional actual que ens
fa perdre de vista com era, de fet, la numeració que s’usava a l’época en qüestió. No
obstant aixó, per tal de fer-nos carree de la matemática desenvolupada, ens permetrem
de veure qué diuen els dos primers sutres i com els interpreta TlRTHAJ.29

I. Ekádhikena Pürvena que, tradu'it, diu: “Un més que l’anterior”. La regla pretén de
calcular, per exemple, El modus operandi és el següent: anem multiplicant per 2
fins a 18 vegades; obtenim

1; 21; 421; 8421; i68421; i3i68421; 7i3i68421;...

Finalment arribem a l’expressió: jg = -i05i2 63il i5i7]8/9i47i3i68421. Així s’obté
una regla mnemotécnica prou senzilla.30

II. Nikilam Navatascaramam Dasatah que tradu'it, diu: “tots des de nou i el darrer
des de 10”. De fet estableix una regla mnemotécnica de la multiplicació. Suposem
que volem multiplicar 9 per 7. Tot rau a completar-ho fins a 10:

10
9 -1

7 co1

6 3

Per tant, 9x7 = 63.31
28Vegeu la nota 24.
29Tirthaj, B. K. [1965], edició de 1992, 2-5, 13-19.
30Aquest métode val, en general, per a tot invers de la forma jó¿ni on a — L 2,3, 4,5,6,7,8,9,...

Aleshores cal multiplicar per a. Així, si volem calcular farem: 1; 61; 366I; ...

També és possible de fer-ho dividint. Comencem per i0 i dividim per 2 [o, en general, per a],
atés que 1 no és divisible per 2: i0; i05; i05i2; i05i26; ... [Tirthaj, B. K. [1965], edició de 1992,
5-11].

31L’algorisme consisteix en el fet que, sumant-los en creu, donen 6; el producte de la segona
columna, atenent al signe, dona +3. La base algébrica d’aquesta regla o sutra és: (10 — a)(10 — b) =
10(10 — (a 4- 6)) + a6. Pero 10 — (a + b) = (10 — a) — b = (10 — b) — a. És a dir: ab = 10(a — (10 —

6)) 4- (10 — a)(10 — b). El métode es pot estendre a nombres de tres, quatre, cinc, etc. xifres. En
general, (10n -c)(10n -d) = 10n(10" - c- d) + cd, on n = 1,2,3, etc. [Vegeu Joseph, G. G. [1993],
a Nelson, D.-Joseph, G. G.-Williams, J. [1993], 112-118.]
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En aquests exemples, els algorismes són clars. Tanmateix, en el text de B. K. Tirt-
haj, el que no queda ciar és quins eren els numeráis que usaven per fer-ho.

Una altra col-lecció de textos védies són els Sulvasutra, que són apéndixs deis Kul-
vasutra. Són textos rituals en qué trobem instruccions precises per a la construcció
d’altars. Contenen implícitament una quantitat notable de geometría i, entre molts
altres resultáis, hi trobem aproximacions de l’arrel quadrada de 2, de ir, les ter¬
nes pitagóriques, etc.32 Els més notables són els de Baudhayana, Apastamba
i Katyayana.33 Molt difícils de datar, el més plausible és el període que va del
800 aC al 400 aC.34 En aquest text hi trobem una certa aritmética relativa a les
fraccions, que permet d’oferir-nos expressions com ara

V2 = 1 + 1 + J-7 -
33-4 3-4-34

També hi trobem una nomenclatura própia deis surds de la forma y/2, a/3, ...

Més difícil és, peró, d’esbrinar els algorismes de cdlcul emprats.36

35

1.3 Del 600 aC al 300 aC: el budisme i el jainisme
Al segle VI aC ens trobem amb l’aparicióde Siddhárta Gautama [~563 aC-483 aC],
conegut com Buda. Fou un personatge d’una gran influéncia rehgiosa.37 Instauré els

32 No s’exclou que fossin textos basats, d’una banda, en les técñiques prevédiques usades pels pobles
aborígena de 1’India en la seva elaborada técnica dé construcció i, d’altra banda, en la influéncia de
la matemática babilónica.

33Vegeu Datta, B. [1932].
34Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 272, els sitúa entre el 800 aC i el 200 dC, seguint

Kaye, G. R. [1914], 327. JosEPH, G. G. [1981], 228, els sitúa abans del gramátic sánscrit PÁNIN1
que va viure al segle IV aC. En canvi, Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 8, s’inclina peí
període que hi ha entre el 800 i el 500 aC.

35Reben el nom de karani. Així y/2 és dvri-karani, y/3 tri-karani, a/J triteeya-karani, y/j saptama-
karani i a/I8 ashtadasa-karani, etc., cosa que ens permet de pensar que 2 es designava dwi, 3 tri, A
triteeya, } saptama i 18 ashtadasa, etc. Les fraccions també es designen lingüísticament. Així, per
exemple, thri ashtama; dwi saptama. [Vegeu SRINIVASIENGAR, C. N. [1967], edició de 1988,
12-13, i també Benoit, P.-Chemla, K.-RlTTER, J. [1992], 210-213.]

36S’ha conjecturat que, quan o és petit, feien servir la fórmula d’Heró: y/a^ + b = a + [vegeu,
per exemple, Kaye, G. R. [1914], 329].

37Recordem que el segle VI aC és un segle realment sorprenent. Hi trobem homes notables que, cada
un dins la seva cultura, ensenyaven ais pobles a desvetllar 1’inteMecte, a fer-se preguntes transcendents
de tot ordre: Zoroastre [~630 aC] a PÉRSIA, Tales de Milet [630 aC-546 aC] i Pitágoras de
Samos [~580 aC-~497 aC] a Grécia, Buda [~563 aC-483 aC] a 1’Índia i Lao Tse [VII aC-VI aC]
i CONFUCI [~551 aC-479 aC] a la XlNA.
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principis d’una religió nova, coneguda com el budisme, que no respectava el sistema
de castes. En aquesta época féu aparició també un altre corrent religiós, el jainisme,
que la tradició atribueix a Mahavira [~540 aC-468 aC]. Aquest corrent religiós
desenvolupá, amb una certa analogía amb el pitagorisme grec, una manera propia
d’entendre la matemática. La matemática jaina és molt més aritmeticoalgébrica que
la védica deis Sulvasutra.38 És molt possible que fossin els membres del corrent jainista
els qui contribuissin a la imposició del sistema decimal posicional lingüístic amb zero,
un sistema que retrobem segles més tard.39 Tanmateix, és difícil d’establir-ho amb
una certesa absoluta. Aquesta és, si més no, l’opinió que ens ofereix Datta quan diu
que “desconeixem la forma deis numeráis usats pels matemátics jaines primitius”,
tot afirmant, a continuació, que “coneixien i empraven el sistema de notació deci¬
mal posicional alguns segles abans de l’era cristiana”.40 Tampoc no podem descartar
l’escriptura basada en un sistema de paraules concretes per tal d'indicar la posició,
un fet que hem trobat en el vedisme.41

eka: unitats; sahasra: milers; koti: milions
dasa: desenes; dasa-sahasra: desenes de mil; dasa-koti: desenes de milions
shata: centenes; shata-sahasra: centenes de mil; shata-koti: centenes de milions.

És una notació numérica amb “llocs” designats lingüísticament. No li cal el zero
perqué cada lloc va indicat per un qualificatiu. Tanmateix fou, com ja hem indicat,
la porta per la qual entrarien els numeráis indis i el zero.

L’aritmética jaina és forga completa, si bé s’expressa en regles o sutres. Segons
el Sthánánga-sütra, datat com a molt tard al segle III aC, els temes d’interés deis
matemátics jaines foren deu:

parikarma: operacions elementáis;
vyavahara: aritmética aplicada;
rajju: geometría;
rási: mesura de sólids;
kalásavama: fraccions;

yávat-táwat: equacions simples;
varga: equacions quadrátiques;
ghana: equacions cúbiques;
varga-varga: equacions biquadrades;
vikalpa: permutacions i combinacions.

38 Aquesta matemática cal situar-la entre el 600 aC i el 200 aC. El seu vocabulari és molt diferent
del deis matemátics grecs. Usaven noms específics per expressar nombres grans [vegeu Datta, B.
B. (1929), 709].

39Vegeu Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 23.
40Datta, B. B. [1929], 708.
41Datta, B. B. [1929], 709 o Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 23. Ifrah, G. [1981],

484, ens informa del fet que aquesta nomenclatura és “un cale de l’expressió oral deis numeráis en
sánscrit”. Tampoc és difícil de constatar que deriva de la terminología védica.

12



La riquesa d’aquesta matemática podem trobar-la més detallada en textos d’história
de la matemática india.42 La informació sobre els seus algorismes és escassa. Tanma-
teix sabem que usaven noms per designar nombres molt grans relatius a certes dades
temporals. Per exemple,43

purvi: 756 x 1011 anys;
shirsha prahelika-. (8400000)28 pürvis.

1.4 Del 300 aC al 600 dC

Després de sis o set segles de dominacions, durant el segle III aC s’imposá la dinastía
gupta, una dinastía d’origen indi, que regná aproximadament, al nord de 1’Índia,
del 280 aC al 530 dC. D’aquesta nova dinastía cal destacar el rei Asoka [~272 aC-
232 aC]. Aquest monarca es va convertir al budisme, afavorint així la difusió de la
doctrina de Buda. Féu una gran quantitat d’edictes i decrets, alguns escrits en
escriptura hhamsti i d’altres en escriptura bráhmi. Durant el seu regnat s’iniciá una
reeuperació cultural molt important que, entre els segles III aC i IV dC, propiciá,
indirectament o directa, una evolució de la matemática india i, de retruc, de la notació
numérica realment digna d’atenció, que podem dividir sintéticament en quatre grans
blocs.

1. Les notacions kharosti i brahmi

L’escriptura kharosti s’iniciá al segle V aC i es mantingué fins al segle III aC. Es llegeix
de dreta a esquerra i procedeix de Pérsia. Fou usada pels escribes i mercaders.
Les seves formes numeráis són simples marques fetes amb país i, per tant, no són
particularment significatives. Sabem, per exemple:44

42Datta, B. B. [1929], 684-716; Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 20-28; Joseph,
G. G. [1991], 249-256.

43 El darrer d’ambdós números expressat en el sistema decimal posicional té 194 dígits. Sembla
que “cap altra nació no ha usat nombres tan grans com els usats pels budistes i els jaines”. L’ús de
nombres grans és una constant en els textos indis; en trobem en els Veda-, a la matemática jaina i
també en el Rámayana, el més popular deis textos hindús, contemporani deis textos védics. En el
Ramáyana, s’afirma que Ravana, el malvat, comandava un exércit de

1012 + 105 + 36 x 104 homes.

L’exércit del seu enemic Rama, l’heroi del text épic, tenia

1010 + 1014 + 1020 + 1024 + 1030 + 1034 + 1040 + 1044 + 10*2 + 1057 + 1062 + 5 homes.

[Vegeu Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 3-4; Joseph, G. G. [1991], 242-243.]
44Vegeu Menninger, K. [1957], edició anglesa de 1992, 50.

13



1 U Ul X IX iix

1 2 3 4 5 6 8

7 ) ?)) un m
10 20 50 60 70

/' P\
100 200

L’altra escriptura —la brahmi-—45 és considerada l’origen deis sistemes alfabétics
indis (més de dos-cents), indos el sistema d’escriptura devanagari46 que és molt
semblant al que s’usa actualment.47 S’escriu d’esquerra a dreta i és, probablement,
un xic posterior a la kharosti. Si bé se’n desconeix l’origen precís, se la considera
própiament india. Tanmateix és forga semblant a l’alfabet fenici.

En certs edictes del rei Asoka hi trobem alguns numeráis brahmi48 que ens
permeten de constatar que es tracta d’un sistema de numerado xifrat en el sentit
que especifica Eves.49 Per aquesta raó, atés que no és posicional, no necessita del
zero.

Els numeráis -brahmi —amb més o menys variacions paleográfiques— es mantenen
torga temps, peró sempre com a sistema de numeració xifrat. Així, per exemple, els
retrobem a les parets de les coves de la muntanya Nana Ghat [~150 aC], situada
a un centenar de quilómetres de la ciutat de Poona i, al segle I o II dC, a les coves
de Nasik i també a les inscripcions gupta del segle IV o V dC.50 Hi ha conjectures

45Segóns la tradició fou usada peí déu Brahmá, un deis tres déus de la tríade postvédica, ensems
amb VlSHNU i Shiva, creador del món i personificació mitológica del brahmán —concepte fonamental
de la metafísica de l’hinduisme—, que significa l’absolut.

48A ¡'Enciclopédia Catalana [1974], VI, 217, podeu veure-hi la forma de les vocals, diftongs i
consonants en l'escriptura devanagari.

47Vegeu MENNINGER, K. [1957], edició anglesade 1992, 265 i 294-295, o bé JEAN, G. [1987], edició
anglesa de 1992, 67.

48Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 65-67, o bé Ifrah, G. [1991], 482-483. No hi ha
pas tots els numeráis. Només se n’hi troben uns quants.

i u 4. (>£ 63 Jf H rí
1 2 4 6 50 200

49Eves, H. [1953], edició de 1992, 18-19.
B0Vegeu les taules for^a detallades d’lFRAH, G. [1991], 482-483, o de Smith, D. E. [1923], edició

de 1958, II, 66-67.
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sobre la possibilitat que les xifres actuáis siguin variants paleográfiques del sistema
de figures brahmi, i particularment de les de Nana Ghat, donada la semblanza que
tenen amb les actuáis.51 Les figures brahmi de Nana Ghat i Nasik són:52

Nana Ghat

1

3

4 t ¥■
5

6

7 7
8

9 ?

Fou un sistema persistent. Es va mantenir amb variacions fins que, a l’entorn del
segle VIII dC, s’imposá definitivament el sistema de numerado devanagari o sagrat:

t ' 1 $ V i Z O £ c
123456 T 8 9

2. Els Siddhanta.

En el període gupta es consolidé també l’astronomia védica, les arrels de la qual es
troben ja en els Veda clássics. En particular, després del segle III aC, s’esdevé un fet
históric nou que havia d’ajudar a aquesta consolidació. L’any 519 aC, a la fi del segle
VI aC, Daríos I, dit el Gran [?-486 aC], envaeix 1’Índia que román sota la dominació
estrangera fins que, en el segle III aC, Alexandre, ditel Gran [356 aC-323 aC] acon-
segueix derrotar Daríos, dit Codomá [7-331 aC], sotmetre l’imperi persa i estendre
el seu domini fins a les terres de Test de 1’Indus amb la intenció de conquerir 1’Índia.

51Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 66.
mBüRTON, D. M. [1985], edició de 1991, 256-257.

Nasik

V
7

* ^
P
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Malgrat la victoria, obtinguda l’any 326 aC a les ribes de 1’Hidaspes sobre el rei
Poros, va renunciar a una empresa tan ambiciosa, davant l’actitud adversa del seu
exércit [327 aC-325 aC]. Aqüestes dominacions estrangeres van aconseguir que 1’India
entres en contacte, en primer lloc, amb la cultura babilónica, i després amb 1’heMenica
a través deis nuclis indogrecs establerts per les conquestes d’ALEXANDRE i els seus ge¬
neráis a la conca del riu Indus. Aquest fet políticohistóric afavorí l’aprofundiment de
les relacions entre 1’India i el gran centre polític, comercial i cultural d’ALEXANDRiA.
És en aquest període i sota la influéncia d’uns i altres que apareixen els Siddhanta,
els grans tractats d’astronomia hindú. La seva importancia no es posaria, pero, de
manifest fins ais primers segles de l’era cristiana.53 El Süryasiddhanta ens ofereix una
síntesi, en vers, de tota l’obra astronómica india i és el primer text conegut que conté
una taula de sinus.54

En aquest text queda ben palesa la utilització de noms per designar les nou xifres
i d’un nom per al zero. Es, peró, difícil datar amb exactitud l’origen d’aquesta
nomenclatura. No obstant aixó, és indiscutible la utilització d’una nomenclatura
múltiple per a les deu xifres 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 i O,55 basada en atributs de certs
objectes usuals de la cultura india. Indiquem-ne alguns de concrets:56

Un

éaéahka : lluna

pitamaha : el primer pare (Brahmán)
tanü : el eos

adi : el principi de tot
eka : nom usual de l’u

Dos

Yama parella
Asvin els dos bessons

nayana els ulls
hahü els bracos
paksa les ales
dvi nom usual del dos

53Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 272, afirma que son textos que s’inicien al segle
II dC. Aqüestes dates tanmateix contrasten amb les que trobem a JosEPH, G. G. [1991], 265, o
a Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, I, 177, que els sitúen en una época anterior a l’era
cristiana o, tot just, a l’inici d’aquesta.

És possible que aquesta dificultad sigui deguda al fet que deis cinc Siddhanta —el Paitamaha-
siddhánta [el de l’Avi], el Vasishthasiddánta, el Paulisasiddhdnta, el Romakasiddhanta [el roma] i el
Süryasiddhanta [la solució del Sol]— solament s’ha conservat el darrer que, amb for$a probabilitat, és
del segle IV dC. Deis altres en tenim coneixement a través del Pancasiddhantika [sobre les cinc soluci-
ons] que és un estudi crític deis cinc anteriors, elaborat, al segle VI dC, per l’astrónom Varáhmihira
o bé grécies a l’obra Ta’rih al-Hind sobre 1’Índia, una história molt documentada escrita al segle XI
per l’erudit érab AL-BíRÜNl.

84Vegeu Waerden, B. L. van der [1903], 54, o bé Ifrah, G. [1981], 477.
55Ifrah, G. [1985], edició casteUana de 1987,258 - 259, o bé Ifrah, G. [1981], 470-472.
56Veure BÜHLER, J. G. [1896], 731-737.

16



Tres

agni : els tres focs védics
Ramah : els tres germans de Rama
loka : els tres mons

trinetra : els tres ulls de Siva
tri : nom usual del tres

Cinc

indriya : els sentits
bhüta : els elements
baña : les cinc fletxes de Kama

pañca : nom usual del cinc

Set

asva : els cavails

naga : íes muntanyes
rsi : els set savis

sapta : nom usual del set

Nou

ahka les nou xifres

graha els nou planetes
chidra els nou orificis del eos humá
nava : nom usual del nou

Quatre
abdhi : els oceans

Veda : veda
dis : punts cardinals
catur : nom usual del quatre

Sis

rasa els sis gustos
ahga els sis membres
sat nom usual del sis

VuiT

Vasu : les divinitats

gaja : els elefants
naga : els serpents
asta : nom usual del vuit

ZERO

sunga el buit
ambara l'atmosfera
bindu el punt
kha el forat

viyat el cel

Aquesta nomenclatura els permetia d’escriure, per exemple, el 1021 en la forma

éaéi paksa kha eka
lluna ales forat u

1 2 0 1

i el 14236713 en la forma:57

tñny ekarn sapta sat tñni dve catvary ekakam
3 1 7 6 3 2 4 1

No hi ha cap mena de dubte que aquesta nomenclatura numérica fou usada fins al

57Aquest nombre es troba en un text de cronología de l’escola jainista, conegut com a Lokavibhaga,
publicat el 25 d’agost de l’any 458 del calendan juliá. [IFRAH, G. [1981], 476]. Notem que l’escriptura
va de dreta a esquerra.
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segle VII dC, l’época de Bhaskara, si bé era coneguda abans d’ARYABHATA [476—
520 dC).58

Voldria remarcar explícitament els noms usuals deis nombres per la semblanza
que tenen amb els noms actuáis

eka dvi tri catur pañca sat sapta asta nava éíinya
1234 567 89 0

i també el fet que, en aquesta manera d’escriure els numeráis, hi ha la llavor del
sistema decimal posicional.59 Solament hi manquen els guarismes.

3. El manuscrit BakhshálI

És un text d’aritmética del qual es conserva solament un fragment. Com en el cas
deis altres documents esmentats, és difícil fixar-ne la data precisa.60 La data d’aquest
text és realment important, ja que ens permetria de situar “la invenció de la notado
decimal posicional” a principis de la nostra era i potser fins i tot abans.61 Es un text
atípic, atés que a més deis sutres —o regles—, tan corrents a la literatura india, conté
comentaris i demostracions. Aixó és el que permet de conjecturar que s’ha elaborat
sobre un text anterior. Es un text ciar que estableix el nexe de connexió existent
entre el període védic i l’época d’or de la matemática india, que té els seus orígens al
principi del segle VI en l’obra de l’astrónom i matemátic Áryabhata [~476j.

La notació que trobem al manuscrit té una semblanga notable amb la que faran
servir els matemátics del període clássic. Endemés, conté algorismes operatius i aixó
converteix aquest manuscriten un text únic, realment remarcable. Hoernle ens
ofereix una descripció de les figures numeráis o guarismes. Són:62

58Bhaskara [~1114-1178] la usa amb tota normalitat enelseu Comentan de l’Aryabhatiyá. Aquest
text cal situar-lo l’any 629 de la nostra era. [Vegeu Ifrah, G. [1981], 472-478]. Aquest autor dóna
el valor del Caturyuga —cicle cósmic de 4 320 000 anys— en la forma

viyadambarakááaáünyayamaramaveda
[cel-atmosfera-espai-buit-la primera parella-Rama-Veda].

El cicle cósmic és el període al principi i al final del qual els nou elementa —el sol, els planetes, la
lluna, llurs Apsides i nodes— es retroben en perfecta conjunció mitjana amb el punt que estableix
l’origen de les longituds.

59 No he pogut trobar cap menció explícita ais algorismes de c&lcul que s’usaven fent servir aqüestes
formes numeráis.

60Hoernle el sitúa amb anterioritat al segle V dC, acceptant que el text que es coneix és una cópia
posterior. Kaye, en canvi, el sitúa en el segle XII, i basa els seus arguments en Tescriptura i llenguat-
ge utilitzats i en els continguts del text”. Vegeu Hoernle, A. F. R. [1888], 663, o Srinivasiengar,
C. N. [1967], edició de 1988, 29.

61BÜHLER, J. G. [1896], 729.
62Hoernle, A. F. R. [1888], 663 i 666, o bé o Kaye, G. R. [1914], 343.
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1234567890

El • l’usaven també per indicar la incógnita d’una equació, i el símbol + per indicar
la resta.

Sense pretendre d’aprofundir excessivament en el text, vull fer notar algunes de
les seves expressions algorísmiques.63 Hi trobem que

5 7
yu

1 1

12 7+

1 1

pha 12 representa 5 4- 7 = 12,

pha 5 representa 12 — 7 = 5.

Aqüestes notacions permetien ais autors del manuscrit de treballar amb fraccions. Les
sumaven i restaven tot reduint-les a denominador comú (sadrisam kriyate).64 Així,
per exemple,

15 8+

4 3
significa

15

4

8

3'

Amb aquest sistema de representació i d’algorísmia podien plantejar i resoldre pro-
blemes com ara

5 32

8 1
pha 20, que significa

5

8
x 32 = 20;

o bé, forga més interessant,65
63 La paraula yu abreuja yuta, que vol dir sumar. El símbol pha, per phaiám, vol dir “és”. El signe

+ és, segons HOERNLE, el més misteriós. Pot venir de l’abreujament ka de kanita, “disminuit”, de
l’alfabet d’AáoKA. [Vegeu Hoernle, A. F. R. [1888], 658 i 661, o bé Cajori, F. [1928], I, 77-79.]

84Vegeu Hoernle, A. F. R. [1888], 672 o Srinivasiengar, C. N. [1981], 31. Notem que, de fet,
els nombres enters són fraccions de denominador 1.

65De fet, cada columna, llevat de la primera, representa 1 — | = |. El producte de les tres columnes
és (2) = JL. S’inverteix i s’aplica a 32 i s’obté 108. Així s’obté el valor del símbol • , que fa el paper
de la nostra incógnita x. L’expressió bhá abreuja bhága, que vol dir “part”, i representa la divisió. És
a dir, busquem un nombre tal que multiplicat per doni 32. El formalisme anterior ens diu que

és el 108 i que s’obté buscant les ^ parts de 32. És a dir: x ■ (^) = 32, dóna x = ^ x 32 = 108.
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• 111

1 1 1 bhá 32
1 3+ 3+ 3+

pha 108, que significa (‘ = A) '32 = 10S-

Un altre simbolisme és el que indica la divisió:

10 30 4

1 1 1

pha
12

1

. 30 /10 4\ vi

sigiufica-j-: (T : T) = T
12

Es a dir, — =
10

30'

Disposaven també de l’expressió de Varrel quadrada que els permetia de plantejar
operacions de segon grau [determinades i indeterminades]. Com a exemple, conside¬
ren!

• 5 • sa • 7 + •

yu mú mú
1 1 1 1 1 1

que significa y/x+'5 = s, y/x — 7 = t.66
En aquest text, trobem una regla o algorisme d’obtenció d’arrels quadrades que

podem sintetitzar amb l’expressió actual

Va2 + h =

h
a + — +

2a
{h/2a)2 67

2(a + h/2a)'

4. El sistema de numeració cí’Áryabhata68

Aquest matemé,tic és el llindar de la matemática clássica que s’inicia amb ell mateix
o, en tot cas, amb Brahmagupta. La seva obra sintetitza la deis astrónoms deis
Siddhanta i el podem considerar el primer matemátic indi conegut. El text més
notable, conegut com a Aryabhatiya, fou escrit l’any 499 dC, quan l’autor tenia

66Óbviament hi ha una ambigüitat en el nom de la incógnita. El símbol * significa “quin és el
nombre que”. A SRINIVASIENGAR, C. N. [1967], edició de 1988, 32-33, hi podeu trobar una petita
discussió sobre el nom d’álgebra a la matemática jaina —yávat-tawat— i el nom d’incógnita que
trobem al manuscrit BAKHSHALT.

L’expressió mú abreuja, probablement, múla que, en sánscrit, significa anrel d’una planta. Vegeu
l’article Datta, B. [1927].

67Vegeu SRINIVASIENGAR, C. N. [1967], edició de 1988, 35-36, o JosEPH, G. G. [1991], 260-
261. No es troba, peró, a la reproducció de l’article de HoERNLE, A. F. R. [1888], que conté
Chattopadhyaya, D. [1982], II, 653-683.

68Fleet, J. F. [1911] ens n’ofereix una análisi for^a clara. També podem trobar-lo a Kaye, G. R.
[1914], 344-345. Tanmateix, Waerden, B. L. van der [1903] l’esmenta tot de passada.
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23 anys.69 Restá, pero, perdut fins que l’any 1864 Bhau Daji en va trabar una

cópia.70 No obstant aixó, era conegut pels matemátics que van venir després d’ell;
fou la pedra de toe de l’obra posterior. En trobem comentaris i análisis notables
a Varáhamihira [~507-587], Bháskara I [~600] i Brahmagupta [~598—660].
Aquest darrer, malgrat la concisió de l’obra —33 versos—, la dividí en dues parts. La
segona part, al seu tora, la dividí en tres, la primera de les quals l’anomená Ganita;
aixó és, “art de calcular”, atés que el seu contingut és totalment matemátic.71

La seva obra conté una taula de sinus; per expressar-la, peró, no usa pas el
sistema decimal posicional, sinó que inventa un sistema de numeració propi, basat
en les 25 consonants classificades de l’escriptura sánscrita devanagari i en les 8 no

classificades. Així dones, disposa de la taula:72
Lletra valor Lletra valor

k 1 jh 9
kh 2 ñ 10

g 3 t 11

gh 4 th 12
ñ 5 ’d 13
c 6 dh 14

ch 7 n 15

j 8 t 16
th 17

Lletra valor Lletra valor

d 18 y 30
dh 19 r 40
n 20 1 50

P 21 V 60

ph 22 á 70
b 23 ? 80
bh 24 s 90
m 25 h 100

Les vocals i els diftongs indiquen, per multiplicació, les poténcies de 100:73
a i u r li
1 102 104 lÓ6 00O

10 103 105 107 109

e ai 0 au

i—* O O

10u
1012

1013
1014

1015
1016

69Vegeu JoSEPH G. G. [1991], 265, o SRINIVASIENGAR, C. N. [1967], edició de 1988, 41.
70Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 40.
71 No entro en la qüestió de la possible existéncia de diversos matemática indis amb el mateix ñora,

perqué aixó no afecta la nostra análisi. Vegeu SRINIVASIENGAR, C. N. [1967], edició de 1988, 41-42.
72Vegeu l’entrada “devanagari” de VEnciclopédia Catalana, VI, [1974], 217. S’hi pot veure la

figura en sánscrit. Comparant els noms que 1’Enciclopédia dóna a cada consonant i els que hem
donat nosaltres a la taula, observem que Y Enciclopédia els afegeix una a. Així dones, el que nosaltres
anomenem k, VEnciclopédia ho anomena ka; etc.

73És, de fet, un sistema multiplicatiu en la classificació d’EvES [vegeu Eves, H. [1953], edició de
1992, 14-21].
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Amb aquest sistema pot aconseguir escriure nombres amb un valor forga gran.74
Veiem-ne uns exemples:

khya: 2 + 30 = 32, khyughr: 4320000,
khyu: 320000, cayagiyiñuáuchlr: 57753336,
ghr: 4 • 106 = 4000000,

on el darrer nombre expressa les revolucions de la lluna en 432 000 anys.
La nomenclatura numérica d’ÁRYABHATA no és posicional i no necessita el ze-

ro. Respon a la concisió de la versificació usada en l’obra. Tanmateix, segons van
der Waerden, el pas endavant el donaría el seu deixeble Bhaskara I a l’entorn
del 520, mentre que al 537 Gañí invertiría l’ordre d’escriptura, atés que fins aleshores
l’escriptura comengava per les unitats.75 En canvi, Bhüler i Kaye, més prudents,
afirmen que el pas del sistema alfabétic d’ÁRYABHATA a l’alfabétic posicional amb
zero no és possible de confirmar-lo fins al segle XII; aleshores trobem textos en els
quals

1 2 3 4 5 6 7 8 9 0

k kh g gh ñ c ch j jh ñ

t th d dh n t th d dh n

p ph b bh m

y r 1 V s s s h

i d’altres semblants.76

* * *

De tota aquesta exposició i análisi podem sintetitzar que el sistema decimal posicional
amb zero era ben conegut a 1’Índia amb anterioritat a l’inici del període clássic de
la matemática, que abraga des del segle VI al XII. Óbviament, la validesa d’aquesta
afirmació categórica depén de l’acceptació, cada cop menys discutida pels estudiosos
i erudits, de les dates més favorables atribuides al manuscrit de BakhshálI i ais
Siddhanta. La tesi, en definitiva, fóra

Els matemátics i astrónoms indis disposaven d’un sistema de numerado decimal
posicional amb zero i també de certs algorismes de cálcul al comengament de la

74Com, per exemple, el nombre de dies siderals que, a l’astronomia india, era de 1 582 237 500.
75Waerden, B. L. van der [1903], 55. Javier de Lorenzo [Lorenzo, J. de [1971], edició de 1989,

69-70], sosté, en canvi, que ja era conegut peí propi ÁRYABHATA. En parlarem tot seguit.
78Vegeu Bhüler, J. G. [1896], 737-738; Kaye, G. R. [1914], 345.
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nostra era i, en tot cas, en el període que va del segle IV al V.77

Hi ha d’altres fets que ens permetran d’avalar aqüestes afirmacions i que exposa-
rem a continuació, gairebé com a cloenda d’aquest repás breu i sintétic de la qüestió.
Quedará pendent un segon problema: com van evolucionar els símbols i com van acon¬

seguir imposar-se els uns per damunt deis altres? Aquesta qüestió, forga complicada,
ha estat estudiada també pels paleógrafs i en parlarem breument.

No hi ha pas dubte que, malgrat que Áryabhata es dotés d’una escriptura propia
deis nombres, coneixia el sistema decimal posicional amb zero.78 La qüestió sorgeix
de l’análisi d’una frase que afirma:

D’un lloc a l’altre, cada un és deu vegades el que el precedeix.79

Aquesta frase acompanyada de l’algorisme d’extracció d’arrels quadrades i cübiques
no ens permet de dubtar del fet que Áryabhata coneixia el sistema decimal posicional
amb zero.80 Áryabhata ens ofereix, efectivament, un algorisme d’extracció d’arrels
cubiques, que es fonamenta en la distinció que fa de les xifres del nombre al qual
pretén de calcular l’arrel en llocs cúbics —ghana— i llocs no cúbics —aghana. Així
dones, indicarem els llocs cúbics i no cúbics amb els símbols o i —, respectivament, i
aplicarem l’algorisme d’extracció d’arrels cúbiques a un exemple concret.81

Volem calcular l’arrel cúbica del nombre 1860867; els seus llocs cúbics están
ocupats per les xifres 1,0 i 7; i els llocs no cúbics, per 8,6,8,6. Així, d’acord amb el
conveni anterior, l’indicarem

O O
_ O

1860867.

L’algorisme que fa servir Áryabhata és el següent:
O

(i) l’arrel cúbica del primer lloc cúbic 1 és 1;
O

(ii) el cub de l’arrel cúbica és 1;
O o

_

(iii) restem 1 de 18 i obtenim 08;
77 Amb paraules-símbol en el cas deis astrónoms o amb símbols més concrets en el cas del manuscrit

Bakhshali.
78E1 lector interessat pot consultar GáÑGULI, S. [1927], És un petit paper on l’autor repassa

les possibles traduccions d’una frase d’ÁRYABHATA per tal d’esbrinar si implícitament comporta el
coneixement, per part del prestigiós matemátic, del sistema posicional decimal amb zero.

79R0DET, L. [1879], 397.
80L’extracció d’arrels quadrades era coneguda pels matemática jaines i, per tant, no és gaire

interessant.
81 Vegeu SrinivasienGAR, C. N. [1967], edició de 1988, 44.
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(iv) calculem tres vegades el quadrat de l’arrel cúbica; 3 x l2 = 3;
(v) dividim 08 per 3 i obtenim 2 com a quocient; és el segon dígit de l’arrel cúbica;
(vi) calculem 3 x 2 x l2 =6 —tres vegades el quocient anterior peí quadrat de l’arrel

cúbica;
(vii) restem 6 de 8; obtenim 26;
(viii) calculem 3 x 22 x 1 = 12 —tres vegades el quadrat del quocient de (v) per l’arrel

cúbica;
O

(ix) restem 12 de 26; obtenim 140;
O

(x) calculem el cub del quocient obtingut a (v): és 8 [i correspon al segon lloc cúbic];

(xi) restem 8 de 140 :13 28.

Ara tornem a comengar des de (iv), peró considerant que l’arrel cúbica és 12:

(iv7) calculem tres vegades el quadrat de l’arrel cúbica 3 x 144 = 432;
O

_

(v ) dividim 13 28 per 432 i obtenim el quocient 3; és el tercer dígit de l’arrel cúbica.

Finalment en resulta que l’arrel cúbica és 123.

Si aquesta interpretació és certa, podem afirmar que, tot just al comengament del
segle V, el sistema decimal posicional amb zero estava prou consolidat per poder-hi
muntar algorismes de cálcul forga sofisticats. Aixó ens portaría a situar-lo, com a
mínim, un segle abans.

* * *

Una altra qüestió oberta la constitueix l’existéncia o no d’ábacs a la logística india.
El sistema indi de nombres-paraules podria fer pensar en la possibilitat que els ma-
temátics i astrónoms indis fessin servir ábacs de sorra o taules de sorra, en els quals
hi hauria columnes amb llocs buits que després caldria traduir verbalment o simbólica
amb un símbol —el zero. No obstant aixó, l’existéncia d’aquesta mena de ginys es
difícil de defensar atesa la poca referéncia que en tenim.82 Tanmateix, cal indicar que
hi ha autors que defensen que l’origen del zero a 1’India, siguí quin siguí, és possible
de situar-lo al segle II aC,83 o fins i tot abans.

Ultra totes aqüestes aportacions que, cada cop més, ens permeten de fixar l’origen
del sistema decimal posicional amb zero a 1’Índia, a tot tardar, al final del segle IV dC

82Gandz, S. [1927], 308-316, ens ofereix algunes cites que defensen l’existéncia de taules de sorra
índies, i d’altres que la refusen. Tanmateix, vegeu MENNINGER, K. [1957], edició anglesa de 1992,
397-398.

83Data, B. [1926],
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i, amb molta probabilitat, alguns segles abans, disposem d’alguns testimonis externs
a I’India que també permeten de fer algunes conjectures.

Un delá testimonis ens ve de Mesopotámia i cal situar-lo a la meitat del segle VII,
en boca de Severus Sebokht. Aquest patriarca vivia en el convent de Quenesre,
a la vora de 1’Eufrates. La seva mort la sitúen els autors l’any 631.84 Aquest autor
intenta posar de manifest que no tots els coneixements ens han vingut de Grecia i
diu:

No parlaré pas ara i aquí de la ciéncia india... ni tampoc de les seves subtils
descobertes en astronomía... ni del seu valuós métode de cálcul ni tampoc deis
seus algorismes. Només diré que sobrepassen tota descripció i que es basen en
nou xifres.85

No menciona el zero. Tanmateix, peró, no podem deixar de pensar que l’émfasi
que posa Sebokht en les nou xifres i els algorismes de cálcul posa de manifest la
necessitat d’indicar la mancanga d’alguna manera: un punt, un espai en blanc, etc.86

Una altra manifestació d’aquest fet ens ve de la Xina i cal datar-la al principi del
segle VIII.87 La referencia del zero és explícita en un text important d’astronomia i
astrologia publicat entre el 718 i el 729. A la part datada l’any 718, hi trobem un
capítol relatiu al cálcul amb xifres índies; en aquest text es precisa que:

Cada una de les xifres índies s’escriu cursivament i d’un sol trag... Quan una de
les nou xifres assoleix la desena s’escriu en una columna més avanzada i, cada
vegada que apareix un espai buit en una columna, cal col locar-hi un punt per
tal de simbolitzar-ho.88

Aqüestes noticies de l’existéncia del sistema numéric posicional decimal amb zero no
són pas fets aillats, sinó que están íntimament vinculades a d’altres que trobarem en

^Ginsburg, J. [1917].
85 Vegeu la traducció francesa de Ñau, M. F. [1910], 225, o bé Smith, D. E. [1923], edició de 1958,

I, 166, i fins i tot Ifrah, G. [1981], 466. Hi ha una petita incongruéncia en les dates; mentre que
D. E. Smith estableix la seva mort l’any 631, G. Ifrah afirma que el text esmentat cal datar-lo
“l’any 973 deis grecs (o sigui, el 662 de la nostra era)”.

86Vegeu Ginsburg, J. [1917], 368-369. Aquest autor, a més, dona raons per justificar el fet que
el mon&stic en tingués coneixement. Recordem també, que hi havia hagut contactes entre 1’India,
PÉRSIA i Grécia des del segle III aC i potser des d’abans i tot [vegeu MENNINGER, K. [1957], edició
anglesa de 1992, 393-394].

87Vegeu Needham, J. [1959], III, 12, 37, 88, o bé Ifrah, G. [1981], 466. A més, Needham prova
que l’autor del text no és pas xinés sinó un savi budista d’origen indi resident, peró, a la XlNA [vegeu
Ronan, C. A. [1981], II, 116].

88Aquest text posa de manifest que l’escriptura posicional decimal amb zero india havia arribat a
la XlNA al comengament del segle VIII i, per aixó, cal suposar que s’havia desenvolupat ja d’una faisó
prou important a 1’Índia. El text, a més, Higa la presentació posicional amb l’escriptura abaquista
per mitjá de columnes, molt própia de la mentalitat xinesa.
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els matemátics de l’islam, tant en els de la zona d’influéncia de Bagdad, com en
els de la zona d’influéncia més occidental, és a dir, hispánica. Abans, peró, de fer
aquesta añálisi mes propera a Occident, acabarem la presentació de l’evolució dins
1’India i la seva zona d’influéncia tot fent un repás de les troballes d’aquest sistema
de numeració en documents que no són ni matemátics ni d’astronomia, sinó que o
bé contenen fites históriques o bé són textos d’un caire cultural mes ampli. Aixó
ens permetrá, a més, d’establir un cert lligam entre els signes —o guarismes— deis
numeráis indis del sistema posicional i els nou primers símbols del sistema brahmi.

Els exemples més antics en aquest sentit els constitueixen certes cartes de donad-
ons.89 Són documents de cuiro escrits en sánscrit en els quals personatges rellevants
fan donació de certs béns a les autoritats religioses bramanes. S’estenen des de les dar-
reries del segle VI dC fins a mitjan segle X. Aqüestes cartes descriuen, amb paraules,
les raons de la donació, el nom del donador, el nombre i descripció deis béns donats.
Es clouen amb la data de la donació, que correspon a algunes de les eres índies més
usuals. Aqüestes dates s’expressen, curiosament, en sistema posicional.90 La més an-

tiga d’aquestes cartes de donació está datada l’any 346 de 1’era Cédi, que correspon
al 595 dC. El símbol que indica la data Cédi és

35 * é-
3 4 6

Cal notar que aquesta carta de donacions no conté el zero; en canvi d’altres cartes
més tardanes, datades al segle VIII dC, sí que el contenen.

D’altres exemples epigráfics els trobem a la ciutat de Gwalior, una ciutat de
l’estat indi de Madhya Pradesh, situada uns 300 km al sud de Nova Delhi. Són
inscripcions del temple de Váillabhatta-svámin, consagrat al déu Vi$hnu. La
primera d’aquestes inscripcions está datada, amb lletres, l’any 932 de l’era Vikrama,
que correspon a l’any 875 dC. És una pega versificada en sánscrit, que consta de
26 versos numerats amb les xifres 1 a la 26, que tenen la forma següent:

^ ... V6\ ¿o ... 2 2.

La segona inserípció, datada amb xifres l’any 933, Vikrama, que correspon al
876 dC, és un acte de donació deis habitants de Gawlior a l’esmentat temple. Ens
ofereix les notacions següents:

89Ifrah, G. [1981], 464, ens ofereix una taulaen laqual podem trobar una certa informació relativa
a les cartes de donacions.

90No hi ha pas un acord total sobre aquest fet, peró tampoc no se n’ha pogut donar cap altra
explicació.
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^ 3 3 ^ 'i o \ v ? ¿c
933 270 187 50

Aqüestes notacions posen de manifest que, entre els segles VI i IX dC, l’escriptura
decimal posicional basada en les expressions brahmi i el zero eren d’ús comú i aparei-
xien en inscripcions d’índole social.91 Observeu que són posteriors al coneixement que
tenien d’aquest fet Severus Sebokht i l’astrónom indi resident a la Xina. Pero,
1 aixó encara és més sorprenent, són també posteriors al coneixement que en tenien
els matemátics árabs de l’islam i, potser, algún cristiá d’OcciDENT instruit que els
hauria conegut a través deis contactes que els erudits indis i els comerciants de les
zones més occidentals tenien a Alexandria, un nucli de contacte molt important
entre Orient i Occident, tant comercialment com cultural.

2 L’islam: el pont cap a Occident
Ningú no dubta del fet que, grácies a l’expansió islámica, el poblé árab entrá en
contacte amb el sistema de numeració posicional indi. Després d’assumir-lo amb més
o menys intensitat, féu que fos conegut a Occident. Tanmateix, peró, podem afirmar
que els camins pels quals els numeráis indis van arribar a Occident foren, almenys,
tres ben diferenciáis: el cami d’Alexandria i els camins de Bagdad i Córdova. Els dos
darrers tenen en comú que arriben a través d’un esdeveniment polítie, social i religiós
i, en definitiva, históric nou: l’islam. Els lligams que hi ha entre aquests camins són
difícils d’establir, malgrat els excel-lents estudis realitzats pels historiadors i erudits.92

2.1 Alexandria

D’una banda, com ja hem indicat, els pobles de 1’Índia aconseguiren establir lligams
comerciáis importants amb d’altres pobles i civilitzacions més properes a la Medi-
terrania, com ara les civilitzacions de Mesopotámia i Egipte. No hi ha pas dubte
que, a través deis contactes comerciáis d’aquests pobles i el poblé indi, s’aconseguí
conéixer alguns trets de les cultures més orientáis alhora que aqüestes s’enriquiren
amb alguns de les més occidentals. En particular, els numeráis indis foren coneguts

91lFRAH, G. [1981], 468-469, ens ofereix d’altres fonts de numeració decimal basada en símbols
s&nscrits. . .

"Disposem d’un bon grapat de textos que ens permeteq seguir de prop aquest fet. Podem consultar,
per exemple, Woepcke, F. [1863]; Waerden, B. L. vander [1903], 57-61; Smith, D. E.-Karpínski,
L. C. [1911]; HiLL, G. F. [1915]; Smith, D. E. [1923], edicióde 1958, 69-80; MillAs i Vallicrosa, J.
[1931], edicióde 1983,136-163; Gandz, S. [1931]; SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 109-131; MENÉNDEZ
Pidal, G. [1959]; Menninger, K. [1957], edició anglesa de 1992, 406-421; Youschkevitch, A. P.
[1976], 15-25; VERNET, J. [1978], 60-66; IFRAH, G. [1981], 491-518; ALLARD, A. [1992], i-lxv; 1-22.
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a Alexandria pels volts del segle V, peró sense el zero.93 L’aparició del zero, com
hem vist, és difícil de situar i s’ha argumentat que podria ser d’aquesta época i haver-
se forjat a Alexandria,94 malgrat que, com fa notar Montucla, aixó és un excés
d’heMenisme:

Els grecs tenien prou genialitat per no haver-se adonat del mérit d’una invenció
com aquesta; si l’origen hagués tingut lloc entre ells o n’haguessin arribat a teñir
coneixement, l’haurien adoptada de seguida.95

En canvi, peí que sabem, aquest coneixement alexandrí del sistema indi —que s’esten-
gué a través deis comerciants— no tingué cap mena de ressó en l’ámbit de la mate¬
mática com a ciéncia. El paper d’Alexandria com a centre d’estudi, de recerca,
de docéncia, havia quedat gairebé desfet amb la mort d’HiPÁTiA, l’any 415; és a dir,
al comengament del segle V.96 Dit altrament, el sistema de numeració indi, amb o
sense zero, arribá a Alexandria massa tard. Al segle V Alexandria era, ben cert,
una cruilla de camins entre Orjent i Occident. Hi passaven les principáis vies de
comerg, peró ja no era el centre d’encontre deis erudits ni tampoc el nucli d’intercanvi
deis coneixements de les civilitzacions orientáis i occidentals. Aixó explicaría la manca
total de textos matemátics basats en els numeráis indis a Alexandria. Si, a tot aixó,
hi afegim el fet que el coneixement deis numeráis indis era limitat —és a dir, sense
el zero—, la qual cosa li feia perdre alió que de més notable té el sistema, deixant-
lo desprovist d’interés, entendrem que aquest camí fos limitat i pobre.97 Malgrat

93Vegeu Smith, D. E.-KarpíNSKI, L. C. [1911]; SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, 73. O bé
Menninger, K. [1957], edició anglesa de 1992, 406.

94Waerden, B. L. van der [1903], 56-57. Fins i tot s’ha dit que o podria ser la lletra grega
omicrom —un abreujament de la paraula grega ovSiv, que significa no-res. Sembla que l’astrónom
grec Ptolemeu usava o per tal de designar la manca de quantitat en expressions com JCaoVrj, el
significat de la qual fóra 41° 00' 18", o com 0A7 6 : 0o 33' 04". També el neoplatónic Jámblic [~330]
coneixia el zero. [Vegeu HEATH, sir T. [1921], edició de 1981, I, 39 i 45.]

95Montucla, J.-F. [1798], edició de 1968,1, 376.
96Recordem que HipAtia [f 415], filia de Teó d’Alexandria [~365], filósofa i matemática, fou

la darrera directora del Museu d’Alexandria, alhora que la primera matemática coneguda. Després
de ser violada i torturada, trobá la mort a mans d’una plebe de cristians fanática al mes de mar?
de l’any 415 [vegeu Eves, H. [1953], edició de 1992, 185]. La seva mort va comportar la fi del
Museu d’Alexandria, del pensament pagá, de la seva ciéncia i filosofía, inclosa la matemática, i l’éxit
d’una creixent implantació del cristianisme, iniciada per CoNSTANTÍ; aquesta fi esdevingué definitiva
amb l’edicte de JUSTINIÁ [482-565] de l’any 527, que obligava a tancar els temples i escoles paganes
i a dispersar els estudiosos que hi treballaven. Així, l’any 529 fou tancada l’Académia de Plató,
considerada un focus de paganisme, després de vuit segles i mig d’existéncia ininterrompuda.

97No hi ha cap lligam conegut entre aquesta afirmació que sosté que, a 1’Alexandria del segle V,
els numeráis indis, sense zero, eren coneguts, i el text, ja esmentat, del monjo Severus Sebokht.
No sabem si ambdós coneixements responen a una mateixa circumstáncia: l’expansió de certs trets
culturáis a través de les vies de comer? entre Orient i OCCIDENT. No obstant aixó, sembla for?a
raonable.
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totes aqüestes limitacions i la manca de confirmacions explícites d’aquest pont cap
a Occident, la seva acceptació pot servir, com veurem més endavant, per explicar
un deis petits misteris que presenta la implantació occidental del sistema indoarábic
de numerado quan es pretén de lligar la seva aparició a Occident amb 1’aportado
deguda al desenvolupament cultural musulmá.

2.2 L’islam

El segle V és el segle de la desfeta de 1’Imperi roma. L’any 476, l’emperador de
Roma és vengut i substitui't per un cabdill got. Tanmateix, resta 1’Imperi roma
d’Orient o Imperi bizantí, amb capital a Constantinoble.

En aquesta época el poblé árab está encerclat per l’imperi persa, 1’Ásia Menor,
Siria i Egipte. Aquest darrer es troba sotmés a l’imperi bizantí i Síria ha conquerit
l’antiga MesopotÁmia. El poblé árab, d’origen étnic semític, és un poblé de costums
nómades i está absolutament dividit en tribus inconnexes. La seva cultura és més aviat

pobra i la seva “immoralitat és esfereidora: les seves grans passions són la guerra, el
sexe, el vi i el joc”.98 Viuen del pillatge a qué sotmeten les caravanes de comerciants
que, amb la intenció d’establir rutes comerciáis entre Persia, MesopotÁmia, els
pobles de la Mediterránia i Egipte, gosen de travessar els deserts de 1’Arábia.

A PArábia hi ha dues ciutats notables: Medina,99 una ciutat comercial que es
troba en el camí de les caravanes, i La Meca que, a més de centre comercial, és un
lloc de pelegrinatge. Com a tal, conté importants centres de cuite, entre els quals cal
distingir la Ka’ba, construida amb pedres negres de meteorit, que els árabs conside-
raven com un déu protector.100 Aquesta ciutat estava protegida pels beduíns. L’any
570 dC hi va néixer Mahoma [~570—632].101 La seva vida és tranquil-la fins a l’edat de
40 anys. Era, dones, un home en plena maduresa quan assentá les bases d’una religió
que,- en un tres i no-res, es convertiría en l’islam —submissió a Al-lá. Perseguit pels
comerciants rics i pels prohoms de La Meca, fuig a Medina. La década següent la
dedica a unificar les tribus a través de normes i principis de caire religiós, de regles de
comportament i de moral que, després de la seva mort, esdevinguda l’any 632, serán
recollits en el llibre sagrat deis musulmans: 1’AlcorÁ. El fet indiscutible de la religió
de Mahoma és l’existéncia d’un sol déu —Al-lá— al qual cal sotmetre’s totalment
amb el convenciment ferm que ell donará suport i consol a tots els que hi creuen. A

98Vegeu SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 91.
"La ciutat, quan Mahoma hi emigré, s’anomenava YATRIB. Després fou coneguda amb el nom

de MadIna al-Nabi —Ciutat del Profeta— o simplement Medina.
100Els árabs eren politeistes i adoraven arbres, pedres, etc.
101Recordem que el seu nom árab és Abü-al-Qásim MuhamMAD IBN ’Abd-Alláh IBN ’Abd

al-Muttalib ibn HáSim.
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més, aquesta religió cal imposar-la per la forga ais pobles pagans, en particular ais
politeistes; així dones, la defensa de l’islam necessita d’un exércit poderos. Al-lá
acollirá després de la mort tot aquell que mori a la Guerra Santa. Sota la bandera or
i verá del profeta, l’islam conquereix els territoris que van de 1’India a la península
Ibérica, incloent-hi el nord d’Africa i el sud-est d’lTÁLiA. Així tot el món conegut
—Pérsia, Mesopotámia, Siria, Egipte, Grecia, Bizanci, etc.— cau dessota el
domini de l’islam. L’any 629 Mahoma retorna gloriosament a La Meca, on mor
d’unes febres l’any 632. Peró la llavor de la Guerra Santa ja s’ha plantat i els seus
successors derroten l’exércit bizantí l’any 635; dos anys més tard, desfan l’imperi
persa, posant fi a la dinastía deis sassánides. L’any 642 aconsegueixen incorporar
Egipte a 1’imperi islámic, cada cop més exteris. A les darreries del segle VII han
conquerit el nord d’ÁFRiCA i el 711 Táriq creua l’estret de Gibraltar102 i, a la
batalla de Guadalete, aniquila l’exércit visigot comandat peí rei Roderic [?—711].
S’estengueren rápidament per gran part de la península Ibérica i traspassaren els
Pirineus amb la intenció de conquerir també els pobles d’EuROPA, comengant per la
submissió de Franca. Tanmateix, el mandatari franc Carles Martell [685-741]
els va derrotar a Poitiers. Feia cent anys que havia mort Mahoma. Era l’any 732.
L’aixecament del setge de Constantinoble i la batalla de Talas, que frena la
invasió vers 1’Orient, juntament amb les disputes polítiques i religioses internes, van
conduir al trencament de la unitat islámica l’any 755, quan els pobles del Marroc
aconseguiren separar-se deis árabs de 1’Est. S’establiren dos califats: l’un a CÓrdova
i l’altre a Bagdad.103

El successor de Mahoma, el califa Omar, fixá la capital a Damasc, una ciutat de
Síria més propera a la Mediterrania que no pas La Meca. S’inicia així l’any 635,
sota el regnat deis califes ortodoxos [632-661]104 i els omeies [661-750],105 l’época de
la Guerra Santa, en qué el fet cultural preocupava poc, malgrat que, en estendre les
froñteres, es va aconseguir posar en contacte pobles de cultures ben diverses.106 A
més, és va imposar l’árab com a Uengua comuna de Pislam, atés que 1’Alcorá calía
llegir-lo necessáriament en árab.
El camí de Bagdad. La dinastía omeia fou substituida, no pas pacíficament, pels
abbássides. Aquesta nova dinastía es preocupé de potenciar la cultura árab i, per

102Recordem que el penyal de GIBRALTAR rep el nom de l’expressió árab Yebel al-Táriq que significa
precisament penyal de TÁRIQ.

103Aquest darrer califat ben aviat es dividiría en dos: el del Caire i el de Bagdad.
104 Els califes ortodoxos van ser quatre.
105 Els califes omeies van ser catorze.

106El nivell cultural árab anterior a l’islam era certament molt baix i, peí que sembla, no disposaven
pas de xifres numériques. En tot cas, usaven un sistema xifrat basat en les lletres [vegeu Rey Pastor,
J.-Babini, J. [1984J, I, 157J.
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aconseguir-ho, intenté de comprendre la cultura i la ciéncia deis pobles i civilitzacions
que conquería.107 Aquest inici de la cultura i la ciéncia árabs, entenent-les com

aquelles que es desenvolupaven i s’expressaven en la llengua de 1’Alcorá i, a voltes,
en persa, tingué lloc sota el regnat del segon califa abbássida Abü Ga’far al-
Mansür [?—775], a Bagdad,108 la nova capital de l’islam, que havia fundat a 1’Irak
l’any 762. Amb ell, a mes, comengá la construcció d’una nova Alexandria, una obra
ambiciosa que seria seguida pels seus successors Hárün al-Rasid [766-809]109 i el
seu fill al-Ma’mün [786-833].110 Aquest nou centre cultural, la casa de la Saviesa,1U
contenia un observatori astronómic, una important biblioteca, i centres de traducció,
ensenyament i recerca.

Des del primer moment —és a dir, des de l’época mateixa cTal-Mansür— arriben
a Bagdad les obres astronómiques deis matemátics indis i, en particular, les taules
trigonométriques. L’any 773 les trobem ja traduídes del sánscrit a l’árab. Es difícil de
saber exactament si el que arribé fou algún deis Siddhanta o les obres d'astronomía de
Brahmagupta. No obstant aixó, sembla innegable que, al segle VIII, els matemátics
árabs havien entrat ja en contacte amb el sistema posicional decimal amb zero deis
matemátics i astrónoms indis.112

Siguí com siguí és indubtable, peró, que al segle IX els erudtis árabs coneixien
el sistema indi de numeració amb zero. L’any 825 Mohammad ibn Müsá al-
Hwárizmí [?—~840]113 elabora un petit opuscle en el qual posa de manifest la válua
del sistema de numeració. Solament ens n’ha arribat una traducció llatina, proba-
blement ó’Adelard de Bath [~1075-1160], amb el títol, gens suspecte, de Líber
Algorismi de numero Indorum.1U D’aquesta traducció se’n coneix solament una

107Els omeies, peró, ja havien destruit el poc que quedava dempeus del Museu d’Alexandria i de la
seva biblioteca. El lligam entre l’islam i la ciéncia árab podem trobar-lo breument descrit a Taton,
R. [1966], edició castellana de 1988, IV, 474-486, 487-496.

108E1 segle VIII constitueix l’inici de la fi de l’imperi islámic i alhora, com observa Youschkewitch
[Youschkewitch, A. P. [1976], 2-3], l’inici de canvis realment importants en l’ordre polític.

109És el califa del célebre llibre Les mil i una nits. Se’l coneix com a Aaró, el Just.
110Era un excel lent coneixedor de qüestions d’astronomia: el van preocupar el valor del meridiá

terrestre i la manera de calcular-lo.
111 Bayt al-Hikma.
112Vegeu IFRAH, G. [1981], 492, o bé YOUSCHKEVITCH, A. P. [1976], 5-6. Vegeu també SMITH,

D. E. [1923], edició de 1958, I, 167.
Cal recordar que, malgrat la dificultat que suposa saber amb exactitud els numeráis usats per

Brahmagupta [~628], sabem sense cap mena de dubte que coneixia el zero, que el considerava i
manejava com un nombre més, oferint-nos-en les regles operatives. [Vegeu COLEBROOKE, H. T.
[1817], 339-340.]

U3Vegeu GlLLISPIE, C. C. [1970-80], VII (1973), 358-365.
114 “El llibre d’AL-HwÁRlZMí sobre els nombres indis” ens assabenta de l’existéncia d’un text an¬

terior, potser de la fi del segle VIII [YOUSCHKEVITCH, A. P., [1976] nota 4, 165]. Malgrat que la
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cópia incompleta del segle XIII.115
Abans d’entrar a fer una análisi detallada del text, vull indicar un fet realment

notable. D’acord amb el que podem deduir deis textos llatins del segle XII, al-
HwárizmT ens ofereix uns signes numérics, la grafía deis quals correspon a la que
s’usava a 1’India.116 No obstant aixó, no fou pas aquesta grafía la que s’imposá a
Bagdad; la grafía deis signes utilitzats pels musulmans d’Orient prové, potser, de
1’Afganistan,117 on els guarismes indis havien sofert una lleu modificado. Segons
Smith, les formes deis dos sistemes de guarismes —l’indi i l’árab— són:

^ ^ ^ ^ ^ ZÜ O sánscrit
i ht"! o T y A 1 • : 4rab,

malgrat que, a Ifrah, hi podem trobar una análisi més aprofundida.118 A la historia
de la matemática de Carl B. Boyer trobem la genealogía deis nostres dígits se-
guint, pero, el text de Menninger.119 Més endavant, en el cami de Córdova, ens
plantejarem una petita curiositat sobre aquesta qüestió.

Deixant de banda, peró, l’aspecte estrictament evolutiu deis símbols i acceptant
les reserves que posa de manifest Allard,120 sembla d’interés fer una síntesi de
l’aportació cTal-Hwárizmí, a través del text d’ADELARD del segle XII, atés que

traducció llatina s’ha atribui't normalment a aquest erudit anglés, A. Allard n’estableix els pros i
els contres [vegeu ALLARD, A. [1992], vii-x].

115No és pas la meva intenció d’aprofundir l’análisi deis possibles textos existents, llurs diferéncies
i analogies i llurs traduccions, atés que disposem d’una obra excel lent en ambdós sentits [vegeu
Allard, A. [1992]].

116Tanmateix, és difícil justificar la procedéncia deis símbols i molt més encara afirmar sense reserves
que són els mateixos que va usar AL-HwáRIZMI, atés que el text de qué disposem és torga posterior.
En aquest sentit és d’interés l’estudi realitzat per A. Allard [vegeu Allard, A. [1987]], que m’ha
donat a conéixer el professor J. Samsó del Departament de filología semítica de la Universitat de
Barcelona.

U7Vegeu SMITH, D. E. [1923], edició de 1951, II, 72. Vegeu també l’explicació que dóna G. Ifrah,
a IFRAH, G. [1981], 493-495.

118Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 70; Ifrah, G. [1981], 490, 493 i 495.
U9Vegéu BOYER, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 307; MENNINGER, K. [1957], edició anglesa

de 1992, 418-419.
120Vegeu Allard, A. [1992], i-v, i, en particular, v: “Contririament a l’opinió que semblava accep-

tada definitivament, el text d’ADELARD de Bath és un text híbrid i no pas una traducció fidel del
text érab d’AL-HwÁRlZMf’.
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probablement és el primer text aritmétic en qué trobem de forma detallada els al-
gorismes de cálcul, usant el sistema decimal posicional indi amb zero.121 El text
d’ADELARD comenta amb les paraules:

al-Hwarizmi diu: he vist que els indis utilitzen non lletres per a tots els seus
nombres grácies a una disposició propia i inventada per ells... Usen solament
nou lletres, la representació de les quals és987654321.122

Tot seguit ens informa que, per tal d’expressar el següent de 9, cal escriure 10, i per
tal d’expressar el seu doble, triple, etc., cal posar 20, 30, etc. I diu:

Fem servir un petit cercle que s’assembla a la lletra O, el 0, per posar de manifest
que, a la posició de les unitats, no hi ha res.123

La raó per la qual al-HwárizmI vol ensinistrar-nos en aquest nou sistema és

La seva simplicitat i concisió ... en aritmética, tant si els nombres que s’usen
són grans com si són petits, tant si els volem multiplicar com dividir, sumar o
restar.124

D’antuvi ens ensenya a llegir els nombres expressats en el nou sistema de xifres i,
després d’indicar-nos que la lectura cal fer-la en grups de tres comengant per la dreta,
ens facilita l’exemple següent:

El nombre 1180703051492863 es llegeix: 1 de mil mil mil mil mil (5 vegades),
cent de mil mil mil mil (4 vegades) i vuitanta de mil mil mil mil (4 vegades) ...

quatre-cents noranta-dos mil i vuit-cents seixanta-tres.125

Després ens ensenya a sumar i restar amb aqüestes paraules:

Quan vulguis sumar dos nombres posa’ls un dessota l’altre de forma que els
del mateix rang es corresponguin. Després sumes els de cada rang, comengant
pels de l’ordre més baix, les unitats, les desenes, etc. Quan en una posició
aconsegueixis una desena, aleshores posarás una unitat més a l’ordre següent [les
desenes, centenes, etc.] ... Aixó ho farás amb tots els ordres fins al darrer.126

121Vegeu també SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 76, 119 i 124.
Recordem que el text de BháSKARA, tradüit a l’anglés a COLEBROOKE, H. T. [1817], 4-12, on

trobem els algorismes de cálcul, és tardá: del segle XII. Es a dir, de la mateixa época que la primera
traducció llatina del Líber Algorismi de Numero Indorum.

122 A. ALLARD ens adverteix de la forma diferent de representar les xifres entre els diversos autora
[vegeu Allard, A. [1992], 1 i 252].

123 Allard, A. [1992], 3.
124Allard, A. [1992], 1.
125Allard, A. [1992], 6.
126Allard, A. [1992], 7.
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No ens n’ofereix cap exemple. En canvi, quan explica la resta comenga dient que “cal
posar damunt el més gran deis dos nombres” i “restar posició a posició”.

Si no és possible —és a dir, si el nombre de la posició superior no és prou gran per
tal de poder-li treure el nombre de la posició inferior— agafes una unitat de la
posició superior de l’ordre següent i la converteixes en deu, aleshores li treus alió
que et calgui treure-li i poses el que et queda a la posició superior. Si no et queda
res, hi poses un zero com abans. Ara bé, si a la posició superior de l’ordre següent
hi ha un zero, te’n vas una posició, més enllá, agafes una unitat de la posició
superior i la converteixes en deu de l’ordre immediatament inferior. Aleshores
agafes una unitat d’aquestes 10 i fas com abans hem indicat, deixant-ne 9 en la
posició segona, on n’havies posat deu.127

Els únics dos exemples que ens ofereix aquest text, ben senzills, són:128

6422
3211

1144
144

En canvi, en un text usualment atribui't a Joan de Sevilla [~ 1140],129 hi trobem
exemples forga més interessants:130

127 Allard, A. [1992], 7-8.
128Són senzills en el sentit que, a cada posició, el número de la posició superior és més gran que

el número de la posició inferior i, per tant, cóm diu el text: “del 6 en treus 3 i a la quarta posició
te’n queden tres; del 4 en treus dos i a la tercera posició te’n queden dos, etc La representació de
la diferéncia [en el primer exemple] és dones: 3211”. L’altre exemple és curiós en el sentit que “al
nombre mil cent quaranta-quatre li traiem el nombre CXL quatre”. Hi ha una barreja constant entre
les xifres de nova implantació i les romanes [vegeu Allard, A. [1992], 7-8].

129Al marge de les critiques d’Allard, ja esmentades [Allard, A. [1992], 83-88, 249-251].
130 En el primer deis tres exemples, el text és el següent: “Volem substreure tres mil sis-cents quatre

de 12 mil vint-i-cinc. La figura següent ens dóna la posició d’aquests nombres
12025
3604

Ara caldria

treure el nombre inferior en la darrera posició —és a dir, el tres— del nombre superior —és a dir, el
dos— i aixó és impossible. Així, caldrá, que prenguem una unitat de valor deu de la posició següent i
que l’afegim al dos que teníem. Obtindrem 12. D’aquests dotze en traiem tres i en queden nou. Els
posem en el lloc del 2. Ara n’hauríem de treure sis de la posició superior, peró, atés que hi ha un zero,
cal que agafem una unitat del nou de la posició següent; en queden vuit i la portem, amb valor 10, al
lloc del zero. D’aquests deu en traiem sis i en queden quatre que posem al lloc del zero... Finalment
la figura del nombre que resulta és 18421 [Allard, A. [1992], 83-84]. Ho podem simbolitzar així:

12025 i2025 9025 8i025 8425 8421
3 604 ^ 3 604 ^ $604 ^ $ 604 $$04 $$$$ ‘

Observem que AL-H.WÁRIZMT, segons el text d’ADELARD del segle XII, efectúa la resta d’esquerra a
dreta.
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12 025 10000 200000
3604 15 2

Després de la resta, exposa la divisió per 2. Ara, peró, ens aconsella de comengar
per la dreta:

Divideix les unitats per dos; si el nombre d’unitats és señar, divideix el que puguis
i te’n quedará una que posarás en la forma 30/60. Després divideixes per dos
les desenes; si és señar, agafes la meitat del parell i la poses al seu lloc i dónes el
valor cine a la meitat del que et queda i l’afegeixes a la posició inferior; etc.131

Seguidament, dóna els dos algorismes més importants: el de la multiplieació i el de
la divisió. Primerament, cal aprendre la taula de multiplicar deis nombres que hi ha
entre l’u i el nou, els uns amb els altres. La millor manera d’entendre el seu algorisme
és seguir l’exemple que ens ofereix. Volem multiplicar 2326 per 214. Primerament
cal posar-ho en la forma:

2 3 2 6
2 1 4

Aleshores cal multiplicar 214 per 2, sent 2 la xifra més alta del multiplicand. Aixó
dóna 428. Ho posem de la forma:

4 2 8 3 2 6
2 1 4

Diu “un cop feta la multiplieació per la xifra més alta del multiplicand, l’esborrem
i la substitu'ím peí producte sencer”.132 Després desplacem el multiplicador un lloc
cap a la dreta. Ara multipliquen! 214 per 3:

214 x 3 = 642

i ho col-loquern al lloc del 3; aixó fa que hágim de sumar 64 a 28. S’obté:

4 9 2 2 2 6
2 1 4

Ara multipliquen! 214 per 2. Obtenim 428. Ho posem al lloc del 2. S’obté:
131AllaRD, A. [1992], 9.
13JAllard, A. [1992], 10.
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4 9 6 4 8 6
2 1 4

i, finalment, al lloc del 6, hi col-loquem 214 x6 = 1284. Obtindrem finalment,

497 764.133

La divisió també l’exemplifica. Volem dividir 46468 per 324. Aquesta opera-
ció l’ofereix amb tota mena de detalls. L’explicació, com és usual en ell, no

algorísmicament, sino amb paraules. En definitiva, peró, fa el següent:134

Posem: 46468
3 24

Atés que 324 només cap un cop dins 464, posem 1

un 1 a la primera posició del divisor. S’obté: 46468

324

Multipliquen! 324 x 1 = 3214. Restem ordenada- 1

ment. S’obté: 1 4068
3 24

Desplacem el divisor un lloc a la dreta i, atés que 1 4

324 cap 4 vegades dins 1406, posem un 4 a la segona 1 4068

posició del divisor. S’obté: 324

Multipliquen! 324 x 4 = 1296. Restem ordenada- 1 4

ment. S’obté: 1 108
324

Desplacem el divisor un lloc a la dreta i, atés que 143
324 cap 3 vegades dins 1108, posem un 3 a la tercera 1108

posició del divisor. S’obté: 324

Multipliquen! 324 x 3 = 972. Ho restem de 1108. 143 quocient
Dona 136 que col-loquem al seu lloc. Finalment, 136 romanent

s’obté: 324 divisor.

Aleshores diu: “resulta així el que correspon a un deis nombres, que és 143 i 136

133Allard, A. [1992], 9-12.
134Allard, A. [1992], 13-15.
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parts de 324”.135 D’aquesta manera apareixen els nombres fraccionaris árabs, peró,
en aquest estudi, no ens hi ficarem.136

Així dones, al segle IX, els matemátics islámics d’ORiENT coneixien ja el sistema
decimal posicional. L’havien assimilat directament de pobles que, al seu tora, l’havien
aprés a través de la influéncia deis textos matemátics de 1’Índia. No obstant aixó,
els numeráis eren representáis de forma lleugerament diferent.137 Peró el sistema
decimal posicional amb zero havia entrat de pie a la matemática árab desenvolupada
a l’entorn cultural de Bagdad, i, en particular, a la “Casa de la Saviesa”.138

Ens hem entretingut fent una descripció prou detallada de l’obra d’AL-HwÁRiZMl,
de la qual, com ja hem dit, no en disposem de cap manuscrit original, i l’únic coneixe-
ment que en tenim prové d’un fragment llatí del segle XIII, la traducció i el traductor
del qual han estat discutits i analitzats amb tota mena de detalls. Hi ha d’altres
textos que també fan referéncia ais numeráis indis i a l’algorísmia associada. Algunes
d’aquestes aritmétiques árabs s’han conservat en coMeccions europees de manuscrits
orientáis.139 Així, per exemple, del segle XI disposem d’un text de Kusyár al-Gilí
[971-1029],140 d’AN-NASAWT [~1030]141 i d’AL-KHARKHl [~ 1020].142 D’altres textos
anteriors, peró descoberts més recentment, són els d’AL-UQLlDisl [~950]143 i d’ABü’L
Wafá [~980].144 Aqüestes obres “pretenen de mostrar que, al costat del cálcul que
s’efectua, “esborrant figures fetes en taules de sorra”, els calculistes árabs disposaven
també d’una técnica de cálcul “sense l’operació d’esborrar que consistía a passar rat-

135Allard, A. [1992], 14-15.
136Vegeu l’excellent text: BENOIT, P.-CHEMLA, K.-RlTTER, J. [1992], 223-302, en particular

291-302.

137Vegeu les taules d’evolució deis numeráis que ens ofereixen Allard, A.. [1987], 40-41, i IFRAH,
G. [1981], 513-517.

138Vegeu Ifrah, G. [1981], 491-500, i, en particular, 498-499.
139Vegeu Berggren, J. L. [1986], 31-48.
140 Kitab fi osul Hisab al-Hind (“Tractat de les operacions de cálcul amb xifres índies”). Se’n conserva

un manuscrit a la Biblioteca d’Aya Sofia d’Istanbul [vegeu MAZAHERI, A. [1975]]. Cal situar-lo al
principi del segle XI.

141 Al-muqui ’ fi-l-hisáb al-Hindi (“Llibre que dóna rao de tots els coneixements de l’aritmética india”)
[vegeu SUTER, H. [1906-1907] o MedovoÍ, M. I. [1963]].

142Kitab al-Kafi fi-l-hisab (“Llibre suficient peí que fa a l’aritmética”) [vegeu WoEPCKE, F. [1853],
1-6; Hoccheim, A. [1878].] Aquest matemátic árab és, a voltes, anomenat simplement al-Karaói
o bé al-Karhi.

143SAIDAN, A. S. [1966]. Aquest manuscrit Kitab al-Fusül fi al Hisab al-Hindi (“El llibre deis
capítols de l’aritmética india”) cal datar-lo l’any 952 o 958.

144Karpinski, L. C. [1965], 51. Aquest text és realment notable atés que anava dirigit ais comer-
ciants. El seu títol és suggerent “Tractat del que els cal saber ais escribes i marxants per tal de
calcular”. (Kitab fi má yahtafyu ilayht al-kuttáb min'ilm al-hisab). Fou elaborat entre el 961 i el 976,
peró mai no ha estat estudiat a fons pels historiadors.
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lia i a escriure a la línia superior els resultats intermedis”.”145 En el text d’AL-GiLi
se’ns proposa l’operació següent:

Volem multiplicar tres-cents vint-i-cinc per dos-cents quaranta-tres:146

i» f ir

S’efectua de la
325

243

forma següent:
6 325 72325

243 ^ 243

7292 5
^

243 ^
7692 5

243

77725
^

243

77765 78765

243 ^ 243

78965
=> =>

243

78975

243

El nombre 78975 és el que volíem calcular.147
Al segle XII trobem el text d’AL-HASSAR;148 al XIII, el d’iBN al-Benna [1256-

1321]149 i, finalment, al segle XV, el d’AL—Kalqadi.150 L’algorísmia india s’havia
consolidat, dones, a la matemática islámica oriental.151 Una pregunta que ens podem
plantejar és: fou grácies a aquesta consolidació que passá a Europa?
El camí de Córdova. Joan Vernet, en referir-se a la discussió que s’ha establert
en relació amb la personalitat del traductor del text d’AL-HwÁRiZMT, diu:

La personalitat del traductor ens és ben indiferent atés que els testimonis més
antics i ñdedignes són, com veurem, hispánics, i atés també que la consolidació de

U5Ifrah, G. [1981], 499.
146Mazaheri, A. [1975], 79-80.
UTMAZAHER1, A. [1975], 79-80. De fet, ells ho feien en forma de torre i calía anar passant ratlla.
Observem que l’operació és: multiplico el 3 de les cente¬
nes de dalt per 2 i el resultat el col-loco al seu lloc. Ara
multiplico el 3 de les centenes de dalt per 4 i el resultat,
que és 12, el col-loco al seu lloc. Aleshores l’u del dotze
cal sumar-lo al sis d’abans i s’obté 72. Ara multiplico el
tres de dalt per 3 i dóna 9. S’obté 72 925. Ara repetim
el procés amb el dos de dalt i correm el 243 un lloc a la
dreta. Després amb el cinc, corrent préviament el 243
un altre lloc a la dreta.

148Suter, H. [1901].
149Marre, A. [1865].
150Woepcke, F. H.[1858].
151Saidan, A. S. [1978], 3-5 i 19.
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les xifres “árabs” i del sistema de numeració posicional es va efectuar en aquesta
península.152

És el que he anomenat el camí de Córdova. Sabem que el pas deis órneles ais
abbássides fou molt cruent. Solament un omeia de la línia successória aconseguí
escapar a la matanga. Fou Abd al-Rahmáni I [756-788], nét d’HisÁM [724-743]. Va
aconseguir refugiar-se a la península Ibérica i fundó la dinastía de Córdova.153 Ens
trobem, precisament, a la meitat del segle VIII, molt pocs anys abans del naixement,
a ORIENT, d’AL-HWÁRIZMl.

Peró, com diu Youschkevitch, “la recerca científica esdevingué també una de les
preocupacions deis nous mandataris cordovesos i una de les tasques que s ’aconseguí
desenvolupar a la península Ibérica i a la part mes occidental de 1’África del
Nord”.154 Cal indicar que, de fet, Córdova fou, des de la seva fundació l’any 756,
políticament independent de Bagdad. Durant el regnat d’ABD al-Rahmán I
s’establiren, peró, contactes comerciáis, polítics i culturáis entre aquest nou assen-
tament islámic i Bagdad que tot seguit donarien els seus respectius fruits.155 El seu
successor, Abd al-Rahmán II [821-852], no va escatimar cap mena d’esforg per tal
que Córdova, si més no en l’ámbit cultural, estigués a l’algada de el Caire i Bag¬
dad. L’any 929 l’emir de Górdova, Abd al-Rahmán III [912-961] es proclamó
califa, establint la ruptura definitiva amb Bagdad. Alhora, a Córdova, es consoli-
dava “una auténtica cultura marroquina; era una cultura fruit de l’empelt d’aspectes
hispanoromans, araboorientals provinents del Magrib i la seva cultura morisca i ber-
ber, i deis jueus” .156 El seu successor, al-Hisám II [965-1013], va dedicar importants
esforgos financers a la compra i reproducció, per mitjá de copistes, d’obres importants
que es podien trobar en d’altres paísos islámics o sotmesos a 1’imperi de l’islam. Així,
en poc temps, durant el seu regnat, aconseguí formar una biblioteca auténticament
gegantina amb 400000 manuscrits, obtinguts d’ALEXANDRiA, el Caire, Bagdad i
Damasc.157

Malgrat el descontentament polític creixent i el progrés del feudalisme que feren
perdre autoritat al califat de Córdova, no es va interrompre el desenvolupament de la
cultura arabohispánica, que aconseguiria assolir el seu máxim esplendor ais segles XI

152Vernet, J. [1978], 60-61.
153Vegeu SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 94, o bé Joseph, G. G. [1991], 301-303.
154Youschkevitch, A. P. [1976], 12.
155Trobem els primera matemátics arabohispánics: Ahmad IBN Nasar [?—944] i Maslama abü-

L-Qásim [f 1007]. A l’obra de SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1954], 17-35, s’hi detalla una llista forqa
completa i detallada deis matemátics árabe deis segles VIII al XV, indicant-ne el seu lloc d’origen,
tant si és oriental com occidental.

156Youschevitch, A. P. [1976], 12.
157De fet, solament els textos clássics acumulats a Constantinoble se’ls feren escápols.
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i XII.158 Aquesta cultura fou reconeguda, al segle XIII, peí rei cristiá Alfons X, dit el
Savi, {1221-1284]. Amb el desig d’aixeear el nivell cultural de la poblado católica de la
península Ibérica, que es trobava dessota el domini reial, féu traduir, al castellá, els
llibres que contenien els coneixements d’astronomia assolits per árabs i jueus. A més,
es va envoltar de col-laboradors d’aquestes dues cultures. El segle XIII fou notable
grácies a les excel-lents recerques matemátiques del marroquí ibn al-Banná’, que
assoliren una gran qualitat.

Aquest desvetllament cultural, juntament amb la situació lingüística de la penín¬
sula Ibérica, —auténtic gresol de llengües, comparable solament amb el de Sicília—
convertiren la península Ibérica en un lloc excepcional. Hi convivien el Ilatí, l’árab,
l’hebreu, els romanents de les antigües llengües visigótica i ibérica. Al segle XIII,
a més, es consolidaren les llengües própies deis diversos nuclis peninsulars: castellá,
catalá, galaicoportugués, etc. Tot aixó propició la formació de nuclis d’estudi i recerca
i, sobretot, d’escoles de traductors. Les més notables foren les de Toledo i la de
Barcelona, amb una forta vinculació amb Ripoll.

Es precisament en aquest context que retrobem les xifres indoarábigues, pero amb
una grafía diferent de l’oriental. Aqüestes xifres, més semblants a les índies devanagari
que a les del califat islámic oriental, s’han batejat amb el nom de xifres gubar. La
situació es complica amb l’aparició, deis ápexs de Gerbert i les possibles correlacions
que se’n deriven. Així és com ens trobem davant un auténtic petit trencaclosques:
el de l’evolució del sistema de numeració indoárabic peí que fa a les figures des del
seu naixement, no gaire ciar, fins a la seva consolidació a Occident. No és, dones,
estrany que Sánchez Pérez digui:

Davant l’existéncia del sistema indi, el sistema gubar i el sistema deis ápexs, tots
els orientalistes i matemátics moderns han tret conclusions tan contraposades

. peí que fa a l’origen de les xifres i a la transformació de les seves figures, que val
més prescindir de les seves opinions.159

Tot seguit ens ofereix un reguitzell d’autors i de llurs opinions de forma sintética: des
deis que sostenen que les xifres árabs són d’origen grec, passant pels que diuen que
són el resultat deis ápexs de Gerbert, fins ais que sostenen que són índies, pero que

158Recordem que, al segle XII, mor a Barcelona el matemátie jueu Abraham Bar Hiyya, conegut
com a Abraham Iudaeus Savasorda [f 1136], Havia elaborat una enciclopédia matemática i havia
traduít importants obres árabs al llatí. Neixen a CÓRDOVA el filósof, jurista, metge i astrónom
Abü-L-WalID Muhammad IBN RuáD [1126-1198], conegut com a Averrois, i el gran pensador jueu
MoáÉ BEN Maimón [1135 - 1204], conegut com a Maimónides, la influéncia del qual és encara avui
fruit d’estudi. El geógraf i cartógraf AL-lDRlsI [1100— 1166], format a Córdova, s’establí, en canvi,
a la cort normanda de Palerm. Fou un deis pares de la cartografía matemática de l’época [1154]. A
Sevilla, Óabir IBN Aflah assoleix un important desenvolupament de la trigonometría.

159Vegeu SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 111-112.
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han sofert transformacions, i ádhuc aquells que sostenen que tenen orígens geográfics
diferents.160

En farem una síntesi breu inspirada en J. Vernet i G. Menéndez Pidal.161
D’ara endavant entendrem per hurüf al-gubar —les lletres fetes a la pols— aquells
signes que es feien en una pissarra de pols o sorra. S’usaven per fer els cálculs i hom
solament conservava els resultats parcials o totals que eren útils per al cálcul final
que se cercava. De fet, la paraula árab gubar és germana de la paraula llatina pulvis,
que usaven els romans en els seus ábacs.162 Aquesta és una de les raons per la qual
S. Gandz, seguint la coneguda teoría de Woepcke, defensa el doble origen de les
xifres índies: l’occidental —o gubar— seria d’origen romá, mentre que l’oriental —o

devanagari— seria d’origen indi. Peró la situació no és, en absolut, tan simple.163
No obstant aixó, és difícil de sostenir una afirmació com aquesta, atés precisament

que les xifres deis ábacs de sorra eren esborrades i, per tant, és difícil de conéixer-ne la
160La bibliografía esmentada per l’autor és forga completa: Woepcke, F. [1863]; Rouse Ball,

W. W. [1889], edició de 1960, 184-185; CARRA de Vaux, B. [1917] i COLIN, G. S. [1933], entre
d’altres.

No obstant aixó, és suficient fer una lectura atenta de GANDZ, S. [1931], per tal d’adonar-se de la
complexitat de la qüestió.

181Menéndez Pidal, G. [1959], Vernet, J. [1978], 61-66.
162 Vegeu SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, II, 157-158, i la nota 3. Segons aquest autor, sembla

que ábac vindria de la paraula grega <4/3a£, d’origen semític, i voldria dir sorra, atés que els primera
ábacs haurien estat taules de sorra. [Vegeu Corominas, J. [1980], I, 1, entrada “ábac”.]

163 Vegeu IFRAH, G. [1981], 501-503, i, en particular, el comentan d’un comentarista del segle XVIII
d’un text árab del segle XIV —del qual Ifrah ofereix la versió árab i la traducció francesa. Hi trobem
una descripció de les xifres gubar en forma mnemotécnica. El text diu:

El prefaci tracta (de la forma de les figures) deis signes indis (tal com han estat
establerts per la nació india), que són nou figures que s’ha convingut de formar
com segueix (a saber:

un, dos, tres, quatre, cinc, sis, set, vuit, nou

donant-los la forma següent):

98765432 1,
les quals s’usen preferentment a casa nostra (és a dir, entre els orientáis); o bé de
la forma següent:

9 \9- 6 ^ ? r i
98765432 1,

que s’usen molt poc (entre nosaltres), si bé el seu ús és més freqüent entre els
occidentals.
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forma.164 Tampoc no tenim pas gaire informació sobre el funcionament de l’ábac fins
que, al segle X, Gerbert d’ORLHAC [945-1030] va elaborar unes regles del cálcul de
l’ábac de les quals, sortosament, en tenim coneixement. Boeci [480-524] introdueix
els ápexs —unes fitxes marcades amb lletres de l’alfabet grec o amb d’altres signes.
S’usaven per fer cálculs. Ja no calía, dones, recórrer a les taules de sorra. Aixó, si
més no, és el que afirma Guillem de Malmesbury [f 1142], quan diu que Boeci
fou “el primer a prendre l’ábac ais sarraíns i a establir-ne les regles d’ús, regles que
solament els abaquistes, amb la suor del seu front, aconseguien conéixer. No obstant
aixó, aquests ábacs són posteriora a Boeci i anteriora a Gerbert”.165

Sembla indiscutible que, l’any 967, Gerbert d’ORLHAC —nomenat papa amb el
nom de Silvestre II, l’any 999— havia visitat la península Ibérica. I que fou a
Barcelona on va aprendre els nous numeráis.166 És molt probable que no arribés
a teñir coneixement del zero ni a copsar-ne la importancia. Aixó podría explicar-se
precisament peí fet que usava l’ábac de les columnes. Situava els nou carácters en
fitxes, que els seus deixebles anomenarien ápexs. Aquests numeráis serien batejats
amb els noms d'igin, andras, ormis, arbas, quimas, calctis, zenis, temenias, celentis
i shipos.167

Ens trobem, dones, amb l’ábac de les columnes o deis ares. Cada tres columnes
Nota bene. El sentit de la frase de l’autor és, evidentment, que ambdues han estat
instituides pels indis, i aixó és ben cert. El docte CHANDCHÜRT, en el seu comentari
de la MURSHIDAH, diu: I, a la segona manera de formar els signes que analitzem,
se l’anomena india, atés que ha estat establerta per la nació india. Fi de la cita.
Tanmateix, distingim les unes de les altres per la seva denominació: les primeres
les anomenem índies, i les segones ghobafr, i, aqüestes darreres, s’anomenen ghobarx
perqué els nostres avantpassats tenien el costum d’estendre fariña damunt d’una
tauleta i aleshores dibuixar-hi les figures [WOEPCKE, F. [1863], 63 i IFRAH, G.
[1985], 501, nota].

Tot seguit el comentarista ofereix les xifres gubar i ho fa amb l’esmentat text mnemotécnic.
164SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 121-130, ens ofereix una panorámica de l’evolució de les xifres

gubar des del segle X fins al segle XVI, amb una detallada referéncia de la seva procedéncia.
165Vegeu GANDZ, S. [1927], 310, i VERNET, J. [1978], 61. Segons MENÉNDEZ PidaL, les referéncies

de Boeci a l’ábac constitueixen una interpolació posterior [Menéndez Pidal, G. [1959], 182].
De fet els trobem en una geometría del segle XI que s’atribueix a BOECI; en canvi, a la seva

aritmética del segle VI no n’hi ha cap rastre.
Sobre la validesa de la geometría atribuida a Boeci, vegeu les paraules de P. Tannery [Tannery,

P. [1887], edició de 1988, 128-129]: “La qüestió de Boeci, com s’ha anomenat, avui está resolta
del tot. És difícil creure en l’autenticitat de la geometría que porta el seu nom i encara ho és més
mantenir-la amb argumenta admissibles”.

166 Vegeu SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, 74.
167Smith, D. E. [1923], edició de 1958, 75, diu “aquests termes mai no han estat explicats satis-

factóriament, si bé semblen d’origen semític”. El nom d’ápex és, probablement, del segle XII.
Voldríem fer notar dos fets que ens semblen d’interés. D’una banda, els símbols atribuits ais noms

deis ápexs:
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s’unien amb un are.168 S’hi col-locaven ñtxes amb uns carácters diferents deis romans

i fins aleshores desconeguts. L’expressió de la figura adjunta, que per simplificar he
escrit en numeráis actuáis, representaría el nombre 2 056 708. El zero no fóra, dones,

• 169
necessari.

L’ábae era usat per realitzar les operacions aritmétiques de sumar, restar, multiplicar
i dividir. Així, per exemple, per tal de multiplicar 3800 per 44, calía procedir de la
forma següent:170

MULTIPLICAND

PRODUCTES PARCIALS

SUMA DELS PRODUCTES PARCIALS

MULTIPLICADOR

I
*5

igin; arbas; /A zenis;

andras; c¡ quimas; 8 temenias;

ormis; b calctis; 9 celentis

i shipos, per tal de designar el lloc buit, són un entremig deis numeráis indis i deis gubar, si bé
s’assemblen molt més ais gubar.

D’altra banda, és forga curiós de notar que els noms que se’ls atribueixen són ben diferents deis
noms indis —esmentats amb anterioritat al final del parágraf titulat Els Siddhánta— eka, dvi, tri,
catur, pañea, sat, sapta, asta, nava,— forga més semblants, malgrat el seu origen sánscrit, ais actuáis.

168Se l’anomenava l’áibac deis arcus o deis ancua pitagóricas.
189Durant els segles XI, XII i XIII, el zero no figurava entre els ápexs, que es redui'en a nou. N’hi

havia prou debear un buit a la columna. Aconsello la lectura pausada de Millas Vallicrosa, J.
[1931], edició de 1983, 110-164.
170Gerbert, de fet, dóna vint regles per tal de dur a terme la multiplicació [vegeu Millas Valli-

CROSA, J. [1931], edició de 1983, 142-143].
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La divisió es basa en la multiplicació complementária que hem trobat ja en la litera¬
tura india,171 i que “tendeix a referir i acostar el multiplicador a 10:

ab = 10b - (10 - a) b,

o siguí, per exemple, 9x7 = 10x7-(10-9)x7 = 70-7 = 63.”172
D’acf Gerbert passa a la divisió per diferencies, o sia, a la divisió comple¬

mentária, simétrica de la multiplicació que hem indicat. Tendeix també a referir el
divisor a 10, obtenint romanents cada volta més petits amb els quals opera com amb
el dividend original, i a la fi suma els quocients successius. Així, la fórmula en qué
basa el métode és:

b 10 10 ' b '

Un cop obtingut el numerador del segon membre de la suma opera tal com ho féu
amb o, i així successivament. Per exemple:

900

8

180

8

36

8

12

8

4

8

900 900 10-8

10 + 10 ’ 8

180 180 10-8

10 + 10 ' 8

30 30 10 - 8 6

10 + 10 ' 8 + 10

10 10 10 - 8 2

10 + 10 ’ 8 + 10

™ 1809° + x

36

18+y

i+i
i

2'

El quocient que li’n resulta és: 90 +18 + 3 4-1 + 5 = 112 5”.173 Així dones, la técnica
amb l’ábac de Gerbert per dividir 900 per 8 és la següent:174

1T1Vegeu nota 31.
172Millás Vallicrosa, J. [1931], edició de 1983, 143.
173Millás Vallicrosa, J. [1931], edició de 1983, 144.
174 La dificultad per entendre la transposició rau en el fet que els decimals no eren coneguts —i no

ho foren fins a la fi del segle XVI. Per tant, no podem dividir 36 per 10. Només podem dividir 30
per 10. S’obté el 3, peró en resten 6. Cada un deis quocients exactes en les divisions per 10 —90, 18
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DIVIDEND

ROMANENT

QUOCIENTS PARCIALS

QUOCIENT

i en queden 4.
Les xifres árabs eren conegudes a la península Ibérica, peró no tenim gaire docu-

ments de l’época en qué Gerbert va visitar Barcelona per tal de poder saber quina
era la forma de les xifres utilitzades. Es possible que Gerbert intentés d’unificar les
noves xifres amb el sistema deis ápexs de l’ábac ja existent.175 Aquest pas el donaria,
peró, Juda, dit el barceloní.176 Es difícil de creure que “els ápexs de Boeci, que són
del segle XI, poguessin haver donat origen ais numeráis indis, que eren coneguts des
del segle X”177 i, potser fins i tot, d’abans.

D’aquesta forma ens trobem, dones, en una situació d’interrelació de contextos i
métodes; d’una banda, la poca agilitat del sistema numéric romá per a cálculs llargs
i complexos; d’una altra, l’aparició del sistema de procedéncia india amb nou xifres
(i, eventualment, el zero] i, per fi, d’un algorisme de cálcul, l’áóac o taula de sorra
que, sent originalment semita, havia tingut acceptació a la Mediterránia grecoro-
mana. Aquesta combinació de fets té, a la península ibérica, les eonseqüéncies ja

i 3— són quocients acceptables que cal sumar. Un cop aconseguit un quocient, per tal de calcular
el següent, hem de multiplicar-lo per 2. Així el quocient 3 ens proporciona un 6, que cal sumar al 6
que ha quedat després de treure’n 30 —per aixó hem passat ratlla al 3 del 36. Ara hem de sumar
els dos sisos. S’obté el 12. Només podem considerar el 10, que dividit per 10, donará 1. Es el darrer
quocient que, multiplicat per 2, dóna 2. El dos que queda del 12 en treure’n 10 i aquest nou 2 sumen
4. Es el valor del romanent. Aleshores, sumant tots els quocients parcials, obtindrem 112, que és el
valor del quocient de la divisió. El romanent és 4.

175MENNINGER, K. [1957], edició anglesa de 1992, 325: aquesta, si més no, és l’opinió d’e PlHAN,
A. P. [1860].

176És possible veure un bon grapat d’ápexs i de les formes que presenten a SÁNCHEZ PÉREZ, J. A.
[1949], 114-116, o IFRAH, G. [1981], 506, que en comenta, a més, la procedéncia i la data.

177SÁNCHEZ PÉREZ, J. A. [1949], 116.

900
90x2 $
18x2 * $
3x2 $

\ 2

1x2 2

900 9
10
180 1 8
10
30 3
TÜ
10 1
10

1 1 2
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indicades.178 L’única qüestió que no queda gaire clara és saber si Gerbert va teñir
coneixement de les nou xifres arébigues durant la seva estada a la península Ibérica;
dit altrament, s’havien consolidat ja les xifres gubar, donant lloc a un sistema de
grafisme? La resposta és afirmativa. Sabem que, a mitjan segle X, les xifres gubar
eren ja conegudes. Aixó ho posa de manifest l’existéncia del Códex Vigilanus; el text
mes antic conegut d’origen europeu. Fou copiat l’any 976 per un monjo del convent
d’ABELDA, que es deia Vigila.179 La figura de les xifres és la següent:180

És, dones, possible que Gerbert n’hagués pogut teñir coneixement durant la
seva estada a la península atés que, com hem dit, la seva arribada cal situar-la a

l’any 967. “No és, dones, improbable —diu Smith— que hagués pogut veure el
manuscrit del 976”.181

A partir d’aleshores les xifres de tipus gubar s’estenen arreu. Una cópia deis
Orígens d’IsiDOR de Sevilla [| 636],182 datada l’any 992, conté també les xifres
gubar sense el zero.183

A més, com fa notar G. Menéndez Pidal, la situació a la península ibérica
era forga rica i els textos “espanyols oblidats” són dignes de ser tinguts en compte.
Així, ens parla del códex de Sant Eulogi de Córdova. Aquest códex fou reclamat,
catorze anys després de la mort per degollament d’Eulogi esdevinguda l’any 859,
per Alfons III d’AsTÚRiES [?-910], dit el Gran. Així fou com arribé a Oviedo,
sent dipositat a la catedral fins que, per ordre de Felip II [1527-1598], fou traslladat
a la Biblioteca de El Escorial. El foli 55 conté un petit tractat sobre la dimensió de
terres, amb una nota marginal en qué es computen les distancies en anys, mesos i
dies. Les quantitats están escrites amb uns caréeters estranys, alguns deis quals tenen

178Recordem que, en aquest període, l’ensenyament de l’aritmética formava part del quadrivium i
és un fet que anem retrobant en qualsevol obra docent de l’época.

179 Aquest text es conserva a la Biblioteca de El Escorial, document 1.2.
180Ifrah, G. [1981], 504. Vegeu Menéndez Pidal, G. [1959], 190-191.
Hi ha textos manuscrits árabe un segle anteriora [874-888] en qué també podem trobar-les. En un

manuscrit del 970 a Shiraz i en una inscripció árab d’Egipte, datada l’any 961. [Vegeu Smith, D.
E. [1923], edició de 1958, 75j. Són textos que no fan altra cosa que complicar l’embolicada situació.

181 Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, 75-76.
182La seva obra havia intentat de transmetre sistemes de cálcul de manuals més antics. Aquesta

tradició fou seguida per d’altres erudits entre els quals cal posar de relleu Beda, dit el Venerable
[t 375] [Vegeu IFRAH, G. [1981], 69-71.]

183La primera moneda que els conté és una moneda siciliana, acunyada l’any 1138.
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valor absolut i d’altres posicional.184
Aquesta mena de manuscrits eren actes de tipus notarial. Res no ens permet

de conjecturar que ningú s’adonés de les possibilitats que, des d’un punt de vista
algorítmic, comercial o matemátic, facilitava el nou sistema de numeració.185

* * *

El cercle quedaría així tancat. La qüestió que se’ns planteja ara és una altra. Com
s’imposá el sistema de numeració a Europa? Quina fou la preocupado que havia
de moure a aquesta implantació? La resposta no és tampoc immediata, pero se’ns
presenta forga mes clara. Podem dir que s’ha vist prou sólidament que el coneixe-
ment deis numeráis indoárabs arribá ais convents. No tant de l’estudi deis textos

matemátics árabs, atés que aquesta era una activitat que no es duia a terme en els
convents, sinó mes aviat a través del contacte que tenien amb els comerciants que, al
seu torn, mantenien un contacte fluid amb les zones orientáis de la MediterrÁnia.
Tanmateix, l’ábac era suficient per tal que els comerciants poguessin resoldre les
qüestions numériques que els era necessari d’efectuar en les seves transaccions comer¬
ciáis. El seu esclat no fou, dones, tan espectacular com podríem creure avui. Caldria
esperar un cert temps de solatge i de consolidació per tal que, al segle XIII, amb
l’establiment de les primeres universitats, la implantació de les traduccions de textos
grecs, árabs i jueus realitzats a les escoles de traductors, els estudiosos s’adonessin de
la importáncia de les xifres gubar i; en definitiva, del sistema de numeració indi.186
Sense oblidar, peró, el paper transcendental que els comerciants tindrien en aquesta
implantació, i aixó en un doble vessant. D’una banda, en l’intercanvi i interrelació
comercial; d’una altra com a possibles usuaris deis textos d’aritmética europeus deis
segles XIII i ulteriors, en una situació análoga a la que s’havia donat amb els textos
árabs d’Orient, ja esmentats.

3 La consolidació india i la situació a Bizanci

A l’análisi feta fins ara hem posat de manifest principalment dos fets: les xifres indo-
arábigues provenen indiscutiblement de 1’Índia i són el fruit d’un complex procés de
cálculs i de desenvolupament d’eines i técniques astronómiques i matemátiques que
trobem en textos independents per llura orígens. Aquesta evolució es consolidá en un

184Aquest text, sempre que les anotacions siguin d’EULOGl, seria anterior al códex Vigilanus. És,
peró, molt menys acurat.

185Vegeu el text de MENÉNDEZ PlDAL, G. [1959], 193-195.
186 Ja hem indicat que, el text d’AL-HwÁRlZMí és, de fet, una traducció del segle XII o XIII.

47



període que hem de situar entre els segles III aC i III dC i portá a la notació deis nom¬
bres naturals en un sistema format per deu guarismes, entre els quals trobem el zero.
A més s’aconseguí desenvolupar algorismes numérics per tal d’efectuar les quatre ope-
racions elementáis i també l’extracció d’arrels quadrades i cubiques. L’intercanvi que
possibilitaven les caravanes de comerciants, que unien Orient amb Occident, les
conquestes d’ALEXANDRE, dit el Gran i l’establiment de nuclis grecs en diversos llocs
d’OíUENT —des de la frontera més occidental de 1’Índia fins a Alexandria— van

fer que alguns erudits arribessin a teñir coneixement d’aquesta meravellosa troballa
de la civilització india. Peró aixó, no comportá cap avenq notable en la matemática
ni tampoc en la cultura popular. Finalment, la irrupció de l’islam amb la seva Guerra
Santa va permetre de consolidar amb més forqa aquest intercanvi de cultures.

De fet, en els nuclis culturáis potenciats pels califats de Bagdad i Córdova, els
erudits d’Orient i d’Occident, respectivament, van trobar un recer deis esdeveniments
polítics i socials que els permetia d’aprofundir l’estudi de les arts i de les ciéncies
i alhora potenciar l’intercanvi de coneixements. A l’orient islámic es desenvolupá
una astronomía i una matemática importants, hereves de les índies i, en part, de les
gregues. Així, a partir del segle IX, ens trobem amb textos notables d’astronomia
i álgebra i amb d’altres, d’aritmética, que incorporen amb naturalitat les xifres del
poblé indi. A Occident, en canvi, la situació és diferent. Els nuclis heterogenis que
es formen a la península Ibérica, fruit del diáleg i la confrontado de les creences
i coneixements deis árabs del Magrib, deis jueus i deis cristians, esdevenen centres
d’atracció deis erudits de 1’Europa continental i d’ANGLATERRA. A les escoles de
traductors de Toledo i de Barcelona-Ripoll, aquests homes notables hi desco-
breixen tresors que, de forma encara molt incipient, incorporen á les seves obres. Són
obres enciclopédiques que contenen els coneixements del quadrívium que s’ensenya a
les escoles monástiques. Aqüestes aportacions, malgrat la importáncia que tenen en
la situació cultural de 1’Europa deis segles X al XII, no tindran gaire transcendéncia
en el desenvolupament de la matemática del Renaixement.

Així dones, per tal de poder conéixer les primeres conseqüéncies própiament dites
de la cultura europea cristiana, cal fer una análisi de l’evolució de les xifres indo-
arábigues i deis seus algorismes a 1’Europa deis segles XII i XIII . Será precisament
aquesta evolució la que, amb el pas deis segles, portará Occident a incorporar els
numeráis indoarábics187 i, més tard, el desvetllament d’una ciéncia que, al segle XVII,

187 Val a dir que un deis fets més notables de la consolidació definitiva deis numeráis indoarábics a
Occident fou el fet que permetia l’expressió decimal deis nombres fraccionaria o no enters i, més
important encara, que els algorismes operatius en el cas deis nombres enters positius i deis nombres
fraccionaria positius fossin els mateixos. Aquesta nova conquesta de l’esperit humá cal situar-la, com
déiem en la nota 12, a fináis del segle XVI i a comengaments del XVII. Fou l’obra, entre d’altres,
de Michael Stifel [1486-1567], Fran<jois Viéte [1510-1603], Simón Stevin [1546-1620], John
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trobará la línia de sortida cap a l’época actual. Aquesta análisi constitueix la batalla
entre els abaquistes —defensors de l’ábac roma com a eina de cálcul— i els algoris-
mistes —defensors de la técnica, provinent de 1’Orient, de les xifres indoarábigues
i deis seus algorismes de cálcul. Aquesta confrontació, que tingué lloc abans de la
consolidació del Renaixement, perdurá durant els dos primers segles del Renaixe-
MENT.

De tot aixó en parlarem més detingudament. Ara recordem sintéticament que
1’Edat Mitjana és el període de la história europea que es troba entre l’any 476
—que fixa la caiguda de Roma en mans deis bárbars de nord— i el 1453 —que fixa
la caiguda, en mans deis tures, de Constantinoble, la capital fins aleshores im¬
batuda de 1’Imperi Roma d’ORiENT. Matemáticament, segons C. B. Boyer,188
aquest període s’inicia l’any 1436. Es un any paradigmátic que correspon a la mort
d’AL—Kashi [f 1436], el darrer matemátic árab notable, i al naixement de Johann
Müller [1436-1476], conegut amb el nom de Regiomontanus.189 És a dir, l’any
1436 fixa el final de la matemática escrita en árab i hebreu i dóna pas a la matemática
de l’Europa cristiana que escriu en llatí.190 És també en aquesta época que Europa
comenga a refer-se de la Pesta Negra i de la seqüela d’efectes destructors que havien
sembrat, en tot el continent, la por i la desesperanza . Calía fer quelcom per tal que
desastres d’aquesta mena no es tomessin a repetir mai més. És també el moment
en qué l’home occidental incorpora la imprempta deis carácters móbils i el paper.191
Aixó va permetre de produir gran quantitat de textos, i va fer possible la seva difussió
d’una forma més ámplia, tot respectant-ne l’original.192 La majoria deis textos edi¬
táis estaven escrits originalment en llatí.193 Nosaltres ens fixarem en els exemplars
d’aritmética editats fins l’any 1482.

És també en aquesta época quan Occident inicia la seva gran aventura mari¬
nera que l’haurá de portar a fixar les rutes de navegació més agosserades de tots els

•
-

Napier [1550-1617], i JOHANNES KEPLER [1571-1630]. Tanmateix Saidan, A. S. [1966], 484-487
defensa que les fraceions decimals es troben ja a l’obra d’AL-UQLIDlST, datada l’any 952 [vegeu també
Saidan, A. S. [1978], 110, 114, 117 i 259].

188Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 319.
189És la forma llatinitzada del seu lloc de naixement, Konigsberg.
190A poc a poc, peró, s’aniran impoeant les llengües deis diferents pobles d’EUROPA: l’alemany,

l’anglés, el castellá, el catalá, el francés, el galaicoportugués, I’italiá, etc.
191Tots dos havien vingut de la XlNA, potser grácies ais viatges de Marco Polo [1254-1324].

Recordem que la primera obra editada —la BÍBLIA Gutenberg— está datada entre els anys 1447
i 1456, L’edició no fou pas duta a terme per JOHANN GENSFLEISCH [~1400-1468], conegut amb el
nom de Gutenberg, sinó peí seu soci Johann Fust.

199 Ja durant els segles XIII i XIV s’havien establert les indústries deis copistes, sobretot ais ducats
italians i a certs indrets d’ALEMANYA i deis PaÍsos Baixos actuáis.

193 A fináis del segle XV es disposava ja de més de 30000 edicions d’obres molt diverses i de temes
forga variats. Molt poques eren, de fet, matemátiques.
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temps.194 És, en definitiva, el despertar d’EüROPA que Carl Jacobi [1804-1851]
sintetitza en el seu Discurs sobre Descartes amb les paraules:

Finalment, la cristiandat, cansada de resar davant l’ossam deis seus mártirs, va
acudir en massa a la tomba del seu Salvador, per tal de comprovar per segona
vegada que el sepulcre era buit i que Crist ja havia ressucitat. Aleshores es va
despertar del torpor de la mort. Europa va tornar a l’activitat de l’existéncia.
Fou un renaixement febril de les arts i de les ciéncies. Les ciutats van tornar a

florir. Cimbaue va descobrir de bell nou l’art, aleshores apagat, de la pintura i
Dant, el de la poesia. Aleshores alguns esperits més audagos, com ara Abelard
i Sant Tomás d’Aquino, van gosar d’introduir en el catolicisme les idees de la
lógica d’Aristótil i així fou com crearen la filosofía escolástica... A la fi va arribar
l’alba i Europa, novament tranquil-litzada, va comengar a treure profit deis seus
dons i a crear el coneixement de la naturalesa, basat en la independencia del
pensament.. .195

Aquest Renaixement tindrá lloc amb la reaparició del saber i amb el floreixement
de les grans universitats d’Europa i, a la vegada, amb la segona difusió de les xifres
arábigues. Peró será ara quan la divulgació d’aquestes xifres trobará acollida en la
totalitat de la societat —comerciants, erudits, astrónoms, matemátics, navegants,
etc.— i quan s’establirá la consolidació de les seves formes definitives.196

Peró no fora pas possible d’entendre aquesta eclosió que fou el Renaixement
sense fer una análisi a 1’Europa occidental deis segles XII, XIII i XIV , de la lenta
implantació deis numeráis indoarábics i deis seus algorismes. Cal aclarir com influiren,
en tota aquesta história de progrés, les aportacions deis matemátics árabs d’Orient i
com hi contribuí la tasca de les escoles ibériques de traductors.

* * *

Hem vist que, al segle XII, l’algorísmia india s’havia consolidat a la matemática
islámica oriental i ho havia fet en els textos matemátics, própiament dits, i en els

194Sembla indiscutible que d’altres pobles havien aconseguit fer llargs viatges per mar, peró no amb
un objectiu comercial sinó polític, de conquesta i expansió: les rutes marítimes cap a ORIENT són
própies del RENAIXEMENT. Vegeu BOORSTIN, D. J. [1983], edició castellana de 1989, 151-287; en
particular, 163-174, on exposa la tasca viatgera deis portuguesos duta a terme per la visió i gosadia
del príncep Enric DE PORTUGAL, dit el Navegant [1394-1460].

Es ben cert que els camins a 1’Orient per térra s’havien iniciat molt abans culminant, al darrer
quart del segle XIII, amb els viatges de MARCO POLO.

195Citat a Ifrah, G. [1985], edició castellana de 1987, 294.
196Vegeu IFRAH, G. [1981], 510-511. Ens ofereix taules en les quals trobem l’evolució de les xifres

en manuscrits que van des del segle XII fins el segle XVI i, més recentment, en obres editades, des
del segle XV fins el segle XIX.
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textos aritmétics adregats ais escribes i marxants. És, peró, difícil fixar els nexes
existents entre aqüestes obres i el desenvolupament europeu.

També hem vist que, ais segles X i XI, els nuclis de traductors de la península
Ibérica i els nuclis conventuals mes notables coneixien les deu xifres indoarábigues.
No és, peró, gens ciar que influissin en la matemática, entesa com a ciencia, atés que
en aquests nuclis el desenvolupament matemátic no era gaire important. Es rediría
a simples anécdotes i a introduccions forga elementáis. Tanmateix, hi hagué alguna
excepció entre els erudits d’origen magrebí. La resta es trobava en una situació de
perplexitat entre l’ús de l’ábac i de l’algorísmia vinguda d’ORiENT.

No obstant aixó, les escoles de traductors traduien, de l’árab al llatí, textos
d’astronomia i matemática procedents de la cultura islámica de Bagdad i així, al
segle XII, existia ja una traducció del De Numero Indorum d’AL-HwÁRizMí i també
de la seva obra algébrica Al-jabr wa’l muqabalah,.197 És a dir, al segle XII hi havia ja
prou material per tal que els numeráis indoarábics i els seus algorismes s’imposessin
a Europa, peró no fou pas així com van arribar a ser coneguts i a imposar-se.

En aquest intercanvi entre la cultura de l’islam i els estudiosos europeus hi in¬
tervenen sens dubte Les CroAdes. Recordem que, dessota el signe de la Creu, la
cristiandat —sota la direcció espiritual i política del Vatica— es plantejá la recu-
peració de Terra Santa, que es trobava sotmesa a l’islam. Calía, al preu que fos,
alliberar el nucli espiritual de la cristiandat de la dominació impía de l’islam. Així,
des de l’any 1095 que, sota l’ampara papal d’URBÁ II [~ 1040—1099], papa des de
1088 a 1099, s’iniciá la primera croada deis exércits europeus per tal de recuperar la
Terra Santa, fins al 1291 que la cristiandat, abandoné definitivament aquesta con¬

questa insensata i molt costosa, els cavallers de la cristiandat van intentar de trencar,
per la forga de l’espasa, la dominació árab de Jerusalem. La reconquesta de Terra
Santa no s’aconseguí, peró el que sí s’aconseguí, en canvi, fou un intercanvi cultural
que resulté molt enriquidor per ais pobles d’EuROPA.198 El progrés que havia intentat
Gerbert d’ORLHAC, dos o tres segles abans, infructuosament, vindria del contacte
amb els pobles infidels de l’islam. Així, a més del contacte constant que es mantenía

197Sembla que la primera traducció llatina d’aquesta obra cal datar-la l’any 1145 i atribuir-la a
Robert de Chester, [~1140], peró la traducció més coneguda és la de Gerard de Cremona [1114—
1187], de 1170. Aquest s’havia despla^at a TOLEDO, a la península IBERICA, per tal d’aprendre l’árab
i poder estudiar l’obra de PTOLEMEU, peró després es va dedicar a traduir de l’árab al llatl. Entre
les seves t'raduccions —se n’hi atribueixen més de 85— hi trobem els Elements d’EliCLIDES, a partir
d’una traducció árab de IÁB1T ibn-Qurra [?-~901],que millorava sensiblement la que ja havia fet
Adelard de Bath. L’any 1175 traduiria VAlmagest. [Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, I,
200-205; Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 322-326.]

198A la tercera croada, Ricard I, rei d’Anglaterra, dit Cor de Lleó, estábil una treva de trenta
anysque permetia l’accés deis pelegrina a TERRA SANTA alhora que reconeixia i confirmava el domini
musulmá de Jerusalem.
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a la península Ibérica, les croades havien de permetre un flux i reflux entre el món
cultural musulmá i la barbárie deis nobles cristians, a través de la Mediterránia.
El contacte fou cada cop més ampli i fluid i va permetre un notable augment deis
coneixements de la cristiandat en matemática, astronomía, medicina i altres ciéncies
naturals, i en filosofía.

Els croats a Jerusalem i els erudits a les escoles de traductors de la península
Ibérica estaven assentant les bases necessáries que finalment aconseguirien, en un
interval de temps forqa Uarg, véncer els abaquistes.

* * *

Peró, mentre a Europa la situació de ralgorísmia s’anava imposant i desenvolupant
0

lentament, a 1’India s’havia consolidat definitivament i de forma indiscutible. Les
obres de matemática i astronomía de Brahmagupta [?598-~660] i de Bháskara
[~1114-~1178] havien incorporat aquest sistema, alhora que oferien els algorismes
de cálcul de forma clara i acurada. A més, els numeráis indis trobarien ressó en un
matemátic bizantí. De fet, la cultura matemática i científica bizantina constitueix
un pósit molt petit de la cultura pagana grega. Amb la clausura justiniana de les
escoles filosófiques d’Atenas, els estudiosos es van dispersar i van buscar asil en pobles
menys rígids i menys dogmátics. Aixó els portá a establir-se a Síria, a Pérsia i a
d’altres llocs, entre els quals trobem les ciutats d’ALEXANDRJA, també en auténtic
declivi, i Constantinoble, coneguda amb anterioritat amb el nom de Bizanci.
Aqüestes capitals són testimoni “d’un feble corrent de la vella tradició grega i del
fet que aquesta, amb importants limitacions i mancances, es mantingué a 1’Imperi
Roma d’ORiENT fins a fináis de 1’Edat Mitjana”.199 Com ja hem indicat amb
anterioritat, és indubtable que, en aqüestes seus, la cultura de procedéncia grega va
rebre la influéncia d’altres cultures més orientáis. Al segle XIII trobem un text que,
peí que fa al tema deis numeráis indis, permet de sostenir aquesta afirmado. És
l’obra de Maximus Planudes [71255—71310J, un frare grec que fou ambaixador de
l’emperador AndrÓnic II [1258—1332J a Venécia, i que establí vineles d’intercanvi
entre Orient i Occident.200

Per tal de posar de manifest aquesta consolidado oriental de les xifres indo-
arábigues a 1’Índia i a 1’Imperi Bizantí i de poder cloure així, de forma defini¬
tiva, la situació fora d’EuROPA, farem una rápida lectura del capítol II de l’obra de
Bháskara, El Lilavati, que podem datar l’any 1150, i donarem una lleugera infor-
mació del text de Maximus Planudes.

199Boyer, C. B. [1968], edició de 1986, 321.
200Gillispie, C. C. [1970-1980], XI (1975), 18.
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El Lilávati.201 Aquesta obra és “essencialment un llibre d’aritmética”202. És la
primera part del Siddhánta-siromani —“Fi del sistema”— que consta de quatre parts
ben diferenciades.203 Aquesta obra és essencialment —ell mateix ho reconeix al final
de la segona part— un text on recull i condensa tot el material que va poder recopilar
deis seus predecessors Brahmagupta, Sridhara i Padmanabha.204

El títol Lilávati és el nom de la filia de Bháskara, la qual segons la llegenda
va restar soltera —un fet que era molt greu en la cultura india de 1’época— a causa
d’una predicció fallida del seu propi pare.205 El pare, entristit per l’esdeveniment
nefast provocat, en part, per la seva própia predicció, decidí, en recompensa, fer que
el nom de la seva filia esdevingués immortal. Així, per tal de pal-liar la desgracia de
la seva filia i el seu propi error, li va dedicar el primer llibre, d’una de les seves obres
més notables. Com ja hem indicat, el text és forga complet i el llibre I, o Lilávati,
conté la part aritmética.206

Com és usual en els textos matemátics indis és un llibre concís que, en la tradició
posterior, trobem descompartimentat en 13 capítols “que no foren pas fixats per

201Vegeu COLEBROOKE, H. T. [1817], 1-127 ; especialment, 4-12.
202Srinivasiengar, C. N. [1967), edició de 1988, 79.
203Són: el Lilávati, el Vija-Ganita que tracta d’álgebra, el Goladhyáya, relatiu a l’esfera en relació

amb el globus celeste, i el Crahaganita que presenta matem&ticament l’estudi deis planetes.
204Les obres d’aquests dos darrers s’han perdut totalment i aixó ens impossibilita de conéixer quines

son les aportacions degudes a Bháskara.
205 La llegenda conta que, quan BHÁSKARA fa efectuar l’horóscop de la seva filia, va aconseguir

esbrinar l’úmc dia i hora que farien possible que el seu casament fos felig. Bháskara féu construir
un rellotge d’aigua —una copa de volum ben determinat amb un orifici peí qual es podia escolar
l’aigua lentament de tal manera que la darrera gota d’aigua determinés el dia i l’hora del casament.
La impaciéncia de Lilávati, quan tot estava preparat ja per a les noces, la feu atansar-se al rellotge
per veure com s’anava acostant el moment tant de temps esperat i ara tan desitjat. No s’adona,
peró, que li queia una de les perles del vestit, que obturé el forat del rellotge i estroncio així el pas
del temps. L’hora fixada passá i LILÁVATI ja no pogué casar-se. I per mor del destí, que havia predit
el dia i hora de les seves noces, restá soltera. [Vegeu, per exemple, Boyer, C. B. [1968], edició
castellana de 1986, 287.]

206En aquest estudi, deixarem de banda totes les qüestions aritmétiques que están directament
vinculades amb la presentació deis sistema decimal posicional indi i els seus algorismes de cálcul.
Aixó fa que esdevingui repetitiu, atés que gairebé totes les aritmétiques del període anterior al segfle
XV són forga semblants en la seva estructura. Aquesta obra, peró, n’és, como ho será també le
de Fibonacci, una excepció. Deixarem de banda, peró, la resta de qüestions aritmétiques que s’hi
desenvolupen, com ara: la regla de tres simple i composta, el cálcul d’interessos, les fracciona, les
progressions, l’aritmética com a eina de cálcul de certs problemes de geometría, les permutacions.
Moltes 'aqüestes qüestions les retrobarem a les aritmétiques del segle XV peró, como ja hem indicat,
les deixarem de banda. Tampoc no ens endinsarem en el problemes de tipus indeterminat, tant de
primer com de segon grau, malgrat la importáncia que tenen en la matemática india, des del segle
VI i, potser, fins i tot d’abans.
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l’autor, sinó pels escribes posteriors”.207 La introducció posa de manifest que está
dedicat al déu Ganesa —amb cap d’elefant i eos d’home— i després diu:

Proposo un text en qué els processos de cálcul són fácils, encantador per la seva
elegancia, d’una gran perspicácia i breu en les paraules, suau i alhora corréete, i
plaent a qui vol aprendre.208

El capítol II del Lilavati —l’únic capítol al qual dedicarem la nostra atenció,209—
s’inicia novament amb una pregária al déu Gañera

Jo et saludo Ganesa, resplendent com un lotus blau i pur; que et delites amb
el moviment tremolós del serpent fose que perpétuament trobem enrotllant-se en
la teva gola.210

Després dóna “nom ais llocs de les figures d’acord amb els que han usat els antics,
uns llocs que creixen regularment d’acord amb la proporció deu”.211

La presentació sistemática deis vuit algorismes de cálcul —suma, resta, multipli-
cació i divisió, quadrat d’un nombre, arrel quadrada, cub i arrel cúbica— constitueix
la secció II d’aquest capítol.212
La regla de la suma i la resta. “Estimada i intel-ligent Lilavati, si ets hábil sumant
i restant, digue’m la suma de dos, cinc, trenta-dos, cent noranta-tres, divuit, deu i
cent, un cop ajuntats; i el que queda, quan la suma la treus de deu mil”.213

BHÁSKARA'és succint. Ens dóna l’enunciat de cada operació i la solució respectiva:
360 i 9640. Tanmateix, els comentaristes indis del text de Bháskara han suggerit
certs algorismes per tal de fer mecániques les operacions de sumar i restar. Així en
un comentarista posterior, sense data, trobem el següent algorisme de la suma:214
207Srinivasiengar, C. N. [1967], edició de 1988, 81.
208 COLEBROOKE, H. T. [1817], 1. Aquest comentarista ens aclareix els termes sénscrits del text i

el fet que “l’encant de l’elegáncia” és un terme doblement intencionat perqué fa referéncia alhora al
text i a la seva filia Lilavati.

209També dedicarem dues línies a un parágraf del segon Uibre, nomenat Vija-Ganita, que tracta
d’álgebra.

210COLEBROOKE, H. T. [1817], 4.
211E1s trobem aleshores amb els noms sánscrita que ja coneixem: eka, dasa, shata, sahasra, ayuta,...

[Vegeu la denominació de les poténcies de 10 del Yajur- Veda.}
212Com ja hem indicat, H. T. COLEBROOKE ens ofereix, en notes aclaratóries, les paraules en

sánscrit de l’original que nosaltres, com ell en anglés, traduirn lliurament al catalá.
213 COLEBROOKE, H. T. [1817], 5.
214Vegeu la nota 5 de COLEBROOKE, H. T. [1817], 5, o bé Smith, D. E. [1923], edició de 1958,

II, 91. No obstant aixó, els historiadora sostenen que antigament la suma, basada en l’ábac, es feia
d’esquerra a dreta i passant ratlla. Així, per exemple, segons H. Eves [Eves, H. [1953], edició de
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Suma de les unitats: 2, 5,2,3,8,0,0 •• 20
Suma de les desenes: 3,9,1,1,0 ••

• 14

Suma de les centenes: 1,0,0,1 ••
• 2

Suma de les sumes: • 360

Bhaskara tampoc no ofereix cap informado relativa a la resta. S’ha dit, pero,

que la regla que seguien els matemátics indis era:

a — b = a 4- (10 - b) - 10.215

Aquesta metodología, com veurem, la retrobem en els textos aritmétics occidentals
posteriors.216

La regla de la multiplicació. Aquí Bhaskara és forga mes informatiu. D’antuvi,
distingeix entre multiplicand, multiplicador i producte217 i ofereix diverses regles.

Com veurem tot seguit, les aplica només a un sol exemple: 135 multiplicat per 12.
Tanmateix, peró, la metodología concreta que desenvolupa en cada un deis quatre
casos és válida en general i, per tant, pot ser aplicada a qualsevol altre multiplicació
concreta. El que ofereix Bhaskara són, dones, quatre algorismes de multplicació.218

6 5 3 9 1
3 2 7 9

1 0 4 2 0

7**8
9 0

1992, 223), per tal de sumar 65 391,3279 i 10420, procedien d’acord amh l’esquema següent: D’antuvi,
sumavem les xifres o guarismes de l’esquerra: 6 + 1 = 7. El resultat el posavem
dessota de la ratlla a la columna del 6 i del 1. Després sumavem els guarismes
de la columna següent, des de l’esquerra: 5 + 3 + 0 = 8. El resultat el posaven
al costat del 7. A continuado feien la suma 3 + 2 + 4 = 9ila col-locaven a

la dreta. Ara li tocava el torn ais guarismes 9,7 i 2: 9 + 7 + 2 = 18. El 8 el
posavem a la dreta del 9, peró l’l s’havia de sumar al nou: 1 + 9 = 10. Aixó
els obligava a passar ratlla al 9 i, al seu lloc, posar-hi el zero. Peró ara calía sumar l’l al 8. Novament
havien de passar ratlla al 8 i posar-hi un 9. Finalment sumavem 1 + 9 + 0 = 10 i procedien com
abans, fent les correccions oportunes. Així obtenien 79 090.
215Taylor, J. [1816], 7.
216Comparem-la amb la que hem trobat al De Numero Indorum d’AL-HwÁRIZMl.
217Colebrooke, H. T. [1817], 5, nota 7. Els dígits es comencen a considerar per l’esquerra. Així

per exemple, a la regla 1 [vegeu, a la página següent, la segona manera de representar-la], si féssim
servir un algorisme análeg a Tactual, escriuríem:

135
12

135
270

1620

2l8COLEBROOKE, H. T. [1817], 5-7.
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Regla 1. Multiplicar la darrera figura-del multipli- 12
cand peí multiplicador, i després les altres 13 5
ordenadament fins que s’acaben. 1260

36

1660

També ho podríem representar:

135 1 ••• 135
135 2 ••• 270

1620

Regla 2. Dividir el multiplicador en parts i multi¬
plicar cada part peí multiplicand i sumar
els productes parcials. [Aquesta técnica
la podem fer amb negatius. Per exemple:
12 = 20 — 8. Ara cal restar els productes
parcials].

12 = 8 + 4.

8 x 135 és 1080
4 x 135 és 540

1620

Regla 3. Buscar un divisor del multiplicador. I, al-
hora, multiplicar el multiplicand i dividir
el multiplicador per aquest divisor. Des¬
prés multiplicar el resultat obtingut peí
nou multiplicador.

12 = 4 x 3

12 x 135 és [3 x 4] x 135
és 3 x [4 x 135]
és 1620

Regla 4. Multiplicar cada figura del multiplicand
per cada figura del multiplicador i després,
tenint en compte els llocs que corresponen
a les figures i a llurs productes, sumar els
resultats parcials obtinguts.

Aquesta darrera és la més difícil d’expressar de forma sintética atés que Bháskara
no dóna cap pista. D’una banda podem pensar que, igual que en el cas de la suma,
s’inspirava en l’ábac i passava ratlla.
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Col-loquem el 135 a baix de tot. Com que el volem multiplicar per 12,
el tomem a escriure corregut un lloc a l’esquerra. Ara, comengant per
l’esquerra, multipliquem aquest 135 desplagat un lloc a l’esquerra per
1. Dona 135 desplagat un lloc a l’esquerra. Passem ratlla i ho escrivim
damunt del multiplicador. Ara, comengant per l’esquerra, multipliquem
el 135 de baix de tot per 2. Primer tenim 1x2 = 2. El col-loquem
al lloc del 3, sumant-lo, i passem ratlla al 3. Ara fem 3x2 = 6. El
col-loquem al lloc del 5, sumant-lo: 6 + 5 = 11. Per tant, col-loquem l’l
de la dreta i passem ratlla. L’l de l’esquerra cal sumar-lo al 5 que hi
ha a l’esquerra: 5 + 1 = 6 i passem ratlla al 5. Finalment, 2 x 5 = 10.
Posem el zero i afegim l’l a l’l, passant ratlla. Els nombres sense ratlla
son: el multiplicand, 135; el multiplicador, 12; el producte, 1620.
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H. Eves afirma categóricament219 que el métode de les cel-les diagonals, ben
conegut deis árabs, era també conegut pels indis. Aixó ho sabem, segons H. T.
Colebrooke, per un comentan del Ganesa de data desconeguda.220
La regla de la divisió. La regla diu:

El nombre peí qual el divisor és multiplicat en primer lloc i que equilibra el darrer
dígit del dividend [i així successivament], és el quocient.221

Hi ha un métode de simplificació, “quan és aplicable”: la simplificado del dividend i
del divisor.

Com a primer exemple ens ofereix el de la multiplicació. Diu: “Si dividim 1620
per 12 obtenim 135. I per comprovar-ho, multipliquem 135 per 12.”222 Ara bé, en
aquest cas, Bháskara observa que és possible procedir per divisions parcials:

1620 dividit per 12 és el mateix que 540 dividit per 4, que és el mateix que 135
dividit per l.223

S’obté dividint el dividend i el divisor, en primer lloc, per 3 i, després, per 4.
El quadrat d’un nombre. Un quadrat és el resultat de multiplicar un nombre per ell
219Eves, H. [1953], edició de 1992, 224-225.
220Colebrooke, H. T. [1817], 7, nota 1. Vegeu, més endavant, la multiplicació a Fibonacci.
221 Colebrooke, H. T. [1817], 8.
222Caldré esperar els comentaristes posteriora per tal de trobar l’algorisme que consisteix a dividir

1620 per 12; dóna 1 i en sobren 4 a les centenes, per tant, hem de dividir 42 per 12; dóna 3 i en
sobren 6 a les desenes. Finalment, dividim 60 per 12 i dóna 5. S’obté 135 i no en sobra cap [vegeu
Colebrooke, H. T. [1817], 8, nota 4].

223De fet, és la técnica de la simplificació o cancel- lacio.
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mateix. Bháskara usa la fórmula del binomi al quadrat:224

[a + b]2 = 2 ab + a2 + b2.

L’aplica al cálcul deis quadrats de 9,14,297 i 10005. En els dos primers fa el
següent:225

9=4 + 5 i 92 = 2 x 4 x 5 + 42 + 52 = 40 + 41 = 81
14 = 10 + 4 i 142 = 2 x 10 x 4 + 102 + 42 = 80 + 100 + 16 = 196.

Peró l’exemple més notable és el cálcul del quadrat de 297. Diu:

Multiplico 297, disminuít de 3, que val 294 per 297, augmentat de 3, que val 300.
El producte és 88200. Ara li afegeixo 9, que és el quadrat de 3. La suma és el
quadrat buscat i val 88 209.226

Aquí Bháskara fa servir una altra identitat algébrica.227 De fet, usa l’expressió

294 • 300 = [297 - 3] [297 + 3] = 2972 - 32.
Per tant, 2972 = 9 + 294 • 300 = 88209.

Regla per calcular el cub d’un nombre. Novament recorre a l’expressió del cub d’un
binomi. És a dir, a la fórmula [o + 6]3 = a3 + 3 a2b + 3a62 + b3. Aleshores s’adona del
fet que, si N = a + 6, AT3 = 3 abN + a3 + b3.

Ens n’ofereix dos exemples,

93 = [4 + 5]3 = 3 x 4 x 5 x 9 + 43 + 53 = 540 + 64 + 125 = 729,
273 = [20 + 7]3 = 3 x 20 x 7 x 27 + 203 + 73 = 11340 + 8 343 = 19 683.

Finalment ens diu que el cub de 125 és 1953125, peró no n’especifica els detalls.228
224Usem la notació moderna amb l’objectiu de simplificar la presentació. Bháskara no usa cap

símbol aigébric. L’únic que usa són els numeráis indis. La resta es descriu en paraules, com hem fet
fins ara. A vegades 1’aplica a l’expressió decimal del nombre N al qual pretén de calcular el quadrat.

Així, si N = 10na„ + 10n-1a„_i H 1- 10ai +oo, aleshores

N2 = 2a0[10na„ + • • • + 10ai] + a% + [10n o» + ■ • • + 10ai]2.
Després reitera la fórmula aplicant-la a M = 10"an 4 1-10ai.

225I afegeix: “també podría haver fet 14 = 8 + 6”. [COLEBROOKE, H. T. (1817), 9.)
226Colebrooke, H. T. [1817], 9.
227És a dir, [a — 6) [a + 6] = a2 — 62; d’on: a2 = [a — 6] [a + 6] + 62.
228Colebrooke, H. T. [1817), 11, nota 1, suggereix fer 125 = [120+ 5]3, que, de fet, resoldria fent

123 i 53, col-locant peró cada un al seu lloc abans de sumar. És a dir,
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Tot seguit —amb un exemple concret— observa que el quadrat d’un cub és el
mateix que el cub d’un quadrat.

Les arrels quadrada i cúbica. De fet, quan hem analitzat el possible coneixement que
Aryabhata tenia deis numeráis indis amb zero, hem pogut constatar que l’algorisme
d’extracció d’arrels era conegut a 1’Índia forga segles abans de l’obra de Bháskara.229
D’aquesta circumstáncia n’hem de deduir que, sense cap mena de dubte, també ho
eren els altres algorisme. En el Litávati, peró, els trobem ben sistematitzats i pre¬
sentáis en un mateix context, basat en l’escriptura decimal. Aixó els hi confereix un
carácter unitari amb la resta del capítol esmentat, que és precisament el que volíem
posar de manifest.

* * *

No podem dubtar, dones, del fet que els matemátics islámics d’ORiENT i els matemá-
tics indis coneixien el sistema decimal indi amb anterioritat al segle XIII i disposaven
d’algorismes de cálcul ben determinats, senzills i alhora estándards.

Ara, la qüestió rau a establir el procés de consolidació dins de 1’Europa deis
segles XIII i XIV i a esbrinar en quin context i amb quins objectius foren introduits
i defensats els numeráis indoarábics. A la cultura india i islámica formaven part
del llenguatge deis textos matemátics globals,230 ja que el text de Bháskara que
acabem d’analitzar és un text de matemática i astronomía forga complet, malgrat
que la nostra análisi s’hagi limitat al Litávati.

1 al cub és 1

1, quadrat d’l, per 3 i per 2 és 6
4, quadrat de 2, per 3 i per 1 és 12
2 al cub és 8

La suma és 172 8
Aleshores

12 al cub és 1728

144, quadrat de 12, per 3 i per 5 és 2160
25, quadrat de 5, per 3 i per 12 és 9 00
5 al cub és 125
La suma és 1953125

229No obstant aixó, és curiós d’observar que BHÁSKARA ofereix, de forma lingüística, els algorismes
d’extracció de les arrels quadrades i cubiques que, encara avui, fem servir a l’escola. [Vegeu l’algorisme
d’extracció de les arrels cubiques en ÁRYABHATA descrit amb anterioritat, o bé COLEBROOKE, H. T.
[1817], 9-10, notes 3 i 12, notes 2 i 3.)
230Aquesta no és pas la situació del text d’AL-HwÁRlZMT que hem esmentat anteriorment. Era un

opuscle dedicat exclusivament al cálcul amb xifres índies i prou. No obstant aixó, d’altres textos
árabs posteriora, com per exemple el text d’AL-KHARHI, són textos de matemática i utilitzen ja amb
naturalitat l’algorísmia india.
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No voldria acabar aquesta análisi del text de Bháskara sense fer referéncia al
zero i a alguna de les propietats aritmétiques que ens en ofereix. Sabem que Brah-
magupta usava ja el zero amb forga naturalitat i que havia establert les següents
liéis aritmétiques del zero:

a -t- 0 = 0, a - 0 = 0, a • 0 = O.231

Bháskara va més lluny i es planteja la possibilitat de dividir per zero. Així al
llibre II, el Vija-Ganita —el tractat d’álgebra—, podem llegir-hi:

Proposició. Dividend 3. Divisor 0. Quocient g. Aquesta fracció de la qual el
denominador és la xifra l’anomenem quantitat infinita. En aquesta quantitat,
que consisteix en el fet de teñir la xifra com a denominador, no hi ha alteració
possible per molt que li afegim o li traiem, de la mateixa manera que no hi ha
canvi en Déu infinit i immutable.232

No obstant aixó, com fa notar C. B. Boyer,233 aquesta regla de Bháskara és, tot
seguit, anublada per la própia incomprensió de l’autor, ja que estableix que § • 0 = a.
Peró malgrat les limitacions, no podíem passar per alt, sense remarcar-lo de forma
explícita, el fet, absolutament notable, aconseguit pels matemátics indis. Ells havien
assolit un element novedós en el desenvolupament de la matemática que, a diferencia
deis matemátics grecs, entenien com una ciéncia de cálcul. Aquest element novedós
era la incorporació deis guarismes 1,2,3,4,5,6,7,8 i 9 i de xifra —és a dir, del 0— i
el convenciment que tots ells eren de la mateixa naturalesa i estaven sotmesos a les
mateixes liéis aritmétiques.

L’obra de Bháskara constitueix la síntesi i culminado de la matemática in-
dioislámica. Recull les aportacions matemátiques —algunes absolutament origináis
i novedoses— d’aquest poblé oriental amb grans coneixements en astronomía, ma¬
temátiques, medecina, botánica, etc., d’una cultura impressionant i de grans senti-
ments religiosos. I, alhora, constitueix la fi d’aquesta era d’or de la matemática india
que va del segle VI al XII.

231Diu: “Positiu dividit per positiu, o negatiu per negatiu, és afirmatiu. La xifra dividida per la
xifra no és res. Positiu dividit per negatiu és negatiu i negatiu dividit per positiu també és negatiu.
Positiu o negatiu dividit per la xifra és una fracció que la té per denominador”. [COLEBROOKE, H.
T. [1817], 339-340.) Notem dos fets: Brahmagupta vol ser general i analitza tots els casos; peró
deixa de banda §, sobre el qual no “es pronuncia”, i § que ni tan sois esmenta.

232 Podem veure com Bháskara considera el guarisme 0 —xifra— com els altres i com intenta
d’estendre-hi les quatre regles aritmétiques básiques. Introdueix el valor infinit actual, propi deis
déus, a diferéncia del que establia l’actitud aristotélica —molt allunyada de la concepció numérica,
com era usual al món grec. No tracta, peró, el cas 2. [Vegeu COLEBROOKE, H. T. [1817], 137-138.]

233Vegeu Boyer, C. B. [1943], o bé Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 287.
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La matemática india ha aconseguit, dones, desenvolupar un sistema numéric i
una algorfsmia que incideix en la forma de representar els nombres i d’operar-hi i,
de retruc, s’insereix en la manera d’entendre i desenvolupar la matemática. Aquesta
manera de fer trobá ressó mes enllá de les seves fronteres i, grácies a les aportacions de
la matemática islámica, s’implantaria en l’álgebra i aconseguiria consolidar-se també
fora de 1’Índia.

Hem d’indicar, pero, que els matemátics indis no s’adonaren de la possibilitat que
oferia el sistema de representació decimal, amb els deu guarismes 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8 i 9, en relació amb la representació deis nombres fraccionaris decimals ni tampoc
del fet que els algorismes de cálcul eren els mateixos, un fet que trobem, en canvi,
de forma incipient, com ja hem indicat, en al-UqlIdisí.234 No obstant aixó, caldrá
esperar encara fins el segle XII per tal de trobar, en els textos árabs, una utilització
general de les fraccions decimals. El text d’AL—Samaw’al [1125-1180] conté, per
exemple, la divisió de 210 per 13, que no és exacta. S’obté 16 i una part de deu, cinc
de cent, tres de mil, 8 de deu mil, 4 de cent mil. També ens ofereix aproximacions
decimals de certes arrels quadrades. Per exemple ens dona l’aproximació fraccionária
decimal de l’arrel quadrada de 10 amb sis xifres decimals exactes.

Malgrat tots aquests resultáis —lloables i premonitoris— caldrá esperar l’obra de
Ghiyáth al-Dín JamshId al-Kásh! [f 1429] per tal de trobar un desenvolupament
complet i general d’aquesta nova técnica. Peró a 1’Europa occidental aquesta
técnica no s’incorporaria fins ben entrat el segle XVI.235
L’obra de Maximus Planudes.236 Aquesta obra, d’influéncia reduída, posa de
manifest que els numeráis indis havien arribat també finalment —ben entrat el se¬
gle XIII— a la cultura pagana d’heréncia grega.237 Peró,

. existeix un text més antic amb el títolApx*) TvC Ka¿ 'InSutfj£ ipT)<j)L(t>op¿a
escrit l’any 1252...; sembla que Planudes l’havia estudiat.238

El text de Planudes comenga fent una descripció deis símbols, deis quals diu que

van ser inventáis per alguns astrónoms distingits que els consideraven els més
convenients i acurats per expressar els nombres. Hi ha nou símbols, ais quals cal

234Per exemple, divideix el nombre 19 per la meitat, cinc vegades: 19, 9.5, 4.75, 2.375, 1.875,
0.59375. •

235 Ja ho hem indicat a la nota 186. Tanmateix vegeu Katz, V. J. [1993], 226-228.
236Ens limitarem a comentar el text de Heath, sir T. [1921], edició de 1981, II, 546-548. El lector

interessat pot consultar l’edició del text grec feta per GERHARDT, l’any 1865, la traducció alemanya
de H. WAESCHKE de 1878 o bé la francesa de A. AllaRD de 1981.

237E1 títol, en grec, és 'IiT)<t>o<j>oplcc koct' ‘IvSoi)£, que significa literalment Aritmética d acord amb el
métode indi.

238Heath, sir T. [1921], edició de 1981, II, 547. Se’n conserva un exemplar al Museu de París.
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afegir-ne un altre, anomenat Tzifira, representat per 0 i designat amb el nom de
zero. Els nou símbols així com aquest altre són indis.239

Val la pena indicar que, com ja hem dit a bastament, no és pas el primer text que conté
aqüestes xifres. L’esmentem ara i aquí, malgrat ser un text de fináis del segle XIII o
bé de comengaments del XIV —la data exacta és desconeguda—, perqué és un text
a'íllat i no l’hem volgut vincular amb els textos d’influéncia europea. Planudes usa
les formes perses deis numeráis, diferenciant-se de l’escriptura del tractat de 1252 que
feia servir, en canvi, els numeráis que s’usaven a Italia. No influí en absolut en la
gairebé inexistent matemática grega, ni tampoc n’és un fruit, atés que no és possible
de trobar-li altres antecedents que l’esmentat text de 1252.

Planudes es mostra molt satisfet del seu algorisme d’obteneió d'arrels quadrades
que, en la seva opinió és diferent del métode indi i del métode de Teó. Podem analitzar
quin és el seu métode, ja que ens n’ofereix una descripció completa i detallada. Diu:

Pren l’arrel quadrada dei quadrat més proper, per defecte, al nombre donat, i
dobla’l; aleshores resta al nombre al qual li busques l’arrel quadrada el quadrat
més proper per defecte. Després [com a primera aproximado] agafa la fracció
que té, com a numerador, el romanent i, com a denominador, el doble de l’arrel
quadrada, que ja hem calculat.240

Planudes ens ofereix un exemple concret: la determinació de r-s/18. Atés que 42 és
el quadrat, per defecte, més proper, l’arrel quadrada aproximada és 4 + 574, o bé 4±.
Ara Planudes calcula el quadrat de 4j, obté 18yg que posa de manifest que 4j no
és gaire acurat. Es per aixó que cal donar un métode més acurat, un métode “que
ha trobat amb l’ajut de Déu”. Per posar-lo de manifest l’aplica al cálcul de l’Vfo
Ara pero, curiosament, Planudes abandona el métode decimal i passa al métode
sexagesimal.241 De fet calcula 1V21600, que és l’arrel quadrada de 6, reduída a
segons [o bé a unitats sexagesimals de segon ordre[. L’arrel quadrada, diu: “es troba
entre 146 i 147.”242 Peró 146' val 2 26'. Ara tot rau a determinar el romanent de
l’arrel quadrada aproximada. Obté 2 26' 58" 9/,/. El métode que segueix és el mateix
que trobem, peró, a Teó per al calcul de l’arrel deis nombres 4500 i 2 28'.243

239Heath, sir T. [1921], edició de 1981, II, 547.
240De fet, l’algorisme de PLANUDES és, en el formalisme actual, VÑ — Va2 + h = a + que és el

métode indi i també el métode de Teó [si bé es conegut com a métode d’Heró]. Vegeu la nota 36 i
Pla, J. [1995].

241 Era una técnica ben usual de l’época. Quan hom volia donar valors aproximáis no entere feia
servir el sistema sexagesimal.

242Novament ens trobem amb el teorema del valor mig.
243Vegeu Heath, sir T. [1921], edició de 1981, I, 60-63 o bé Pla, J. [1995], PLANUDES ofereix

també un exemple més complex: Vi 690196 789 = 41112 +
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4 L’Europa deis segles XII i XIII
És forqa difícil donar una visió, encara que siguí superficial, del desenvolupament
sociopolític, económic, cultural i religiós d’EuROPA des de la ruptura de 1’Imperi
roma, el 476,244 i la desfeta de l’Occidental per má deis guerrers provinents del
nord.245

4.1 Els antecedents

Les migracions del nord —visigots, vándals, alans, francs, alamans, germans, uns,
ostrogots, etc.— són constants i van debilitant i esmicolant l’Imperi des de les dar-
reries del segle IV fins a la fi del V. Així, l’any 376, els visigots, sota el coman-
dament de Fritigern el qual, l’any 378, derrota i occí l’emperador Valent a la
batalla d’ADRiANÁPOLis i deixá el pas franc, travessaren el Danubi i penetraren
dins 1’Imperi Roma. Després d’un segle de conquestes i de resisténcies fallides, el rei
deis ostrogots Teodoric I [~454—526], dit el Gran, va entrar a Italia, amb el seu

poblé. Era Pany 488.
Després d’aquesta desfeta —ja ho hem comentat— el fet més notable és la divisió

d’OcoiDENT en dues grans árees culturáis. La primera, més oriental, peró amb fortes
ramificacions i una gran implantació al nord d’ÁFRiCA i a la península Ibérica i,
de retruc, a la MediterrÁnia, és una zona cultural d’influéncia islámica. La segona
—1’Europa continental que, després de les invasions nórdiques, esdevé un mosaic de
pobles i nacions— és una zona d’influéncia germanollatina amb una cultura própia.
Seguint Jamie H. Eves,246 la divisió és el fruit de la influéncia deis pobles del nord,
els pobles anomenats bárbars pels romans, —alguns procedents del Báltic— en la
decadent cultura romana i de la creixent implantació de la religió judeocristiana, as-

244Tanmateix, peró, el lector que en desitgi teñir una visió simple, peró més detallada, pot consultar
1 ’Enciclopédia Catalana, entrada “Europa”. A l’edició de l’obra de H. EVES en qué Jamie H. Eves
hi ha afegit els Cultural Connections i, en particular, la Cultural Connection VI, Serfs, Lords, and
Poeples, hi trabará una visió d’aquest desenvolupament des d’un vessant més proper a la matemática
[Eves, H. [1953], edició de 1992, 251-257], També és possible trabar referéncies sobre el marc general
a l’excel lent text de BURTON, D. M. [1985], edició de 1991, 247-255. Si desitja, peró, concretar-se
més a la situació socioeconómica i la seva relació amb els numeráis indoarábigs, pot veure Benoit,
P. [1989]: “Calcul, algébres et marchandise”.

Ara bé, si desitja una visió més ámplia pot consultar, per exemple, la Histoire général des civiliza-
tions, III: Moyen Age, publicada sota la direcció de Maurice Crouzet.

248 Val a dir que la ruptura entre OCCIDENT i ORIENT dins 1’lMPERI RomA és lenta peró progressiva
des de la mort de CONSTANTÍ, l’any 337. És, peró, amb la dominació de 1’lMPERI d’OcciDENT pels
pobles procedents del nord que aquesta ruptura esdevé definitiva, atés que, si més no nominalment,
Í’IMPERI d’ORiENT es manté unit, peró 1’Imperi d’OcciDENT es fa miques.

246Eves, H. [1953], edició de 1992, Cultural Connection VI, 251.
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sentada a Roma, cada cop més influent en tots els ordres. Una divisió que, tanmateix,
no és pas aliena en absolut a Talé cultural de l’islam. A més, persisteix la cultura pa¬
gana o ortodoxa, que amb capital a Bizanci —ciutat que fou batejada amb el nom de
Constantinoble per l’emperador Constantí [272—237]247— constitueix el refugi
de la cultura d’influéncia grega i eslava.248 La península Ibérica —geográficament
europea— queda al marge d’aquesta nova refundació cultural europea, atesa la gran
influencia islámica a qué está sotmesa. Peró, com ja hem indicat abans, aquesta
influéncia será molt important en el renaixement d’EuROPA i ho será a través deis
estudiosos i erudits que, ávids de coneixements de tota mena, s’apropen a la cultura
jueva i islámica en els nuclis ibérics més cuites i en les escoles de traductors.249

En definitiva i sintéticament podem dir que a Europa s’ha prodult una doble
ruptura: la ruptura est-oest i la ruptura nord-sud. Aqüestes ruptures perduren en¬
cara avui. Al nord hi trobem aglutinats, simplificant, els pobles que voregen 1’Ocea
Báltic, el Mar del Nord, etc. Són Franqa, Anglaterra, Paísos Baixos, Ale¬
mánya, Polonia i Rússia. Al sud, els paísos anomenats llatins: Italia, Grecia,
Romanía, etc. i, més tard, Espanya i Portugal.250 Són paísos que reben una
influéncia més mediterránia; és a dir, són influíts pels paísos de 1’Orient Próxim

N

i del nord d'Africa. A la zona més oriental d’EuROPA trobem, peró, paísos la in¬
fluéncia deis quals és, com déiem, més ortodoxa i eslava, com ara Txecoslováquia,
Iugoslávia,251 Romanía, Turquía, etc.

Al costat d'aquests fets d’ordre polític ens trobem amb la creixent influéncia del
poder políticoreligiós de la Roma deis papes. Amb un cert fanatisme religiós —i
també, a voltes, polític— 1’Església Católica intenta d’imposar el seu poder com
a estat, convertint-se a voltes en l’árbitre de situacions conflictives, i també les seves
creences. Aquest poder sorgeix damunt les ruñes de Roma, amb tot el que aixó
significa. La Roma imperial era poe amant de l’estudi teóric i va oblidar gairebé del
tot el desenvolupament filosófic i científic del món grec. Si a aquest fet afegim les
aportaeions deis pobles del nord, ens trobem amb una situaeió de pobresa cultural
molt gran, situaeió que perdurará durant tota l’anomenada época de la foscor i que
els historiadors de la ciéncia sitúen entre els anys 476 i els segles XI i XII.252 Aquesta

247Recordem que la seva construcció fou decidida per CONSTANTÍ I, dit el Gran [~280—337]. S’inicia
l’any 324, damunt l’antiga ciutat de Bizanci. Fou consagrada l’ll de maig de 1330.

248Aquesta situaeió de complexitat cultural i política encara avui és vigent i és la causa profunda
de molts deis conflictes viscuts a la vella EUROPA durant els segles XIX i XX.

249Les Santes Croades, com hem esmentat tot de passada, no són alienes tampoc a la influéncia
deis coneixements islámica a 1’Europa germanollatina.

250La Provenga també jugá un paper important en aquest període de la história d’EuROPA.
251Recordem que recentment Txecoslováquia s’ha dividit en dues nacions —Eslováquia i

Txéquia—, mentre que Iugoslávia es troba en un violent procés de disgregació.
252Vegeu Eves, H. [1953], edicióde 1992, 258. També BOYER, C. B. [1968], edicióde 1986, 321-322.
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situació era ben acceptada pels pares de l’Església perqué els permetia d’imposar el
coneixement d’acord amb els principis de la seva doctrina, arrelada en la revelació
bíblica i en la interpretació que en feien. Una frase sintetitza perfectament aquesta
idea: “No cal cap altre coneixement. Tot el que ens cal saber i conéixer ja ens ha
estat revelat.”253

Aquest període d’invasions, el segueix un període de consolidado que, si bé des del
punt de vista cientíñc no és massa rellevant, és important perqué és el que configura
aquest trencaclosques que coneixem com Europa.254 Si deixem de banda l’imperi
bizantí, la zona sud-oriental d’EuROPA i la península Ibérica, ens trobem que el
primer poder polític sólid que es configura a Europa és el de la Gal-lia, un cop
conquerida pels guerrers del nord; és a dir, el que avui coneixem amb el nom de
FRANgA. El fet s’esdevé l’any 481 quan els francs, amb Clodoveu I [~466-511],
senyor de la guerra, aconsegueixen unificar les tribus disperses. Després, l’any 486,
derrota els darrers reductes de l’imperi roma de la Gal-lia i esdevé el cabdill d’una
zona que va des de la Bretanya a Tours i de tots els paísos entre el Loira i el
Mosa. Entre els anys 496 i 506 es convertí al catolicisme i, amb ell, tot el seu poblé.
Va ser el primer i únic cap d’un estat católic en tot 1’Occident, un fet important per
al futur del país gal. A més, els francs i els celtes de la Gal-lia van creuar-se entre
ells i forjaren una societat plural que unificava els elements culturáis francs, celtes i
romans de la Roma llatina. El seu líder va establir-se a París i trobá la mort poc
després de presidir, a Orleans [511], el primer concili general de l’església franca.
Els seus successors eixamplaren els dominis annexionant-se la PROVENgA i foren els
primers reis bárbars que van encunyar monedes d’or amb la seva efigie.

Malgrat que van imposar ais habitants Mures, romans o celtes, el servei de les
armes i d’apel-lació, no van plantejar-se en absolut continuar l’obra cultural de la
Roma imperial. Van establir un sistema de noblesa hereditaria que els permetés de
mantenir-se en el poder, atesa la dificultat que representava dominar un territori
tan extens. Peró no aconseguiren imposar, ni acabaren d’entendre, el sistema de
recaptació d’impostos —realment complex i que requería uns coneixements que no
tenien. Aixó féu que aquest sistema es mantingués menys de dos-cents anys.

A la península Ibérica els visigots aconseguiren imposar els seu poder, a causa

253BüRTON, D. M. [1985], edicióde 1991, 247-248. M. KLINE atribueix a AgustÍ [354-430], ““un
home molt instriüt i molt influent en la difusió del neoplatonisme”, una frase realment frapant:
“Qualsevol coneixement que l’home hagi adquirit fora de les Sagrades Escriptures, si és perjudicial,
hi será condemnat; si és slaudable, hi será present.” Aquesta cita, si bé no és pas representativa
d’AgustÍ, síq eu ho és de l’actitud que, a 1’Alta Edat Mitjana, hi havia envers el coneixement de
la naturalesa.” [Kune, M. [1972], edició castellana de 1992,1, 276 ]

254Fins que Europa no entra en contacte amb la cultura islámica, la situació de la ciencia es manté
estática i en una situació d’una gran pobresa.
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del fet que dominaven l’art de la guerra millor que la poblado hispanoromana. A
més els visigots es van veure obligats a replegar-se cap a la península quan van ser
derrotáis pels francs a l’entorn del 507 a Vouillé. La noblesa visigótica, fortament
corrompuda, oprimía la gran massa camperola hispanoromana. La complexitat de
la situado i la incapacitat deis mandataris féu que es perdés qualsevol resta de cul¬
tura romana. Quna l’any 587 Recaredo I, un segle després deis francs, dugué a
terme la conversió del visigots al catolicisme, la decisió no tingué cap efecte positiu
ni cap ressonáncia entre la noblesa i la jerarquia eclesiástica visigótica, arriana, fins
tres segles més tard. Per fer-se cárrec de la situado cultural és suficient de repassar
les Etimologies d’IsiDOR de Sevilla (?—636]. En aquest text enciclopédic trobem
un inventari de l’heréncia intel-lectual de Roma. Es el darrer text d’aquestes carac-

terístiques. Després d’ell es deixaren de llegir els autors de l’antiguitat i es perdé l’ús
del llatí.

En aquest interval de temps els papes de Roma —fins aleshores sotmesos a
l’autoritat de Constantinoble i deis seus caps polítics i religiosos— s’adonen que
l’únic camí que tenen per tal de poder-se alliberar d’aquest vassallatge és convertir¬
se en els líders religiosos i en els árbitres polítics de 1’Europa Occidental. Una
manera d’aconseguir-ho consistía a recollir l’heréncia romana, si més no l’heréncia
espiritual, consolidar-la en monestirs, a Roma, i després difondre-la en una activitat
missionera amb el nucli a Roma, que s’estengués per tot Europa fins a Escocia,
passant per la Gal-lia i la península Ibérica. En aquesta línia tingué un paper
preeminent el primer gran papa de l’Edat Mitjana, Gregori, dit el Gran [590-604].
El seu objectiu fou ciar i concret: convertir-se en el “pastor de l’Occident barbar”.
Aixó no obstant, al comengament, els primers monjos benedictins, responsables de
la revitalització d’Occident, no tingueren cap mena de sensibilitat pels coneixements
deis textos profans. Caldria esperar fins a comengaments del segle VIII per tál que els
benedictins s’adonessin de la importáneia de convertir els seus monestirs en auténtics
nuclis intel-lectuals. Es en aquesta época que alguns monestirs, com el de York, es
van convertir en centres importants de la cristiandat llatina. Aquesta tasca fou inicia¬
da per Cassiodor [f585] que imposá el coneixement del llatí com a eina indispensable
per a la comprensió de les Escriptures i amplié l’ámbit deis estudis monástics. Com
va dir d’ell Beda, dit el Venerable [~673—735], “regava dia a dia els cors deis homes
amb dolls de coneixements profitosos”. Es possible que aquesta petita reforma pre¬
pares la vida monástica per acollir, copsar i entendre l’enorme cabal de coneixements
que, de mans deis erudits de l’islam, aniñen arribant a Occident.

4.2 L’imperi carolingi i les seves conseqüéncies
És també a Franca on trobem el primer intent seriós de refer intel-lectualment
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Europa. Precisament quan Europa es troba en una situació d’absoluta degra-
dació cultural, llevat de petits nuclis aillats de cultura, quan la barbarie sembla
imposar-se i el paganisme sembla comengar a fer efecte en els avengos del cristia-
nisme, apareix l’amenaga de l’islam. Petits contingents berbers passen els Pirineus
i s’apoderen del Rosselló i de la part més propera a la península Ibérica de la
regió d’OcciTÁNiA. Aleshores 1’Islam mira de conquerir Franca des de Bordeus.
Peró Carles Martell255 derrota les tropes musulmanes a Poitiers. Ens trobem a

l’any 732. Aquest fet el convertí en l’heroi de Franqa, i en el seu salvador. Carles
Martell [~688-741], posant homes de la seva confianga i parents al capdavant deis
comtats de la Gal-lia, aconsegueix fer renéixer i reforgar el sentit de Franca com a
unitat política. Els seus filis i descendents són educats en monestirs i aixó fa que la in¬
fluencia de l’Església de Roma retomi a la vida política i cultural de Franqa. Un deis
seus néts és Carlemagne [742-814]. Aquest du a terme una política d’ajut al papa
davant de l’expansionisme llombard que pretén d’annexionar-se Roma.256 D’aquesta
manera Carlemagne aconsegueix annexionar una part important d’lTÁLiA sota el
domini franc, alhora que restaura els poders i possessions pontifícies. Pretén d’evitar
les incursions de l’islam ampliant els límits fronterers amb la península Ibérica, peró
troba una resistencia inesperada a Roncesvalles [778].

No obstant aixó, l’any 800 “l’autoritat del rei deis francs s’ha estés de tal forma
que, per tal d’afavorir-lo, els medis eclesiástics decideixen de restablir la magistratura
imperial i reprendre la tradició perduda l’any 476”.257 I el dia de Nadal de l’any
que inicia el segle IX, Carlemagne rep a la basílica de Sant Pere de Roma, de
mans del Papa Lleó III [f 816], la diadema i és aclamat emperador deis romans de
la nova Roma. La coronació es fa seguint el mateix ritu que s’usava per nomenar
l’emperador d’ORiENT. Aquesta restauració de 1’imperi romá d’occident fou accep-
tada i reconeguda dotze anys més tard per Bizanci. Així, amb l’art de les armes
i de la política, s’havia aconseguit un imperi —sota el domini deis francs i amb la
connivéncia de Roma— que incloía la Franqa actual, parts d’ÁusTRiA, Itália fins
a Roma i una petita franja del sud deis Pirineus.

Un fet notable de l’imperi carolingi és que, ja des de l’época mateixa de Carle¬
magne, hi ha una clara consciéncia que cal restaurar la cultura, aixecar les condicions
d’ignoráncia del clergat i deis servidors de 1’aparell governamental. Es el renaixement

255Era fill natural de Pipí d’HERlSTAL [f 714], a qui es deu la reunificació de FRANgA i una petita
expansió cap a GERMÁNIA, així com haver frenat momentániament les ambicions expansionistes deis
/lombarda, un poblé que volia mantenir vius els records de la Roma imperial.
256Trenca la política de CARLES Martell que era una política de no intervenció contra els

Uombards.

257CROUZET, M. [1967], edició castellana de 1969, III, 134-135.
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carolingi. Aquesta tasca fou encomanada, entre d’altres,258 a un erudit anglés, Alcuí
de York [735-804]. Aquests erudits van ajudar Carlemagne a fixar la línia mestre
d’uns plans d’ensenyanga metódica, que s’efectuarien en escoles depenents deis abats
monástics, deis bisbats catedralicis, i també del palau imperial. Alcuí fixá un pro¬

grama d’estudis —les set arts liberáis— que ampliava el de l’antiguitat clássica.259
Enviá emissaris a la península ibérica, a la italiana i també a Irlanda, per tal
d’aconseguir manuscrits que fossin didáctics i Ilegibles.260 Imposá una escriptura ro¬
dona, clara i fácil de llegir, de la qual Tactual és hereva: la minúscula caroUngia.
Fixá el text de la Bíblia i, per tal de mantenir-lo, va imposar a Tours la técnica
deis scriptoriums. Abans ja havia establert a Aix-la Chapelle [Aachen] un cen¬
tre cultural important, al qual assistien el propi emperador, la seva familia i erudits
d’arreu. L’any 795 fou nomenat abat del monestir de Sant Martí de Tours que,
si bé ja era un centre notable, ell convertí en el centre d’estudis més important de
Tépoca.261 Reuní una col-lecció considerable de manuscrits i la seva biblioteca fou
molt notable per ais estándards de Tépoca.

També es produí un renaixement en el món de les arts, possiblement més inde-
pendent i autócton, que incorporé trets de la cultura indígena i popular, i les allunyá
de Testil clássic. De fet, aquest petit renaixement preparava la gran revolució arqui¬
tectónica, escultórica i pictórica románica.

Peró on la renovació carolíngia tingué menys incidéncia fou en les condicions soci-
258 Com ara Pere de Pisa, PaulÍ d’AquiLEYA i Pau Diácon de la cort llombarda i Teodulf, de

procedéncia hispánica.
259E1 quadrivi —aritmética, música, geometría i astronomía— formava part deis programes clássics;

el trivi —retórica, filosofía i gramática— s’incorporá al nou curriculum. Aquesta divisió donaría lloc
a la ruptura entre ciéncies i humanitats que encara avui perdura. Cal indicar que les sel saris liberáis
no contenen cap estudi específic, com ara l’art, l’arquitectura o art de la construcció, la medicina,
la jurisprudéncia, etc. Algunes d’aquestes arts s’aprenien directament en tallers i en nuclis en qué
s’exercien, tot participant-hi com aprenents o auxiliara.

260La gramática —entesa com l’aprenentatge del llatf— esdevé la pedra de toe del sistema carolingi.
281Maigrat que el contingut del quadrivi podría fer-nos creure el contrari, els continguts matemática

no constituien pas un centre d’interés de les arts liberáis. L’aritmética era pobra i, en molts casos,
es confonia amb la numerologia —l’estudi de les propietats mistiques deis nombres i no pas les seves
propietats com a membres d’un sistema formal ideat per l’home. Aqüestes propietats mistiques es
vinculaven, a voltes, amb textos bfblics. La Geometría era molt pobra i, de fet, no tenia res a veure
amb les grans conquestes de la geometría grega. Els Elements d’EucLlDES no hi eren pas presenta
—era un deis grans desconeguts— i, en el millor deis casos, es reduién al llibre I de forma cataquética:
s’establien les definicions i els enunciats deis teoremes, que calia aprendre de memória, tot ometent-ne
les demostracions i fins i tot les figures. L’obra clau i senyera fou la Geometría de Gerbert d’ORLAC,
molt pobra.

Una qüestió, vinculada indirectament ls coneixements matemátics que preocupaven el clergat era
el calendari eclesiástic; calia disposar d’un sistema per poder calcular la data de les festes móbils i,
en particular, la de la festa clau: la PÁSQUA de RESURRECCIÓ.
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opolítiques: va mantenir una organització agrícola essencialment esclavista i, malgrat
que tot home batejat no podía ser considerat un esclau, el fet no repercutí essenci¬
alment ni efectiva en el canvi estructural.262 Malgrat que la situació de vassallatge
no establia la dominado incondicional del senyor sobre els seus súbdits i servents,
ben al contrari, i que el paper de l’emperador era un paper apaivagador basat en la
“raó i l’equitat” atés que concedía a cada u, “fos quina fos la seva dignitat”, el “dret
a conservar la seva llei”, s’establí un triple poder —el de l’emperador, l’eclesiástic
i el del poblé— que va permetre que s’anés consolidant un sentiment d’autonomia
a l’entorn de famílies importants o de caps militare exitosos. Aquesta tricotomía
debilité i finalment esgotá, al segon terg del segle IX, l’imperi carolingi. Aquest esgo-
tament carolingi afecté, tot perjudicant-la, la unitat de l’Església. Amb la desfeta de
l’imperi carolingi s’estingí també l’incipient renaixement cultural que s’havia pretés
de dur a terme, sense que aconseguís consolidar-se.

A fináis del segle IX i comengaments del X Europa es veu sotmesa a noves
invasions. D’una banda els sarraíns, des de la península Ibérica i, sobretot, des
del nord d'África. Del nord arribaren importants invasions deis clans de les costes
escandinaves; aquests clans havien perfeccionat l’art de la navegació. Fou la invasió
normanda. Aquesta invasió culminé amb la conquesta de les files del nord d’Europa
—Anglaterra [810], Irlanda [834] i Islándia. Els normands aconseguiren vorejar
la península Ibérica, afilora que feren incursions puntuáis a La Corunya, Lisboa,
Cádis i Sevilla, i entraren a la Mediterrania, on conqueriren Sicília. L’any 911,
els normands es feren reconéixer peí rei de FRANgA. Endemés Europa hagué de
suportar la invasió deis hongaresos. Eren genets arribats de les estepes. L’any 937
assolaren el centre del continent i, l’any 951, arribaren a Roma i a Aquitania.
Aqüestes invasions van accelerar la descomposició de les institucions monérquiques
alhora que provocaven importants pérdues materials. Europa s’empobrí tant en béns
materials com culturáis. Les zones rurals, menys protegides, varen ser les que van
rebre mes fortament la fuetada deis invasors. Aixó féu decréixer l’augment demogréfic
que s’insinuava a principis del segle IX al nord de la Gal-lia. Els altres afectats per
les invasions foren els monestirs, rics en béns materials valuosos, i mal defensats.
Aixó repercutí de forma important i directa en l’empobriment cultural, ja que foren
saquejats i destruíts la majoria de nuclis monástics d’lRLANDA, Anglaterra, el
nord del regne Franc i Italia.

Tanmateix aqüestes invasions no foren només destructives. Van permetre d’es-
tendre els contactes entre els pobles del nord i els pobles d’influéncia cristiana. Aixó
permeté una extensió més émplia de la comunitat cristiana. A més, els invasors,

282 No ens endinsarem pas en l’análisi deis factors económica, política i socials, deixant al lector
interessat la recerca d’una informació més ámplia.
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un cop establerts, esdevingueren sedentaris i cultivaren l’agricultura i, sobretot, la
pesca. Així s’establiren camins comerciáis entre pobles amb tradicions diferents i que
produien béns diversos. No obstant aixó, aquests fets van forgar els paisos invadits
a consolidar-se d’alguna manera per tal de poder-se defensar. Així, per exemple, els
anglosaxons es van refugiar a Wessex —el més occidental deis regnes insulars. Allá,
Alfred, dit el Gran [871-899] resistí les invasions normandes i aconseguí consolidar
un nucli anglosaxó important. Importá erudits del continent, sobretot eclesiástics, i
en el seus dominis intentá de refer la cultura, imposant la llengua popular davant del
llatí. Volia que, durant el seu regnat, el seu regne assolís un nivell cultural innexistent.
Impulsá la traducció d’obres escrites en llatí i així consolidá la prosa anglosaxona.

Peró el nucli de resisténcia i consolidació més notable el trobem a GermÁnia,
on el rei Otó, el Gran [936-976], es marcá l’objectiu de restaurar l’imperi roma
d’Occident, seguint l’exemple del renaixement carolingi. Després de sotmetre els es-
laus i els hongaresos, va afavorir l’expansió del cristianisme cap a les terres del nord,
fundant bisbats a Magdeburg i Praga [972]. S’imposá com a árbitre en els conflic-
tes de l’imperi carolingi, ja ben esmicolat. Es féu reconéixer rei d’lTÁLiA i, finalment,
l’any 962 el papa Joan XII [937-964] li conferí la dignitat imperial a Aquisgran,
atés que havia aconseguit sotmetre la Llombardia.263 Així forma l’imperi roma
d’Occident més sólid i extens des de la seva desfeta al segle V i es convertí en árbitre
de la cristiandat. Intentá de sostreure el poder papal del sotmetiment a l’aristocrácia
romana, destituint el papa Joan i designant un nou papa. A més imposá la dignitat
imperial a la seva familia, garantint així el dret de successió i el manteniment de
l’imperi durant un període forga extens. Otó III [980-1002] aconseguí una estreta i
fructífera unió amb la Santa Seu, que aleshores ocupava precisament Silvestre II,
amic seu, home d’una gran cultura, el nom del qual era Gerbert d’ORLHAC.

En aquest període, a mitjan segle X, es produeixen a més, un cop calmades les
invasions del nord, avengos molt importants en la técnica de l’explotació agraria i
aixó pérmetés la formació de certes agrupacions de cultius en extensions més ámplies.
Aquest increment de la producció agrícola va propiciar l’augment deis intercanvis
comerciáis entre els nuclis rurals de 1’Europa central i septentrional, els paisos nórdics
—productors de sal i de productes marins— i la península Ibérica musulmana, que
aporta teixits, lli, fruits secs, animáis més aptes per a la producció agrícola, etc.
S’inicia així una via comercial que s’anirá consolidant durant el segle XI.

263 Així es formaría un nucli al centre d’EUROPA d’una gran importancia cultural i económica, una
unitat que, amb més o menys dificultáis, es mantindria durant segles fins que fos esmicolada per
NAPOLEÓ l’any 1806.
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4.3 El feudalisme deis segles XII i XIII

L’any mil, lluny de ser el segle de la fi de la civilització occidental, com predeien
certes premonicions basades en textos bíblics, fonamentalment de 1’Apocalipsi, és
un segle de recuperació europea que es manifesta en tots els terrenys. Tanmateix, els
efectes del creixement en la situado del quadre polític i social no es fan palesos fins
ben entrat el segle XII. Es manté, dones, el mateix quadre politicosocial que s’havia
format durant el predomini carolingi.

L’estructura que es consolida és l’estructura feudal. Peró ja no existeixen sobirans
que, per mitjé de fidels agents locáis, garanteixin el manteniment de l’ordre i la pau,
imposant el sotmetiment a la monarquía. Aixó obliga la plebs —la majoria de la
població—, formada pels pagesos, els camperols, els grangers i els pobres, que legal-
ment són servents, a posar-se sota l’empara de la casta deis guerrers, l’obligació deis
quals és combatre i protegir-los de les invasions foranes. Així s’estableix una situació
de dependéncia que té com a árbitre el poder eclesiéstic. Aquest poder dona raó de
Testatus establert: és “la voluntat divina” el que justifica la situació socioeconómica
de eadascún deis membres de la societat. De fet, els altres dos estaments respectaven
l’eclesiástic perqué era Túnica garantía d’una situació d’equilibri polític, basada en la
pau de Déu. Així dones, la societat és el fruit de Tequilibri d’aquestes tres classes:
la classe deis que resen, la classe deis que combaten i la classe deis que treballen i
produeixen. Aquests darrers han d’aconseguir queviures suficients per a ells mateixos
i per ais altres dos estaments.264 En aquesta época l’Església depén, en gran part, de
Talmoina i de les donacions laiques que, ofrenades a Déu, forneixen el patrimoni de
TEsglésia i proporcionen la sustentació deis seus servidors terrestres. Inicialment, la
classe deis cavallers estava oberta a tothom prou ric per disposar de cavall i armes,
de temps per dedicar-se a la guerra i de béns propis per mantenir-se. Peró, a poc a
poc,.es convertiré en un estatus hereditari, clos i carregat de privilegis, amb un poder
militar notable i, de retruc, amb un poder destructiu i aniquilador terribles.

L’estructura sociopolítica de TEuropa deis segles XII i XIII s’estintola en el
respecte ciar que les classes esmentades mantenien entre si. Es precisament aquest
respecte el que possibilita una situació d’equilibri, sense la qual el sistema hauria
esdevingut del tot inoperant i s’hauria autodestruít. El fet que les invasions del
nord hagin anat minvant paulatinament fins a desaparéixer gairebé del tot, porta els
cavallers. a cercar nous camps de batalla i d’acció. Els obliga a dur a terme noves

264 Cal indicar que l’estament guerrer no és, en cap circumstáncia, productiu. A l’estament eclesiástic
la situació és més complexa: els clergues depenents deis bisbes no produeixen béns materials i depenen
de les altres classes a través de les donacions i almoines; en canvi, els Arares, depenents de les abadies,
són menys uniformes i n’hi ha de totes menes: alguns es procuren la própia sustentació, mentre que
d’altres, no.
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conquestes o bé a organitzar i arbitrar tornejos entre ells. Els seruents són de dues
menes: els que tenen terres própies o cedides i poden mantenir-se, i els pobres que no
tenen res i viuen de la caritat deis monestirs o bé deis treballs domestics que duen
a terme a les residéneies de caga, els castells i els palaus deis senyors i de la clerecía
amb poders polítics i religiosos notables.265

L’aveng deis mitjans per a la producció deis cultius és decisiva per a la pro-
gressiva transformació del panorama sociopolític d’EuROPA ais segles XI i XII. Una
millora de la forga motriu deis corrents d’aigua i de la tracció animal, deis métodes
d’enganxament com ara el jou, de les eines de conreu, i la paulatina implantació deis
sistemes de reg, iniciat a Franqa, provoquen una renovado molt important de la vida
rural. La producció creix. Es, per tant, possible d’augmentar el comerg, l’intercanvi i
l’exportació. Un terreny més petit és suficient per satisfer amb escreix les própies ne-
cessitats i aixó propicia l’arrendament de terres, un fet que produeix beneficis. Quan
aquests són en diner permeten d’efectuar noves compres i l’empresa patrimonial pot
obrir-se cap enfora.

Tots aquests fets provoquen un creixement en els béns de consum i els intercanvis
es reanimen. Les classes superiors —eavallers, bisbes, abats, etc.— augmenten el seu
nivell de vida i afavoreixen la producció de productes superflus, no necessaris ja per
a la subsistencia. Aixó fa que el comerg i l’artesania augmentin de forma notable. En
aquest nou sistema de producció el diner —la moneda— adquireix una importáncia
en la vida quotidiana que fins aleshores no tenia. De retruc, peró, produeix una
inflació —un creixement deis preus— “lenta peró continua”.266

També tingué lloc un augment deis desplagaments. Els uns viatgen per trobar nous
mercats, els altres per trobar terres de conreu noves, uns altres per plaer i, fins i tot, hi
ha qui fa pelegrinatges a llocs amb una connotació religiosa singular. Tot aixó suscita
una situado nova: possibilita l’intercanvi cultural, posa de manifest l’existéncia de

265E1 sistema feudal planteja, peró, problemes d’autoritat i de respecte mutu. Aquest fet es veu
agreujat quan existeix un poder global —un emperador o reí— que per tal de mantenir el control
de punts allunyats del seu centre i del seu exércit —normalment lent—, necessita en ocasión l’ajut
i l’obediéncia deis seus barons o eavallers. Aixó porta a una doble situació, que arriba a crear
dificultats. D’una banda, el rei permet excessos ais seus barons per tal de garantir-ne la fidelitat,
amb el consegüent descontentament del poblé i possi bles revoltee. I, d’una altra, els barons s’aixequen
contra un poder que consideren massa absolut o asfixiant. Així per exemple, a 1’Anglaterra del
rei Joan I d’ANGLATERRA [~1167—1216), dit el Sense Terra, es produí una revolta deis nobles que,
després de derrotar-lo el juny de 1215 a la batalla de Runymede, l’obligaren a signar la Carta Magna,
en qué el rei es comprometía a mantenir el sistema tradicional —la llei comuna—, la llei no escrita
que regia els lligams entre els barons, la plebe, el clergat i els comerciants i que, segons J. H. Eves,
és la base “de la jurisprudéncia actual anglesa i americana” [Eves, H. [1953j, edició de 1992, 255].

266 A les darreries del segle XIII, a FRANgA els cereals costen aproximadament 20 vegades més del
que valien l’any 1100.
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monedes diverses, d’unitats de mesura diferents, de maneres alternatives de ñxar les
dates atés que els calendaris són diferents, posa en contacte homes que tenen formes
de comportament i d’expressió diverses, etc. Peró, i aixó és important, posa en
circulació el diner que, en definitiva, va a parar a les mans deis senyors, de l’Església
i deis comerciants. Cal, dones, un sistema d’intercanvi de monedes i, amb el pas del
temps, de regulació i protecció del propi sistema monetari.

L’augment de la producció agrícola provoca, a més, l’abandó de les terres per
part de molts que busquen una forma de vida alternativa. Així sorgeixen els burgs.
Són llocs de circulació, de contacte, de defensa i de protecció sobretot de les riqueses.
Generalment s’edifiquen en indrets ben comunicáis, fácils de defensar i, en molts casos,
s’hi estableix la residencia d’un bisbe o d’un canonge. El nueli básic el formen un
grup de famílies nobles o de comerciants, artesans i canvistes. A vegades es col-loquen
al costat de castells importants, garantint així la protecció deis cavallers i facilitant
l’exercici de la jurisprudencia en les situacions conflietives. La seva riquesa principal
no és, com en el nueli rural, la térra, sinó la reserva d’or i plata i de fons importants
de mercaderies, valors més móbils i alhora més fútils. Les fortunes es fan i es desfan
més rápidament i els lligams familiars no són tan forts, atés que l’activitat de cada
un i la naturalesa del patrimoni ciutadá no s’acomoda pas a les obligacions familiars.

En aquest context, davant la creixent puixanga i empenta turca que amenagava
Constantinoble i Occident, la cristiandat es planteja la protecció del flanc orien¬
tal. Aprofitant aquesta conjuntura favorable, el papa UrbÁ II [~ 1040-1099] planteja
a tota la cristiandat la possibilitat d’una ámplia expedició comuna. L’any 1095 invita
tots els cavallers a partir cap a Jerusalem, sota el signe de la creu. L’éxit de la
seva crida és molt gran i va més enllá deis plantejaments papals. D’arreu acudeixen
cavallers disposats a conquerir el nueli de la cristiandat. Aquesta empresa durará dos
segles i tindrá, com ja hem indicat, moments de tot. La primera croada es prepara
detalladament i conscient. Quatre grups armats, per camins diferents, decideixen de
reunir-se davant les muralles de Constantinoble. No hi ha cap rei.267 Tanmateix
els guerrera més preparats i agosarats —els que finalment prenen Jerusalem— pro¬
venen de Franqa. A partir d’aquesta primera croada s’aconsegueix establir nuclis
cristians fora del que, fins aleshores, havia estat la cristiandat. Els assentaments 11a-
tins de les ribes orientáis de la MediterrÁnia es mantindran forga temps, al marge
de les circumstáncies favorables o desfavorables deis resultats bél-lics de les própies
croades, com ja hem esmentat en parlar de la importáncia que, en aquest aspecte,
tingué la tercera croada.

El comerg marítim de Barcelona i Marsella i, sobretot, la tasca deis comer¬
ciants de Pisa, Genova i Venécia que, des de la primera croada dugueren a terme

267Les monarquies, en aquest moment, o són inexistents o tenen un poder minso.
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diverses formes d’associació financera —companyies familiars o societats en comú en¬
tre nuclis de famílies o de comerciants—, havien de resoldre les qüestions económiques
que plantejaven la distancia geográfica i la disparitat monetaria. Hábilment fomenta-
ven les croades fins i tot económicament, usant-les com un recurs per a l’establiment
de factories i bases comerciáis. S’establí un entramat, molt ben lligat, entre les ciu-
tats cristianes més importants i certs nuclis de l’altra banda de la Mediterránia i
de 1’Orient Próxim. I així fou com s’aconseguí invertir el paper que regia fins a
mitjan segle XI. Ara és la cristiandat llatina, i básicament la italiana, peró també la
catalana i la provengal, la que té a les seves mans les claus del comerg de la fagana
asiática més occidental i de la Mediterránia i és la que s’endú gairebé tot el fruit
d’aquest intercanvi comercial.

Les croades, conjuntament amb la situació de la península Ibérica, van per-
metre d’establir relacions amb paísos que tenien una cultura més desenvolupada i
coneixements científics —de medicina, astronomía, aritmética, álgebra, geometría—,
filosófics, artístics, etc., més avangats. Aixó va propiciar un cert interés per aqüestes
matéries en alguns cavallers, clergues i homes erudits i féu que, durant el segle XII,
la cultura més oriental trobés un ressó, cada cop més ampli a 1’Europa cristiana.Va
permetre de redescobrir certs aspectes de la ciéncia, la filosofía i l’art de la Grecia
clássica, aspectes que Occident havia oblidat del tot, així com certs costums i com-
portaments més refinats i civilitzats. A poc a poc tot aixó s’imposá a les corts, a
les seus episcopals, ais monestirs, etc. i doná un impuls molt vigorós al patrimoni
cultural de 1’Europa cristiana. De fet, alimenté el caliu, gairebé apagát, de l’intent
de renaixement carolingi.

Aquesta nova situació trobá ressó principalment a les ciutats que intentaven
d’acréixer, conjuntament amb el poder económic, el seu prestigi cultural, compe-
tint en la magnificéncia de les seves obres d’art i arquitectóniques. Sembla que, en
un primer moment, les ciutats o centres urbans formats a l’entorn d’una seu episco¬
pal o d’una catedral important trobaren millor ressó que les ciutats que dependen de
l’autoritat deis cavallers o barons. No ens ha d’estranyar, dones, l’aveng que, d’antuvi,
tenen les ciutats més liberáis, com ara Colónia, Mainz, Venecia o Tours, en qué
la cultura, l’art, la ciéncia, etc. són més ben acollides. S’hi estimula l’estudi de la
religió, peró també de la filosofía; es protegeixen les arts, peró són encara un xic
contráries a incorporarar entre les seves prioritats, l’estudi de les ciéncies. No obs-
tant aixó, en protegir i defensar l’art, l’enginyeria, l’escultura, l’artesania del metall
i d’altres materials fan possibles la recerca de nous materials i técniques, que porten
a l’art románic, tant important des de tots els punts de vista ais segles XI i XII.
S’afavoreixen certs avengos técnics imposats per la necessitat de fer xarxes de reg,
ponts, eamins, clavaguerams, ports comerciáis, drassanes, etc. Tot aixó impulsa la
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competencia entre les ciutats, tant entre les de predomini eclesiástic com entre les més
civils. Per tant, afavoreix 1’enriquiment de certs nuclis que, fins aleshores, no havien
tingut un'paper gaire important. Es constitueix una classe mitjana més ámplia —un
factor nou molt important tant en el futur més immediat com en el més llunyá— que,
malgrat que no aconsegueix pas prendre el llqc a l’aristocrácia, és cada cop més rica
—fins i tot més rica en béns materials i en diners que l’aristocrácia feudal. En aquesta
classe els comerciants, els viatgers i els banquers tenen cada cop més importáncia.

Es aleshores quan els prohoms d’aquestes ciutats prenen consciéncia d’un fet nou:
cal un renaixement cultural sostingut que faci més efectiva la competéncia. Sorgeixen
les escoles, moltes d’elles vinculades a nuclis monástics. No obstant aixó, en sorgeixen
també de seculars, malgrat que inicialment están vinculades amb les catedrals i el seu
entorn geográfic. Apareix la figura del mestre que “comenta les lectures” amb els que,
asseguts al seu voltant, l’escolten. El quadrivi es converteix en la base damunt la qual
cal assentar coneixements apresos del contacte amb d’altres nuclis culturáis més sólids,
sobretot de l’islam. N’apareixen a Lieja, Tours, Chartres, Reims, París, etc. I
és en aqüestes escoles on la matemática i l’astronomia, en Uavor, comencen a trobar
un cert lloc que fins aleshores els havia estat vedat. Els estudis fets a Toledo
i Catalunya per Gerbert, Adelard de Bath, Gerard de Cremona [1114—
1187], entre d’altres, són transmesos, després de ser llatinitzats. Aquesta tasca de
llatinització té lloc també a la Sicília normanda, on és impulsada enérgicament per
dos defensors de la ciéncia: Frederic II [1194-1250] i el seu fill Manfred [~1231-
1266].268 S’inicia així una situació que lentament entra en crisis amb la doctrina
fins aleshores indiscutida i indiscutible deis pares de l’Església. Es comencen a veure
Asures i escletxes en el dogmatisme de l’Escriptura bíblica. Es l’inici del que, un cop
consolidat, coneixerem com el Renaixement.

Al costat d’aquest avenq cultural més vinculat a l’Església i ais homes erudits, es
desenvolupa una cultura popular, per boca deis trobadors i els seus cantars de gesta,
en l’artesania deis orfebres, deis artesans del cuiro, del ferro forjat, deis vitralls, etc.
que va assentant les bases d’un floreixement que es consolidará definitivament al
segle XIII.

Ningú no dubta que el període situat entre la meitat del segle XII i l’any 1320
268Per la seva situació geográfica, Sicília és en un lloc privilegiat d’encontre entre l’est i l’oest, i

també entre les dues mediterránies: l’europea i la islámica. Després de ser conquerida pels árabs, que
s’hi mantingueren cinquanta anys, fou reconquerida pels grecs que i’havien perdut quan el general
romá Maro Claudi Marcel [~270 aC-~202 aC] la conquerí. A aquests els fou arrebatada pels
normands. Durant la dominació normanda, a la illa s’empraven el grec, l’árab i el llatí, un fet
que la convertía en un nucli ideal de llatinització deis textos clássics grecs i deis textos árabs. A
més, els normands mantingueren relacions diplomátiques amb Constantinoble i Bagdad. Aixó va
possibilitar que tinguessin un coneixement forga bo de les obres gregues i islámiques.
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constitueix l’época clássica de 1’Edat Mitjana d’OcciDENT. És el moment en qué la
civilització medieval assoleix, a Europa, el seu apogeu i troba el seu equilibri. Aquest
equilibri, pero, és frágil, sobretot políticament, atés que entren en joc, en la situado
política del feudalisme, la consolidació de les monarquies absolutes. Cada cop més
sólides i potents, creen alhora una situació de més estabilitat i de major tensió, com

ja hem posat de manifest en parlar, tot de' passada, de la situació a 1’Anglaterra
de Joan I, germá de Ricard I d’Anglaterra, dit Cor de Lleó.

La moneda, el tráfic de mercaderies i de diners aquireixen una importáncia cada
cop més gran en un món fins aleshores gairebé rural. Aixó fa trontollar les bases de
l’ordre social de la plebs i, de retruc, deis nobles i del clergat. Si bé l’economia i
la situació agrícola s’estabilitzen, el propi creixement de la producció agrícola pro¬
voca migraeions a les viles i ciutats. Creixen els burgs i, amb ells, el seu sistema
socioeconómic, basat en el diner i el comerg. S’enforteix la rivalitat entre les ciutats
importants, un fet que obliga a una especialització deis nuclis urbans i, fins i tot,
deis pa'fsos. Sorgeixen dos nuclis centráis: un al nord, borejant el Mar del Nord;
un altre a la Mediterránia.í sobretot, a la península Italiana. Es desenvolupa la
fabricació deis teixits, que constitueixen un element d’intercanvi notable. Les ciutats
del nord, dedicades a la fabricació i elaboració de teixits, s’enforteixen i arriben a
teñir poblacions de 30 000 habitants, un nombre realment important.

Peí que fa a la península Italiana, el nucli central de l’activitat económica és molt
més complex que el de la nórdica, més restringida a una certa indústria textil. La seva
base principal és el comerg marítim, concentrat en els ports de Venecia i Genova
que s’havien imposat ais de Barcelona i Marsella, i també al de Pisa. Aqües¬
tes empreses marítimes van saber aprofitar les croades en favor propi, proporcionant
l’ajut material necessari per dur-les a terme, a canvi de poder establir factories co¬
merciáis i d’altres privilegis económics. A més, a l’inici del segle XIII, van aconseguir
que se’ls obrís el Mar Negre, fins aleshores dominat pels comerciants bizantins. Les
seves línies comerciáis sortiren de la Mediterránia i, borejant la península Ibérica,
anaren cap al sud, paral-lelament a la costa africana, i també cap al nord. A fináis
del segle XIII, els italians tenien seus comerciáis, entre d’altres indrets, a El Cai¬
re, Alexandria, Tunícia, Ceuta, Irlanda, Escocia, els Paí'sos Baixos, etc.
Importaven espécies i objectes de luxe d’ORiENT i venien teixits i altres productes
produi'ts a 1’Europa continental.

Aquesta activitat s’institueix al voltant de famflies poderoses o bé en associacions
compostes per comerciants disposats a aportar fons económics suficients per tal de fer
front a les despeses, repartint després els guanys o les pérdues. Aqüestes companyies
practicaven una activitat financera importantíssima: les transferéncies de fons, el
comerg d'or, el canvi de moneda, els pagaments a crédit, els présteos a interessos que
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anaven del 7 al 33%, etc. A les acaballes del segle XIII i a comengaments del XIV,
l’economia italiana, si més no la de la part més meridional d’lTÁLiA, estava en mans
deis banquers florentins. S’havia arbitrat un sistema fiscal, cada cop més elaborat
i, també, cada cop més absorbent, al servei del papat. Aqüestes empreses bancáries
depenien, peró, deis prestecs que feien a les cases reials que, com ja hem indicat,
s’havien anat consolidant. Aquest fet era delicat i, a voltes, deixava les empreses
que havien fet els préstecs sense cap mena de cobertura. A Florencia, les fallides
eren freqüents. Tanmateix, els comptes es portaven molt eserupulosament en centres
sedentaris i aixó obligava a confiar, cada cop més, en rescriptura i en una comptabilitat
exacta. Segons M. Crouzet,269

Malgrat que, a partir de 1260 s’usaven amb naturalitat les xifres árabs i el zero,
el sistema de comptabilitat encara era forga rudimentari.

I així retrobem el fil del nostre estudi: la implantado i consolidado, a Europa, de
les xifres indoarábigues i deis seus algorismes de cálcul.

A tot aixó cal afegir, sens dubte, l’aparició de les universitats.270 El papat intenta
de recuperar la direcció del moviment intel-lectual, egida cop més puixgint, de les es¬
coles. Així, a la primera meitat del segle XIII, Innocenci III [1160-1216] i els seus
successors van donar suport ais professors i ais seus oients, en contra deis captíols cate-
dralicis i del poder civil. S’involucraren, dones, en la reagrupació d’aquests col-lectius
en associacions permanents i estables, més coherents i cohesionades. Sorgiren les uni¬
versitats —corporadons d’estudiants i alumnes que es mantenien associats sota jura-
ment. I així fou com les universitats anaren guanyant privilegis i una autonomía ad¬
ministrativa més ámplia. Les primeres Universitats italianes del nord d’lTÁLiA, com
ara les de Bolonya [1158] —la més antiga i protegida pels emperadors—, Pádua
[1222] i MÓdena, es mostraven rebels a la influéncia pontificia. En canvi, entre els
anys 1212 i 1246, el eos de mestres i estudiants parisins —que s’hávien constitui't en
universitat l’any 1200— van sol-licitar la protecció de la Santa Seu, davant de les
reticéncies del rei i del prebost catedralici. El papat creá, a Italia, les Universitats
de Roma, Siena i Plaséncia i, a Franqa, protegí les de París [1289], Mont-
peller i Tolosa [1229]. El propósit papal era restaurar la difusió de les doctrines
sanes davant l’heretgia c&tar.271 També va afavorir la creado d’OxFORD [1214], on
els erudits anglesos van introduir els métodes d’ensenyament i estudi implantats a

269CROUZET, M. [1967], edició castellana de 1969, 393.
270Vegeu Burton, D M. |1985j, edició de 1991, 276-287, o bé SMITH, D. E. [1923], edició de 1958,

I, 212.
271Conjunt de doctrines que té el seu origen en el bogomilisme de Bulgaria. S’estengué a la

Llombardia i OCCITÁNIA, d’on va passar ais Paísos CATALANS. Segons aquest corrent hi ha dos
principis irreductibles: el bé i el mal. Aquest dualisme té les seves arrels en el maniqueisme i el
gnosticisme, peró en la síntesi bogomilista. Predica el menyspreu del eos, refusa el matrimoni i tota
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París. La Universitat de Cambridge [1231] fou el resultat de certes tensions entre
l’autoritat civil d’OxFORD i un grup de professors i alumnes. S’inicia així, d’una
banda, l’ensenyament com a activitat remunerada. I, de l’altra, el convenciment que
cal repensar els coneixements deis pares de l’Església fins aleshores acceptats sense
cap mena de dubte, a la llum de les aportacions del món islámic. Un món que está
impregnat de conceptes própis de l’islam i de la Grecia clássica, així com també de
conceptes orientáis, fonamentalment indis. Així Europa, com déiem, va assentant
les bases del Renaixement.272 Les Universitats, en consolidar els coneixements de
1’Europa llatina, contribuiren indirectament a la consolidació definitiva del sistema
decimal indoarábig i deis seus algorismes de cálcul, peró els seus efectes no es notarien
fins ben entrat el segle XIV i sobretot en el segle XV.273

* * *

Tot aquest entramat de circumstáncies va propiciar, durant els darrers segles de
1’Edat Mitjana i en el context que hem intentat de sintetizar, un lent canvi en
la forma d’entendre el fet cultural, económic, científic, comercial, social i religiós.
L’Europa deis senyors, deis bisbes, deis burgmestres, de les grans catedrals, de les
ciutats comerciáis importants i de les grans famílies amb poder económic i, de retruc,
de decisió política, en estret contacte amb la cultura islámica que es trobava cada
cop mes esgotada a Orient i cada cop mes compromesa a la península Ibérica i
a la Mediterránia, havia de portar a la nova etapa del Renaixement, les arrels
del qual trobem ja a mitjan segle XIV. Aquesta Europa que viu encara d’esquena
a la cultura bizantina, va incorporant lentament les aportacions d’Orient i de la
Grecia clássica a través deis seus contactes i intercanvis amb l’islam. S’ha iniciat
l’era deis grans comerciants i, sobretot, l’era del comerq de les zones properes a la
Mediterránia i també l’era de la competéncia comercial i artesanal d’EuROPA.274
El desgavell deis sistemes de mesures, de monedes, de calendari, feia difícil l’intercanvi.
Es feia, dones, cada cop més urgent un métode que fos ben acceptat i conegut per

mena de relació sexual, així com el consum d’alguns alimenta. [Vegeu a 1 'Enciclopedia Catalana,
l’entrada “cktar”, o bé l’entrada “bogomilisme”.]
272Burton, D. M. [1985], edició de 1991, 276-287.
273No foren, peró, les universitats les vertaderes impulsores d’aquesta consolidació, si bé hi van

participar indirectament.
274Com a exemple paradigmátic d’aquesta nova expansió comercial d’EuROPA, a voltes propicia¬

da peí papat i, a voltes, dificultada per l’excés evangelitzador de l’Església, podeu consultar a D.
J. Boorstin, per exemple, l’aventura terrestre de Marco Polo [1254-1294] i després l’aventura
marítima europea, molt més lenta i complexa, peró també molt més enriquidora en tots els aspectes.
Aquesta darrera és més tardana i s’iniciant ben bé a mitjan segle XIV, si deixem de banda alguns fets
precursora. [Vegeu Boorstin, D. J. [1983], edició castellana de 1986, 140-147, 161-182, 205-254,
255-287.]
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tothom, si mes no a la Mediterránia i a 1’Europa llatina, i que resultés útil i
cómode per tal d’efectuar cálculs i intercanvis.

Podem resumir la situació que ens interessa de ressaltar tot reproduint l’excel lent
text de P. Benoit:

El creixement de 1’Europa medieval, 1'abundancia de la producció agrícola, el de-
senvolupament de les ciutats i la difusió de la moneda, van acompanyades d’una
expansió comercial a tots els nivells. La multiplicació deis mercats locáis va de
bracet amb 1’establiment d’un red internacional. L’Europa occidental comercia,
en particular, amb l’orient bizantí i musulmá. Exporta teixits, metalls i plata i
importa productes de luxe com ara la seda o les espécies provinents de l’Orient
Próxim i també algunes matéries necessáries per a la própia industria com ara
l’alum,275 un mordent indispensable en la preparació de la tintura deis teixits, o
deis productes de tint. L’Occident europeu també comercia amb l’Orient islámic:
el blat del nord d’África i Sicilia, la llana, el cuiro i el corall del Magrib, els teixits
d’Itália i Catalunya, l’or i les espécies d’África, i la plata europea animen el tráfic
comercial. Itália, per la seva posició geográfica i per les seves tradicions, té un
lloc privilegiat en el comer? internacional, que féu que les seves grans ciutats,
Venécia, Génova, Pisa o Floréncia, s’enriquissin.

Des del segle XII, tant els venecians com els genovesos s’associen per dur
a terme operacions a ultramar. Un capitalista és el que subministra els fons
a un comerciant itinerant que hi aporta el seu treball i, a voltes també, una
part deis fons. Cal saber comptar, repartir beneficis, avaluar i repartir pérdues
tot en funció del que s’hagi contractat. A partir del segle XIII, a l’interior de
la península italiana s’organitzen grans companyies, creades amb la intenció de
perdurar. En aquesta nova estructura, els membres d’un grup familiar i deis seus
aliats proporcionen el capital, el corpo, es reparteixen els beneficis a prorrata
d’acord amb les inversions i assumeixen les cárregues que produeixen les pérdues
eventuals. La companyia accepta també imposicions de particulars, a les quals
correspon amb una renda fixa. Algunes d’aquestes associacions assoleixen una
gran preponderáncia i així, al segle XIII, ens trobem, entre d’altres, amb les
deis Bonsignori di Siena i, en el XIV, les deis Barbi, i Peruzzi a Floréncia. Les
grans empreses florentines tenen sucursals a tota la Mediterránia i ais pai'sos de
l’Europa més occidental. El comer? va sempre acompanyat d’una gran activitat
bancária que els permet d’introduir-se entre els més grans: el papa i els sobirans
deis paísos europeus que n’utilitzen els servéis.

A mitjan segle XIV, una crisi d’una amplitud excepcional colpeix Europa.
La crisi demográfica: després de segles de creixement ininterromput, la població
s’estabilitza i, fins i tot, regredeix fortament quan és fuetejada per la Pesta negra

275Alum: sulfat doble que s’utilitza com a mordent en la industria téxtil. El tint agafava bé en
el teixit o en els filats després d’haver-lo tractat amb alum. A 1’Edat Mitjana, aquesta matéria
auxiliar, peró indispensable, de la industria téxtil fou un objecte de comer? molt important.
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[1348). Europa perd en un segle, segons Ies estimacions més versemblants, la
meitat de la població. Aquest ensorrament s’insereix en un context de depressió
económica i de conflictes polítics. En un moment en qué les guerres, en particular
la guerra deis Cent Anys, assolen el continent, la producció i els preus s’enfonsen.
El fenómen és complex. Ja abans que la Pesta es manifestés a Florencia, els Bardi
i els Peruzzi havien fet fallida, victimes de préstecs importants fets a princeps,
entre els quals es trobava el rei d’Anglaterra, incapagos de retornar-los.276

De fet podem dir que, a mitjan segle XIV, Europa sencera cerca nous models
polítics, económics i socials, peró també culturáis i espirituals. S’adona que cal posar
en marxa tot el que siguí necessari per tal d’evitar situacions de crisi, desesperació,
empobriment o mort com els que sent a la seva pell després del fuetejada produida
per la Pesta Negra i la crisi estructural. Peró deixem de banda el desenvolupament
sociopolític europeu i fixem la nostra atenció en la implantació de l’aritmética.

5 Les aritmétiques llatines del segle XIII: Fibonacci
[Leonardo da Pisa] i Sacrobosco [John de Halifax]

No ens ha d’estranyar doiics que, en aquest context, que hem descrit, de les dar-
reries del segle XII i comengaments del XIII, amb la importancia que havia assolit
l’intercanvi comercial i els contactes amb l’islam i, a través d’ell, amb la matemática
india i islámica, apareguessin les primeres aritmétiques llatines importants.

I així, al segle XIII, ens trobem amb autors llatins, procedents de paisos i sectors
socials diversos —i alhora, com ja hem esmentat abans d’ocupar-nos de 1’Europa lia-
tina, amb autors no llatins— que contribueixen a popularitzar l’“art de 1’algorísmia”.
Ara ens limitarem a esmentar-ne tres, autóctons de 1’ Europa llatina i fruit d’aquest
preludi reinaxentista: un mercader italiá, Leonardo da Pisa [~1180—1250], conegut
com Fibonacci; un mestre anglés, John de Halifax [~1200—1256], conegut amb el
nom de Sacrobosco, i un franciscá francés, Alexandre de Villedieu [~1225].

Aquests tres personatges van escriure, respectivament, textos l’objectiu primordial
deis quals era la introducció deis numeráis indoarábigs a 1’Europa llatina occidental,
i deis algorismes de cálcul associats a les operacions aritmétiques elementáis. Els
textos deis dos darrers —Algorismus vulgaris de Sacrobosco i Carmen de Algorismo
d’ALEXANDRE de Villedieu— són forga análegs en el seu propósit. Pretenen de
facilitar la comprensió deis numeráis i deis algorismes de forma senzilla i didáctica.
Sacrobosco elaborá un manual de cálcul práctic i directe que tingué molta influéncia

276Benoit, P. [1989], edició castellana de 1991, 226-227.
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per la seva qualitat didáctica.277 Villedieu, en canvi, per tal de fer-lo memoritzable,
el va escriture en forma de poema; hi descriu, amb tota mena de detalls, les operacions
fonamentals usant els nombres enters indoarábics amb zero.278

John de Sacrobosco [f 1256] és un erudit anglés de fináis del segle XII del qual
es coneixen pocs detalls de la vida. Hom dubta, fins i tot, de la seva nacionalitat
—irlandesa o escocesa— i del lloc de naixement. Sembla que entrá a l’orde de Sant
Agustí i ho féu al famós monestir de Holywood a Nithsdale, Escocia. Pero
l’any 1220 marxá a París on passá la major part de la vida. Allá fou acceptat com
a membre de la Universitat, potser el 5 de juny de 1221. Ben aviat fou elegit profes-
sor de matemátiques i, pels seus coneixements de l’aritmética i álgebra árabs, adquirí
gran renom. L’any 1231 fou considerat, a més, astrónom. Es desconeix la data exacta
de la seva mort [potser l’any 1244, potser l’any 1256]. Fou enterrat al claustre d’un
convent parisenc. Va escriure llibres elementáis d’astronomia i matemática. La seva
De sphdsra, un llibret basat en el text de Ptolemeu i deis seus comentaristes árabs,

277Va rivalitzar en éxit amb la seva De Spfuera, un tractat d’astronomia que s’usá ámpliament en
les escoles de 1’Edat Mitjana del segle XIII.

278No he pogut localitzar cap cópia d’aquest text. Malgrat tot és ciar que reprén la tradició de la
traducció d’ADELARD de Bath, en agafar el nom d'algorisme que prové d’AL-HwÁRlZMT. Eli, peró,
l’atribueix a un rei indi anomenat Algor, del qual afirma que fou qui inventó aquesta “art” nova.
Aixó és, amb tota certesa, erroni. [Vegeu MENNINGER, K. [1957], edició anglesa de 1992, 412.]

Era un frare franciscá menor que ensenyava a PARÍS a l’entorn de l’any 1240. El seu text de 1203
conté 244 versos —=en hexametre dactúic— de lectura fácil, peró no sempre de comprensió fácil. Els
primers versos són:

Hiñe meipit algorismus.
Haec algorismus ars praesens dicitur in qua
talibus indorum fruimur bis quinqué figuris

0, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.
Prima significat unum; dúo vero secunda;
tertia significat tria; sic procede sinistre
doñee ad extremam venias, quae cifra vocatur.

Unum dat prima, secunda decem, dat tertia centenum
guarió dabit mille, milia quinta decem,
chifra nil condit, sed dat signare sequentem.

Els podem traduir lliurament:
Aquí comenga l’algorisme.
Aquest nou art s’anomena de l’algorisme i d’ell,
a partir d’aquestes dues vegades cinc figures

0, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1
índies, en podem treure molt de suc.
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fou adoptat com a text fonamental d’astronomia per la seva claredat d’exposició.279
Peró el text que ens interessa és 1 ’Algorismus vulgaris en qué discuteix l’art del cálcul
amb enters positius. Es un text concret amb deu capítols ben precisos —numerado,
addició, substracció, divisió per dos, duplicació, multiplicació, divisió, progressions i
extracció d’arrels quadrades i cúbiques. Hi ofereix sis regles de multiplicar. Com veu-
rem, és un text elaborat de forma sintética que conté, de forma evolutiva i didáctica,
les regles d’escriptura i de cálcul amb el nou sistema d’enumeració. No conté, peró,
ni exemples concrets, ni exercicis d’aplicació.280 La primera vegada s’editá en lloc i
data desconeguts [~1490|, peró després fou ámpliament reeditat: l’any 1517, a Vi-
ena, per Hieronymus Vietor, els anys 1551 i 1552, a Cracovia i, l’any 1523,
a Venecia, conjuntament amb el text De Sphericae. Es amb tota probabilitat el
manual d’aritmética més usat a 1’Edat Mitjana.281

Aquests dos prohoms i aritmétics formen part del que en podríem anomenar la
línia eclesiástica de la societat de l’época. Ambdós van ensenyar a París. Sacro-
bosco fou, a més, un docent de la naixent Universitat de París. En canvi el tercer

La primera significa u; la segona, vertaderament, dos;
el significat de la tercera és tres; i així successivament
a mesura que ens desplacerá cap a l’esquerra, fins
que arribem a l’extrem, i trobem la xifra.
el primer dígit ens dóna les unitats,

el segon, les desenes, el tercer, les centenes,
el quart, el milers, el cinqué, les desenes de mil,

La xifra tota sola no val res ni fa res, peró acompanyada
fa que el dígit següent [cap a la dreta] tingui un valor més gran.

1 després encara aclareix cifra nél significat, dat significóte sequénti: “la xifra [zero] no significa res,
peró serveix per donar significat a les que segueixen”. És per aixó que “el primer dígit ens dóna les
unitats, el segon, les desenes, el tercer, les centenes, el quart, el milers, el cinqué, les desenes de mil
...” Perqué “la xifra tota sola no val res ni fa res, peró acompanyada fa que el dígit següent [cap
a la dreta] tingui un valor més gran”. [Vegeu MENNINGER, K. [1957], edició anglesa de 1992, 412 i
423-424.]

279 El lector interessat pot veure’n una petita ressenya a Centrada “Sacrobosco” del Dictionary of
Scientific Biography, editat per C. C. GlLLISPIE [GlLLISPlE, C. C. [1970-80], XII (1975), 60-63].

280En aixó, s’assembla molt més al text de VlLLEDlEU que a l’obra, molt més renaixentista, de
FlBONACCl. Tanmateix, peró, PlETRI PHILOMENI de Dacia en féu un comentari forga extens en
el qual les regles són aclarides amb exemples. Tanmateix, no conté tampoc exercicis d’aplicació a
qüestions i problemes concrets. Vegeu Cedició feta per M. CURTZE l’any 1897. El comentari de
Dacia és, peró, segons CURTZE, M. [1987], ix, del 19 de febrer de l’any 1448, és a dir, forga tardé,
si bé hom creu que fou escrit al segle XIII.

281 Del text de Sacrobosco se’n conserven 200 manuscrita Uatins i disset edicions realitzades en el
primer segle d’impremta [vegeu la nota 4 d’ALLARD, A. [1995], o bé Smith, D. E. [1923], edició de
[1958], I, 222],
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personatge prové de la classe deis comerciants.282 Des del punt de vista matemátic
és, de tots tres, el més notable. El podem considerar “el primer matemátic de la
cristiandat occidental”.283

Leonardo da Pisa [~1170-1240] era membre de la familia Bonacci i per aques¬
ta raó és conegut com Fibonacci —“figlio” o “fllius Bonacci”. El seu pare, home
públic i comerciant, fou designat a la factoria pisana de Bugia, a 1’Algéria actual.
Ben aviat s’adoná que calia que el seu fill es traslladés a aquella localitat a on podría
aprendre l’art del cálcul, una eina cada cop més necessária en el món del comerg. I
no hi ha pas cap mena de dubte que fou a la banda sud de la Mediterránia on
Leonardo entrá en contacte amb els “nous numeráis indis” i també on va rebre
una educació excel-lent. El seu pare, vinculat amb radministració de la República de
Pisa —diputato della patria pubblica— aviat l’enviá, per raons de caire comercial, a

Egipte, Síria, Bizanci, Grecia, Sicília i PROVENgA.284 En aquests viatges Leo¬
nardo adquirí un coneixement notable en matemátiques, grácies al seu contacte amb
nadius erudits. Fou tan notable que excel-lí per damunt deis estándards matemátics
europeus de 1’época. No solament pogué conéixer i dominar amb tota naturalitat el
nou sistema numéric —del que n’esdevindria un defensor infatigable—285 sinó que
els aplicá amb éxit a cada un deis ámbits de l’activitat comercial.286 Peró, deixeble
ávid d’aprendre, assoleix també un coneixement acurat deis algorismes de l’álgebra
islámica —l’álgebra de primer i segon grau— i s’endinsa en els problemes de geome¬
tría, ais quals aeonsegueix donar un tractament algébric. L’obra d’aquest insigne pisá
—matemátic preciar i insigne del segle XIII i de la história de la matemática— pale-
sa una qualitat matemática imprópia de l’época i promonitória del desenvolupament

282Segons D. E. Smith, “malgrat que Fibonacci no el podem considerar fruit de les universistats, ell
ens parla del seu mestre i en diu que havia estudiat a Oxford i a París. Li dedica el segon manuscrit
del Líber abad. Es tracta de Michael Scott, el qual no solament havia estudiat a les universitats
esmentades, sinó que havia aprés directament deis matemátics árabs i havia realitzat observacions
d’astronomia a Toledo. Fou nomenat per Frederic II, que l’havia contractat per tal que contribuís
a difondre entre els erudits, a través de les traduccions árabs, els textos grecs que s’acabaven de
descobrir” [SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, I, 220-221].

283Gillispie, C. C. [1970-80], IV (1971), 604.
284 És potser aquesta activitat viatgera la que féu que, ocasionalment en algún indret, es donés a

conéixer com a LEONARDO BiGOLLO, atés que, a la ToseANA, bigollo significa precisament viatger
[Smith, D. E. [1923], edició de 1958, I, 216].

285Segons podem llegir a GlLLlSPIE, C. C. [1970-80], IV (1971), 605: “Tots els métodes [de cálcul]
—segons diu el mateix FIBONACCI— tant els “algorísmics” com els deis “ares pitagórics” (referint-se
aparentment a l’ábac de Gerbert) se’ns presenten com “erronis” davant deis métodes provinents de
l’índia”.

286En aquest aspecte, com veurem més endavant, l’obra de Fibonacci és essencialment diferent de
les de John Sacrobosco i Alexandre de Villedieu i constitueix un precedent, amb més de dos
segles d’anticipació, de les primeres aritmétiques del RENAIXEMENT.
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futur de la matemática. Aconseguí de retomar la importáncia deguda a l’estudi deis
problemes diofántics287 que, després de Diofant [?—^250], Europa havia oblidat
completament. De retruc, dones, retorna a raritmética entesa com una ciencia,288
i no simplement com un art de calcular mes o menys elemental.289 Així dones, el
podem considerar amb Villedieu i Sacrobosco un logístic notable del segle XIII,
peró, deis tres, és l’únic aritmétic, en el sentit elássie grec del terme. S’adoná també
del fet que els teoremes del llibre II de Els Elements d’EucLiDES són, de fet, teoremes
algébrics i n’ofereix la transcripció algébrica idónia amb la demostració corresponent.
Malgrat que, de totes les seves obres, la més notable és el Líber quadratorum [1225],
nosaltres solament ens interessarem peí seu Líber abad [1202, 1228].290 I malgrat
que desitjo pasd’estendre’m excessivament fent un panegíric de Fibonacci atés que
l’objectiu d’aquest apartat és la introducció del sistema indoarabic a 1’Europa llatina
del segle XIII i primera meitat del XIV, tampoc no voldria passar per alt almenys
dos fets notables de l’obra del pisá.

* * *

287L'álgebra té com a objecte la resolució de problemes determináis —és a dir, amb una solució ben
determinada— i no es preocupa excessivament de la naturalesa numérica de la solució. L'análisi di-
ofántica —una part de la matemática que pren el nom de les recerques del matemátic grec Diofant—
analitza problemes en els quals la solució no está pos determinada. Es a dir, problemes que poden
teñir diverses solucions i, en molts casos, infinites, que han de ser enteres o, en el pitjor deis casos,
racionáis.

288 Cal indicar, no obstant aixó, que aquesta mena de problemes havien interessat ais matemátics
xinesos, entre d’altres, la influéncia deis quals és nul-la a Occident; ais indis, que havien resolt
l’equació diofántica de primer grau i l’equació de Pell, entre d’altres; i ais árabs que, sense cap mena
de dubte, havien resolt certes equacions diofántiques de primer i segon grau. Tots ells influiren en
Fibonacci. (Vegeu Katz, V. J. [1993], 204-211; Youschkevitch, A. P. [1976], 66-70.]

289Els grecs havien dividit l’estudi deis nombres naturals en dues branques: V aritmética o estudi
teóric de les propietats numériques deis naturals i la logística o art práctica de calcular amb ells.

290E1 Liber quadratorum ha estat tradui't al francés, l’anglés, el castellá, l’italiá, etc. i ha estat
objecte d’estudi i análisi profunds.

El Liber abad és una obra que, com lamenta CARL B. Boyer, en una nota a peu de página,
quan parla de Fibonacci, no ha rebut mai l’atenció que es mereix. No s’ha tradui't a cap llengua.
Actualment, per sort per ais estudiosos de la matemática del segle XIII, A. Allard está treballant
en una traducció comentada. Peró, per ara, només la podem consultar en l’edició deis escrits de
Leonardo, feta per B. Boncompagni, Scritti di Leonardo Pisano.

A més va escriure Practica Geométrica [1220-1221], un petit text sense títol que s’identifica amb
el nom de Flos Leonardi Bigolli pisani [1225] i una carta, sense data, adregada al filósof imperial
Theodor.

El lector interessat a disposar d'una informació més ámplia de l’obra d’aquest matemátic pot
consultar Loria, G. [1950], edicióde 1982, 219-235; Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986,
328-331; Burton, D. M. [1985], edició de 1991, 256-269, 282-285 i Katz, V. J. [1993], 273-275.
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Vegem, dones, una síntesi succinta, absolutament condensada, del líber quadratorum
i un resultat realment innovador del Flos Leonardi. De fet,
I. El Líber quadratorum. Fibonacci va escriure una obra aritmética amb el propósit
de resoldre un problema concret que li havia plantejat máster Giovanni da Palermo
[~1230]:

Trobar un nombre quadrat del qual, tant si li sumem com si li traiem cinc unitats,
s’obtenen quadrats.

Es a dir, cerquem un x tal que x2 ± 5 = □. Per tal de resoldre’l Fibonacci elabora
el Líber quadratorum, un llibre important, com acabem de dir, perqué va retornar,
a la matemática, el gust per les qüestions teóriques que hi ha dessota un problema
concret i per la recerca del métode general a l’hora de resoldre’l. Així la matemática
redescobria que, a vegades, un problema concret permet d’establir generalitzacions
insospitades.291 Europa recuperava així una activitat intel-lectual —l’activitat ma¬
temática— que durant segles havia oblidat.
II. L’existéncia de nombres irracionals no euclidians. L’altre fet és de naturalesa
numérica més concreta. Fibonacci s’adona de l’existéncia de nombres irracionals,
que no són pas de la forma

y y/a db \/b,
que eren els únics que Euclides havia considerat al llibre X de Els Elements i que,

d’alguna manera, tothom creía que eren els únics possibles.292 A Flos Leonardi [1224],
Fibonacci considera la cúbica x3 +2 x2+10 x = 20.293 Estableix que la seva solució és
irracional —tot avangant una técnica per reconéixer condicions necessáries per tal que
una equació tingui arrels racionáis—, que no és de cap de les formes indicades per Eu-
clides. Estableix així l’existéncia d’irracionals més sofisticáis, més complicáis que els
euclidians. I finalment n’ofereix una solució aproximada: 1; 20, 7, 42, 33, 4, 40.294

291 Fibonacci [1225]. Aquest text ha estat tradui't a les Uengües més comunes cTEuropa: francés,
anglés, italié, castellé, etc.

292De fet, una anélisi algébrica de la resolució deis problemes geométrics de Els Elements d'Euclides
mena solament a nombres irracionals de les formes: a ± y/b, y/a ± y/b, y/a ± y/b i yjy/á. ± y/b.

293Aquesta cúbica la trobem resolta a l’élgebra de ‘Umar HAYYÁM [1050-1123], perú ge-
ométricament; és a dir, tallant una circumferéncia i una hipérbole [vegeu WoEPCKE, F. [1851], 78].
Recordem que el poeta ‘Umar Hayyám, autor de les Rub&'iyy&t (quartetes), fou també matemátic,
astrónom i que va dedicar el seu text d’álgebra a la resolució de les cúbiques, en un ciar intent
d’anar més enlli del que havia aconseguit al-HwárizmI. La seva resolució, peró, és geométrica i
no algorísmica. La seva resolució geométrica no es basa pas en l’ús de les coordenades, sinó en les
propietats geométriques de les cóniques.

294PlCUTTI, E. [1983], 299, 342-348.
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Aquesta solució la dóna en forma sexagesimal —seguint l’escriptura numérica ba¬
bilónica.295 Aixó posa de manifest —i em sembla d’interés remarcar-ho— que a
Fibonacci li passá per alt la possibilitat d’usar el sistema decimal en la seva for¬
ma fraccionária o decimal, un fet que, no obstant aixó, ja havia estat observat pels
matemátics árabs.296

En resum, dones, hem de reafirmar el que hem dit abans: Fibonacci exceHeix
amb escreix respecte ais altres matemátics del segle XIII i a molts del segle XIV.
La seva obra sobre Yalgorisme és molt més completa i abasta molt més que les
d’ALEXANDRE de Villedieu i de John de Holywood. Aquesta és, potser, la rao

per la qual la seva obra —forga coneguda a la segona meitat del segle XIV i al se¬
gle XV— no tingué ni el ressó ni la influencia que hauria d’haver assolit quan va
aparéixer, a comengaments del segle XIII.

* * *

Dedicarem la resta del parágraf a comentar els textos de Fibonacci 297 i de Sacro-
bosco298 relatius al sistema indoarábic i ais algorismes de cálcul corresponents a la
suma, la resta, la multiplicació, la divisió i l’extracció d’arrels quadrada i cúbica.

5.1 El Líber abad

El títol del text és una mena d’ironia. Per a Fibonacci, l’ábac, l’auténtic ábac, és el
nou sistema. L’obra és excessiva en extensió per ais estándards de l’época així com
per a la capacitat deis lectors possibles. Aixó pot explicar, i alhora justificar, l’escassa
difusió que va teñir, molt inferior a la deis altres dos autors mencionats. Sabem que
va elaborar-ne dos manuserits, el primer l’any 1202 i el segon l’any 1228. Al darrer

295 Aixó posa de manifest que FIBONACCI coneixia el sistema de numeració que s’havia desenvolupat
a la MESOPOTÁMIA entre el 3000 i el 2000 aC i també una técnica aplicada pels árabs i xinesos,
coneguda avui com a métode de Homer, per determinar bones aproximacions d’una equació. [Vegeu,
per exemple, Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, III, 512, o bé BURTON [1985], edició
de 1991, 260-261.]

296Peró com una simple transformació del cas sexagesimal. No hi ha cap constáncia que, fins al
segle XVI, ningú s’adonés d’un fet absolutament revolucionari: els algorismes de cálcul que s’apliquen
ais nombres enters expressats en sistema decimal i els que s’apliquen ais nombres fraccionaria, ex-
pressats en sistema decimal, són els mateixos.

297E1 Líber abad, com ja hem dit, el trobem a BONCOMPAGNI, B. [1857-62], I. Nosaltres, peró, hem
consultat la cópia en microfitxa deis Landmarks of Sdences, I. La paginació fará referéncia, en tots
els casos, a aquesta cópia microfitxada.

298De l’obra de Sacrobosco disposem de l’edició de Curtze, M. [1897] que conté els comentaris
de P. P. di Dácia i que usarem per tal de clarificar, amb exemples, les regles de l’original de Sacro¬
bosco. N’existeix una traducció anglesa parcial —omet, per exemple, l’algorisme de l’arrel cúbica—
a Grant, E. [1974], 94-101.
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hi va “afegir material nou que no es trobava en el primer i alhora va suprimir-hi el
que li semblava superñu”.

En l’actualitat n’existeixen dotze copies manuscrites, un fet que contrasta amb la
poca ressonáncia que ha tingut entre els estudiosos de la historia de la matemática i
amb el fet que mai no hagi estat editat separadament de les altres obres de Fibonacci
ni estudiat amb profunditat.299 Peró reafirma el fet, ja esmentat, que fou ámpliament
conegut en els segles XIV i XV. No ens ha de sorprendre, dones, que textos forga
posteriors siguin d’estructura semblant al Líber abad i, fins i tot, continguin exemples
d’aquest text singular de comengaments del segle XIII. El manuscrit de 1228 que es
conserva té 459 pagines. L’obra está dividida en quinze capítols, que, per tal de fer-ne
una presentació sistemática, agrupem en quatre seccions, seguint la breu, peró clara,
exposició de K. Vogel.300

A la Secció I, capítols 1 al 7,301 Fibonacci fa referéncia a la notació romana i al
cálcul fent servir els dits, sobretot “per aquells que els costa de reteñir els nombres de
memoria; els caldrá guardar-los a les mans” .302 Hi introdueix les xifres indoarábigues
i la barra horitzontal per a les fraccions.303 Els nombres es llegeixen d’esquerra a
dreta: les unitats de cada grup són a la dreta del grup, després venen les desenes i,
en tercer lloc, les centenes del grup. Les fraccions, en canvi, les escriu a l’esquerra del
nombre enter. Aquesta part del Líber Abad té, per a nosaltres, un interés particular
atés que fa referéncia a les xifres indoarábigues i ais quatre algorismes de cálcul més
elementáis: sumar, restar, multiplicar i dividir. Més endaVant en farem una análisi
que ens permetrá de comparar-lo amb el text de Sacrobosco que analitzarem en el
§5.2. És precisament en aquesta part on trobem una de les aportacions origináis de
Fibonacci: les fractiones in gradibus. En general, els nombres fraccionaris s’escrivien

299 Ja hem esmentat que A. Allard está treballant en un estudi del Líber abad, que esperem que
siguí editat ben aviat.

300Vegsu l’entrada “Fibonacci, Leonardo o Leonardo of Pisa”, a GlLLlSPlE, C. C. [1970-80], IV
(1971), 604-613. La redacció és de Kurt VOGEL. G. Libri publica la introducció i el capítol 15 a
LlBRI, G. [1838-1841], II, nota 1, a partir de la página 287, i nota 3, a partir de la 307. A la nota 2,
ens ofereix la introducció de la Practica geométricas.

301 Els capítols són:
1. Les nou figures índies, les xifres i la numeració.
2. La multiplicació d’enters.
3. L’addició.
4. La substracció.
5. La divisió.
6. La multiplicació d’enters i de fraccions, la multiplicació de fraccions.
7. L’addició, substracció i divisió d’enters i de fraccions i la reducció a denominador comú.

302Vegeu l’article de síntesi d’Allard, A. [1995], 744-745.
303 Els matemática indis feien servir els nombres fraccionaris sense barra de separació. Els árabs

adoptaren la notació india [Burton, D. M. [1985], edició de 1991, 261].
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directament separant el numerador i el denominador amb una barra o bé, seguint la
técnica egipcia, usant fraccions unitáries.304 Peró Leonardo da Pisa introdueix la
notació

1 5 7

2 6 10

que significa
7 5 1 *<r + 7

10 + 10 x 6 + 10 x 6 x 2 _ 10 '

Són les fraccions continúes ascendents finites.305 Nosaltres, peró, com hem fet fins ara,
evitarem les fraccions i solament ens preocuparem de la representació deis nombres
enters positius i deis seus algorismes.

La Secció 2, capítols 8 al 11,306 consta de tota mena de problemes relatius a l’arí
del comerg: el canvi de monedes, cálcul d’interessos, aliatges de metalls, barreges de
productes d’una mateixa espécie peró de preus diferents, transformado d’unitats de
mesures deis pai'sos de les costes mediterránies. Es la part aplicada i hi dedica un
centenar de págines.307

La Secció 3, capítols 12 i 13,308 és la menys concreta. Conté problemes de tota
mena. És un calaix de sastre. Hi ha problemes de tipus recreatius i problemes més
clássics com ara els problemes deis dipósits. Es un ventall de problemes senzills pro-
vinents de totes les cultures precedents: la grega, la xinesa, l’índia, l’arab, etc. El

304El lector interessat pot consultar Boyer, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 328, o bé
Burton, D. M. [1985], edició de 1991, 261.

305Vegeu BREZINSKI, C. [1991], 51-57, o bé VlADER, P. [1994], 8-11. Segons Rene Taton, les
práctiques d’expressar “les fraccions ordin&ries en fraccions simples, el numerador de les quals és la
unitat, d’origen egipci, fou potser el que van portar l’autor del Líber abad a estudiar les fraccions

continúes: 5§ = ^ + i^ + 5 = y-g-j = —p—■” [Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 640].
Recordem que FlBONACCl les introdueix a la “Pars sexta, septimi capituli. De gradatione partium
in singulis partibus”.

306Aquests capítols els titula:
8. Les compres i les vendes.
9. Les barates o canvis.

10. Les societats.
11. El canvi de monedes.

307Conté problemes indeterminats com ara el “problema xinés deis ocells”. En aquest aspecte, ja
ho hem dit diverses vegades, és pioner. CaldrA esperar les aritmétiques del segle XV per trobar un
allau tan gran de problemes. A l’época de FlBONACCl aixó no era tipie.

308Els titula:
12. La solució de múltiples problemes.
13. La regla de chatayn que permet de resoldre problemes diversos.
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darrer de tots és el problema deis conills, un problema que faria famós Fibonacci
dins la matemática, perqué condueix a la successió de Fibonacci.309 L’habilitat de
Fibonacci per plantejar i resoldre els problemes posa de manifest un gran coneixe-
ment de les técniques árabs i, en particular, de la resolució algébrica d’equacions de
primer i segon grau i deis sistemes lineáis.

La darrera secció, capítols 14 i 15,310 és probablement la que posa de manifest, de
forma més clara, l’habilitat de Fibonacci a l’hora d’usar les técniques algébriques
i la seva utilitat en la resolució de problemes de geometría. En aquesta secció es
posa de manifest, a més, que Leonardo coneixia bé Tobra d’EuCLiDES —un fet
que retrobem a la Practica Geométricas. Al capítol 14 ofereix l’algorisme d’extracció
d’arrels. Segueix la técnica deis árabs d’afegir zeros al radicand per tal d’aconseguir
“valors aproximats torga acurats”.311 El capítol s’acaba amb una presentació del
cálcul amb irracionals seguint, també en aquest cas, els passos deis matemátics árabs.
Cada igualtat s’acompanya de la seva demostració geométrica.312 El darrer capítol
és fonamentalment un capítol dedicat a les equacions de segon grau i a la seva re¬
solució, tot atribuint-ne la paternitat a “Maumeht” —és a dir, a al-HwárizmT.
No s’imposa cap mena de limitació a l’hora d’usar irracionals. Els exemples són co¬

piáis textualment de les álgebres d’AL-HwÁRiZMl i d’AL-KHARKHl. També és aquí
on estudia problemes que provenen d’aplicar el teorema de Pitágoras i de fer-ne una
lectura algébrica.

La matemática d’Occident deu a Fibonacci una obra pionera —históricament
molt important, perqué és una síntesi aritmeticoalgébrica de tota la matemática
precedent— i, alhora, la introducció d’una certa terminología propia, que inaugu-

309 “Suposem que posem una parella de conills en una conillera tancada. Quantes parelles de conills
s’hauran prodúít de la primera parella en un any, si la naturalesa deis conills és tal que cada parella
produeix exactament una parella de conills, a partir del segon mes de la seva existéncia que és quan
esdeVé fértil” (Boncompagni, B. [1857], I, 351].

310E1s seus títols són:
14. L’extracció d’arrels quadrades i cúbiques i les operacions amb arrels.
15. La geometría i les qüestions d’álgebra [vegeu Libri, S. [1838-1841], II, nota 1, 287].

311Fa servir l’antiga técnica d’aproximació d’Heró d’Alexandria, ben coneguda pels matemátics de
l’islam. Si \fÁ = Va? + r, la primera aproximació és ao = a; com a segona aproximació, obté:
a! = a0 + L’error comés és n = a? - A. Després es toma a repetir el procés.

Peí que fa a l’arrel cúbica sfÁ = v'a3 + r, la primera aproximació és a¡ = a + ^—^—3 •
n = A —'of. Aleshores obté oj = ai + 3ai.ya4-¡^ [vegeu Gillispie, [1970-80], IV (1971), 607-608].

Aqüestes técniques les trobem ja en matemática de l’islam, com ara Al—Nasawí [vegeu YOUSCHKE-
vitch, A. P. [1976], 22].

312És d’interés fer notar que, per a Fibonacci, un irracional a voltes representa un segment i a
voltes una superficie. En aquesta part es posa de manifest el coneixement que tenia deis llibres II
i X de Els Elements d’EuCLIDES.
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ra la simbologia algébrica.313

* * *

Fem ara una análisi del sistema indoarábic i deis algorismes que trobem al Líber abad.

Capítol primer. Les xifres índies són nou:

9,8,7,6,5,4,3, 2,1.

Amb elles, i amb una altra, que els árabs anomenen zephirum, s’escriuen tots els nom¬
bres. El primer lloc, comengant per la dreta, designa les unitats; el segon, les desenes
i el següent —“segon de les desenes”— les centenes. El lloc següent está ocupat pels
milers, després les desenes de milers i les centenes de milers i així indefinidament.
Cada xifra —la xifra d’un lloc donat— és un múltiple de deu de la mateixa xifra
col-locada en el lloc precedent —el lloc de la dreta.

Després d’una descripció lingüística de com cal escriure els nombres i del significat
del zephirum, ens ofereix uns quants exemples, basant-se en el sistema roma:314

M.l MMXXIII MMMXXII MMMXX MMMMMDC MMM
1001 2023 3022 3020 5600 3000

MCXI MCCXXXIIII MMMMCCCXXI ||
lili 1234 4321 ||

La primera figura, és de primer grau, i s’anomena un; la segona, de segon grau, deu;
la tercera, de tercer grau, cent; la quarta, mil. Després vénen els llocs deu mil; cent
mil, mil mils, deu mil mils, cent mil mils, mil mil mils, etc. En cada grup de tres,
considera que la tercera és la que es troba en la part superior [del grupj i la següent
en la part inferior [del grup següent). Donat un nombre —una tirallonga de xifres
0,1,2,3,4,5,6,7,8 i 9—, el considerem, comengant per la dreta, en grups de tres. Són
els grups de les unitats, de les unitats de mil, de les unitats de mil mils, etc. Per llegir,
per exemple, el número de figures 678 935 784 105 296, diem “sis-cents setanta-vuit
mil mil mil de mils, [que és el que es troba en el quart grup o are a partir de la dreta],
nou-cents trenta-cinc mil mil de mils [que trobem dessota el tercer are], etc.”315

313 Usa radix o res —cosa— per referir-se a la incógnita que avui representem amb una lletra com ara
x; usa també pars. Aixó li permet d’usar tres incógnites en un mateix problema. Quadratus, census,
avere serveixen per indicar x2, cubus, census de censu i cubus cubi per indicar, respectivament, x3,x4
i x6. Les constants reben el nom de numeris, denarius o dragma.
314Boncompagni, B. [1857-62], I, 3. Recordem que la paginado correspon ais Landmarks of Sci¬

ences, I [1979].
315Boncompagni, B. [1857-62], 4-5.
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Tot seguit Fibonacci estableix la “taula de sumar i multiplicar nombres” que
reprodui'm a la página següent.316 Aleshores disposa ja de l’eina indispensable per
comengar a descriure les operacions. Curiosament, Fibonacci inicia la presentació
deis algorismes comengant amb el producte.
Capítol segon. Hi tracta la multiplicació deis nombres enters. El divideix en vuit parts
per tal de fer-lo més intel-ligible. Tot consisteix a donar algorismes per multiplicar
dos contra dos o un contra molts; tres contra tres o contra dos; quatre contra quatre
o menys; etc.

La millor manera de seguir el seu métode és fixar-se en els exemples. Cal indicar,
peró, que recorre a la técnica de “reteñir o guardar a la má” certs resultats intermedis.
Segons A. Allard aixó palesa el coneixement que tenia de la técnica desenvolupada
per Beda, dit el Venerable, “per efectuar els cálculs manuals”.317 A més, fa servir
una técnica basada en el creuament, que avui simbolitzaríem algébricament de la
forma següent: si volem multiplicar els nombres a i b, amb

a = am 10m + am_i 10m ^ + • • • + 02 102 + oj 10 -i- üo>
b = bn 10n + bn—110" * + • ■ • 4- 62 102 + bi 10 + bo,

hem decalcular:

• les unitats: co = ao bo,
• les desenes: ci = aobi + a\bo,
• les centenes: Ci = ao 62 + ai &i + «2 bo,
• els milers: C3 = ao 63 + ai 62 + 02 61 + 03 bo,
• etc.

El producte és el nombre

C = Cr, 10n + Cn—1 10n_1 + • • • + C2 102 + Cl 10 + co.

És el métode polinómic. Cal reteñir “a la má” les unitats d’ordre superior de cada
producte creuat per tal de poder-les afegir allá on calgui, sense deixar-se res.318

Els exemples ens servirán per entendre-ho. D’antuvi posem un nombre dessota
de l’altre, el més gran damunt del més petit, i multipliquem.319

Suposem que volem multiplicar 12 per 12:
316Boncompagni, B. [1857-62], 6.
317Vegeu Allard, A. [1995], 744-745. Vegeu Eves, H. [1953], edició de 1992, 13.
318 A. Allard fa notar que “és molt versemblant que el métode li fos suggerit com aplicació del

célcul del producte o del quadrat d’un polinomi” [vegeu Allard, A. [1995], 746].
319Boncompagni, B. [1857-62], I, 7.
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TaULA DE SUMAR 1 MULTIPLICAR NOMBRES

suma binária
2 i 2 son 4
2 3 5

2 4 6
2 5 7
2 6 8
2 7 9
2 8 10
2 9 11
2 10 12
suma ternaria
3 i 3 són 6
3 4 7
3 5 8
3 6 9
3 7 10
3 8 11
3 9 12
3 10 13
suma quarta

4 i 4 són 8
4 5 9
4 6 10
4 7 11
4 8 12
4 9 13
4 10 14
suma cinquena
5 i 5 són 10
5 6 11
5 7 12
5 8 13
5 9 14
5 10 15

suma sisena
6 i 6 són 12
6 7 13
6 8 14
6 9 15
6 10 16

suma setena

7 i 7 són 14
7 8 15

7 9 16
7 10 17

suma vuitena

8 i 8 són 16
8 9 . 17
8 10 18
suma novena

9 i 9 són 18
9 10 19

10 i 10 són 20
10 20 30

10 30 40

10 40 50
10 50 60
10 60 70
10 70 80
10 80 90

10 90 100

20 i 20 40

20 30 50
20 40 60
20 50 70
20 60 80
20 70 90
20 80 100
20 90 110

30 i 30 són 60
30 40 70
30 50 80
30 60 90
30 70 100
30 80 110
30 90 120
40 i 40 són 80

40 50 90
40 60 100

40 70 110
40 80 120
40 90 130

50 i 50 són 100

50 60 110
50 70 120

50 80 130
50 90 140

60 i 60 són 120

60 70 130

60 80 140
60 90 150

70 i 70 són 140

70 80 150

70 90 160

80 i 80 són 160

80 90 170

90 i 90 són 180

Funciona explícitea per
fer multiplicaciona

De dos
2 vegades 2 són 4

2 3 6

2 4 8

2 5 10

2 6 12
2 7 14

2 8 16

2 9 18

2 10 20

De tres

3 vegades 3 són 9

3 4 12

3 5 15
3 6 18
3 7 21

3 8 24

3 9 27

3 10 30
De quatre

4 vegades 4 són 16
4 5 20

4 6 24

4 7 28

4 8 32

4 9 36
4 10 40

De cinc
5 vegades 5 son 25
5 6 30
5 7 35
5 8 40
5 9 45
5 10 50

De sis

6 vegades 6 son 36

6 7 42
6 8 48
6 9 54

6 10 60

De set

7 vegades 7 són 49
7 8 56
7 9 63
7 10 70

De vuit

8 vegades 8 són 64

8 9 72

8 10 80

De nou

9 vegades 9 són 81

9 10 90

De deu
10 vegades 10 són 100

10 20 200

10 30 300
10 40 '400
10 50 500
10 60 600

10 70 700
10 80 800
10 90 900
10 100 i 000
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Primer multipliquem les xifres d’ordre inferior: 2x2
dona 4. Són les unitats. Les posem a l’ordre inferior.

Ara multipliquem la d’ordre inferior de baix per la
d’ordre superior de dalt i la d’ordre superior de dalt
per la d’ordre inferior de baix i les sumem. És a dir:
1 x 2 i 2 x 1, que sumades donen 4 (que són desenes).
Ara les col-loquem al seu lloc.
Finalment multipliquem les d’ordre superior; és a dir,
1 per 1, que dóna 1, i el resultat el coMoquem al seu
lloc.

Aquest exemple és senzill i no ens ha fet falta guardar res a la má.

A l’exemple següent —la multiplicació de 37 per 37—
farem el mateix, peró “guardant a la má”.
Primer fem 7 x 7 = 49. CoMoquem el 9 damunt del 7
i “en guardem 4 a la má”.
Ara fem 7 x 3 = 21 i 3 x 7 = 21 i els sumem. S’obté 42.
Hi sumem els 4 que tenim guardats a la má. Dóna 46.
Posem el 6 damunt del 3 i “en guardem 4 a la má”.
Finalment fem 3x3 = 9. Hi sumem els quatre que
tenim a la má. Dóna 13, que coMoquem al seu lloc.

Primera
descripció

9
37
37

Segona
69
37
37

Tercera
1369

37
37

Primera
descripció

4
12
12

Segona
44
12
12

Tercera
144

12
12

Fibonacci ens ofereix, a més, una prova que garanteix la validesa del resultat. En
el cas del 37 x 37, fa el següent: 3 4- 7 = 10, 10 — 9 = 1. Aleshores 1x1 = 1. D’altra
banda, 1+3 + 64-9 = 19. Sumant les xifres obté: 9 + 1 = 10 i, finalment, 1. “Els
nous no compten”.320

320Boncompagni, B. [1857-62], I, 8. Heus aquí la prova del nou. La prova, com és sabut de tothom,
consisteix a sumar separadament les xifres signi&catives del multiplicand i del multiplicador, repetint
el procés fins a obtenir una sola xifra. [Aixó equival, de fet, a buscar el romanent d’un nombre quan
el dividim per nou, peró Fibonacci encara no ens ha parlat de l’algorisme de divisió i, un cop ho
hagi fet, no ens dirá mai que el que fem és treure el máxim nombre possible de múltiples de nou.]
Després multipliquem les dues xifres d’unitats, la que s’ha obtingut del multiplicand i la que s’ha
obtingut del multiplicador, un cop aplicada la prova deis nous. Al producte li traiem tots els múltiples
de nou possibles i ens ha de donar el mateix que s’obté traient, al producte obtingut en l’operació
de multiplicar, tots els múltiples de nou possibles que, com hem dit, equival a sumar les xifres
reiteradament fins aconseguir una sola xifra. Així dones, si volem aplicar la prova a 37 x 49 = 1813,
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Un exemple més complex ens ajudará a comprendre totalment el métode de Fi-
bonacci. Volem multiplicar 345 x 345:
Fem 5 x 5 = 25. Posem el 5 i en guardem 2 a la má.

La suma de 5 x 4 = 20 i 4 x 5 = 20 dóna 40. N’hi

afegim 2. Dóna 42. En posem 2 i en guardem 4 a la
má.

Ara, ¡fem atenció!, sumem 3 x 5 = 15 i 5 x 3 = 15.
Dóna 30. A més, 4 x 4 = 16. El total és 50: 46 que
s’obtenen sumant 30 i 16 més els quatre que tenim a
la má. Posem el zero i en guardem 5.

Ara fem 3 x 4 = 12 i 4 x 3 = 12. Sumant-los donen

24, i 5 que en guardem a la .má, 29. Posem el 9 i en
guardem 2 a la má.

Finalment, fem 3 x 3 = 9 i hi sumem els 2 que tenim
a la má. Total 11.

El resultat de multiplicar 345 per 345 és, dones,
119025.

Primus
325
325

Secundus
5

345
345

Tertia
25

345
345

Quarta
025
345
345

Quinta
9025
345
345

Ultima
119025

345
345

A l’exemple 37 x 49 simplement escriu:

1813
37

Prova és -4- 49

També ens ofereix 607 x 607 i 456 x 223. El segon dóna:
101688

456
Prova -6- 223

La bondat del seu métode queda ben palesa quan 1’aplica a exemples més com¬
plexos, com ara 12345 x 12345 i 12345678 x 87654 321.321
fem el següent: reduím els múltiples de 9 del multiplicand, del multiplicador i del producte:

multiplicand multiplicador producte
3 + 7 = 10; 1 + 0=1 4 + 9= 13; 1+3 = 4 1 + 8 + 1 + 3 = 13; 1+3 = 4.

D’aixó resulta que 1x4 = 4.
321Fibonacci és generós en exemples de multiplicacions. Hi dedica, a partir de la página 7, onze
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Aquesta técnica de multiplicar, coneguda com la multiplicació en creu, és la que
trobem també al text de Maximus Planudes de 1282, esmentat amb anterioritat.

Capítol 3. Curiosament la suma la introdueix en el capítol 3, després de la multipli¬
cació.322 També és sorprenent que siguí en aquest context on trobem la multiplicació
en gelosia, cel-les o quadriláter.323 La idea d’aquest métode és la segíient: volem
multiplicar 567 per 4321. Col-loquem el nombre més gran horitzontalment i el més
petit, verticalment, de baix cap a dalt.

7

6

5

Tot seguit fem una quadrfcula amb tantes files com el nombre més petit i tantes
columnes com el més gran o amb una columna més si el cálcul ho requereix. Ara
multipliquem el número 4321 per 7, retenint a la má alió que calgui. El resultat el
col-loquem a la primera fila de la quadrícula, posant ordenadament una xifra a cada
cel-la. Fent-ho pas a pas, s’obté el segíient:

7x1 = 7: posem el 7 a la cel-la superior esquerra.
7x2 = 14: posem el 4 a la segona celda superior cap

a l’esquerra i retenim IT a la má. 4 3 2 1

7x3 = 21 i 21 + 1 = 22: col-loquem el 2 a la tercera 3 0 2 4 7
cel-la superior i en retenim 2a la má.

7 x 4 = 28 i 28 + 2 = 30: col-loquem el zero a la
quarta cel-la superior i el 3 a la cinquena.
Cal, dones, una cel-la més.

7

6

5

Ara repetim de forma análoga el procés descrit amb el 6 i el 5. Obtindrem:
págines. Hi ha, en total, una vintena d’exemples. A la página 10, ofereix exemplea d’una xifra contra
moltes. Tampoc hi manquen exemples com ara 70 x 70, 780 x 780 i 900 x 900 en els quals fa notar
que solament cal multiplicar, respectivament, 7x7, 78 x 78 i 9 x 9. Després, al producte, cal afegir-li,
en els dos primers casos, dos zeros a la dreta i, en el tercer, quatre.

322Boncompagni, B. [1857-62], I, 18.
323Segons G. R. Raye aquest métode arribá a OcciDENT a través deis árabs, peró era ben conegut

pels matemátics indis [I<AYE, G. R. [1914], 348]. Aquest és un detall que posa de manifest que
Fibonacci havia aprés el sistema indoarábic i els seus algorismes deis matemátics islámica.
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4 3 2 1

7

6

5

Un cop efectuades totes les multiplicacions, cal fer les sumes. Es fan en diagonal, de
dreta a esquerra, comengant per la cel-la superior que hi ha a la dreta: 7,6+4,5+2+2,
etc. Així s’obté:324

3 0 2 4 7

2 5 9 2 6

2 1 6 0 5

2 4 5 0 oo 7

7

6

5

324Boncompagni, B. [1857-62], I, 19. El procediment detallat és el següent: primer de tot
col-loquem el 7 a la cel-la de la dreta; després sumem el 6 i el 4 —que es troben a la segona diagonal—;
el resultat és 10; col-loquem el 0 i retenim l’l. Ara sumem 5 + 2 + 2 = 9 —que pertanyen a la tercera
diagonal— i, com que en reteníem 1, l’afegim. Total 1 + 9 = 10. Col-loquem el 0 al seu lloc i retenim
l’l. Sumem 0 + 9 + 0 = 9 —els de la quarta diagonal— i afegim el que reteníem. S’obté novament
10. Col-loquem el zero i en retenim 1. Aleshores fem 3 + 5 + 6 = 14 i 14 + 1 = 15. Col-loquem el 5 i
en retenim 1. Tot seguit col-loquem un 4 que s’obté sumant 2 + 1 + 1. Finalment, col-loquem el 2,
que correspon a la setena diagonal.

Cal indicar que el árabs usaven un métode lleugerament diferent que consistía a dividir, per mitjá
de les diagonals, els rectangles de la quadrícula en cel-les triangulara. Aquest métode evita haver de
reteñir res a la mé, durant la multiplicació, atés que cada producte de dues xifres o dígits s’escriu
completament. Solament cal reteñir a la mé en l’operació de sumar. Els exemples que oferim cor-

responen, peró, a aritmétiques posteriora com són YAritmética de Treviso i la de Luca Pacioli. A
Y Aritmética de Treviso es multiplica 934 per 314 i a la de LUCA PACIOLI, 987 per 987:

4 3 2 1

3 0 2 4 7

2 5 9 2 6
2 1 6 0 5

9 3 4 9 00 7

2 *7 °'9 1
"2 3 9 8'1 7'2 6 y'3

9 0
'g ’N ’°'4 1 7 7'2 6

'4 '5'6
3 (3'6 1

'2
1

'6 4 4 S s ,4 '9
2

'

7
'

6 1 6
'

9

De YAritmética de

Treviso, 1478

De YAritmética de

Luca Pacioli, 1494

Notem que, en ambdós casos, el multiplicador s’escriu de dalt cap a baix. Són, respectivament, 314
i 987. Les sumes diagonals s’efectuen seguint les diagonals, que devallen de dreta a esquerra. Els
resultats respectius són, óbviament, 293276 a l’exemple de YAritmética de Treviso, i 974169 al de
YAritmética de Luca Pacioli.
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Un cop aclarit el métode de les cel-les és quan Fibonacci ens ensenya a sumar i
ho fa, com és habitual en ell, basant-se en exemples concrets.325 Així, si volem sumar
25 i 49, fem el següent:

Col-loquem els nombres, l’un damunt de l’altre, de ma¬
nera que els ordres de les seves xifres es corresponguin
per la dreta. Aleshores sumem els nombres de la dar-
rera columna —és a dir, 5 + 9 = 14— col-loquem el 4
per damunt del nombre que hi ha a la part superior i en
guardem 1 a la má. A continuació sumem el 2 i el 4 i, a
la suma, li afegim el que tenim guardat a la má. S’obté:
2 + 4-fl=7.

D’altres exemples són:326

2

7
2

4

8
5

A fora del rectangle d’alguns d’aquests exemples, hi hem escrit unes xifres. Són les
xifres que corresponen a la prova del nou de la suma.327

325Boncompagni, B. [1857-62], I, 19.
326Boncompagni, B. [1857—62], I, 20.
327Com en el cas del producte, FIBONACCI suma totes les xifres de cada fila i treu, del resultat

obtingut, tots els múltiples de nou possibles. Així, per exemple, el darrer exemple, correspon a:

511110 0 4690

43 2 1 1 123
506789 8 4567

1 85 42

2 5
46 1

6789
58

10718
49 1

7 4

2 5
4 9

1 8542 —► 1 + 8 + 5 + 4 + 2 = 20 —► 2

25 —► 2 + 5 = 7 —► 7

46 1 —► 4 + 6 + 1 = 11 —► 2

6 78 9 —► 6 + 7 + 8 + 9 = 30 —► 3

58 —► 5 + 8 = 13 —► 4

10718 —► 1+0 + 7 + 1+8=17 —► 8

4 9 1 —> 4 + 9 + 1 = 14 —► 5

Ara fem la suma de les xifres que corresponen al sumands: 7 + 2 + 3 + 4 + 8 + 5 = 29 —► 2 + 9 =
11 —. l + l —► 2 i observem que, un cop reduída de nous, coincideix amb la xifra que correspon
a la suma.
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Un cop acabada la suma i abans de passar al capítol següent —el capítol 4— ens
ofereix un exemple forga curiós. Fa referéncia a la suma de monedes i és una suma
heterogénia, en la qual cal sumar Mures, sous i denaris. Es un exemple estrany i fora
de context, atés que no ha introduít, en cap moment, ni les sumes heterogénies ni les
equivaléncies entre lliures, sous i denaris. No obstant aixó, és un tipus d'exemple que
retrobem en les aritmétiques del segle XV i, en particular, en la de Santcliment.

De fet, vol determinar la quantitat total que s’obté quan es disposa de certes
quantitats, expressades en monedes de tipus diversos. El seu exemple concret és:

368 2 1

Lliures Sous Diners
1. libra LII et soldi lili et denari II 52 4 2
2. XII XV V 12 15 5
3. Lili 53
4. LXXX 80
5. XV 15
6. XVIII 18
7. VIII X 9 10
8. XI 11
9. VII 7

10. V VI XI 5 6 11
11. VIII VII V 8 7 5
12. LXXXVII VIIII 87 9
13. VIII VI 8 6
14. XXVII XV VI 27 15 6
15. XIII 13
16. VII 7
17. XXX VIII 30 8

Sumes: libres CCCLXVIII et soldi II et denari I.

Així dones, el resultat que s’obté és:

362 lliures 116 sous i 73 diners.328

328BoNCOMPAGNl, B. (1857-62), I, 22. És ciar que, a l’época de FlBONACCl, les equivaléncies entre
lliures, sous i diners eren ben conegudes per ais comerciante. Noealtres les podem deduir fácilment
del problema que ens proposa. Són: 1 sou=20 diners i 1 lliure=12 sous.

Notem, a més, la barreja del sistema de numeració romá, a l’enunciat i a la solució, i el sistema
indoarébic en l’algorisme de la suma. Potser no esté fora de lloc recordar que, “l’ús deis numeráis
indoarébigs fou prohibit a certes ciutats europees. L’argument que s’aduía és que se’ls considerava
més fácilment adulterables. De fet, en un manuscrit, és fácil de convertir un 0 en un 6 o en un 9.
Només cal afegir una petita ratlla.” [SMITH, D. E.-GlNSBURG, J. [1956], edició castellana de 1968,
40.)
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El capítol 4 • Fa referencia a la resta.329 Volem restar o treure un nombre d’un altre
que és més gran. I, com sempre, els exemples són l’element didáctic básic. El primer
exemple és torga elemental. Consisteix a treure 35 unitats de 89.

Per fer-ho, col-loquem el nombre més gran —el 89— da-
munt del més petit —el 35—, tot respectant l’ordre de \~5~4~les xifres. Aleshores, a la primera columna, traiem 5 uni- ——

tats al9. En queden 4, que col-loquem al damunt. A la
segona columna, traiem 3 unitats al 8. En queden 5 que I——-
col-loquem al damunt.

El segon exemple és més interessant. Es volen treure 39 unitats de 85. Ara, pero,
un cop hem col-locat el nombre 85 damunt del 39, trobem que “no podem treure
9 unitats de 5” .33°

Cal afegir-ne deu al 5. Així en tenim 15. Aleshores traiem 9
unitats de les 15 que tenim. Dona 6. Ho escrivim al damunt de la
ratlla de separació al lloc de les unitats. “En retenim, peró, una a
la má, que sumem al 3. I aleshores en traiem 4 del 8”. N’obtenim
4 que col-loquem per damunt de la ratlla de separació, al lloc de
les desenes.

46

85
39

D’altres exemples són:331

3 1 2 288 482 1 4897 5 3 3 3 7

392 380 939 1 5738 i 8 1728
80 92 457 841 2839 1

Només comentarem el darrer de tots, en qué aplica la prova del nou:

Primerament, de 8 en trec 1; dona 7;
En segon lloc, de 12 en trec 9; dóna 3 i en retine una a la má;
En tercer lloc, de 7 en trec 3 + 1; dóna 4;
En quart lloc, d’ll en trec 8; dóna 3 i en retine una a la má;
Finalment, de 8 en trec 2 + 1; dóna 5.

329Boncompagni, B. [1857-62], I, 22.
330BONCOMPAGNI, B. [1857-62], I, 22. Fixem-nos que, de fet, el que fa FlBONACCl és manllevar

una desena del 8, que óbviament val deu unitats. Aixó fa que disposi de 15 unitats, de les quals pot
treure’n cómodament 9. Aleshores li queden 7 desenes. Ara bé, FlBONACCl, en lloc de pensar que li
queden ja 7 desenes, pensa que el que cal fer és treure una desena més a les 8 iniciáis; és a dir, a les
8 desenes iniciáis els hi ha de treure les 3 desenes del 39 i la desena que ha manllevat.

331Boncompagni, B. [1857-62], I, 23.
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Per tal de constatar la correcció del resultat aplica la prova del nou que, com.

sempre, consisteix a efectuar l’operació de restar amb les xifres que s’obtenen traient
tots els nous possibles. És a dir, cal fer els cálculs següents:

2 + 8 + 3 + 9 + 1 = 23; 2 + 3 = 5 (que correspon al substraend)
8 + 1 + 7 + 2 + 8 = 26; 2 + 6 = 8 (que correspon al minuend)
5 + 3 + 3 + 3 + 7 = 21; 2 + 1 = 3 (que correspon a la diferéncia)

Aleshores cal constatar que 3 = 8-5. La resta és correcta.

El capítol tinqué. Es el darrer de la primera part que ens interessa. Está dedicat a
la divisió.

D’antuvi ofereix una taula de dividir forga curiosa:332

Divisions per dos

1 d’l és 0 i en sobra 1
2

7 de 2 és 12

- de 3 és 1 i en sobra 1
2

^ de 4 és 2
4y

i de 5 és 2 i en sobra 1

7 de 6 és 3

- de 7 és 3 i en sobra 1

- de 8 és 4

- de 19 és 9 i en sobra 1
2

- de 20 és 10
2

1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

?
?
3

1

3
1

3

Divisions per tres

d’l és 0 i en sobra 1

de 2 és 0 i en sobren 2

de 3 és 1

de 4 és 1 i en sobra 1

de 5 és 1 i en sobren 2

de 6 és 2

de 7 és 2 i en sobra 1

de 8 és 2 i en sobren 2

de 25 és 8 i en sobra 1

de 26 és 8 i en sobren 2

Divisions per quatre

- d’l és 0 i en sobra 1
4

- de 2 és 0 i en sobren 2
4

- de 3 és 0 i en sobren 3
4

7 de 4 és 1
4

7 de 5 és 1 i en sobra 1
4

7 de 6 és 1 i en sobren 2
f
7 de 7 és 1 i en sobren 3
|
7 de 8 és 24

- de 39 és 9 i en sobren 3
4

- de 40 és 10.
4

La taula segueix amb les divisions per cinc, sis, set, vuit, nou i deu i després segueix
amb les de l’onze, el dotze i el tretze. Es a dir:

33jBoncompagni, B. [1857-62], I, 25 i 26.
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Divisions per onze

J_
11
1

TI
_1_
11

J_
11

_1_
11

J_
IT

d’ll és 1

de 22 és 2

de 33 és 3

de 44 és 4

de 99 és 9

de 110 és 10

Divisions per dotze Divisions per tretze

-7- de 12 és 1 de 13 és 1
12 13

de 24 és 2 “r de 26 és 2
12 13

— de 36 és 3 de 39 és 3

■— de 48 és 4 de 52 és 4
12 13

de 108 és 9 — de 117 és 9
12 13

-7- de 120 és 10 — de 130 és 10.
12 13

Un cop ha establert la taula de dividir ens ensenya a dividir per casos: primera-
ment per una xifra,333 després per dues,334 i després per tres, quatre, etc.335

La divisió la comenta per l’esquerra i estableix la part fraccionaria a l’esquerra
del quocient.336 Com sempre, utilitza els exemples per mostrar-nos el métode que
segueix.337

Comenga amb el métode de divir per una xifra: si volem dividir 365 per 2, fem el
següent:

Primerament escrivim el 365 damunt del 2. Aleshores

\ de 3 és 1 i en queda 1 que “retenim a la má”. El
quocient el posem a sota de tot, al lloc d’ordre del 3 i
el que tenim a la má el col-loquem damunt del 3. Ara i i
calculem ¿ de 16, que dóna 8. El col-loquem a sota de 3 6 5
tot, al lloc d’ordre del 6. Finalment, ^ de 5 és 2 i en 2
queda un. Repetim el procés descrit abans. 18 2
El quocient el trobem col-locat al seu lloc: a la part _ l.„
inferior i el romanent, al seu lloc, a la part superior. 2
Ara bé, el darrer romanent, dividit per 2, dóna
Aquest valor el col-loquem a l’esquerra del quocient
enter.

333Boncompagni, B. [1857-62], I, 27-28.
334BONCOMPAGNI, B. [1857-62], I, 29-30.
335Boncompagni, B. [1857-62], I, 30-35.
336Notem que el métode, igual que els altres que hem vist fins ara, és gairebé igual al que s’efectua

actualment.
337En tots els casos, dóna el valor exacte del quocient. Per aconseguir-ho introdueix les fraccions.
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Fibonacci ofereix d’altres exemples de divisió per una xifra.338

Después analitza la divisó per un nombre de dues xifres:
1. Volem dividir 12 532 per 11; és a dir, volem dividir un nombre per un nombre de
dues xifres. Aquest exemple és forga més interessant que l’anterior.

En primer lloc, col-loquem l’ll dessota del 12 532. Di¬
vidim 12 per 11. Dóna 1, que col-loquem dessota del 2
del 12, i en queda 1, que col-loquem damunt del 2
del 12. En segon lloc, copiem la part anterior tal qual
i dividim 15 per 11. Dóna 1 i en queden 4. Ara,
per comoditat, caldria passar ratlla a les xifres que ja
s’han usat, atés que en endavant l’l que hi ha damunt
del 2 ja no tindrá cap més paper a la divisió. Peró Fi¬
fionacci no passa mai ratlla gráfica a les xifres. [De
fet, com que a la tercera part copia la segona, podría
deixar de copiar alió que ja no té interés, peró no ho
fa. Sempre copia exactament la part anterior abans
de procedir a efectuar la divisió següent.) Col-loquem
l’l i el 4 al lloc que els corresponen. Ara fem la ter¬
cera divisió que consisteix a dividir 43 per 11. Dóna
3 i en queden 10. Col-loquem el 3 al seu lloc —el
lloc del quocient— i el deu també al seu lloc —el lloc
deis romanents—; ara bé, cal col-locar-lo de la forma
següent: l’l damunt del 4 [al qual caldria passar rat-
llá] i el 0 damunt del 3. Finalment dividim 102 per
11. Dóna 9 i en sobren 3. Aquest últim romanent el
dividim per 11 i obtenim

Primera
1

1 2 53 2
1 1

1

Segona
1 4

1 2 53 2

1 1

1 1

Tercera
1

1 40
1 2 532

1 1

1 1 3

Quarta
1

1 40
1 2 53 2

1 1

1 139

3

11
1 139

2. Vegem dos exemples més de divisió per dues xifres:339 els casos 18456 dividit per

338Per exemple, 1346 dividit per 4, 5439 dividit per 5, 9000 dividit per 7; 10000 dividit per 8, 12037
dividit per 9.

339Boncompagni, B. [1857-62], I, 27-36. Alguna deis exemples són: 123586 dividit per 13; 18456
dividit per 17; 18456 dividit per 19; 13976 dividit per 23; 780005 dividit per 59, 5 917200 per 97.
Després divideix per tres xifres: 30749 per 307; 574 930 per 563; 5950000 per 743, etc. [BONCOM-
PAGNI. B. [1857-62], I, 44-47].
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17 i 780 005 dividit per 59. L'interés d’aquests dos exemples rau en el fet que els
quocients parcials poden ser zero.

Primera
1

1 8 456
17

1 08
Segona

6

1 49
1 8 456

1 7
1 08

Última
1 49

1 8 456
17

1 085

11
1 085

17

També ens ofereix la prova del nou de la divisió.
Cal notar, com déiem, que sempre dóna els quocients exactes. Aixó Pobliga a

introduir les fraccions i, per tant, no ens ha d’estranyar que dediqui els capítols
/

següents al seu estudi. Es, en aquest estudi, quan recorre ais divisors primers, al
cálcul del mínim comú denominador, i a d’altres fets relatius a les fraccions, i on
introdueix les fractiones in gradibus340 Peró, en cap cas, recorre a les expressions
fraccionáries en forma decimal que, com ja hem indicat abans, és una descoberta forga
tardana.

L’extracció de les arrels quadrades i cúbiques es fa esperar. Fibonacci no en fa
cap esment fins al capítol 14, el penúltim de la seva obra que, com ja hem indicat,
forma part de la secció algebraicogeométrica. Vegem, amb exemples concrets, com
ho fa:

340Boncompagni, B. (1857-62], secció I, 24.
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1. Volem calcular l’arrel quadrada del nombre 743.341

D’antuvi calculem l’arrel quadrada per defecte de 7: és 2.
El quadrat de 2 val 4. El restem de 7 i obtenim 3 desenes
com a diferéncia.

El segon pas consisteix a determinar les unitats de l’arrel
quadrada. Per aconseguir-ho, hem de dividir 34 per 4. Aga-
fem el valor 7 i multipliquem 27 x 27 paulatinament, peí
métode de la creu.

De fet, el valor 2x2 = 4 ja l’hem calculat préviament i
ja l’hem restat. Ara determinem el valor de les desenes:
2x7 + 2x7 = 28. Restem i s’obté 34 — 28 = 6. El 6 el
col-loquem damunt del 4.

Ens queden 63 unitats i només ens falta multiplicar 7x7.
La diferéncia final és, dones, 14.
L’arrel quadrada de 743 és, dones, 27 i en queden 14. Així
dones el valor aproximat, per excés, de l’arrel quadrada
s’obté afegint a 27 la fracció 37.

És a dir: ^743 = 3^7 27.

2. Volem calcular l’arrel quadrada de 10.

L’arrel de 10 és 3 i la diferéncia és 1. Ara doblem l’arrel;
s’obté el valor 6. Divideixo 1 per 6 i obtinc finalment g 3.

3
743

2

743
27
27

36
743

27
27

1
364
743

27
27

1
10

3

341Boncompagni, B. [1857-62j, 352-355, 358-365. De fet, un nombre de tres xifres decimals que
és un quadrat, s’expressa en la forma:

N = 100A + 10B + C = (10a+ 6)2 = 100aJ + 2o • 106 + b2.
El quadrat de a és de l’ordre de les desenes. Cal restar A — a2. S’obté

100 {A - a2) + 10 B + C = 2a • 106 + b2.
Ara dividim 10 (A — a2) + B per 2 a de forma que, per tanteig, puguem conéixer el valor de b. Cal
anar en compte, atfes que 2ab < 10 (A — a2) + B, peró encara hem de poder treure el valor de b2 de

10 (10 (A — a2) + B) — 2a6 • 10 + C.
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3. Volem calcular l’arrel quadrada de 8754.

L’arrel quadrada de 87 és 9. La col-loquem en la forma
adjunta, en la qual el 6 s’obté en efectuar la resta 87 — 81.

Ara dividim 65 per 18: s’obté el valor 3. Provem-ne la
bondat:

9x3 + 9x3 = 54.

Els restem deis 65 i obtenim:

Ara cal treure 3x3 = 9 unitats del 114.

L’arrel quadrada és dones: 93 = || 93.

4. L’arrel quadrada de 12345 és, segons Fibonacci, A m \ Púnica informado que
dóna és:

24
2 345

12 345
111
111

També ens ofereix l’arrel quadrada dél número 927 435. Diu que és 963 i el romanent
587. Un altre exemple és:

6
8754

9

6
8754

93
93

1
61

8754
93
93

4075
V72 340 000 = 8503-———.

2 x 8505

Tot seguit, durant vuit págines, ens ofereix la justificació geométrica, que ometem.

Acabarem l’análisi de l’algorísmia de Fibonacci analitzant una arrel cúbica.
L’autor hi dedica un grapat de págines i una justificació geométrica.342 En con-
cret l’arrel cúbica del número 56 789. En aquest cas, Fibonacci procedeix també en
base al cub del binomi:343

342Boncompagni, B. [1857-62], 382-392.
343ftecordem que (10a + 6)3 = 1000a3 + 3-100 a2 6+3 62- 10a+ b3. Juguem amb la determinaeió de

dues xifres: ia xifra a i 6. El cub de la xifra a, que és una desena, dóna una quantitat de l’ordre deis
milers. Ara bé 3 a2b dóna una quantitat de l’ordre de les centenes. 3 o fe2 de l’ordre de les desenes
i b3, de les unitats. Aixó és el que determina el lloc en el qual cal collocar les xifres i també les
operacions que cal fer.
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Escrivim el nombre 56 789 i busquem una xifra, el cub de la
qual s’apropi al máxim al 56. Será una desena i per tant cal
col-locar-la al lloc de les desenes.

Ara l’aixequem al cub. Obtenim 27 a l’ordre deis milers.
Cal dones restar-lo del 56. Obtenim 29.

Ara, per tal de determinar l’altra xifra, ens fa falta conéixer
el valor del triple de l’arrel cúbica al quadrat i posar-lo al
lloc de les centenes. Tot seguit hem de dividir 297 per 27,
pero amb molta cura ja que hi intervé el tanteig. La divisió
dóna 11 peró les operacions ulteriora ens obliguen a prendre
el valor 8. Així obtenim les unitats de l’arrel.

56 789
3

29
56 789

3

29
56789

3
27

Ara hem de multiplicar 27 per 8 [que cor-
respon a 3 a2b\. Ho fem comengant peí
davant i ho anem restant:

2 x 8 = 16 que, tret de 29, dóna 13
7 x 8 = 56 que, tret de 137, dóna 81.

29
56 789

38
27
3

1
29
56789

38
27

El següent pas consisteix a calcular el qua¬
drat de 8. Dóna 64 unitats. Ara les multi¬

pliquen! per 3. Total 192. Ho col-loquem 8
així: 3

1
291
56789

38
27
192
64

8
3

1
291
56 789

38
27
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Ara hem de multiplicar 192 per 3 [ja que
havíem calculat 3 b2 i necessitem 3 b2a\.
Ho fem peí davant i restem. Les xifres
són desenes:

3 x 1 = 16 que restat de 8 dóna 5
3 x 9 = 27 que restat de 51 dóna 24
3x2 = 6 que restat de 8 dóna 2.

El darrer pas consisteix a multiplicar 64
per 8 i restar el resultat del romanent:

6 x 8 = 48 que restem de 242 i dóna
194

4x8 = 32. que restem de 49 i dóna 17.
L’arrel cúbica és, dones, en primera apro-
ximació, 38.

1
2

2 5
5 89
8 3 1

3 1 44

1 4 29127

29 12 56 789
56789 38

38 27
27 192
192 64
64

Així és com Fibonacci clou la presentació deis algorismes aritmétics en el sistema
decimal posicional indi. La resta de la seva obra, ja ho hem dit a bastament, és un
exercici d’aplicació del cálcul de l’época ais camps més diversos i constitueix un text
que s’anticipa en un segle i mig a les aritmétiques del segle XV.

5.2 L'Algorismus vulgaris de SACROBOSCO

Aquest text és succint i directe: va al gra. Com ja hem dit, no conté exemples i
només es preocupa de fer una presentació breu i clara del sistema de numerado indi
i deis algorismes de cálcul associats.

La seva síntesi és la següent. D’antuvi átribueix l’art de la numerado a un text,
també rónec i breu, d’un filósof anomenat Algus i “és per aquesta raó que l’art de
la numeració rep el nom d’Algorismus.”344 Distingeix dues maneres d’entendre un
nombre: materialment i formal, una distinció més aviat fosca.345 Seguint Euclides,
introdueix la unitat com “alió en virtut del qual podem dir que quelcom és u.”346

344Segons E. Grant [Grant, E. [1974], 94], Algus és una degeneració d’AL-HwÁRlZMT. Aquesta
afirmació, no obstant aixó, contrasta amb el qualificatiu de filósof que li átribueix SACROBOSCO, atés
que AL-HwáRIZMT és considerat astrónom, algebrista, geómetra, peró no filósof.

345És una explicitació de la definició que dóna BoECI a VArithmetica [vegeu Grant, E. [1974], 18].
346Vegeu la definició 1 del llibre VI de Els Elemente d’EucLIDES [a VERA, F. [1970], I, 829].
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Aleshores dona tres menes de nombres: els dígits, que són més petits que deu; els
articles, que són múltiples de deu i els mixtos, que están formats d’un dígit i un
article. A continuació estableix la proposició següent: “tots els nombres que hi ha
entre dos articles successius són mixtos”.347 I tot seguit enumera les nou especies de
l’art de remunerado: l’enumeració, l’addicció, la substracció, les operacions de dividir
per la meitat i doblar un nombre, la multiplicació, la progressió i l’extracció d’arrels,
que poden ser de dues menes segons que s’apliqui a nombres quadrats o cúbics.348

“La numerado d’un nombre qualsevol per mitjá de figures adequades és una repre-
sentació artificial”.349 Després introdueix les figures que “representen els nou dígits.”
Són les següents:

9,8,7,6,5,4,3,2,1.

La desena figura, 0, té diversos noms: teca, cercle, xifra o figura del no-res, atés que
no val res.350 Es aquesta figura la que fa que les altres figures adquireixin significats
diversos. Sense ella no fóra possible aconseguir articles purs. Amb les nou figures i la
xifra, repetida —quan faci falta— tantes vegades com calgui, és possible representar
qualsevol nombre i no cal res més.351

Tot seguit fa notar que cada dígit és representable amb una sola de les figures;
cada article es representa mitjangant una xifra col-locada en la primera posició seguida
d’un dígit que “és el que li dóna nom”. Així dones “cada article ve designat per un

dígit —el deu per la unitat, el vint peí dos, etc.”352 Un nombre, si és un dígit, es
troba a la primera diferéncia [en primer lloc]; si és un article, a la segona, etc. De tot
aixó en resulta que

tots els nombres entre el deu i el cent, exclós el cent, es poden representar amb
dues figures.353

En el cas deis nombres mixtos o compostos, el dígit que forma la part s’escriu primer
i, com en el cas deis articles, l’article s’escriu a l’esquerra.354 Els nombres entre el cent

347Curtze, M. [1897], 1; Grant, E. [1974], 95.
348 Aqüestes nou espécies són les que donen nom ais nou capítols de VAlgorismus vulgaris.
349Curtze, M. [1897], 1; Grant, E. [1974], 95.
350E1 mot “xifra” és una transcripció del terme árab sifr, que vol dir “buit”. El mot teca és el més

estrany de tots. Segons PlETRO P. de DÁCIA prové de la forma rodona del ferro.
351Sacrobosco distingeix la figura, la diferéncia, el lloc i el Umit. La figura és el dibuix, “que

podem fér d’un sol tra^” deis dígits (i el zero). La diferéncia és el que fa que una figura valgui deu
vegades la figura de la seva dreta: “és el que fa que una figura difereixi de la que la precedeix, si
la mateixa figura es trobés en el lloc precedent.” El “lloc” és l’espai en qué s’escriu un nombre. El
“límit” és el sistema global que s’obté en representar un nombre.
352Curtze, M. [1897], 2; Grant, E. [1974], 95.
353CURTZE, M. [1897], 2; GRANT, E. [1974], 95.
354E. Grant ens fa notar que aquesta manera d’escriure els nombres segueix la forma d’escriure i
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i el mil, exclós el mil, es representen per mitjá de tres figures, de les quals dues, com
a máxim, poden ser xifres i així successivament. Després aclareix tot aixó precisant
que:

• tota figura, col-locada en primera posició, significa el dígit al qual es refereix,
• la segona posició indica deu vegades el dígit que l’ocupa,
• la tercera posició indica cent vegades el dígit que l’ocupa,
• la quarta posició indica mil vegades el dígit que l’ocupa,
• la quinta posició indica deu mil vegades el dígit que l’ocupa,
• la sisena posició indica cent mil vegades el dígit que l’ocupa,
• la setena posició indica un milió de vegades el dígit que l’ocupa,

i així successivament. Tenim sempre tres múltiples: deu, cent, mil.355 “Tota figura
val deu vegades el que val la figura en el lloc precedent”.356

Podem adonar-nos, a través de la descripció detallada que acabem de fer, que Sa-
CROBOSCO recorre a la descripció lingüística. Aquest fet es manté en tot el seu opus-
cle. No ofereix cap exemple concret que li permeti de clarificar, i alhora d’abreujar,
les descripcions. Tanmateix, aquest fet seria pal-liat, un segle i escaig mes tard, en
el Comentan de Pietro P. de Dácia a YAlgorismus vulgaris de Sacrobosco. En
ell, P. P. de Dácia ofereix l’exemple següent:

987654321 0.
Cal comptar les figures a partir de la dreta i marcar la xifra que hi ha al quart
lloc i després anar-les marcant de tres en. tres cap a l’esquerra. Un cop fet aixó,
llegirem el nombre de la forma següent: nou mil mils de mil, vuit-cents setanta-sis
mils de mil, cinc-cents quaranta-tres mil dos-cents deu.357

Tot seguít, sense més preámbuls, Sacrobosco ens ofereix l’algorisme de sumar. “Es
tracta d’ajuntar en un sol nombre diversos nombres”.358 Aixó, en la nova represen¬
tado numérica, es tradueix en dues files de figures que formen les parts de l ’addició
i que cal escriure-les l’una damunt de l’altra, escrivint a sota la que correspon al més
petit deis nombres que volem sumar i, al damunt, la que correspon al més gran. Aixó
cal fer-ho, a més, de forma que els dígits d’ambdós nombres coincideixin. Després ja
es pot sumar:

llegir deis árabs. Tanmateix alguns matemátics islámica escrivien els numeráis d’esquerra a dreta i
aixó és, segons Grant, una clara reminiscéncia de l’origen indi, atés que el sánscrit s’escrivia i llegia
de dreta a esquerra [Grant, E. [1974], 95-96, nota 10).

355CüRTZE, M. [1897], 2-3; GRANT, E. [1974], 96.
356CURTZE, M. [1897), 2-3; GRANT, E. [1974], 96.
357CüRTZE, M. [1897], 29-30.
358Curtze, M. [1897], 3; Grant, E. [1974], 96.
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La primera figura de la fila inferior és afegida a la primera figura de la fila
superior. D’aquesta addició en resulta un dígit, un article o un nombre mixt.
Si és un dígit, el col-Ioquem al lloc de la figura superior, a la qual passem ratUa
(o borrem préviamentj; si és un article, col-loquem la xifra al lloc de la figura
superior a la qual préviament hem passat ratlla i aleshores afegim l’article a la
figura de l’esquerra; així obtenim la nova figura de la fila superior.
Si no hi hagués cap figura a l’esquerra de la figura superior que estem sumant,
l’article el col-locaríem en un lloc buit.359 Si s’esdevé que la figura següent és
xifra, el dígit de l’article es col-locará al seu lloc, després de passar ratlla a xifra.
Finalment, si la figura següent és un nou i cal afegir-li una unitat, al lloc del nou
hi posarem xifra i afegirem una unitat a la figura següent al nou. Cal notar que,
en l’addició i en els altres algorismes, quan es col-loca una figura damunt d’una
altra [o en el mateix lloc de l’altra, passant ratlla], d’aleshores endavant cal usar
la nova figura com la figura que correspon a aquell.360

Aquesta descripció no va acompanyada pas de cap exemple. De fet, el capítol titulat
“De Additione” es redueix a aquesta regla. L’hem transcrit com a exemple de la
presentació lingüística deis algorismes. Aquest és l’estil que Sacrobosco usará en
la resta d’algorismes. P. P. de DÁcia ofereix un exemple concret i en fa l’análisi, tot
basant-se en l’exemple en qüestió.361 Volem sumar 18 i 158. D’antuvi escrivim les
figures ordenadament de la forma següent:

158
1 8

La més gran al damunt i la més petita al dessota; es fan correspondre els ordres,
comengant per l’ordre primer o deis dígits. Pero —i aixó és ben curios— no efectúa
pas la suma d’aquests dos nombres, sino que els usa per analitzar qué passaria si
els nombres fossin uns altres. Per exemple si damunt del 8 hi hagués un 2; o bé si
volguéssim sumar 397 i 3 o 349 i 7; etc. Per tal de fer-nos adonar de la complexitat
de Palgorisme, ens ofereix un cas análeg que, de fet, tampoe no suma:

359Una traducció anglesade 1’Edat Mitjana, titulada The Art of Nombryng i reeditada per Robert
S. Steele per l’Oxdord University Press, l’any 1922 (vegeu Grant, E. [1974], 95-96, notes 1 i 12],
ofereix un aclariment:

1 0
7
3

360Curtze, M. [1897], 3-4; Grant, E. [1974], 96. Observem la complexitat de la presentació
lingüística. Sacrobosco ha de descriure totes les possibilitats: els casos en els quals no cal “guardar
res a la má”, en termes de FlBONACCI, i els casos en els que sí que cal, casos que distingeix segons
que donin un article o un nombre mixt. També ha de distingir el que s’esdevé quan “se’n porta
un” i la figura a la qual cal afegir-lo és un nou, atés que aleshores s’adultera la figura següent de la
següent. No obstant aixó, no analitza pas directament el cas en qué la suma dona un nombre mixt,
si bé indirectament es troba inclós en la descripció que fa.

361Curtze, M. [1897], 33-34.

110



176
98

L’únic exemple que ens ofereix de forma detallada, analitzant-lo pas a pas, és la
suma de 12345 i 98706. Es interessant observar detalladament la suma de P. P. de
Dácia: consisteix a sumar el de baix amb el de dalt. Un cop l’hem sumat, a baix
queda xifra —ja no tenim 45 sinó que tenim 40 perqué el 5 l’hem afegit a dalt, que
s’ha transformat en 98 711. Aquesta técnica és la que cal anar repetint fins aconseguir
que el nombre de baix siguí 00000:362

98706 98711 98751 99051 101051 111051

12345 12340 12300 ^ 12000 ^ 10000 ^ 00000

Restar dos nombres és el mateix que calcular “l’excés que el més gran té respecte del
més petit”.363 De fet, consisteix a trobar un nombre que afegit al petit doni el gran.
“Ara bé, diu Sacrobosco, pot succeir que hi hagi algunes figures concretes del gran
que siguin més petites que la corresponent del petit”.364 Aixó no és el que importa
per saber quin és el més gran: “el més gran és el que té més figures o, si ambdós
tenen les mateixes, el que té la darrera més gran. Ara bé, si les darreres són iguals és
més gran el que té la penúltima més gran, etc.. .”365

La diferéncia de dos nombres s’obté restant les diferencies de cada nombre —és
a dir, les figures d’un mateix ordre— i la solució [o diferéncia] s’escriu al lloc que
ocupava la figura del nombre més gran, el qual hem col-locat ordenadament des de
la dreta, damunt del més petit. Ara cal descriure el que cal fer segons com siguin
les figures de cada diferéncia: si la de dalt és més gran o igual que la de baix; si la
de dalt és xifra; si la de dalt és més petita que la de baix, etc. P. P. de Dácia ho
aclareix amb exemples concrets, segons els casos.366

362CURTZE, M. [1897], 36-38. Notem que aquest métode de reescriptura en una taula de sorra
podríem dur-lo a terme borrant i substituint. En un text escrit, si volguéssim estalviar espai, podríem
presentar-lo “passant ratlla”:

1 1 5

UW
00000

363CURTZE, M. [1897], 4; GRANT, E. [1974], 96.
364CURTZE, M. [1897], 4; GRANT, E. [1974], 96.
365CURTZE, M. [1897], 4; GRANT, E. [1974], 96-97. Heus ací 1 'ordre lexicográfic que, en el cas de

la representado decimal d’enters positius, coincideix amb l’ordre numéric. P. P. de Dácia fa notar
que lili és més gran que 999 i que 983 és més gran que 973. [CURTZE, M. [1897], 39].

366CURTZE, M. [1897], 40-41.
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Cas 1. Si una diferencia del nombre gran és igual a
la diferéncia corresponent del nombre petit, al
restar-les s’obté xifra.

Cas 2. Totes les diferéncies del nombre gran són més
grans que les corresponents diferéncies del pe¬
tit. Aleshores cal restar de la figura gran la
petita.

Cas 3. Si alguna diferencia del gran és més petita que
la corresponent del petit, aleshores cal manlle-
var una unitat de la figura següent —que de fet
és un article en relació amb la figura anterior
i que, conjuntament amb ella, dóna un article
o un nombre mixt. Ara li restem la figura del
nombre inferior.

Cas 4. Si alguna diferéncia és xifra, porcedim com en
el cas 3.

Tot seguit ofereix dos exemples parcials més:367
413 405 405 397

348 ==^ 348 ==* 1 348 ^ 348

Finalment ens ofereix un exemple complet, detallant cada un deis passos:368
10222 10220 10190 9790 4790

5432 ^ 543$ ^ 54$$ ^ 5$$$ ^ $$$$
Val a dir que, segons Sacrobosco, les operacions de sumar i restar están íntima-

ment relacionades: un nombre és la resta de dos nombres donats, si la suma de la
resta i del petit dóna el gran. “Així dones la substracció és la prova de l’addició, i
recíprocament”.

Les següents operacions que proposa Sacrobosco són: l’obtenció de la meitat
d’un nombre i del seu doble. Són operacions senzilles i no les detallarem.369 Solament

367CURTZE, M. [1897], 41-42.
368Curtze, M. [1897], 43. P. P. de Dacia no passa ratlla. Escriu el resultat, substituint la figura

del minuend —el nombre que hi ha a la part superior. Al final li queda, a la part superior, el valor de
la resta i, a la inferior, el valor del substraend —el més petit d’ambdós nombres—, que no ha alterat
en cap moment de l’operació.

369E1 lector interessat pot consultar CURTZE, M. [1897], 5-7; 44-49 i Grant, E. [1974], 97-98.

688

248

680

248

469

248

461

248

463 455

348 ^ 348
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cal indicar certs fets notables. Sacrobosco indica el fet que hi ha nombres que es

poden dividir per la meitat: són els nombres parells. D’altres, en canvi, no. Són els
nombre imparells. Quan intentem de dividir-los per la meitat, queda una unitat que
cal dividir per la meitat. Aquesta unitat, diu, “equival a seixanta minuts” i “la seva
meitat és de trenta minuts”. Aquest valor —trenta minuts— l’indica amb el símbol
3. No ens ha d’estranyar, dones, que P. P. de Dacia, quan ens ofereix la meitat del
nombre 510321, procedeixi d’acord amb resquema següent, tot comentant cada pas:

510321 => 5103203 => 5103103 .

Quan arriba a aquest punt s’adona que el 3 —que és la figura que ara li cal dividir—
és señar: la meitat de 3 és 1 i en sobra 1 que val deu unitats d’ordre inferior. De fet,
aquest 1 és un article.370 La seva meitat, que és 5, cal afegir-la a l’l. Així dones, el
cálcul segueix en la forma

=^►5101603 =» 5101603 ==> 5051603 =► 2551603.371

En canvi, doblar un nombre és el mateix que “sumar-lo amb si mateix” i per tant,
de fet, no aporta res de nou, malgrat que Sacrobosco hi dedica la regla de cómput
corresponent. Acaba observant que “la prova de doblar un nombre és dividir-lo per
la meitat i recíprocament”.372

Al parágraf següent s’ocupa de la multiplicació. Entén que “multiplicar un nom¬
bre per un altre és obtenir un tercer nombre que conté el primer tantes vegades com
indica el segon” .373 Calen dos nombres: el nombre que volem multiplicar i el nombre
que multiplica. El primer es “designa nominalment” i el segon, “adverbialment”.374
El resultat que s’obté “quan apliquem l’un damunt l’altre” —és a dir, després de
multiplicar-los— és el producte. I aleshores indica la validesa de la propietat commu-
tativa del producte:

Cal observar que un multiplicand pot ser considerat com a multiplicador i un
multiplicador com a multiplicand, i recíprocament, i s’obté el mateix resultat
[summo].375

370Relativament, és ciar, a la figura d’ordre immediat superior.
371Curtze, M. [1897], 46. Notem que Sacrobosco recorre a la notació sexagesimal per expressar

la part no entera de la divisió per la meitat. De fet, anticipa la divisió.
372CURTZE, M. [1897], 7; GRANT, E. [1974], 98.
373Curtze, M. [1897], 8; Grant, E. [1974], 98.
374CURTZE, M. [1897], 8; Grant, E. [1974], 98. Són respectivament el multiplicand i el multiplicador.
378Curtze, M. [1897], 8; Grant, E. [1974], 98.
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Després ofereix sis regles per efectuar la multiplicado:376
Regla 1. Multiplicado de dos dígits. Suposem que els dígits són

o i b i que b > a. La regla és:

Busquem la diferéncia entre el gran, b, i 10.
Obtenim un cert nombre n = 10 - 6. Calculem
l’article del petit,10o, i restem-li el petit tantes
vegades com indica n.

Així dones: 8 x 4 = 4 x 10 - [10 - 8] x 4 = 40 — 8 = 32.
Regla 2. El multiplicand és un article i el multiplicador és un

dígit. En aquest cas cal multiplicar simplement els
dígits i després afegir xifra a la dreta.

Regla 3. Multiplicació d’un nombre mixt per un dígit. Cal apli¬
car la primera regla al dígit i la segona a l’article, i
després sumar els productes obtinguts.

376 A la regla 1, ofereix un exemple concret: la multiplicació de 8 per 4. Algébricament, la podem
simbolitzar: ab — 10a - (10 - 6)a [vegeu CuRTZE, M. [1897], 8 i 49-51; GRANT, E. [1974], 98],
Observem tanmateix que, a diferéncia de Fibonacci, evita haver de recorrer a la taula de multiplicar.
Aquesta regla només és útil, si b —que és més gran que a— és alhora més gran que cinc. Suposem
que volem multiplicar 3 per 2. La regla ens porta a 20 — 7 x 2. Cal saber quan val 7 per 2 que és,
malgrat la seva simplicitat, més complex que 3 per 2. Si ara li apliquem novament la regla, obtindrem
20 — 3 x 2 i retornem al principi.

La regla 2 és elemental, atés que correspon al cas de multiplicar un dígit per un article. Solament
cal efectuar el producte deis dígits i afegir xifra a la dreta del producte. No obstant aixó, distingeix
dos casos: quan el producte deis dos dígits és un dígit i quan és un nombre mixt. No en dóna cap

exemple, peró distingeix casos com ara 40 x 2 i 40 x 3 [CURTZE, M. [1897], 8 iGRANT, E. [1974], 98].
A la regla 3 vol multiplicar, per exemple, 39 per 9. Calcula 9 x 9 i 30 x 9 i després suma ambdós

productes. De fet la regla es basa en la llei distributiva: (10a + b) c = 10a c + be. [Vegeu CURTZE,
M. [1897], 8; GRANT, E. [1974], 98.]

La regla 4, la multiplicació de dos articles, és també elemental, atés que funciona com la regla 2,
peró ara cal afegir dos zeros a la dreta. Com abans, n’explicita dos casos: 40 x 10, 40 x 50 [CuRTZE,
M. [1897], 8-9; GRANT, E. [1974], 98],

La regla 5 no necessita més comentaris, atés que tracta el cas de la multiplicació d’un nombre mixt
per un article.

La regla 6 és, de fet, la regla definitiva i recull i inclou les anteriors, en les qual es basa. És la regla
que serveix per multiplicar a = 10a + b per 0 = 10c + d. Formalment és l’aplicació reiterada de la
llei distributiva. S’obté:

a0 = (10 a + b)0 = 10 a/3 + b0 = 10a(10c + d) + é(10c + d) = 100 ac + 10 (ad + 6 c) + b d.

[Vegeu Curtze, M. [1897], 9; Grant, E. [1974], 98.] És la regla polinómica de Fibonacci.
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Regla 4.

Regla 5.

Regla 6.

Multiplicado de dos articles. Multipliquem els dígits
corresponents i afegim xifra a la dreta, dues vegades
seguides.
Multiplicació d’un article per un nombre mixt. S’a-
plica, de bell nou, la propietat distributiva i les regles
ja descrites.
Multiplicació de dos nombres compostos. S’aplica la
propietat distributiva dues vegades.

Un cop fixades les sis regles anteriors s’entreté a explicar verbalment com cal fer una

multiplicació entre dos nombres. La millor manera d’entendre-ho és acompanyant la
descripció amb l’exemple de P. P. de Dacia.377 Volem multiplicar 45060 per 2 030.

D’antuvi posem les figures de la forma següent: escrivim el
multiplicand al damunt i el multiplicador al dessota. La pri¬
mera figura de la figura inferior es correspon amb la darrera
de la figura superior.

45060
2030

La multiplicació comenta per l’esquerra i, com és habitual en ell, Sacrobosco dis-
tingeix tres casos: quan el multiplicador és un dígit, quan és un article o quan és un
nombre mixt.

Si és un dígit, multipliquem ca¬
da figura del multiplicand peí dígit ■
i el resultat de cada multiplicació 45060
l’escrivim a sobre de la figura cor- 2
responent, fent les sumes pertinents.
Després de cada multiplicació par¬
cial, el multiplicador es desplaga un
lloc cap a la dreta. Cal fer-ho, a poc
a poc, figura a figura, tot corrent el
multiplicador un lloc cap a la dreta
després de cada multiplicació.

85060

2

90060

2

90120

2

90060

2

90120

2

Si és un article, solament cal que afegim 45060 9012000
tantes xifres com té l’article al resultat ob- 200 200

tingut després de multiplicar el multipli¬
cand peí dígit de l’article.

377Curtze, M. [1897], 9 i 54-58.

115



Si és un nombre compost [com és el cas de l’exemple
original], multipliquem la figura més alta del multipli-
cand, comengant per l’esquerra, per cada una de les
figures del multiplicador, col-locant el primer resultat
damunt de la figura que multiplica, el segon a la seva
dreta i així successivament, realitzant pero totes les
sumes que calguin.

Un cop completada l’operació amb la primera figura
del multiplicador, el desplacem un lloc cap a la dreta.

Aleshores tornem a comengar, peró eirá ho fem amb
la segona figura més alta del multiplicand [que, a
l’exemple, és el 5].

Observem que, si al fer la primera multiplicació,
s’obté un article, el resultat cal coMocar-lo de mar
ñera que el dígit estigui damunt la primera xifra del
multiplicador [vegeu la segona multiplicació]

45060
2030

8 45060
2030

80 45060
2030

81245060
2030

U
81205060
2030

Segons que diu, per tal de poder continuar la multiplicació, el primer que cal fer
és corre el multiplicador un lloc cap a la dreta:

81205060 91205060 91205060 91355060 91350060

2030 ^ 2030 ^ 2030 ^ 2030 ^ 2030

91350060 91350060 91350060 91471800 91471800

2030 ^ 2030 ^ 2030 ^ 2030 ^ 2030

91471800
^

2030

La regla quedaria més clara, potser, fent servir la técnica de passar ratlla, peró no
és pas aquest el métode que aplica P. P. de DÁcia a l’hora d’exemplificar la regla
de Sacrobosco.378

La divisió és el tema del parágraf següent. Dividir un nombre per un altre és
esbrinar quantes vegades [senceres] el petit cap dins del gran. Disposem, dones, de
378Curtze, M. [1897], 54-58. Una manera més cómoda de fer la multiplicació fóra presentar-la de

forma esglaonada. La part inferior s’esglaona després d’efectuar la multiplicació per cada una de les
figures del multiplicand per totes les del multiplicador; al damunt s’hi van col-locant els resultats de
les muitiplicacions parcials, un cop efectuades Ies sumes, adequadament. Es una forma més compacta
que respon, de fet, a la técnica de passar ratlla que, al seu tom, respon a la técnica d’esborrar en
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tres nombres: el dividend, el divisor i el quocient. Aquest darrer indica quantes
vegades el divisor és dins del dividend.379 Deixem de banda la lectura detallada de
la regla i fixem-nos en els exemples de P. P. de DÁcia.380

P. P. de DÁcia comenga amb el següent enunciat: “Si un rei ofereix 9876 lliures
franceses ais 543 soldats d’una expedició, quantes lliures franceses els tocaran a cada
un?”381 Col-loquem el dividend al damunt i el divisor al dessota, de manera que la
figura mes gran del superior siguí més gran o igual que la del divisor; altrament, el
divisor el col-loquem un lloc a la dreta.382

9876
543

Ara veiem que 987 conté 543 una sola vegada. Per tant, el primer quocient parcial
—que col locarem damunt del 7— és 1. Multipliquem 543 per 1 i el resultat el restem
de 987. S’obté la configuració següent:

1
4446
543

Fet aixó, traslladem el divisor un lloc cap a la dreta:

1
4446

543

taules de sorra.

91471800
9147180
913500
91350
8120

45060

2030
2030

2030
2030

2030

379Curtze, M. [1897], 11; Grant, E. [1974], 91.
380CuRTZE, M. [1897], 58-66.
381Curtze, M. [1897], 58.
382P. P. de DÁcia distingeix aquesta situació considerant els casos: 654 dividit per 99; 654 dividit

per 69 i 6254 dividit per 629. Si volem dividir, per exemple, 1352 per 25, els col-loquem en la forma
; en canvi, si volem dividir 9876 per 543, els col-loquem en la forma 543^ •
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És ciar que el 543 cap 8 vegades dins del 4445. CoMoquem el 8 a la dreta de l’l;
multipliquen! 543 per 8 i el resultat el restem del 4445. Finalment s’obté:383

18 —► quocient
102 —► romanent
543 —► divisor.

Veiem ara un exemple en qué apareix xifra.384 Es tracta de dividir 78 876 per 38.

78876
38

78 dividit per 38 toca a 2. Per tant, podem 2
escriure: 78876

38
Ara multipliquem 38 per 2 i el resultat el 2
restem de 78; dóna: 2876

38
Ara correm el 38 un lloc cap a la dreta:

2
2876
38

383Curtze, M. [1897], 62.

10

W2
18 18 quocient

ww 102 romanent
543 543 divisor

543

[Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 139.] Aquesta técnica l’anomena la técnica de
anterioratio, és a dir, la técnica que consisteix a col-locar, després de cada divisió, el divisor en el lloc
anterior. En l’exemple de D. E. SMITH es dividideix 2852 per 12. Perí>, de fet, ho fa al revés que P.
P. Dacia; és a dir, ho fa per la dreta

12
493
237 237 quocient

2852 8 romanent
12 12 divisor

12
12

Multiplica el 2 del 12 per 2, dóna 4, i el treu del 8 del 28. Dóna 4. Ara multiplica l’l del 12 per 2 i
dóna 2 que treu del 2 del 28. No queda res i no escriu res. Ara té 45 dividit per 12, dóna 3. Aleshores
2x3=6 que traiem de 5, dóna 9 i en guardem un a la má. Aleshores 1 x 3 = 3 i un que se’n porta
dóna 4 que traiem de 4. I prossegueix l’operació pas a pas fins a obtenir el valor del quocient i del
romanent.

384Curtze, M. [1897], 63.
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2876 De fet, cal dividir 2876 per 38. Peró ara re¬
38 sulta que 28 no conté pas el 38. En aquest

cas el quocient parcial és xifra. Així dones,
cal escriure:

20
2876
38

Ara Púnic que cal fer és córrer el divisor
un lloc cap a la dreta: 20

2876
38

2876 Ara cal veure quantes vegades el 38 cap
38 dins del 287. Són 7. Per tant, s’obté: 207

2876
38

Ara multipliquem 38 per 7 i el resultat el
restem de 287. S’obté 287 — 266 = 21: 207

216
38

216 Finalment, correm el divisor un lloc cap a
38 la dreta. Hem de veure quants cops el 38

cap dins del 216. Són 5. Multipliquen!
38 per 5 i el resultat el restem de 216.
Dóna 26. És a dir:

2075
26

quocient
romanent

38 divisor

Fixem-nos que, amb aquest algorisme, s’obté el quocient exacte, si pensem que

és la fracció ff.385
Sacrobosco acaba la divisió fent algunes observacions. “Si el romanent és xifra,

la divisió és exacta; en cas contrari, ha de ser sempre més petit que el divisor”.
Aleshores diu que podem considerar-lo com les parts fraccionáries del divisor. Tampoc
no atina a introduir la part fraccionária en forma decimal. La darrera observació fa
referencia a la correcció de la divisió.

Un cop feta la divisió, si volem constatar-ne la validesa el que hem de fer és el
següent: multipliquen! el quocient peí divisor. Aixó ens ha de donar el dividend,
si el romanent és xifra. En canvi, si el romanent és una certa quantitat, l’afegim
al producte anterior. Si s’obté el dividend, la divisió és correcta.386

Després afegeix que la multiplicació i la divisió són operacions oposades en el següent
sentit: donats tres nombres, l’un és el producte deis altres dos si, i només si, dividint
el producte per un d’ambdós dóna l’altre.

385Recordem que els árabs escrivien les fracciona sense ratlla.
388CURTZE, M. [1897], 12.
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El següent capítol —que ometrem— fa referencia a les progressions. El text
s’acaba amb dos capítols que fan referéncia, respectivament, a l’extracció d’arrels
quadrades i cúbiques. Hi dedicarem un xic d’atenció, basant-nos, pero, en els exemples
de P. P. de Dácia.387

Primerament aclareix qué és el quadrat d’un nombre, qué és l’arrel d’un nombre
quadrat i qué cal entendre per calcular l’arrel quadrada. Estableix la mateixa classi-
ficació que havia donat ja Boeci a V Arithmetica: hi ha nombres lineáis, superficials
[o plans] i sólids. La classificació está Hígada amb la multiplicació.

Els nombres lineáis consten d’un sol nombre de la mateixa manera que una
línia té una sola direcció: longitud. Un nombre és superficial [o pía] si s’obté
multiplicant dos nombres; s’anomena així perqué conté dos nombres que l’amiden
de la mateixa manera que una superficie té dues dimensions: longitud i ampia¬
da...388

Aleshores fa una série de consideracions de les quals solament retindrem que un
“nombre és un quadrat quan s’obté de la multiplicació d’un altre nombre per si
mateix”.389 De fet, mesura la superficie d’un quadrat el costat del qual té com a

longitud el nombre que es multiplica per si mateix. Un nombre, en canvi, “no és
quadrat” quan s’obté multiplicant un nombre per un altre diferent de si mateix.390
L’arrel d’un quadrat és el nombre que cal multiplicar per si mateix per aconseguir el
quadrat.

Tot seguit repeteix aquesta mena de definicions en relació amb els nombres sólids,
peró em sembla que no cal donar-les perqué el lector pot reconstruir-les fácilment.
Després estableix algunes proposicions elementáis.391

I un cop aclarida la part més teórica del tema, Sacrobosco diu qué hem d’enten-
dre per trobar l’arrel quadrada d’un nombre. “Si el nombre és un quadrat, entenem

387Curtze, M. [1897], 14-17, 17-19 i 79-84, 84-92; Grant, E. [1974], 100-101, solament conté
l’extracció d’arrels quadrades i la traducció no és pas completa, si bé és suficient.
388Curtze, M. [1897], 14; Grant, E. [1974], 100.
389Curtze, M. [1897], 14; Grant, E. [1974], 100.
390 Cal notar la imprecisió de la definició, atés que 2 x 8 = 16. No indica que un nombre “és

no-quadrat” quan no es pot aconseguir multiplicant un nombre per ell mateix.
391 Vegeu Curtze, M. [1897], 15; Grant, E. [1974], 100: un mateix nombre és alhora arrel quadrada

i cúbica, peró els seus quadrat i cub són diferents, llevat en el cas de la unitat. Segons BOECI, ens
recorda Sacrobosco, la unitat multiplicada per si mateixa tantes vegades com vulguem sempre
dóna 1. També estableix dues proposicions que trobem a Els Elements d’EucUDES i que estableixen
que “entre dos quadrats successius solament hi ha una mitja proporcional, que s’obté multiplicant
les arrels respectives” [E. VIII, 11] i “entre dos cuba successius solament és possible de col-locar-hi
dues mitges proporcionáis, una més petita i una altra més gran [és a dir, diferents]. La més petita
s’obté multiplicant l’arrel gran peí quadrat de l’arrel petita i la més gran, multiplicant l’arrel petita
peí quadrat de la gran" [E. VIII, 12].
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precisament la seva arrel; peró si no ho és, entenem l’arrel del quadrat mes gran
contingut en el nombre”.392 El primer que cal fer, diu, és veure si té un nombre parell
o señar de figures; si és parell, l’operació contenga considerant la penúltima figura;
si és señar, l’última.393 L’exemple de P. P. de Dácia consisteix a calcular l’arrel
quadrada del número 9548 198.

Cerquem l’arrel quadrada de 9, que val 3. L’aixequem al
quadrat i el resultat el restem del 9. En resulta la configu-
ració:

Ara doblem el dígit obtingut [el 3] i el col-loquem entre la
figura més alta [el 5] i l’arrel quadrada [el 3):

Tot seguit cerquem quin dígit hem de col-locar sota la figura
següent [el 4] per tal que, en col-locar-la també al costat de
la figura doblada obtinguda [el 60] i multiplicar-la peí dígit
que hem trobat, s’obtingui el máxim producte contingut en
la següent parella [el 54). En aquest cas és xifra. Es a dir,
s’obté xifra [0] perqué el 6 no cap dins del cinc. Aixó ens

obliga, d’una banda, a col-locar xifra dessota del 6 i, d’una
altra, a la dreta del 3 deixant un lloc buit enmig.

Ara cerquem un altre dígit que siguí adequat per tal que,
col-locant-lo al costat del nombre doblat i multiplicant el
nou nombre obtingut peí dígit, ens proporcioni el máxim
producte contingut dins del nombre format per dos grups de

*

dues figures cadascun. Es el 9, que col-loquem al costat del
60 i també al costat del 30, peró dessota del 9. El producte
obtingut [609 x 9 = 5481] el col-loquem, momentániament,
al damunt de les quatre figures més altes.

548198

3

548198
6
3

548 198
60
3 0

5481
548198

609
30 9

Ara restem i obtenim: 98
609
30

392Curtze, M. (1897], 16; Grant, E. [1974], 101.
393 De fet, separem les figures de dues en dues i comencem amb el bloc que queda a l’esquerra del

tot.
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Doblem el darrer dígit [el 9], i tot plegat ho col-loquem de
la forma adjunta: 98

6018
30 9

Hem de desplagar el 60 i el 30 un lloc a la dreta per tal que
tot estigui al seu lloc. 98

618
309

Finalment, com que 618 és més gran que 98, hem d’afegir
xifra i hem acabat. 98

6180
3090

L’arrel quadrada [per defecte] de 9 548198 és 3090. Ara bé, el quadrat de 3090 val
9 548 100; per tant, hi ha un romanent de 98 unitats.394 El métode de Sacrobosco
no difereix en res del que actualment s’ensenya a les escoles, llevat de la disposició.

L’arrel cúbica és més llarga i complexa. D’antuvi dividim el nombre en grups de
tres i comencem peí grup més alt que pot teñir una, dues o tres figures. El primer
exemple que ofereix P. P. de Dácia consisteix a calcular l’arrel cúbica del número
751089429.

Hem de buscar un dígit que elevat al cub s’aproximi al més
possible al número 751. Es el número 9. A més, el cub de 9
és 729, que restem de 751. S’obté en primera aproximació:

Ara tripliquem el dígit i el col-loquem dessota del 8.

22 089 429
9

22 089429
27

9

3940bservem que Sacrobosco considera arrels aproximades. Primerament aproxima 9000000 i
obté 3000; aleshores busca les centenes. És a dir, busca una figura [o bé xifra] tal que col-locada
al lloc de les centenes aproximi millor l’arrel. És a dir, busca una figura a tal que 3000 + 100 a al
quadrat aproximi de la millor manera possible 9540000. Aleshores recorre al fet que

9000000 + 2 x 3000 x 100a + (100a)J = 9540000,

o sigui que 300 000 x (2a) ha de ser el m&xim nombre contingut dins de 540 000. En aquest cas, a
només pot ser xifra. Aleshores hem de buscar les desenes; és a dir, (3000 + 10 6)2 = 9 548100 o,
equivalentment, (300 + 6)a = 95481. Aixó dóna 300 x (26) + 6S = 5481, que podem posar en la forma
6(600 + 6) = 5481, que s’obté dividint 5481 per 600; o millor encara 54 per 6.
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24 57
22 089429

27
91

22 089429
2 70
90

22 088 7
22 089429

2 709
90

Restant, s’obté: 729
2 709

90
Ara hem de calcular el cub de 9 i restar-lo. Obtenim roma-

nent 0.

L’arrel cúbica de 751089 429 és exacte i val 909.
P. P. de DÁcia eleva 909 al cub i veu que efectivament s’obté el nombre donat

inicialment. Peró, tanmateix el métode de Sacrobosco li sembla massa difícil i poc
ciar i ens ofereix un métode que va detallant a mesura que l’aplica al cálcul de l’arrel
cúbica del número 1 234 567 890.395

En primer lloc separem el nombre 1234 567 890 en grups de
tres figures cada un, comenqant per la dreta. El grup més
alt solament conté el dígit 1.

L’arrel cúbica d’l és 1. El seu triple és 3. Així dones, restem
el cub d’l del nombre donat i obtenim:

1234567890

234567890
3
1

Notem que qualsevol dígit situat al costat del 9 i multiplicat
per 27 supera el número 2208.

Aixó fa que el següent valor de l’arrel cúbica sigui xifra. És
a dir, tenim:

Ara calculem 909 x 27 = 24 543 que multiplicat per 9 dóna
220887. Així dones, tenim:

395 De fet, cal notar que la llei d’aixecar un nombre escrit en el sistema decimal al cub respon a la
regla « 810a + 6 « 93 = 1000a3 + 3 x 100a26 + 3 x 10a 62 + 63 = 1000m + lOOn + lOp + q. El
valor d’a el determinem de manera que s’ajusti el millor possible al valor 1000 m. Després hem de
conjecturar el valor de 6, observant que 3 x 100a2 6+3 x 10a 62 +63 = 1000 (m —a3) +100 n + lOp+q,
que podem posar en la forma 3a6(100a + 106) + 63 = 3a6(10a + 6) 10 + 63. Hem de buscar 6 de
manera que 3a (10a + 6) estigui incide dins 100 (m — a3) + 10n + p i que sigui el més gran possible.

Observem, no obstant aixó, que la regla que segueix P. P. de DÁCIA és molt menys clara que la
que hem trobat en ÁRYABHATA.
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La següent aproximació solament pot ser xifra atés que qual-
sevol altre valor ens donarla, al multiplicar-lo per 3 un nom¬
bre superior al 23. Cal, dones, posar xifra i passar al grup
següent:

234 567890
30
10

Ara desplacem el 10 dos llocs a l’esquerra coMocant-hi de
moment un zero per tal que es correspongui amb el 3.

234567890
30

100

Seguidament multipliquem 1*1 peí 3, i obtindrem: 3
234567890

30
100

Peró ara cal un dígit tal que, en multiplicar-lo per 3, doni
un resultat que estigui contingut en el 23. L’adequat sembla
el 7. El col-loquem dones al seu lloc i calculem el triple de
l’arrel. Es a dir:

321
234567890

30
107

Ara multipliquem 321 per 7, i el resultat el restem del nom¬
bre 234 567890. S’obté:

9867890
30

107

Cal restar el cub de 7, que val 343: 9 524890
30

107

Ara passem al grup següent, tot col-locant l’arrel i el seu
triple al lloc corresponent.

9524890
321
107

Fem el desplagament tres llocs a l’esquerra i col-loquem un
zero a la dreta del 107.

9524890
321

1070

Multipliquem 107 per 321. El resultat, que val 34347, el
col-loquem al damunt de tot. Aquest número cap 2 vegades
en el 9524.

34347
9524890

321
1070
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La propera aproximació de l’arrel cúbica és el 2. Tenim,
dones:

9524890
321

1072

Multiplicant 1072 per 321, s’obté: 3441 12
9524890

3212
107

El seu doble és 688 224 que, un cop restat del nombre origi¬
nal, dona 2 642 650. Ara hi hem de treure el cub de 2. Com a

arrel cúbica del nombre 1234 567 890, s’obté finalment 1072
i, com a romanent, el 2642 642.

Per tal de constatar-ne la validesa, cal aixecar 1072 al cub. S’obté 1231925 248, que és
el cub més gran contingut dins del 1234 567 890. El romanent dona la diferéncia entre
ambdós. Si al número 1 231925 248 li afegim 2 642 642 obtindrem el nombre inicial.
Finalment ens fa notar que el cub de 1073 —que val 1235 376 017— excedeix el nombre
inicial en 808 127 unitats. Es el cub més petit que és més gran que 1 234 567890.

* * *

Els dos textos que acabem d’analitzar són forga diferents, com ja hem indicat a la
introducció. Si ens limitem, peró, a la presentació estríete deis numeráis indoarábics i
els seus algorismes de cálcul, les diferencies són menors. Potser cal remarcar el fet que
Sacrobosco, seguint la forma expositiva de VArithmetica de Boeci, intenta de ser
més acurat en les definicions. Aixó el porta a definir cada una de les operacions, un
fet que Fibonacci passa més peí damunt. Aquesta presentació li permet d’agrupar
les operacions aparellant-les: addició-diferéncia; multiplicació-divisió; poténcia-arrel.
D’aquest aparellament en dedueix el carácter oposat de les operacions de cada parella.
Aixó li permet d’establir la comprovació d’una operació, efectuant l’operació inversa
corresponent. Introdueix els noms deis components de cada operació. Evita, en canvi,
les taules. En aixó es diferencia de Fibonacci que recorre a les taules elementáis de
sumar, multiplicar i dividir.

Els algorismes de Fibonacci, basats en la técnica de “reteñir a la má” —que avui
en diem “portar-ne”—, són més senzills i idonis per al llenguatge escrit, si no podem
esborrar. Sacrobosco, en canvi, basa la seva técnica en el fet de “passar ratlla”, o
“de copiar novament” els resultáis previs, per tal de tornar a comengar.
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Deixant, peró, de banda aqüestes qüestions, ben poc importants, ambdós ofereixen
de forma clara, precisa i correcta els numeráis indoarábies i els algorismes de sumar,
restar, multiplicar, dividir i treure arrels quadrades i cubiques. Com hem indicat amb
anterioritat, la utilitat d’aquesta nova algorísmia queda completament demostrada
en alguns centenars de págines del Líber abad.

* * *

Els dos matemátics que hem analitzat, Fibonacci i Sacrobosco introdueixen el
zero, peró li donen noms diferents. Fibonacci l’anomena zephirum i Sacrobosco,
dfra.396 La historia del nom del zero i la seva evolució ha estat estudiada ámpliament
i podem trobar-la en molts textos d’história de la matemática.397 No obstant aixó,
ens ha semblat coherent amb la present análisi fer-ne un resum succint, que serveixi
per completar aquesta exposició que vol ser, si més no, una visió panorámica de
l’evolució de les xifres indoarábigues.

Ja hem indicat que els símbols emprats per designar el zero han estat diversos.
Entre d’altres, un punt, un petit cercle, un lloc buit, aquest darrer més freqüent en
els ábacs i taules de sorra. Ara ens preocuparem del nom i de les seves variacions a
1’Europa llatina. Ja hem indicat també que, en sánscrit, els noms eren diversos peró,
entre tots, trobem éxinya, que vol dir “el buit”.398 Els árabs van adoptar el mateix
significat —“el buit”— per designar la xifra desprovista de valor. Ara bé, en árab,
aquesta paraula s’escriu

la transeripció fonética de la qual és as-sifr, o simplement sifr. No és, dones, estrany
que, en els textos d’aritmética indoarábiga llatinitzats, trobem la paraula xifra, o al¬
guna variant, per designar la figura sense valor. Sacrobosco, com ja hem comentat,
utilitzá tres o quatre noms diferents, entre els quals trobem dfra. Alexandre de
Villedieu usa també la mateixa llatinització que, al seu torn, és forga análoga al
terme grec r^Ctppa [tzyphra], utilitzat per Maximus Planudes. En canvi, Leonar¬
do da Pisa prefereix el nom de zephirum.399 Aquest nom es manté entre els autors

3961 també, recordem-ho: theca, circulas o figura nihili.
39TE1 lector interessat pot consultar Cajori, F. [1928], edició anglesade 1993, 48-52; Smith, D. E.

[1923], edició anglesa de 1958, II, 71-72; IFRAH, G. [1981], 509-518; MENNINGER, K. [1957], edició
anglesa de 1992, 400-406.

398A voltes se l’anomenava éünya-bindu
399És el nom que trobem al text de PHILIPPI CALANDRI [~1491], De Arithmetica Opusculum, editat

a Florencia, l’any 1491.
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italians fins al Renaixement. Després és sotmés a diverses variacions entre les quals
cal esmentar zefiro.400

Sánscrit (segle VI)

Árab (segle IX)

Llatí (segle XIII)

Francés (segle XIV)

Alemany (segle XV)

Catalá (Santcument, segle XV)

cifra

sünya (=“buit”)

I
as-sifr

l
zephirum

1
chiffre

l
Ziffer

i
chifra

zefiro-zeuero-zero (italiá)

I
zero (anglés, francés)

i
cero (castellá, segle XVI)

Malgrat que el significat inicial de xifra era el que actualment té la paraula “zero”,
el mot árab $ifr donaria lloc, de fet, ais mots chifra, sifra, cifra, cyfra, cifre, cyfre,
etc. que, després del seu significat original, prendria el significat actual de xifra, el
mateix sentit que Sacrobosco va donar al mot dígit, que incidía també el zero.401

Així com encara avui dia, en catalá, usem l’expressió “un zero a l’esquerra” per
indicar una pesona de la qual no esperem res ni de bo ni de dolent, sense carácter,
al segle XIII, a FRANgA, l’expressió “Cyfre d’angorisme” es feia servir per indicar
un home covard. Aquest significat, adaptat a la llengua francesa, es manté fins el
segle XV.

400D’altres variacions són: zeuero, certero, zefiro, i també sipos, tztphron, zeron, zero. Notem que la
variació tziphron sembla un híbrid entre els dos origináis zephirum i cifra.

Al segle XVI, va passar a FRANgA i fou adoptat dins Fús corrent de la llengua francesa. Com
diu F. WoEPCKE: “És un deis efectes de la gran influéncia que dins FRANgA tingué la civilització
italiana durant el segle XVI” [WOEPCKE, F. [1863]]. En un text francés de l’any 1885 podem llegir:

Et en chiffres ne sont pas dix figures, des quelles les neuf on valeur et la dixieme ne
vaut rien mais elle fait valloir les autres figures et se nomme zero ou chiffre.
Vegeu l’entrada “zero” a 1’Enciclopédia Catalana: “Nom de la xifra 0, numeral cardinal
que designa l’abséncia d’unitats”.

401L'any 1801, a l’obra clau d’aritmética Disquisitiones arithmetic<e, editada a Leipzig, Carl Frie-
DRICH Gauss usará encara el mot cifra per designar el zero. És un deis darrers genis de la matemática
que escriu les seves obres en llatí.
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A Alemanya, el mot actual Ziffer té el mateix significat que el mot xifra en
catalá, peró inicialment significava ze.ro —a través deis mots llatins Ziphra o Ziffra.
Avui el zero, en alemany, és el mot femení die Nuil.

Es, peró, difícil saber amb tota mena de detall perqué s’imposá zero a xifra i
perqué xifra va adquirir el significat que avui té i que recullen els diccionaris. Una
xifra és “cadascun deis signes gráfics utilitzats en els diversos sistemes de numeració
per expressar tots els nombres” .402

Ens trobem, dones, davant una aportació indiscutible de la cultura india, a través
de l’islam, a les llengües que es desenvolupaven en la plural Europa llatina.

* * *

Malgrat la importancia d’aquestes obres aritmétiques llatines del segle XIII escrites
en llatí, la seva influéncia será molt més limitada de la que hauria d’haver estat.
Caldrá esperar fins a les acaballes del segle XV, quan a 1’Europa medieval, que
estava agónica, es va descobrir la impremía de carácters móbils, perqué aquesta nova
técnica de cálcul —Valgorisme— trobi el resó que mereix.

6 Les primeres edicions d’aritmétiques europees

El segle XIII es pot considerar el segle més esplendorós de 1’Edat Mitjana. Peí
que fa al seu desenvolupament cultural i científic hem de posar l’accent en alguns
fets importants. La fundació i, sobretot, la consolidació de les universitats que, com
ens fa notar G. Beaujouan, “está relacionada amb la relaxació del sistema feudal,
l’augment de la poblado i el moviment de les ciutats” 403 N’hi ha prou amb el fet que
els estudiants i els mestres siguin suficients per poder-se agrupar en una associació
organitzada. Amb aquest sol fet, ja neix una “universitat”; peró, quines diferéncies
d’una ciutat a una altra! El carácter laic i democrátic de Bolonya és molt idoni per a
la vocació jurídica deis seus estudis i explica també la contribució preeminent que, uns
anys més tard, tingué en els progressos de l’anatomia i la cirurgia. París, en canvi,
será objecte constant de la sol-licitud pontificia i, per tant, la capital de la teología i
un feu deis dominics. En aquesta época, Montpeller es trobava sota la sobirania
del regne d’ARAGÓ i, per aquesta raó, estava fortament sotmesa i impregnada de la
influéncia cultural judeoarábiga. Aixó pot explicar que cultivés una medecina més
raonada i racional que la que s’estava desenvolupant a Bolonya. Els mestres de la
Universitat d’Oxford, la majoria franciscans, seguirán, en general, fidels al platonisme

402 Vegeu Centrada “xifra” de VEnciclopédia Catalana. També és interessant Centrada “xifra” que
dóna COROMINAS, J. [1991], IX, 541-543.
4°3taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 644.
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agustiniá, que consideraven més compatible i concordant amb el misticisme de la seva
orde que no pas l’aristotelisme.404 L’entrada de l’aristotelisme a la Universitat de
París provocó un enfrontament realment punyent entre la raó i la fe. Els ensenyaments
de l’estagirita pretenen d’identificar ciéncia i raó i aquesta síntesi col-loca el déu
de l’església católica de Roma en un lloc molt més insignificant del que li havien
reservat els pares de l’Església. A més, alguns punts de la ciéncia aristotélica entren en
contradicció clara amb el cristianisme. No ens ha d’estranyar, dones, l’enfrontament
entre la Facultat de les Arts, defensora de les noves idees, i la de Teología, guardiana
de la fe, ni tampoc que aqüestes noves idees fossin condemnandes a París entre els
anys 1210 i 1215. En aquesta discussió hi tingueren un paper realment notable homes
de gran válua, com ara Abelard [1079-1142], Albert, dit el Mague [1206-1280],
Tomas d’AQUiNO [1225-1274], que defensaven que “la veritat no pot contradir-se” i,
per tant, la fe i la raó havien d’estar necessáriament d’acord; i Roger Bacon [1214—
1294], conegut com el doctor mirabilis, més radical, que sostenia que el valor de la
ciéncia té el seu fonament i troba les seves raons en l’experiéncia i en l’experimentació
i, en absolut, en l’acceptació de l’autoritat.405 S’elaboren textos enciclopédics en la
línia de les obres de Cassiodor [480-575], Isidor de Sevilla [560-636], Beda, dit
el Venerable [673-735] i d’altres. Peró les enciclopédies del segle XIII, a diferéncia de
les deis segles VI al VIII, no es limiten només a donar resposta a algunes qüestions
científiques elementáis relacionades amb la interpretació de les Escriptures. Pretenen
d’incorporar, a més, dades que provenen de l’observació directa de la naturalesa i de
les liéis i principis en qué es sustenten les técniques implantades durant els segles XII
i XIII.406

Aquesta situació, no obstant aixó, no es mantindrá pas fins a la fi de 1’Edat Mit-
jana ja que, a mitjan segle XIV, alguns esdeveniments crítics porten a una situació
diferent en gairebé tots els ámbits. Aixó propicia plantejaments nous que, amb el
pas del temps, permetran de consolidar alió que de positiu havia tingut el segle XIII.
La consolidació, peró, no s’iniciará fins a la meitat del segle XV, un segle més tard
d’aquell en qué s’hauria esdevingut, si no s’hagués donat una situació crítica molt
notable que produiria un trencament en la línia ascendent del progrés. Aquesta crisi
la resumirem enumerant-ne alguns deis trets més notables sense entrar, peró, a fer-ne
una exposició específica massa detallada. D’una banda, les famílies burgeses arriben
al poder .i introdueixen un element nou, inicialment desestabilitzador, en el frágil equi-
libri establert entre els cavallers, el clergat i el poblé. L’element desestabilitzador és
donat, entre d’altres aspectes, peí fet que són precisament aqüestes famílies burgeses

404Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 644-645. Vegeu també SMITH, D. E. [1923], edició
de 1958, I, 212, o Burton, D. [1985], edició de 1992, 281-285.

405Vegeu BOYER, C. B. [1968], edició castellana de 1986, 334.
406Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 643-670
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de nou encuny les que detenen el poder económic i, per tant, poden influir de forma
important en les decisions polítiques, en les guerres i el seu finangament i, fins i tot,
en les decisions de l’Església Católica. I ho fan sempre que tenen el pressentiment que
algún esdeveniment, fet, directriu, norma o llei pot afectar directament o indirecta
l’estabilitat económica i l’arrelament social assolits. Són, també, els únics nuclis que
poden suportar el pes económic de les despeses d’infraestructura i modernització deis
burgs amb tot el que aixó suposa en el desenvolupament de l’arquitectura, les arts,
l’enginyeria, la indústria, l’artesania, l’educació, etc.407 Un altre factor que incidí en

aquesta situació de desequilibri, posant en perdí el que s’havia assolit des del segle X
al XIII, fou la consolidació de les monarquies com a poders polítics absoluts en les
naixents nacions europees. Aixó forgá un nou estatus en el qual els cavallers es tro-
baven entre el poder del monarca, cada cop més sólid peró que s’estintolava en la
seva fidelitat i lleialtat, i el compromís que els lligava amb els seus propis vassalls
que, amb el seu treball, les lleves, els servents, les doncelles, els artesans i els artistes
els proporcionaven tot alió que els calía per poder-se mantenir en la categoría deis
cavallers. Els subministraven queviures, homes per ais seus exércits, servents que
cuidaven i mantenien els castells, palaus o vivendes, així com les propietats agrícoles,
forestáis i de caga. Els artesans els fabricaven i mantenien els ginys de la guerra. Les
doncelles, quan així ho exigien, els satisfeien les necessitats que tenien en els temps
de pau. Els artistes els distreien en els moments d’oci i de recés. A voltes, peró, es
veien obligats a -ofegar els seus súbdits, trencant alió que justificava la seva rao de
ser, per poder satisfer les ambicions desmesurades deis seus “senyors per la gracia de
déu” —els monarques—; a voltes, s’havien d’enfrontar amb el monarca, trencant el
jurament de fidelitat, per tal de protegir llurs feus i els drets deis seus súbdits. En
un altre indret ja hem indicat com, a Anglaterra, els cavallers, auténtics “senyors
feudals”, van obligar el rei Joan I, dit el Sense Terra, a acceptar la “carta magna”.

Ultra aquests fets d’ordre polític, en l’ordre cultural i de les idees, ens trobem
amb un creixent esperit laic que, malgrat que encara está fortament vinculat a la fe
i a l’Església, s’endinsa cada cop més en la literatura, el dret, l’art i, a poc a poc, va
influint en els costums i els comportaments.408 L’autoritat, tota mena d’autoritat,

407 “Entre els anys 1282 i 1292, la república de Floréncia, govemada per la classe deis comerciants,
va aconseguir modificacions de la constitució. Aquest fet tindria repercussions molt importants
entre les quals cal remarcar que, al segle XIV, s’ensenyés, a les escoles, l’aritmética florentina. Si
l’acumulació de riqueses assolida per la classe burgesa s’hagués mantingut durant el segle XIV,
s’haurien pogut nodrir amb més vigor, de forma natural, les arts i les ciéncies. Peró aixó solament
fou una esperanza fallida. Caldria esperar fins al Renaixement per aconseguir-ho. No tingué lloc
abans perqué dos factors, fonamentalment, van fer miques la consolidació esperada” [Smith, D. E.
[1923], edició de 1958, I, 230-231).

408 A ITALIA es descobreixen els textos literaris cl&ssics i aixó porta els escriptors i poetes a imitar¬
los. Així Dante Aligheri [1265-1321], prenent a PuBLI Virgili Maró [70 aC-19 aC] com a mestre,
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inclosa la del papa, va perdent prestigi i cada cop inspira menys respecte. Els erudits
aconsegueixen de trencar definitivament amb 1’esperit deis pares de PEsglésia —un fet
que s’havia iniciat ja de forma incipient, com hem indicat, al segle XIII—, els quals
sostenien que tots els coneixements de l’home [la ciéncia, el dret, l’art, la filosofía, la
medicina, l’astronomia, etc.] havien de concordar totalment amb els ensenyaments
que emanen de la Bíblia i mai no els podien contradir. Pero, a mes, la Bíblia
havia de ser interpretada adequadament i aquest paper estava reservat a Pautoritat
incontestable de PEsglésia. No obstant aixó, els savis deis segles XIV i XV —i els que
vindrien darrera seu— defensaven que els ensenyaments bíblics s’havien de limitar a
l’ordre de la fe i del dogma i, en alguns aspectes, de la moral, peró que, en canvi,
no tenien res a dir en relació amb el coneixement de l’home en general i, molt menys
encara, en les qüestions relatives a la ciéncia.409 A més calia, i fins i tot era lícit,
dubtar de les interpretacions de PEsglésia, sobretot en aquelles qüestions que no
pertanyien estrictament al dogma.

Ens trobem, a més, davant d’una crisis molt important del sector agrícola deguda
fonamentalment a dos fets. D’una banda, al creixement de la poblado durant tot el
segle XIII i la primera quarta part del XIV i, d’una altra, a l’abandó del camp per
part de gent que fins aleshores havia viscut del seu conreu, en busca de les formes
alternatives de vida que els oferien les ciutats. A més, tingué lloc la Guerra deis
Cent Anys [1338-1435, si bé hi ha qui la sitúa entre els anys 1328 i 1491], que
dugué PEuropa del segle XV a una situació gairebé apocalíptica. La destrucció
de les collites, el bestiar i algunes poblacions es convertí en una nova arma que
pretenia de debilitar l’enemic, en privar-lo deis recursos més indispensables i deis
béns més preuats. El resultat que s’aconseguí fou, en definitiva, la debilitació de la
situació d’estabilitat i creixement assolida al segle XIII. En aquest context, l’any 1345
Europa s’hauria d’enfrontar amb la primera fallida bancária, els efectes de la qual
foren importants perqué influiren d’una forma notable en el futur del sistema bancari
i deis seus usos. S’imposaren condicions molt més rígides, que podem considerar
d’auténtica usura. A més, dos anys més tard, fruit del desgavell provocat per una
situació cada cop més depauperada per la guerra i la fam, va aparéixer la Pesta
Negra [1347-1349] que, amb menys de dos anys, va reduir entre un terg i la meitat
la població europea. Aquesta reducció tan notable de població va afectar també
les ordes monástiques i, de retruc, tot el que havien significat en l’equilibri social i
cultural del segle XIII.
escriu la Divina Comédia, una obra clau de l’Edat Mitjana italiana; Petrarca [1304-1374] impulsa el
coneixement deis clássics grecs i llatins, aconseguint una col-lecció notable de manuscrita deis literata
d’ambdues cultures clássiques; BOCCACIO [1313-1375] porta a terme un estudi aprofundit i pie de
zel d'aqüestes obres.
409Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 643-670.
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Aquesta situació de guerra, fam, mort i enfermetat —els quatre genets de 1’Apo-
calipsi recorren Europa d’un extrem a l’altre— fan que la Baixa Edat Mitjana
[1350-1450] sofreixi una regressió económica i demográfica importants. Pero alhora
és el que provoca una creixent veu crítica envers les elits inteMectuals que no han
estat prou hábils per evitar-la. La població es tomba amb torga cap al misticisme
més desordenat i cap a les supersticions més absurdes. Les universitats entren en una
situació de crisi i decadéncia importants que no afavoreix gaire l’estudi de les ma-
temátiques.410 Malgrat tot, el convenciment que l’home pot aconseguir que aquesta
situació no es torni a produir mai més, porta la ciéncia a comprometre’s molt més
estretament amb la vida práctica, abandonant l’excessiu classicisme del segle XIII.
S’imposa la medicina i la eomptabilitat. L’enginy humá i les teories desenvolupades
a les universitats es posen al servei de grans descobriments. Aixó obliga a millorar
les técniques de navegació, fabricant vaixells més idonis per a grans viatges, la car¬
tografía, l’astronomia aplicada i, per tant, la trigonometría, etc.411 Podem, dones,
afirmar que el darrer segle de 1’Edat Mitjana és el segle de la técnica.412 Esmentem,
encara que sigui de passada, algún deis éxits de la técnica deis segles XIV i XV. Al
segle XV, a 1’Alemanya meridional trobem el sistema de biela-manivela que permet
un rendiment sensiblement més óptim en l’ús de la politja. Al segle XIV, a Franqa,
s’introdueix la roba blanca —Unge— que permet de millorar la higiene i fa retrocedir
la lepra. A més, proporciona, a un cost baix, matéria primera per a la industria
del paper. Aquesta industria l’havien portat de la Xina, al segle XIII, els presoners
de Samarcanda i els árabs.413 Així dones, com diu G. Beaujouan, “la invenció
del botó i de la camisa va condicionar la impremta”.414 Entre els anys 1350 i 1450,
apareixen a Lieja els primera “alts forns”. També és en aquest període que es des-
cobreix el procés de “xampanyització” del vi blanc, així com el torn per filar, amb el
corresponent impuls que aixó va suposar per a en la indústria del vi i el téxtil. Amb
l’art de la guerra es consolida l’aplicació creixent de la pólvora: apareixen els canons,
els coets i la granada de má. Tanmateix, la pirotécnica va simplificar enormement el
treball de la minería i aixó va permetre una millora molt important de l’explotació
minera. També es va fer un pas de gegant amb el descobriment deis ácids que havien
de permetre noves técniques en l’orfebreria i en la técnica i l’ús del vidre. No ens ha

410Vegeu SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, I, 231.
411 Ramón Llull [1232/33-1315/16] diu que “els marinero dispoeen de mapes, compassos, brújula i

l’estrella marina” peró amb aixó no en tenen prou. Els cal saber també que “la navegació marina neix
i es deriva de la Geometría i 1’Aritmética”. Afirma, per exemple, que un vaixell que avanga 8 milles
cap el sud-est solament en recorre sis cap a orient”. De fet, estableix que 8 eos 45° = 5.64 ~ 6
[Taton, R., [1966], edició castellana de 1988, III, 685].
412Tat0N, R. [1966], edició castellana de 1988, III, 670-696.
413Hi ha també qui sosté que la va portar Marco Polo [1254-1324], juntament amb la pólvora.
414Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, III, 672.
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d’estranyar, dones, ni l’aparició de les vidrieries de Murano ni l’ús de les vidrieres
com a element ornamental en l’arquitectura gótica. També les lupes i les primeres
lents es consoliden durant aquest període final de 1’Edat Mitjana. Els primers re-

llotges mecánics amb peses hi troben la seva época d’expansió. L’ús del carretó va
facilitar la tasca de la construcció. Van aparéixer, sobretot ais Paísos Baixos, les
rescloses, les dragues i la utilització del cargol d’Arquimedes que permeté d’eixugar
els pdlders. Es també al darrer segle de 1’Edat Mitjana quan les llengües vernacles
traspassen el llindar deis usos col-loquials per incorporar-se ais textos científics que
pretenen una difusió més ámplia, sobretot en nuclis de població laics, que tenen un
coneixement menys acurat, i fins i tot nul, del llatí.415

Moltes d’aquestes técniques foren el resultat d’aplicar els coneixements teórics im-
partits a les universitats, o a les escoles especialitzades. La música, sobretot l’estudi
de l’harmonia, per exemple, estava vinculada a les matemátiques. S’abandoná el cant
pía i es passá a Yorganum, el discanto i la polifonía actual, que s’escriu nota per
nota. L’astronomia i la trigonometria entren a formar part del Corpus de matéries
que s’ensenyen a la Universitat d’Oxford. La primera está íntimament lligada amb
l’astrologia, que té una importáncia notable no només entre la classe popular, sinó
també entre els mandataris polítics i religiosos. Els primers títols que s’imparteixen
són els de umestre en arts i medicina,” i ubatxiller en teología”. La geometría solament
es desenvolupa per la seva relació amb ¡'astronomía, la trigonometria i l’agrimensura,
peró no com una disciplina teórica d’interés per si mateixa. En aquest període els
artistes més teórics descobreixen els principis de la perspectiva, peró caldrá esperar
el Renaixement perqué aquesta s’imposi. Ho fará grácies ais estudis de León Bau¬
tista Alberti [1404-1472J i Leonardo da Vinci [1452-1519]. També és l’época
en qué apareixen les primeres cartes marines i els mapes. Així, l’any 1436, Andrea
Bianco elabora el seu Atlas.

Cal indicar, finalment, que 1’Edat Mitjana s’acaba precisament amb l’aparició
de la impremía de carácters móbils, que tingué la virtut de facilitar una difusió més
ámplia deis textos i alhora originá l’establiment d’una lexicografía i una iconografía
més extenses. Aixó ajudaria a consolidar les llengües vernacles: el léxic, l’ortografia,
la sintáxi, etc., peró també fou decisiu en la divulgació i implantació de les técniques
esmentades més amunt.

Indiquem finalment que, a les darreries de 1’Edat Mitjana, l’islam es troba ja en
una situació de total decadéncia, tant política com cultural. Les derrotes sofertes pels

4l5Recordem, per exemple, la situació d’inferioritat en qué es troba Nicolo Fontana [~1500-1557],
conegut també com NlCOLO TARTAGLIA, de familia humil, autodidacta i desconeixedor del llatí, en
la disputa amb Girolamo Cardano [1501-1576] i el seu deixeble Ludovico Ferrari [1522-1565],
en relació amb la prioritat en la resolució de la cúbica per radicáis. Aquest fet és usat, amb mala
volen?a, per deixar-lo en ridícul en més d’una ocasió.
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musulmans a la península Ibérica a mans deis reconqueridors, els quals l’any 1492
van aconseguir d’expulsar-los-en definitivament, i les derrotes davant les tropes bi-
zantines, els pobles del nord d’Europa i, finalment, els tures, van aconseguir de minar
la seva puixanga, provocant escisions i lluites internes que finalment van anorrear
l’islam, com a element decisiu de la história deis segles XIV i XV. D’altra banda,
les croades, amb tot el que tenien de positiu, feia ja més d’un segle que s’havien
acabat. Europa s’havia quedat aíllada de les influéncies orientáis i el seu futur de-
penia del propi esforg. Havia de trobar, dones, dintre seu l’impuls necessari per fer
un pas endavant tant políticament com socialment i culturalment. Aquest pas enda-
vant és el Renaixement, un període en el qual els pobles d’EuROPA i, en particular,
els d’lTÁLiA, Franca, Alemanya i els Paísos Baixos aconseguiren consolidar les
ciéncies i les arts, la medicina, la navegació, l’art de la guerra, la filosofía, el dret, la
literatura, etc. Aquesta naixenga vindrá alimentada per les obres clássiques llatines,
peró sobretot per les de la Grecia clássica, molt més desconegudes. Són obres que,
l’any 1453, amb remigració provocada per la caiguda de Constantinoble en mans
deis tures, arriben parcialment a Europa. Moltes s’havien perdut definitivament.
Peró, peí que fa a les matemátiques, es donaría un pas molt important precisament a
les acaballes de 1’Edat Mitjana. Aquest pas consistiría en la consolidació el sistema
de numeració indoarábic.

6.1 Les escoles de l’abbaco

La crisi económica del segle XIV va portar a una reestructuració i reorganització
del sistema comercial i bancari. Així; per exemple, Cosme de Médicis [1389-1464]
aconseguia aixecar un imperi comercial i industrial basat en el model nou. Aquest nou
model consistía fonamentalment en el fet de substituir les companyies amb sucursals
per companyies amb filiáis. Aixó significa que un mateix grup capitalista —que, com
abans, és essencialment un grup familiar— controla companyies que, des d’un punt
de vista jurídic, són independents: és el que avui anomenem un holding. El sistema
resultava més flexible en el sentit que un fracás local no comportava necessáriament
la fallida del conjunt.

Peró la complexitat deis negocis obligava a mantenir una correspondéncia i comp-
tabilitat importants. A més els capitals que s’arriscaven s’havien d’assegurar. Aixó
féu que apareguessin les companyies d’assegurances que, amb el pas del temps, forqa-
rien l’estudi estadístic aprofundit de certs fenómens naturals —la vida i la mort, la
tempesta i els naufragis deis vaixells, els riscos de robatoris, les pérdues accidentáis i
les mermes de tota mena en els llargs viatges a qué es veien sotmeses les mercaderies—
i de les possibilitats d’éxit i fracás en qualsevol mena d’empresa —l’establiment d’un
negoci, la realització de viatges transoceánics, l’eventualitat de la victória o de la
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derrota en una guerra, etc.416 De tot aixó se’n segueix que no siguí gens estrany
que, a les darreries de 1’Edat Mitjana, els contractes d’asseguranees sofrissin un
creixement notable, ni tampoc que aparegués un nou sistema per dur a terme els
comptes: la “comptabilitat per partida doble”. En aquesta técnica comptable cada
operació té “dues entrades”; en mía es col-loca alió que es té —és l’haver— i, en
l’altre, alió que es deu —és el deute. Cal que el saldo sigui sempre nul. Una de les
originalitats de l’aritmética de Luca Pacioli [1494] no és pas el coneixement de la
comptabilitat de partida doble, sino el fet d’introduir una técnica més que secular
en el seu manual, adreqat fonamentalment ais comerciants, com una nova eina de
cálcul imprescindible. Feien falta, dins del sistema comercial de l’época, formes de
pagament, i aixó féu que les grans companyies comerciáis italianes i, més tard, les
holandeses, fonamentalment, fossin alhora companyies bancáries dedicades al préstec
i a l’intercanvi. Cal teñir present la diversitat de monedes i de llengües a Europa a
les darreries de 1’Edat Mitjana. Aquest fet féu que entressin en joc les lletres de
canvi amb l’objectiu de fixar. la devolució, en una data, lloc i moneda determináis,
d’un préstec fet en un moment anterior, en un altre indret i amb una moneda diferent.
Així dones, les lletres de canvi esdevenen alhora una forma de canvi de moneda, de
transferéncia bancária i de crédit.417

Aquest nou sistema económic, de préstec i mercat necessitava l’escriptura i també
un coneixement ciar de les técniques de cálcul. Aixó darrer ho proporcionava l’arí
de l’algorísmia o art de l’algorisme. Calia dominar l’art de “les lletres i les xifres”.
Era un ofici que calia aprendre i que, per tant, calia ensenyar. I, malgrat que el pare
de Leonardo da Pisa ja s’havia adonat d’aquesta necessitat a fináis del segle XII

416Recordem que el primer tractat própiament estadístic fou elaborat per Jonh Graunt [1620—
1674], l’any 1662. Fou el tractat Natural and Political Observations Made upon the Bills of Mortality,
un text en el qual, de l’an&lisi de les partides de defunció de la ciutat de LONDRES i la seva rodalia,
Graunt aconseguia establir algunes conclusions sobre l’esperanga de vida.
417Benoit, P. [1989], 228, ens ofereix un exemple de lletra de canvi:

En el nom de Déu, el 18 de desembre de 1399, per aquesta lletra de venciment, pagareu
a Brunancio di Guido i Cia, al seu venciment, CCCCLXXII lliures X sous de Barcelona.
Aqüestes 472 lliures i 10 sous, que valen 900 escuts a 10 sous i 6 céntims per escut m’han
estat pagades per Ricard degl’Alberti i Cia. Pagueu-les de bona gana i de forma correcta
i poseu-les al meu compte. Que Déu us guardi. Ghuiglielmo Barbieri. Salut des de
Bruges.

El venciment d’una lletra era el termini habitual del seu cobrament d’un lloc a un altre. Al segle XV,
entre Bruges i Barcelona, el venciment habitual era de trenta dies. Una lletra de canvi com la que
descriu P. Benoit servia per satisfer operacions de canvi de moneda: la moneda era entregada en
una ciutat amb la moneda própia d’aquella ciutat i, en un altre lloc, hom cobrava un valor equivalent
a l’entregat peró amb la moneda local. També servia per fer transferéncies i era una eina adequada
per establir crédits. Es convertí en un deis instruments essencials del comerg italiá de fináis de 1’Edat
Mitjana.
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i havia fet tot el que calía per tal que el seu fill l’aprengués, podem afirmar que fou
una preocupació afilada que no trobaria el ressó degut fins ais segles XIV i XV, quan
1’Edat Mitjana es trobava ja a les acaballes. Fibonacci, amb el seu Líber abad,
va elaborar un text que pretenia de satisfer aquesta necessitat i alhora omplir un
buit existent a 1’Europa llatina de la seva época. La comprensió del text “exigía
deis mercaders una formació massa elevada”418 Era, no ens cansarem de repetir-ho,
una obra notable i fou precisament la seva própia válua, excessiva per ais estándards
del segle XIII, el que la va perjudicar. El Líber abad no tingué el ressó que li
corresponia i els seus continguts restaren gairebé oblidats del tot, malgrat que, com
indica G. Beaujouan,

l’obra del pisá no seria superada fins ais anys 1556-1660, amb la publicació del
Trattato de Nicolo Tartaglia [~1506-1559].419

Aixó va fer que se n’efectuessin resums en italiá que afavorissin la difusió i comprensió
deis apartats fonamentals que, ais segles XIV i XV, eren estrictament algorísmics. Les
qüestions algébriques superaven amb escreix els interessos immediats deis calculistes
i deis mercaders. Peró, en canvi, nasqué tot un sistema de formació deis futurs
mercaders italians de Pisa, Genova, Venecia i, sobretot, Florencia. Ais set
anys, els nens entraven en una escola en la qual, en dos o tres anys, aprenien a llegir,
a escriure i les parts més rudimentáries de la gramática. Després, un cop assimilat
aquest primer aprenentatge, venia l’estudi de l’ábac, entenent amb aquesta paraula
“l’art de calcular”. Ens trobem, dones, que la paraula ábác va adquirir precisament el
significat que Fibonacci li havia atribuít, irónicament, al Líber abad. L’ábac no és ja
la técnica de cálcul basada en el giny físic conegut com a ábac. Es l’arí de l’algorisme,
basat en l’escriptura i en les xifres indoarábigues. S’ensenyava l’aritmética i, també,
tot alió que “era útil per al comerg”. Aquest ensenyament el duien a terme preceptors
o mestres, peró sempre a grups redui'ts. Paul Benoit ens ofereix una descripció forga
detallada i clara de la situació que repetim aquí in extenso:

Nicolás Chuquet, abans de ser qualificat d’“algorismista” en els llibres fiscals de
Lió, apareix com a “escriptor”, un nom que s’acostumava a donar a Lió a aquells
que ensenyaven ais filis deis patricis i deis grans comerciants. Lúea Pacioli [~
1445-~ 1517], autor d’una Sximma Arithmetica impresa a Venécia l’any 1494, va
comentar la seva carrera com a preceptor deis filis Antonio Rompiani, un mercader
venecia ric.

Peró, a les ciutats italianes, els futurs comerciants passaven gairebé tots per
l’escola. A Floréncia, segons el cronista Giovanni Vilani, l’any 1338, “... els nens
que estaven aprenent l’ábac i l’algorísmia a sis escoles eren de mil a mil dos-
cents” . Unes xifres realment impressionants per a una ciutat amb menys de cent

418Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 675.
419Taton, R. [1966], edició castellana de 1988, 675.
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mil habitants i, probablemente, excepcionals a causa de la importáncia de Floréncia
com a ciutat mercantil i com a centre intel-lectual. Peró, l’any 1345, a Lucca hi
havia escoles publiques de l’ábac; a Milá, l’any 1452, trenta-set homes de negocis
van enviar una petició al duc per tal que financés l’ensenyament de la comptabilitat
deis seus filis; l’any 1486, a Génova, l’Art de la Llana, agrupació de productors i
comerciants de productes téxtils de llanes, va obrir una escola.

Les escoles florentines són les més conegudes a causa, sens dubte, de la im¬
portáncia de la ciutat, peró també perqué l’ensenyament de les matemátiques hi
tenia un lloc especial. Ádhuc els venecians, competidora de Floréncia i sovint
enemics seus, reconeixen la superioritat de la ciutat toscana peí que fa a aquesta
matéria. D’acord amb el que sabem, sembla que les escoles florentines, les botteghe
dell’abbaco, les botigues del cálcul, eren privades. A mitjan segle XIV, Maestre
Paolo dell’Abbaco era propietari de la seva escola. La va llegar a un amic i col lega
seu. L’heréncia comprenia un local i el material útil per a l’ensenyament. Aquest
testament, millor que cap altre font, ens mostra amb prou claredat la vida d’un
matemátic florentí del segle XIV. Redactat l’any 1637, probablement poc temps
abans de la seva mort, ens mostra un home acomodat, propietari de dues cases a
la ciutat i d’una tercera, al camp, amb un capital estimat d’aproximadament uns
1000 florins, en una época en qué un servent guanyava anualment 10 florins; un
paleta, 40; i un notari, aproximadament, 300. Una fortuna gens menyspreable.
Entre els marmessora del seu testament hi figura un mestre de l’ábac i també un
ric mercader de sedes. Els documents posen de manifest que Paolo no era pas cap
excepció entre els seus col legues. Amb menys fortuna que els grans mercaders
que acostumaven a freqüentar, els mestres de l’ábac amb renom posse'ien rendes
superiors a les deis artesans, un fet que els col locava entre els rics de la classe
mitjana.

D’altres, al contrari, tenien un nivell de vida inferior... Un contráete de 1517
mostra les condicions de contractació d’un jove docent per part d’un mestre de
major renom, Francesco Galigai, que necessitava un adjunt: la condició del que
comenta és d’alló més mediocre. El sou mínim que se li garanteix és el d’un peó de
la construcció. A Floréncia hi ha un grup de professore professionals, que viu de
les matemátiques i, més concretament, del cálcul. La seva posició és reconeguda i
estimada a la ciutat. A fináis del segle XV, un florentí, Lúea Landucci, al definir
els homes “més notables i valuosos” de la seva ciutat, cita, al costat de Cosme de
Médicis, set artistes, dos bisbes, peró també dos mestres de cálcul.420

No ens ha, dones, de sorprendre que, durant els segles XIV i XV, les aritmétiques per
a mercaders proliferessin. L’any 1340, Paolo Dagomari dell’ABBACO [~ 1340], en
va escriure una —no fou pas Túnica ni molt menys—, que seria amb diferencia la “més
célebre”.421 Peró, amb Taparició de la impremta, les aritmétiques van ser considera-

420Benoit, P. [1989], edició castellana de 1989, 229-230.
421A SMITH, D. E. [1923], edició de 1958, I, 211-265, hi podem trobar una exposició detallada de les

aritmétiques des del segle XIII fins al segle XV i també d’altres obres matemátiques d’aquell moment
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des prioritáries a l’hora d’editar obres matemát iques.422 Són atractives socialment i
cultural peró, a més, resulten económicament rendibles per ais editors.

Any ClUTAT Autor Títol Nació

1430* Pamiers - - Franqa
1478 Treviso - - Italia

1482 Bamberg Ulrico Wagner - Alemanya

1482 Barcelona Francesc Santcliment Suma de la art de Aritmé¬
tica

Espanya

1484 Venezia PlERO BORGHI Nobel opera de la arithme¬
tica

Italia

1484* Lyon Nicolás Chuquet Triparty en la Science des
Nombres

Franqa

1485* Jehan Certain Le Kadran aux marchands Franqa
1489 Leipzig JOHANNES WlDMAN Algorithmus linealis Alemanya

1490 Florencia Filippo Calandri De Arithmetica Opusculum Italia

1492 Turin Francés Pellos Compendion del abaco Franqa
1494 Venezia Luca Pacioli Suma de arithmetica, geme-

tria, proportioni et propor-
cionalita

Italia

El primer llibre de matemátiques que es va imprimir va ser un tractat d’aritmética
comercial, publicat a Treviso, Itália, l’any 1478. Segons consta al Catalogue of
Books Printed in the Fifteenth Century,423 de la trentena de llibre d’aritmética im¬
presos abans del 1500, 14 foren editats a Itália, 11 a Alemanya, 2 a Franqa, 1 a
Espanya i un altre ais Paí'sos Baixos. La majoria d’aquests llibres eren d’aritmética
mercantil adreqada ais comerciants.424 De fet, les edicions d’aquesta mena d’obres
históric. Vegeu també MENNINGER, K., [1957], edició anglesa de 1992, 332-366 i Karpinski, L. C.
[1965], 65-70.

422La primera obra matemática que s’imprimí fou VArithmetica de TREVISO [1478]. La primera edi¬
ció de Els Elements d’EucLlDES no tingué lloc fins quatre anys més tard. Es publicaría a la impremía
de RaTDOLF de VenÉCIA. No obstant aixó, la publicació d’aritmétiques mercantils constituirá un
degoteix constant durant la segona meitat del segle XV, un fet que posa de manifest la considerado
que se'ls va concedir.

423E1 lector interessat pot consultar també l’obra de D. E. SM1TH, Rara Arithmetica, on es troba una
descripció de les aritmétiques comerciáis del segle XIII al segle XVI de la Plimpton COLLECTION
LlBRARY.

424Com ja hem esmentat, l’edició de llibres s’iniciá amb la publicació de la BÍBLIA GUTENBERG. A
Italia l’edició de llibres s’iniciá l’any 1464 i fou introduida per un espanyol de Valladolid, Juan de
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aritmétiques está vinculada a les “ciutats més riques i económicament més desenvo-
lupades, és a dir, a les ciutats del nord d’lTÁLiA i a les d’ALEMANYA que són les
ciutats en qué treballen els autors més notables d’aquest període”.425 Algunes de les
obres aritmétiques més notables d’aquest període les hem posat de relleu al quadre
anterior.

Les obres marcades amb un * no foren editades. Se n’han conservat els manuscrits.
No obstant aixó, són textos que hem considerat d’interés. Uns, com ara la Triparty
de Nicolás Chuquet, per la seva importáncia i qualitat. Recordem que la darrera
part —és a dir, la tercera part— es titula concretament Comment la Science des
nombres peut servir au fait de merchandise, un fet que palesa la voluntat explícita
de l’autor d’aconseguir que fos útil ais qui estudiaven l’art del comerg.426 L’obra
de 1430 l’hem considerat d’interés peí que fa a la llengua. Aquesta mateixa raó és
la que ens ha portat a incloure-hi el text de Francés Pellos. Notem que moltes
d’aquestes obres están escrites en llengua vulgar i no en llatí, a diferéncia de la
literatura científica precedent i, fins i tot, de gran part de la que es publica a la
segona meitat del segle XV. Aixó posa de manifest que no anaven dirigides al públic
universitari, coneixedor del llatí, ni tampoc ais erudits que comengaven a aparéixer,
sinó a un públic peí qual “conéixer i saber” no es confon amb “conéixer i saber la
cultura heretada de l’antiguitat”. Els textos de 1430 i de F. Pellos están escrits en

llengua d’oc.427 A més, el darrer, malgrat haver estat editat l’any 1492, fou escrit
l’any 1460, és a dir vint-i-dos anys abans de la publicació del text de Santcliment.

Hi ha interrelacions clares entre aqüestes obres. Així per exemple, entre les obres
franceses hi ha lligams evidents que podem constatar perqué alguns deis problemes
i métodes de resolució es repeteixen. Els dos textos escrits en llengua d’oc influiren,
sens dubte, a Santcliment. Els textos italians están influi'ts peí de Treviso i peí de
G. Chiarino, peró el de Luca Pacioli té, al seu tora, influéncies de la Triparty.

Torquemada [1388—1488), el qual era abat del monestir de Subiaco, a prop de Roma. Tanmateix,
el primer llibre editat a ITÁLIA está datat a l’any 1465.

L’aritmética de TVeviso s’editá a la petita ciutat de TREVISO, situada a un dia de camí de VenÉCIA.
Domenico María Fecerici Manzolino va establir-hi tres impremtes i féu nombroses edicions.
Entre aqüestes es troba la famosa aritmética anónima, de la qual es conserven encara vuit exemplars.
425Malet, A.-Paradís, J. [1984], 47.
426La primera aritmética, purament mercantil, fou editada tres anys després de la de Treviso. El

seu autor- fou, segons que sembla, Giorgio Chiarino, del qual no se sap res. L’obra és una simple
compilació de les mesures i deis usos deis canvis de moneda. Está desenvolupada d’acord amb les
necessitats deis comerciants de FlorÉNCIA. És possible que PACIOLI n’adoptés parta notables.

427E1 text manuscrit de 1430 está escrit en occitá i és Túnica aritmética escrita, durant el segle XV,
en llengua d’oc antiga, deixant de banda el text més actual de F. PELLOS. Aquest manuscrit ha estat
estudiat per JaCQUES SesiaNO a SESIANO, J. [1984], Segons ell “hi ha quatre tractats que tenen
alguns trets en comú amb aquesta aritmética”. Tres són els de Pellos, Santcliment i Chuquet.
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Manca un estudi comparatiu aprofundit de les interrelacions de les aritmétiques eu-
ropees d’aquest perfode, una tasca torga interessant peró no pas elemental. Tampoc
no hi ha cap estudi aprofundit que estableixi les dependéncies amb el Líber abad de
Fibonacci que, com ja hem indicat, s’havia avangat un segle i mig. De fet, el Líber
abad está més a prop deis textos de F. Santcliment, N. Chuquet, F. Pellos o
L. Pacioli que no pas deis textos de Sacrobosco i Villedieu. Encara que nosal-
tres, en estudiar-lo, ens hágim limitat a la presentació simplement algorísmica i hágim
deixat de banda les aplicacions aritmétiques i geométriques del Líber abad, aqüestes
són —ja ho hem indicat— moltíssimes i van influir sense cap mena de dubte en les
aritmétiques ulteriors.428

Tots aquests llibres, peró, eren escrits amb finalitat práctica. N. Chuquet volia
aplicar la ciéncia deis nombres al comerg; Jean Certain volia que el seu text fos
“guia, ensenyament i aclariment per ais comerciants en el saber de l’art de comptar...”.
Borghi escriu que pretén d’elaborar una obra adregada “ais joves que volen dedicar-se
al comerg”. F. Santcliment, si bé no fa cap manifestació d’aquesta mena, ho deixa
ben ciar des de bon comengament quan enumera les quinze parts de qué consta l’obra.
De fet, el tronc d’aquestes obres és comú. Tanmateix, peró, entre les unes i les altres
trobem diferéncies essencials. N’hi ha algunes que es limiten a ¡'aritmética en el sentit
més estríete de la paraula. Aqüestes per resoldre els problemes més diversos recorren
solament a la regla de tres i a les regles de falsa posidó i de doble falsa posició.
Aqüestes regles són, de fet, els recursos de l’aritmética quan s’eviten els recursos
algébrics. No cal, dones, introduir ni el llenguatge ni les técniques de l’álgebra,
malgrat que implícitament hi siguin presents de forma encara oculta. D’altres, en
canvi, recorren a 1 'álgebra de les incógnites —una técnica que havien introduít i
consolidat els matemátics árabs— i la seva manera de resoldre els problemes era, en
esséncia, diferent de la deis altres textos. Aixó obligava els seus autors a introduir
una simbologia més idónia a la resolució algébrica.429

428Val a dir que, a les obres de SESIANO, J. [1984], de FLEGG, G.-Hay, C.-Moss, B. [1985] i de
L’Huilier, H. [1979] es poden trobar certs lligams entre aquests textos i el Líber abad.

429En aquest sentit és d’interés l’obra de MALET, A.-ParadÍS, J. [1984]. En aquest text, el títol del
qual és prou suggerent, els autors pretenen de fer una presentació histórica deis orígens de Pálgebra
simbólica a Europa. Aixó els porta a fer una análisi succinta d’alguna d’aquestes aritmétiques i a
veure com s’estableix una clara diferenciació entre aritmétiques com ara la de Santcliment, en qué
no hi ha encara l’ús explícit de 1’álgebra, i la de CHUQUET, en qué l’álgebra juga un paper clau. Aquest
autor introdueix, a més, una simbologia que li permet un ús més ágil de les técniques algébriques. Será
grácies a aquesta recerca de símbols adequats com anirant apareixent els signes algébrics actuáis. Així,
per exemple, els signes -f i — els trobem per primera vegada a Paritmética de J. WlDMAN [~1460{.
No tenen pas el significat d’operadors aritmétics, sinó que són simples abreujaments tipográfics que
indiquen l’excés o delecte de determinades quantitats de mercaderies. El signe de per indicar
les arrels s’introdueix a l’obra Cosa [1525] de CHRISTOF RUDOLFF [~1499—~1545]. Els signes per
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Algunes d’aquestes obres han estat objecte d’un estudi individualitzat.430 Nosal-
tres acabarem aquesta presentació panorámica de 1’aparició i consolidació del sistema
indoarábic fent una ressenya breu, peró clara, de la Suma de l’Art de Arismetica de
Santcliment.

6.2 La Suma de la Art de Arismetica de Francesc Santcliment

De Francesc Santcliment només sabem el que ell mateix diu a la cloenda de la
seva Suma

... fonch acabada la suma present sobre lart de arismetica per mi Francesch Sant
climent en la insigna ciutat de Barcelona aquella ensenyant: iatsia no ab aquell
stilat scriure que entréis doctes es acustumat/ mas be satisfet a la feruor de aquells:
qui de tal art ignorants tenen desig: sien adoctriats tant quant la flaquesa de la
mia intelligensia ma consentit.. .431

Aqüestes paraules posen de manifest que la Suma fou escrita per Francesc de
Santcliment a la ciutat de Barcelona, on ensenyava aritmética. Peró J. Paradís
i A. Malet fan notar que Bohigas i Amadeus afegeixen que “malgrat alguns
intents, no ha estat encara demostrat que Francesc de Santcliment sigui, també,
el traductor del Fiore di virtú”.432 També ens recorden que el text restá en l’oblit
durant els segles XVII i XVIII. Aixó no obstant, l’obra és d’un interés innegable, atés
a les incógnites sofreixen diverses variacions —cada autor adopta un simbolisme propi— fins que
finalment, amb Francjois Viéte i René Descartes (1596-1650), es consolida el simbolisme actal.
El símbol = per designar la igualtatfou introdui't, l’any 1557, per RoBERT RECORDE [1510-1558] de
Cambridge en el primer tractat d'álgebra anglés, The Whetstone of Witte. Usa aquest símbol, diu,
“perqué no hi ha res més igual que dues línies paral-leles iguals”. Aquest camí s’inicia, dones, a la fi
del segle XV i s’acaba l’any 1637 amb l’aparició de La Géométrie de René Descartes

430Ja hem esmentat l’estudi de SESIANO del manuscrit en llengua d’oc de 1430. Peí que fa a
l’aritmética de Treviso podem trobar-ne exposicions més o menys detallades a Boncompagni, B.
(1862-1863) i a Smith, D. E. (1924) i (1926). Hi ha una traducció anglesa parcial a SMITH, D. E.
[1908], edició de 1959, I, 1-12. La Suma de SANTCLIMENT fou analitzada per primera vegada per
L. C. Karpinski a Karpinski, L. C. (1936), peró en ocasió del seu cinc-cents aniversar i aparegueren
dos treballs, en catalá, d’aquest tractat. Foren realitzats per Antoni MALET i Jaume Paradís.
[Vegeu Malet, A.-Paradís, J. [1982] i Paradís, J.-Malet, A. [1982].]

L’aritmética de PlETRO Borghi la trobem sintetitzada a SMITH, D. E. [1926].
En relació a l’obra de Francés Pellos podem veure Pellos, F. [1492], edició de 1967 amb

comentaris filológica de ROBERT Lafont i, matemática, de Guy Tournerie.
Finalment, la Triparty de Nicolás Chuquet la trobem editada i estudiada a Marre, A. [1880],

[1880a] i [1881] i, més recentment, a FLEGG, G.-Hay, C.-Moss, B. [1985].
L’obra ja esmentada de A. MALET i J. PARADÍS sobre els orígens de l’álgebra és d’interés perqué

analitza algunes d’aquestes obres i, el que és més important encara, en destaca les aportacions
algébriques.

431 Santcliment, F. [1482], foli 135 v.
432Paradís, J.-Malet, A. [1982], 494.
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que fou publicada tan sois vuit anys després de l’aparició de la impremta a Espanya.
Aquest fet és confirmat en dues históries de la impremta aparegudes a fináis del
segle XVIII.433 D’aquest fet en tenim constáncia grades al colofó de Santcliment:

Stampada fou lapresent obra en Barcelona per Peres posa preuere en lany Mil
quatrecents vytanta dos.434

També és important perqué deis 258 llibres impresos a l’Espanya catalanoparlant, 151
eren en llatí, 3 en castellá i 104 en catalá, un fet que contrasta amb la relació entre el
llatí i el castellá a l’Espanya hispanoparlant. En aquesta, de les 583 edicions, 240 eren
en llatí davant de les 343 en castellá.435 Peró malgrat aixd, fou la primera aritmética
que s’edita a la península Ibérica, incloent-hi Tactual estat de Portugal i, a més,
fou escrita en catalá i per un personatge de la térra. La següent obra autóctona,
el Tratado Subtilisimo de Arismetica y de Geometría, del frare Juan de Ortega
[~1512], s’editá a Lleó l’any 1512. Havien passat, dones, trenta anys des de l’edició
de la Suma de Santcliment, i fou escrita en castellá. Es “un bon llibre, de nivell
molt superior al de Santcliment, peró tampoc no tingué cap mena d’influéncia ni
dins ni fora de la península”.436 Tanmateix, cal indicar que, l’any 1503, a Valencia,
s’havien editat YAritmética i la Geometría de Thomas Bradwardine [~1290-1349],
un escolástic anglés del segle XIV.437 Aquest fet és important perqué, com fa notar
amb un gran encert L. C. Karpinski, “un deis misteris del progrés de l’aritmética
indoarábiga a Europa és el fet que no es conegui cap tractat d’aritmética hispánica
anterior a la de fináis del segle XV. Des del segle XII al XIV, els árabs dominaven
una part important de la península Ibérica i havien aconseguit establir-se en alguns
indrets aillats d’Europa. Com ja hem indicat, aixó fou un deis elements que va
permetre un contacte efectiu amb la matemática d’aquella época, ben coneguda pels
árabs que contribuiren a difondre-la. A Espanya i Portugal el camí estava ja preparat
per descobrir les Amériques i també per al descobriment, igualment revolucionari,
de Nicolaus Copérnicus [1473-1543]. I no obstant aixó, manquen els document en

433PARADÍS, J.-MaleT, A. [1982], 495.
434 Santcliment, F. [1482], foli 136 r. Cal notar que Santcliment no escriu la data usant les xifres

romanes, com era costum fins aquell moment, sinó que expressa l’any verbalment, i ho fa d’acord
amb la descripció numérica de les xifres indoarábigues de la Suma.
435Paradís, J.-Malet, A. [1982], 495. És difícil saber si aixó fou degut a les noves liéis derivades

de les reformes polítiques deis Reís CatÓLICS, o a la davallada del catalá enfront del castellá produida
per la unificació deis regnes, o a ambdues circumstáncies. Recordem que el títol de Reís Católics
fou concedit l’any 1494 peí papa ALEXANDRE V [1430-1503] a Ferran de CATALUNYA-AragÓ [1452—
1516] i a la seva muller Isabel I de Castella [1451-1504] pels éxits en l’expansió del catolicisme
a la península IBÉRICA, éxits que culminarien amb la reconquesta definitiva deis territoris hispánics
que encara estaven sota la dominació sarraína i amb l’expulsió deis moros i jueus no conversos.

438Paradís, J.-Malet, A. [1982], 495. L’obra, tanmateix, fou reediatada en 1534, 1537 i 1542.
43TVegeu Gillispie, C. C. [1970-80], II (1970), 390-396.
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les llengües vernacles d’Espanya i Portugal”.438 Aquest sol fet confereix a l’obra
de Santcliment una importáncia notable, que esdevé encara més valuosa quan
constatetn que “no és essencialment diferent” deis tractats italians de Treviso, de
Borghi, de Pacioli, ni tampoc del de Calandri, si bé aquest darrer “es diferencia
de tots els altres, i aixó el fa únic, perqué s’estén ámpliament en els problemes, tot
evitant, peró, discutir les subdivisions técriiques de 1’aritmética” 439 El valor de la
Suma de Santcliment és, dones, innegable.440

L’obra de Santcliment és una aritmética concebuda com una eina útil per cal¬
cular i resoldre els nombrosos problemes numérics associats a la vida comercial de
l’época. Aquest esperit utilitari i didáctic és comú a totes les aritmétiques del mo-
ment. S’oblida la presentació teoricodeductiva de les obres clássiques i la necessitat de
basar-ho tot en axiomes.441 Són obres, en la línia ja analitzada, deis textos aritmétics
del segle XIII, peró ara s’acompanyen de problemes que cal resoldre i d’exemples que
facin el text ben entenedor. Les definicions, quan hi són, són semblants a les que hem
trobat a l’obra de Sacrobosco. Són definicions utilitáries i/o descriptives, que en
cap cas pretenen de ser rigoroses. Peí que fa a les aplicacions, en canvi, són obres
en la línia del Líber abad, peró amb la voluntat explícita de ser didáctiques i clares.
Un fet indiscutible que palesa aquesta voluntat didáctica i divulgadora ens la posa
de manifest el propi Santcliment a la cita esmentada anteriorment quan diu que
vol “adoctrinar” a tots els que tenen “desig” i per aixó evita el llatí, la llengua deis
erudits, i tria la llengua popular, el catalá. El problema rau, en tot cas, en la seva

capacitat: “sien adoctriats, diu, tant quant la flaquesa de la mia intelligensia ma
consentit...”.

438Karpinski, L. C. [1936], 412.
439Karpinski, L. C. [1936], 412. Calandri omet la descripció deis algorismes que suposa ja

coneguts i assimilats peí lector i s’endinsa directament en les aplicacions. Aixó no obstant, quan ha
d’efectuar les operacions concretes, a voltes, ho fa detalladament. Per aixó podem reconstruir els seus
algorismes. Notem, tot de passada, que l’algorisme de divisió de Calandri és exactament Tactual.

L’afirmació relativa a les semblances i diferencies d’aquestes aritmétiques requeriría, com ja hem
indicat abans, un estudi comparatiu detallat que posés de manifest, d’una banda, les possibles in-
terrelacions que hi ha entre aqüestes i, d’una altra, la diversitat de la qualitat, la complexitat, la
generalització, el rigor i la metodología que presenten.

440La vétlua de Tobra de Santcliment no és desconeguda al seu propia autor, atés que afirma que
la "... suma fonch re/goneguda per lo reuerent mestre en aquesta e en les altres arts e en sacra
theologia meritissimo laureat / e per lo h / noroble en Jackme serra oblim mestre a la seca de
Perpinya” [SANTCLIMENT, F. [1482], foli 135 v].

44lSabem que JORDANUS NEMORAR1US [~1200—1237] havia elaborat una Arithmetica seguint
Tesquema de Els Elementa d’EucLIDES, és a dir, presentant Taritmética com una ciéncia deducti¬
va, basada en postúlate propis. La resta calía demostrar-la. Aquesta aritmética, escrita en llatí, no
té, peró, res a veure amb les aritmétiques comerciáis de qué estem parlant en aquest treball. [Vegeu
Gillispie, C. C. [1970-80], VII (1973), 171-179.]
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Malgrat aquesta voluntad didáctica, l’obra és forga extensa i densa per ais nivells
de l’época. Per tal de comprendre-la cal un bon domini de la lectura i l’habilitat de
l’escriptura, perqué les operacions que s’han d’efectuar cal escriure-les. L’obra consta
de 136 folis en quart —entre 24 i 28 línies cada foli i unes 38 lletres per línia. Aixó fa
que siguí equivalent, en extensió, a un llibre actual d’unes 100 págines.442 L’extensió
és, en part, fruit de la voluntat didáctica que porta l’autor a detallar tots els passos i
descripcions deis algorismes, a multiplicar els exemples amb escreix, desenvolupant-
ne tots el detalls i a oferir un nombre important de problemes aclaridors. La millor
manera que tenim de copsar aquesta voluntat didáctica i la “intelligensia” de Fautor
en l’aspecte doctrinal és fer-ne una lectura rápida.

* * #

L’autor és directe i en quatre línies deixa ben assentat l’objectiu de l’obra:443

A
Laor e gloria de deu e déla hu
mil verge Maria mare sua co

menga lo llibre appellat Suma
de la art de Arismetica. Lo ql

diuisirem en 1 • parts. goes en nombrar,
aiustar/restar/multiplicar/dimidiar/par
tir/regla de tres ab diuersitat de raons/ C,
panyies/cambís/barates trecats ab to/
tes les -4- species/son de fi ab diuersitat
de billons/de una e dues falses posicions
progressios/e proporcios. Deles quals
parts ho species breument empero a suf
ficiencia aci enlo present tractat parlar e\

Ens presenta l’índex de l’obra que consta de 15 capítols. Per indicar-ne el número
usa ja els símbols indoarábigs que introduireix més tard. D’antuvi dedica 35 folis a
explicar-nos la forma de “denominar” els nombres usant el sistema decimal posici-
onal indoarábic i els algorismes de les quatre operacions elementáis, incloent-hi les
seves proves.444 Després ve la regla de tres, una eina indispensable per resoldre els
problemes numérics que consisteixen a determinar una quantitat desconeguda que
depén d’altres, sempre que hi hagi proporcionalitat. Amb aquesta eina de cálcul pot

442Karpinski, L. C. [1976], 413.
443SANTCLIMENT, F. [1482], foli Ir. El símbol C abreuja “com”; és a dir, —la part 8— es titula

companyies. Hem transcrit el text tal com es troba a la Suma, peró d’ara endavant el donarem sense
les notacions abreujadores.

444 No fa cap esment de l’extracció de les arrels, ni quadrades ni cubiques.
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resoldre ja forga problemes mercantils. Més endavant —al capítol 11— introdueix
els trencats445 i les seves espécies.446 El capítol 13 il-lustra la técnica de la falsa
posició —l’eina de cálcul que permetia resoldre els problemes algébrics lineáis abans
de l’álgebra.447

Abans d’endinsar-nos a l’análisi detallada del text, fem un comentari general,
seguint A. Malet i J. Paradís:

Els diferents algorismes i regles són descrits a base d’exemples concrets, i mai no
se’n dóna la justificació teórica. En canvi, és constant la preocupació per explicar
el significat deis conceptes introduíts. Per exemple, quan Santcliment parla de la
multiplicació de trencats sembla que serveix per contestar .. [si et] demanave:
la mitat de la terga part de la quarta part de la quinta part de una liura que val?”
(f. 62 v).448

Un altre tret que hem de destacar és l’abséncia de la simplificació teórica que

suposa presentar, d’entrada, el cas general, amb la consegüent perdua, és ciar!, de
claredat didáctica. La divisip, per exemple, s’ensenya pas a pas: d’antuvi s’ensenya
a dividir per (un nombre d’) una xifra, després per un de dues, etc.;449 o bé, a l’hora
d’explicar les operacions amb trencats, un cas

com — + p mai no és considerat com un cas particular de ^ i tots dos
s’expliquen, sempre a base d’exemples concrets, per separat. Tampoc no és visible
cap mena de preocupació per les propietats de les operacions.

En aquests llibres es pot constatar, i aixó és un fet de la máxima importáncia,
l’ampliació del concepte de nombre. Els autors ja podien distingir entre nombres
entera {insta, com diu Santcliment) i amb escaig\ per a ells tant nombre és 3 com

3+| com y/2. Només per aixó, la més elemental d’aquestes obres ja hauria de ser
considerada superior a qualsevol de les aritmétiques escolástiques.450

De Nombrar e coneixer les figures/51 Santcliment comenga precisant els mots:
“Nombrar es lo nombre preposat en algunes figures comunes de paraula perceptible-
ment exprimir. Altrament nombrar es lo nombre en len teniment concebut per figures

445 Karpinski ens adverteix del fet que aquest mot és genuí de SANTCLIMENT, mentre que els altres
són d’influéncia italiana.

446Per a F. Santcliment, les espécies són les operacions, tant en el cas deis entere com deis trencats.
447És un métode molt antic, si bé fou introdui't a Europa pels árabs. El trobem ja a la matemática

egipcia del segle XVIII aC. Podem consultar el PAPIR Rhind, per exemple, a Eves, H. [1953], edició
de 1992, 54, o bé, ir» extenso, a CHANCE, A. B.-BULL, L. S.-MANNING, H. P.-ARCHIBALD, R. C.
[1927-29], edició de 1979, 10-13.
448Malet, A.-Paradis, J. [1982], 552.
449Val a dir que aixó era ben corrent, com hem pogut veure en les aritmétiques del segle XIII.
450Malet, A.-ParadÍS, J. [1982], 552.
451 Santcliment, F. [1482], folis lr-3v.
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comunes visiblement representar”.452 És a dir, passar a l’expressió amb paraules els
nombres expressats simbólicament mitjangant figures. I segueix:

E has de saber: que no són més de -10- chifres. Car axí com lo nombre de 10- és
lo primer nombre complit: lo qual conte en si tots los nombres: que passen -10-
car los nombres que passen -10- no son sino moltes vegades dir o repetir 10- ho
qo que es conegut dins en a quell nombre: en axí no son sino -10- figures comunes:
ab les quals moltes vegades retornades tot nombre se pot escriure.453

És un text en el qual explica que, amb les 10 xifres, és possible representar tots els
nombres possibles: els més petits de deu, usant les xifres; el deu, per mitjá de 10, i els
més grans de deu repetint el deu les vegades que calgui i afegint-li una part al deu;
és a dir, un nombre inferior a deu.

Santcliment diu que les nou primeres “se appellen chifres”, o més própiament
encara “chifres significatives” i segueix, com és usual,

e la deena se appella chifra ho figura de ñores / ho altrement alguns la appellen
zero, car no val res / mas fa valer les altres segons lo loch: en que es p(er) que es
necessari: que hom ne hage una: q(ue) no valgue res per les deenes senceres: les
quals nos poden scriure sens aquella, les quals -10- chifres se fan en tal manera.

•1 • 2 • 3 • 4 • • -7- • -O454

Introdueix les deu xifres o guarismes. Són ben iguals a les devanagari i, de retruc,
a les de Leonardo da Pisa, Sacrobosco i Villedieu que les havien heretat, com
ja hem comentat, via les gubar o, en tot cas, via el camí no gaire ciar que havia conduit
al Códex Vigilanus, peró en cap cas via les procedents de Bagdad. Distingeix, com
és habitual, la xifra —és a dir, el 0—, que també s’anomena zero, de les altres nou.

Aquesta és la que, sense valdré res, dóna valor, segons la posició, a les altres i és, diu,
indispensable. Les altres valen, respectivament, des de l’esquerra, com diu tot seguit,
un, dos, tres, quatre, cinc, sis, set, vuit, nou, fins que “entro a la deena que no val
res”. I després afegeix

Item has de saber: que per nombrar no tenim sino -3- nombres generáis: que le
nomenem simple deena centenar.455

Tot seguit ensenya a llegir un nombre escrit usant les xifres. Ho fa, com és natural,
a poc a poc.

452Santcliment, F. [1482], foli 1 r.
453Santcliment, F. [1482], foli 1 r-1 v.
454Santcliment, F. [1482], foli 1 v. D’ara endavant, usarem els símbols 5,6,8 i 9 en lloc deis propis

de Santcliment ^ , (j , "g, . En canvi, respectarem » per representar 1*1.
455Santcliment, F. [1482], foli 1 v.
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Lo nombre simple es lo valor deles figures . e tostemps es enlo primer loe del ternari
deuers la mandreta . car en aquell loch no val sino simplament la significacio de la
figura . E aquest tal se appella nos simple . Deena es tot lo nombre ques pot metre
en 10- partides eguals dins cent / ho que no val res . car es chifra . E tostemps es
en lo segon loe del ternari: axicom dev se mostra

■10 ■ 20 • 30 • 40 • 50 • 60 • 70 • 80 • 90.

Centenar es lo nombre: que es pot metre en -100- parts eguals fins en -9- per
partida / ho ñores : si es chifra : e tostemps es enlo ten; loe del ternari en respecte
déla mandreta / ho enlo primer deuers la man sinestra.456

El text és, com podem veure, un degoteix ciar, peró lent, en el qual queda palés
que els números s’han de considerar en grups de tres, comengant per la má dreta i
aleshores, de dreta a esquerra, tenim unitats, desenes i centenes. Ara bé per poder-lo
llegir cal teñir en compte que les unitats del segon grup de tres són milers [milia];
peró “milmilia vulgarment se exprimxen per aquet vocable milion . car un milion es
milmilia”.457 Aleshores diu que cal dividir el nombre en grups de tres i enumerar-los;
els grups parells són milions i els senars són grups de mil. Si en tenim 4,6,... direm,
respectivament, mil milions, mil milions de milions,... No cal seguir llegint el text.
Es suficient veure com cal llegir “lo eximp’l següent en les chifres:

7 5 /32 i /89 7 /52 3 /48 9 /23 4 /567” ,458
I acaba aquesta part o capítol afirmant:

E axi appar manifestament: que tots los nombres se regeixen per lo nombre de
•10.459

La presentació és clara i precisa. Ara cal dedicar l’atenció a les operacions o com diu
Santcliment a les 4 especies.

Aiustar. D’antuvi cal aclarir el significat del terme.
Aiustar es molts nombres metre en un lo qual solet val tant com tots los aiustats
e no més ne menys.460

458Santcliment, F. [1482], foli 2 r.
457SantclimeNT, F. [1482], foli 3 r.
458SANTCLIMENT, F. [1482], foli 3r.
459SANTCLIMENT, F. [1482], foli 3 v. Curiosament, peró, no llegeix detingudament el nombre de

l’exemple. No obstant aixó, d’acord amb les seves regles s’hauria de llegir:
setanta-cinc milions milions de milions tres-cents vint-i-un mil vuit-cents noranta-set mili¬
ons de milions cinc-cents vint-i-tres mil quatre-cents vuitanta-nou milions dos-cents trenta-
quatre mil cinc-cents seixanta-set.

460Santcliment, F. [1482], foli 3v.
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Tot seguit explica com cal fer-ho i la seva explicació és clara. Introdueix un apartat
que titula “Per metre la regla en pratica”.461 Es aleshores quan precisa, d’antuvi,
com cal escriure els nombres que cal sumar. Després dona les regles que s’han de
seguir per tal d’efectuar la suma. Finalment ho aclareix amb un exemple.

Per metre les regles seguents en pratica es de saber: que totes les figures de un orde
se deuen scriure de tal manera: que totes sien de dret la una desús laltra com totes
les primeres comengant a la mandreta sien deius la primera / e la segona deius la
segona / la terga deius la terga / e axi de les altres comengant al reuers . Qoes a la
mandreta i continuant enuers la ma squerra . La qual manera de scriure seruada
se deu aiustar segons la pratica: que ensenyen les -3- regles seguents . de les quals
es la primera aquesta.

Si per lo aiustar de totes les figures de un orde ne venia nombre simple qualseuol
que sia deles -10- figures : deuen scriure la figura representat a aquell simple de
dret aquell orde desús ho deius / mas communament se posa deius . E deu se fer
primerament una linea entre les figures : que hom aiusta e aquelles que venen de
la aiustacio, e ago segons deius se mostra en pratica.

Si per lo aiustar de totes les figures de un orde ne ve mas que deena : se deu
scriure tot : lo que es mes que deena dret aquell orde / e seruar la figura de la
deena : la qual se deu aiustar en lo pusprop orde : que sen segueix / hos deu
scriure per si a soles : si no sen segueix res en manera : que aquella faga un
orde . Item si venia deena sencera : se deu scriure zero endret aquell orde e aiustar
la deena : segons damunt he dit.

Per aclarado de la regla se veu : que tot lo primer orde
son chifres : que es nombre simple pergo scriu aquell nombre
simple ho cifra (que es zero) en loprimer orde endret ella
mateixa . goes la primera enuers la mandreta.

Item aiusta lo segon orde : que son -2/7/7- que son ¿6- e posáis en lo segon orde.
' Empero per quant hia mes de deena : metras lo que auanga mes de deena (que es

•6 ) en lo segon orde . e tendrás -iO- que val una deena : la qual ajustaras ab les
altres figures del tercer ternari. E diras i que tenia / e -3- e -5- e -5- que son to¬
posa -4- que es mes de -iO- e avances una deena. la qual aiustaras ab lo quart orde.
e axi faras en tots los altres.462

Tot seguit explica la raó de la regla —del fet de portar-ne—, i aclareix qué cal fer si
la suma de les figures dóna més de dues, tres, etc. desenes i diu que aleshores “quan
passam en lo grau mes auant ho propich: tinch -1- ho -2- ho -3- ho -4- e axi de les
altres”.463 Observem l’analogia amb Fibonacci i la técnica de “guardar a la má”.
461Santcliment, F. [1482], foli 4r.
482SANTCLIMENT, F. [1482] , folia 4 v i 5 r.
463SaNTCUMENT, F. [1482], foli 5 r.

57320■
89570-
32570-

148



A continuació, seguint les pautes del Líber abad, ens diu com cal fer-ho per tal
d’“aiustar moltes partides en una per liures sous e diners segons diverses quantitats”.
I ens ofereix un exemple:464

5732081-11- 15-ss- 7-5.
9370894-11- 13 • ss- 9-5-
8573201-11- 19-ss- 11-0-

Suma 23676178-11- 9 • ss- 3-5-

Tot seguit presenta la “proua general en les aiustacions” que és precisament la prova
del nou i després de donar-ne una descripció clara, semblant a la de Fibonacci, hi
afegeix un exemple.465

Després aplica la suma a d’altres quantitats heterogénies. La més notable és potser
la que realitza “aiustant” florins, ducats i alfonsis, on cada florí és igual a 17 sous i
3 diners, cada ducat a 24 sous i 5 diners i cada alfonsí igual a 36 sous i 9 diners.466 I
després de dedicar-hi set folis escrits peí davant i peí darrera, diu:

484Santcument, F. [1482], foli 5 v. Notem que 1 sou és igual a 12 diners, i una lliura és igual a
20 sous.

465 És el que correspon a la suma de les lliures de l’exemple següent:

6 573-11- 15 -ss- 3-6•
3 201 -11- 12 -S8- 9 •6■
3 975 -11- 13 -ss- 11 •6■

3
3 *75* -U- f * SS * it •

“Ajustar -5- e -7- que fan -12- ara leuant -9- resten.los -3- los quals ajustaras ab los altres -3- que serán
-6- e axi lo proua de la primnera partida es -6- Item a la segona partida aisuta -2- e -1- son -3- e la
segona liena es la proua -3- Item ves a la tercera linea que es -7- e -5- que fan -12- leuen -9- resten -3- e
axi la proua de la tercera linea es -3- ara aiusta totes les -3- proues goes -6 - 3- e -3- que fan -12- leuen
•9- resten -3- E axi ves a la suma de totes les figures e aiustales goes t e -7- fa -8- e -5- fan -13- leuen -9-
resten -4- e •*• fan -5- ara leuen -2- per -2- liures : que son exides a les sous e diners que uulgarment
se diuen coses desemblants e resten 3 com appar manifestament la proua sfeer uerdadera.”

És

6 573 • 11 •

3 201 -11-
a dir, correspon a la suma: 3 975 -11-

3
3 *75 i -11-

Suma cinc i set, que fan 12. En treu 9 i

en queden 3, que cal afegir al 3 que faran 6. Áixó li dóna la prova de la primera partida. Aleshores
passa a la segona que dóna 3. La prova de la segona línia és 3. I, a la tercera finia, la prova del nou
dóna també 3, perqué solament cal sumar el 7 i el 5 i treure’n nou. Ara ho fa amb la suma, que
també dóna 3. Ara cal que la suma de les proves, un cop hi hagi tret els nous, sigui semblant a la
prova de la suma. I aixó “appar manifestament”.
466Santcliment, F. [1482], 7 r.
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Ací acaba la primera specie que es de aiustació de la qual he mostrat quina cosa
és aiustació he que hauem de aiustar etc on ho hauem de sumar e com ho hauez
dordenar. Avans resta a veure: quina cosa es substractio. Es la qual specie donare
algunes regles sufficients e profitoses.467

Ens hem entretingut a detallar la suma, ajustant-nos moltíssim al text original, per
tal d’adonar-nos del rigor que té Santcliment en la presentado deis algorismes de
cálcul. Els que vánen a continuado els donarem menys literalment.
De sostraure. També en aquesta ocasió calen dues qüestions: aclarir el significat de
l’operació i establir-ne l’algorisme.

Capítol de sostraure. E es meste primer saber: que vol dir sostraure : e quina es la
manera : com se deu sostraure : e qual es la suma : de qual deu fer la sustractio, e
qual es la suma : que deu fer sostractio.

Que val dir sostraure.
Sostraure es leuar de vn altre : que sia maior. E ago per saber quant es maior.468

I segueix:
Per la qual cosa es de saber : que en lo sostraure no y ha sino dos nombres
principáis. goes lo nombre quis deu sostraure e lo nombre : de ques sostrau. Los
qüals se deuen scriure figura per figura: com es stat dit en lo aiustar. es del maior
del quals se fa la sustractio : lo sobrepus que te : se deu scriure deius en la terga
linea. La qual sescriu deius figura per figura : com fa lo aiustar.469

Tot seguit recalca que la substracció s’ha de fer traient el petit del gran que és la
suma d’ambdós. I aleshores ens ensinistra en l’art de restar —de substraure, en la
seva terminología. I diu

.. .ten donare dues regles ab les quals conexeras clarament : com es maior.. .47°
i després ho vincula al comerg, quan diu:471

E sta lo nombre maior per emprestech. e lo menor per paga
Presta • 5732 •

Paga • 5729-

A més, estableix les dues possibilitats que poden presentar-se en una resta, si tenim
en compte que el nombre de dalt ha de ser necessáriament més gran que el nombre
de baix.472 O bé el més gran té més ordres que el més petit, com succeeix amb

487SANTCLIMENT, F. [1482], foli 10 r.
468Santcliment, F. [1482], foli 10r-10t>.
469Santcliment, F. [1482], foli 10 v.
470Santcument, F. [1482], foli 10 v.
471Santcliment, F. [1482], foli 11 r.
472És l’ordenació deis nombres naturals escrits en base deu que, de fet, coincideix amb Vordre

lexicográfic.
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7324
987

4 ordres
3 ordres,

o bé ambdós tenen el mateix nombre d’ordre i aleshores necessáriament hi ha un

ordre de dalt, la xifra del qual és més gran que la corresponent del mateix ordre en el
nombre de baix, “comengant per la má esquerra”. Aquest és el cas de l’exemple del
préstec i la paga, en el qual tots són iguals fins arribar al tercer ordre, a partir de la
má esquerra, on a dalt hi ha un 3 i a baix un 2.

Un cop col-locats els nombres correctament: el més gran al damunt, el més petit
al dessota, ordre amb ordre, comengant per la dreta, qué pot passar? Calen 4 regles,
que corresponen a les diferents possibilitats davant les quals ens podem trobar:

1. Si llevem d’una figura una altra d’igual posarem 0 sota el lloc de la figura;

2. Si llevem una figura d’una altra que és més gran, s’ha d’escriure alió que de
major té, “de dret a aquella figura”;

3. Si la xifra de dalt —per exemple el 5— és menor que la de baix que, en l’exemple
és el 7, dirás que no es pot fer. Aleshores, cal anar fins a la “deena complida
dient axi : quib leua de -5- nos pot fer : empero de -7- fins en -10- ne ha
anar -3- los quals se deuen aiustar ab los -5- e serán -8- los quals -8- se deuen
metre en son dret orde ... e ab la deena que tenim: deuem aiustar al altre ordre
aiustant la • com ara posant; que seguent lorde fos -3- e -i- ferien -4- los quals
deus leuar de la figura que li es de damunt.” 473
La desena que hem agafat l’hem d’aiustar a l’altre ordre; si és 3 aleshores 3 n
farien 4, los quals deus levar de la figura que té al damunt.

95
37
58

4. Si es donés el cas que, a la figura de la dreta, o en qualsevol altre indret, hi
trobessis un 0, anirás a la desena corresponent i aleshores posarás els que et
quedin: és la resta; i la desena manllevada l’afegirás a la figura que hi ha a sota
a l’esquerra. Així

7520
6497
1023

Heus ací una exposició claríssima de l’algorisme de restar, idéntic a Tactual, expressa-
da de forma clara i didáctica i acompanyada d’exemples clarificadors. Santcliment,

473Santcliment, F. [1482], foli 11 v.
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a més, intenta de justificar el perqué de les seves regles: n’agafem 10 perqué és un
nombre perfecte, del qual és fácil restar qualsevol xifra. Aixó, afirma, “ho comprenem
bé”. En. segon lloc, qualsevol nombre del davant val 10 deis que segueixen i, quan

n’agafem deu, el que fem és augmentar en una desena les desenes que tenim al davant.
Aquesta desena cal, dones, treure-la.

Tot seguít ho aplica a quantitats monetáries —“per fer-ho calen dues sumes [quan-
titats], el préstec i la paga” i tot seguit estableix la prova de la sostracció, seguint
Sacrobosco. Vegem-ne l’exemple concret següent:474

Presta- 572-11- 12-ss- 4-ó-
Paga- 497 -11- 14-ss- 8d
Resta 074-11- 17-ss- 8-6-
Proua• 572 • 11 • 12 -ss- 4~¿7

Suma de la que cal fer la sostracció.
Suma que fa l’acció de sostreure.
Resta: quantitat amb qué la major és major.
Prova: cal aiustar la paga i la resta.

No es limita pas a aquest únic exemple, sinó que en dóna d’altres en qué en¬
tren en joc quarts, onzes, lliures, roues, quintare, carregaras, i posa de manifest que
l’algorisme és una eina útil en problemes comerciáis. Aquest és, no ho oblidem,
l’objectiu clau de l’obra.
De multiplicar. Al foli 18 r, Santcliment dóna pas a la multiplicació que, en Sant-
climent es basa en el coneixement de la taula de multiplicar.

Per haver conexenga e la pratica de multiplicar deuem notar que vol dir multiplicar.
No es nenguna altra cosa multiplicar : sino un odre de figures posades damunt
altres / e les unes per les altres esser multiplicades per son propesser. E has de
saber : que en multiplicar són necessáries -2- sumes . goes a saber aquella ques
deu multiplicar e la multiplicant . E ago senten de les coses semblants en nombre
sencer totalment.475

I tot seguit ens diu que calen dues sumes: la més petita, el multiplicant; i la més
gran, el multiplicat. La major es col-loca al damunt i la menor al dessota, sempre
comengant per la dreta ordre a ordre:476

5789 • Multiplicat •
487 • Multiplicant •

474Curiosament no dóna pas gaires explicacions sobre aquest exemple. Recordem que llliura val
20sous i lsou val 12diners. Cal, dones, que manllevem lsou que val 12diners. Li traiem 8 diners
i en queden 4 que, amb els 4 que tenfem, fan 8. Ara, deis 12 sous que hi ha, cal terure’n 15 —els
14 de la paga i el que hem manllevat en fer l’operació anterior. Ens trobem que, de bell nou, no
podem fer l’operació. Cal, dones, manllevar 1 lliure, que val 20 sous. Li traiem els 15 i ens en queden
5 que afegits ais 12 donen 17. Finalment, a les 572 lliures del préstec, els hem de treure 498, que
corresponen a les 497 de la paga i a la que hem manllevat a l’operació anterior.

475SANTCUMENT, F. [1482], foli 18 r.
476Santcument, F. [1482], foli 18 v.
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Tot seguit cal col-locar una ratlla de divisió que faci de separació amb les que s’aniran
produint en la multiplicació. Aleshores diu que cal aprendre la taula de multiplicar,
que transcrivim:477

E com sia cosa molt necessaria en qualsevol : qui en aquest art desija entendre : la
primera cosa en aquesta specie saber aquesta taula de cor: pergo la he aci figurada
que mitjengant nostre senyor deu e aquesta ha de saber multiplicar partir a totes
les altres regles . car no seria possible en altra manera nengu pogues apprendre
alguna specie ab perfeccio.478

123456789 10

Taula de multiplicar de la Suma de Francesc Santcliment

En el foli 19 v ens explica el significat de cada filera de la taula, d’altra banda ben
obvi.

Ara tot rau a explicar 1’algorisme de multiplicar. I Santcliment ho fará amb
cura i tota mena de detalls.479 En primer lloc ens diu que cal multiplicar cada una de

47TSantcliment, F. [1482], foli 19 r.
478Santcliment, F. [1482], foli 19 r.
479Nomé8 cal observar que hi dedica 11 cares de foli en quart. Vegeu SANTCLIMENT, F. [1482], folis

20 v-25 v.
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les figures del nombre de baix —“el multiplicante, que és el més petit”—, a partir de la
má dreta per totes les xifres del multiplicant —que és el nombre de dalt, que és el més
gran—, comengant per la dreta i avangant cap a l’esquerra. El que s’obté d’aquestes
multiplicacions —que trobem a la taula de multiplicar— caldrá posar-ho sota la línia
de separació, ordenadamente nom per nom, desena per desena, centena per centena i
així totes. Quan s’hagi multiplicat per la primera figura del multiplicador, comencem
amb la segona —“que está en deenes”—; la multiplicació es fa de forma análoga a la
primera. Peró ara

es neeessari : que lo que proceira de la multiplicació : metes en lo dret loch de la
deena . goes comences ametre la primera figura : que eixira de la multiplicació
en lo segon orde de la mandreta . e auant tant com ne exira de totes les altres
multiplicacions : seguirás l’orde com en l’altre damunt. E axi faras de totes les
altres multiplicacions maiors e menors.
Item apres que tu hauras multiplicat lo un nombre per laltre : has de aiustar tot
quant ha proceit de la multiplicació baix en suma. E quant volras fer la aiustació
fer una finia entre lo procéit de la multiplicació i la suma. E faras segons se mostra
en pratica per coses semblants480

I ofereix l’exemple que reprodinm tot seguit:

5 723
35

286 1 5
17169
200305

Després es planteja el cas en el qual hi ha un zero en el multiplicador, com en
el segon deis exemples anteriors. La regla és la mateixa si tenim en compte que la
multiplicació d’una figura qualsevol per zero és sempre zero, un fet que Santcliment
no explícita mai si bé está implícit en l’exemple indicat:

4573
2 0 t

4573
0000

9146
919173

480Santcliment, F. [1482], foli 20r-20t>.
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Després d’aquestes consideracions d’ordre general, Santcliment fa una descrip-
ció del procés de multiplicar i la fa detalladament, seguint un exemple concret, al
qual aplica la prova del nou. L’exemple és el següent:481

573 24
573

171972
401268

286620
32846652

Comenga a multiplicar per la má dreta i
usa el métode de reteñir a la má. Així
dones:

3 x 4 = 12: es coMoca el 2 davall la
línia que hi ha entre les su¬
mes [quantitats] donades i
les sumes que s’obtenen en

3 multiplicar i es reté l’l.
3x2 = 6 i l’l que es reté fan, en to¬

tal 7. Es coMoca a l’es-
6 querrá del .2 sota el 7 del

multpilicador.
3x3 = 9, que coMoca sota el 5.
3x7 = 21:l’les coMoca al costat del

9 i es reté el 2.
3 x 5 = 15, i dos que es retenen fan

17, que es col-loquen a des¬
querrá de l’l.

En definitiva, dones, la primera fila de les multiplicacions és 171/972. De forma
análoga la segona fila será 401/268 i, la tercera, 286/620. Cal col-locar-les tal com
hem indicat: la primera correspon a les unitats, la segona a Ies desenes i la tercera a
les centenes. Finalment, ho sumem tot. S’obté 32 846/652.482

Un cop efectuada la multiplicació, explica com es fa la prova del nou. Al davall de
la creu s’hi posa la prova del nou del “multiplicant”; al damunt, la del “multiplicat”.
S’efectua el producte d’aquestes dues xifres, se li aplica la prova del nou i el resultat
es coMoca al brag dret. La prova del nou de “la suma general de la multiplicació” es
posa al brag esquerra. Cal que el bragos dret i esquerra seguin semblants.483

3

0

d

0

481 Santcliment, F. [1482], foli 21v-23t>.
482Santcliment, F. [1482], foli 23 v.
483SantclimeNT, F. [1482], foli 23 v-24r.
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Després ens ofereix exemples de multiplicacions de multiplicand heterogeni.484
Per exempe, si volem conéixer el preu de “23 carregues a raó de 15 sous i 7 diners
cada una”, cal efectuar l’operació següent:

• 23 • carregues a rao
de • 15 • sous -7 • 6-

• 161 • diners
• 13 -ss • 5 • 6 •

• 115-ss-
-23 ss-

suma • 358 -ss • 5 6 •

Observem que, d’antuvi, s’obtenen 161 diners, que cal reduir a sous i diners per tal de
poder-ios afegir ais 115 + 230 = 345 sous. Aixó está íntimament vinculat a la divisió,
ja que cal determinar el quocient i el romanent.485 S’obtenen 161 diners que valen
13 sous 5 diners. Per tant, tenim 358 sous i 5 diners. Peró, 358 sous valen 17 lliures
18 sous. En definitiva dones,486

•15-ss- -7 • 6-
-23-

•17di- -8• ss• -7 • 6-

De partir. La darrera espécie és la que més li costa de detallar. Com ja hem
indicat segueix la técnica de fer-ho lentament, primer quan el divisor té una figura,
després dues, a continuació tres, etc. La seva técnica és la de passar ratlla, malgrat
que Santcliment no la passa mai físicament. S’obté dones el métode conegut com
métode de la galera.487 Comenga amb aqüestes paraules:488

Lemes de saber : que partir es contrari al multiplicar • perque lo multiplicar de
poques figures fa proceir mol tes • e lo partir de moltes torna a poques. E pergo
propiament podem dir / que lo partir no es altra cosa sino metre en • 2 ho • 3 •,

hon moltes partides.
E per declarado de aquesta specia yo donare dues regles ab la pratica. La

primera sera de migpartir. La segona sera per partir qualseuol suma en quantes

484Santcliment, F. [1482], foli 25r-25v. Santcliment l’anomena multiplicació “per coses
desemblants”.

485 Es curiós constatar que no ha parlat encara de la cinquena espécie, o sigui de la divisió.
486De moment, peró, SANTCLIMENT no fa pas aquesta reducció a lliures.
487Vegeu SMITH, D. E. [1923], edició 1958, II, 137, o bé BoYER, C. B. [1968], edició castellana

de 1986, 282-283.
488Santcliment, F. [1482], foli 26 r. Voldria fer notar que, a voltes, Santcliment utilitza tinta

vermella per remarcar les ratlles i algune xifres que intervenen en les espécies que li sembla que cal
remarcar perqué són més significatives que les altres.
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parts se bulla. E per millor entendre la regla damunt dita : es necessari saber les
condicions del partir les quals son - 4 • goes es sumar/restar/multiplicar/partir. E
ans de totes aqüestes coses hom ha de posar les sumes que volen partir e apres lo
partidor. E entre la suma que sa de partir e la suma del partidor haurem de fer
• 2 • ratlles e en mig de aquelles • 2 • posarem la part : que a qualcun ve : segons se
mostra en pratica

2 0 0
5 7 3 Suma
19 1 Parts
3 Partidor

Tot seguit dóna les quatre regles que calen “per donar la pratica de aquesta specia”:
La primera fa referéncia a la divisió d’un nombre en dues parts i ens l’explica tot

aplicant-la al número 358. La meitat del nombre de l’esquerra —que és per on cal
comentar— és 1 i en resta 1. Aquest romanent val deu unitats de l’ordre de la dreta.
En tenim 15. La meitat és 7 i en resta 1. Tenim dones 18 unitats. La meitat és 9.
En definitiva, dones, la meitat del número 358 és el número 179.489

La segona fa referéncia a la divisió d’una suma per un número d’una sola figura,
com ara 573 dividit per 3 o bé 589 dividit per 6.490 Veiem com exposa la segona
divisió. Primerament ho col-loquem en la forma indicada en la nota 490; és a dir, en
la forma:

589

6
0

Seguidament mirem quantes vegades el 6 és dins del 58. Es fácil veure que hi és
9 vegades. Aleshores, com que 9 per 6 és 54, un cop l’háguim llevat del 58 en
quedaran 4, que col-locarem en la forma:

04
589

9
6

489Santcliment, F. [1482], foli 27 r i v.
490 Abans d’explicitar l’algorisme de divisió diu com cal col-locar el partidor respecte de la suma i aixó

tant si el partidor té una sola xifra com si en té moltes. Hi ha només dues possibilitats. Considerem,
comengant per l’esquerra, el número del mateix ordre que el partidor. Si és més gran o igual que el
partidor, aquest es col-loca al seu dessota comengant per la figura de l’esquerra de la suma; si és més
petit, caldrá col-locar-lo també al dessota peró comengant per la segona figura de l’esquerra de la

„ , 573 589 5734 38572 38572 r - ri.00l
suma. Per exemple: 3 6 9 12 47 ... [vegeu Santcliment, F. [1482],
27 t/-28r.]
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Ara, de fet, hem de dividir 49 per 6. Per fer-ho desplacem el partidor un lloc cap
a la dreta i després fem la repartició. El número 6 cap 8 vegades dins del 49. Ara
calculem 6 x 8 = 48 i ho llevem del 49. Dóna 1. Finalment resulta que491

0
04 1
589

Parts 9 8
66

Prova
del nou

8

4

6

4

Segons Santcliment, la part és exactament 98Introdueix, dones, igual com féu
Fibonacci, les fraccions, que encara no ha definit.

La prova del nou la fa col-locant el partidor al peu de la creu i la prova del nou de
les parts al cim de la creu. Després multiplica ambdós nombres i el resultat el suma
al romanent. Aleshores, a tot plegat li aplica la prova del nou. Obté 4, que col-loca
a la dreta de la creu. A l’esquerra hi col-loca la prova del nou de la suma. Cal que
els dos braqos de la creu coincideixin.

Análogament, 7530 dividit en 9 parts, segons Santcliment, dóna:

00
0366
7530

836
999

8

6 6

La tercera fa referencia a l’operació de partir una suma per un número de dues
figures. D’antuvi tracta de partir 38572 en 12 parts. Ho fa de forma análoga a
l’anterior, detallant-ne, com és habitual, tots els passos. L’única diferéncia rau en

qué, a l’hora de fer les multiplicacions i les diferéncies del nombre que hi ha a la
suma, ho fa paulatinament i comengant per l’esquerra.

Primer de tot, ha de veure quantes vegades 12 cap dins del 38. És obvi que hi
cap 3 vegades. Aleshores Santcliment procedeix de la forma següent: col-loca el 3
dessota del 3 del 38. Multiplica el 3 per 1 i ho resta del 3 de la suma; li dóna 0.
Després multiplica el 3 peí 2 i el resultat el resta del 8. Li dóna 2. La primera
partició s’ha acabat.

491Tanmateix, Santcliment fa notar que aixó no cal pas fer-ho. Que ho fa, en un nou intent
d’oferir una presentació didáctica, perqué resulta més ciar i entenedor.
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38572 38572
3

O
38572

02
38572

Parts
12 12

3_
12

Abans de comentar la tercera partició li cal córrer el 12 un lloc cap a la dreta. Aixó
ho fa per tal de tenir-lo situat sota el 25.492 Ara li cal veure quants cops el 12 cap dins
del 25. Hi cap 2 vegades. Aquest valor —de la segona partició— el col-loca al lloc
de les parts, a la dreta del 3 que havia obtingut amb anterioritat. Ara, de bell nou,
multiplica 2 per 1. Li dóna 2. El resta del 2 del 25 i obté el valor 0. A continuació
multiplica 2 per 2 i el resultat el resta del 5. Li dóna 1. Abans de comentar la tercera
partició, desplaga el 12 un lloc cap a la dreta, per tal de col-locarlo sota el 17. Mira
quants cops el 12 cap dins del 17. Hi cap 1 cop. L’l el col-loca a la dreta del 2 de les
parts. Després multiplica i resta tal com hem fet en els casos anteriors. Finalment
desplaga el 12 un lloc a la dreta i mira quantes vegades el 12 cap dins del 52. Són 4.
Aleshores 4 per 1 dóna 4, que restat de 5, dóna 1. Li queden 12 unitats, de les quals
ha de restar 8 que obté de multiplicar 4 per 2. Finalment li’n queden 4.

02
38572

=> 32
122

1

0 00
021 0215
38572 38572
32 => 321
122 1222

1 11

001
02154
38572
3214
12222

111

1

7 7

o
Ó

Després, seguint la forma descrita abans, fa la prova del nou.
Aquest métode l’aplica també ais casos: 99750 dividit en 19 parts, 7850 en 40 i

7894 en 73:493
492 Hi ha una lleugera diferéncia amb el métode de la galera en la seva forma més habitual. En aquest,

quan s’aplica de forma estricta, el partidor es corre també un lloc cap a la dreta, peró situant-lo a
la línia inferior. És a dir, a l’exemple que estem analitzant, la forma final que s’obtindria seria
lleugerament diferent:

001
02154
38572
3214
12

12
12

12

493Santcliment, F. [1482], folis 30 r-33 v.
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00
024 00 01
4490 321 0530
99750 7850 7894
5250 196 108
19999 4000 7333

111 44 77

I així queda establerta la divisió d’un nombre arbitrari en qualsevol nombre de parts
sempre que aqüestes estiguin compreses entre el 10 i el 99.

La quarta regla fa referéncia a la divisió per números de tres o més figures. Vegem
succintament alguns deis exemples que ofereix Santcliment:
1. Dividir el número 72 102 en 237 parts:494

El 237 cap 3 vegades dins del 721. El possem dessota del 7. Ales-
hores fem:

3x2 = 6, que restem de 7. Dona 1.
3x3 = 9, que restem de 12. Dóna 03.
3 x 7 = 21, que restem de 31. Dóna 10.

Correm el 237 un lloc cap a la dreta i dividim 100 entre 237.
Dóna 0, que coMoquem al costat de 3.
Correm el 237 un lloc cap a la dreta. Mirem quants cops cap el
237 dins del 1002. Hi cap 4 vegades, que coMoquem a la dreta del
0. Aleshores fem:

4x2 = 8, que restem de 10. Dóna 02.
4 x 3 = 12, que restem de 20. Dóna 08.
4 x 7 = 28, que restem de 82. Dóna 54.

Primer restem el 2 del 8. Dóna 6.

Després restem el 8 del 62. Dóna 54.

Així dones, 72 ¿02 dividit per 237 dóna 304 jf.
2. Dividir el número 5 732 894 en 45 738 parts:495
494Santcliment, F. [1482], folis 34r-35r.
495La configuració de SANTCLIMENT té alguns abreujaments. Feta amb tots els passos, seria:

005
0124
13084
72 ¿02

304

23777
233
2
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0556
2198
34434

015548
126903
5732894

125
4573888

45733
457

Finalment hi trobem, com ja és habitual, la “proua del nou del partir”496 i “lo
partir” aplicat a quantitats heterogénies o “desemblants”.497

En definitiva, dones, Pobra de Santcliment és forga análoga, peí que fa a la
presentació deis algorismes, a la de Fibonacci. L’addició, la resta i la multiplicació
les presenta en la forma actual. Solament la divisió, basada en la técnica de passar
ratlla, perd sense passar-la físicament, és diferent i pren Pestructura d’un vaixell.

* * *

Amb aquesta exposició Santcliment acaba la presentació de l’escriptura en xifres
indoarábigues i la presentació deis algorismes de cálcul, que és l’objecte d’estudi
d’aquest treball. Peró, com hem exposat amb deteniment, Pobjectiu de les aritméti-
ques de la segona meitat del segle XV i, en particular, de la Suma de Santcliment
no era pas aquest. Era forga més ambiciós. Aquesta afirmació és ben manifesta, si
tenim en compte que Santcliment només dedica els primers 40 folis, deis 136 de
qué consta la Suma, r i v, a aqüestes sis primeres operacions, és a dir, escassament
una .tercera part.

La resta de la Summa está dedicada a les aplicacions i, malgrat que les aplicacions
no constitueixen pas Pobjectiu d’aquesta presentació panorámica de Palgorísmia in-

56
0167
2298
34434

015548
126903
5732894
125
4573888

45733
457

496SaNTCLIMENT, F. [1482], folis 35 r-36 v.
49TSANTCLIMENT, F. [1482], folis 37 r-40 v.
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doarábiga, no voldria tampoc passar-les completament per alt. La intenció, en fer-ho,
és oferir un contrast amb el text de Sacrobosco.498

Santcliment, un cop disposa de tots els algorismes de cálcul, estableix un primer
métode de resolució de problemes: la regla de tres. Aquesta técnica que, juntament
amb les regles de de falsa posició i de doble falsa posició, és d’ús corrent en les
aritmétiques d’aquesta época, es basa en la teoría numérica de la proporció i permet
de resoldre un bon grapat de problemes. De fet, permet de resoldre tots aquells
problemes en els quals cal determinar una quantitat, a partir de tres o més de donades,
sempre que, entre aqüestes, es pugui establir una Uei de proporcionadtat: la quarta
és a la tercera, com la primera és a la segona. S’evita el llenguatge algébric en la
resolució de les equacions de primer gran i deis sistemes de dues equacions de primer
gran amb dues incógnites. Hi dedica des del foli 41 al 53 per ambdós costats.

E comenta la dita specia se contenen • 3 • coses de les quals dos son semblants e la
una es desemblant. La qual specia es general en tota mercadería...
... en nostre vulgar, si tant val tant : que valra tant.
La absolucio de aquesta regla que comunament se diu multiplica per seu contrari
e parteix per son semblant.499

Un cop ha establert la regla, la pot aplicar, i ho fa de forma estensa a problemes
relatius a monedes, mermes i peses.

Vegem-ne un exemple: “si • 3 • florins e • | • en tres mesos han guanyat • 7 • ducats
e • | • 7 • florins e • j • en • 5 • mesos i tres dies que guanyaran?”500

Tenim:
a -y florins en 30 dies li corresponen y ducats
a y florins en 150 dies li correspondran x ducats

^ x 150 x f „ 5 ,

x — 2 ln — = 85 — ducats.501f x 30 16
498Hem evitat, como ja hem indicat, l’análisi de les analogies amb el Líber abad, que són moltes.
499SANTCLIMENT, F. [1482], foli 41 r. Notem que solament ens ofereix la regla de tres quan la

proporeionalitat és directa. Permet de resoldre tota mena de problemes de la forma: si Ai objectes
de tipus a es corresponen amb B\ de tipus b, quants de tipus b correspondran a Ai objecte de tipus
a? La resposta és, segons Santcliment, ben clara, li correspondran exactament

Bi = ^.
De fet, tenim que ^

500SantclimenT, F.7[1482f, foli 70 r.
501És una regla de tres composta que podem fer en dos passos. En el primer pas, fixem el temps i

en el segon el deixem móbil.
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En particular a les barates, que són problemes en els quals es tracta de “permu¬
tar, intercanviar valors iguals”. En molts casos es tracta d’intercanviar un tipus de
mercadería per un altre sense haver de passar per llurs valors monetaris.502

Si • 57 • ducats • 3 • sous • 5 • diners valen • 39 • alfonsins • 7 • sous • 9 ■ diners : que
val • 1 • alfonsi? • • • Deus primerament fer deis ■ 57.i ducats • 3 • sous • 5 • dinersde tot diners • e ago per tant com la menor quantitat en la rao son diners. E
quant los dits ducats hauras tornats a diners : aiustaras los • 3 • sous • 5 • diners ais
diners : que son eixits deis ducats. E quan la aiustacio sera feta leuaras de la dita
suma deis diners los • 7 • sous • 9 • diners deis alfonsins • e los diners quan serán
restats : partir los has per • 39 • alfonsins • e tant quant te exira de la partió : sera
la valor del alfonsi.

La pratica affigurada

5 7 ducats 3 sous 5 diners
2 4 sous

2 28
1 1 4

1368

16 4 5 7 diners
sostracció 9 3 diners
resta 16 3 6 4

E axi appar en la pratica damunt affigurada : que valra quada alfonsi • 419 ■ diners
e de les • 39 • parts de • 1 • diner les • 23 • parts : que sera per tot • 34 • sous • 11 •

diners e • 5 • e • 14 ■ trentanovens de pugesa e es sera.503
A -y florins li corresponen en un temps ” ducats _ T * X
A -y florins li corresponen en el mateix temps 2 ducats T

Ara bé 2 ducats s’obtenen en 30 dies. Quants n’obtindrem amb 150 dies? Óbviament, n’obtindrem
2 x 150

x = .

30
502Malet, A.-Paradís, J. [1982], 553 posen de manifest el valor d’aquesta mena de problemes

com a generadora de llenguatge algébric. De fet, el que SANTCLIMENT fa és
57 duc + 3 sous + 5 diners = 39 alf + 7 sous + 9 dinero

16457 din. = 39 alf + 93 din.
16 364 din. = 39 alf

' 1 alf = —39— = 419 din. + — din.
503SANTCLIMENT, F. [1482], folis 93 v—95 r.

13 7 1 SOUS

\2_ diners
2742

137 1
1 6 4 5 2 diners

0
1
32

040
04773
1 6 3 6 4 diners

419 diners
3999

33
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A partir del foli 54 r i fins el 83 v, per ambdues cares, Santcliment tracta la “setena
specia que diem trencats”:

Pergo primerament es a saber : que vol dir nos trencat. Nombre trencat es tot 90
quant: no es un entegre / ho lo que ha part de vn entegre.

E sapies : que en tot nom trencat hi ha 2 nombres • lo vn sescriu de baix, laltre
dalt ab vna barra en mig. E aquell de dalt se nomena nombrador goes que compte
les parts trencades. E aquell de baix se appella denominador : que denomina e
demostra les parts trencades.504

Després ensenya a reduir-los a comú denominador, a sumar-los, restar-los, multipli¬
cadlos i dividir-los, doblar-los, dividir-los per la meitat i “abreuiar”, que vol dir
simplificar-los. Feta, com és ususal en ell, la presentació detallada deis “nombres tren¬
cats” , els aplica —ja ho hem pogut veure— de forma extensa a problemes de monedes,
peses i mesures. Un fet curiós és que ens diu que “quan volguem doblar una fracció”
podem fer dues coses: ‘doblar el nombrador o dividir per 2 el denominador”.505

Les parts vuit [folis 83 u-91 v], novena [folis 91 v-105 v\ i desena [folis 106 r-115 r]
es dediquen, respectivament, a cercar intervals de temps —“quin temps cal per tal que
...”—, ais canvis i a les barates. La majoria deis problemes, malgrat que a les barates
ho evita, la resolució deis problemes es basa en la igualado deis valors monetaris de
les mercaderies.

L’onzena part, la darrera que comentarem, “tracta de posicions”.
Posicions es vna de les pus forts species : que sia en totes la art de arismetica.
E agos mostra : per quant comenga ab falsía, e feneix ab veritat. E pergos diu
posicio : per quant posa vn nombre incert a sa voluntat. E es de saber : que de
posicions ni ha en tres maneres, de les quals la una se appella de una falsa posicio.
La segona de dues falses posicions. La terga se nomena de posicio e remocio.. .506

Aquesta técnica —d’una falsa posició i de dues falses posicions— que, com ja hem
dit, la trobem en textos egipcis del segle XVIII aC,507 serveix per resoldre equacions
de la forma ax — b. La idea, expressada en llenguatge actual, és la següent:
Regla de falsa posició: volem resoldre ax = b. Suposem que la solució és x\. Ales-
hores substituím i obtenim 0x1 = 61. Cal fer una correcció proporcional, atés que
l’equació és de primer grau. És a dir, cal multiplicar ambdós membres per b/by.
504Santcliment, F. [1482], foli 54 r.
805 Aquest capítol recorda molt el del Líber abad. Recordem que, a l’obra de FlBONACCl, les fracciona

son també d’una gran importancia. A més, SANTCLIMENT, a l’hora d’escriure-les, adopta la forma
que havia emprat FlBONACCl.

506SaNTCLIMENT, F. [1482], foli 114 r-115 v.
807Vegeu Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 437-441. Els árabe li van donar el nom de hisab

al-Khalaayn que és el que retrobem al Líber abad de FlBONACCl i a la Suma de Luca PACIOLI: el
Cataym.
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Aleshores resulta que

a x i • — = b.
bi.

La solueió és, dones, x = j^xi.
En les paraules de Santcliment: “Posa un nombre a ton plaer • lo qual deus

multiplicar : per lo que vols saber • e aquel la multiplicaeio deus partir : per lo quet
sera vengut de la falsa posicio” ,508
Regla de doble falsa posició: Volem resoldre ax + b = 0. Ara donem dos valors
diferents. Tenim:509

ax\ + b = &i
ax2 + b = b¿.

(1)
(2)

Aleshores a (xi — £2) = &i - 62; peró, de (1), en resulta

0x1X2 +6x2 = 61X2

i, de (2),
0x1X2 + 6x1 = 62X1

Si restem les dues darreres equacions, obtenim b (X2 — xi) = 61X2 — 62 x 1. Ara dividim
aquesta darrera per a (xi — X2) = 61 — 62 i obtenim:

b
_ b\ X2 — 62^1

a b\ — f>2
Els árabs l’aplicaven fent servir el.métode de les escales [‘Alm bi’b kaffatain] que,

en Uatí, s’anomená Regula Balancis, un nom que es deriva de la figura següent:

Per tal de comprendre’n el funcionament amb claredat, resoldrem un problema de
Behá Eddin [~ 1600].510 El problema demana que trobem un nombre que afegit ais
seus dos tergos i a la unitat, doni 10. És a dir, es pretén de resoldre l’equació

2
x + - x + 1 = 10.

O

tant, de fet imposem que ii 1 — i>i = 0.
xi 1 —bj

510Smith, D. E. [1923], edició de 1958, II, 440.
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D’acord amb el métode de doble falsa posició, fem xi = 9. Obtenem bi = 6. Si fem
X2 — 6, obtindrem b¿ = 1. El métode de les escales consisteix a posar aquests valors
de la forma següent:

1 10 6

6 X 9

Les línies ens ajuden a recordar la regla:
6 x 6 — 1 x 9 27 2

x = = — = 5 - .

6-1 5 5

És precisament en aquesta part on trobem problemes que provenen de fonts ori¬
entáis. Peró n’hi ha dos que, segons L. C. Karpinski,511 són origináis de Francesc
Santcliment. Són els dos problemes següents:

Aci ha una langa : que la • 5 • esta en lo fanc e • 3 • es en laygua / es defora layga
• 7 • palms e • j • Deman : quant ha de larch aquella langa.512

Sit fos proposat : que cercasses un nombre : que tant fos lo • £ • de • 1 • com lo
•

g • de laltre / e aquests nombres fossen tant aiustats com multiplicáis.513
Notem la diferéncia d’aquests dos problemes. El primer és lineal. Sabem que g i g

fan | que són les parts submergides. La sisena part restant és la que es troba defora.
Es a dir, ¿ x — 7 palms e Si fem x\ = 6, obtenim 1 palm. Per tant, x = 43 palms

El segon problema sembla forga més complicat atés que, d’antuvi, sembla de segon
grau: 1 1

-X + -X = — X
7 9 63

Peró de. fet, es tracta de 16 = x.514
* * *

L’obra és, dones, ben explícita, clara i didáctica. Santcliment la clou amb les
paraules

511 Karpinski, L. C. [1936], 419. No obstant aix6, el primer deis problemes —el de la llanga— si
bé potser no prové de l’antigor el trobeu en manuscrits que precedeixen el de Santcliment.
s12Santcliment, F. [1482], foli 115 r.
513SANTCLIMENT, F. [1482], foli 117 t/-118r.
514 “TYobeu lo nombre del • 1 • lo qual es • 7 • Ara perteix • 7 ■ en • 1 • metra • 7 • per part. Item ves a

la segina partida : trobe lo nombre del • 5 • del qual es • 9 • parteix • 9 • per • i ■ e ubten per pert / • 9 •
Item aiusta ensempe • 7 ■ i • 9 • que son • 16 ■ los quals te feran la suma partidora. Ara parteix • 16 •

per • 7 • i • 16 • per • 9 • e son els nombres. E volras prouar i veure lo que yot dich : si es veritat ..

[Santcliment, F. [1482], foli 118r.]
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Et si res en orde e modo de dir bo en aquella sera trobat: al donador de gracia deu
eternal sia referit. E lo que defalliment e no ab aquella allegancia e orde a tal art
pertanyent sera posat : sia referit al poch saber que en mi te loch / pregantlos qui
mes de mi hi sabran tais erres ab amor coneguesquen, sotsmetent ma humilment
a lur correccio. e per satisfaccio de tants treballs los prech : per caritas per mi a
deu pregar vullen.

Stampada fou la present obra en Barcelona per Pere posa preuere en lany Mil
quatrecents vuytanta dos.

7 Cloenda

En aquesta visió panorámica de la implantació a Occident del sistema de numeració
actual i deis algorismes de cálcul corresponents, des deis seus orígens indis, hem pretes
de fer un recorregut complet. Des de PIndia deis Veda fins a les primeres edicions de
les aritmétiques comerciáis de PEuropa de la segona meitat del segle XV, escrites en
dengues vernacles. L’hem fet intentant de lligar la seva aparició en cada país, amb
les circumstáncies polítiques, culturáis, religioses i económiques del moment históric
en qué s’implantaven, en una síntesi breu peró que hem procurat que siguí clara.

Hem vist que el sistema de numeració indoarábic té els seus orígens a 1’Índia.
Aquest fet és indiscutible. No obstant aixó, no és tan ciar el moment precís de
l’aparició de les nou xifres, amb el zero. OsciMa entre el segle IllaC —i potser
abans— fins a comengament de Pera cristiana. La dificultat per precisar l’época
exacta és deguda a la dificultat de fixar les dates exactes deis textos matemátics indis
que permeten constatar-ne Pexisténcia. A més, a PIndia el procés fou lent i laboríos
i no va seguir pas un camí lineal. Mentre que, en una época o en una escola, el
sistema era conegut i s’usava amb fluidesa, en una época posterior o en una altra
escola la situació era molt més precária. Amb tot, sembla que fou a partir d’un
sistema lingüístic que contenia la idea lloc buit, quantitat buida, o quantitat sense
valor, com s’introduí de forma definitiva el sistema indi de numeració i els algorismes
corresponents. Sembla també indubtable que els numeráis eren ben coneguts, en
tot cas, abans del segle VI de la nostra era perqué es coneixien perfectament els
algorismes d’extracció d’arrels quadrades i cubiques. També fou abans d’aquest segle,
forga abans, que s’establí el sistema de numeració devanagari, després d’un procés
d’evolució deis símbols kharosti i brahmi.

El vincle existent entre 1’Índia i PEuropa romana a través de les rutes de comer-

ciants i erudits a través de metrópolis importants com Alexandria i Bizanci va

permetre que, al segle VI, certs estudiosos en tinguessin coneixement molt abans que
l’islam en copsés la importáncia i Pintroduís en els textos matemátics i d’astronomia.
Tanmanteix aquests estudiosos no van ser capagos de copsar-ne el valor com a nova
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eina de cálcul i sembla que no s’adonaren tampoc de la necessitat de disposar del
zero per tal que el sistema de numeració fos precís i definitiu. L’eina de cálcul revo¬
lucionaria —que, amb el temps, havia de transformar els sistemes de numeració grec
i romá— no s’els revela amb prou claredat.

L’islam, en canvi, fou capag de comprendre’n la utilitat i d’explotar-ne les pos-
sibilitats. I el desenvolupá en dos fronts: Bagdad i Espanya. Bagdad s’avangá
i s’adoná de les possibilitats que tenia en la matemática i l’introduí en els textos
d’álgebra, peró s’adoná també de les seves possibilitats com a ábac i elaborá textos
didáctics adregats ais homes de comerg. Adoptaren, a més, els guarismes indis o
uns de forga semblants. A Espanya els guarismes que s’introduiren eren forga dife-
rents. Les discussions sobre el nexe entre el nou sistema, els guarismes utilitzats i els
ápexs de Gerbert, en un sistema d’ábac més elaborat que el romá, són d’interes per

comprendre la complexitat existent en relació amb la situació deis sistemes numérics
i llurs algorismes a la península Ibérica de fináis deis segles XI i comengaments
del XII. Més difícil és aclarir la importáncia real que se’ls doná tant com a eina de
cálcul matemátic i d’astronomia com en l’ámbit comercial. Tampoc no és gaire ciar
el flux que féu que quan s’introdueiren a 1’Europa llatina del segle XIII s’utilitzessin
els numeráis de Bagdad i no els numeráis ibérics.

Sembla indiscutible que la seva utilitat com a eina de cálcul —com a ábac— no
fou copsada a Europa i a 1’Imperi Bizantí fins al segle XIII. Es aleshores quan
apareixen els primers manuscrits que introdueixen Valgorsmia. La seva implantació,
malgrat el rigor i la claredat d’aquests manuscrits, no fou tan efectiva com hauria estat
desitjable. Aixó fou degut fonamentalment a un fet: la pobresa total de la matemática
i l’astronomia romana, tant a Occident com a Orient. La ciéncia havia desaparegut
del panorama europeu. Peró el comerg no era encara prou complex per tal que fos
necessari un sistema ágil i potent. I malgrat que a Italia fonamentalment ja s’havia
inieiat una situació d’expansió económica important que eomengava a necessitar eines
de cálcul més potents que l’ábac i que, a més, poguessin “ser escrites”, encara hauria
de passar ben bé un segle per tal que la necessitat fos prou imperiosa per abocar a
la implantació, la coneixenga i el domini de l’a&aco. Les universitats influirien poc en
aquest desenvolupament, peró les escoles de l'abaco serien decisives. Els seus mestres
produirien manuscrits en els quals no solament es pretenia d’ensenyar el nou sistema
i els seus algorismes, sinó també —i aixó era un element prácticament nou— les
possibilitats en l’ámbit del comerg i de l’intercanvi. Les obres es van multiplicar atés
que la gent que volia aprendre el nou sistema era cada cop més nombrosa.

Amb l’aparició de la impremía aquesta mena d’obres trobá molt bona acollida
entre els impressors. En mig segle, Europa n’imprimí un grapat considerable, si
tenim en compte que eren textos “matemátics” —i la matemática en el sentit més
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estríete de la paraula no era gaire apreciada— i que eren escrits en la llengua popular
del lloc d’edició. S’havia abandonat el llatí. Aqüestes obres aparegudes en totes les
nacions importants d’EuROPA —Italia, Alemanya, Franqa, Espanya i Paísos
Baixos— serien decisives. Aix6 no obstant, caldria esperar encara un xic per tal
que els matemátics s’adonessin de la possibilitat d’usar el sistema decimal i els seus

algorismes per operar amb nombres decimals, és a dir, amb nombres no enters.
L’evolució va ser lenta peró va resultar decisiva per al futur de la matemática,

l’astronomia i l’art del comerg. Sense els numeráis indis i els seus algorismes de cálcul
el tractament algébric no s’hauria desenvolupat de la forma espectacular que ho va
fer, la geometría analítica no hauria trobat la seva rao de ser i el cálcul matemátic
no hauria disposat d’unes eines molt notables per obtenir valors numérics aproximáis
forga bons, sense esmentar d’altres disciplines matemátiques i no matemátiques.

Si ais grecs els devem la preocupació peí rigor i la comprensió de la geometría,
ais indis els devem la possibilitat de comprendre els nombres, les seves diversitats
i alhora la possibilitat de tractar-los tots —amb independencia de la seva natura-
lesa numérica— de forma análoga. El camí, peró, cap al segle XV solament havia
comengat.

Barcelona, febrer-novembre 1995
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