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INTRODUCCION.

En este trabajo se dan algunas aplicaciones de la generalizacién
del teorema de BONNET para inmersiones isométricas de variedades
Riemannianas en espacios euclideos, en codimensién cualquiera.

En el Capitulo I se da un resultado para inmersiones isométricas
en codimensién dos con curvatura normal cero. Resultado que
estd en la linea de los establecidos por ALEXANDER (1), ALEXANDER-
Marrz (1), Moorg (1, 2), BisHoP (1), utilizdndose en la demostracién
resultados obtenidos en los articulos citados.

El Capitulo II es una contribucién al estudio del fenémeno de
rigidez para inmersiones isométricas, por medio del comportamiento
en dichas inmersiones de las isometrias infinitesimales de la variedad.

Conviene recordar la generalizacién del teorema de BONNET en
codimensién cualquiera, que dice que para una variedad Riemannia-
na conexa, la inmersién isométrica de dicha variedad en un espacio
euclideo, queda determinada, salvo isometrias del espacio euclideo
ambiente, por el sistema de tensores definido por medio del fibrado
normal a la variedad inmersa.

En lo sucesivo, si se tienen definidos en un entorno de p, punto
de una variedad Riemanniana, inmersa isométricamente en un espa-
cio euclideo, en codimensién k; campos normales y ortonormales
Ny, ..., N Se designard por A;, i =1, ..., &, a los tensores (1,1)
tales que 4; (X) = C.T. (VxN,). Siendo C.T. la componente tangen-
cial, v es la derivacién covariante en el espacio euclideo ambiente.
v designara la derivacién covariante en la variedad.

Se designard por s;, 4, j=1,...,k, Si; = — S
tales que s;(X) = VN, - N;.

i (M) es el dlgebra de Lie de isometrias infinitesimales de la va-
riedad M.

i a los tensores
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CAPITULO I. INMERSIONES EN CODIMENSION DOS

§ 1. ALGUNOS RESULTADOS SOBRE EL ALGEBRA DE HOLONOMIA
Y TEMAS AFINES

Si U es un espacio vectorial real con un producto escalar definido
en él, que se representard por un punto entre los vectores que se
multipliquen. Se considera en U a U, la operacién

[exNeg, e3nes] = (€1 -€3)eaneqs + (62 eq)erhes — (o1 eq) 2 ez —
—(e2-e3) erney

Con la cual y junto con la suma y producto por escalares, U U
tiene estructura de 4lgebra de LIE.

Se enuncian los resultados siguientes que van a ser de gran uti-
lidad posteriormente.

Teorema de holomomia I-1.— Sea M wvariedad diferenciable de
dimension n. El digebra de holonomia en el punto p de M, es la subdigebra
de g I (n, R), engendrada por los traslados paralelos a p, de las transfor-
maciones Ry, para todos X, Y, en todos los puntos de M.

Demostracion. — Véase Kobayashi-Nomizu (1) (pag. 89).

Lema I-1.— Sea U espacio wvectorial real, en las condiciones
indicadas anteriormente, U =V + W.Sivesde Vyes #0,wde W
vy #0,y V tiene interseccion no nula con W.

VAV +wAW genera UnU.

Demostracion. — Véase Bishop (1).

Lema I-2.— Si para una inmersion en codimensién dos, en algin
punto el recorrido de A, es distinto del de A,. (rec. A;) A (rec. A))
estd contenido en el dlgebra de holomomia para 1 = 1, 2.

Demostracion. — Véase Alexander (1).
Como consecuencia del Lema I-1, se tiene:

Lema I-3. — Dada una inmersion en codimension dos, si en algin
punto el indice de nulidad relativa es cero y vec. Ay 5 rec. A,, pero
tienen imierseccion no nula.

El digebra de holonomia es total.

LemaI-4.— SiU =7V | W (suma ortogonal), v alguno de los dos
tiene dimension distinta de dos. VAV + WAW es una subdlgebra
maximal propia de U AU,
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Demostracién. — Véase Bishop (1).

Lema I-5.— Sea M variedad Riemanniana conexa, de dimension
n, 1nwmersa isométvicamente en codimension dos com curvatura normal
cero. Tal que se tienen dos distribuciones involutivas paralelas v orto-
complementarias, de forma que em cada punto se pueden emcomtrar
Ay, Ay (correspondientes a vectores normales y ortonormales), tales que
los recorridos de A; coinciden con cada una de las distribuciones.

Tesis.— Los tensores Ay, Ay, cumpliendo lo anterior estin defi-
nidos globalmente.

Demostraciéon. — Hay que ver que los campos N;, N, a los
que se asocian A; y A, son paralelos (en la conexién del fibrado
normal), con lo cual como la curvatura normal es igual a cero esta-
rdn definidos globalmente.

Se verd que s;5 = 0. Sean X e Y en cada distribucién. La ecua-
cién de Codazzi para A, es:

Vi (A1(Y)) =41 (VxY) —s12(X) 42 (Y) = vy (41 (X)) — 41 (Vy X) —
—512(Y) 0. De donde resulta que sy, (X) = 0. Haciendo lo mismo
con Ay, resulta 515 (Y) = 0. Luego sy, = 0 y por tanto N; y N, son
paralelos.

§ 2. ESTUDIO DE LAS INMERSIONES EN CODIMENSION DOS, CON CUR-
VATURA NORMAL CERO A PARTIR DEL ALGEBRA LOCAL DE HOLONOMIA.

ESTUDIO LOCAL

Teorema I-2.— Sea M una variedad Riemanniana de dimension
> 2. Inmersa isométricamente en codimensién dos con curvatura
normal cevo. Si p es un punto de M en el que el indice de nulidad rela-
tiva es cero y el digebra local de holonomia no es total en dicho punto.

Existe un entorno de p, N,, que puede ser :(a) El producto de un
segmento por una variedad de dimension n — 1, (b) El producto de
dos variedades una de dimension k v la otra de dimension n — k.

En el caso (a) la codimension es reductble a uno, y en (b) la inmersion
descompone en producto de dos cada una en codimensién uno.

Demostracion. — Es preciso hacer la demostracién en dos
casos distintos que son: dim. M # 4 y dim. M = 4.

Si dim. M # 4, como la curvatura normal es cero, los tensores A4,
son diagonizables simultdneamente, por consiguiente es posible
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encontrar en cada punto un par de vectores normales y ortonorma-
les Ny, N, tales que las expresiones de A;, A,, en una base adecuada
del espacio tangente sean:
ai 0

as bz

Ay bn

Como el dlgebra local de holonomia no es total, alguna de las g;
ha de ser cero, ya que por Lema I-2, (rec. A{) A (rec. A;) estd con-
tenido en el 4lgebra local de holonomia.

Aplicando Lema I-3, las expresiones de 4; y 4, han de ser:

a 0

bk+1

0 b

n i s "

Aplicando el teorema de holonomia y lema I-6, se tienen dos
distribuciones paralelas involutivas y ortocomplementarias, y dos
tensores 4, A, con recorridos cada una de las distribuciones.

Puedendarsedoscasos: 1.0)k=16k=n —1,29k %41,k #%n — 1.

1.9) Se supone k2 = 1 (el otro caso es andlogo). Tomando N,
més pequefio si es preciso para poderlo considerar simplemente
conexo, se aplica el teorema de descomposicién de de Rham y se
tiene N, = (a, b) X V,, con V, variedad de dimensién »n — 1.

Para ver que en este caso la codimensién es reducible a uno,
se consideran las ecuaciones de Codazzi para A,, con X e Y en la
segunda distribucién y se tiene:

(Vi A2) (Y) =521 (X) 41 (V) = (Vy 42) (X) — 521 (V) 41 (X).
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Como 4; (X) =A4,(Y) =0, para 4, se cumple (V4 4,) (Y) =
= (Vy 42) (X). Luego 4, define una inmersién isométrica y de V, en
R*,. Tomando 7d. X p en la forma que se indica a continuacién, se tiene
reducida a uno la codimensién.

N,=(ab) XV, 2% (4,5 x R" ¢ R+1.

Conviene observar que esta inmersién isométrica no tiene por
qué diferir en una isometria de R**2 de la inicial.

29 En este caso N,= U, x V,, dim. U,=% dim.V,=
= n — k. Por lema I-5, s; = 0, y las ecuaciones de Codazzi son:

X, Y en la primera distribucién, Z, W en la segunda.

(Vx 41) (Y) = (vy 41) (X)
(Vz42) (W) = (Vw 42) (2)

Luego A; (resp. A5) define una inmersién isométrica de U, (resp.
V,) en RF*+1 (resp. R*~#+1), y (resp. y,). Se considera

N,= U, x V, 25" Rk+1 x Rr—h+1= Rr+2,

Inmersién que difiere en una isometria de R"*2 de la inicial.
Si dim. M = 4. Sea Vy, V3, V3, Vy, base ortogonal de T, (M)
en la que

Por lema I-1 ha de ser b, =a3 =0, 6 b, = b3 =0 Por lema
I-4, este caracter ha de conservarse en un entorno de p suficientemente
pequefio. Si es b, = b3 = 0, estd claro que las dos distribuciones son
involutivas, y paralelas y ortocomplementarias. Si by, = a3 = 0,
como no se puede aplicar lema I-4, es presico efectuar un estudio
detallado de las ecuaciones de Codazzi, llegindose al mismo resulta-
do que en el caso anterior. Con ésto queda completada la demostra-
cién del segundo caso.
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ESTUDIO GLOBAIL

Proposicion I-1.— Sea M wvariedad Riemanmniana conexa de
dimension n > 2. Inmersa isométvicamente en codimension dos com
curvatura mormal cevo; tal que en todos sus punios el dlgebra local de
holonomia no es total, y el indice de nulidad relativa es cero en todos
sus puntos.

Tests.— El digebra local de holonomia es igual al digebra de holo-
nomia, v es de la forma UAU, con dim. U =n — 1,6 bienes UNU
+ VAV,con Uy V ortocomplementarios, ambos de dimension mayor
gue 1.

Demostracién. — Segtin se sabe por la demostracién del anterior
teorema, en cada punto el dlgebra local de holonomia es de uno
de los dos tipos citados en el enunciado, y también est4 claro a partir
de la demostracién anterior, que el conjunto de puntos en que es de
un tipo determinado es abierto. Como M es conexa deberd ser del
mismo tipo en todos los puntos. Y por ser constante la dimensién
del &lgebra local de holonomia aplicando Kobayashi-Nomizu (1)
Theorem 10. 3, p4g. 96, se sabe que ambas 4lgebras coinciden.

Teorema I-3.— Sea M variedad Riemanniana simplemente co-
nexa, de dimension wn > 2. Inmersa isométricamente en codimension
dos con curvatura normal cero. Tal que en todos sus puntos el dlgebra
local de holonomia no es total vy el indice de nulidad velativa es 0.

y

Tesis.— M puede ser:

(@) M = R X N, con N variedad de dimension w — 1, y la codi-
mension es veducible a uno.

(0) M = Ny X Ny, con las dos variedades de dimension mayor
que 1, v la inmersion de M es el producto de sendas inmersiones en
codimension  uno.

Demostracion. — (a) Si el é4lgebra de holonomia es Ua U con
dimensién de U = »n — 1. Se tienen {V4, ..., V._1}, V,, distribucio-
nes involutivas, paralelas y ortocomplementarias. Los tensores
Ay, Aj, con recorridos en cada distribucién definidos globalmente
por lema I-5, y s;5, = 0.

Como M es simplemente conexa M = R X N, con dim. N = n —
— 1, y de la observacién de las ecuaciones de Codazzi para 4, se
deduce una inmersién isométrica y de N en R*, que proporciona

id X

M =RxN ™5 R x R = Rri1
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(6) La demostracién en este caso es anédloga a la del caso (a),
obteniéndose dos inmersiones isometricas N; 2 R¥+1, N p s RA—hH 1
y la inmersién inicial es, salvo una isometria de R"+2, Y1 X yo.

CAPITULO II. ESTUDIO DE LAS INMERSIONES ISOMETRICAS A PARTIR
DE LAS ISOMETRIAS INFINITESIMALES DE LA VARIEDAD

Siguiendo con la técnica habitual se referird al sistema de tenso-
res definidos por medio del fibrado normal, el hecho de que X de
¢ (M) sea la restriccién de X de i (R"+#).

§ 1. ESTUDIO POR MEDIO DE LOS TENSORES DEL FIBRADO NORMAL
DEL HECHO DE QUE X DE 7 (M) SEA RESTRICCION DE X DE 5 (R*+*),

Es facil ver que si M estd inmersa en R*** y X de 4 (M) es la
restriccién de X de ¢ (R*+*), se verifica que para cada punto p de M
se puede encontrar un entorno v un sistema de tensores en dicho
entorno {4;, su}, de forma que Lyd;= Ly S;p =0 (siendo L,
la derivada de Lie segin X).

El resultado inverso se demuestra en la forma siguiente.

Proposicion II-1.— Sea M variedad Riemanniana de dimension
n, inmersa isométricamente en R***. Sea X isometria infinitesimal
de M. Si p es un punto de My U un entorno de p en la que se tienen
definidos los tensores A,, s, tales que Ly A, = Ly s = 0.

Existe un entorno de p V, V c U, de forma que en este entorno,
X es la restriccion de uma isometria infinitesimal de R*+*.

Demostracién. — En U se tienen los & campos normales y orto-
normales Ny, ..., N,, que se extienden a un entorno tubular de U en
Rri*, de la forma siguiente: como se quiere que [N, N;]=0, se
define N; a lo largo de N, por traslado paralelo euclideo. Esto se
puede realizar en un entorno tubular del que se hablard posterior-
mente.

Sea Y un campo tangente en U, se quiere que su extensién que
se designara por Y cumpla Ly, Y=0, para ¢ =1,...,k Si Y, es
una curva integral de Y, su trasformada por el grupo uniparamétri-
co de N; serd y, + *N;,, cuyo campo tangente es (Y + 74;Y) +

k

+ 7 X 5; (Y)N; = Y. Lo hecho a lo largo de N,, se puede hacer a lo
j=i

largo de cualquier direccién normal, resultando que si en p de U, se
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tiene la direccién ay Ny 4 ... + a, N,, Y a lo largo de esta direccién
serd Y +rai Ay (Y)+ ... +ra, 4, (Y) +7Ya s, (Y) N,
7

Es facil probar la existencia de un entorno tubular Vde V, V ¢ U,
V=(@lx=p+rayNy+... +7a,N,, peV, a®+...+a2=1,
[7| < ko}, imagen diffeomorfa de ¥ X S (kg)%, por la aplicacién que
manda (p;ray,...,ra;) al punto p + ra; Ny... + ra, N, en el que
las distribuciones {Ny,..., N}, {T (M) +ra; A (T (M)) + ... + ra 4, (
(TM)) +7rYa;s; (T(M))N3} son involutivas y complementarias.

%7

Para probar que X es una isometria infinitesimal de R*+* se
considera el punto ¢ = x 4+ #N,, para N cierta direccién normal en
%, que para no complicar los calculos puede suponerse N = Nj.

Se ha de ver que si X, ..., X, es una base ortonormal de campos
tangentes en un entorno de x en V, tal que Ly X; = 0, se cumple:

L?(NtN]) = L)_K'N; 'Zvj + N,‘ : L}?Nj
Lx(X, -N) =Lz X, N, + X, Lz N,.
Lz(X, X,) = Lz X,- X, + X, Lx X,

La primera es inmediata. Para la segunda el segundo miembro
es cero y el primero es Ly (X, + 741 (X,) + 7Y s1; (X)) N;) - N;) =

= Lx(rs1; (X)) =7(Lxsy) (X,) =0. Para la 7tercera el segundo
miembro es cero y se comprueba en forma similar a la anterior que el
primero también lo es.

Luego X es una isometria infinitesimal de R*+*.

A partir de la proposicién anterior es inmediato probar:

Proposicion II-2.— Sea M variedad Riemanniana conexa, de
dimension n, inmersa 1sométricamente en R,

Sea X isometria infinitesimal de M, tal que pava cada punto P
de M, existe U entorno de p, en el que se tienen definidos tensores A, sy,
de forma que Ly A; = Lysy; = 0.

X es la restriccion de una isometria infinitesimal de R*** a la va-
riedad.

Estos resultados permiten reducir a un sistema de ecuaciones
el hecho de que X de ¢(M) sea la restriccién de una isometria infini-
tesimal del espacio euclideo ambiente.

Conviene recordar que para toda isometrfa infinitesimal de un
espacio euclideo, se puede encontrar un sistema ortonormal de refe-
rencia en el que su grupo uniparamdtrico consista de rotaciones de
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angulo proporcional al pardmetro ¢, en los planos (x;, %3), ..., (¥2x_1,
%), y traslaciones proporcionales a ¢ segiin los ejes %Xp, 1, ..., %,.

Si la isometria infinitesimal en cuestién se puede restringir a una
isometria infinitesimal sobre una subvariedad compacta y conexa,
deben desaparecer las traslaciones antes citadas.

§ 2. RIGIDEZ A PARTIR DE LAS ISOMETRIAS INFINITESIMALES

Para facilitar la comprensién de este apartado se empieza viendo
un resultado de rigidez para superficies, generalizindose después a
dimensién mayor.

Teovema 11-1.— Sea M variedad Riemanniana de dimension dos,
compacta y conexa, que admite dos inmersiones isométrica inyectivas
en R3,y1 y y,.

St X es una isometria infinitesimal de M, que es la restriccion para
ambas inmersiones de una isometria infinitesimal de R3.

Tesis.— ;v y, son mutuamente rigidas localmente (*).

Demostracion. — Sean X; y X,, las isometrias infinitesimales de
R3, extensién de X para cada inmersién. Sus grupos uniparamétri-
cos son grupos de rotaciones alrededor de un eje fijo. Por medio de
una isometria de R3 se hacen coincidir estos ejes por lo que puede
suponerse que se trata del eje x3 para ambas inmersiones. X; = ( —
—kxy, kx1,0), X7 = (—gxy, g%’ 0). Es fécil ver que & = ¢, en efecto
si |k > lgl, se toma (1/k) Xy = ( — %2, %1, 0), (1/k) X5 = ( — (q/k) %2,
(g/R) %1, 0). Si ¢, y y, son sus grupos uniparamétricos sus expresio-
nes son:

cost semnt 0 cos (g/k)t sen (q|k)t O
¢ = | —sent cost 0|, v, = | —sen(q/k)t cos (q/k)t O
0 0 1 0 0

Sea y la isometria de v, (M) en y, (M) dada por pyy7’. Si p es
cualquier punto de M, ¢,,(p) = p, luego vz, (v (p)) = v (p), por tanto
(q/k) =1, luego Xl = ( — X2, X1, 0): XZ = ( - xZI» xll) 0)

Va a verse ahora que X es direccién de curvatura para ambas
inmersiones; sea N; = (ay, 43, a;) el campo normal unitario para la
primera inmersién definido en un entorno de un punto. Como Ly,

(*) Para obtener rigidez global habrd que exigir la constancia de la dimensién del primer espacio

normal, tanto en este teorema como en los que se establecerdn a continuacién. No valiendo la rigidez
local en los puntos en que «cambias la dimensién del primer espacio normal,

17 — Collectanea Mathematica
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Ni =0, a lo largo de una curva integral de X; por un punto de la
variedad la expresién de N; serd (cost - a; + sent - ap, — sent - a; +
+ cost - ay, a;), luego —5& Ny = (—ay a1,0). Como ( — x, %,0) -
“ (@1, @2, a3) = 0, se cumple (ay, ay) 1 ( — %3, %1), luego (a1, a3) =
= A(x, %) y por tanto Y7X, Ny = 2A( — %, %1, 0), luego X es direc-
cién de curvatura para la primera inmersién. De la misma forma se
veria para la segunda inmersién.

A continuacién se ve que las curvaturas principales segin X,
coinciden para ambas inmersiones. En efecto sea p punto de M y

considérese Ny, (||X1]) = D, \/ (%1 + 7a1)2 + (%2 + 7az)2 |,—o = (1]
Va2 4+ ) (a1 2, + a3 %,). Luego Ny (1X1) = (1/V &2 +%3) (21, %2, 0) -

* (a1, 4, a3), de la misma forma se verfa Ny, (1|X,]|) = (1/V #,'2 + 2,'2)
(%1", %', 0) - (a1, a7, a3').

Pero los campos (1/Y 63+ x2) (%1, %2, 0), (1)V 212 + 2,°2) (%1, %', 0),
son de norma uno y si se consideran las expresiones anteriores, que
expresan la variacién de la norma de X, para campos tangentes
a la variedad, tiene que dar lo mismo para ambas inmersiones, luego

también ha de dar lo mismo en direccién normal.

Ny, (1X4l)) = D, (1X + rA1 (X)I]) = D, (11 + 724 IX]])]s =0 =
= A [1X]].

Ny (11Xall) = D, (1X + 742 (X)) = D, (11 + 72| [|X|])], =0 =
= X [IX]].

Por tanto 4; = 1,. Si en el entorno de un punto fuese 1; = 1, = 0,
en dicho entorno se cumpliria a; = a, = 0, y dicho entorno estaria en
un plano, por tanto se cumplirfa 4; = A" = 0. Luego puede suponerse
A1 # 0, por tanto los tensores 4 son los mismos para ambas inmer-
siones y en consecuencia son mutuamente rigidas localmente.

Para generalizar este resultado, se necesita el siguiente lema del
que se da el enunciado, pudiéndose encontrar la demostracién en
cualquier texto de Algebra.

Lema II-1.—  Se consideran en R2*(R2'*1), k endomorfismos an-
tisimétricos independientes que commutan ¢y, ..., ¢,.

Existe una base ortonormal del espacio euclideo, en la que las expre-
stones de los endomorfismos son:
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Para R2",
0 a; 0........ 0 0 a,0........ 0
—a; 0 . ........ . —a, 0 .........
0o . ......... . 0 . ...,
¢1: PR ,'-"¢2=
e 00y . ce.. 05,
0 0 -5, 0 00 -5, 0

Para R2"*1, las mismas expresiones con las tltimas filas y colum-
na todas cero.

Lema II-2.— Sean X, ..., X, n isomelrias infinitesimales de
R (R2'%1), tales que restringidas a una subvariedad compacta que
no puede encontrarse en la interseccion de dos hiperplanos, dan w iso-
metrias infinitesimales de la subvarviedad, independientes en algin
punto de ella, con corchetes de Lie todos cero sobre la subvariedad.

Tesis.— Existe una referencia ovtonormal de R2* (R2**1), en la
que las expresiones de Xy, . .., X,,, son n combinaciones lineales adecuadas,
parael casode R de Y| = (—%5,%1,0,...,0),...,Y,=(0,...,0, —
— X2, %2,_1). Para el caso de R2"*1 de Y| = (— x,, %1, 0,...,0),
ey Y”= (0,...,0, —xzn,xz,,_l,O).

Demostracion. — Solo se va a dar para R2?", en el otro caso es
andloga.

Sean X, =w, (x(,...,%,) + (i, ..., a,), con y; antisimétricas.

I:Xi: X7] = [%» ‘P;] (xl: ) x2n) + (1/’; (OL;, ] O‘;n) — Y (O({, SRR a72n))'
Como esta expresion tiene que anularse en la subvariedad, si en [y, y;]
(x;) hay alguna componente no idénticamente nula, deberan haber
como minimo dos y M se encontraria en la interseccién de dos hiper-

planos lo que va en contra de la hipétesis. Luego [y;, y;] = 0 para
todos 7, 7.

Por lema II-1, existe una base ortonormal de R2%, en la que

Xi=(—arxg,a1 %, ..., — by %5, b1 %0,_1) + (B, ..., Bin)

X”= (— Ay X2, By X1, o oo, — b"xzn, b,,xz,, 1) + (ﬂ’l‘,, g”)

De forma que
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Ya que si fuese cero, 0 un campo serfa combinacién lineal de los
otros, lo que va en contra de la hipétesis, o una combinacién lineal
de los anteriores serfa un campo constante, lo que es absurdo por ser
compacta la subvariedad.

Liuego se pueden obtener, por combinacién lineal:

le(—xZJleO:-'-:O)+(AI,A;,O,...,0)

Yn = (O’ ey 0, — X245 x2n—1) + (0’ .o 0, ;n—lr 1;")

Efectuando traslaciones adecuadas en los planos (xq, %), ...,
(%24_1, %2,), Tesulta : (no se cambian las letras para no complicar
la notacién).

Y1=(—xz,xl,O,...,O),...,Y,,=(0,...,O,—xzn,xz,,_l).

Teorema II-2.— Sea M variedad Riemanniana de dimension
2k — 1 (vesp. 2Rk), comexay compacta que tiene dos inmersiones isométricas
wmyectivas yy, pp en R2* (resp. R2%*T1). Sean X, ..., X,, k isometrias
wnfinitesimales de M, tales que [X;, X;] = 0, para todos ¢, j, y en algin
pumto de M dim. {X;} = k.

St para ambas inmersiones las X; son la restriccion de k isometrias
nfinitesimales del espacio euclideo.

Tesis.— 1w, y wy son wmutuamente rigidas localmente.

Demostracion. — Sé6lo se va a dar para R?*, el otro caso se de-
muestra igual.

Aplicando Lema II-2, se pueden encontrar dos referencias or-
tonormales de R2* en las que las expresiones de los X, (isometrias
infinitesimales en la primera inmersién), serdn: X; = ( — x,, %y, O,

5 0), ..., Xy =(0,...,0, — %, %3, _1). De hecho se tratara de com-
binaciones lineales adecuadas que se seguirdn designando igual
para no complicar la notacién. Las expresiones de los X, (isometrias
infinitesimales en la segunda inmersién) serdn:

XII = (—- /3] x2’, a; xl’, — bl x4’, bl x3’, e, — dl xék, dl xﬁk_l)

Xk, = (_ ay xZ/J a, xl,: - bk x4,r bk x}’) sy T dk xék) dk xék—l)
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Como los X; son ortogonales los X, también lo han de ser de
lo que resulta un sistema de ecuaciones que se cumple sobre la va-
riedad y como ésta tiene dimensién 2% — 1, el rango del sistema ha
de ser 0 o 1, luego

Si el rango es 1, puede suponerse a; - a, # 0, es inmediato que
por ejemplo &, - b, # 0. Imponiendo que los menores de orden dos
tienen determinante igual a cero y que el determinanta de la matriz
formada por los coeficientes ay, ..., d;, es distinto de cero, resulta

que a3 = b3 = ... = b, = 0. Con lo que la matriz de los coeficientes
es de la forma:

albIO...O
dzbz 0...0
00

oo LA

En la matriz cuadrada A hay en cada fila un solo elemento
distinto de cero.

Ahora por argumento de cierre de 6rbitas, ya utilizado en la
demostracién del teorema II-1, resulta que el rango de (&) ha de

ser cero, y por tanto X" = (— %', %/,0,...,0),..., X, =(0,...,0,
— Xog, xﬁk—l).

Igual que para el caso de dimensién dos se ve que X, ..., X,,
Xy, ..., X}/, son direcciones de curvatura y las curvaturas princi-

pales correspondientes son iguales dos a dos. Como no todas pue-
den anularse ya que en este caso resultarfa que el campo normal
ha de ser (0,...,0) (en el caso de R?**1, el campo normal unitario
serfa (0,...,0,1),encuyocaso 4, = 4, = 0), y portanto A; = A4/,
luego y; y y, son mutuamente rigidas localmente.

La generalizacién de este resultado a codimensién mayor, no
es posible sin hip6tesis suplementarias. El problema esti en pro-
bar que las expresiones para X;’,..., X,’, son la obtenidas en el
teorema anterior, pero se ha de recordar que en el lema II-2 se exigia
que la subvariedad no se encontrase en la interseccién de dos hiper-
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planos y en el teorema anterior no podian haber dos ecuaciones
de la forma a; - a; (%1'2 + %,"2) 4+ ... = 0 que fuesen independientes
ya que la codimensién era uno, pero en codimensién mayor podria
ocurrir esto sin llegar a contradiccién. Como consecuencia de ello se
enuncia sin demostracién el lema siguiente:

Lema II-3.— Sea M variedad Riemanniana de dimension >
> k4 1y <2k, compacta y conexa, que tiene k isometrias infinite-
simales Xy, ..., X,, que cumplen [X;, X;] =0, para todosi, j, y en

algin punto de M son independientes.

Sty v w, son dos inmersiones isométricas inyectivas en R+, de
forma que en cada inmersion las X; son la vestriccion de k isometrias
infinitesimales de R2*+1, y ademds para cada inmersion la subvariedad
no estd contemida en la imterseccion de dos hipercuddricas.

Tesis.— Existen en R2**1 dos sistemas de referencia ortonorma-
les, para cada inwmersion, de forma que

Xy =1(0,...,0, — 2, % _1) Xy =(0,...,0, — x2, %2 -1,0)

Lema II-4.— Sea M variedad Riemanniana de dimension n,
con wuna isometria infinitesimal X. Dos inmersiones isométricas en
Rtt" de forma que para cada inmersion, X es la vestriccién de una
isometria infinitesimal de R*** de la forma X = (— %5, %1, 0, ..., 0)
para la 1.2 inmersion y del mismo tipo para la segunda.

Tesis.— X es diveccion de curvatura para cualgquier diveccion
normal en cualguiera de las immersiones.

Elegidos N1, ..., N,, referencia ovtonormal del fibvado normal para
la primera inmersion, existen N{', ..., N/, referencia también orto-
normal para la segunda, de forma que A;(X) = A,/ (X), siempre que
X #0.

La demostracién es andloga a la dada en el caso de superficie
en R3, por lo que se omite.

Con todo esto ya se puede pasar a la demostracién de

Teovema II-3.— Sea M wvariedad Riemanniana, compacta y co-
nexa, de dimension n. Con X, ..., X,, isometrias infinitesimales tales
que [X;, X;] = 0 para todos 1, j, y extste algin punto de M en el que
son independientes.

Sean wy y vy, dos immersiones isométricas iwyectivas en R+
de forma que vy (M) y vy, (M) no estdin contenidas en la interseccion



Sobre inmersiones isométricas de variedades riemannianas 215

de dos hipercuddricas y para cada inmersion las X, son la vestriccion
de k isometrias infinitesimales del espacio euclideo.

Sabiendo que k 4+ 1 <n < 2k.

Tesis.— w1y wy son mutuamente rigidas localmente.

Demostracion. —  Existen dos sistemas de referencia ortonor-
males en el espacio euclideo ambiente, en los que las expresiones
de las isometrfas infinitesimales son las establecidas en lema II-3.
Se sabe ademds que son direcciones de curvatura y se verifican igual-
dades entre las curvaturas principales en la forma expresada en
Lema II-4.

Si en un entorno de cierto punto, todas las curvaturas principa-
les de X, ..., X,, fuesen nulas, (— x,, %1, 0, ..., 0), (%1, #2,0,...,0),

., (0,...,0, — %24 %2,_1,0,...,0), (O,...,O,xzq_l,ﬁzq, 0,...,0)
deben dar vectores del espacio tangente (basta considerar v/ x, X1, ete.).
A lo sumo habrd 29, con 2¢ <ny X,,; =... = X, = 0. La inmer-
sién de hecho tiene lugar en un espacio euclideo de dimensién 2% -+
+1—-2(k—q)=2¢+1, pero 2¢+ 1 <n+ 1, luego si la in-
mersién no es en codimensién cero, debe ser 29+ 1=n+1, la
inmersién es en codimensién uno en cuyo caso ya se sabe que los
tensores 4 coinciden.

Si por ejemplo alguna curvatura principal de X; no es cero, pte-
den elegirse Ny, ..., Ny, _, en un entorno de forma que 4; (X;) =
= }“1 X] # 0, A2(X1) =...= A2k-:—1—n(X1> = 0. Con lo que Al =
= A,

Silas curvaturas principales para X, ..., X;, segtin 4,, ..., Aoy
fuesen todas cero, resultaria que (—%2,%1,0,...,0),...,(0,...,0,
%24-1, %24, 0, ..., 0), darfan un subespacio de dimensién 2¢ < + 1,
X,41=...X,=0. La inmersién de hecho tiene lugar en un es-
pacio euclideo de dimensién 2¢+1, y como 2g+1<mn-+ 2, si
la inmersién no es en codimensién uno, caso ya visto, ha de ser
29+1=n+2 2¢g=n-+1y como (—#2,%1,0,...,0),...,(0,...,
-, 0,2, 1,%,0,...,0), dan en cada punto T (M) + Ny, resulta de
observar que en esta distribucién la derivacién covariante es interna,
que la codimensién de hecho es uno y en este caso es sabido que
A, = A4,

Asi pues puede suponerse que X, tiene curvatura principal segtin
N, no nula y nula para los restantes, de lo que resulta 4, = A/,
A, = A4,

Se puede suponer 4, = A4,,..., A, = A,'. Si todas las curvaturas
principalesdelo X, segtin 4, .y, ..., Ay +1_, fuesen cero en un entorno,
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se tendria que (— %, %1,0,...,0),...,(0,...,0, X241, %2, 0,...)
dan un subespacio de dimensién 2¢ <# + 7. Como X,,; =... =
= X, = 0, la dimensién del espacio euclideo ambiente es de hecho
29 + 1. Pero 29 + 1 <#u + 7 + 1, luego si la codimensién no es 7,
debe ser 29 +1=n+4+7r+ 1. Como 2g = + 7 y la derivacién
covariante en (— %,,%;,0...),... es interna, la codimensién es 7
y por tanto Ay = Ay, ..., 41y = Aoks1-n

Si no todas las curvaturas principales de los X, segin 4,1, ...
fuesen cero, se obtendria 4, ; = 4,4

Asi pues, para ambas inmersiones los tensores A; coinciden.
Es un simple ejercicio de célculo ver que s; = si;. Por tanto y; y v,
son mutuamente rigidas localmente.
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