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SUMARIO

El presente trabajo se puede considerar como prolongacién del
trabajo (I) del autor, se amplia un resultado de este tiltimo que era
vélido sélo en el caso metrizable, y aqui se estudia en el caso general;
se hace un estudio de los cuerpos reales maximales y completos, y,
finalmente se da un apéndice sobre cuerpos reales contenidos en un
cuerpo algebraicamente cerrado y de caracteristica O.

1. Consideraciones topoldgicas sobre los cuerpos ordenados

Sea K un cuerpo conmutativo ordenado, la topologia de K dada
por la ordenacién es la inducida por la estructura uniforme de base

(1 N.={(x, Ve KX K; lx —vl<e}

para cualquier ¢ > 0 de K, con esta topologia K es un cuerpo topo-
16gico. La estructura (1) es invariante por traslaciones. Un sistema
fundamental de entornos de o es el formado por los

M, =f{xe K; lx|l< e}

y la estructura (1) viene dada por una métrica si y sélo si tiene base

* Un avance de los resultados del presente trabajo, aparecié en Actas
de la VII R.AME.
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numerable, lo que equivale a decir que existe un sistema fundamental
numerable de entornos de O.

PropPoOSICION 1. Si K es metrizable, también lo es la estructura (1).

Pues si la estructura (1) no lo fuera, el filtro de entornos de O no
tendria base numerable, y por consiguiente K no seria metrizable.

PRrOPOSICION 2. K metrizable es equivalente a que exista una
sucesion que tiende a O y cuyos términos son todos distintos de O.

Si K es metrizable, la existencia de tal sucesién es trivial. Si
existe una tal sucesién, la sucesiéon de los valores absolutos de sus
términos también tenderd a O, basta supomner, pues, que exista una
sucesién de elementos positivos que tiende a O, sea i, 2, ... N, -
formemos la sucesién de término general g, = Min (1, 92, ... 7,) que
también tenderd a O y serd monétona decreciente, los M, forman
un sistema fundamental numerable de entornos de O.

q.e.d.

CororARIO 1. Si K no es metrizable toda sucesion de Cauchy
(respecto a la estructura (1)) es quasi-constante. (S6lo tiene un ndmero
finito de términos distintos).

En efecto: Sabido es que si K es un cuerpo ordenado, su comple-
tado por sucesiones es un cuerpo ordenado £ extensién de K y que
prolonga su ordenacién; supongamos que en K exista una sucesién
de Caucmy (a,) no quasi-constante, esta sucesién es convergente
en £, sea o su limite, entonces la sucesién (a4, - «) es una sucesién
de 2 que tiende a 0 y no es quasi-constante, por consiguiente £, y
por lo tanto K es metrizable.

q.e.d.
CoroLARIO 2. St K no es metrizable, es completo por sucesiones.

PrOPOSICION 3. El completado de K por la estructura (1) es un
cuerpo ordenado extension de K y que prolonga su ordemacion, que es
isomorfo-semejante sobre K a la extension ordenada de K formada
por la adjuncién de todas las cortaduras de tipo A. (i)
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En efecto: Sea X' el cuerpo obtenido del K por la adjuncién de
todas sus cortaduras de tipo 4.

Tenemos que K es denso en X, pues si « € 2 — K, o viene deter-
minado por una cortadura de tipo 4 (4; A') de K sin elemento de
separacién en K, consideremos el filtro F de X de base los intervalos
(a, a'lparaVa e A, Va' €A’ este filtro es convergente y tiene por
limite «, pues en X es oo = Inf A’ = Sup 4. Trivialmente, la estruc-
tura (1) correspondiente a X prolonga la correspondiente a K. Nuestra
proposicién quedard demostrada si X' es completo por esta estructura.

Sea, en efecto, F un filtro de CavcHY en X, y definamos

A =1{a eX;3Fc¢F con x¢ F para Vx >a'}
se verifican:
a) A #XZy A #¢
b) a'e A = b0 eA para VI >a
¢) A’ no tiene primer elemento.

En efecto: Sea un F ¢ F acotado inferiormente (su existencia es)
consecuencia inmediata por ser F filtro de CaucHY), si 4 es una cota
inferior de F, se tiene a ¢ A" pues si a € A’ el conjunto

B,={x;,x>a} > F>B,eF

contra la definicién de A’; por otra parte, existe un F ¢ F acotado
superiormente, y todo elemento mayor que una cota superior dada es
de A’, con lo cual queda demostrado a). En cuanto a b), resulta
trivial.

Supongamos que a’ sea el primer elemento de A’, existird I' ¢ F
con F n B, = ¢, y por consiguiente un entorno de a’

My ={x;lx —a'l <e}

serd disjunto con F, sea a € M, con a < a' - a ¢ A, lo que contra-
dice que a’ sea el primer elemento de A’. ¢) queda con esto demos-
trado.

Es A’, pues, la clase posterior de una cortadura en X' (ii), (4; A'),
veamos que es de tipo 4, en efecto; sea un ¢ >0, e e Xy Fe F de
orden memnor que N, con n < ¢/,, y seay ¢ F, tenemos que y + 7 ¢ A’
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y v — n € A seglin resulta inmediatamente; por consiguiente, existen
o' €A, vedcona —a<e.

Existird, pues, en X elemento de separacién de esta cortadura,
y este elemento es el limite de F.

q.e.d.

Observacion. La demostracién de (I), pags. 258, 259 supone que
existe una sucesién de elementos positivos que tiende a O, es decir,
K metrizable; la proposicién 3 tiene a aquélla como caso particular.

Ejemplo de un cuerpo ordenado no metrizable

Sea K un cuerpo ordenado cualquiera, y sea X un conjunto de
indeterminadas de potencia ¥, demos a X una buena ordenacién
de tipo de orden v, (primer nimero ordinal de 3.2 clase), o sea X = {x,}
con {z} todos los ndmeros ordinales de 1.2 y 2.2 clase.

Consideremos el cuerpo K (X) de funciones racionales sobre K
con estas indeterminadas, y vamos a darle una ordenacién por in-
duccién transfinita.

Sea X, el segmento de X determinado por x,, es decir
X:x = {xﬁ}ﬁ<x (XO = ¢) Xl = {xo})

tenemos K (Xo) = K y estd ordenado por la ordenacién de K, su-
pongamos que K (X;) con cualquier f < o estén ordenados, de tal
forma que cada uno de ellos prolonga la ordenacién de todo sub-
cuerpo del mismo, sea

feK(X,)

f es una funcién racional que depende estrictamente de un ntme-
ro finito x,,, x,,, ... ¥, de indeterminadas de x,, supongamos que
N<P<.<y siy+1<a=fcK(X,;) y es positivo si lo
es, en este cuerpo, lo que sucederd siempre si « es de 2.2 especie.

Siy,+1=ua, serd

_ 4 Xy + — + a,
b() xm'yv + - + bm

f

con los a;, b; e K (X,,), ao bo # 0, diremos que f es positivo si lo es
@0 bo en K (X, ), asi por induccién transfinita hemos ordenado K (X).
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Sea

(2) i for i fns oo

una sucesion de elementos positivos de K (X), como cada uno de sus

términos depende estrictamente de un ntimero finito de indetermi-

nadas, sea X™ el subconjunto finito (que puede ser vacio) de X del
oo

cual depende estrictamente f,, y X' = u X®, X’ es a lo sumo nume-

n>1
rable, y como para todo subconjunto finito o numerable de nimeros

ordinales de 1.2 y 2.2 clase, existen niimeros de 2.2 clase mayores que
todos ellos, sea « > y para cualquier y con , € X" y

1 e K (X), fu — 1 =Jﬁ___.l.

KXo X Xa

es positivo, tenemos que la sucesién (2) no puede tender a O, es decir:
K (X) no es metrizable.

PROPOSICION 4. Si K es un cuerpo ordenado, y Q una extension
ordenada de K, la estructura uniforme (1) correspondiente a 2 induce
sobre K la correspondiente a este #ltimo si y sélo si K es confinal en 2.
En otro caso la estructura inducida sobre K es la discreta.

En efecto: Es trivial que toda vecindad (1) correspondiente a K
es la interseccién de K X K con una vecindad correspondiente a £,
sea ahora N, una vecindad para la estructura correspondiente a £,
y sea

(3) N, n (K x K).

Si K es confinal en 2, sea e € 2, e > O existirA un ¢ ¢ K, & > 0,
¢ < & y (3) contendrd la vecindad N, correspondiente a K, si K
no es confinal en Q, existe un ¢ > 0, ¢ € 2 menor que todos los ele-
mentos positivos de K, y (3) es la diagonal de K X K.

q.e.d.

Observacién. Si Q es una extensién ordenada algebraica sobre K,
entonces K es confinal en Q. (Pues si o € 2, sea

f@) =2"4+aL 2"+ ... + a,
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el polinomio irreductible de K [x] con el cero o, y se tiene

lai < Max (1, 2 la;))
i=1
ProOPOSICION 5. St K es un cuerpo ordenado y 2 una extension
ovdenada de K, tal que K es confinal en Q, K es denso en 2 si y sélo
st la interseccion de una cortadura de tipo A en Q2 con K es una corta-
dura de tipo A en K.

En efecto: Por ser K confinal en 2, la estructura (1) correspon-
diente a £ induce sobre K su estructura (1) correspondiente (propo-
sicién 4), de donde resulta que K ¢ 2,y K o 2 es equivalente a
K = Q. :

Supongamos que K 76?2, y sea w € Q3 ¢ K, sea
4 A ' ={a eK; a > 7}

se verifica que A’ es la clase posterior de una cortadura en K, pues
a) A’ #K, A" # ¢, por ser K confinal en 2 y por consiguiente en Q;
b) Sib'eK,yb >a €A’ =beA’ trivial; ¢) A’ no tiene primer ele-
mento, puessia’ € A’,esdecir,a’ — 7 >0,seace Kcon0<e<<a' —7
(que existe por ser K confinal en Q), se tiene

A —e>U=>a —ecd,d —e<a

Sea A = K — A’, la cortadura (4 ; 4") de K es de tipo B, pues
si fuera de tipo 4, tendria un elemento « ¢ K como elemento de se-
paracién, y seria |a' —al<e Ve>0, eeK, y como d # a por

hipétesis, serfa

e 2 mayor que todo elemento de K, contra

~

|7 — ol
la hipétesis que K es confinal en Q.
La cortadura (4 ; A’) es la interseccién con K de la cortadura
en Q cuya clase posterior es

A ={adeQ; a’" <a

yla coftadura en 2 (A; A') es de tipo 4 pues determina d. Si K=28,
la cortadura (4) es de tipo A.

q.e.d.



Consideraciones sobre cuerpos ordenados 149

Observacion. Si la cortadura (4, A') en K es de tipo B, y existe
deQcona<d<a paraV ae A, Va' ¢ A’ este @ no es tnico, pues
si fuera umnico, habria en el hemianillo @ un cuerpo mas amplio que
K, lo que es absurdo (iii); por otra parte, si ' — a < 5 para
vaeAvya e A',a+", 6 @ —"1, esti también entre 4 y 4’, y
entre éstos hay elementos de 0, es decir, entre 4 y A’ hay infinitos
elementos de Q.

Ejemplo. Sea I' el cuerpo de los niimeros racionales, y R el de
los reales; consideremos I' (x) ¢ R (x) con la ordenacién

aop x" + — + Ay

bo %™ + - + bm

>0 <= apbp>0

I' (x) es confinal en R (x), pero I'" (x) no contiene ningtin ntimero
irracional.

2. Cuerpos reales maximales completos

Si K es ordenado arquimediano y completo, es isomorfo al cuerpo
de los ntmeros reales, que es real maximal. Si K es completo y or-
denado no arquimediano, puede no ser real maximal, como lo prueba

—~——

el ejemplo I' (x) en el que 2 es positivo y no es un cuadrado; o también

~——

R (x) en el que x es positivo y no es cuadrado (Cfr. (II), pag. 59).
Por otra parte, un cuerpo real maximal admite una sola ordena-

cién; podemos, pues, considerarlo ordenado. (iv)

PROPOSICION 6. St P es un cuerpo real maximal, P es también
real maximal.

En efecto: Si P no fuera real maximal, sea X un cuerpo real ma-
ximal algebraico sobre Py que prolongue la ordenacién de P, (tal
cuerpo estd determinado salvo un isomorfismo que deja invariantes
todos los elementos de 1~3). Por hipétesis es P %+ 2.

Sea e, 0 ¢ P, como que — 0 ¢ P, podemos suponer que § > 0
en X. P es confinal en X (observacién a la proposicién 4), por consi-
guiente P es confinal en X.

Sea

f@) =s"4+cia"1+ .. +c,
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el polinomio irreductible y normalizado de P [x] con el cero 6, eviden-
temente los ¢; no pertenecen todos a P, pues 0 seria algebraico sobre P,

y por consiguiente no seria real maximal; sea ¢ > 0, ¢ ¢ P arbitrario,
existen a; ¢ P, a; <c¢; con

—e<b"+a, "' +..4+a, <0

pues por ser >0, es a;0"* <c;6"* de donde resulta la segunda
desigualdad, pues para al menos un ¢ no vale el signo =. Por otra
parte, de ¢; — a; < n se deduce

1]

0"+ Zc,0) — 0"+ Za 0) = S(e; —a) i< nZ i < e
i=1 i=1 i=1

i=1

€

para 5 < Zn‘ 6"—% de donde resulta la primera desigualdad.
i=1

Sea

gx)=x+arx" 1+ — +a,ePx]

es g(0) <0y g(s) >0 para seP,s>0,s>Mé.x(l,t_§’:lail) que

por ser X real maximal, existen ceros de g(x) en X entre 6 y s, un tal
cero, por ser P real maximal, debe pertenecer a P.

Sea o el menor cero de g(x) que sea mayor que 0, es g (x) =
= (x — «) g, (x) donde g, (x) € P [x] y en particular

(5) g0 =0-a &)
que por ser g (0) < 0, 06 — « < 0 se deduce que g, (6) > 0.

Haciendo variar ¢ en el conjunto de los elementos positivos de P,
g (¥) depende de ¢, la llamaremos g, (x) y « también depende de ¢,
lo indicaremos « (¢), sea 4 = {« (¢)}, hay dos casos posibles: a),
0 ¢ A (la adherencia en X), lo que implica § ¢ P = P 1o que es una
contradiccién; b) 0 ¢ A, es decir, existe un ¢ > 0, g ¢ X con
o + 6 < o (&) para todo e >0, ¢ ¢ P pero de (5) resulta que al tender
{¢} - O implica que {g, (§)} -~ 0, y, por consiguiente {g . ()} -0,
y siendo 1, 0, ... "1 linealmente independiente sobre ﬁ, se deduce
que una red (sistema dirigido) de polinomios de grado n — 1 que
tienda a O, sus coeficientes tienden también a O (por ser P comple-
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to, se generaliza sin dificultad la demostracién de (IV), pag. 268), y
como los g, . (¥) (considerados como de P [x]) son de gradon — 1y
su coeficiente maximo es 1, hemos llegado a un absurdo. Queda,
pues, demostrado que es absurdo suponer P no real maximal.

q.e.d.

CorOLARIO. Si K es un cuerpo orvdenado, existen cuerpos reales
maximales completos que prolongan la orvdenacion de K; de tales cuerpos
existen minimales (es decir, que un cuerpo intermedio entre K y un tal
cuerpo que sea veal maximal y completo, implica que coincide con este
wltimo), dos tales cuerpos son isomorfo-semejantes sobre K.

En efecto: Sea P un cuerpo real maximal algebraico sobre K y
que prolongue la ordenacién de K, D el cuerpo completacién de P,
P es real maximal y completo, segtin acabamos de ver, P es el con-
junto de elementos algebraicos sobre K de P, sea K cAdc P;si
A es real maximal, implica que 4 o> P, es decir, 4 es denso en ’f’,
luego no puede ser completo a menos que coincida con P; si 4 es
completo, y distinto de P, no puede contener a P, pues no puede ser
denso en P, y por consiguiente no es real maximal, pues existen ele-
mentos de P algebraicos sobre K que no le pertenecen; p es, pues,
un tal cuerpo minimal. Sea P* un tal otro, los elementos de P* alge-
braicos sobre K forman un cuerpo P, real maximal y algebraico sobre
K, P, es, pues, isomorfo-semejante sobre K a P, P 1 es real maximal
y completo y contenido en P*, y ademds isomorfo a P, pero por el
cardcter minimal de P* resulta que P* = 7’1.

q.e.d.

3. Cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica O. (Apéndice)

Sea Q un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica O,
y I' su cuerpo primo, el de los ndmeros racionales, y m el grado de
trascendencia de 2 sobre I' (m es un ndmero cardinal, que serd O
si Q es algebraico sobre I').

Si dos cuerpos algebraicamente cerrados y de caracteristica O
02, v 2, tienen el mismo grado de trascendencia sobre I" son isomorfos,
pues si My y M, son dos bases trascendentes de 2, y 2, respectiva-
mente, son de la misma potencia s, entonces es:

I'(My) = I' (M)

11 — Collectanea Mathematica
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pues ambos son isomorfos al cuerpo de las funciones racionales con
un conjunto de indeterminadas de potencia m; y sus clausuras alge-
braicas son también isomorfas. Por ejemplo, si m es el continuo,
2 es isomorfo al cuerpo de los ndmeros complejos. Dado al arbitrio
un ndmero cardinal, existe uno, y salvo isomorfismos un solo cuerpo
algebraicamente cerrado y de caracteristica nula que tenga este car-
dinal como grado de trascendencia sobre su cuerpo primo.

Para que un subcuerpo propio 4 E 2 sea isomorfo a {2, es nece-

sario y suficiente que se cumplan las siguientes dos condiciones:
@) que A sea algebraicamente cerrado, b) que el grado de trascen-
dencia sobre I" de 4 y Q coincidan; lo que es posible si y s6lo si el grado
de trascendencia es transfinito, pues si M es una base de trascendencia
de 4 sobre I', y N es una base de trascendencia de Q sobre 4, N no
puede ser vacio, pues seria 2 algebraico sobre 4, y A es algebraica-
mente cerrado; entonces M U N es una base de trascendencia de £
sobre I', que ha de tener la misma potencia que M, lo que es equi-
valente a m >Ny y m < #, siendo # la potencia de N, y m la de
M. (Todo lo que antecede es valido también para los cuerpos algebrai-
camente cerrados y de misma caracteristica, considerando su grado
de trascendencia sobre su cuerpo primo).

Sea P un cuerpo real tal que P (i) = £, un tal cuerpo es real ma-
ximal, y una base de trascendencia de P sobre I', también lo es de 2
sobre I', pues 2 es algebraico sobre P. Reciprocamente, si M es una
base de trascendencia de 2 sobre I', como I' (M) es real (pues toda
extensién trascendente pura de un cuerpo real también lo es), y se
puede extender a un tal cuerpo P.

Si M no es vacio, se pueden dar infinitas ordenaciones a I" (M)
(las habrd arquimedianas si y s6lo si M es de potencia menor o igual
que el continuo), tomemos por ejemplo una en la que I" no sea con-
final a ningtin otro subcuerpo de I'(M) y otra ordenacién en la que
esto no suceda, entonces los cuerpos reales maximales que prolongan
respectivamente estas ordenaciones no serdn isomorfos, es decir,
para que dos tales cuerpos P sean isomorfos siempre es necesario y Su-
ficiente que §2 sea algebraico sobre I

Si m > N, existen cuerpos P no metrizables; basta dar a I' (M)
una ordenacién que prolongue nuestro ejemplo de la péagina 6.

Por ejemplo, si Q = C, cuerpo de los ntimeros complejos, un tal
cuerpo P es R, cuerpo de los niimeros reales, otro tal cuerpo P no
tiene por qué ser isomorfo a éste, ni atin siendo arquimediano (puede
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no ser completo), basta ver para ello que si C; E C e isomorfo a €],

el cuerpo R; = R n C es real como subcuerpo de R, y es real maximal
pues R,(7) = C; que es algebraicamente cerrado; R; como subcuerpo
propio de R no puede ser completo, un isomotfismo de C; sobre C
transforma R; en un cuerpo P con P(i) = € arquimediano y no com-

pleto.

(El conjunto de subcuerpos de C isomorfos a R tiene la potencia

del continuo, segiin demostré ARTIN).
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NOTAS
Véase (I), pag. 252.
Véase (I), pag. 251.
Véase (I), pags. 259-260.
Véase (VI), parr. 71, 72; o (III), Cap. 6, parr. 2.
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