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RESUMEN

En este trabajo se establece que para todo abierto G = G de R,
existe una correspondencia biyectiva entre las funciones numéricas
0:G - R definidas sobre G, continuas y localmente lipschitzianas
respecto a su segundo argumento sobre G [resp. definidas sobre G,
continuas y continuamente derivables parcialmente respecto a su
segundo argumento sobre G], y las por mnosotros denominadas
«G, L, P¢)-variedades de la clase L y de dimensién 1» [resp. «(G,
, C3, P&)-variedades de la clase C! y de dimensién D).

Para una mejor exposicién hemos dividido el trabajo en una
INTRODUCCION y dos PARTES. En la INTRODUCCION defi-
nimos y estudiamos los atlas de la clase £ y del tipo (G, L, P¢) [resp.
los atlas de la clase C1 y del tipo (G, Cs, J)Z')] dados sobre particiones
P de G, constituidas cada una de ellas por las trayectorias o grafos
de funciones numéricas definidas y continuamente derivables sobre
intervalos abiertos de R, particiones de G cuyo conjunto denotamos

1
por P&, estableciendo las propiedades mds notables relativas a los
mismos, las cuales son necesarias para el buen desarrollo de las PAR-
TES que a continuacién suceden, e introduciendo seguidamente el

concepto de «(G, L, P‘G")-variedad de la clase L» [resp. «(G, Cs, P'é')-
variedad de la clase C1»], como la clase de L-equivalencia definida

por un atlas de la clase L y del tipo (G, L, P¢) dado sobre una par-

ticién P ePg’l" [resp. como la clase de Cl-equivalencia definida por
un atlas de la clase C! y del tipo (G, Cs, PE) dado sobre una parti-

1
cién P e P&
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En la PARTE PRIMERA, y mediante el TEOREMA FUNDA-
MENTAL (I), se establece que el conjunto &g, de las trayecto-
rias maximales de una ecuacién diferencial ordinaria de 1 orden
dx2
dxy
rica definida sobre el abierto G de R2, continua y localmente lips-
chitziana respecto a su segundo argumento sobre G [resp. continua
y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo

2 7z I3
= o (%1, %7), en donde ¢ : G = G c RZ > R es una funcién numeé-

argumento sobre G], es una particiéon perteneciente a Pgll" (c.1.a. Fr)
que admite un atlas de la clase L y del tipo (G, L, PZ) [resp. de
la clase Cl y del tipo (G, C, PE)], v consecuentemente, dicho con-
dx;
dx;
ceptible de ser dotado de una estructura de (G, L, }’Z‘)-variedad de
la clase L [resp. de una estructura de (G, G;, PZ‘)-Variedad de la
clase C1].

Finalmente en la PARTE SEGUNDA, y mediante el TEOREMA
FUNDAMENTAL (II) que alli figura, se demuestra la propiedad
inversa de la establecida por el TEOREMA FUNDAMENTAL (I)
en la PARTE PRIMERA, es decir, se prueba que para todo abier-

to G =G de R?, el conjunto base [supuesto dicho conjunto base

junto %G;o) de trayectorias maximales de o (x1, %) es sus-

€ P(c;‘l'- (c:laFr) | subyacente de cualquier (G, L, PZ‘)—variedad de
la clase L [resp. de cualquier (G, C3, P¥)-variedad de la clase C1],
es el conjunto ‘g(g;o) de las trayectorias maximales de una dnica
ecuacién diferencial ordinaria de 1. orden Z—ii = o (%1, %), en la
que g : G > R es una funcién numérica definida sobre G, continua y
localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre G
[resp. continua y continuamente derivable parcialmente respecto a
su segundo argumento sobre G] univocamente determinada, conclu-
yéndose dicha PARTE SEGUNDA con un ejemplo de aplicacién del
TEOREMA FUNDAMENTAIL (II) desarrollado en la misma.

Los resultados establecidos en la INTRODUCCION y en las
PARTES PRIMERA y SEGUNDA, son susceptibles de facil gene-
ralizacién obteniéndose teoremas andlogos relativos a (G, L, Pé)-
variedades de la clase £ y de dimensién # > 2 [resp. (G, C3, PE)-
variedades de la clase Cl y de dimensién %] y a sistemas de # ecua-
ciones diferenciales ordinarias de 1¢ orden.
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INTRODUCCION

0.1. PARTICIONES DE UN ABIERTO G c R2 DETERMINADAS POR

~ Q .
FAMILIAS DE TRAYECTORIAS. — Sea G = G ¢ R2 un abierto de R2.
Por definicién pondremos:

« €PB(R?) = [(c es una Cl-trayectoria en G) <=
<~ @9 eBRXCII R y
y I = I #¢ es un intervalo abiertode Ry ¢ = J {(r, ¢ ()} € G)]»
xel

es decir, un subconjunto ¢ de R2 es una «Cl-trayectoria en G», si

s6lo si es el grafo I'. [Para toda aplicacién f: A — B se denotard

mediante I} el grafo |J {(x, f(#))} de dicha aplicacién], de una cierta
x€d

funcién numérica ¢ : [ = TcR >R definida y continuamente de-

rivable sobre un intervalo I — I abierto de R, estando ademds este

grafo I] contenido en el abierto G dado. Al conjunto de todas las

Cl-trayectorias en G lo indicaremos por Tfacy’fc).

Si J® denota al conjunto constituido por todos los intervalos
abiertos y no vacios de R, pondremos, asimismo:

€ =1(peUC(I; R cG

reyR)

Para toda ¢ € C¢ denotaremos mediante I , al intervalo abierto
de R sobre el cual estd definida ¢, es decir, I, estd determinado por
la relacién :

V(1) (I ¢) €T X Gg = [(I =I) <= (pe CL{I; R)I)»
En virtud de lo precedente, se verifica, que:

(Ve) (ceB(R) = [ceTiai®) <= @9) (peCs vy c =T,

asi como, se tiene obviamente, que:

«(‘P: (p*)ECé X C(l; y [‘cpz P‘F‘ > Q= (Fv,pflpw R) =
— (I, pr1 T, R) = ¢
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y consecuentemente, es vilida la relacién:

«Ve)(ce Tiy'@ = A¢) (pe Ctyc= I', y ¢ es tnica en estas con-
diciones))».

Sentado esto, sea: H = {(c, ¢) € T'5' @ X Cefc = L.

Se tiene (habida cuenta la relacién anterior), que:

«pri H = T,(f;fc) y proH = CL y
y (Vo) (Vo) (Vo*) ((c. 9) eH 5y (¢, 9*) € H = ¢ = ¢*)»

por lo que la terna (H, ﬂ'}f;,fG’, C};), define una aplicacién suprayec-
tiva &: 759  CL de 7159 sobre Cg, la cual verifica, como con-

secuencia de su propia definicién :
CL; G’
«Ve)(ce T ¢ = L)
relacién que entrafia:

«V (¢, ¢*)) ((c, c*) € Tee @ x f]',‘f;fG) y
y h(c) = h(c*) = Ly = ¢ = ¢* = L)

o lo que es equivalente:

«h es inyectivay

Asi pues, 4: Tff; © _ CL es una biyecciéon del conjunto Tff;f‘;)
de las Cl-trayectorias en G sobre el conjunto CL constituido por las
funciones numéricas definidas y continuamente derivables sobre
intervalos abiertos de R y cuyos grafos estdn contenidos en G, que
asigna a cada ce J',’® como imagen % (c) la tnica funcién ¢ e (o
cuyo grafo I, coincide con c.

Por otra parte, sic =1 € T es tal que : «sup. L)<+ ey
y Existe g(sup. (I,) — O)» [resp. « — oo < inf. ([)) y Existe
g (inf. (I)) + 0)»], diremos que « =1I; es una C l-trayectoria con
limite accesible por la derecha» y escribiremos:

«(sup. (I,), @ (sup. (I,) —0) =1l a.d. (¢
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[resp. «c = I, es una Cl-trayectoria con limite accesible por la
izquierda» y «(inf. (1), ¢ (inf. (Z,) + 0) =1 a.1i. (¢)»].

Introduzcamos, ahora, la nocién de C,lm,,_-particién de un abierto
G de R2. Por definicién pondremos:

P eP(B(G) = [(P es una C},,-particién de G) «=
== (Pc T v P es una particién de G)]»

es decir, las Cj,, -particiones de G son aquellas particiones de G cu-
yos elementos son Cl-trayectorias en G.

Asimismo, se definir4 el concepto de «C ,l,,,y.-particién con limites acce-

sibles en la frontera», (abreviadamente : «Cj,, -particién (c.1.a. Fr.)»),
mediante la relacién :

PeB(B(G) = [(P es una Ci,y -particién (c.l.a.Fr.) de G) ==
<> (Pc Tffylfc) y P es una particién de Gy (Vc)(ce P y c es
con limite accesible por la derecha (resp. ¢ es con limite accesible

por la izquierda) = l.a.d. (c) € Fr. G (resp. l.a.i. (c) € Fr. G)))]»

Denotaremos mediante Pf;‘l” y mediante ng'- (e.La.Fr)  regpectiva-
mente, a los conjuntos:
«({P B (B(G)/P es una Cj,, -particién de G}»
y
«{P B (B(G)/P es una Cj,, -particién (c.1.a.Fr.) de G}»

verificindose, por tanto, que:

1 . . -
(PeP) == PeB(Tle®) v (VX)X eG» (3c) cePyZFecy
y ¢ es tnica en estas condiciones))»

asi como :
c} cl
(P e Pirlerarn) —.. (PePi y

y (V¢) (ce P y Existe L.a.d.(c) [resp. ce P y Existe La.i.(c)] =
= l.a.d. (c) € Fr. G [resp. l.a.i.(c) € Fr. G]))»
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relaciones, las cuales expresan, respectivamente, que la condicién
necesaria y suficiente para que un conjunto no vacio P de Cl-trayec-

torias en G sea una Cj,, -particién de G, es que por todo punto de G
pase una y s6lo una Cl-trayectoria de P, y que para que el conjunto

no vacio P de Cl-trayectorias en G sea una C,l,,,,,_-particic’)n (c.1.a.Fr.)
es que, ademds de determinar P una C,l,,,,,,-particién de G, se verifique
que cualquiera sea la Cl-trayectoria ¢ € P, la existencia para ¢ de
limite accesible por la derecha [resp. la existencia para ¢ de limite
accesible por la izquierda] entrafia necesariamente 1.a.d. (c) € Fr. G,
[resp. entrafia necesariamente 1. a.i. (¢) € Fr. G].

A toda C,l,,,y_-particién [y a fortiori a toda C,l,a,,,-particién
(c.1.a.Fr.)] P de G, le estd asociada una relacién de equivalencia
Rp sobre G, definida por:

(%, %) eGXG = [( ~Zfusazp) == (Fc) (ceP y (¥, ¥ ecx )P

cuyas clases de equivalencia son precisamente las Cl-trayectorias de
P, y consecuentemente el conjunto G /R, coincide con P.
Denotaremos mediante ¢, y T, respectivamente, a la aplicacién
candnica de G sobre G/Rp =P y a la topologia T;/Rp cociente de
la topologia T sobre G, (inducida por la topologia sobre R2 generada
por la norma euclidea), por la relacién de equivalencia R, sobre G

asociada a la C,l,a,,_—particién P de G.

0.2. LoS ATLAS DE LA CLASE L. — Sea Pe PS‘I'- una Cj,,, -parti-
cién del abierto G de R2, y sea A = (U;, %;, R);¢; un atlas numérico
de dimensién 1 dado sobre P. Para todo par de cartas (U;, %, R),
(Ujs, %js, R) denotaremos mediante

 — -1
giri = Zimv,nvye) e X un0m 2 % (U;n Up) =
=0 > X (U;n Up) =

%9
[en donde para toda aplicacién f: A — B, se indica por f: 4 — f(4)
la aplicacién suprayectiva de A sobre f(4) que tiene el mismo grafo
y conjunto de definicién que f y cuyo conjunto de llegada es f(4)],
a la funcién definidora del cambio de estas dos cartas.

Por definicién diremos:

«(A es un atlas de la clase L) <= (V) (/, 7*) e X J = %; (U, n U,s)
es un abierto de R y g;. ; es localmente lipschitziana sobre el abierto
X (U;n Upx)
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Puesto que la local lipschitzianidad de una aplicacién f: 4 — B
sobre su conjunto de definicién 4 entrana la continuidad de la misma
sobre A, se sigue que todo atlas de la clase L es a fortiori de la clase Ce.

Asimismo, supuesto como hasta ahora, que P es una Clyay.-parti-
cién de G, y que (U, X, R) es una carta numeérica sobre P, diremos
que (U, %, R) es una carta del tipo (G, L, P¢") [resp. del tipo
(G, Cs, PEY], si sélo si se verifican estas condiciones :

o) «U es una parte abierta de P para la topologia T, y la topo-
logia inducida por T, sobre U coincide con la topologia sobre U ima-
gen reciproca mediante la biyeccién ¥ de la topologia inducida sobre
el abierto X (U) de R por la topologia de R».

~1
Br) otz i itp(U)c G =1 (U') es localmente lipschitziana

respecto a su segundo argumento sobre el abierto -LL(U) de R2»
[resp. Bey) ot Ph o) 1_,1 (U) e G - % (U) es continuamente derivable
parcialmente respecto a su segundo argumento sobre :,I, (U)» (*)].
vo) «H -_—ZGHJ{ ey X1 C R2 es un abierto de R2 y la funcién
numérica 7 : H - R definida por: (¥, t) e H = elfj( UI) ey X~

—1
— T (x1,8) = (B (X (?)) (x1) € R es localmente lipschitziana respecto

a su segundo argumento sobre H» [resp. yq) «H = U Iy, X {8t C R2
sex(U)

es un abierto de R2 v la funcién numérica T7: H — R es conti-
nuamente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre el abierto H»].

6) «La funcién numérica o: H = | Ty () X (s} € R2 - R defi-
nida por: sex(U)

(1, 8) e H >0 (ry, 1) = (b (X () (x1) € R

es localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento so-
bre H» [resp. d,) «la funcién numérica o: H - R es continua-
mente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre
el abierto H»].

o
{(*) Paratoda f: 4 =A c R2-. R, se dird que «f es continuamente deri-
vable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre A», si solo si, f es
derivable parcialmente respecto a su segundo arguniento sobre 4 y la derivada
parcial correspondiente D, f es continua sobre .4. Al conjunto constituido por las

4 ’ . .
funciones f: 4 = A c R2-— R que son continuas y continnamente derivables par-
cialmente respecto a su segundo argumento sobre A, s¢ le denotard por C} (4; R).
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Si A= (U;, %;, R);c; es un atlas numérico de dimensién 1 da-

do sobre P e Pg‘lr', se dird que «/4 es un atlas del tipo (G, L, P&)»
[resp. «4 es un atlas del tipo (G, C3, P&)»], si sélo si, para todo
je], la carta (U, %;, R) es del tipo (G, L, P¢) [resp. la carta
(U;, %;, R) es del tipo (G, C3, PZ)]. .

Dado que toda funcién numérica f: 4 = A ¢ R2 > R definida
sobre un abierto 4 de R? y continuamente derivable parcialmente
respecto a su segundo argumento sobre A es, asimismo, localmente
lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre el abierto 4
de definicién, se verifica, consecuentemente, que toda carta sobre P
del tipo (G, Cs, P’G’) [resp. todo atlas sobre P del tipo (G, ch, PZ')]
es, a fortiori, una carta sobre P del tipo (G, L, PE), [resp. un atlas
sobre P del tipo (G, L, P

Son vélidas las siguientes:

PROPOSICION I. — «Para toda C,lmy_-particién de G y toda carta
numérica (¥, U, R) del tipo (G, L, P&) [resp. del tipo (G, C3, P¥)]
dada sobre P, se verifica que las funciones numéricas 7 : H c R2 —»
- R y 0: Hc R2- R, definidas, respectivamente, por: (%, 7) e H —

-1
> T, 7) = GEE) (x) eR y por: (y1,9) eH > oy, 8) =
= (A (X (?))" (v1) € R, son continuas sobre H» [resp. «as funciones
numéricas T: HcR2 - R y ¢: Hc R2 -~ R son continuas y con-

tinuamente derivables parcialmente respecto a su segundo argu-
mento sobre el abierto H»].

PROPOSICION II. — «Para toda Cy,, -particién P del abierto G
y todo par de cartas (U, %, R) y (U*, 2*, R) dadas sobre P y del
tipo (G, L, P%) [resp. del tipo (G, C3, PE)] y tales que U n U* % ¢,
se verifica que la funcién g : X (U n U*) — ¥* (U n U*) definidora
del cambio de estas dos cartas (*) es localmente lipschitziana sobre
X (UnU*) [resp. es continuamente diferenciable sobre % (U n U*)].»

Para demostrar la PROPOSICION I, sea ( 19,1090 eH y ec RT —{0};
puesto que o es localmente lipschitziana sobre H, existe un 7 € R* —{0}
y un ke R*, tales que [en donde para abreviar se hace V =

=10 =0+ [ X0 —n, 0+ y[]:

(*) Puesto que (en virtud de las propias definiciones), U y U* son abiertos
para la topologia T, es por tanto, U n U* un subconjunto abierto de U para la
topologia inducida por T, sobre U, y consecuentemente [dado que y : U — x (U)
es un hameomorfismo del abierto U (para T ») sobre el abierto y (U) de R},
% (Un U*) es, asimismo, un abierto de R contenido en y (U).
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(WL 60 (v, L) eRXRXRy (y,)eVnHy
vy eVnH= oW, D —o(yd) <kt =2 ()

Por otro lado ( y?, MeH=I ik X {s}, entrafia:
sex(U)

«ex(U) e y9 el

Y -1 .
y ademds, dado que Ios oy = Tk Y que h (% (299)) es continua-
mente derivable sobre I} &’ existe, por tanto, un ¥ € Rt — {0},

tal que:
9N =0 N+ il e I ¥ (V1) (1 €1y — 0% 0 + mil =
= o (3, 80) — o (3}, )| = l(h_(?lf ()" (y1) — (h_(?lf @) (1 < %)» (%)

Sea §, = min {(77, 7k, frlﬁ-_—l_)} e Rt — {0}, y hagamos U, =

=19 — 00 29 + 0 X 180 — &, 20 + 4,
Se verifica, que:

(Wp)eUnH=[y,)eVnH y (y1,0) €]y — 6,18 + 6 X
X% e (199 —n, 09+l X0 — 5, ® +75))n
(]y] “77::}’? +77 [X {to})CVn(I},_(;}(m) X {to})c Vn H]’)

relacién de la cual y habida cuenta (9) y (%), se sigue, que:
(Lt eU,nH = [Ia(yl, ) — oy 0 <k |t —8] <k, <

L. _ 0 f}
=k 2(k+1)<23’!6(y1»t°) G(y?,t)]<2»

resultando verificarse, que:
«(yl’ t) € U,n H = |U(}'1; t) - G(yo t0)| S 'U(_yl, t) — o'(yI’ t())l +
+lo(yn ) — o M) <5+ 5=o

Asi pues, cualquiera sea ¢ € Rt — {0} existe un abierto U, = (75 de
R2 al cual pertenece (9, £0), tal que:
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(v (o)) () elonH = |o(y1, 1) —a (], 0)] < ep

lo que prueba la continuidad de o : H — R en el punto (x{, #), vy dada
la arbitrariedad de (x9, #0) € H, se concluye que o es continua sobre H.

De modo enteramente andlogo se demostraria la continuidad
sobre H de la aplicacién 7: Hc R2 - R.

En el caso de ser (U, 2, R) una carta numérica sobre P del tipo
(G, Ci, P¢), puesto que (U, %, R) es a fortiori del tipo (G, L, PE),
son continuas, en virtud de lo acabado de demostrar, las aplicaciones
J:H >Ry o:H —R, y en definitiva [habida cuenta, ademas, y,)
y 4)] dichas aplicaciones son continuas sobre H y continuamente
derivables parcialmente respecto a su segundo argumento sobre H,
resultando asi establecida completamente la PROPOSICION I

Para verificar la validez de la PROPOSICION 1II, sean (U, X, R) v
(U*, x*, R) dos cartas numéricas dadas sobre P y del tipo (G, L, P¢),
y hagamos, para abreviar, A = X (UnU*) y A*=x*(UnU*); Ay
A* son subconjuntos abiertos, respectivamente, de los abiertos ¥ (U) y
2*(U*) de R, y sea 19 A, asi como %€ [ h‘&uo)) (existente siem-

pre, dado que I,;1, # ¢) v pongamos x§ = (n (Z (t9)) (x9).

Se tiene:
«(x9, 1) € Lt oy x{t}cUIWUO)) X {s}=H = H ya9=7T(x3, 1) y

Y 0 (8, 1) = 1o (A, (1 (L) () = 7 () €7 (4) =
-1
=2 (UnU*%) = UnU*c U*

lo que entraiia:

«@n) (" eRY — {0y y 6 X 10 — 9", 0+ 7' [c]x) — ', 20+ 7' X
X0 — oy, 04y [CH) ¥ () €1p(U%) ¥
y._ié () = 1p (%9, x9) v (x9, 0) € H»
y dado que:
WX —n', 0+ y[cH= (V) (el —y, 0 +y[ndc

—1
clto —q', 104 9 >vleI v X() =

R -

— 0 (8, (B () (D) = e (60, T (D, )
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y consecuentemente, se verifica :

(0 (10 — ' 04 oA A = [1p(sd T (0, 1)) =
—1 —1
=x()ex(d) = Un U*c U¥)H»

es decir:

-1
(<(Vt) (t € :’to — 'r/’, {0 + ,]’[ n 4 > L(A’(l): ‘T (x?’ t)) Etp ([J*) y
-1

v 2() = 0 (), T (e, H))»

-1
asi como [puesto que la aplicacién X* o P - e (U*) = 2*(U), es,
en virtud de la condicién f;), localmente lipschitziana respecto a

-1
su segundo argumento sobre ¢ (U*)], existe, ademds, un (&%, n*)
e R* X [R* — {0}], tal que:

«( (%1, X2, %2)) ((x1, X2, ) e RXRXR y
—1
v (¥, %2) € (02 — o, Y + p*[ X 128 — 0, 23 + *)) 0 p (U¥) ¥
_ ) -1
y (%1, %2) € (1) — n*, ) + n*[ X 168 — 0%, 23 + 9*)) nop (U*) =
—1 -1

= [ X% (ep (%1, %2)) — X* (1p (%1, X2)) | < A*+]X5 — X5 )»

vy por otra parte la supuesta local lipschitzianidad de 7:H — R
respecto a su segundo argumento sobre H junto con la continuidad
de T establecida por PROPOSICION I, permite afirmar que existe
un (&%, nt, #"") € R* X [R* —{0}] X [R* — {0}] para el cual se ve-
rifica, que:

(¥ (61, 5 0) (1, £ D e RXRX Ry (v, %) € (19 — i, 28+ 41l X

X0 —nf, 0+ i) nH y (¥,1) €
e(xY —mf, B+ i X O — i, 0+ ni)nH >

= lg'(xl’tj - T(xl’ ?ji S k?.iz—_}_i)»
y

«(V (1, ) ((er, 8) € (0 =", B+ "I X 00— ", O+ 9 ") n H =
ST (@ ) =23 =T (%, ) — T (), 0] <%
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se sigue de todo ello, y poniendo ademas k2 = k*.kfe Rt y 5 =
= min {n’, 5", n*, nf} € R* — {0}, que es valida la relacién:

(V&) (@EHe0 —n 0 +nlnd)x (10 —n0+nnd)=
= [, ) e —nh 2} + i X O —yt, O+ 7i)nH y

W, e( —ut, R+ i X —yt, 0 +minHy
0, 8) € (18 — %, 22+ ¥ X 14 — %, 8 + ) n'al v v

x1, 1)) € (]x°—77 20+ [ X 12 — 7%, x2+n*[)ntp(U*)
— —1=

y 1 ) =@ T, 9) ¥ ()

@ TED) Y P AD) — 2 @) =
T,

= |2% (ep (2, T (22, B))) — 2% (z, (22, 7)) |
BT (0,8 — T, 0| < k¥ kit — 1] = k-|t‘—7m»
Ahora bien:

-~ -1

@€ = (Kynve) (2 )14 = (oo ounos) : 4 ~ A%

por lo que se verifica:

(V) (ted=g(t) = (Moo (( ) @) =2+ @ @) %)

resultando ser valida la relacién:

(V& (ED e —n, t°+n[nA) (0 — 7,0 + [ n 4) >
1@ —e@ = 1@ @) — X @) <hF T ()

Asi pues, para todo 0 e 4 = X (U n U*) existe un (%, ) e RT X
X [RT — {0}], tal que se verifica la relacién (1), lo que prueba que
g:X(UnU* - x*(Un U*) es localmente lipschitziana sobre
X (U n U*) de acuerdo con lo afirmado.

Suponiendo ahora que (U, X, R) y (U*, x* R) son dos cartas
numéricas dadas sobre la C,',a,,_-particién P de G, del tipo (G, C3, PZ‘),
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si 0 e A =2%(Un U*, dado que I ., # #, existe, consecuente-

N .
mente un x) € I; &y el cual verifica, por tanto, que,

(27, 20) € I (o)) X €% Cse%"“;“‘” X{sg=H=H

Hagamos, como antes:

= (b0 () () = T (&2, 9

Se tiene:

(0, ) eH=Hy 2= T, 1)y tp(xd 23) =

-1 -1

=X ex@)=UnU*cU*

lo que entrafia [en donde H (?,), denota la traza del abierto H
segtin 20 es decir, el subconjunto de R: {t € R|(x}, ?) € H}], en con-
secuencia, que:

A -1
HY =H)yy x H(x},)cH y (2, x9) € (U*) ¥
v (V) EeHYnA = el v ol TE 1) =
— o, (P W) (6) = X () X (4) € U]

es decir, se verifica, que:

(]

Hdynd = ndy (@) ey
y (WO (e H(R) nA = [, T(, D) e (U ¥
YA = 1p (8 T (2, )
resultando ser valida la relacién :
(@ X T (6% x (B (25 n 4) € e (U%) ¥
y (VO (eH@) nA = 1) = o T )

y consecuentemente la restriccién a H{(%{,>) n4 de la aplicacién
parcial T(4,: H (#9,) - R determinada por J relativamente al va-
lor ¢ de su primer argumento, es componible con la aplicacién
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parcial (X*o tEit ) ¢ (tp (U*)) (#2,) — X* (U*) determinada por
x1* o L5 e relativamente al valor x{ de su primer argumento, veri-
fichndose habida cuenta (0**) [¢:g(H («},) n A) - %*(U*) denota
la inyeccién canénica de g (H (x?,> n A) en Z* (U*)], ademas, que:

Wogiuyna i H(x,)nA - 2*(U*) y
Y ®*otgium)etie Teaeyna s HS)y nd - 2% (U%) ¥
-1
y (V) CeHL)NA = (togimuyna) &) =g @) =2*(X () =
= x* (LP (x‘i), :T(x?) t))) = (X*oLPﬁP(U:‘))("‘f:) (g-(’v'i’r) (t)) =

= ((X* ot we) ity e Tetoniar,yna) ()
es decir, se tiene que:

@ogia(atyna = (X*otpk yu)iwt) o Tt (seyna?

-1
y dado que X*oix1 2ep(U*) - 2*(U*) y T:H - R son, en vir-

PlipU*) *
tud, respectivamente de ;) y y.;) continuamente derivables parcial-
mente con relacién a los segundos argumentos sobre sus respectivos

-1

abiertos de definicién ¢, (U*) y H, y consecuentemente, las aplica-
—1
ciones parciales (X* o izt )i @ Cep (U¥)) (A7,) = 2% (U¥) vy
Ty - H (%3, - R son continuamente diferenciables sobre sus respec-
—1

tivos abiertos de definicién (¢p (U*)) (#3,) y H (%),), se sigue ha-
bida cuenta, ademds que H {(x%,>n A = H (x),> n A, finalmente,

que iogm(,g,m,i y por tanto ggm)ns es continuamente diferencia-
ble sobre H (x9,> n 4.

A . .
Como Pewp =H<x),>nA4d =H{x)>nAcA es arbitrario, se
verifica, por tanto, que:

(VEO) (P0ed > Aww) (WeeB(A) Yy Pewp=wrn ¥
Y 8o € C1 (0 2% (Un U¥))))»

concluyéndose, que es valida, en definitiva, la relacién:
«geClL(4; 2 (UnU*)»
lo que completa la demostracién de la PROPOSICION II.
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OBSERVACION I. — En la demostracién seguida para establecer
la continuidad de las aplicaciones T: Hc R2 >Ry ¢: HcRZ >R
que afirma la PROPOSICION I, sélo se ha utilizado la local lipschit-
zianidad respecto a sus segundos argumentos sobre H sin suponer
que H sea necesariamente abierto, [resp. la continua derivabilidad
parcial respecto a sus segundos argumentos sobre el abierto H] de
las aplicaciones 7 y ¢ combinada con la continuidad supuesta para

cada s € H de la funcién 4 (ch (s)) v de su derivada (4 ()16 (s)))’ sobre el
intervalo abierto [ - de definicién de la misma, por lo que, [ha-
bida cuenta que, por hipétesis, para cada ce P es h(c) € Cé una fun-
cién numérica definida y continuamente diferenciable sobre el in-
tervalo abierto Iy,], la continuidad de 7 y o es consecuencia exclu-
siva, respectivamente, de la verificacién por parte de la carta (U, X, R)
de las condiciones y;) y d;) (sin que se precise que H sea necesaria-
mente un abierto de R2) [resp. de ¥¢,) ¥ dcy)].

Es valida, asimismo, la:

PROPOSICION III. — «Para toda Chgy-particién P del abierto G
y para todo atlas numérico 4 = (U}, %;, R);¢; de dimensién 1 dado
sobre P y del tipo (G, L, PZ’) [resp. del tipo (G, Cz, P&)] se verifica
que A es un atlas de la clase L (y a fortiori de la clase C0) [resp. A es
un atlas de la clase Cl], y la topologia J(p; 4 sobre P asociada al
atlas A, (1.2, [1]), coincide con la topologia Tp = T¢/Rp sobre P
cociente de la topologia T sobre G por la relacién de equivalencia Ry
sobre P asociada a la C,l,,,y,-particién dada P de Go.

En efecto, la primera parte de la PROPOSICION es consecuencia
inmediata de la PROPOSICION II acabada de demostrar, puesto
que para todo (j,7*) € J X J, las cartas numéricas U, %, R) ¥y
(Ujs, %j», R) son del tipo (G, L, P‘é'), [resp. son del tipo (G, Cs, PZ‘)],
por lo que, en virtud de la referida PROPOSICION II, la aplicacién
ge;: % (U;n Uj) =% (U;n Ups) del cambio de estas dos cartas es
localmente lipschitziana sobre %, (U; n Ujs). [resp. es continuamente
diferenciable sobre ¥, (U; n Ujs)].

Para verificar la segunda parte de la PROPOSICION III, sea

—1 o
Q= %,(%Q), [con 2 = cZ(U), para todo 7 € J], un abierto de
i€l

la topologia T s, sobre P asociada al atlas dado A. En virtud de
la condicién «), para todo j € J es U; un abierto de la topologia Tp ¥
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-1

X; (£2;) es un abierto para la topologia inducida sobre U, por Tp, y

-1
consecuentemente %, (£;) es un abierto de Tp, lo que entrafia que
—1
Q= UZ%,(%), sea, asimismo, un abierto de Tp, y puesto que el
ieJ

abierto 2 de T(p; 4 es arbitrario, se sigue que T(p; 4 < Tp.
Inversamente, supuesto que w es un abierto de T, se verifica,
entonces, que para todo j € /, es w n U; un abierto para la topologia
inducida sobre U; por Tp, topologia que en virtud de la condicién «)
coincide con la topologia sobre U; imagen reciproca mediante la
biyeccién X; de la topologia inducida sobre %; (U;) por la topologia de
R, y consecuentemente, existe un abierto w;, contenido en X; (U;) tal
que o N U; = 7‘{,- (w;). Puesto que j € J es arbitrario y dado que ade-
més se tiene que v =wnP=0n(YU;) =U (vnU);) = UBC (),
ieJ ieJ i€J
se deduce de todo ello que w es, asimismo, un abierto de la topo-
logia T(p, 4 y habida cuenta la arbitrariedad del abierto o de Tp, se
obtiene, finalmente, que Tp < T(p,4, ¥y en definitiva T(p,5y= Tp lo
que completa la demostraciéon de la PROPOSICION.

OBSERVACION II. — De la demostracién acabada de efectuar,
se sigue que si 4 = (U}, X;, R);¢; es un atlas numérico de dimensién 1
dado sobre la C,l,,,y_-particién P de G, que sea de la clase C0 y tal
que cada una de sus cartas verifica la condicién «), entonces la topo-
logfa T(p, 4 sobre P asociada al atlas A coincide con la topologia
Tp= Tg/Rp sobre P.

Inversamente, si la topologia T (s, 4 coincide con la topologia Tp,
se tiene, obviamente, que para todo j € J el abierto U; de T(p;y es
asimismo un abierto de Jp y la topologfa inducida por Tp sobre U,
coincide con la topologia imagen reciproca mediante la biyeccién X;
de la topologia inducida sobre ¥; (U;) por la topologia de R, o lo que
es equivalente, la carta (X;, U;, R) verifica la condicién «).

Asi pues es vilida la relacién :

«A = (U}, %;, R);¢; es un atlas numérico de dimensién 1 y de la clase C0
dado sobre la Cj,, -particién P de G = [(Tp = T ) <= (Vi) (e =
= la carta numérica (U, %;, R) verifica la condicién «))]» (')

0.3 LA RELACION DE EQUIVALENCIA f. — Introduzcamos ahora
una nueva definicién. Sean A = (U, %, R);je; ¥ A= (17 523 R) 73
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dos atlas de la clase £ dados sobre la C,lmy.-particic’)n P de G. Se dird

que A4y A son L-equivalentes si sélo si AU A es un atlas sobre P

de la clase L», es decir, 4 y A son [-equivalentes si sélo si se veri-
fica la relacién:

«V G (G, €] x T = [ (U; 0 U3) ¥ 27 (U; n Ty) son abiertos

de R y la aplicacién g3, : X; (U;n U}) — x7(U;n U;) del cambio de

las dos cartas (U, %;, R) y ((7 5,%7, R) es localmente lipschitziana
sobre el abierto X; (U; n ﬁ;)])»

Puesto que todo atlas de la clase L es a fortiori de la clase (9, se
sigue que dos atlas de la clase L y ademds L-equivalentes, son, con-
siderados como de la clase C9, a fortiori C0-equivalentes.

Se verifica la siguiente:

PROPOSICION IV. — «La relacién A es L-equivalente a A, es
una relacién reflexiva, simétrica y transitivanr.

En efecto, la reflexividad y la simetria siendo inmediatas, sean
A= (U;, %, R)jes, A' = Uy, %y, R)pey v A" = (Up, Xjr, R)jrc p, atlas
sobre P de la clase [, tales que A4 es L-equivalente a 4"y A  es
L-equivalente a A”. Puesto que a fortiori 4 es C0-equivalente a A’
y A’ es CO-equivalente a A", se tiene, como se sabe, (1.3.1, [1]), que
las topologias T(p, 4, T(p;4y ¥ T(pam sobre P asociadas, respectiva-
mente, a 4, A’ y A" coinciden.

Sea (5',7")eJ' x J"; para cada je J hagamos:

O, =2 (U,nU;); Oy, =% (U;nUyp); Oy o =% (Up 0 Up)

5 O,n,r = X,. (UI’ n U,v), Oi’,f - x]' ((]7" n Ui)’ 07","’ = x, (UI' n U,) »

[Dichos conjuntos son los abiertos de definicién de las respectivas
aplicaciones del cambio de cartas correspondientes]
asi como:

Of) = 08) =%,U;nUpnU) =2%(U;nU;) n%;(U; 0 Up) =
=0;,;n0;;; OPw=00=2%,(UnUpynUp) =
=% Uy nUp) a2 (UpnU)) = 0;,;-0 0,5
; OFy = 00 = 2.(U;n Uy n Up) =

= 2. (U0 U)) 0 %0 (Up 0 Up) = O 0 Opr o>

16 — Collectanea Mathematica
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Si para todo par de conjuntos H, K, con H c K, se denota me-
diante 7, : H — K a la inyeccién canénica de H en K, puesto que:

Wy A " Dy i )
i (03) = O = 07 v g (07)r) = Oy = Oy y
% @) o)
Y &-; (055) = Oj; = Opj»

son vélidas, consecuentemente, las rclaciones [en donde, como pre-
cedentemente para toda aplicacién f: 4 — B se indica mediante
f+A > f(A) la aplicacién suprayectiva que tiene el mismo grafo y
conjunto de definicién que f y cuyo conjunto de llegada es f(4)]:

——

A”) y
i

4, jiol), = %oy 00 )0 (&,i0%)) Y &ini10®, = Uop 0 ) ° (&7, 109
i A % i»i iad SRS T A i
T——

Y &) = Hop ;0% © (& j1011))>
i T 73

y por otra parte, dado que se tiene:

T — T T — -1 —— " - ———— —1
«(gf',ilog;),) = (X uavyavy)° (xi)|o‘,f;). y (é’j',j'lof,{)y_.) = (Xmuv;avy avy) e K)o,
— - |
y (g;",ilo’!/;l) = (Xmt;avraTy) © (xi)|oy_(i;) »

lo que entrafia:

———— T — —1

«(gj",noj(’;l) = (Xmv;a vy auyr)© (xy‘)|oi(f;). =

—1

= o, m 0y m0r) 0 ity mr o) © Xy a0y moy) © (X)) =
iU Uy A Uf °( 1UiA U7 A Uy7) °© \ 45| Ujn Uy A Uy °( )|01(f,l

- T ——
T —— —1 T —— -1
= (xi"IUjﬁ Ui n Uj') ¢ ((Xi')]li'(U;n Ui n Uj")) ° (xj’|U1n Ui n U,'") ° (Xi)lo’_(,’;l =
C T —
e ——— —1 ———————— —1
= ((xi"|Ufn Ui n Uy") ° ((xi’)]O},’)’,,)) ° ((xﬁU;n Uy n U;’) ° (xi)loj(’;),) =
T — ———
= (gji109,) © (&,j10¥))
ERY i3
se deduce de todo ello que (‘gj.,ﬂo;(;;g), por ser compuesta de aplica-
ciones localmente lipschitzianas, es asimismo, localmente lipschitziana
() L ) — .,

sobre Ojj» y por tanto g,-.,,-loi(,;ig = To",50§) © (&, ﬂog}) es también lo-

calmente lipschitziana sobre OY}}.
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Como (O,(-,i;-l)ie j €s un recubrimiento abierto de O; ;. se concluye
que g, es localmente lipschitziana sobre O, ;.

Asi pues, [y dada la arbitrariedad de (j,7) eJ X J"], se ob-
tiene que para todo (j, ;) € J X J”, la aplicacién gp;: O;,» =

=2%U;nUp) -2+ (U;n U;) = O,-; es localmente lipschitziana so-

757
bre el abierto O, ;. de definicién de la misma, lo que demuestra la

L-equivalencia de 4 y A".

De la PROPOSICION II de 0.2 establecida precedentemente,
se deduce que para toda Chay-particion P del abierto G y todo par
de atlas numéricos 4 y A* de dimensién 1 dados sobre Py del tipo
(G, L, PE) [resp. del tipo (G, C3, PE)], se verifica que A y A* son
L-equivalentes [resp. 4 y A* son Cl-equivalentes].

Inversamente, es valida la:

PROPOSICION V. — Para toda Ch,,-particion P de G y cual-
quiera que sea el atlas 4 = (U, ¥;, R);¢; numérico de dimensién 1
dado sobre P y del tipo (G, L, PZ) [resp. del tipo (G, Cs, PEY], se
verifica que todo atlas A* = (U}, 2%, R)juc;« numérico de dimen-
sién 1 dado sobre P y de la clase L[ [resp. de la clase C!] y L-equi-
valente a A [resp. Cl-equivalente a 4], es asimismo, un atlas del
tipo (G, L, P¥)- [resp. un atlas del tipo (G, C3, P&)D.

En efecto, suponiendo primeramente que A4 = (U;, X;, R);¢; es
del tipo (G, L, P¢), v que A* = (U, %, R)jue e €s de la clase £
y ademds L-equivalente a A, puesto que a fortiori 4 y A* son dos
atlas de la clase C9, que ademds son (0-equivalentes, y consecuente-
mente, (1.3.1, [1]), las topologias T(p, 4+) ¥ T(p;n asociadas a dichos
atlas coinciden, se verifica, por tanto, que:

T (p; amy = T p»
lo que, habida cuenta (') de OBSERVACION II, equivale a:

«V 7*) (j* € J* = la carta numérica (U}, X%, R)
verifica la condicién «))»
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Sea ahora j* € J* y consideremos la funcién g ; = (Z;’*m) °
—1
o Wivyoon) % (U UR) = 050 — OF,; = % (U;n UR) del cambio
de las dos cartas (U, %;, R) y (U}, %%, R), asi como la inyeccién
canénica i, ;. : X% (U; n UR) — 2% (U), de %% (U; n UR) en X7 (Uf),
y hagamos: gy ; = 1, 0 gju; : %; (U; 0 Uf) = 0, —~ Of = 2% (UR).
Se tiene:

* . vE : Y
AUy A vn = Yyje© (42T U,‘:) = 3¢ 0 (&, ° Kjius U;a)) =
. - T T— -
= (2,j¢ ©&~.5) ° Xjwy U,"‘:) = &jvi o KiUia T
y dado que por hipétesis g;. ; y por tanto g;. ;, es localmente lipschit-

. r : .z —1 . - T
ziana sobre O; ., asi como la aplicacién ¥; o tpi vy @ tp (U)) = O; es
localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre

-1
tp (U,), se deduce de todo ello que la aplicacion compuesta :

* 0 —1 —1 _ —1 L
«(xf o ‘P|‘P(U;*))!‘P(Uiﬁ Uj) = (X;‘;w—n U;a) ° L, (Uyn U*) =
~

— X —1 — - V. —1 .
= (g,-c,,' ° Xj|ujn U;.) ©LPiy (Ui U = &js.5° ("ﬂUm Up © LPIp (U u;.)) =

~

== &js,j ° (X, ° LPﬁ;(IJ;))F;(U;n U)?
es localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento so-

-1
bre tp (U, n U).

-1
Como (tp (U; n UM))je; es un recubrimiento abierto de ¢p (US),
se concluye que Xf o tpjip wph) €S localmente lipschitziana respecto a

su segundo argumento sobre ¢ ; (Uf%) resultado que demuestra la veri-
ficacién de la condicién B;) por la carta (Uf, 2%, R) de A*.

Para probar que (U}, ¥, R) verifica la condicién y.), hagamos
para todo je J:

&K= (R X 0p;) n HE = (RXOF5) n (U Lyap e X 5%) =
s‘eo;.

— U Ih_(;;. (s*)) X {S*} »
s*€0js,j

}7
K;»=(Rx0; ;) nH;=(Rx0;;.)n (l_eonh @ () X {83) Z,H Ty (s X {sp
s€0; s€0ns*



Sobre la estructura del conjunto ds trayectorias maximales 241

Puesto que, por hipétesis, el atlas 4 es del tipo (G, L, PE) ¥
consecuentemente la carta numérica (U}, ¥;, R) satisface la condicién
yr), lo que entrafia, en particular, que H; es un abierto de R2, se
sigue que: K, ;. = (R X 0;;)nH; es, asimismo, un abierto de R?
el cual estd contenido en H;.

Pero, [habida cuenta, ademds, que O} ; = g;.;(0;+)] se tiene:

K= U Ditge o X 5% = U Dt esom X {gjus (8 s)} =

s‘eO, Vi S€0y4*
=U Doy X {ge () = U (U {(x1, e, (7))
s€0j,7* S€ 055" ‘x,,r)elh(—xl(s)\x{}
= U (U dr®), (g, 0)) = U (U {Tdr x g;) (¥1,7)}) =
s€04,4* (x"')“h(x(s)) x {s} s€ 0% (%,7)€I ~ X {s}

h()‘())
= U (Tdr X gj»,; (l.! {(#,7)}) = U (IdR X gjs,;) Intiin X As}) =

*
s € 04,5 I} (‘“)\X{s} S €04, ;*

= (IdR X g7-,7) (€%J ’;Ih(x(s)) X {S}_]) == (IdR X g7';7) (Kh]‘) »
S€Ujj

y dado que las aplicaciones:
IdR . R - R y gj’.j : 07-’7'0 - O;‘k*’i

son abiertas, y consecuentemente, lo es también (n.° 3, § 5, Chap. I
de [2]) el producto de las mismas Idr X g« ; : R X O, +—> R X Ok j,
y ademds, segtin se ha visto precedentemente es K;,. c RX O,
un abierto de R X O, ., se sigue de todo ello que K} ; es un abierto
de R X Ok ;, v por tanto, un abierto de R2 contenido en Hf.
Como todo atlas A = (Uj, X;, R);.; dado sobre P del tipo

(G, C}, P};") es a fortiori un atlas sobre P del tipo (G, L, PE), v todo
atlas A* = (Ujs, Zjx, R)ju¢;« de la clase C1 y Cl-equivalente al 4 es
a fortiori un atlas de la clase £ v L-equivalente al atlas 4, se de-
duce, aplicando el resultado acabado de establecer, que para todo
atlas A* = (U}, Xjs, R)js v de la clase Cl y Cl-equivalente al atlas
A= (U, %;, R);¢, del tipo (G, C3, PF), se verifica que cualquiera
sea (j, %) e J X J* es Kjv;j = U Lizn sy X {s*} un abierto de R2

contenido en Hij.. s* €O, 5
Por otro lado para todo z € Kjx; = U Lyxt(svy X {s*} dado que
. ?

se tiene: s* €O, ;

((p?'z ZE 0;(.*,7' y ]‘)7’1 A I;,—(};, (pr2 2)) »
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asf como se verifica, que:

pryzeOh; v prizelinpnn > 8o (0r22) = gy (122) €0; ¥

-1 — — — —1 A
y prizelg WA (pra ) = L itesa praon = Inizg@uge oramm®

relacién que entrafia:

«U (pr12 g, (pr22)) € UIh(x;(s» X {s} = Hj»

:CK, \d

y consecuentemente, [en donde T}« : K& ; — R X 0- denota la aplica-

cién continua sobre j definida por: (xf,¢*) € i U I (x- *) X
s€ 0 5%

X {s¥} — T (a1, t*) = (21, g; ;» (¢*)) € R X O}], tiene sentido la com-
posicién T;o T}« : Kt j - R, verificindose, ademds, que:

«(V (xf, £%)) ((xl t*) € Kfj = (Tjo Tiie) (o1, %) = T (o1, g5 (%)) =

— (5 (% (g, () (a) = (b (6 (%)) (=1) = T3 (&1, )

por lo que es vélida la relacién:

«Tj‘lK, ;= T T’ ) ( )

Ahora bien, suponiendo que A es del tipo (G, L, Pg') y que A*
es de la clase L y L-equivalente a 4, las aplicaciones J;: H; - R y

Y &+ : 07 = 0; ;. son, la primera localmente lipschitziana respecto
a su segundo argumento sobre H, y la segunda localmente lips-
chitziana sobre Oj;, por lo que para todo (xi°, £%0) ¢ Kh; =

=UlI ;,"(,};, s X {s*} existird un (&, 7:?*) € Rt X Rt y entornos U, V'*
s"co:t"

de T3« (x1°, t%0) € H; y de {*0, respectivamente, tales que:
V(1,5 9) (651, ,)eRXRXR Y (3,)eUnH,; y
v (i, ) eUnH = T D) — T; (51, 9)| <k-[E—2])»
y
«V (%, %) (% ) e (V* nO%j) X (V*n O})) =
> |gije (*) — g o )| <F*- |5 —7%|)»
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y en virtud de la continuidad de T} : KA ; — R X O, sobre K} ;,
se ptede determinar un entorno U* del punto (x10, #*0) tal que:

«U¥*cRxV* v T}n(U*nKu,)cU»
resultando ser validas, sucesivamente, las relaciones:

«V (x5, %) ((#F, t¥) e U*n Kiu ;= [t*eV*n 0N y
Yo (o1, g0 (%) = Thie (a1, £%) € U n Hj])»

)7

*
2
=
- ‘.*
«

WV (f, 7%, %) (%, %, ") e RXRXR y (x%, %) eU
5 (et B) e UF Ky = TR (ah, P) — TR (a1, )| =

= | T; (Thie (6, %) — T; (T (o1, %)) | = | T; (o1, g5,50 (%) — T3 (41, &0 (%)) ] <

es decir, para todo (x}°, #*0) € KA ; existe un k* e R* y un entorno
U* de (x1°, t*0), que verifican:

Wy @7 7) (01, 75, ) eRXRxR y (1, %) eU*nKp; v

y () e Uxn Khj =~ | Th (oh, %) — Th (of, %) | < kx| —7*[)»
y consecuentemente :

«T, ,-":.,K;w es localmente lipschitziana respecto a su segundo

argumento sobre K} j» (1¥¥)

En el supuesto de ser A del tipo (G, C}, P'G) y que A* es de la
clase C! y Cl-equivalente a A, entonces las aplicaciones 7;: H; =R y

Y g Ofi — 0, son, la primera continuamente derivable par-
cialmente respecto a su segundo argumento sobre H;, y la segunda

es continuamente diferenciable sobre O% ;. por lo que la aplicacién
. * .
(x%, t*) e K& ; — The (a1, t%) = (1, gj,;« (%)) € R X O; es, asimismo,
. . . > %
continuamente diferenciable sobre Kj.;, y por otra parte, ya que
para todo (x}0, £*0) € K% ; es vélida la relacién:
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¥ X g0 (K i (B10)) = Thie (1% X Kb (517)) €
c T} (K ) € Hp»

la cual entrafia:
W jn (Ko <¥10)) € H; (Z10)»
siendo, por tanto, componibles las aplicaciones :

e, 17 L K (20) €O > 0550 5 (Tt H; (2T >R
asi como [habida cuenta (1*)], se verifica la validez de la relacién :
«(Tpig)ub K 5By >R y
Y (T)e © 8 vk, (5%) :K;,i <x§9>, -Ry
Y (V%) (% € KA (00) = (Thrp ot (%) = T, (617, %) =

= (Tjo Ttie) ("2, %) = T; (T (1", %) = T;(&1°, g0 (¢¥) =
= (T (&i.i %) = (Tt o &j i (%) (%))

equivalente a la:

(TP, )ity = (T)) © &, joiict (2P

y puesto que ademds se tiene:

O
i
« ) derivabl %0 * *y _ Kx *0
&i.jnkp, (1) €8 derivable en £*0e KX ;(xy) = K& i (xy) ¥
o

N .
Y (T)w es derivable en g; ., (#*0) e H;(x11) = H,{x1)»
se deduce de todo ello que es vélida la relacién:

«(T;‘:m;_,’)(,g?) es derivable en %0 y ((7, ,‘-“.|K;_d)(x~19))’ (t*0) =

= ((T7)e0)’ (8,5 (¢*9)) - (&5, 5)" (£*0)»

la cual equivale a la:
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«9}:,,(;,’, es derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
en (%, 40) y (D (Thics, ) (4%, 140) = (D, T;) (1%, g, (%0) -
(8e) (190) = (D2 T}) (e (2°, 140))+ (g;,)' (Praes, (41, £1%) =

= (D2 T) o Tye. )+ (&) ° Prap) (#1°, %)»

y dada la arbitrariedad de (¥7°, £*0) € KX ; asi como la continuidad
de Dy T;, J7j+ y g+ se verifica, por tanto, que:

« T,-";,K;,’ es derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre K& ; y Dy (Thikn ) = (D2 7;) 0 Th,5) *

"((g,3%) o Praks ) € CO(KX,;5 R)»
es decir:

«Trixp, es continuamente derivable parcialmente respecto a su

segundo argumento sobre K} ;» (1*¥%)

Como seglin se ha establecido precedentemente, para todo je J

es K% ; un abierto de R? y ademds se verifica que |J K% ; = H},
se concluye [teniendo en cuenta, ademas, (1**) y (1***1)fjasi como que
j* € J* es completamente arbitrario], que en el supuesto de ser A
un atlas del tipo (G, Ly P¥) sobre la Ciay-particién P de G [resp.
del tipo (G, C3, PE)], v A* = (Uj, %, R);ec o un atlas sobre P de
la clase £ y que es L-equivalente a A4, [resp. de la clase C! y que es
Cl-equivalente a 4], se verifica que para todo j* € J* el conjunto
H. = ‘I,,f,};,) X {s*} es un abierto de R2 y la aplicacién T%: H% - R
S*€0 —1

definida Ij)or (xf, t*) e HW - Th (2F, t*) = (B (X5 (2%))) () e R es lo-
calmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre HjA
[resp. J% : H% — R es continuamente derivable parcialmente res-
pecto a su segundo argumento sobre HA].

As{ pues, A* verifica la condicién y ) [resp. A* verifica la condi-
cién 7%)]

Procediendo de forma enteramente analoga se estableceria que
A* verifica la condicién d ) [resp. A* verifica la condicién d¢y)], resul-
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tando asi demostrado que A* es un atlas del tipo (G, L, PE) [resp. A*

es un atlas del tipo (G, C3, P&)] de acuerdo con lo afirmado por la
PROPOSICION.

0.4. Las (G, L, P¥)-VARIEDADES Y LAS (G, G2 P¢’)-VARIEDADES.
Si denotamos mediante G (P) [resp. mediante Gcy (P)] al conjunto (¥)
de todos los atlas numéricos de dimensién 1 y de la clase L [resp.

de la clase C1] dados sobre una Ctl,ay,-particién P de G, en virtud de
lo establecido en PROPOSICION IV de 0.3, la relacién «4 es L-equi-

valente a A» [resp. «A es Cl-equivalente a A»] es una relacién de
equivalencia R (P) sobre el conjunto G (P) [resp. es una relacién
de equivalencia Rci(P) sobre el conjunto Gy (P)]. A la clase de

equivalencia (méd. R (P)) definida por un atlas del tipo (G, L, P&
[resp. a la clase de equivalencia (méd. Rc: (P)), definida por un atlas

del tipo (G, Cs, Pg‘)], la denominaremos «(G, L, PE;")-variedad de la
clase L» [resp. «(G, C3, P¢)-variedad de la clase Chy].

De la PROPOSICION II de 0.2, asi como del resultado estable-
cido en PROPOSICION V de 0.3, se deduce la validez de la:

(*) Suponetnos que los atlas dados sobre P tienen todos el mismo conjunto
de indices. Para todo atlas numérico (U, %, R),¢s de dimension 1 y de la
clase L [resp. de la clase C1] dado sobre P, existe un atlas numérico de dimen-
si6n 1 de la clase £ y L-equivalente a (U; %;, R)jes [resp. de la clase Cl y Cl-
equivalente a (Uj, %, R),¢,], cuyo conjunto de indices es P. En efecto, para
todo c e P, sea: J, = {j e J/c e U}. Puesto que (U,);es recubre a P, es, pues,
J. = ¢, cualquiera sea ce P, y asimismo, se tiene, que: U. = U{U} = ¢

ieJe

(V¢ € P), por lo que: ITYl. = ¢, y consecuentemente, existe un (Uj,)ce p €11 U,
ceP ceP

el cual, por tanto, verifica: «(V¢) (c € P = ¢ € Uj,)». La familia (Uj, %;., R)ceP
es, como se comprueba inmediatamente, un atlas numérico de dimensién 1
de la clase £ y L-equivalente a (Uj, X;, R)ics [resp. de la clase Cl y Cl-equi-
valente a (Uj, %;, R)jes], cuyo conjunto de indices, es precisamente, P.
Denotando por OR a la familia de abiertos de R la relacion:

AeU{Uyx F(U;0) x {R}))?y A es un atlas de la clase L [resp. de la

(U,0) € 9§ (P) X OR
clase C1] sobre P»

es colectivizante en 4 [Véase C 51, n.o 6, § 1, chap. II, «THEORIE DES
ENSEMBLES» de N. BOURBAKI; Hermann & Cie, Editeurs, (Paris 1954)],
y define, por consiguiente, el conjunto G [resp. (], arriba considerado.
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PROPOSICION VI. — «Para todo Ct',ay,-particién P del abierto G
existe, a lo sumo, una tnica (G, L, P¢’)-variedad de la clase L y
una tdnica (G, Cs, P&)-variedad de la clase C!, que son, respectiva-
mente, la clase de equivalencia (méd. R, (P)) constituida por todos
los atlas del tipo (G, L, P&), y la clase de equivalencia (méd. Re: (P))
constituida por todos los atlas del tipo (G, C3, PE)».



PARTE PRIMERA

La (G, £, P¥)-VARIEDAD [resp. (G, C3, P{)-VARIEDAD] DEFINIDA
ax
POR UNA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA d_x2
1

O
0:G =GcR2 >R CONTINUA Y LOCALMENTE LIPSCHITZIANA RES-
PECTO A SU SEGUNDO ARGUMENTO SOBRE EL ABIERTO G [resp. CON-
TINUA Y CONTINUAMENTE DERIVABLE PARCIALMENTE RESPECTO A SU

SEGUNDO ARGUMENTO SOBRE (.

= p (%1, %), CON

I.1. SOLUCIONES GLOBALES Y SOLUCIONES LOCALES DE UNA ECUA-
CION DIFERENCIAI ORDINARIA DE 1. ORDEN. — Sea la ecuacién di-

. . d
ferencial ordinaria de 1. érden: d—zz = o (%1, %) (1), en la que
1

0:G= GcR2 >R es una funcién numérica definida y continua
sobre el abierto G de R2 y que ademds es localmente lipschitziana
respecto a su segundo argumento sobre G, (es decir, para todo punto
de G existe un entorno de dicho punto contenido en G sobre el cual p
verifica una desigraldad de Lipschitz relativamente a su segundo
argumento), [resp. y que ademds es continuamente derivable par-
cialmente respecto a su segundo argumento sobre G (es decir, p es
derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G y
la derivada parcial D,p es continua sobre G)].

Para todo punto %0 = (x9, x9) € G existe, como se sabe, una fun-
cién numérica P : 1417 (£9), 2§ (%0)[ ¢ R — R definida y continua-
mente derivable sobre un intervalo abierto (n.° 3 de INTRODUC-
CION, R.P.C. [3]}, bien determinado Jx{? (£9), x{” (¥%)[ de R, que
verifica :

a) «x%e U {(x1, Pioy (1))} = Ty = G»

(@0
b) (V%) (v €4 (9), 417 (B[ = Pz, (11) = 0 (1, Yo (¥1)))»
c) «(VI)(IeB(R) y I es un intervalo de Ry I+ é =

=~ (Vo) (peC (I; R) y el cGy (Vxi) (16l = ¢ (1) =

=0 (1, ¢ (1)) = T €12 (39), 41 ZO)[ ¥ ¢ = Ygousr))»
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es decir, por todo punto ¥0eG pasa una solucién ¥y, : Jxi? (x9),

, %7 (%9 € R — R de la ecuacién diferencial ordinaria (1), definida

sobre un intervalo ]x} (%9), xier (¥9)[ abierto de R bien determinado,
cuyo grafo I & estd contenido en G y tal que su intervalo de defi-

nicién 477 (£9), x{” (¥9)[ contiene al intervalo no degenerado I de
definicién de cualquier solucién local p: I c R - R en G de la
ecuacién diferencial (1) pasando por X9, coincidiendo dicha solu-
cién local ¢ con la restriccion de ¥z a I. A toda funcién numérica

¢:IcR >R con f;éqﬁ (I intervalo de R) tal que I',c G y ¢
continuamente derivable sobre I y que verifique la relacién :
(V1) (¥1 €1 = ¢ (x1) = 0(%1, ¢(¥1))), la denominaremos «solucién
local en G de la ecuacién diferencial % = 0 (%1, %2)». Si ademds es
¥1

%0 eI'q, diremos, entonces, que «p es una solucién local en G de (1)
pasando por el punto x0 de G»j. A ¥, la denomindbamos (n.° 3
de INTRODUCCION, R.P.C. [3]), «olucién global en G de la ecua-
cién diferencial ordinaria (!) pasando por el punto %0 de G».

En lo sucesivo denotaremos mediante 4., = U{¥m) v me-

20eG
diante G4, respectivamente, al conjunto de las soluciones glo-
bales en G de la ecuacién diferencial (1), y al conjunto de las so-
luciones locales en G de la referida ecuacién diferencial. Al conjunto
HeP(G)/AX) ¥°eG y H=1T, (}.o))} constituido por los grafos o
trayectorias de las soluciones globales en G de (1), lo indicaremos
POr &eq)-
Son validas, obviamente, las inclusiones :
« Fe: o € Lyilc‘;)c 0 Y CeoCT gg;c;) »

verificindose ademds, que:

(& 60) = Fia?
y consecuentemente, [0.1 de la INTRODUCCION a esta Memoria],
. ., — — \‘ . ( . .
la aplicacién A, (kl %C;Q) ) & 6:00 > 6o que tiene el mismo
grafo y conjunto de definicién que hl%c; ,¥ cuyo conjunto de llegada
e

es h(Z6;0) = ;0 €S una biyeccién del conjunto &, consti-
tuido por las trayectorias correspondientes a las soluciones globales
en G de la ecuacién diferencial (1) sobre el conjunto &, de dichas
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soluciones globales en G de (1). Observemos que en virtud de las pro-
pias definiciones se tiene: (V ¢) (p € &0 = L= U{(¥1, ¢ (x1)} # ¢).
XICI'P
1.2. ORDENACION DEL CONJUNTO DE SOLUCIONES LOCALES .&/(Glo)
dxz
DE LA ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA ——= = ¢ (*1, #2). — La
1

relacién de orden sobre B (G) determinada por la relacién de inclusion,
-1
induce sobre & (. &&,) una relacién de orden parcial cuya imagen,

—1 -1
reciproca mediante la biyeccién ((k)I y(,gc, )) : y(‘gf-e) - h( &) es
X

la relacién de orden parcial sobre &, que indicaremos por <,
la cual estd, por tanto, definida asi:

g, p*) € F&a X Lo = (¢ < ¢%) == [y Ty)]»
Se verifica la relacién:
WV (g% %) (9% ¢**) € FiGa X FGo =
= [(97* < (P**) == (Pq) n Pq;" #* ¢ y Icp‘ c Icp"):l)»

En efecto, supuesto p* < ¢**, se tiene, como consecuencia de la
propia definicién de <, que es vélida la relacién:

«¢#I‘¢-=I‘¢on[‘¢u v I(p. =j§71[’¢.cp71]"¢..=fgpn »

es decir, se verifica:
«(@* < P*) = IpenTpe #¢ y IuCla)»
Inversamente, supuesto sea cierta la relacién:
«Lpe 0 Tyee # ¢y Ieclye
se sigue de la misma que es vélida a su vez la relacién:
«@AZ) K0l en Ty v LpnC L)y
la cual entrafia:

«p* : I.c R R es una solucién local en G de (1) pasando por %0 y
y ¢**: I ..c R—> R es una solucién local en G de (1) pasando por

20 y I¢‘ c IQ".»
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relacién de la que habida cuenta la unicidad de soluciones locales
en G de la ecuacién diferencial (1), se deduce:

* %
Lo C Lo v ¢* =@

resultando :

«Loo = U {1, ¢* (7)) = Lfl {(x1, o** (1))} € (U {(x1, ¢** (x1))}) U

x|€I¢t %1€ * Z]€I¢a

U (U ¢ ())}) = U {(e1, ¢** (21))} = Tgee»

V1€Igee —Ige 51€1 0

es decir, se verifica :

« (p* S (P** »
y en definitiva es vialida la relacién:
«(I;t n FCPQ- ;é ¢ y Iq,t c Icp") => ((P* < (P**) »

lo que completa la demostracién de lo afirmado.

Sentado esto, consideremos para todo x0e G la solucién global
ey i Iy € R—> R en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1),
pasando por el referido punto X0 G y sea g € y{gf-e) una solucién
local en G de (1), tal que ¥ < @.

Se tiene primeramente [dado que %0 € I'yp, c [, entrafia que
@:I,c R - R sea una solucién local en G de (!) pasando por x9],
como consecuencia de ser ¢ una solucién local en G de (1) pasando
por X0 y ¥ la solucién global en G de (1) pasando por x0, que es
vdlida la relacién:

((Iq, c ]x’i’q (}'0), x?" (30)[ = IW(';o) »

y por otro lado la relacién supuesta ¥ < ¢ entrafia, en virtud
de lo establecido precedentemente, que:

«I,,(-;o) cly

deduciéndose :

dy=1TIyz v Ty= Ul o =)} = Uy, ¥ (v} = Legy?

.
nely 1€ E )
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y en definitiva se verifica:
‘p = (Pcp’ Iqor R) = (Pl}'(;,’o)’ I'I’(}?O)’ R) = ¥z)»

Asi pues [teniendo en cuenta, ademds, que Fg, C ‘%lg?b), asi

como que g € &, es completamente arbitrario], es valida, por
tanto, la relacién:

Pane L&y (Vo) lpe FGo v Pao < o=9=Fm)
equivalente a la:
«WPz es elemento maximal de (A &y <)»
y dada la arbitrariedad de 0 € G, se verifica, asimismo, la relacién :

(v P) (P e Heg = ¥ es elemento maximal de (A&, ; <))» (1%)

Inversamente, sea ¥ € &4&, una solucién local en G de la ecua-
cién diferencial ordinaria (1), que sea elemento maximalde (.(&y); <),
y sea x0eI', [existente siempre, dado que como se ha observado

en 1.1, para toda ¢ € ,9”(’(‘3?;?) se tiene necesariamente I, # @], asi
como, sea ¥z € Fg;q la solucién global en G de (1) pasando por %°.
Puesto que se verifica:

— 15 /— .a —
F0elynlyg v Iuc 1 (£9), 21 (£O)[ = Ly,
vy consecuentemente se tiene la validez de la relacién:

¥ < Py
lo que, habida cuenta el supuesto «¥ es elemento maximal de
(5/(‘2?9); <)» de que se ha partido, entrafia, por tanto, que:
W =¥ € Fear

y dada la arbitrariedad de ¥ e &, con la condicién «¥ es ele-

mento maximal de (,_%13?9); <)» se concluye que es vdlida, final-
mente, la relacién :

(V¥)(FPe F&y v ¥ es elemento maximal de
(Ao €)= Pe L) ()
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(1*) y (1**) establecen que:

«(VYP)(Pe P == ¥ es elemento maximal de ((F&y; <))

Asi pues el conjunto &, de soluciones globales en G de la ecua-
cién diferencial (1) pasando por los diversos puntos de G coincide

con el conjunto de los elementos maximales de ( S7&,; <).
Para toda ¥'e g se dird que «¥ es una solucién maximal
en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1)» asi como que

-1
«€ =l (V) € €60 €5 una trayectoria maximal en G de (1)».

Observemos que de la demostracién utilizada para establecer la
validez de (1**), se sigue que se verifica:

(V) (Pe Sog = (VE) (R0Ty = ¥ = W)

relacién de la cual, y supuesto que (¥, ¥*) € Heq9 X FH6e SON
tales que I'y N I'ys #% ¢, 0 lo que es equivalente: (3%0) (x0el, y
y %0 ely.), se deduce:

W =¥ = ¥P*»
resultando, por tanto, ser valida la relacién:
(Vi) (B, T € S X Soo ¥ To N Tge £ = ¥ = ¥*)»
equivalente a la:
(Y pn) (P, ¥*) € Flaa X Hao ¥ T#E* = Tynly =4)»

Resulta asi que el conjunto &g, de trayectorias maximales en
G de (1) es un conjunto no vacio de Cl-trayectorias en G, tal que por
todo punto de G pasa una y sélo una trayectoria de g;q, Por lo
que &G €S una Cray-particién de G.

Pero ademads, en virtud de conocidas propiedades de las soluciones
maximales de una ecuacién diferencial ordinaria (Chap. IV, 5. 6.
de [4]) si ¥ € A, € una solucién maximal en G de (1) tal que
wsup. Iy <+ oo y Existe ¥ (sup. () — 0)» [resp. «— oo <inf (I,) ¥y
y Existe ¥ (inf. (Iy) 4+ 0)»], se verifica, entonces, que:

«(sup. (Iy), ¥ (sup. (Iy) — 0)) € Fr. G»
[resp. «(inf. (1), ¥ (inf. (I,) + 0)) € Fr. G»]

17 — Collectanea Mathematica
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es decir, es valida la relacién:

«(Ve¢) (ceFea ¥ ¢ es con limite accesible por la derecha [resp. ¢
es con limite accesible por la izquierda] = l.a.d.(c) € Fr. G
[resp. l.a.i. (c) € Fr. G])»

o lo que es equivalente [véase 0.] de INTRODUCCION a esta
MEMORIA]J:

1
«Fleio € PStr(c.laFr)y (Lkkx)

1.3 LAS TOPOLOGIAS CT% v T K S Supondremos do-
(G (Ge)

;)
tada la Clgy-particién (c.l.a.Fr.) &, de G [constituida por las
trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial (1)], de la

topologia T &z = T /R%) ~ cociente de la topologia T sobre G
< (G;e) (Gse)
por la relacién de equivalencia ch asociada a la Cf,ay,-parti-
(Gse)
cién (c.l.a.Fr.) &g de G, topologia Tz cuyos abiertos somn,
(Gio)
por tanto, las imdgenes mediante la aplicacién canénica ¢:G —
- G/R% = 6,0y de conjuntos abiertos de R2 contenidos en G
(

Gie)
y saturados por la relaciéon de equivalencia R R
Z (Gse)
Nos proponemos demostrar la siguiente :
PROPOSICION I. — «La relacién de equivalencia R, €s abier-
ta (Chap. I, §5, n.o 2 de [2])».
En efecto, sea 4 = AcG una parte abierta de G y considere-
-1
mos el saturado ¢ (¢ (A4)) de 4 por R .
(Gio)
La relacién :
-1
x*e(t(4))»
es equivalente a la:
-1
C@E*) F**ed y T e (@) = Lygz.)?

y esta tltima relacién equivale a su vez a la:

@x**) X**edcG y xt e 1 (@), 27 F*¥¥)[ y 23 = Pes) (¢9)»
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o lo que es lo mismo (n*® 4 y 5 de la INTRODUCCION de
R.P.C.[3]):

«@F**) (**ed y (o1, 27%, 23%) € Q6o ¥ 2T = A(x1, 21, 237))»

Pero (OBSERVACION 1.2 del n.° 5 de la INTRODUCCION de
R.P.C. [3]), se verifica:
«(xf, 21, 22%) € Qg ¥ 23 = A (a1, 7%, 43%) <=

<= (2%, at, 23) € Qg ¥ ¥8* = A(af*, 2}, 23)»
y consecuentemente es valida la relacién:

(@A) F**ed y (3%, 21, 28) eQey ¥

y #3* = A(xt*, 4t 23))» ()

Ahora bien (n.° 4 de la INTRODUCCION de R.P.C. [3]), el
conjunto &, es un abierto de R?2, asi como es un abierto de R2,
por hipétesis, 4, por lo que se verifica [en donde, para todo
(%9, ) e R2 x [Rt — {0}] se denota mediante B, (¥0) a la bola abierta
* e R2/||¥ — %9|| <} de R2? centrada en %0 y de radio 7]:

¢@gun) (11, m2) e[RY —{0}] X [R* —{0}] ¥
y 1t — L 2t +ml X B, (%) c Qe ¥ B, ®**) cA)

y en particular es vélida la relacién:

Wxty X 1a3* — o, #3* + m[c B, (¥**)cAd y

y (% x B, (%) c]at* — n1, #1* + m[ X B, (£%) € Qa9 (%)

y por tanto B, (¥*) estd contenido en el abierto &g {¥1*,) de R2

traza del abierto &8, de R3 segin xf*, traza sobre la cual estd
definida la aplicacién parcial s determinada por A relativamente

al valor x}* del primer argumento.
En virtud de la continuidad de A4+ en X¥* y dado que segin (2),

es ¥3* = A(xt*, #1, ¥3) = A (o1, #%), existe, consecuentemente, un

ne Rt — {0}, tal que:
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«B,(*)c B, (*) v (VX) (¥ e B,(x*) »
= [(xf‘: xl) x2) € {xf*} X Bﬂ (y*) C {x?*} X Bﬂl (E,*) C a(G;Q) y
y A@TY, %1, %2) = A e (%1, %2) € 163 — 72, 23 £ 72[])»
Si para todo X = (%1, #2) € B, (¥*) hacemos y; = x{* e y, =

= A(x¥*, %1, %), se sigue de la relacién precedente y de (2*), que
es vélida a su vez la relacién:

& = (y1, ¥2) = (1%, 1 (#1%, 21, x2)) €A™y X ]a3* —mp, #8* +o[cd y
Y (y1, %1, %2) = (31%, %1, %2) € Qe ¥ Y2 = A(¥1, %1, %2)»
la cual entrafia:
& =(y,y)€4 v (¥1,¥1,Y2) €60 ¥ %2 = A(%¥1, Y1, ¥2)»
Asi pues y teniendo en cuenta que se ha partido del supuesto

X € B, (%*), asf como la arbitrariedad de ¥ € B, (x*), es vélida, por
tanto, la relacién:

«@n) meRt —(0} y (VX) (X €B,(x*) = @Y) (Y =(y1.y2)ed ¥
Y (%1, Y1, ¥2) € Qo) ¥ %2 =A(¥1, Y1, ¥2) = A yy (61) = P55y (#1))))»

la cual equivale sucesivamente a las relaciones:

«@n(meRt =0 v (VX)(F e B, (&%) ~ AY) (Y 4 v % € yz)))»

3

y
(@n)(eRY —(0) y (VF) (e B,E% ~ @F)(F €4 v % ee((F)N»
y
-1
«@n) (meRY —(0) v (VF) (F € B,(F*) = & €¢(:(4))»
y
«@n) (eR* —{0 v B,(E*) ci(:(4)
y

O

—

-
x*eu(c(4))»
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-1
Puesto que ¥ €¢(c(4)) es arbitrario, se verifica pues:

o
—

@((A) = ()

y dada la arbitrariedad de 4 € B (G) con la condicién «4 = A», se
concluye que es vilida la relacién :

(VA (AeBG) vy A=4=10(4) = ((A))»

equivalente a la:

« g es abierta»
R g/'{j( G; o)

de acuerdo con lo afirmado en la PROPOSICION.

Sentado esto, consideremos la aplicacién f:G — g, definida
por: X €G - f (%) = ¥ € HAee, € decir, f asigna a cada ¥ G
como imagen f(¥) la solucién maximal ¥ € g, en G de la ecua-
cién diferencial (1) pasando por %, aplicacién que, [en virtud de la
existencia y unicidad de soluciones maximales en G de (1) pasando
por un punto dado de GJ], es suprayectiva, asi como la topologia
T S sobre ¢, imagen directa de la topologia J; sobre G

mediante la aplicacién dada f (Chap. I, § 2, n.2 4 de [2]), topolo-
gia T G~ para la cual Q ¢ %, es un abierto de la misma si
G

-1
sélo si f(£2) es un abierto de J;, y denotemos mediante R, c G X G

a la relacién de equivalencia sobre G asociada a la aplicacién f, es
decir, a la relacién de equivalencia sobre G definida por:

«x, ¥¥) eG X G = [(¥ ~X*mear)) <= (f(X) =F(x*))]»
Puesto que se verifica :
-1 -1
(V%) (& €C = heo(f(X) = heo (PR) = Tyg = ¢(%))»
es valida, consecuentemente, la relacién :

(V& 7%) (£, %) eG X G= [(f(£) =fF¥) == () = (F*)])»



258 J. M.a Cascante Davila

la cual equivale a:
«V (%, %%) (%, 2%) eG X G =

= [@ ~%*mea. »)) == (€ ~X*med. »

%(G; e)))]) '

y esta ultima relacién es a su vez equivalente a la:

«Rf = R% » (2**)

(Gie)

Por otra parte [teniendo en cuenta, ademds (2**)], se verifica
sucesivamente las relaciones:

«xeG = [(* Ef(lf(?))) <= (f&*) = f(Z)]»
y
fE*) =f(%) == T* ~Xmea. »)”
y

E*~ Zmed. R) <= ¥* ~ Z(msd. R »

%G; e))
y

Z* ~ % (med. R <= (¥ =c(@)

)
&G0
y
W(@*) = (%) == x* e (%))
deduciéndose, en el supuesto ¥ € G, que es valida la relacién:

F* e f(f@) == T* €L (@)

-1
la cual, dada la arbitrariedad de X* € f(f(X)) establece, a su vez,
la validez de la relacién:

FUE) = (@)

Asi pues, y habida cuenta el supuesto ¥ € G de que se ha partido,
asi como la arbitrariedad de ¥ € G, es vdlida, por tanto, la relacién :

«(VE) F G~ [Ff@) =@ O
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Se verifica, ademads, la:

PROPOSICION II. — «La aplicacién f: G —~ & que asigna a
cada ¥ € G como imagen f(¥) la solucién maximal en G de la ecua-
cién diferencial ordinaria (1) pasando por %, es, supuesto dotados G
Y Y6 de las respectivas topologias T; v T'%G.Q) una aplicacién
abierta (Chap. I, § 5, n.° 1 de [2]) de G sobre ‘%G;o) ».

En efecto, para todo abierto A de T, teniendo en cuenta (3) y
el resultado establecido por la PROPOSICION I, es valida la
relacién :

-1

GFUA) = FU @) = USFE) = Ut @) =

z€A x€4 red
—1 —1

=1 (U & ®)}) = ¢(c(4)) es un abierto de (G, T¢)»
zed
es decir, y dada la arbitrariedad de 4 e (G) con la condicién
A= fll), se verifica, por tanto que:

[+]

S

WV A)(AeB(G) y 4=4-1(A) =(fAN»
o lo que es equivalente:

«(WA)(AeP(G) y A es un abierto de (G, T¢) =
= f(4) es un abierto de (., ; T"%;e) ))»

relacién que a su vez equivale a la:
«f es una aplicacién abierta de G sobre g;q»

cuya validez demuestra la PROPOSICION.
Es valida, asimismo, la:

PROPOSICION III. — «El conjunto &g de las trayectorias

maximales en G de la ecuacién diferencial (1) dotado de la topo-
logia T & es homeomorfo del conjunto ‘K/QG,Q) de las soluciones
~ (Gie) ’

maximales en G de (1) dotado de la topologia T .

o mediante la
«7 (Gse)

ey (3 - - C =
biyeccidn ko * By = 10"
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En efecto, teniendo en cuenta (2*¥) es Ry = R% y conse-
(Gio)

cuentemente G/R, =G/p = & (6,q a5t como f(G) = (6 POT
(Go)

lo que si: G 2 G/ R LA f(6) 2 S0 € la descomposicién cané-
nica de f, se verifica, por tanto, que:

p=1y i=1d . Y k= hgq»
‘/(G;e) @
resultando :

«f =l »

En virtud de la PROPOSICION II acabada de establecer es
f:G— %G;Q) una aplicacién abierta, y consecuentemente (Chap. I,
§ 5, n.o 2, PROPOSICION 3, ¢) de [2]), la biyeccién canénica
k= h(c;e)  Eee) 69 3sociada a f es un homeomorfismo de
(%G;Q); T%(G;Q)) sobre (f//(G;g); T i ), lo que demuestra la PRO-

G;o)
POSICION.

Para todo #;° € R y cualquiera sea el abierto w = @c R de R,
pongamos :

Qo) = & = (81, %2) R/ (%7, %, %) € Qg ¥
Y A(x1°, %1, %) € w}r
Se tiene obviamente:
«8(210,0) € G»
y puesto que son vilidas sucesivamente las equivalencias:
«(#1°, %1, %5) € Qo ¥ A, %, %) e == (3 ) (xew y
Y (51, 20, %) € Qe Y %o = A (%, %1%, A
y
@) (Bew v (%, 2, %3) € Qg ¥
Y 2= A(x, 21, %) == @F) @ (MY X 0)nG y
y %€l (79, A" @) v x5 = Py (%))

y
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y
@79 (e (Y X o) NG y % €2 (F9), 21" ZO)[ ¥y
Y %= P (%)) == @F) Fe (M} X 0) NG ¥y
Y X% = (%1, %2) € Lz
y
(A7) F0e (X o) NG y T = (%1, %) € Tygy) == % € U Ty

e({x$0} X @) G

se verifica, por tanto, que:

¥ € Q(”l‘“;“’) > % € U F’J’(Zﬂ) »
Pe ({230} x0) n G

relacién equivalente a la:

«‘Q(x?“:ﬂ’) = U F'F(}ZO) » (3*)

PE({r$0} xw) n G

es decir, £(;s0,0) €s la reunién de las trayectorias maximales en G de
la ecuacién diferencial ordinaria (1) que pasan por los diversos puntos
de (1% x 0) nG.

Se verifica la:

PROPOSICION IV. — Para todo #f € R y cualquiera sea el
abierto w de R, el subconjunto £,s,) de G es un abierto de R? satu-

rado para la relacién de equivalencia R? sobre G, y consecuente-
= (Gio)
mente, ¢ (2.2, ) €s un abierto del espacio topolégico (& .5 T )».
v Ga’ " F g

En efecto, dado que:

-1
(((V EO) (fo € G => F’!’(;o) =1 (L (20)))»

se tiene, habida cuenta (3*), que es vélida la relacién:

~1 —1
Qupy = U Tyz, = Uel(59)) = (U =
FE({} X0) nG  WE({R}XD) n G Ye{(x) Xw) G

= (e (({*% X ) n G))»

por lo que £, es un subconjunto de G saturado para la relacién

de equivalencia RC/’ .
2 (Gse)
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Por otro lado, puesto que en virtud de la propia definicién de
Qa0 se verifica que:

«(x1, %) € Qg == (8], %1, %)) € Qg Y A(3], %1, %2) € 00>
asi como se tiene sucesivamente :

(x}, 21, %)) €igrg ¥ A(R], X1, %) €@ ==
== (1, %) € Qg (A)) Y Ay (%1, %2) €0

v

-1
—_

(%1, %2) € Qg X> ¥ Ay (81, %2) €@ == (%1, %2) € (Aapy) ()

se sigue de todo ello que es vdlida la relacién:

-1
—_

«(x1, %7) € Q(x?;w) <= (%1, ¥%2) € (A(,g,)) (w)»

equivalente a la:
—1

o

g0y = (Aagy) (@)

relacién de la cual [habida cuenta, ademds, que la traza &g (9>
del abierto &g, de R3 segtin x9 es un abierto de R2 sobre el cual
estd definida y es continua la aplicacién parcial Ay, determinada
por 4 relativamente al valor ¥ de su primer argumento], se deduce:

€24, ) es un abierto de R2 contenido en G»

lo que concluye la demostracién de la PROPOSICION.

. * ki
Observemos que en el caso particular o = G (%), (x;° €R),
se tiene, entonces, que:

Qi) = Luvceton = Ulwm, = Ulez = Qo 210, (3*%)

T ({x10} X G {x30))nG € {270} X G (x20,)

3 * .
Notemos, ademds, que para todo x°eR y cualquiera sea el
abierto o de R, la relacién «¥ € 20.,,» es equivalente a la relacién

«(x) € ¢(2u1%4)», va que obviamente «X € Q10> entrafia « (%) €
€1 (Qu104)» e inversamente, puesto que g0, segin establece la
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PROPOSICION acabada de demostrar, es saturado para R%
@G

,o)

de la validez de la relacién « (¥) € ¢ (Q(10,4))» se deduce la de esta
-1 ~1

otra: & €¢(t (%)) €t (¢ (10 w)) = 251 ) »- Asi pues, para todo xfoe R

y cualquiera sea el abierto w de R, es vélida la relacién:
X € Q) <= ¢ (%) € ¢ (L% ) (**¥)
Se verifica, asimismo, la:

PROPOSICION V. — «La topologia T% sobre &g, ©s
(Gio) '

cuasi-separada, es decir, cualquiera que sean las trayectorias maxi-
males en G de la ecuacién diferencial ordinaria (1) distintas entre
si ¢ y c*, existe un entorno V de ¢ y un entorno V* de c*, tales que
c* ¢V y c¢ V* [De acuerdo con la nomenclatura de algunos autores
el espacio topdgico (&g, T gh) es, pues, un espacio Ty; si-

guiendo la nomenclatura de N. BOURBAKI el espacio topoldgico
(& s T ) es accesible (Chap. I, § 8, Exercices, [2])]».
(Gio) (‘oﬂ(G;e)

Para demostrar la PROPOSICION, sean (c, ¢*) € &g, X
X By — 4 . Pongamos:
¢(G,]Q) %(G;o) 8

¢ = o () € Figq ¥ ¢* = hieo (¢*) € L9 -

Se verifica:
—1

-1
«y=1(c) ¥y Fo=1u(c* y ITynTy=¢»

¢

y consideremos los dos casos mutuamente excluyentes:

a) I¢nI¢'=¢
b) I,nle#¢ }

En el caso a) sea el y #*%e I',. [existentes siempre, va que
se tiene I, #~ ¢ y 1. # é]. Puesto que (%9, x9, @ (x9)) € & (69, Y cOM-
secuentemen‘ce (x°, (x9)) € Qg (x>, €l con;unto Qg0 *9,) es
no vacio y ademés en virtud de la PROPOSICION IV asi como
de (3*%), es &g,y (49,>= Qus6 () un subconjunto abierto de G sa-

turado para la relacién de equivalencia R, & por lo que la imagen
£7 (Gie)
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canénica ¢ (8,g;q (#},)) de G, (%9,> es un abierto del espacio to-
polégica (%(G_e); T & ) al cual pertenece ¢ = ¢ (x9, @ (x9)), es de-
’ (Gio)
cir, V=t (@ ;¢ (#}:)) es un entorno abierto de ¢ en (&, ; T ).
! Ga) %G:c)

Ahora bien I, n I« = ¢ y la relacién dada %% € I, entrafian que
%9 ¢ 1., y consecuentemente, se verifica, que:

(V%) (12 €G (40 = (50, 3) & Do = ¢ (c*)o
por lo que, es vélida la relacién:
«(V %2) (x2€G (X)) = Te I",,(x?’ o =

de la cual se deduce en particular [dado que Z*0 € I,.], la validez
de la relacién :

(V7)) (F et x Gy = x*0¢ Ty
o lo que es equivalente:

¢ U Dy = Qutic sy = Qg0 (KU

Te {x?} xG (x?')

y esta tltima relacién [habida cuenta (3***)], equivale a su vez a la
relacién :

«* =t (Z*0) ¢ (Quticaty) = 1 (&g (23,5) = P

Asi pues se verifica que existe un entorno ¥ de ¢ al cual no perte-
nece c*, y procediendo de forma similar se demostraria la existencia
de un entorno V* de c* tal que ¢ ¢ V* resultando asi demostrada la
PROPOSICION en el caso a).

En el caso b), sea 29 e I,nI,. y pongamos x9 = ¢ (x9), x50 =

-1
= ¢* (x). Es vélida [dado que (x9, )el,=u() y (29,239 el,a =

—1
=1(c*) y I'yn T, =4¢), la relacién:
«xd # 230»

y consecuentemente, existen dos abiertos w = & y w* = o* de R,
tales que:

“lew y 30 co* y wno* =d»
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Puesto que se verifica:
(2, %) e (WP X 0) NG y (*) #39) € (6% X 0*) NG
resulta, por tanto, que:
«e=1(x}, ) e+ (*P X ) N G) =
= (6 (6 X ©) 1 6) = +(Quta) ¥

y c*=(x), x19) e (& X 0*) N G) =

=4t (=] X @*) 0 G))) = ¢ (Rigiom) (%)

y ademds, dado que se tiene:
X € Q) N Litiany <= (AF F0) ) (G0, 7%0) € () X @) X

X () X 0¥) N (GXG) y Telyg v % ey
as{ como se verifica, que:
0, 7%0) € (69 X @) X (6§ X @) N (EXG) ¥
y Felyz v % e loiy = (P = Y50) ¥
y (=@ P, () = (8, Pz, (D) =
— e (% X o) n (58 X 0*) = 3@ X (0 N o*))]

lo que entrafia:
N o* F* é»

se deduce que es vélida la relacién:
wno*=¢=> (V%) (X €ula) = X & 2u%an)
la cual y en virtud de (3***) es equivalente a la relacién:
wno*=¢=>(VZ) ¥ €Qun = ¢ (%) ¢t (Lutian))
y esta tltima relacién equivale a su vez a la:

wnNo*=4¢=>1 (.Q(,g; w) N (.Q(,g; m.)) = é»

265
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Como por construccién se tiene w N w* = ¢, se sigue finalmente,
[habida cuenta, ademds (4)], que es valida la relacién:

€eL(Rutn) ¥V *Et(Rutan) T ¢ (28m) N (208 00) = ¢

Haciendo V = ¢ (284)) ¥ V* = ¢(2(:%;%), ¥ aplicando la PRO-
POSICION 1V, se obtienen dos abiertos V' y V* de (& e T = ),
’ (Go)

talesque ce V y c*e V* y VnV* =4, y en particular, se ha esta-
blecido la existencia de un entorno ¥ de ¢ y un entorno V* de c*,
tales que ¢*¢ V' y c¢ V*, lo que demuestra la PROPOSICION en
el caso b).

OBSERVACION. — Puesto que en virtud de la PROPOSI-

CION I, la relacién de equivalencia Rz sobre G es una rela-
()
cién abierta, se puede afirmar que la condicién necesaria y suficiente
para que el espacio cociente (G/Re.q; Te/R(c:q) = (& G T Fe )
(G;e)
sea separado, es que el grafo de R% sea cerrado en G X G
(Gio)
(Chap. I, § 8, n.° 3 de [2]), es decir, para cualesquiera que sean
los puntos ¥ € G y ¥* € G, no pertenecientes a una misma trayec-
toria maximal en G de la ecuacién diferencial (1), existen un entorno
V de ¥ en J; y un entorno V* de %* en T, tales que cualquier
punto j de V no pertenece a ninguna trayectoria maximal en G
de (1) pasando por algtin punto y* de V*.
Ahora bien, mediante adecuada eleccién del abierto G y de la
funcién ¢:G c R2 - R, se puede proporcionar un ejemplo de exis-
tencia de pares de puntos (¥, ¥*) € G X G no pertenecientes a la misma

trayectoria maximal en G de la ecuacién diferencial Z%Z = 0 (%1, %),
1

y tales que cualquiera que sean los entornos V y V*, respectiva-
mente, de ¥ y de ¥*, existen puntos j € V e y* € V* pertenecientes
a la misma trayectoria maximal en G de la referida ecuacién dife-
rencial, con lo que la condicién necesaria y suficiente de separacién
de (%(G,”; T & ) deja de verificarse, y consecuentemente la to-
! (Gse)
pologia T, %G ) no es separada, aunque si es cuasi-separada como
0

afirma la PROPOSICION V acabada de demostrar.

Si G € R; es un abierto acotado de R2, tal que G c G’ esté con-
tenido en un abierto G’ de R2 sobre el cual estd definida, es continua
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y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo ar-
gumento la funcién numérica g : G’ - R, y tal que G sea regularmen-
te convexo (n.° 8 INTRODUCCION y ANEXO de R.P.C., [3]), rela-
tivamente a la ecuacién diferencial ordinaria % = p (%1, %2), entonces
1
se verifica [véase referencia citada], que para todo x0€ G las extre-
midades x} (%9), % (%9) del intervalo de definicién de la solucién
maximal ¥ en G de la ecuacién diferencial ordinaria 3;2 =
1
= g (¥1, %2), pasando por %0, pertenecen al intervalo Jx;™ (%9),

%1% (£9)[ de definicién de la solucién maximal en G’ de la ecuacién

diferencial Z—z—f = o (%1, ¥3) pasando asimismo por %0 € G c G', por lo

que si a('o;e, es el abierto de definicién de la integral general global
, S . L dx

u: & c R3—> Ren G de la ecuacién diferencial d_x2 =p (x;, %2), se
1

tiene, consecuentemente, (xi (£9), 21 #3) € Qg ¥ (417 (X9), 7, %3) €

€ 8g,q, dado que [misma referencia citada], la aplicacién x7:G - R

[que a todo %0 e G asigna como imagen la extremidad izquierda

13

%7 (%9) del intervalo de definicién de la solucién maximal ¥z en G
de la ecuacién diferencial c_i_x_z = g,¢ (¥1, #2)] es continuamente dife-
1

renciable sobre G y a fortiori es continua sobre G, se sigue de todo
ello que la aplicacién compuesta: X0 e G — p (277 (x0), 29 x3) €R, es
continua sobre G, asi como lo es, asimismo, la aplicacién vectorial
— — _ 12q (= i3 /= .
¥0eG - g [*9) = (0 (%9), p (27 (£9), 29 x3)) € R?, y por tanto, si
70 e G y Z*0 e G, son tales que no pertenecen a una misma trayec-

. . o . . 4
toria maximal en G de la ecuacién diferencial ‘7% =g,c (%1 %2) (1),

puesto que entonces ¥0 y x*0 no pertenecen, tampoco a una misma

trayectoria maximal en G’ de la ecuacién diferencial &2 _ o (%1 %2) (t7)

dx
[ya que si, 0 = (29, 3) y 2*0 = (70, x30) pertenecielsen a una misma
trayectoria maximal en G’ de (*++), se tendria, como consecuencia
la validez de la relacién: «x09eG y (xfo, x5, xg) € azg; .Y 2y =
= ,u(xfo, 2, xg) y (xfo, x;O) € G», de la cual (OBSERVACION 3.2,n.°8,
INTRODUCCION de R.P.C. [3]), se deduce: wi® e 1 (%), 217 (ZO)[ v

0 0 L [0
y 230 = pg 3y (B1%) = g Foygetre ), xtor Gy (B1°) = A3y (#1°) = Pl @ », ¥
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consecuentemente, ¥0 y x*0 pertenecerian a una misma trayectoria
maximal en G de (*), lo que es contradictorio con la hipétesis efec-

tuada sobre ¥0 y X*0] lo que entrafia: «30 = g (¥) = (2 (¥9),

, B (1 (%9), 21, 29)) # (U (E), p (17 (£*9), 21°, 25°)) =7 (£*0) =y*0»,
por lo que existen un entorno ¥ y un entorno V* de 50 y de y*,
respectivamente tales que V'n V* = ¢, y en virtud de la continuidad

-1 -1
de £:G >R sobre G, W =g (V) y W* =g (V*) son entornos,
respectivamente, de x0 y de x*0, verificindose [habida cuenta que
VaV*=4yg(W)eV y g(W*) c V*], la relacién:

(V (%, 7%) ((F, %) e W X W* = F () = (51" ®), p (61 (%), %1, %) #
# (" &%), p (17 (F%), 21, 7)) =& (B%))»
la cual implica que para todo (%, *) € W x W*, [dado que, (en donde

&G, designa el abierto de definicién de la integral general

A: 8@, c R} >R global en G de (*); se verifica como se sabe,
(n.o 8, INTRODUCCION de R.P.C., [3]), que: @gq )€ &lorg ¥
yi=pu ), se tiene:

(Gieye)
W, Z¥)eW X Wry Wz = ¥aw = (af, 21, %) € QG € e Y
Y =A%, %1, %) = p(*, %1, %2) ¥ 40 (F) = 2 F*)»
asf como:
«xt, %1, %) € Qo ¥ 45 = p(af, 11, %) ¥
Y @) = 47 (F*) = o = st Y 8 ) =
= (1" @), p (41 (55), 1, xz)) (" (% ) Pis ) (117 (%)) =
= (7 B*), s ot oty (A7 (%)) = (61 &%), u (57 @*), 21, 73) =F E*)»
por lo que es vélida la relacién: «%, x*) e W x W* y ¥z = ¥Pzs) ~
= Z(X) = g(x*)», equivalente (habida cuenta que segtin se ha esta-

blecido precedentemente, es: g (¥) # g (x*)), sucesivamente, a las
relaciones:

WX, Z*) e WXW*y g(%) #E(Z*) =~ P # Paop; «(F, F¥) e WX W* >
= '-'P(x) # Y,(l‘)»,w «(xr x ) eWw X W* he IT‘P(,) # (x.) »J:



Sobre la estructura del conjunto de trayectorias maximales 269

las trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial (*) que

pasan respectivamente por ¥ y ¥* sean distintas, o lo que es equi-

valente, cualquier punto ¥ € W no pertenece a ninguna trayectoria

maximal en G de la ecuacién diferencial ordinaria % = 06 (*1, %2)
1

pasando por algtin punto x* de W*.

Asi pues, en el caso de que G sea un abierto acotado de R2 cuya
adherencia G esté contenida en un abierto G’ de R2 y que ademds
G sea regularmente convexo relativamente a la ecuacién diferencial
de
dx;
ble parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G'), se
verifica que la topologia T %( de %(G;gw) es separada.

Gie, )

= 0 (%1, #3) (con p:G’" — R continua y continuamente deriva-

NOTA. — Las PROPOSICIONES I, II, III, IV y V se han demos-

trado suponiendo tnicamente que p:G = G cR2 >R es continua
y localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre
G, vy por tanto, dichas PROPOSICIONES son vilidas, a fortiori,

en el supuesto de que o: G = G c R2 - R sea continua y continua-
mente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre G.

I.4 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL GENERAL GLOBAL DE LA ECUA-
dx o
CION DIFERENCIAL 372 =g (%1, %¥3). — Sea p:G=GcR? >R una
1
funcién numérica definida y continua sobre el abierto G de Rz y
que ademds es localmente lipschitziana respecto a su segundo argu-
mento sobre G [resp. continuamente derivable parcialmente respecto
a su segundo argumento sobre G]. Vamos a establecer ciertas pro-
piedades relativas a la integral general global de la ecuacién ordinaria

d: . .

d—’;z = o (%1, %,), las cuales serdn ttiles para el estudio de la estructura
1

del conjunto & de las trayectorias maximales de la referida ecua-

(Gso)
cién diferencial.

Concretamente, suponiendo en primer lugar que ¢:G = GcR—>R
es continua y localmente lipschitziana respecto a su segundo argu-

18 -- Collectanea Mathematica
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mento sobre G, nos proponemos deinostrar la validez de la si-
guiente relacién:
oV F1 71 79) (F1, B0 73) = F1, 29 € Qg =
= @@ E)(rkeRt -] X [Rt —{Q}] ¥y
vy =+ xR - T [ xR - R =
= ]351 -7, ;1 + 7'[ X Qr (%0) c a(G;c) y
y (V (xll') X1, EZ) ?2)) ((x:) X1, EZ: 72) eRXRXRXR y
y (x:: X1, EZ) e];l — 7, ;l + 7’[ X Qf (;:0) y (xry X1, 72) €
~ ~ = 1 _ =
€lxy —7 %1+ 70 X0, (%) = [76 X, — %2| <

< |}- (xl., X1, 9—6—2) - l(xr, *1, ?Z)I Sk.l-EZ _?2“)))» (4*)

En efecto, si (¥, %9, ) = (¥1, 9) € 46, dado que siempre se

verifica (%9, %9, ¥Y) € Qg ¥ que &g, = 86y, eXistird un (7', 7") e
e [R* — {0}] X [R* — {0}], tal que:
(F, =7, % +71x0,7F)= &, —7,% +7] %
XE)—7, %, +7rI X[ =7, %3 +7]cleqy ¥
y (79 — 7, B + 7] X Qq (30) = [BY — 7, 70+ 7]

~

X [ZQ — 7, X9+ 7] X [ — 7", X} + 7] c Qo
Hagamos » = min {#’, "}. Se verifica:

«reRt — (0} vy [Xy —7,%; +7] X @,(_fo)cam;m y

y 2 =7 % +7] X 0, (%) € &g
Ahora bien, se tiene, que:

(@1 —nx0Q,(x)Ccey ¥y E)—7XQ,E) € gy ¥

Yy F14+nx0,E)Cc g ¥ F+7x0,(3) C &gy
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lo que entrafia:
e{min {%,, ¥y — 7 X Q, (7% € Gy ¥
y {méx {X1, 29+ 7} X 0, (%9 c Q59"

y consecuentemente (Véase n.° 4, INTRODUCCION de [3]), es va-
lida la relacién:

«(VZ0)(x0e 0, (%0) = [min (¥, ¥Y — 7€ I,,(;,o) y

y méx {¥;, ¥} +re I,,(-;,D)))»
de la cual se deduce:
(V%) (x0€Q, (%9 = [min {x, ¥ —r, méx ¥, P + r]c! .,,(-;,o))»
o lo que es equivalente:

(VE) (70eQ, (30 = [min Z;, ) — 7, méx &1, FY+ 7] X

X {Z'0} € &g q)»
y esta 1ltima relacién equivale, a su vez, a la:

«(min (%, Y — 7, max X, Y + 7] X 0, (%9 c Q6;9*

— =

Puesto que H = min (X1, % —r, max {1, Y + 7] X Q, (X) es
un compacto de R3 contenido en &g, €l conjunto:

K = Ut ¥ao @) = U0 A0 x° )

(6, *%€H 70 eH

imagen de H mediante la aplicacién continua (;brll &6’ 1) : 8~ R2
)

es asimismo un compacto de R2, el cual estd contenido en G y
consecuentemente [dado que por hipétesis, ¢ : G — R es continua
y localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre GJ,
la restriccién g de g a K es globalmente lipschitziana respecto a su

segundo argumento sobre K, y por tanto, existe un EeR+ tal que:

(Y (YL 32 72) (71, 72, 7)) eERX RX Ry (y1,¥2) €K y
vy (YY) €K = lo(y1.72) —e (W1, ¥l < B3, — 32l (*%)
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Sentado esto, sea (x], #’, %)) = (x{, ¥'0) € ]¥1 — 7, ¥y + 7[ X
X Q, (%) c[min {Fy, XY —7, max X1, XY +7]XQ, (%) = Hc Ay ;
se verifica, en primer lugar, que:
«[min {x], #%, max {x{, #.%] c [min |, Y — 7,

, max {¥;, ¥ +7] € Igl(_.’o) (4K
x
y ademdés se tiene que:

WL Pao @) = ULE A@ %0 %0 =

t€ [min {x}, |0}, max {x}, x0}] t€ [min {x], #0}, max {x}, {9)]

= (Prlla((;;g) , A) ((min {x{, %, max {x], ;%] X £'%}) c
, — FEEET
€ (brigy, A (H) = K> (#5+)
por lo que para todo (x%, x;, X3, x2) € R X R X R X R, con la con-
dicién «(x%, %y, %) € 1%, — 7, T1 + 7[ X Q, (3%0) y (#t, %, %) €

€F1—r x4+ 7 X0, (§0)>> [teniendo en cuenta, ademads, (4**),
, (#¥*¥) y (4¥**%)] es valida la relacién:

«] = [min {xt: xl}J max {x',‘, xl}] c I'P(ﬁl,;z) n Iw(x,,?z) =1 y
y (V) (e [min {21, x1}, méx &1, 23] = [((, P, (), (¢ Pisi, 2(2))) €
eKXKy|¥ - O—Y, 5@=lt¥, 50O —et?,s®l<

(%1.%2) (#1,%2)

< 'E !T("‘h %) (t) - gl("l.:z) (t)l:l) » (5)

Si se supone, ademds, que ¥, i, (*1) = %2 # %3 = ¥, 5 (*1),
dado que entonces se tiene ¥, 3, 7 ¥, l0 que entrafia:

«[1(*1,;2) # [‘(«“hfz) »
se verifica, consecuentemente, que es vélida la relacién:

«(Ve) el = Pu,zn () — Pz ) = (Pt — Pl mr) (€) # 0)»

de la cual, habida cuenta que I por ser intervalo es conexo, asi como

la continuidad de la funcién p = V., 51 — P sz Y que %1 €1 se
deduce, a su vez, la validez de la relacién:

(VO (tel=p)p@®) >0
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En el caso de ser x, > %, puesto que p(x;) = P,z (¥1) —
— W5 (1) = X3 — %y > 0 se verifica, por tanto, que:

«Vet)y(tel =p(t) > 0

y dado que X, — x, = 0 entrafia ¥,, 5,y = Ps.5) Y consecuente-
mente, se tiene que:

(V) (tel=p(t) = Pu,m ) — P, 5 () = O

se sigue que en el supuesto %, > x,, es valida la relacién:

V) @tel=p @) = 0)»

de la cual y teniendo en cuenta (5), se deduce, que:

(Vi) (te ] = [min {xf, x}, méx {xf, )] cl = |p' () =

= |T(’x1,;z) (t) - gj(,xl,?z) (t)‘ < "I; I!p(xx,;z) (t) - lP(M;z) (t)| =
=k pO) =k pO)

es decir, se verifica, que:
T2 Tp= (V) (te]= —kp@O) <p () <kp@)
lo que entrafia, a su vez, la validez de la relacién:

Ty > x> (VO (te] = e Rt [p () —k-p(®)] <

<O () +F p @)
de la cual (supuesto como hasta ahora %, > x,), se deduce:

@y < xt= (V) (yreJ =[xy, #t] = e7Fnp(yy) — e Fm-p (x1)
:[e—g-’-p(t)ﬁi =[y e~R[p (1) —F-p(B)]dt <
<0< [Py @+ Ep@1dt = [ p @]

%1

= b p(yq) — éFm-p (m))

y
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y
«xy > xf = (Vy1) (y1€] = [#f, 2] =
= eFrp (o) —eFnp(y) = [eFep O =

=f’y’:e—'?'f-[p' 6 —E-p()]dt <0< f:e’;"[zb' O + % p )]t =
_ [eF-t.P 0) ]:: — ekm P (%) — ek -p (y1))»

es decir, se tiene, que:

@y < af = (Vo) (i e] = [p(x) < ef0r=-p(y) vy

Y p(y1) < &F0=m-p (x1)])»
y
@y >t = (Vy) (yie] = [plr) <ebm.p(y) y

Y p(y1) < Fe=np (x)])s

resultando ser valida, (en el supuesto X; > x,), la relacién:

«(Vyl) (yl E] = [m{n {x’f; X1}, méx {x?’ xl}} =

= [p () < émnlp(y) y p(y1) < eFlrnlp(xg)])»

y en particular haciendo y; = xf, [habida cuenta, ademds, que
(x‘i‘, X1 762) E];l -7, E’1 +7[ X Qr(fo) y (xf»xlt ;2) e]’xul —7, E’l +r[ X
X Q, (¥9), entrafia: «|x; — x| < |x; — XY + 1% — XY+ Ixaf — %1 | <
< 27 4 |%; — Z9»], se verifica, que:

(0<% —xp=20 (%) < F&+Ha-.p(x}) v

y p(xf) < e @+E-30. p () = eF @+E-F . (F, — Xo)»

es decir, dado que se ha partido del supuesto inicial «(xf, %1, X,) €
el — 7 X1 +7[ X Q, (&%) vy (1, %1, X)) €]F1 — 7, T 1 +7[ X Q, (F),
asi como que se ha adjuntado a este supuesto la hipétesis adicional

&%y > %y y haciendo para abreviar: k = eF2r+1m—) ¢ R+ — {0}, es
valida, por tanto, la relacién:
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W, 2, T) € ¥ — 7, B + 71 X Q, (%) v (aF, %1, To) €
E];l — 7, ;1 +7[ XQ,(J?O) y ;CZ > ?2 =
S [0<F — % < b (Piniy () — Pl (1)) v

Y Py (1) — Yo 5 (6F) < B (B2 — T)]> (5%)

De (5*) cambiando %, por ¥, se sigue que es valida, asimismo,
la relacién :

Wt 2, Z) el — 7, ¥+ X Q,(30) v
Yy 2, %) el — 7, T +7[ X Q,FY) y % < %y -
= [0 <% =% < b (5 (61) — Vi (1) ¥
Y P 5 (1) — Plaiy (6f) < k- (%, — %>
que combinada con (5*) y habida cuenta ademés que (%%, %1, %o, Xp) €
€RXRXRXR con la condicién «(x}, ¥, %) € 1% — 7, %1 +7[ X
XQ(x0) y (xf, %, %)) €)% — 7, T)[ X O, (3%)» es completamente
arbitrario, establece a su vez, la validez de la relacién :
«(V (xf, X1, }2) ;2)) ((x;‘: X1, }2) §2) eR X R X R X R y

—
~,

y (x?)xl!EZ)E];I -7, ;I +7'[ XQ,(xO) y

y (¢, %1, X)) €1%) — 7, X1 + 7] X Q, (X0) =

. i o
= |5 12 = %o <P (0F) — Pra iy ()] < k-7 — le)J)»

y puesto que se ha partido del supuesto totalmente arbitrario
(F1, %9, ¥9) € G, se concluye que se verifica :
«(V 1, B 7Y) (71, 7 FY == @1, 30) € Qe =
= @ k) (. k) e[R* —{0}] X [R* —{0}] ¥
vy % =7 %+ 7 %0, (79 c Ao ¥
vy (V (&1, %1, %2, %)) (47, %1 %, %) eRXRXRXR y

Yy (6, x, %) €lX) — 7, X +7[ X Q, (39 ¥
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—

y (6, %, %) €1%1 — 7, Xy + 7[ X Q, (R0)=

1 - _ . o
= [75 %y — %a| < |A(E, %1, %) — A(#1, %y, X9)| < k- (%2 — le])))»

resultado que demuestra (4*).
De (4*) se obtiene, en particular, (xf = %), que:
(V¥ (F1, %) (F1, 39) € Qo = @ (1 #) (7 F) € [RT — O] X
x [R¥ — @]y &) xQ,GE)cago ¥
¥ (V (51, 5, 72)) (41, B2, ¥2) eRX R X R y (31, %) €Q, B9 ¥

y (x1,%2) €0, (&o) = |A(F1, %1, %2) — A(%1, %1, %)) < k- [F2 —%2))» (5*%)

y asimismo [habida cuenta que «(x1, %;) €Q, (¥, %) = 1% — 7,
L By ol X IR — 7, By + oL = (00, B, 1) €17y — 7, By + 7] X @Y X
X 1%y — 7, %y + [ €% — 7, % + 7[ X Q,(¥0)»], se verifica, como
consecuencia de (4*), la relacién:

WV (Z1, 29, 7Y) ((F1, %9, Y € Ag0 = A (7, k) (7, k) €
e[R* —{0}] xRt v 1% —7, %1 + [ XEP XY —7,%3+7[c
C o ¥ (V (%1, %2, %2)) ((¥1, %2, %) eERX RX Ry
y (%1, %) €Q, (%1, Y v (x1, %) €0, (%1, %) =
= A (21, %, %) — A%y, XY, Xo)| < k- [X2 — X2)))»  (5**¥)

Ademas, dado que:

A%y — 7, % +7[ X @Y x]ZY—7 %3+ 7[c]® —7 % +7[ X

% Q, (%)  [min (&, ¥} — 7, méx &, ¥ + 7] X 0, (F) = H»

lo que entrafia:

(VY (x1, %2)) (%1, x2) €Q, (X1, X9 =

= (%1, A(%1, X9, %2)) € (pn'aw;m, A) (H) = K)»

es valida como consecuencia de (4**) y (5***), la relacién :
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«V (21, %2, %2)) (%1, 22, T) eR X R X R y (11, %)) €
€Q, &1 %Y v (x1, %) €Q, (¥, 7Y =
= (D1 A) (%1, 7, %2) — (D1 4) (1, %9, %) | =
= lo (¥1, A (%1, X9, %2)) — o (x1, A (%1, %Y, %o))| <
SRR (o1, 79 Fo) — A0, BY T < B ke [Ty — Bol = B+ By — %)y
resultando asi verificarse, que:

(V&L E %) (7. 7979 e Qoo =~ @ (7, F)) (7', k) € [R¥ —(O}] xR+ y
Y I =7 B+ V[ X @YX JFY 7, BYF 7 [C Qg ¥
Y (V (%1, %2, %)) ((x1, %2, ) e RX RX R y (1), %)) €Q, (%1, %Y v
y (51, %) €0y (%1, 7Y = (D1 2) (11, B9, %o) — (D, A) (11, B, %) <
<K [ — B (*re¥)
Denotando para todo (%), 9) € R X R mediante &, (%1, v
Y A, Qe (X 1.,y = R, respectivamente, la traza de &(6;o Segun
el valor ¥; del primer argumento y la aplicacién parcial determinada
por 2 relativamente a dicho valor ¥, de su primer argumento, y me-
diante &g (, X0, ¥ Asp) : Qiag ( Z9,) — R, respectivamente, a
la traza de @, segtn el valor %9 del segundo argumento y la aplica-
cién parcial determinada por A relativamente a dicho valor %9 del
segundo argumento, (5**), (S***) y (S%¥**) entrafian, respectivamente,
las relaciones:
(VF) FreR= (VZ0) B0e8aig (Fio) = @0, B) (1, 4)
€[R* — ] X R* y Q, (%% c 8o (F1.,) ¥
y (V (xl’ in 72)) ((xlx EZJ ?2) € R X R X R y (xl) 22) GQV (50) y
Y (%1, %) €Q, () = 4G, (%1, B2) — A,y (%1, %2)| < B-1%2 — Zal)))»
y
(V7)) XeR= (V (1, XY o Z0) = A (7 B) (7, k) €
e[R" —{B}] X R" y Q, (X1, %Y € Qg (XYY ¥
Y (V (%1, %2, %2)) (%1, %2, %) e RX RX R y
Y (%1, %) €Q, (%1, %Y ¥ (1, X2) €Q, (%), XY =
= |43 (%1, %2) — Azp) (%1, %2)| < k(X — %))

y
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y
(VEY) @)eR = (V&1 7Y) (F1, %9 € 8o X9~
- @@, ) (7, k) e[RT —{0]] X RT v @, (F1, ¥ € G50 ( 330 ¥
v (V (%1, %2, %2) (%1, %2, %) eER X RX Ry (%1, %) €0y *1, %9 vy
y (%1, %) €Q, (¥, ¥Y) = (Dl N @1, Fa) — (D1 Vi (01, %2)| <
< K- — %)

las cuales son, respectivamente, equivalentes a las relaciones:

(V%) (%1 €R = la aplicacién parcial Az, : 89 <(F1,,) € R2 > R

determinada por A relativamente al valor ¥, del primer argumento es

localmente lipschitziana sobre su abierto de definicién &g (% 1,,)
respecto a su segundo argumento)» (6)

y

(V79 (%9 € R = la aplicacién parcial 43, @ o ( %9y c R2 - R

determinada por 4 relativamente al valor X9 del segundo argumento

es localmente lipschitziana sobre su abierto de definicién &g {, 9,)
respecto a su segundo argumento)» (6%)

y

(V7 (F9 e R = la aplicacién parcial (Dy2)3, Qa9 €

c R2 - R determinada por D; A relativamente al valor %9 de se-

gundo argumento es localmente lipschitziana sobre su abierto de defi-
nicién @ g;q {, %9, respecto a su segundo argumento)y (6%%)

En el supuesto de que p: G = G c R2 - R sea continua y conti-
nuamente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre G, la integral general global 1: &, € R3 - R y su derivada
parcial Dy A = 0o (prl‘a(c ) , A): & € R} - R, son, como se sabe,

(n.c 6 INTRODUCCION de R.P.C, [3]), la primera continuamente
diferenciable sobre el abierto de definicién &g, y consecuentemente,
para todo (%, ¥9) € R2, las aplicaciones parciales 4, : &cio (X1,,yC
cR2>Ry A5 8eo ¥ cR2~ R son continuamente deri-
vables parcialmente sobre sus respectivos abiertos de definicién
Qg X1,y ¥V Qo (XY, con relacién a sus segundos argumentos,

y la segunda dado que para todo (*1, ¥9) € R X R se verifica :

(D1 M) = D1 Dy = G © i i)t GG (K1, %3) CR >Ry
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y en consecuencia la aplicacién ((Dj 4),1))iz,) = (D1 )iz, es con-
tinuamente diferenciable sobre su abierto de definicién & ;) (%1, %9,
se sigue de ello que para todo (¥}, %9) eR X R y cualquiera sea
%9 e R, verificando la condicién (¥, ¥Y) € Qg ¢, %2,) la aplicacién
parcial (D 4),5,: Qe ( ¥}y € R2 > R determinada por D A rela-
tivamente al valor %9 del segundo argumento es derivable parcial-
mente respecto a su segundo argumento en %9, verificdindose, ademds
que:

(D2 ((D1 X)) (1, ) = (D12 4) (F1, ¥, ¥Y =
= (Q(;x,) ° (}'(;1,;?.))), (53) = 9(,;1,) (}'(;h;?:) (;g)) : (}'(;1,;‘,’:))’ (32’(2)) =
= (Dz0) (%1, A,2) (X1, XY) - (D2 A) (.2, (X1, XY =

— (D20 = (P, it M) (D2 dii)) B, 7Y

y puesto que para cada Z)eR es (¥, ¥9) € Qg (,¥).) completa-
mente arbitrario, es vélida, por tanto, la relacién:

«(VZY) XY eR = (D1 V), : e, %9 ) € R2 >R es derivable par-
cialmente respecto a su segundo argumento sobre &gy <, ¥9,) ¥
Y D2 (D1 D)) = ((D20) o (Bryygy 6, ) 00 Hoit0) (D24 30))

la cual entrafia, finalmente, que:

(V%Y (ZeR = (D; A) 0 : Qo ¢ %9) € R2 > R es continuamente
derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre
Ao 2D

Estos dltimos resultados combinados con los expresados por las
relaciones (6), (6*) y (6**), permiten enunciar la siguiente:

PROPOSICION VI. — «Para todo abierto G de R2 y toda funcién
numeérica g : G ¢ R2 - R definida y continua sobre G, que ademds es
localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre G
[resp. que ademads es continuamente derivable parcialmente respecto
a su segundo argumento sobre G], si 1: 8, € R2 -~ R denota la
integral general global en G (n.° 5 INTRODUCCION de R.P.C.,

[3]) de la ecuacién diferencial ordinaria d_xz = g (%1, %,), se verifica,
1
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que cualquiera sea el par ordenado (¥, ¥9) € R X R, las aplicacio-
nes parciales Az, Qo {F1,) € R2 >R Az Qo 2) €
cR2 >Ry (D)5, : Qea %) € R2 > R determinadas la pri-
mera y la segunda por A relativamente al valor ¥ del primer argu-
mento y al valor %9 del segundo argumento, respectivamente, y la
tercera determinada por D; A relativamente al valor ¥} del segundo
argumento, son localmente lipschitzianas sobre sus respectivos abier-
tos de definicion Qg <X 1,0, Q6o HGED) Y Q6o (,%9,», con re-
lacién a sus segundos argumentos [resp. son continuamente derivables
parcialmente sobre sus respectivos abiertos de definicién &g (¥1,.),
Qe (%8> Y Q6o ¢, X9, con relacién a sus segundos argumentos]».

1.5 La (G. L, P¥)-VARIEDAD DE LA CLASE L [REsP. La (G, C},
, P¢’)-VARIEDAD DE LA CLASE C1], ASOCIADA A LA ECUACION DIFEREN-

ax o
CIAL ORDINARIA # = o (%1, %), CON ¢:G = G c R2 = R conTINUA
1

Y LOCALMENTE LIPSCHITZIANA RESPECTO A SU SEGUNDO ARGUMENTO

o
SOBRE G [RESP. CON g : G = G c R2 > R CONTINUA Y CONTINUAMENTE
DERIVABLE PARCIALMENTE RESPECIO A SU SEGUNDO ARGUMENTO

SOBRE G]. — Para toda trayectoria maximal ¢ € &g, en G de la
ecuacién diferencial ordinaria dTZ = p (%1, %,), denotaremos median-
1
¢) , . ., . dx2
te PO = hgq(c) a la tnica solucién maximal en G de ol
1

-1
= o (%1, ¥3) cuyo grafo Iy coincide con «(c).

Obviamente se tiene:
(V7 (701 (0) = PO = P
y ademas, puesto que:
(V) (¢ € Bioz = 1) # # B>

v consecuentemente :

«[—ﬁ'(c) £ $»

56%/(5;9)
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es vdlida, por tanto, la relacién:

-1
3 (% ") -
B, ) iz, <1
L ()]

la cual entrafia, sucesivamente :

-1
(Vo) (ceBlaa = X° = (3], 3) € (c))»

}7
-1
«Ve) (ce oo = t(0) = Tygy = T'p)

Sentado esto, sea c* € &g, ; en virtud de lo precedente, se tiene:

«(c*) = P,,(-;c_) = [y »
Hagamos:

«G <xcl‘:> =00y Up = 1 (Rpen6a105) = (S 6i0 <x§‘,,>) =

= {c € Eo /%1 €lwiy}r

En virtud de la PROPOSICION IV de 1.3, y puesto que G es un
abierto de R2, es valida la relacién :

«U.» es un abierto de (Fleiq; T Fe: 9)) y O.. es un abierto de R» (7)

verificandose, ademds, que:

(V) (ceUn=» 25 € Tup)»

asi como:

weUa=> 32 (QeGi,) yc=1u(x, ) (7

*, a . . —_— * c* .
relacién dltima, que en particular [dado que «X*" = (a1, %2)€G ¥
—rcw . c* c* * c*  c*
y ¢* = ¢ (°")» y consecuentemente: w3 € G {(x7,) y c* = ¢(x1, %2)]
entrafia :

«c* e Uqr (T%%)
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Por otro lado se tiene, asimismo, que:

«U {‘P(c)(xﬁ.)} = U (W% 49) (x‘;)} = U{W(*f‘»’g) (x‘i‘)} =

c€ U‘. €G> zgc(}(xg',>

=U 6 =Gl (%)

#9EG89%,>
Definamos la aplicacién g..: U. — O, del modo que sigue:
«eUs. +qalc) = PO () eGT,) =0
Puesto que:

eUn Y glc) = PO0a7) = (PO =Purrge) ¥
. -1
¥ ((#1, gee (¢) € ()]

es valida, consecuentemente, la relacién:
(Ve)(ceUn=»c= L(%5, ges (€)))»
deduciéndose :

(((C, ?) € Uc' X Uc' Y Geo (C) = s (‘E) =C=1 (x‘i‘: Geo (C)) =
)

o

‘.
= ‘(xl ’ qc‘(
resultando, por tanto, verificarse:
«g.» es inyectiva»

Ademds de (7***) se obtiene la relacién valida:

«Qp' (Uc‘) == 2 {qc‘ (C)} =U {'}'I(c) (xi‘)} = G <xcl‘»> = Oc'»

c€Usgn c€Ues

la cual implica:

«g,» es suprayectiva»
por lo que se verifica:

«g2: U — O, es una biyeccién de U,. sobre O.» (3)
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Por otra parte, si ® = & € O, es un abierto de R contenido en
N * . .
0, = G{#1,), dado que se tiene sucesivamente:

-1

€€ Egen (@) == gou () = PO (xi.) € w»

—

N°'~<

PO ) ew=x =P )ecw y

Yy, ) et Xwc X G )Gy PO = Pyp g

y consecuentemente es valida la relacién:

-1
Cega(@) > AF)F e} Xo= (1 xo)nGy
-1
y¢ (C) = PW(") = F‘P(;u))»

asi como se verifica, ademds, que:

. -1
«@E) Z0e () X o)nGy (o) =Tyg) =

-1
= ‘(C) c U PW(}'O) = -Q(zq‘;w) »
De{xfMx0)n G

se deduce de todo ello, [habida cuenta que se ha partido del supuesto
-1 -1

c€q.(w) ¥ que c€g,.(w) es completamente arbitrario], la validez

de la relacidén:

1 -1

(V) (€ g (@) = (& =1((0)) €t (Rustion))»
la cual entrafia:

-1

“Ges (w) ct (Q(x;';w)))» (8*)
Inversamente, supuesto:

€ eL(@um) = (41} X @) N G) = (47} X @)
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se verifica, como consecuencia, que:
(@2 Mewc G,y y c=u(2f, Q)
resultando, habida cuenta (7*), ser vélida la relacién :
CeUn ¥ () = PO (67) = Piagrap) (1) = 22 € 0>

la cual entrafia:

-1
«C € g (w)»

Asi pues y dado que se ha partido del supuesto ¢ € ¢ (Qus%4)),
y que ademds c €¢ (2% ) es completamente arbitrario, se verifica,

por tanto, que:
-1
(R ) € ger (@)

relacién que combinada con (8*) establece:

-1
«Ger (0) = 1 (Q(s5%; )

y como en virtud de PROPOSICION IV de 1.3, es ¢(2x*%) un
abierto de (Fg,,: T %‘Gm), se concluye que es valida la relacién:

o

N
-1 —1

(Vo) (@eB(0.) ¥ © =& = g (@) = ge (o))
es decir, se verifica, que:
«gee: U, > O, es continua sobre U,» (8%%*)
Ademds, si A =4 ¢ U, es un abierto del espacio topoldgico

(B T @ ) contenido en U, = .., dado que para todo
e (Gie)

%0 € g« (A) se verifica (en virtud de la propia definicién de la aplica-
cién g,.), la relacién:

«@c)(ce Ay POET) = 20)»
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la cual entrafia, sucesivamente :

w(x, x0) € A»

y

-1 -1

G ) e (1, 49) € (A) =Rc Gy 2=0»

y puesto que:

o
—

(2, %) eRcGy Q= Q- P e QY = Q<) e G, )

asi como:
Q@ = U ) — U Pty () = U (T (1)) —
HBeaat'y Heaafy 20e2 5>
= U g (c(+7, 29 = .o (U £ (31, 22)}) = g (e (U {(x1, 2})) =
Qe Bent"y e’

-1

= Goo (£ (41} X 2(51)))) € e (1(2) = 4o (¢ (¢ (4))) = Gox (4)

se deduce de todo ello, que es valida la relacién:

o
——

X €gu (A) > %’ € Q5> = 2¢a7,) € e (A

la cual implica:

o o A
0 € g () = 370 € 4o (A)>

y dada la arbitrariedad de x;’ €gq,. (4) se verifica, por tanto, que:
g

—_— o
4qoe (A) = o» (A) C g (Ues) = 0o = Oye»

Como A =4 ¢ U, = Uo'p. es arbitrario, se concluye que es vélida
la relacién:

«ges : U — O, es una aplicacién abierta de U,. sobre O.» (8*%*¥)

(1), (7**), (8), (8**) y (8***), establecen finalmente, que:

19 — Collectanea Mathematica
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«ges : Use = O,« es un homeomorfismo del entorno abierto U,. de c¢*
[dotado U, de la topologia inducida por la topologia T &z ], so-
(Gie)

bre el abierto O, de R [dotado de la topologia inducida por la
topologia usual de R]»
y dada la arbitrariedad de c* CK(G;O) es valida, consecuentemente, la
relacién :
«(v C*) (C* € Cg/(G;E,) = (a(Uc'-‘h‘.ou‘)) (((]C"I qﬂ” 0“) €
€B (L) X F(Ues; 0) X B(R) y c* €U = T.y

y O, =a. ¥ ¢. es un homeomorfismo de U.,. sobre O.))»

resultando verificarse, por tanto, que:

A = (Usp, g, R)n € % G €U atlas numérico de la clase C° y de

dimensién 1 sobre %(G'e) y la topologia asociada a
Ut, :,R./”‘ esla j-’/' » 9
( e+ 9 )c c\C/g/(g;g) %(G;g) ( )

Ademds, supuesto c* € %(G oS¢ tiene, segiin acaba de establecerse,

que U, es una parte abierta de %{¢,) para la topologia T ,
(Gie)
y puesto que g : U, — ¢ (Un) = O, es un homeomorfismo de U,

[dotado de la topologia inducida por Ty ] sobre g, (U.) [do-
(Gie)

tado de la topologia inducida por la topologia usual de R], se sigue
que la carta (U., ¢.., R) verifica la condicién «) de 0.2, y por otra
parte, dado que se tiene:

-1
oV (3, 7Y) (% 7Y € (V) = L7 5Y € U ¥
y %1 € L@ = Ty 1)
1772
lo que entrafia:
-1

WV (9, 7Y) (7Y 7Y € ¢ (Us) = (41, X9, ZY) € (g0

asi como se verifica, que:

—~1 . — —1
«Qc‘ ° LT,‘(U,.) ot (Uc’) > g+ ((Jc') y (l(xf‘”)l_lzvc*)) ot (UC’) g QC‘ (Uc‘) y
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-1

y (V&Y 79) (7% 7Y € (Uss) = (@ev 0 i) (33, 79 =

= g (L (B, FY) = PO (a) = Py (o) =

= A0, %9 TY = A" it (B ¥9) = (At yituen) (X9, X3))»

y consecuentemente :

e ———

Goe 0 ity = (A" vem)?

la aplicacién de la PROPOSICION VI de 1.4, permite afirmar, que:

-1

Br) «q otisugn it (Ues) —> Gen (U ) es localmente lipschitziana respecto
-1

a su segundo argumento sobre ¢ (U o)» [1eSD. Big) «Ges o Ga(vgn ¢ (Ups) —

- ¢+ (U,) es continuamente derivable parcialmente respecto a su
-1
segundo argumento sobre ¢ (U.)»]

Por otro lado, sea H,e = U Liigesy X 18} = U Lpigee sy X {8} ¥ sean
S€gee (Ues) $€0cs
Tw:H. >R ¥ 0.:H. — R, las aplicaciones numéricas definidas,

respectivamente, por:

e, §) € Heo > T (3, 8) = ( (g () (50) = P (1) € R

y
-1

(1, 8) € Hor — 0o (51, 8) = (2 (g ()’ (51) = (Pl @)’ (11) € Ro
Es valida la relacién:

yr) ¥ ) «H. es un abierto de Ry las aplicaciones J.. y 0, son
localmente lipschitzianas respecto a sus segundos argumentos sobre
H..» [resp. y.) v 84) «H,. es un abierto de R2 'y T y 0. son conti-

nuamente derivables parcialmente respecto a sus segundos argumen-
tos sobre H,.»]

En efecto, supuesto (¥, #0) € Hoo = U Tyige (s X {5} s€ tiene, que:
SEO >

. . -1
(Ples @) (25) = gou (@e (10)) =0 €0 ¥ 20 € I (goa ) ?
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lo que entraiia:

L ] -
1, 0 eCGy el Gy =1 »

F(x3",0)
resultando :
(%, 5, 19) € Egig
o lo que es equivalente:
*
(@, ) € Bigq (, 25,
Asf pues, se verifica :
(22, 1) € Hyo = (20, 29) € Q) {, %1, )0

y como (x2, 9) € H,. es completamente arbitrario, se obtiene que
es véalida la relacién:

«Hi € QG <, X5y (9%)
Inversamente, sea (12, ) € &g,y {, #i ,). Se tiene sucesivamente:
W20, %5, 1) € g, P

y

W, ) eCGy xe Lo or oy = Lppst® oy 7 10 = Pisi®4d #7) =
= YOOI (217) = go. (e (a7, 20))»
y
WeG(x,) =04y (x5, 1) =—ql. @) v 2 €1 G
resultando :

«x8, 10) € Y Twiger(s) X {5} = H,o»

5 € Oc#
es decir, es valida la relacién:

(R, 19) € Qg (, #1,> = (29, 19) € Ho»
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y dada la arbitrariedad de (9, #0) € GG, ¢, #f ,), se verifica, por
tanto, que:

«A g0 < xi‘,) c H.»
relacién que combinada con (9*) establece:
(H, = 8gq (, 45 ,) es un abierto de R2»
Ademds se tiene que:
Tt 8o 4 > RY Xty Gigia ( #) >R Y

Y 00 8o %) >Ry D1 D)) Qo (21, >Ry
YV (51, (51, ) € Qg G A0 = [(Te (31, ) = P50 (ag) =
— PGt @ O (5;) = PO (3)) = Wiy (1) = 2 (0, 41, 1) =
= 2y (01, ) ¥ (0 (1, ) = (P (1) = (POEE0) (1) =

=Wty (01) = (D1 A) (1, 21, §) = (D1 Vx5 (31, 1))

lo que entrafia:
T = Az Y O = (D1 A g

relacién que, habida cuenta la PROPOSICION VI de I.4, concluye
la demostracién de lo afirmado mdés arriba.

Combinado (%) con los resultados acabados de establecer validos
para todo c¢* € %G;g) [teniendo en cuenta ademds (1***) de 1.2], se

puede afirmar que:

«A = (U, g, R).¢&E g, es un atlas sobre la Cleay.-particién (c.l.a. Fr.)

Bor del tipo (G, L, P&) [resp. del tipo (G, C}, PEN

Asi pues se verifica la relacién :

G =G cR y 0€Co(G; R) y p es localmente lipschitziana res-
pecto a su segundo argumento sobre G (resp. o es continuamente
derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre &) =
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1
= [Ble.q e Pgtelatt) y (3 4) (A € G (Zig:) ¥ A es un atlas nu-
mérico de dimensién 1 y del tipo (G, L, P"G") (resp. A € Gcy (% qu)) y
y A es un atlas numérico de dimensién 1 y del tipo (G, C}, P&)))]»

lo que permite enunciar el:

TEOREMA FUNDAMENTAL (l). — «Para toda funcién numérica
0:G = G c R2 > R definida y continua sobre G, que ademis es
localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre G,
[resp. continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo
argumento sobre G, se verifica que el conjunto %G:Q) de las trayec-
torias maximales en G de la ecuacién diferencial ordinaria Z—Z =
= o (%1, %) es una particién de G en la que el limite accesible por
la izquierda y el limite accesible por la derecha (caso de que existan)
de cada trayectoria maximal en G de la referida ecuacién diferencial,
pertenecen a la frontera de G, estando asimismo dotada %G:Q) de una

estructura de (G, L, Pg')-variedad de la clase £ y de dimensién I,

[resp. de una estructura de (G, C}, P¢')-variedad de la clase C! y de
dimensién 1]».



PARTE SEGUNDA

1A ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA D PRIMER ORDEN ASOCIADA
A TODA Cl,,-PARTICION (c.l.a.Fr.) DEL ABIERTO G DE R2 DOTADA

DE UNA ESTRUCTURA DE (G, L, P¢)-VARIEDAD [resp. (G, C3, PL)-va-
RIEDAD].

II.1 Arras DEL TIpO (G, L, P&)* [resp. DEL TIPO (G, C3, P&)¥]
DADOS SOBRE Cla,-PARTICIONES DE UN ABIERTO G DE R2. — Sea

G = G c R2 un abierto de R2 y sea Pe Pg;’- una C,]my_-particién de
G : denotamos, como hasta ahora, mediante ¢:G -~ G/Rp=P, y
mediante Tp = T/Rp, respectivamente, la aplicacién canénica de G
sobre el cociente de G por la relacién de equivalencia Rp asociada
a la particién P, y la topologia cociente de la topologia JT¢ de G
[inducida por la topologia de R2 generada por la norma euclidea], por
la relacién de equivalencia Rp, y consideremos una carta numérica
(U, %, R) sobre P. Por definicién diremos que «(U, %, R) es una carta

numérica del tipo (G, L, P&)*» [resp. «(U, %, R) es una carta numé-
rica del tipo (G, C3, P&)*], si sélo si se verifican estas condiciones :

«*) «U es una parte abierta de P para la topologia Tp y la topolo-
gla inducida por Tp sobre U c P es mds fina que la topologia sobre U
imagen reciproca mediante la biyeccién X de la topologia inducida
sobre el abierto X (U) de R por la topologia usual de Ro.

-1
Br) & ou-t :¢(U) e G - % (U) es localmente lipschitziana respecto
(V)

-1
a su segundo argumento sobre el abierto ¢ (U) € G de R2 [resp. fc1)

-1
Xov—y:¢(U)cG —%(U) es continuamente derivable parcialmente

i
1

respecto a su segundo argumento sobre_a(U)]».
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0f) «La aplicacién numérica o: H = I, X {s} € R2 - R defi-
sex(U)
nida por: (x,%) e H — o (%1, t) = (h (J_C ()" (x1) € R, es localmente
lipschitziana sobre H [resp. d), el conjunto H = J I X {s} es
SEX(U)

un abierto de R2 y la aplicacién ¢: H = H c R? > R definida por

(1, 8) e H >0 (x1,t) = (h(X ()’ () €R, es continuamente deriva-
ble parcialmente respecto a su segundo argumento sobre H».

Obviamente toda carta numérica (U, X, R) sobre P del tipo
(G, L, P& [resp. del tipo (G, C}, Pg)] es a fortiori del tipo (G, L, PE)*
[resp. del tipo (G, C}, PE)*].

En virtud de OBSERVACION I de 0.2, para toda carta numérica
(U, %, R) sobre P del tipo (G, L, P§)* [resp. del tipo (G, C}, P&)*],
la correspondiente aplicacién numérica o: H ¢ R2 - R es continua
y localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre H

[tesp. o: H = H c R? > R es continua y continuamente derivable
parcialmente respecto a su segundo argumento sobre el abierto H].

Si A= (U, %;, R)je; es un atlas numérico de dimensién 1 sobre
P, se dird que «A es un atlas del tipo (G, L, P&¥)* [resp. del tipo
(G, C3, P&)*]» si sélo si para todo jeJ, la carta (U;, %, R) es del

]’ 7’
tipo (G, L, Pf;")* [resp. la carta (U}, %, R) es del tipo (G, C}, Pf;")*].

Es inmediato verificar que para7 to7do atlas numérico 4 de dimen-
sién 1 sobre la Ci™-particién P de G del tipo (G, L, PE)* y ademas
de la clase C° [resp. del tipo (G, C}, Pg')* y ademds de la clase C°],
la topologia J(p, 4 asociada al atlas 4 es menos fina que la topologia
Tpr = Jc/Rp, v consecuentemente, la aplicacién canénica :: G -
- G[Rp = P es continua sobre G, supuesto dotado G de la topologia
J¢ v P de la topologia T(p;, asociada al atlas 4 dado.

Por otro lado, obviamente, todo atlas numérico de dimensién 1
sobre Py del tipo (G, L, P§"), [resp. del tipo (G, Cl, P&)], es, a
fortiori, un atlas del tipo (G, L, P&)* que ademés es de la clase [
(PROPOSICION II de 0.2), [resp. es un atlas del tipo (G, C3, PE)*
que ademds es de la clase C! (PROPOSICION II de 0.2)].

II.2 ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE PRIMER ORDEN DE-
FINIDA POR UN ATLAS NUMERICO DE DIMENSION | DE LA CLASE C° v

DEL 11P0 (G, L, P¢")* [resp. DE LA CLASE C° ¥ DEL T1P0 (G, Cl, P¥)*]
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DADO SOBRE UNA Ciray -PARTICION (c.l.a.Fr.) DE UN ABIERTO G DE

R2. — Sean G = G un abierto de R2, Pec Pg*"-(c' La.Fr) yng C:,ay_-par-
ticién (c.l.a.Fr.) de G y A = (U, %;, R);¢; un atlas numérico de
la clase C°, de dimensién 1 y del tipo (G, £, PE)* [resp. de la clase
C°, de dimensién 1 y del tipo (G, Ci, P&)*], dado sobre P. Para

todo je ], con51dere1nos la funcién numérica g; : (U) cR2 -R

—1
restriccién a ¢ (U;) de la funcién ¢ : G € R2 > R, definida por:
(x1, %2) € G > 0 (%1, %2) = (h (¢ (%1, %2)))" (1) € Ry

Puesto que, [en donde ¢:%; (U;) - R denota la inyeccién cané-
nica de ¥; (U,) c R en R, y habida cuenta, ademds que para todo
(%1, %3) € G se tiene: x| € Iyux,ny], se verifica:

Im (priiuy, 10 %o uiluy) = U {xn % (e (x1, 22)))} € U ngegay, 2 X

(%1, %2) C_l‘(Ul) (xhxz)E—l‘(U!)
X 2% (¢ (31, 22))} = U uoy X & ()} = U Lgzyesy X {8} = H;»
ceUj seX(Uy)
la aplicacién (prijty,, o X0 4,): ¢ (U;) - R2 es, por tanto, compo-

nible con la aplicacién ¢;: H;c R2 - R, [denotando ¢;: H;cR2 —R
(como en el n.o II.1) la funcién numérica definida por:

(%1, t) eH; = Ufhms» X {s} = 0; (x1, 1) = (B (%; (¢)))’ (x1) € R],

s€X(U,

resultando ser valida, adem4s, la relacién :

o (prigtyy 1o Xioty) 1 e(U) >Ry g0 (U) =Ry

-1

y (V (xl’ xZ)) ((x]! x2) S (Uy) (G ° (?"1,((;,)’ ? °x ° L|,(U,))) (xlixZ) =

= 0g; (x1, %; (e (¥1, %2))) = (A (xy‘ (*; (e (%1, %2))))) (1) =
= (Bt (%1, x2)))" (x1) = @; (*¥1, %2))»

la cual entrafia:

o = 0j° (P’IT‘%U;)’ voXe i vy )»
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deduciéndose de esta ultima relacién [habida cuenta (n.° IL.1), que
o;: H.c R2 >R es continua sobre H; asi como la continuidad de
0:%;(U;) >R, de %,:U; > %, (U;) y de +:G - P sobre 2,(U;), U;

7
-1 -1

y G, respectivamente], que g; : ¢ (U;) — R es continua sobre ¢ (U}).
Por otro lado, supuesto que el atlas 4 dado sea de la clase C° y

-1
del tipo (G, £, P&)*, para todo %0 = (22, 29) €¢(U;), y en virtud

de Bp) v 62), existen, en primer lugar, un (75, k*) e R* X R*, y dos
-1

entornos ¥V y V* en R2, respectivamente de X0 € ¢ (U,) vy de

(* %, (: (x9))) € H;, tales que:

(((V (xl, %2, 72)) ((xl, 22, l?2) eRXRXR y (xl, 56-2) V (U’) y

Y (0, T € 0 o(U) = 1% (0, F) — % (s (1, Bo)| =
= (% o i) (1, B2) — (%0 63,)) (31, T)| S B+ 1Bz — Bl (1)
y
(V360 (1. LD eRXRXR y (y,HeV*nH vy

y ueV*nH = lo(y, D — o (v, )] < k*-[T—F) (1%)
asi como, y en virtud de la continuidad de la aplicacién (P"lf.iv,):

-1 -1
, toZio ‘|%Uf)) t(U;) - R2 sobre ¢(U,) [y dado que ademis es

(P71t T o %0 Ll_‘ZU:I)) (%9 = (%, %; (¢ (¥9))) € V*], existe un entor-
=~ -1
no V del punto x0e.(U;), tal que:
—1

(Priioy 1o % o ) (V0 e(U)) €V a Hpy (4%)

Haciendo V=V n V y k= E-k* e R+, se deducen de (1), (1%)
y (1*¥*), sucesivamente, las relaciones:

-1 -1
Wx, % %) eERXRXR Y (x,%) eVne(U) vy (%1, %) eVne(U) =

= (1% (¢ (31, %) — % (e (o1, B))| <& B2 — B2l ¥ (P71,
’ 10% Dt“(uﬂ) (xlr EZ) = (xl’ x ( (xb ‘U')))) eV* n Hj y
Y (Brituy 1o % o iy @L X2) = (81, % (e (v, B) eVE N H; y
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Y o (81, %, (e (v1, %)) — 05 (80, %5 (e (%1, %)))] < R*- 1% (e (%1, %2)) —
— % (e ey, T)| < B R %y — Tl = B+ | %y — Tal
y
qo; (%1, T2) — 0; (%1, To)| = loj 0 (Prigiy, ¥ o %o uty,) (K1, X2) —
— 00 (Pt T o X opity) (51, Eo)| = |0y (%1, X; (¢ (%1, %2))) —
—0; (%1, ¢ (% (e (v1, %2)))| < k- [% — X2y

—1
por lo que para todo x0e¢(U,) existe un 2 R* y un entorno V

de %0, tales que:
-1
«V (%1, %2, %2)) (¢, %2, %) eERX R X R vy (21, %) eV ne(U) ¥y
_ -1 _ - _ —
y (¥ %) eVno(U) = lo; (%1, Z2) — o (%1, %2)| < k-[Z2 — %2|)»

resultado que demuestra la local lipschitzianidad respecto a su se-
-1
gundo argumento de la funcién numérica g;:¢(U;) -~ R.
En el supuesto ahora, de que el atlas 4 dado sea de la clase C° y

del tipo (G, Cl, P&)*, se tiene, en virtud de Bd) y i) que las apli-

caciones %o izt 1 (U;) € R2 > % (U) y 0;: H; = H;c R? > R son

continuamente derivables parcialmente respecto a sus segundos ar-

gumentos sobre sus respectivos abiertos de definicién «(U;) v H;, lo

-1
que entrafia que para todo (2§, #9) € «(U,) vy todo (39, #0) € H;, las

-1

aplicaciones parciales (%; o Gty - (U)) (,>c R->%(U) vy

y (Uj)(y‘},) tH ()),)c R~ R determinadas, respectivamente, por

Xio ttuy Y O relativamente la primera al valor #{ de su primer argu-

mento y la segunda al valor 3¢ de su primer argumento, son deriva-

O

/_\ (]
1 =1 PR
bles en x € (¢\U))) <20,> = (t(U,)) (x0,> y en 10 e H; {38, = H; {4,
respectivamente, verificindose, asimismo, que: ((X;o ¢t,)) (x?’))' (x9) =
= (D284 1)) (440 ¥ (3)or)’ () = (D2) (4, 1), asi como

que Dy (X; 01, ) €C°(t(U;); R) y Dyo;€C°(H;; R), y puesto que,

[(Uj) .
por otra parte, cualquiera sea (x, x8) € ¢ (U;), son vélidas sucesiva-
mente, las relaciones:
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) X (52 ey (€ (U)) CHY) = 180 X 2, e (18 X
X (((U)) @) € Uilen, 4, e (er, 22 = Iom (prrcs

(11, 22) €1(U))

» tokje )

y
(%0 i)y (((U)) (21)) € Hi<(A,)

) c Hp

y consecuentemente son componibles las aplicaciones parciales :

(%; Gt egy («(U)) 2> = %:(U))
y
(0)n0y : H; {x},) -~ R

y ademds se verifica, que:

-1

(‘(Uj)(*‘l’.) o (X "I_.Eu,))(x?,) 2 (U) (%) >Ry (@i)(%‘},) : (:EUi)) () >Ry

-1

¥ (V22) (2 € (0 (U)) <Y = (@) © (% © Gkgy)gy) (2) =
= o; (x(l)’ (xy o L.IIEUi)) (x?, xz)) = (0'7- o (prll-ltUi)’

» toXiouty ) (6, x2) = o; (4, x2) = ()i, (%2))»

obteniéndose :

O

T °

o PN
e ((U)) <y v (% LF%U;))(;:?,) (x9) e H; (A.) v

Y (o)) o (%; 0 I'I_xl(U,))(x?,) = (0j)(s) »

se deduce de todo ello la validez de la relacién:

1
«(oj)sg) es derivable en x§ e (:(U))) (#}.) v ((0j)ny)” (49) =

= ((0)exs)" (% © ity ) sy 02 (%5 2 Gh0)) ) ()
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equivalente a la:

«p; es derivable parcialmente respecto a su segundo argumento en
(4, %) v (D2) (8 ) = (D2) (% i) (4, )
“(D2 (% o gity,) (4, 28) = ((D203) o (% ° 554p))
(D2 (% 0 g1,))) (4, AB)»

77 71e(Uj)

-1
y dada la arbitrariedad de (x9, 43) € ¢(U,), se puede poner:

7

«p; es derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre

(U ¥ Dag= ((D29) o (o i) - (D2 (o i3,)) € €2 (U); Ry

relacién que demuestra, finalmente, que en el supuesto de ser el
atlas 4 de la clase C° y del tipo (G, C}, P&)*, la funcién numérica

-1
g;: t(U;) >R es continuamente derivable parcialmente respecto a su

—1
segundo argumento sobre ¢ (Uj).
Combinando este resultado con el anterior [correspondiente al

supuesto «el atlas 4 es de la clase C° y del tipo (G, L, P&)*»], v
habida cuenta ademds la arbitrariedad de j € J, se obtiene la validez
de la relacién:

«Vj)(je] = [ej:+(U) € R2 > R es continua y localmente lipschit-

-1
ziana respecto a su segundo argumento sobre ¢(U;) (resp. g; es
continua y continuamente derivable parcialmente respecto a su

segundo argumento sobre ¢ (Uj))])» (1***)

-1
Teniendo en cuenta (1***) asi como que (¢ (Uj;))je; €s un recubri-
miento abierto de G, y que para todo j e J es g; la restriccién de o

-1
a ¢(U;) se concluye que es valida la relacién:

«la funcién numérica g :G ¢ R2 - R definida por: (x;, %3) €G —

- 0 (%1, %2) = (h (¢ (x1, %2)))’ (x1) € R, es continua y localmente lips-

chitziana respecto a su segundo argumento sobre G [resp. es continua

y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo
argumento sobre G]»
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Por otra parte, para todo me P si ¢, = h(n) € C¢ es la funcién
numérica definida y continuamente derivable sobre el intervalo abier-

-1
to I, de R cuyo grafo I', coincide con ¢(n), se verifica, en virtud
T £14

de la propia definicién de g: G € R2 - R, [habida cuenta, ademds que
para todo x; eI,,” se tiene: «(xy1, ¢, (%1)) €G Vv 7 = ¢ (%1, @, (%1))»],

que:
(V1) (k1 €y = g, (1) = (h () (21) =

= (A (e (%1, 2 (%1))))" (*1) = @ (1, @x (1))

por lo que para toda trayectoria m € P la correspondiente funcién
numérica k(n) = ¢: 1, = f,,, c R - R es solucién de la ecuacién

diferencial ordinaria de 1. orden: :% =0 (%, %) (¥
1

y si ¥0 eI, #¢, e indicamos como habitualmente, mediante
P : 1217 (£9), 45 (Z0)[ - R a la solucién maximal en G de (2) pa-

sando por, %0 se, verifica, por tanto, que:
oI, € 147 (), 217 [ v o = Pauu,

o lo que es equivalente:

i (£9) < inf (I,) < sup (I,) < x37

®%) v ¢ = ¥,
Suponiendo sea cierta la relacién:
wsup (I,) # {7 (%0)»
se tendra como consecuencia de la relacién precedente, que:
@ (7) < sup (I) <47 () v ¢ = Paou,

es decir:

wup (L) €121 (Z0), 217 ) v ¢ = P,
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lo que entrafia:
«p= ¥, v (sup (L), Fao(sup (Ip))) €G y sup (Ip) <+ =y
Existe Wiz, (Sup (Iy) — 0) v Yo, (sup (Ig) —0) =¥ (sup (g))»
resultando, pues, ser vilida la relacién:

«sup (I), Pao(sup (L) G y sup (I) <+ oo ¥
Existe ¢ (sup (I,) —0) v ¢ (sup () — 0) = o (sup (I))»

de la cual se deduce:

wsup (Iy) < + oo y Existe ¢ (sup (I,) —0) y
y (sup (Zy), ¢ (sup (I) —0)) €G»

1
y esta tltima relacién, como consecuencia de la hipdtesis « Pe p&r
1 C oy . -
es una Cyg-particién (c.l.a.Fr.) de Gy entrafia, que:

«sup (Ip), ¢ (sup (I) —0) €Fr. G ¥
y (sup (I,), ¢ (sup (I,) — 0)) €G»

resultado manifiestamente absurdo.
Puesto que la contradiccién obtenida proviene de haber supuesto

«sup (I,) # %1 (%9)», debe por tanto, verificarse:
wup (I,) = # (ZO)»

De modo enteramente andlogo se estableceria la validez de la
relacién :

«inf (I,) = #1 (FO)»
deduciéndose de todo ello, que:
Iy = ]x'isq (%9), x‘f” @)y =1I ¥ Y 9= i) 1, = Wizo) »

y dada la arbitrariedad de @ € 4 (P), asi como de %0 e I, se puede
poner:

(V@) (peh(P)= (V) (30, = ¢ = ¥ao))»
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o lo que es equivalente:

-1

(Va)(mreP = (V) (X0cc(n) = h(n) = Pay)) (2¥

Asi pues para todo m € P, la correspondiente funcién numérica
h () es solucién maximal en G de la ecuacién diferencial ordinaria (2).

Inversamente, dada una solucién ¥ maximal en G de (2), elegido
un %0 € I'y 5 ¢, poniendo = = ¢ (%0) € P, se verifica, como consecuen-
cia de (2*), que ¥ = A& (n).

Combinando ambos resultados, se concluye que es valida la
relacién ;

«h(P) = F.p?

equivalente a la:

-1

P =Ly =)

es decir, a toda Cj,,-particién (c.l.a.Fr.) P de G y a todo atlas nu-
mérico de dimensién 1 de la clase C° y del tipo (G, L, P&)* [resp.

de la clase C° y del tipo (G, Ci, P’é')*] dado sobre P, estd asociada
una funcién numérica g : G — R definida y continua sobre G que ade-
mds es localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento
sobre G [resp. continuamente derivable parcialmente respecto a su
segundo argumento sobre G], tal que P coincide con el conjunto %a;m

de las trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial ordina-

. dx
ria {Ef = o (%1, %3).

Si p* : G - R es otra funcién numérica definida y continua sobre
G y que ademds es localmente lipschitziana respecto a su segundo
argumento sobre G, y se supone que P = %G:g,), puesto que enton-

ces se verificaria :
« ‘%G:e) =h (P) = L%Gw‘) »

y consecuentemente, para todo ¥ = (¥, ¥,) € G, la solucién maximal

Y5 en G de la ecuacién diferencial Z—jﬁz = g (%1, %2), pasando por ¥,
1

es asimismo solucién maximal en G de la ecuacién diferencial
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dxz _
dxl B
como que y, = ¥4 (1), todo lo cual entrafia:

* (x1, %,), pasando por ¥, y dado que se tiene y; € Iy, asi

w (YL y) = ey o (y1) = ¥5) (n) =
= ¢* (y1, ¥ (y1) = ¢* (y1, y2)»

se sigue de todo ello [habida cuenta, ademds, la arbitrariedad de
y € G], que es valida la relacién :

«@:G >Ry o*:G>R y (VY)(YeG=0o()) =0

equivalente a:

«o = o*»

Teniendo en cuenta los resultados acabados de establecer se
puede enunciar la:

PRrOPOSICION I. — «A todo abierto G de R2 y a toda Cj-particién
(c.l.a.Fr) P de G, y cualquiera que sea el atlas numérico de di-
mensién 1 de la clase C° y del tipo (G, L, P¢)* [resp. del tipo

(G, C1a, P&)*], dado sobre P, estd asociada una dnica funcién nu-
mérica ¢ : G - R definida, continua y localmente lipschitziana res-
pecto a su segundo argumento sobre G, [resp. definida, continua y
continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo argu-
mento sobre G], tal que P coincide con el conjunto %ng) de

trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial ordinaria

y de 1.7 orden: % = o (%1, %2>

Puesto que todo atlas numérico de dimensién 1 y del tipo
(G, £, P¥) [resp. del tipo (G, Ci, P&)] es, a fortiori, un atlas nu-
mérico de dimensién 1 de la clase C° y del tipo (G, L, P'G")* [resp. de
la clase C° y del tipo (G, C}, P&)*], se verifica, en particular, el:

TEOREMA FUNDAMENTAL (II). — «Para todo abierto G de R2, y
toda (G, L, PE)-variedad, [resp. (G, C}, PZ)-variedad] dada sobre una
Clay-patticién (c.l.a.Fr.) P de G, existe una Gnica ecuacién diferen-

cial ordinaria Z—;z = g (%1, %3) con g : G — R, [definida por: (x, x,) €
!

20 — Collectanea Mathematica
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eG — o (x, %) = (B (¢ (%1, x2)))" (%1) € R], continua y localmente lips-
chitziana respecto a su segundo argumento sobre G [resp. continua
y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo ar-
gumento sobre G], cuyo conjunto &7, , de trayectorias maximales

en G coincide con P».
El TEOREMA acabado de establecer combinado con el TEO-
REMA FUNDAMENTAIL (I) de la PARTE PRIMERA permiten

afirmar la validez de la:

ProrosiciON II. — «Cualquiera que sea el abierto G de R2 y la

C,l,,,y-particién (c.l.a.Fr.) P de G, la condicién necesaria y suficiente
para que P sea el conjunto &7, , de trayectorias maximales en G de

o . . .odx
una ecuacién diferencial ordinaria —2 = o (1, %,), enla que ¢: G - R

dxl
es una funcién numérica definida, continua y localmente lipschitzia-
na respecto a su segundo argumento sobre G, [resp. definida, continua
y continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo ar-

gumento sobre G], es que exista una estructura de (G, L, PE)-va-
riedad [resp. una estructura de (G, C}, Pg')-variedad], sobre la dada

C}.,-particién (c.l.a.Fr.) P de Go.
Por otra parte, de la PROPOSICION V de 1.3 y del referido
TEOREMA FUNDAMENTAIL (II), se deduce, asimismo, la:

PropOSICION III. — «Para toda C ,lmy-particién (c.l.a.Fr.) P de un
abierto G de R2, y todo atlas 4 numérico de dimensién 1 dado sobre

Py del tipo (G, L, P&), [resp. del tipo (G, CL, P§)], se verifica que
la topologia Tip; 4 sobre P asociada al atlas A es cuasi-separadan.

Para todo abierto G = G ¢ R? denotemos mediante M, ., 74,

[resp. mediante Mq,c}, »4], al conjunto:

(M|@3P) (3 A) (P es una Cj,,,-particién (c.1.a. Fr.) de G y A es un atlas

de dimensién 1 y del tipo (G, L, P¢) sobre Py M esla (G, L, PE)-va-
riedad (cuyo conjunto base subyacente es P), definida por el atlas A)}

[resp. al conjunto: {M/(3 P) (3 A) (P es una Chay-particién (c.l.a. Fr.)
de G y A es un atlas de dimensién 1 y del tipo (G, C}, P&) sobre

Py M es la (G, C}, P&)-variedad (cuyo conjunto base subyacente
es P), definida por el atlas A)}], asi como indiquemos mediante
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Che. (G; R) [resp. mediante C}(G; R)], al conjunto de las funciones
numéricas g : G € R2 — R, definidas, continuas y localmente lipschit-
zianas respecto a su segundo argumento sobre G [resp. definidas, con-
tinuas y continuamente derivables parcialmente respecto a su segundo
argumento sobre GJ; se verifica obviamente, que:

Mg, chrl) € Ma,crsy ¥ CH(G; R) € Cre (G; R
Consideremos las aplicaciones:
& Me,c,p) — Ch. (G;R)
v
9 : Cloc. (G R) > Mg, 75

definidas, respectivamente, asi:

«a toda (G, L, P¢)-variedad M € M, c,»y) cuyo conjunto base sub-
yacente sea la Ch,,-particién (c.l.a.Fr.) P de G, se le atribuye como
imagen (M) mediante la aplicacién ® la tnica funcién numeérica
Q€ Ci. (G R), definida, continua y localmente lipschitziana respecto
a su segundo argumento sobre G para la que el conjunto %G:Q) de
trayectorias maximales en G de la correspondiente ecuacién diferen-

cial ordinaria +-2 = o (#1, x,) coincide con la C ,l,ay-partlcmn (cl.a.Fr.)

dx 1
P subyacente de M»

«a toda g € Ci. (G; R) se le asigna como imagen $ (¢) mediante la
aplicacién § la tnica (G, £, P¢)-variedad M € M, r,py [existente
siempre, en virtud del TEOREMA FUNDAMENTAL (I)], cuya
Ct .y -particién (c.l.a. Fr.) subyacente coincide con el conjunto G
de las trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial ordina-

ria Z%f— = 0 (%1, %X2)»

Puesto que, segtin se establecié6 en la INTRODUCCION [PRO-
POSICION II del n.° 0.3], dos atlas del tipo (G, L, P¢) dados sobre
una misma Cj,,-particién de G son L-equivalentes, y consecuente-
mente definen la misma (G, L, P’G")-variedad, se sigue que para todo
M € Mg, »tz, se verifica que § (& (M)) = M, y asimismo, [dado que,

20* — Collectanea Mathematica
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como se acaba de demostrar precedentemente, es vilida la relacién :
«(0. €*) € Cioe. (G5 R) X Cite. (G5 R) Y Sas00 = Bz = € =0*), para
todo o € C.. (G; R) se tiene que & ($ (¢)) = o, lo que prueba, por tan-
to, que las aplicaciones § : Cie. (G; R) — Me,c,0) ¥ & : Mg, 25y >
—~ Che. (G ; R) son ambas biyectivas y cada una es la biyeccién recipro-
ca de la otra, verificAndose, adem4s, que § (C} (G; R)) = M, ch,»5y ¥
Y & (Me.ctry) = CL(G; R).
En definitiva es valido el:

TEOREMA FUNDAMENTAL. — «Para todo abierto G de R2? existe
una correspondencia biyectiva entre el conjunto Mg,r, 5t consti-
tuido por las (G, L, P¢)-variedades cuyos respectivos conjuntos base
subyacentes son Cj,,-particiones (c.l.a.Fr.), [resp. entre el conjunto
Mic,ch, py constituido por las (G, C3, P¢)-variedades cuyos respecti-
vos conjuntos base subyacentes son Chay-particiones (c.l.a.Fr.)], y el
conjunto Ch. (G; R) de las funciones numéricas definidas, continuas
y localmente lipschitzianas respecto a su segundo argumento sobre G,
[resp. el conjunto C}(G; R) de las funciones numéricas definidas,
continuas y continuamente derivables parcialmente respecto a su
segundo argumento sobre G], correspondencia que asigna a cada
0 €Chc (G; R) [resp. a cada peC}(G; R], la tmica (G, L, PE)-va-
riedad [resp. la tmica (G, C}, P¢)-variedad], cuya particién subya-
cente es, precisamente, el conjunto de las trayectorias maximales
en G de la ecuacién diferencial ordinaria Z—Z = o (%1, %)

11.3 EJEMPLO DE APLICACION DEL TEOREMA FUNDAMENTAL (II). —

Sea f: A = A cR2 >R, con feC1(4; R), y D;flocalmente lips-
chitziana respecto a su segundo argumento sobre A [resp. D, f con-
tinuamente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre A], verificandose, ademé.s,’ las condiciones:

«V (%1, ) (%1, s) €4 = (D2f) (%1, 8) 0 (%)
y

«(Vs)(seprad=1I = ;11<s,> = {x; € R/(%1, s) € 4}

es un intervalo abierto de R)» (%)
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-1
[0 lo que es equivalente, (dado que para todo s € pr, 4, la traza 4 (s,)

-1
del abierto 4 de R2 segiin s es, asimismo, un abierto de R, y que
en R las tinicas partes conexas son los intervalos) :

-1
«Vs)(sepra A = I, = A(s,) es una parte conexa de R)»]
y
«Vxy) (%, € pry A = [la aplicacion parcial f;,,: 4<{x;,) c R =R

determinada por f relativamente al valor x; de su primer

argumento es inyectiva])» (°)

[Observemos que, supuesto verificada (?), la condicién () se cumple
a fortiori, suponiendo ademas que:

«(Vxp) (xyepr A = [A{x),y = {s € R/(x}, s) € A}
es una parte conexa de R])»]

La hipétesis fe C1(4; R) y la condicién (°) entrafia que para
todo s € pry A, la aplicacién parcial f ) determinada por f relativa-
mente al valor s de su segundo argumento, estd definida y es conti-
nuamente derivable sobre el intervalo abierto I, de R, es decir, se
verifica que:

«Vs) (sepryA = [I; es un intervalo abierto de R y
Y foo € CHI; R (%)

Si para todos s e pry A denotamos mediante I, al grafo

U {(*1 fi.9 (x1))} de f.s, se tiene, obviamente, que es vilida la
x€l,

relacién :
«(Vs) (seprad = [((x1, %2) €Ty == ((x1, ) €4y %2 = f(21, 8))])»
Consideremos, ahora, la aplicacién :
g =(try,f):4 >R
la cual estd, por tanto, definida por:

«(x1,5) €A —E (%1, 8) = (%1, f(%1, 5)) eR»
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Se verifica, evidentemente, que g € C1 (4 ; R?2), asi como [habida
cuenta (9)], es valida, por otra parte, la relacién:

«V ((x1, 5), (o1, s%))) (%1,
y & (*1,8) = (%1, f (%1, 8))
=[x =2 5 fia (9 =f(x1, s

I
<z ....* &
[y
®
’:‘*
(%]
-
|
o
_—
Y

la cual entrafia:

«g es inyectiva»
y dado que ademds, y en virtud de (%), se tiene, que:

«(V (51, ) (%1, 5) € 4 = det. (J; (¥, 5)) = (D2f) (%1, 5) # O»

se deduce de todo ello que G = g (4) es un abierto de R2, y g es un
difeomorfismo de A sobre g(4) = G, y consecuentemente, la apli-
cacién inversa §—1:G — R2 es continuamente diferenciable y abier-
ta sobre G.

Pongamos:

0 =pryog l=pry,og 1:G >R

Se tiene que 6 €C1(G; R) y 0 es abierta (como compuesta de
aplicaciones abiertas), y Im () = pro(g-1(G)) = pr24
Ademéds, dado que:

«(x1, %2) € G = [(pr1 (81 (%1, %2)), 0 (%1, %2)) =
= (pr1 (€1 (%1, %2)), P72 (€71 (%1, %2))) =8 1%, x2) € A ¥y (%1, %2) =
=Z (1 (x1, %)) = (P71 (€71 (%1, %2)), F(§ 1 (%1, %2))) =
= (pr1 (§~1 (%1, %2)), [ (P71 (§ 71 (%1, %2)), P72 (81 (%1, %2)))) =
= (pr1 (81 (%1, %2)), (P71 (£~ 1 (%1, %2)), 0 (1, %2)))]»

asi como :

«(pr1 (81 (%1, %2), 0 (%1, %2)) € A v (%1, %) =
= (pr1(§1 (%1, %2)), f(r1 (871 (%1, #2)), 0 (%1, %2))) =
= (%1, 0 (%1, 2)) € A ¥ %2 = f (%1, 0 (%1, %2))»
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se sigue de todo ello [habida cuenta la arbitrariedad de (¥, x,) € G],
que es valida la relacién :

«V (%1, %2)) (%1, ¥2) €G = [(%1, O(x1, 22)) €A ¥ %, =

= f(x1, 0 (¥, x2))])» (9

y puesto que para todo (xy, s) € 4 se verifica: (%1, f(xy, ) = g (%1, 5) €
€ G, se deduce, [habida cuenta, ademas:

(w1, f(x1,8) =& (%1, 8) = s = pra (%1, 8) = pra(§1 (1, f (21, 8) =
= 0 (v, f(x1, 5)P],
por otra parte, que:

«(V (21, 9) ((v1, 5) €A = [(31, f(1,5)) €G ¥y s =0 (x1, f(x1,5))])» (*¥)
De (%) se sigue, asimismo, que se verifica:
«(V (#1, %)) ((x1, %2) €G = (As) (seprad vy (%1, %) € [ ,))»
y puesto que se tiene, ademds, que:

«W(x1, %2) €G = (V (s, %)) ((s, s*) € (pra 4) X (pr24) v (1, %2) €
€ Ly 0 Ly oy = [(s, 8%) € (pr2 A) X (pr24) Y fia) (8) = %2 = fr,)) (s%)])»

relacién que junto con la (%) entrafia:

«(x1, %2) € G = (V (s, s*)) ((s, s*) € (pr24) X (pr24) ¥y
Y (¥, %2) €Ly, 0 Ty 0y = 5 = s*)

y consecuentemente, se verifica, que:
«V (s, s%) ((s, s*) € (prad) X (praA) v s#s* =Ty, 0 Ty = ¢

se obtiene de todo ello, [habida cuenta, ademds, (**)], la validez, a
su vez, de la relacién:

«P = (I'y ))seprsa €5 una Chay-particién de G» (¥*¥)
Suponiendo, ahora, que para un s € pr, 4, sea cierta la relacién :

«x = sup (I,) = sup (I;,) < + o y Existe f 4 (*¥; —0) y
Y foo (1 — 0) = #p»
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dado que %, €I, y consecuentemente, existe una sucesién (i en
de elementos de I, [la cual, por tanto, verifica: (Vi) (teN =

<) <% y (64 s)eA)], tal que (x$");c» converge en R hacia %,

lo que entrafia que la sucesién (g (x(li), )ien = (x(li), FED, 8))ien =

= (21, fi.) (*1"));en de elementos de G converja en R2hacia (%1, fi,¢ (%1 — 0)) =
= (%1, X5); se tiene, en primer lugar, que (¥, x;) € G, v si se su-
pone que ademds se verifica (%, %) € G, puesto que en virtud de
(#*), se tiene:

(Vi) (GeN = [, f(d,5) eG y s = 0", f(ad", ) v
y (&, f (x(f), s)),en converge en R2 hacia (%, ;) € G»
es valida, consecuentemente, la relacién :
W%y, %) €G y s = 0(%, x)»
la cual, habida cuenta (¢), entrafia:

«(%y, 0 (%1, %p)) = (%1, 5) € A»
es decir:

wup (I) =% €A (s =1, =T

resultado manifiestamente absurdo.
La contradiccién proviene de haber supuesto (%, ¥;) € G. Debe
pues verificarse :

(%, %) eG y (g, %) ¢ Gy
o lo que es equivalente:
«(%y, %) e Fr. G»
Asi pues, es vilida la relacidén:

«Vs) (seprad y sup (Iy,,) < + o y Existe fi5 (sup (I;,) —0) =
= (sup (Ly.n), fio (sup (Ty.,) — 0)) € Fr. G)»

y andlogamente, se probaria, que:

«(V's)(sepr, A v — oo <inf (I, ,) vy Existe f, (inf (I;,) 4 0) =
= (inf (Zyo), fos (inf (L) + 0) € Fr. G)»
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relaciones que junto con la (“**), establecen que es valida, a su vez,
la relacién:

«P = (I ,)sepr,a €S UNa C}ay-particién (c.l.a.Fr) de G» (4%**)

Por otro lado, se verifica, como consecuencia de (%:

(71, 22), (61, #3)) eG X G y 0 (%1, x3) = O (xf, 23) = s >
y

*
i
c (s edy (i s)ed y xm=fln,s) v 25 = f(h o)
asi como:

W, 8)ed y (xf,s)ed y xp=f(x1,8) y ¥ =f(x}. 5) >

= 3s) (seprad y (v1, %) €Ly, v (xF, 23) € [,
resultando, por tanto, ser valida la relacién: ‘
«W((x1, x2), (#F, 23)) €G X G = [(0 (x1, %) = 0 (2}, x3)) =
= @5) (seprady (v, %) €Ty, v (5, 23) eIy ,)p ()
e inversamente, supuesto se verifique la relacién:

(%1, %2), (1, 23)) eG X Gy (As) (seprad y

Y (%1, x0) € Iy, v (o8, #3) € Iy, )»

se tendria como consecuencia de la misma y de (9):
Wrreprid y (s, 0(x1, 2)) € ALx1,) X ALX1) Y fiay (8) =
= f(x1, ) = %3 = [ (%1, 0 (¥1, %2)) = [z, (0 (%1, %2))) ¥
y (tepridy (s 0(xf 23)) e Aty X A 31Dy fty () =
ft, s) = x5 = f(xt, 0 (+1, 23)) = fiar) (0 (o1, 23)))>
relacién que en virtud de la hipétesis (%), entrafia:
«0 (%, x3) = s = 0 (%, x3)»
resultando, por tanto, ser valida la relacidn:

«(x1, 72), (+F, #2)) € G X G = [3s) (s€prad v (w1, %) e L, y
y (of, 28) € Iy ,) = (0 (%1, x2) = 6 (2, 23))]>
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la cual combinada con la (%) establece, a su vez, la validez de la
relacidn :

«((x1, %), (27, #2)) €G X G = [(6 (%1, x2) = 0 (1, 23)) ==
<= (As) (sepra Ay (x, %) ely, v (*1, x3) € 'y )]

El resultado obtenido demuestra que la relacién de equivalencia
R, asociada a la aplicacién 6:G — R, coincide con la relacién de
equivalencia Rp asociada a la particién P = (I ,)sepr,a de G.

Sea ¢:G -~ G|Ry= G|/Rp= P, la suprayecién canénica de G
sobre P. Puesto que, segtin se ha demostrado precedentemente,
6:G - R es una aplicacién continua y abierta, si

G > G|R, > 0(G) >R

es la descomposicién canénica de 6, [Z0X ot = 0], se deduce de ello
(Prop. 3, n.o 2 § 5, Chap. I de [2]), que R, = Rp es una relacién
de equivalencia abierta sobre G, y X: P —X(P) = 0(G) = pr, 4
es un homeomorfismo de P sobre ¥ (P) c R.

Por otro lado, dado que X o ¢ = § [en donde § denota la aplicacién
suprayectiva que tiene el mismo grafo y conjunto de definicién que 0
y cuyo conjunto de llegada es 0 (G)], y 6 e C1(G; R), lo que en par-
ticular entrafia que 6 y por tanto § = X ot: G — % (P) es continua-
mente derivable parcialmente respecto a su segundo argumento
sobre G (y a fortiori § = X o+ : G — X (P), es localmente lipschitziana
respecto a su segundo argumento sobre G).

Ademads, puesto que:

-1 o
H=U Ly xS =UL,xs=UA)Xss=4 = 4»
seEX(P) s€pra A A

s€Epra

[Pues para todo s € X (P), si x; € I, ,, se tiene habida cuenta (**), que:
“« (xlr f(:S) (xl)) =1 (xlr f(xlr S)) = 'F/(,s> ePy¥ (F/(,:)) =Z (” (xl)f(xlr S))) =
-1 —1
= 0 (%1, f(%1, 5)) = s», y consecuentemente: X (s) = I}, v A (s)) = f,9"]

asi como:

«V (21, 1) (1, ) e H = A = [(T(x1,8) = (A (X (1) (%1) =
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=fin (01) =f(x, 9) ¥ (o(x1, ) = (R (X ()" (x1)
= (fi0)" (%1) = (D1f) (21, D)) (*)

lo que entrafia:

«T=feCl(A;R) y 0 =D;feCi,.(4; R)
[resp.c = D;feCi(4; R)]»

se sigue de todo ello que la carta numérica (P, X, R) sobre la C,lmy—
particién (c.l.a.Fr.) P verifica las condiciones «), Br), yr), 6c), [resp.
verifica las condiciones «), Bcl), vcl), 6ci)] de 0.2

En definitiva se ha establecido que el conjunto P = (I, )sepr, 4
de las Cl-trayectorias correspondientes a la familia (ff)sepr,4 de
aplicaciones parciales determinadas para cada s € pr, A, por la apli-
caciéon dada f:4 —A c R?2 >R relativamente al valor s de su

segundo argumento, constituye una Chg,-particién (c.l.a.Fr.) del
abierto G = (pry4, f) (4) € R2 de R2, sobre la que hay dado un

atlas del tipo (G, L, PE), [resp. del tipo (G, Cl, PZ)], y consecuen-
temente, el conjunto P estd dotado de una estructura de (G, L, P(";")-

variedad [resp. P estd dotado de una estructura de (G, C}, P¢)-
variedad].

En virtud del TEOREMA FUNDAMENTAL (II) de esta PARTE
SEGUNDA, la aplicacién ¢:G — R, definida por:

«(x1, %¥2) €G = 0 (%1, %3) = (b (¢ (xy, x2)))" (1) e R»

es continua y localmente lipschitziana respecto a su segundo argu-
mento sobre G [resp. es continua y continuamente derivable parcial-

(*) De (¢*), y dado que (x), t) € 4, se deduce, en primer lugar:
«x, fxLDEG Y t=0(x, f(x1,8) EpraAd =X (Php

lo que entrafia:

-1 -1 1 -1
WX () =20 (x1, f (%1, ) = X (0 (31, f (%1, ) = (X0 8) (31, f (#1£)) =
=t (x, f (%0 8) = (% fi,n (WD) = Ty »

y consecuentemente :

~1
Wh (X)) (x1) = (b (T'w0)) (%1) = fi,0 1) = f (%1, t)
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mente respecto a su segundo argumento sobre G], y el conjunto
»’5(6,9) de las trayectorias maximales en G de la ecuacién diferencial

.. dx .
ordinaria —2 = g (x1, ¥,) coincide con P = (I, )sepr4-

dxl
Pero, dado que se tiene:
«(V (21, 22, 9)) (%1, %2, $) €G X prad y h(t(x1, %2) = fio =
> [(%1, %) €G ¥y (¥, 8) €d 5y 2= f(x1,8) ¥ h(t(x1, %2)) = f,9])

asi como, [teniendo en cuenta, ademds, (**)], se verifica, que:
(%1, %) €G y (%1,8) €A vy %= f(x,9) ¥
Y (e (x1, %) = fi0 = [(x1, %2) €G y s = 0(x), f(%1, 5)) =
= 0 (%1, %2) ¥ b (e (%1, ¥2)) = f,00m, 2]
se sigue que es valida, en consecuencia, la relacién:
«V (%1, %2) ((x1, %2) € G = A (e (%1, %2)) = froe, )
la cual entrafia:

«V (x1, %2)) ((x1, %2) € G = o (%1, %2) = (b (e (%1, %2)))" (x1) =
= (fi,000,5)" (1) = (D1f) (%1, 0 (%1, %)) =
= (D1 f) (pr116 (%1, %2), 0 (%1, %2)) = (D1f) (P16, 0) (%1, %2)) =
= ((D1f) o (pr116, 0)) (%1, %2))»

resultando:
«@ = (D1f) o (p7156), 6)»

[NOTA. — Observemos que en el supuesto de ser D;f: 4 c R2 - R
localmente lipschitziana respecto a su segundo argumento sobre 4,
puesto que para todo (x9, x3) € G se verifica, en virtud de (%), que
(9, 6 (29, x9)) € 4, existe, por tanto, un entorno abierto V c 4 de
(29, 6 (%9, #3)) v un k; € R¥, tales que:

«V (Y1, 52, ¥2)) (71, Y2, ) eRX RX R y (y,¥) eV y
¥y (y1, ¥2) €V = |(D1f) (y1. ¥2) — (D1f) (¥, ¥2)| < ky- 152 = 32l ()
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Por otro lado 6:G — R es continuamente diferenciable sobre G
y consecuentemente, es localmente lipschitziana respecto a su se-
gundo argumento sobre G, lo que entrafia que exista, asimismo, un
entorno abierto U* ¢ G de (9, #9) y un &, € R+, verificando

(((V (xl, Ez, 72)) ((xl, }2, ?2) eRXRXR y (xl, Ez) e U* y
Y (%1, %) € U* = [0 (x1, %) — 0 (21, Ta)| < ky- %2 — %o| ) ()
Hagamos U = U* n (pry¢, 0)~1 (V). En virtud de la continui-

dad de (p7y6, 0) : G - R2, es U un entorno abierto de (x93, x9), siendo
vélida, ademds, la relacién :

«V (21, %)) ((¥1, %2) € U = [(x1, %) € U* y (xy, 6 (x1, x9)) € V])»
por lo que, habida cuenta (') y ("), se sigue que se verifica :
(((V (xl, ]—62, 72)) ((xl, Ez, ?2) € R X R X R y (xl, Ez) eU Vv
y (xl) §2) eU~ [(xl» 762) e U* y (xl: §2) € U* y
Y L, 0L %) eV y (%, 0(x1, %) €V y |o(xy, %) — o (%1, %) | =

= (D1f) (%1, 0 (v, %2)) — (D1f) (%1, 6 (x1, %)) <
= kit 10 (31, %) — 0 (01, %2)| < Rykye|B) — To| = k- (B — B[]
es decir, para cada (x, #) € G existe un entorno abierto U c G de

(), x9) y un & € R+, tales que cualquiera sea (%1, %3, %;) € R X R x R,
con la condicién (xy, %,) € U y (%1, %,) € U, es valida la relacién :

«lo(*1, %2) — 0 (%1, %)| < k- |%y — Ty »

lo que prueba que g es localmente lipschitziana respecto a su segundo
argumento sobre G.

Si se supone, ahora, que D, f: A=AcR - R, es continuamen-
te derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre A,
dado que para todo (9, x9) €G, se tiene, [habida cuenta (9], que:

X 00y (G(Y,)) = % X 0 (42 x G (x,>) € A»

lo que entrafia:

€00y (G{x),)) € 4 (29, )»
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y consecuentemente 0., es componible con (D;f)y,), asi como se
verifica que:

oty = (D1 )y 0y G(,) € R >Ry

y ademés (como consecuencia de la continua diferenciabilidad de 6
sobre G) es 0,9, derivable sobre G(#},) vy, por hipétesis, (D1 f)x,) €s
derivable sobre 4 (#?,), se sigue de todo ello, que (4 = (D1f) 8y © 022
es derivable sobre G (#3,), verificdindose:

(Y %3) (%2 €G () = (D20) (4, x2) = (euh))” (*2) =
— (D1f)y) (Bisty (%2)) - (Bs2y)’ (2) = (D12f) (4, 0 (23, %2)) -
(D5 6) (2, %) = ((D12f) & (716, 0)) (4, %2) - (D26) (42, %2) =
= ((D12f) ° (pr1i6, 0)) - (D26)) (2}, %2))»

y en particular se tiene, que:

(Dz0) (1, #) = (D12f) o (Pr16: 0) - (D20)) (43, 23)»

y dada la arbitrariedad de (¥}, x9) €G, se concluye que es vélida la
relacién :

«Dyp = ((Dlzf) o (P71|G: 0)) : (DZ 6)»

relacién que junto con lo precedente prueba que g es derivable par-
cialmente sobre G respecto a su segundo argumento, siendo, ademas
D, o continua sobre G, y consecuentemente, o es continuamente deri-
vable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G.

En definitiva, si D;f es localmente lipschitziana respecto a su
segundo argumento sobre G, (resp. D; f es continuamente derivable
parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G), es, entonces,
o = (D1f) o (pr1e. 0) : G c R2 - R continua y localmente lipschit-
ziana respecto a su segundo argumento sobre G (resp. continua y
continuamente derivable parcialmente respecto a su segundo argu-
mento sobre G), lo que confirma el resultado obtenido mdés arriba
por aplicacién del TEOREMA FUNDAMENTAL (II)].
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