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Abstract

En este documento se describen los principales conceptos relacionados con
el ajuste no paramétrico de la distribucién de probabilidades cuando se
dispone de datos masivos y estos poseen fuerte asimetria a la derecha. En
concreto, se estudian datos que representan perdidas positivas, que son
muy heterogéneos y, por tanto, que pueden ser muy reducidos, cercanos a
cero, o muy elevados y, ademas, pueden proceder de distintas
distribuciones de probabilidad. Ademas, se mostrara como, aun disponiendo
de una gran cantidad de datos, el efecto de la censura y el truncamiento
sigue siendo un problema de falta de informacion que provoca grandes
sesgos en los valores estimados. También, se describiran algunos
resultados relacionados con la estimacion paramétrica desde la perspectiva
del uso de datos masivos. Finalmente, se presentaran algunos estimadores
tipo nucleo, que ya han sido propuestos en la literatura, y que abordan
algunas dificultades de los estimadores nucleos mas clasicos cuando en los
datos existen valores muy extremos los cuales es necesario modelizar para
la cuantificacién del riesgo.

JEL classification: E30, E39, Y10

Keywords: Analisis univariante, Estimacion paramétrica, Estimacion no paramétrica, Censura,
Truncamiento, Quantificacion del riesgo.

Catalina Bolancé: Department of Econometrics, Riskcenter-IREA, University of Barcelona, Av.
Diagonal, 690, 08034 Barcelona, Spain. Email: bolance@ub.edu

Acknowledgements

La autora agradece el apoyo de la Fundacion BBVA.



1. Introduccion

En este documento, ademas de analizar los algoritmos para el ajuste paramétrico de distri-
buciones, el principal reto es poder estudiar los precedentes que permitan plantear algoritmos
que ayuden a mejorar la efiencia computacional de los métodos de estimacion no paramétricos.
En concreto, la estimacion nticleo de diferentes funciones que dibujan el comportamiento de la
distribucién. Todo ello con el objetivo general de predecir el riesgo y, particularmente, cuando
la distribucion es de cola pesada.

El resultado de cualquier proceso de observacion, sea este cientifico, financiero, econémico
o social, consiste en unos valores que pueden representarse mediante una variable aleatoria
que puede ser continua o discreta. En las mejores condiciones, dicho proceso de observacion
deberia garantizar obtener informacion que permita realizar el analisis de forma insesgada y
eficiente. Teniendo en cuenta esta idea, a priori, cuando se hace referencia a datos masivos
(en adelante big-data) se asume que la disponibilidad de muchos datos deberia garantizar que
las estimaciones cumpliran ambas propiedades. Sin embargo, en la practica mas clasica del
analisis estadistico y, sobre todo, en un contexto del big-data, donde la informacion regogida
no esta sujeta a un disefio muestral, dicha situacién ideal puede no producirse. Ademas, se dan
situaciones de informacién incompleta y/o sesgada, algunas de las cuales se describirédn en este
documento. Abordar dichas situaciones en un contexto del big-data es fundamental y pone de
manifiesto la necesidad del preprocesamiento de los datos, que permita explorar sus principales
caracteristicas y facilite la decision sobre el uso de modelos mas o menos complejos para la
cuantificacion del riesgo.

En general, los algoritmos en big-data consisten en guardar la informacion en forma de
estadisticos suficientes que permitan la estimacién sencilla de los parametros del modelo. Sin
embargo, existen muchas situacines, particularmente en el &mbito de la cuantificacion del riesgo,
en las cuales la estimacion no puede obtenerse a partir de estadisticos suficientes, como puede ser
el caso de algunas distribuciones como la log-logistica generalizada, la distribucién de Pareto
generalizada o algunas otras distribuciones de cola pesada (see Bahraoui et al., 2015; Buch-
Larsen et al., 2005). Ademads, no siempre se estard interesados en los valores centrales de la
distribucién, por el contrario, en el contexto del andlisis del riesgo el interés radica en los
cuantiles més extremos.

Desde una perspectiva univariante, se analiza cémo se distribuyen los datos observados
dentro de un dominio. Como alternativa a la estimacién paramétrica a la que se hizo referencia
en el parrafo anterior, en un contexto de big-data, el analisis desde una perspectiva totalmente
no-paramétrica, de modo que la informacién muestral sea la que dibuje la forma de la funcién a
estimar, cada vez es mas aplicable. Ante ello, la estimacién ntcleo es un método no-paramétrico,
lo suficientemente flexible y que puede adaptarse de forma muy sencilla al ajuste de distintas
funciones (véase Bowman y Azzalini, 1997, donde se presentan las aplicaciones més cldsicas de



la estimacién nicleo). Partircularmente, el estimador ntcleo de la funcién de densidad (véase
Silverman, 1986, para una revisién) ha sido ampliamente utilizado como herramienta de andlisis
(sce Tsay, 2016).

La estimacién nucleo de la funcién de distribuciéon ha sido menos estudiada que la de la
funcién de densidad. Sin embargo, se mostrarda como ésta puede ser una herramienta valida
para la cuantificacién del riesgo. Fue Azzalini (1981) quien analizé las propiedades estadisticas
del estimador niicleo de la funcion de distribucién y, ademas, planteo la estimacion del cuantil
a partir de su inversa y también, paralelamente, dedujo sus propiedades (véase también Reiss,
1981). En referencia a la estimacién de los cuantiles de la distribucién, alternativamente al
estimador de Azzalini (1981), se han propuesto diversos estimadores del cuantil, basados en el
estimador ntcleo de la regresién, que mejoran las propiedades en muestra finita del primero.
Sheather y Marron (1990) realizan una amplia revisiéon de dichos estimadores. Sin embargo, en
algunos ambitos de la cuantificacion del riesgo, estos estimadores no son eficientes dado que
fallan cuando el objetivo es estimar un cuantil extremo de una distribucién de cola pesada.
Ante ello, se han propuesto alternativas que mejoran la eficiencia de los estimadores existentes,
las cuales se basan en la transformacién de los datos. Ademads, esta estrategia basada en la
transformacién también implica una mejora computacional en la cuantificacion del riesgo basada
en la estimacién del cuantil extremo.

El uso combinado de un estimador paramétrico y no-paramétrico en el contexto del big-
data permite la aproximacién de las funciones de densidad, de distribucion y los cuantiles,
garantizando la consistencia de los estimadores cuando el modelo paramétrico no coincide con
el que tedricamente es el generador de los datos y una menor varianza que los métodos no-
paramétricos puros.

A continuacion, se presentan las herramientas basicas para el analisis empirico de la distribu-
cién de una variable aleatoria a partir de unos datos, los cuales, ademas, pueden tener problemas
de falta de informacién, como son la censura y el truncamiento. También, se muestran algu-
nos resultados relacionados con las distribuciones de valor extremo que permiten clasificar las
distintas formas de decrecimiento de la cola derecha de la distribucion, lo cual es fundamental
para el anélisis de las propiedades de los estimadores que combinan métodos paramétricos y no
paramétricos. En este contexto, también se aborda la estimacion paramétrica de la distribucién
univariante en big-data, que junto a la estimacién nicleo, permiten obtener un estimador que
combina ambas técnicas y que, ademas, plantea retos de cara al ajuste de distribuciones y a la
prediccién de cuantiles en big-data, los cudles se describen al final de este documento.



2. Conceptos basicos en el analisis univariante

Formalmente, desde el punto de vista de la estadistica tedrica, una variable aleatoria es
una funcién definida en el espacio de probabilidad: (2,4, P), donde Q2 es el espacio muestral,
también conocico como el conjunto de sucesos elementales; A es el conjunto de todos sucesos
aleatorios y P es la funcion de probabilidad. Por lo tanto, se define variable aleatoria X como
la funcién: X : Q — R.

Toda variable aleatoria X tiene asociada una distribution de probabilidad con funcién de
densidad (pdf-probability distribution function) fx (x) y funcién de distribucion (cdf-cumulative
distribution function) Fx(x), a partir de las cuales podremos calcular todas las probabilidades
en P asociadas al conjunto de sucesos aleatorios en el espacio de probabilidad. En la practica,
desde una perspectiva tradicional se deberia garantizar que los datos observados permitan la
estimacion de estas funciones de forma consistente, eficiente e insesgada. Es decir, cuando el
nimero de observaciones tiende a infinito se deberia ser capaz de reproducir exactamente el
comportamiento de la distribucién de probabilidades.

La forma mas directa y sencilla de estimar las funciones de densidad y de distribucion son,
respectivamente, el histograma y la distribucién empirica. Ambos son herramientas que se basan
tnicamente en la informacién muestral y, por tanto, cuanto mayor es el niimero de datos mejor
recogeran la forma de fy y Flx. Sin embargo, dependiendo de la forma de estas funciones, esto
puede no ser asi. A continuacion, se describe brevemente en qué consisten el histograma y la
distribucién empirica e se ilustraran sus deficiencias con un ejemplo tipico en el contexto de la
cuantificaciéon de riesgo.

El histograma proporciona una estimacion de la funcion de densidad para variable aleatorias
continuas, que consiste en definir unos intervalos de valores a lo largo del dominio de la variable,
los cuales pueden ser de la misma amplitud o no. Sea X1, ..., X, una muestra de observaciones de
la variable aleatoria X y sean [;, j = 1, ..., m una serie de intervalos I; = [I;, u;) consecutivos, de
modo que [j4; = uj, definidos dentro del dominio de la variable, si el niimero de observaciones
dentro de cada intervalo es n;, con Z;":l n; = n, la densidad se aproxima dentro de cada

intervalo como f; = u”—_]l Existen distintos criterios para seleccionar el nimero de intervalos
VAR

m, el mas comun es m = \/n.

En la Figura 1 se muestra un ejemplo de histograma estimado a partir de una muestra de
1,000, 000 de datos procedente de una variable aleatoria con fuerte asimetria a la derecha, cuya
forma es muy comun en el contexto de la cuantificacion del riesgo. Para poder ver la forma
del histograma en las distintas partes del dominio de la variable, se ha dividido el grafico en
cuatro partes y se ha adaptado la amplitud de los intervalos a la disponibilidad de muestra en
cada parte del dominio analizada. La Figura 1 muestra como, aunque el tamano muestral es de
1 millén de observaciones, en los dos graficos inferiores hay intervalos de valores del dominio



de la variable donde no hay datos y, ademas, dichos intervalos se sitian en los valores mas
elevados de la variable, que suele ser la zona de la distribucién a la que esta asociada el calculo
del riesgo.
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Figura 1: Ejemplo de histograma de una variable aleatoria asimétrica a la derecha, en [0, 20),
[20,100), [100, 1000) y [1900, 15000).

La distribucion empirica es un estimador de Fly que puede obtenerse de forma muy sencilla
para cualquier valor x de la variable aleatoria y se define como:

Fuw) = - 31X, < ), )



donde /() es la funcién indicador que toma valor 1 si la condicién entre paréntesis es verdadera
y 0 en caso contrario. El sesgo de F}, es cero y su varianza es:

v [ﬁ (.«1:)] — Fy () [1 — Fx (2)] /n. 2)

En la Figura 2 se muestra la funciéon de distribucion empirica representada en los mismos
cuatro intervalos de valores en los que se ha representado el histograma para la Figura 1. La
distribucién empirica inicamene cambia de valor en los valores observados en la muestra, de
ahi su forma escalonada. En el ejemplo de la Figura 2 se observa cémo la forma escalonada de
la distribucién empirica se hace més evidente a medida que aumentan los valores de la variable,
es decir, en la cola derecha de la distribucion.
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Figura 2: Ejemplo de distribucién empirica de una variable aleatoria asimétrica a la derecha,
definida en [0, 20), [20, 100), [100, 1000) y [1900, 15000).



2.1. El dominio de una variable aleatoria

Dado que una variable aleatoria X es una funcion definida en el espacio muestral €2, dicha
funcién X (w) tiene asociado un dominio en 2 que, en definitiva, contiene los valores que puede
tomar dicha variable y que puede ser acotado o no.

En el contexto de la cuantificacién de riesgo, en muchos casos la variable aleatoria objeto
de andlisis, la cual estd asociada al riesgo, es una pérdida que toma valores positivos, esto es:!

X :Q— R,

En la cuantificacién de riesgo el interés se centrara en la cola derecha de la distribucion,
concretamente en los cuantiles més extremos proximos al maximo. El Teorema de los Valores
Extremos, que es similar al Teorema Central del Limite, pero se centra en el comportamiento
asintético de la distribucion cuando los valores de la variable tienen al maximo, lo que se conoce
como Distribucién de Valor Extremo (EVD-Eztreme Value Distribution). Todo ello se estudia
dentro de la Teoria del Valor Extremo (EVT-Extreme Value Theory) (véase, por ejemplo, Reiss
y Thomas, 2007; Coles, 2001). Dentro de la EVT, el dominio de atracciéon del maximo
(MDA-mazimum domain of attraction) esta relacionado con la forma de la EVD (see Kotz y
Nadarajah, 2000).

La expresion de la cdf de la EVD generalizada es:

Gs(fv,ma)=exp§—(1+f(%))_l/§} ite#0 (3)
Ge(x, p,0) = exp { —exp (—%)} if&=0
y su pdf es:
gelo, @) = (1+€ (52)) 79 exp { = (146 (52)) 7} it g #0 n
ge(z, p,0) = exp (—=£) exp {—exp (—Z£) } if € =0,

donde € es el parametro de forma, p es el parametro de posicion y o el parametro de escala. La
esperanza de la variable aleatoria X con EVD generalizada depende del parametro de forma &
como sigue:
u+o% if £€#£0,6<1
E(X) = p4oy if £=0 : (5)
00 if £€>1

donde I'(+) es la funcion gamma de Euler y 7 es la constante de Euler. E1 MDA de G¢ también
depende del pardmetro de forma &. En la expresiéon (4) cuando £ = 0 tendremos una EVD

'En el &mbito financiero, cuando se analizan los rendimientos (beneficios), la variable tomard valores positivos
o negativos y el riesgo estara asociado a los valores méas negativos.
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tipo Gumbel (MDA-Gumbel) and cuando & > 0 el resultado es una EVD tipo Fréchet (MDA-
Fréchet). También existe un tercer caso cuando & < 0 que se corresponde con el tipo Weibull
pero que no se suele dar en el contexto de la cuantificacion de riesgo dado que supone asimetria
a la izquierda (MDA-Weibull).

Algunos ejemplos concretos de distribuciones con MDA Gumbel son la Normal, la Lognormal
y la Weibull. Distribuciones que tiene MDA Fréchet son la t de Student, la Pareto, la Cauchy
y la Log-Logistica (o distribucién de Champernowne). El nombre de esta distribucion se debe
al matematico y economista David Gawen Champernowne que inicialmente la propuso para
el ajuste del logaritmo de la renta. Posteriormente fue redefinida como la distribuciéon log-
logistica, conocida en economia como la distribucién de Fisk, de modo que el logaritmo de una
variable con distribucién de Fisk posee distribucion logistica, relacion similar a la que posee la
log-normal con la normal.

Otra caracteristicas de las EVD es lo que se conoce como el punto final derecho (right
endpoint). Definimos el punto final derecho de G como r(G) = sup(z|G(x) < 1). Ademads,
sabemos que si dos distribuciones GGy y G son tal que r(G;) = r(Gy), entonces:

Gi(x)

lim — =c,
atr(Gr) G ()

para alguna constante 0 < ¢ < oo, donde G (7) = 1 —G1(z) y Go(x) = 1 — Ga(z). En este caso
GGy y Gy tienen el mismo MDA, ademas, se dice que (G; y (G5 son de cola equivalente si:

G1(x)

lim ——= =
wtr(Gr) Gig(z)
En la Figura 3 se representan las funciones de densidad y de distribucién de la EVD gene-
ralizada para los tres casos que se contemplan en la expresion (5) y para & > 0, y se muestra
como este pardmetro influye en la forma de la distribucion de la variable aleatoria.

2.2. Censura y truncamiento

La censura y el truncamiento son situaciones de informacién incompleta asociados a los
valores observados en la muestra. Existen notables diferencias entre ambas situaciones. La
censura se da cuando lo que se mide no es el valor de la variable si no parte de ese valor o un
valor que lo sustituye, sin embargo, el truncamiento es un filtro sobre la muestra observada, es
decir, aquellos casos que no pasen el filtro directamente no se observan.

La censura clasicamente se ha asociado al anélisis de supervivencia, donde la variable objeto
de anélisis es el tiempo hasta la ocurrencia de un suceso. El caso de censura mas comun es el

8



© ] — xi=0 Q]
© 4 --- xi=1,1 A\
" --- xi=05
0
S 7 ©
o
<
° © |
o
™
SRR o
<
~ o
g
N
S - o
o | e |
o o
T T T T
0 5 10 15
X X

Figura 3: Distribucion de Valor Extremo Generalizado para diferentes valores de &, pdfs a la
izquierda y cdfs a la derecha.

de censura por la derecha, lo que sucede cuando el tiempo del estudio a finalizado -tiempo
de censura- y existen casos en los que el suceso analizado no ha ocurrido y por tanto el dato
observado es igual al tiempo de censura. A este tipo de censura por la derecha se le denomina
fija y puede generalizarse a cualquier tipo de variable que represente una cuantia econémica,
una velocidad, etc..

También existe la censura por la derecha progresiva, en la cual los valores de censuras son
diferentes para diferentes observaciones. Esta situaciéon ocurre cuando, debido a causas ajenas
al estudio, algunas observaciones dejan de formar parte del andlisis. Por ejemplo, en el contexto
del seguro podriamos estar interesados en cuantificar el coste total de los siniestros durante un
ano; sin embargo, existen asegurados que cancelan su poliza antes de un ano, estos asegurados
estaran en la muestra pero la informacion recogida serd que el coste total sera igual o mayor al
cuantificado hasta la fecha.

En general, la censura por la izquierda es menos comin, pero en el contexto de la cuan-
tificacion de riesgo existen situaciones en las que se da. Este tipo de censura por la izquierda
ocurre cuando el suceso analizado se da antes del inicio del estudio o, por ciertas razones con-
troladas por el analista, aunque la observacion esta dentro del estudio el dato no empieza a
contabilizarse hasta que este supera una determinado cuantia. Por ejemplo, en el ambito de la
medicina y los seguros de salud, no se sabe desde cuando un individuo esté enfermo y el tiempo



se empieza a medir desde en el momento que se detecta la enfermedad; también, en el ambito de
los seguros de automovil, algunos sensores de control de velocidad no se activan hasta pasado
un limite. También existe la censura en un intervalo, la cual se da cuando se sabe que el valor
de la variable se situa en un cierto intervalo que puede ser aleatorio aleatorio o no. Por ejemplo,
de nuevo en el &mbito médico, cuando se sabe que la enfermedad se ha desarrollado durante el
tiempo entre dos pruebas. En una misma muestran pueden existir datos con distintos tipos de
censura: por la derecha, por la izquierda o en un intervalo.

Cuando existen datos censurados el supuesto que suele realizarse es que la censura, sea del
tipo que sea, es no informativa. Esto implica independencia entre las observaciones censuradas
y no censuradas y significa que los valores de censura son totalmente aleatorios y no influyen
en la distribucion de la variable. Dicho de otro modo, la distribucién de los datos censurados y
no censurados es la misma.

El truncamiento es un problema de falta de informaciéon més simple que la censura. Este se
da cuando por algunas razones ajenas o no al analista solo se observan los datos ligados a una
parte del dominio de la variable aleatoria, es decir, s6lo se dispone de muestra para representar
una parte de la distribucién. Al igual que la censura, el truncamiento puede ser por la derecha
o por la izquierda. El primero -por la derecha- se da cuando el filtro es del tipo X < z; y el
segundo -por la izquierda- cuando el filtro es X > x;, siendo x; un valor de truncamiento.

Dadas fx y Fx para una observacion X; de la cual se puede obtener el dato completo
podremos calcular el valor de fx(X;); sin embargo, para las observaciones censuradas esta
informacion la conoceremos parcialmente. Concretamente para los distintos tipos de censura:

» Censura por la derecha 1 — Fx(R;),
» Censura por la izquierda Fx(L;),
= Censura en un intervalo Fx(R;) — Fx(L;),

donde R; y L; son valores de censura por la derecha y por la izquierda, respectivamente. Todo
ello se tendra que tener en cuenta en el calculo de la verosimilitud de la muestra. En definitiva,
suponiendo que en la muestra existen los tres tipos de censura, la funcién de verosimilitud sera:

L(X1,ee Xo) = [ [ AxX) T (0= Fx(R)) [T Fx (L) [ (Fx (R) = Fx(La)),  (6)

i€D 1€ER €L 1€T

donde D, R, L y Z son los conjuntos de datos completos, censurados por la derecha, por la
izquierda y en un intervalo, respectivamente.

Si fx v Fx tienen una forma ligada a una distribucién de probabilidades paramétrica, el
método ampliamente utilizado para la estimacién de los parametros es el que se basa en la maxi-
mizacién de la funciéon de verosimilitud. Aunque en el contexto del big-data la eleccion de dicho
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método de estimacion dependerd de la eficiencia computacional, mas adelante comentaremos
este aspecto.

Cuando hay censura por la derecha, el estimador de Kaplan-Meier (ver Kaplan y Meier,
1958), que se define a continuacién, es la aproximaciéon empirica de la funcién de distribucion.
Sean Ry, ...R,, respectivamente, los valores de censura para cada observacion X;, cuya funcién
de distribucién se representa como Fpg. Se supone que las variables aleatorias X y R son
independientes. A partir de los n pares de observaciones (X, ;) se definen dos nuevas variables
que equivalen a:

Uy=min(X;,R;) Yi=1,...n (7)

o 0 si X; > R,

Las observaciones Uy, ..., U, son los valores muestrales de los que se dispone para realizar la
estimacion; su funcion de distribucion es Fy;. Ademas, también se dispone de la variable I;, que
indica si una observacién ¢ esta o no censurada, tomando valor 1 cuando no existe censura y 0
en caso contrario. Por tanto, en lugar de los pares (X, R;), la informacién muestral de la que
se dispondrd para obtener la estimacién de Kaplan-Meier se corresponde con los pares (U;, I;).
Con estos, el estimador de Kaplan-Meier de Fix(z) es:

0 si0 S T S U(l),

e i iy . .

Fe ™M) =q 1-T15 (25)Y siUyoy <2 <Ug Vi=2,..n, (8)
1 six > Uy si Uy no estd censurado,

donde los subindices entre paréntesis indican que los pares (U, [(;)) estan ordenados de menor
a mayor segun los valores que toman los U;. 2

En la expresion (8) se observa que las observaciones censuradas no modifican el estimador.
También es facil demostrar que si no hay datos censurados el estimador de Kaplan-Meier

2Cuando hay empates la expresién se define en forma de datos agrupados:

0 si0<z< U(l),

e Noo .

FEM@) = 1-Tlx e (1= %) siUG1 <2 <Uy) Vi =2,00m, (9)
1 six > Ugy,) si U, no estd censurado,

donde los subindices entre paréntesis indican orden de menor a mayor, n; es el nimero de datos observados
hasta el valor X(;), d; es el ntimero de casos no censurados con valor X ;.
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coincide con la distribucién empirica. Una dificultad que se anade al estimador definido en (8)
es que cuando el valor maximo observado coincide con un dato censurado la distribuciéon no
estard definida a partir de este valor. Por tanto, a partir de este valor sera necesario extrapolar
los valores de la distribucion. Para ello, el estimador niicleo que definiremos mas adelante serd
de utilidad.

En la Figura 4 se representa la funcién de distribucién de Kaplan-Meier censurando un 10 %
de la muestra original, cuya distribucién empirica se representaba en la Figura 2. Se supone
censura por la derecha no fija o progresiva, es decir, cada valor de la variable puede tener un
valor de censura distinto. Junto al estimador de Kaplan-Meier se representa la distribucién
empirica que no tiene en cuenta la censura. Dicha figura evidencia el sesgo en el que se incurre
si no se tiene en cuenta que hay datos censurados por la derecha. Se puede observar como con
la distribucién empirica (linea fina) se subestimaria el riesgo, dado que la curva tiende a 1 més
rapidamente.

Como se ha descrito anteriormente, el estimador de Kaplan-Meier esta definido para datos
censurados por la derecha, si lo que se tiene son datos censurados por la izquierda una opcion
es cambiar el signo a las observaciones para, posteriormente, una vez obtenido el estimador,
volver al signo original.

Cuando en los datos hay truncamiento, simplemente se tiene que corregir la funcion densidad
para que esta integre 1 en el dominio de los datos observados. Para los distintos tipos de
truncamiento y dado un valor de truncamiento x; la funcién de densidad truncada se obtiene
del siguiente modo:

= Truncamiento por la derecha f)((Xi)

Fx(zt)?

f(Xi)

. . e .
Truncamiento por la izquierda o (50)

La funcion de distribucién se obtiene del mismo modo que la funcién de densidad.

Asi como en el caso de la censura, el caso mas comun es cuando esta se produce por la
derecha, en el caso del truncamiento cominmente se da por la izquierda. Es decir, viene dado
por un filtro en la muestra del tipo X >= z;. En general, esta situacion es muy comun en los
modelos de utilidad, donde dicha utilidad se supone normal y se asocia a un beneficio econémico,
sin embargo, tnicamente se observa una parte de la poblacién, por ejemplo, los asalariados,
en este caso solo se medira la utilidad positiva y la variable se distribuira como una normal
truncada.

12



0-20 20-100

0.8
1

Empirical

04 06
1

Empirical

02
1

— Empirical

—— Empirical
o | —— Kaplan-Meief
5

. — Kaplan-Meiet

0995 0995 0997 0998 0999  1.000

100-1,000 1,000-15,000

Empirical
Empirical

— Empirical
— Kaplan-Meiet

200 400 600 800 1000 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000

09995 09995 09997 09998 09999  1.0000
099990 099992 0.99994 099996 0.99998 1.00000

X X

Figura 4: Estimador de Kaplan-Meier suponiendo un 10 % de datos censurados (linea gruesa)
y distribucién empirica sin tener en cuenta la censura (linea fina) de una variable aleatoria
asimétrica a la derecha, definida en [0, 20), [20, 100), [100, 1000) y [1900, 15000).

2.3. Una variable aleatoria positiva: consecuencias de la censura por
la izquierda y el truncamiento por la derecha

Cuando se analiza el riesgos surgen dificultades de informacion incompleta que no son tan
comunes en otros ambitos como los del analisis de la supervivencia, donde la censura por la
derecha y el truncamiento por la izquierda son los més frecuentes. Especificamente, se trata
de la censura por la izquierda y el truncamiento por la derecha. En el primer caso, el dato se
mide a partir de que supera una determinada cuantia y, en caso contrario, simplemente toma
un valor maximo. En el segundo caso, el truncamiento por la derecha, sélo se observaran datos
por debajo de un determinado valor.

La censura por la izquierda se da cuando solo se puede medir la variable a partir de un
determinado valor. Por ejemplo, en el contexto de los datos telematicos procedentes de sensores
que miden la velocidad del vehiculo, dicho sensor suele activarse a partir de una determinada
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velocidad y en el caso de no activarse la velocidad se asume igual a un minimo. Por tanto, si se
quisie analizar la distribucion de la velocidad, tendriamos que tener en cuenta la censura por
la izquierda. Formalmente, se tendrian que definir los valores L, ..., L, de censura para cada
observacion X; (puede asumirse que cada sensor tiene distinta sensibilidad). A partir de los n
pares de observaciones (X;, L;) se definen dos nuevas variables que equivalen a:

‘/;‘ = méX(Xi, L,L) Vi = 1, .., N

10 s X < L

En la practica se dispondra de los pares de valores (V;, I;). Como se ha mostrado con
anterioridad en la expresién (9), el estimador de Kaplan—Meier puede utilizarse cuando hay
censura por la derecha. En el caso de la censura por la izquierda un truco es cambiar el signo de
los valores de V; para, una vez estimada la funcion de distribucién, volver al signo original. En
la Figura 5 se representa la funcion de distribucion de Kaplan-Meier con un 10 % de la muestra
original con censura por la izquierda. Se supone censura por la iqquierda progresiva, es decir,
para cada observacion hay un valor de censura distinto. Junto al estimador de Kaplan—Meier
se representa la distribucion empirica que no tiene en cuenta la censura. Dicha figura evidencia
el sesgo en el que incurrimos si no se tiene en cuenta que hay datos censurados por la izquierda.
Se puede observar como con la distribuciéon empirica (linea fina) se sobreestima el riesgo, dado
que la curva tiende a 1 mas rapidamente.

Como se observa en la Figura 5 la distribucién empirica tiende a 1 mas lentamente que el
estimador de Kaplan—Meier, por lo tanto, si no se tiene en cuenta la censura por la izquierda,
al contrario de lo que sucedia con la censura por la derecha, el analista sobreestimara el riesgo.

Cuando se trata de una variable que toma valores positivos, el truncamiento por la derecha
se da si el analista decide eliminar aquellos casos extremos (valores muy elevados) que distor-
sionan el valor de los estimadores asociados al centro y a la dispersién de la distribucién. Sin
embargo, en el contexto del andlisis del riesgo, son estos valores extremos los que influyen en
su cuantificacion.

3. Ajuste de distribuciones en un entorno de big-data

En el contexto del big-data, el ajuste de distribuciones con métodos paramétricos o no
paramétricos es similar al que se plantea ante una muestra cldsica, pero con una dificultad
anadida ligada a que se tienen que gestionar una gran cantidad de datos. En esta seccion se
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Figura 5: Estimador de Kaplan-Meier suponiendo un 10 % de datos censurados por la izquierda
(linea gruesa) y distribucién empirica sin tener en cuenta la censura (linea fina) de una variable
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presentan los estimadores més clasicos y se plantean las principales retos cuando se dispone de
datos masivos.

3.1. Distribuciones paramétrica

Seca X una variable aleatoria cuya distribucion tiene asociada unas funciones de densidad
fx(-|©) y de distribucién Fx (-|©) cuya forma funcional estd asociada a un vector de parametros
O = (0,...,0;)" (' indica traspuesta) que se tiene que estimar a partir de una muestra. Para
ello puede utilizarse el método basado en la maximizacién de la verosimilitud, el método de los
momentos y el método de los momentos generalizados.

El método de maxima verosimilitud se basa en la maximizacion del logaritmo de la funcion de
verosimilitud de la muestra. Suponiendo que no existe censura ni truncamiento, dicho logaritmo
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de la funcién de verosimilitud es:
1O) = > log | fx(Xi10)] . (10)
i=1

donde © son los parametros estimados.

El método de los momentos o los momentos generalizados consiste en encontrar la solucion de
un sistema de ecuaciones que relaciona k momentos de la distribucién, m; = E(X N, j=1,..k,
o una version ponderada de los mismos con los k parametros a estimar.

Asumiendo que se dispone de un elevado nimero de datos y que la distribucion paramétrica
coincide con el modelo generador de dichos datos, las propiedades estadisticas de los distintos
estimadores estan garantizadas y, por tanto, su consistencia. Por este motivo, el utilizar uno
u otro estimador dependera de su mayor o menor dificultad computacional. Es decir, dado el
elevadisimo ntumero de datos, tenemos que maximizar la eficicencia tanto en lo que se refiere
a las necesidades de almacenamiento de la informacién como a su procesamiento. Por este
motivo los algoritmos para la estimacion de los pardmetros suelen ser definidos en funcién
de estadisticos suficientes. Algunos ejemplos sencillos de estimadores maximo verosimiles se
describen a continuacion en la Tabla 1.

Tabla 1: Ejemplos de estimadores maximo verosimiles y estadisticos suficientes.

Distribucién fx (x]©) Estadisticos Suficientes Estimadores
2
— 5~ S » S &
Normal(pun, o N) ﬁeﬂw ((1—2:;2‘);> S1 =T, X,y Sa=30 X2 AN ==L yon =22 —p2
Lognormal( ) L (og(@)—pr)? S1 =7 log(X;) y Sa = S loa(X)? | g =Sl y ey, = /22 —p2
I B, oL pv 4 227 1 =20 log(X;) y So = 30 log(X; hp=5byor =32 i
Exponencial(\) Xexp (—Ax) S1 =YX, A= ql]

En la Tabla 1 los estimadores se corresponden con distribuciones de cola con decrecimiento
exponencial o tipo Gumbel. Sin embargo, cuando se analizan pérdidas positiva la distribucién
podria tener cola con decrecimiento potencial o tipo Fréchet, en estos casosZhang y Nadarajah
(2017) obtienen los estimadores de los pardmetros de las distribuciones de Pareto tipo Iy II,
que mostramos en la Tabla 2. Estos autores también describen el algoritmo para la estimacion
de la distribucion de Pareto generalizada.

3.2. Bondad de ajuste, prueba de adecuacién para n grande

Cuando se analizan muestras muy grandes, la inferencia clasica tal y como la conocemos
no puede aplicarse. Los niveles de significacién (p-values) serdn practicamente cero, por tanto,
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Tabla 2: Ejemplos de estimadores maximo verosimiles de la Pareto tipo I y 1I.

Distribucién fx(z|O) Estimadores
Y <1—1
Pareto Tipo I (;_":\':1 A=min(Xy1,....,Xn)ya=n {Z;':] log(X;) — nlogA]
) N ) R . -1
Pareto Tipo II ﬁ A=min(Xy,...,Xn)ya=n [Z?Ll log(X; + A) — nlag)\]

tenderemos a rechazar todas las hipdtesis nulas. En marzo de 2016 la ASA (American Sta-
tistical Association) ya planteaba seis principios sobre la interpretacién del p-value, los cudles
invalidaban los criterios basados en la comparacion de este valor con un limite que en general
ha venido siendo igual a 0,05. Los criterios de bondad de ajuste y adecuaciéon de los modelos
tienen que basarse en estadisticos sencillos y comparables facilmente, como lo son los criterios
de informacion estadistica como el de Akaike y el criterio bayesiano de Schwarz, que son co-
nocidos, respectivamente, como AIC y BIC y se calculan a partir del valor del logaritmo de la
funcién de verosimilitud definido en (10) como:

AIC = 2k — 21(0), (11)

BIC =log(n)k — 2((0©). (12)

En ambos casos, cuando menor sea el valor del criterio mejor es el ajuste del modelo.

3.3. Estimacién no paramétrica

Al contrario que la estimacion paramétrica, donde el reto es estimar los parametros a partir
de los cudles tendremos definidos las funciones asociadas a la forma de la distribucion, como son
la funcién de densidad y funcién de distribucion, la estimacion no paramétrica plantea retos
distintos, dado que su objetivo se centra en una unica funcién. Es decir, los estimadores no
paramétricos son distintos para la funcién de densidad y la funcion de distribucion. En esta
seccion se describe la estimacion nicleo de ambas funciones, junto a los retos que los estimadores
plantean en el contexto del big-data.

En la practica, la estimacion no paramétrica en general y la estimacién nticleo en particu-
lar nos ayudan a tener una visualizacion previa de la distribuciéon de los datos, pero también
pueden utilizarse como herramienta para cuantificar el riesgo sin asumir ningtin modelo pa-
ramétrico. Ante ello, el gran reto sera disenar algoritmos que nos permitan minimizar el coste
computacional de obtencién de los resultados, garantizando las propiedades asintoticas de los
estimadores.

Analizando los estimadores niucleo desde una perspectiva computacional observamos que en
su definicién, en cada punto de la funciéon de densidad necesitamos realizar el sumatorio de
una funcién nicleo k(-) de todos los datos, lo que en el contexto del big-data supone una gran
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necesidad de célculo computacional, sobretodo si el dominio de la variable es infinito. Ademas,
en el caso de la estimacién nicleo transformada, la obtencién de la transformacién éptima en
ocasiones no es sencilla. Sin embargo, ¢l uso de transformaciones también puede facilitar la
obtencién de la estimacién nicleo cuando tenemos un gran nimero de observaciones.

3.3.1. Estimacion nucleo de la funcién de densidad

Sea Xi,..., X,, los n datos observados que se suponen independientes e igualmente distri-
buidos, procedentes de una variable aleatoria continua X con funcién de densidad fy, definida
en el conjunto de los nimeros reales (—oo < z < +00). El estimador ntcleo de fx(z), para
cualquier punto x del dominio se define del siguiente modo:

R =3k (552, (13

La funcién k(-) se denomina nicleo de la estimaciéon y b > 0 es el parametro de alisamiento o
ventana. Tradicionalmente, el nicleo k(-) es una funcién continua, simétrica respecto al cero y
acotada o asintéticamente acotada, que se elige convenientemente para que cumpla las siguientes

propiedades:
+oo +o00 +o00
/ k(t)dtzl,/ tk(t)dt:O,/ t*k(t)dt = of >0

o0 o0 —00

y k(t) >0 Vi

Por tanto, k(+), aunque no es estrictamente necesario, suele ser una funcién de densidad. Algunas
de las funciones que pueden utilizarse como nicleo de la estimaciéon se presentan en la Tabla 3.

Tabla 3: Funciones ntcleo.

Nicleo k(t) =

Uniforme 1/2, sit] <1

Triangular (T—1t]), si|t] <1

Epanechnikov (3/4)(1—t%), si|t| <1
Doble-Ponderado (15/16) (1 —12)*, si |t| < 1
Triple-Ponderado (35/32) (1 —12)*, si|t| <1
Gaussiano (1/\/%) e_(l/Q)"Q, V-oco<t<+0
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El hecho de utilizar una funcién nticleo u otra distinta en el estimador de fx afecta a sus
propiedades matematicas, en el sentido de que dicho estimador adopta las mismas propiedades
de continuidad y derivabilidad que k(-). Por ejemplo, si se utilizara un nicleo Gaussiano, se
obtendrd una estimaciéon de la funciéon de densidad continua en todo su dominio y que posee
infinitas derivadas. Por otro lado, la seleccién de una funcién nucleo entre las que se apuntan
en la Tabla 3 afecta muy levemente a las propiedades de sesgo y varianza del estimador ntcleo.
En funcién de si el dominio de la funcién de densidad estimada es acotado o no se recomienda
utilizar un nicleo acotado (el de Epanechnikov es el mas frecuente) o no (el nicleo Gaussiano
es el més frecuente).

Si fx(x) posee sus dos primeras derivadas continuas, la expresion del sesgo de su estimacién
nucleo es:

B [Fu()] ~ Fx(w) = 5008 o) + o) (14)
y su Varianza es:
Vi) = et [ Thwrareo (). (19

donde o(-) es un término que tiende a cero con el mismo orden que su argumento (véase
Silverman, 1986, donde se incluyen las demostraciones correspondientes).

Las expresiones del sesgo y la varianza anteriores permiten deducir que, si se cumple la
siguiente relacion entre la ventana y el tamano muestral:

b— 0y nb— oo cuando n — o0,

tanto el sesgo como la varianza tienden a cero cuando la muestra tiende a infinito, por lo que
el estimador es consistente. Por tanto, cuando se dispone de muchos datos el estimador ntcleo
de la funcién de densidad proporcionara una buena aproximacion de la realidad. Sin embargo,
esta afirmacion no es del todo cierta, ya que dependera de como estan distribuidos los datos.

Uno de los principales retos de la estimacion ntcleo es calcular el valor del parametro de
alisamiento b en (13) que, como ya se habia dicho, sirve para controlar el grado de alisamiento de
la estimacién y/o para delimitar la influencia de las observaciones muestrales en la estimacién
de la densidad en un punto x. Es decir, cuanto menor sea el valor de b, menos suave es f ¥ (menor
es el grado de alisamiento) y mayor la influencia de las observaciones muestrales cercanas al
punto x en la estimacion de fx(x). Cuanto mayor es el valor de b, ocurre lo contrario.

Se han propuestos diversos métodos para la obtencién del parametro de alisamiento, todos
ellos se basan en la minimizacién del error entre el resultado de la estimacién y la funcion
de desidad tedrica. Los criterios utilizados basados en la distancia L? son el error al cuadrado
integrado (integrated square error, ISE) y el error al cuadrado integrado medio (mean integrated
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square error, MISE) o error cuadratico medio integrado (integrated mean square error, IMSE),
los cuales se definen del siguiente modo:

158 (fx) = /_ m [Fx @)~ fx (x)]Z dz (16)

y
mise(f) = [ :OE (@) = fx @) do (17)
_ E{/_:O [fx (z) = fx (:1:)]2 dx} — MISE (fx) .

En general, los métodos de calculo del parametro de alisamiento son de dos tipos, los que utilizan
validacion cruzada para estimar ISE o MISE (ver, por ejemplo, Rudemo, 1982; Bowman, 1984;
Jones et al., 1991; Hall et al., 1992) y los métodos plug-in, que consisten en aproximar el valor
de b que asimptdticamente minimiza MISE (ver, por ejemplo, Silverman, 1986; Park y Marron,
1990; Sheather y Jones, 1991).

Los métodos de calculo de b basados en validacion cruzada suponen un gran esfuerzo compu-
tacional, dado que requieren del calculo de una funcion de error eliminando cada una de las
observaciones. Los métodos plug-in, por el contrario, que pueden ser mas eficientes computacio-
nalmente, se basan en la optimizaciéon numérica de la aproximacion de MISE, tal y como se
describe a continuacion.

Partiendo de que el error al cuadrado medio es la suma de la varianza mas el sego al cuadrado
del estimador, en este caso se obtiene:

. 1 too 1 " 1
MSE [fx (x)} - n—bfx(:c)/_w k(02 dt + 7o' i (2)” + o (E) +o(bY), (18)
integrando la expresién anterior, la expresion del MISE es:
MISE (fx) _ L /+Oo k(82 dt + ~o2b" /+oo Fr@)de+o( ) + o(bh) (19)
nb J_ oo gk X nb '

Eliminando los términos de orden o(-) de la expresién anterior, se obtiene la aproximacién de
asintotica de MISE, a la que se denomina A-MISE:

R 1 +o00 1 +o0
A~ MISE ( fX) - — / k(1) di + copb* " ()2 da. (20)

—00 —00
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Minimizando la expresién anterior con respecto al parametro de alisamiento, se obtiene que el
valor de b que minimiza asintéticamente MISE y que depende del niimero de datos n es:

e [ R ]
=) [f{x }é(x)de] "

—00

il

(21)

Si sustituimos el valor de b* en la expresién (20) de A — MISE se obtiene que el minimo
asintético de MISE es:

Zkz ij k()2 dt} ; { a2 dx} Tt (22)

[e.e] — 00

Por tanto, se deduce que cuanto menor sea el funcional f_t: ¥ (x)? dz menor serd el valor
asintotico de MISE, por tanto, cuanto mas alisada sea fx menor serd este error.

Partiendo de la expresion (21), en general, los métodos plug-in consisten en aproximar esta
expresion a partir de la estimacién directa o no del funcional fj;o ¥ (x)? dz. Silverman (1986)
propone aproximar el valor de este funcional suponiendo que es igual al que se obtiene con una
funcién de densidad normal con varianza o2, el valor del pardmetro resultante suponiendo un
niicleo gausiano es b = 1,0596n"/%, donde & es un estimador consistente de o; a esta estrategia
se le denomina rule-of-thumb y se podria generalizar a cualquier otra densidad distinta a la
normal. Este es un modo sencillo y rapido de calcular el parametro de alisamiento, pero puede
llevar a errores si el grado de alisamiento de la funcion de densidad que se desea estimar no se
asemeja al de la normal.

Otro modo de aproximar (21) es mediante la estimacién ntcleo de fj;o ¥ (x)?dz, lo que
puede volver a ser computacionalmente largo. Entre estos métodos, el que se ha comprobado
que es computacionalmente mas eficiente y se aproxima més a la solucién optima b* en la
mayoria de distribuciones es el propuesto por Sheather y Jones (1991). Sin embargo, como se
muestra en la Figura 6, que se ha obtenido con el mismo millén de datos utilizados en figuras
anteriores de este documento, cuando la funcién de densidad posee una larga cola derecha, el
método de Sheather-Jones no funciona, proporcionando una funcion excesivamente subalisada
en todo su dominio (b = b = 2,3e —05). Alternativamente, en la Figura7 se muestra el resultado
utilizando el criterio rule-of-thumb basado en la densidad de la normal. En este caso, dada la
forma de la funcién, este parametro de alisamiento sobrealisa la funcion de densidad real en
su moda, sin embargo, ain tomando un valor mucho més elevado (b = 1,6396) que el obtenido
con el método de Sheather-Jones, sigue proporcionando un resultado muy sub-alisado en los
valores de la cola derecha de la funcién de densidad.
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Figura 6: Estimacion nicleo de la funcion de densidad con el pardmetro de alisamiento calculado
con el método de Sheather-Jones, definida en [0, 20), [20, 100), [100, 1000) y [1900, 15000).

Un modo de abordar el problema que se plantea en las Figuras 6 y 7, una estrategia es
la de transformar los datos de modo que los nuevos datos tengan asociados una funcion de
densidad similar a un modelo facil de aproximar a partir de la estimacién nicleo, por ejemplo,
como la funciéon de densidad de la normal. En esta linea, la transformacién logaritmica ha
sido ampliamente utilizada en economia y finanzas con el objetivo de eliminar asimetrias en
los datos. Por ejemplo, si los datos proceden de una distribuciéon log-normal, su logaritmo
tendra distribucién normal; otro ejemplo es el de la distribucion log-logistica, en este caso el
logaritmo de la variable tendréd distribucion logistica. A partir de la estimacién ntcleo de la
funcion de densidad de la variable transformada, con un cambio de variable podremos deducir
la funcién de densidad de la variable original. A esta estrategia se la denomina estimacién
ntcleo transformada, que se obtiene como se describe a continuacién. Sea T una funcién de
transformacion con al menos dos derivadas continuas, se define:

i) = Tl sy, [L T (&) fu [T()]. (23)



0-20 20-100

— < —
2 ] ¢
= 3
g = :L
o I I I I I 8 I I I I I
0 5 10 15 20 20 40 60 80 100
X X
100-1,000 1,000-15,000
© - N~
o o
o o
- o — - [e0]
o - o
g s |1 1|
o] I I I I I o] I I I I I I I
o o
200 400 600 800 1000 2000 6000 10000 14000
X X

Figura 7: Estimacién nicleo de la funciéon de densidad con el pardmetro de alisamiento calculado
con el método rule-of-thumb basado en la densidad de la normal, definida en [0, 20), [20, 100),
[100, 1000) y [1900, 15000).

El estimador ntcleo transformado en x equivale al producto de la derivada de la funcién de
transformacion y el estimador nicleo de la variable transformada en 7'(z).

En la Figura 8 se muestra el resultado de la estimacién ntcleo transformada a partir del
logaritmo de los datos utilizados anteriormente en las Figuras 6 y 7, donde el pardmetro de
alisamiento es el rule-of-thumb basado en la densidad de la normal con varianza o2, cuyo valor
ya ha sido calculado anteriormente para obtener la Figura 7 y es b = 1,6396. En la Figura 8 se
observa una mejora respecto a la anterior, sin embargo, seguimos observando subalisamiento
de la curva en los valores més extremos. Esto se debe a que la cola de la distribucién asociada
a nuestros datos es mucho larga y pesada, de modo que con la transformacio logaritmica no se
consigue corregir toda la asimetria.

23



0-20 20-100

N < -
~ ] ? ]
- ()
«© 2
T o ] - -
] S
o
S T T T T T g T T T T T
0 5 10 15 20 20 40 60 80 100
X X
100-1,000 1,000-15,000
N~
© — o
(=} |
[ o -
(0] 0
“ © - o
g ] g\
. T T T T T 8 T T T T T T T
200 400 600 800 1000 e 2000 6000 10000 14000
X X

Figura 8: Estimacion ntcleo transformada de la funcién de densidad con el parametro de ali-
samiento rule-of-thumb, definida en [0, 20), [20, 100), [100, 1000) y [1900, 15000).

Es fundamental encontrar la transformacion éptima que permita obtener la estimacion
nicleo de la funcién de densidad que minimice el asintéticamente MISE. Con este objetivo
existen diversos trabajos que estudian diferentes familias de transformaciones a partir de las
cuales se han propuesto estimadores nicleo transformados que han permitido mejorar notable-
mente los resultados del estimador ntucleo cuando la variable posee fuerte asimetria positiva,
como ocurre en muchas ocasiones cuando medimos un pérdida econémica (véase, por ejemplo,
Bolancé et al., 2003; Buch-Larsen et al., 2005; Bolancé et al., 2012).

La forma propuesta para abordar las dificultades computacionales de la estimacion nicleo
transformada es buscar una estrategia de transformacién cuyo resultado sea una variable aco-
tada y facil de estimar mediante el estimador nticleo. En base a los trabajos de Terrell y Scott
(1985) y Terrell (1990), que demuestran que la densidad que minimiza asintéticamente el MISE
el estimador nticleo es la de una Beta simétrica cuyos parametros dependenran de su domi-
nio acotado en [0,1] o en [—1,1], Bolancé et al. (2008); Bolancé (2010) proponen una doble
transformacion que consiste en aplicar primero una funcién de distribucién paramétrica, la cual
puede ser facil de estimar en el contexto del big-data con un estimador maximo verosimil o de
momentos, como por ejemplo la lognormal, y posteriormete aplicar la inversa de la funcién de
distribucién de la Beta asintoticamente 6ptima. Con esto se consigue fijar el valor del parametro
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de alisamiento, dado que supondremos que la funciéon densidad de la variable doble transfor-
mada es conocida y coincide con la de la Beta utilizada en la segunta transformacién. Ademas,
el hecho de que el dominio de la variable transformada esté acotada nos permite utilizar una
funcién nicleo acotada y a partir del valor conocido del parametro de alisamiento podremos de-
terminar cuantos datos necesitamos para obtener la estimacién en cada punto del dominio. Esta
estrategia la desarrollaremos mas detalladamente en la siguiente seccion dedicada al estimador
nicleo de la funcién de distribucion y los cuantiles. Ademas, disenar un algoritmo computacio-
nalmente eficiente para implementarla es uno de los retos en los que se estd trabajando en la
actualidad en este proyecto.

La estimacién ntcleo también se puede corregir cuando tenermos datos censurados o trun-
cados, la correccion del truncamiento es directa, y es igual que en el caso paramétrico. En el
caso de disponer de datos censurados por la derecha o por la izquierda (tras cambiar el signo
tendremos censura por la derecha) la correccién se realiza a partir del estimador de Kaplan-
Meier definido anteriormete en (8). En concreto, cada elemento dentro del sumatorio que define
cualquier estimador tipo ntcleo de los que hemos definido quedaria multiplicado por:

o= FEM(Ug) (24)
ti = FY M(Unn) — FX M (Un) (25)
th = 1=I¢ ™MUnw), (26)

donde las observaciones Uy, ..., Uy fueron definidas en (7). teniendo en cuenta que el sub-
indice entre parétesis indica orden (véase Padgett y McNichols, 1984; Mielniczuk, 1986, para
una revisién de las propiedades). Esta misma idea también es aplicable a los estimadores tipo
ntcleo de la funcion de distribucién que describimos a continuacién.

3.3.2. Estimacion nucleo de la funcion de distribucién

La estimacion de la funcién de distribucion es fundamental en la cuantificacion del riesgo,
dado que nos permite evaluar la probabilidad de que una pérdida se sitiie por debajo (o, a partir
de su contrario, por encima) de un valor muy elevado. Ademaés, a partir de la inversa de esta
funciéon obtenemos el valor del cuantil con un determinado nivel de confianza. Este cuantil, con
un nivel de confianza cercano a 1 ha sido y sigue siendo ampliamente utilizado como medida
de riesgo y se conoce como el valor en riesgo (VaR-value-at-risk).

De forma natural, el estimador ntcleo de la funcién de distribucion Fx se obtiene integrando
el estimador nucleo de la funcién de densidad. La expresion del estimador se deduce facilmente

mediante el siguiente cambio de variable ¢t = “‘TX’ y equivale a (véase Azzalini, 1981; Reiss,
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1981):

Fx(w) = [7, Tx(uydu = [ 5570k (452) du
= F S [T R dt = T K (55%),

donde K(+) es la funcién de distribucién de k(+). El pardmetro de alisamiento b posee un efecto
similar al que tiene en el estimador niicleo de la funcion de densidad, aunque en este caso
el efecto puede ser algo menos evidente a simple vista. En la practica, al igual que sucedia
con el estimador ntucleo de la funcién de densidad, el parametro de alisamiento depende de la
distribucién teodrica y, por tanto, éste se tendra que aproximar. En la literatura se han propuesto
métodos de obtencién de la ventana 6ptima similares a los utilizados en la estimacién ntcleo de
la funcién de densidad. Sarda (1993) y Bowman et al. (1998) analizaron el célculo de b por el
método de validacién cruzada. Altman y Léger (1995) adaptaron el método de Sheather-Jones
al estimador nicleo de la funcién de distribucién. Por otro lado, también puede utilizarse el
valor del parametro de alisamiento con referencia a una distribucién conocida (rule-of-thumb).

En la Figura 9 se muestra el estimador nicleo de la funcién de distribucién obtenido con los
mismos datos utilizados en el apartado dedicado a la funcion de densidad y utilizando, en la
linea continua, el parametro de alisamiento basado en el método de Sheather-Jones adaptado
a los criterios de alisamiento del estimador ntimcleo de la funcién de distribucién, cuyo valor
es b = 5,9e — 05, y utilizando, en la linea discontinua, el parametro de alisamiento calculado
con el criterio rule-of-thumb que proporciona un valor del parametro de alisamiento b = 0,0674.
Si comparamos ambas curvas observamos que las diferencias son apenas perceptibles a simple
vista, sin embargo, los parametros de alisamiento utilizados en ambos casos son bastante dis-
tintos. En ambas figuras se puede observar que el estimador nicleo de la funcion de distribucion
plantea una problematica similar al estimador de la funciéon de densidad cuando la distribu-
cién es asimétrica. El estimador en la cola derecha de la distribucién, es bastanta similar a la
distribucién empirica y, por tanto, tiene una varianza similar.

El estimador nicleo de la funcién de distribucién que se define en (27) tiene muchas si-
militudes con la expresiéon de la distribucién empirica definida en (1). Simplemente si en (27)
remplazamos K (£32£) por I(X; < z) se obtiene (1). La principal diferencia entre (1) y (27)
es que la distribucion empirica solo usa datos con valor inferior o igual a x para obtener la
estimacién de Fx(x), mientras que la estimacién nticleo se obtiene utilizando todos los datos
alrededor de x, pero dando mas peso a las observaciones que son inferiores a x que a las obser-
vaciones que son superiores. Estas diferencias implican que el estimador nticleo esté definido en
todos los puntos de dominio de la funcién de distribucién y no tnicamente en los observados
en la muestra. R

Reiss (1981) y Azzalini (1981) demuestran que el sesgo de Fx(x) se aproxima como:

(27)

2

B | Fx(@)] = Fx(@) = 0% f (@) + o(b?) (28)
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Figura 9: Estimacion niicleo de la funcion de distribucién con parametros de alisamiento calcula-
do con el método de Sheather-Jones (linea continua) y con el rule-of-thumb (linea discontinua),
definida en [0, 20), [20, 100), [100, 1000) y [1900, 15000).

y la varianza es:

v [ﬁx(m)} _E@ @] (m)% {1-/}(%)(%] +o<9). (29)

n n

Las expresiones (28) y (29) indican que si b — 0 con n — 00, el estimador nticleo de la funcién
de distribucién es consistente.

Comparando la expresion (29) con la varianza de la aproximacion empirica definida en (2), el
estimador nicleo de la funcién de distribucion tiene menor varianza. Sin embargo, afiade cierto
sesgo a la estimacién que, tal y como se puede observar en (28), tiende a cero si el tamano de
la muestra es grande.

Al igual que para el estimador nticleo de la funcién de densidad, puede obtenerse un valor
del pardametro de alisamiento que minimice una aproximacion asintética de:

MISE [ﬁx(;p)} —E { / [FX(;;;) - ﬁx(:c)rda:}.
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El valor asintético de MISE conocido como A-MISE equivale a la suma de la aproximacién
asintética de la varianza integrada més el sesgo asintotico al cuadrado integrado, esto es:

A~ MISE [ﬁX] — / Fx(2)[1 — Fx(z)] dz (30)

_ #/K@D—Kmﬁ+¥#/uﬂmwx

La minimizacién de (30) respecto a b da como resultado el pardmetro de alisamiento que
minimiza asintéticamente el valor de MISE, que resulta ser:

o (fK(t) [1K<t>]dt>%n

wl=

31
oA T da .

Los errores en la estimacién niticleo de la funcién de distribucién son similares a los que se
analizaban en el caso de la funcién de densidad. De nuevo, el estimador ntcleo es similar a la
distribucién empirica en las zonas donde la informacion muestral es escasa. Ante ello, se han
adaptado las estrategias de transformacién utilizadas en la estimacion nicleo de la funciéon de
densidad a la estimacién nicleo de la funcién de distribucion. La idea parte de un resultado
similar al obtenido en la expresion (22) para la funcién de densidad. Concretamente, en este
caso, substituyendo el pardmetro de alisamiento definido en (21) en la expresion (30) de A-MISE
se obtiene el valor asintéticamente minimo de MISE:

% / Fx(2)[1 = Fx(z)] dx
[JE@®[L-K@®d)}s —L{[K® [1_K(t)]dt}%n_
oi I [fx @] dc)’

De la expresion anterior se deduce que, en el caso del estimador ntcleo de la funcién de
distribucién, el valor asintéticamente 6ptimo de MISE depende directamente del funcional
f_Jr;o f%(z)? dz. Por tanto, se puede plantear la misma estrategia de doble transformacién am-
pliamente estudiada para el estimador nincleo de la funcién de densidad (KIBMCE), adaptada
a la minimizacion del nuevo funcional, que en este caso depende de la primera derivada de la
funcién de densidad, lo que equivale a la segunda derivada de la funcién de distribucion. A
continuacion, se describen algunas propiedades que se han analizado en el contexto de la esti-
macién nucleo transformada de la funcién de distribucién. Por conveniencia, a partir de este
momento se supondra que la variable aleatoria analizada toma valores positivos y es asimétrica
a la derecha.

Wl

(32)
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Sea T' (-) una funcién de transformacién con al menos una derivada continua, dado que por
definicién Fx(z) = Fpex) (T(z)), el estimador nicleo transformado de la variable original es
igual al estimador ntucleo de la variable transformada, es decir:

Fiw) =2 Yo [P fg r o). (3

Como se describia anteriormente, son muchos los trabajos que han estudiado el uso de trans-
formaciones en el contextos del estimador nicleo de la funcién de densidad (Wand et al., 1991;
Ruppert y Cline, 1994; Bolancé et al., 2003; Buch-Larsen et al., 2005; Bolancé et al., 2008; Bo-
lancé, 2010). Sin embargo, son pocos los estudios que analizan el uso de transformaciones en el
estimador ntcleo de la funcién de distribucién (Alemany et al., 2013; Swanepoel y Van Graan,
2005). En general, el tipo de transformaciones propuestas son similares a las utilizadas en el
estimador ntcleo de la funcién de densidad: paramétricas o no paramétricas y que son funcién
de distribucién o no.

En Alemany et al. (2013) se demostré que el sesgo y la varianza del estimador ntcleo
transformado se aproximan como:

Sesgo [ﬁT (1’)] U 1— J;ﬁig lf’ (z) o2b? (34)
X T (x) 71://'((?) 27X k
y
1% [F){ (:c)] (@) [1n_ Px(@)] _ J;’f((;”))% {1 . / K2 (1) dt] . (35)

De la expresién del sesgo se deduce que si 7' = F'x entonces F (ﬁfg (3:)) = Fx(z),Vx € R*. Sin

embargo, en la practica utilizar una transformacién que es funciéon de distribucién implica que la
variable transformada es Uni forme(0, 1), que es una distribuciéon que no cumple las propiedades
de derivabilidad requeridas por el estimador ntcleo, su funcién de densidad no posee al menos
una primera derivada distinta de cero, y por tanto no se obtendran los resultados esperados.

De nuevo, de las expresiones del sesgo y la varianza del estimador nticleo se deduce que puede
existir una transformacién que mejore las propiedades del estimador que pasa por la estrategia
de una doble transformacion. Para ello hay que encontrar aquella densidad que minimice el
funcional [ fi (2)? dz.

Terrell (1990) demostré que la densidad de la Beta (3,3) con dominio [—1,1] minimiza
fj;o [ (x)? dx, siendo sus funciones de densidad y de distribucion:

15 f
h(x)=1—6(1—x2)2,—1§x§1 (36)

29



1 1
H(x):%xs—gx +1—2:L'+§ —l1<z=<1l (37)

El estimador ntcleo doble transformado se define como:

P07 (o Z K{ [T (2)] _bH_l [T (X3)] } 7 (38)

donde T es la funcion de distribucién asimétrica a la derecha y que tiene un comportamiento
similar al de la distribucién de los datos. Por ejemplo, podria utilizarse una log-normal o una
log-logistica.

El pardmetro de alisamiento que se utiliza en (38) puede calcularse directamente sustituyen-
do en el valor de b que minimiza A-MISE definido en (31) la funcién de densidad h(-) definida

n (36). El nicleo que se propone utilizar es el de Epanechnikov, dado que la Beta(3,3) es una

densidad definida en [—1, 1], el resultado de este parametro de alisamiento es n = 3137173,

Se han desarrollado las expresiones del sesgo y la varianza del estimador ntcleo transfor-
mado teniendo en cuenta la doble transformacion. Siendo F 21 () el estimador niicleo doble
transformado se han obtenido las siguientes expresiones para el sesgo y la varianza, respectiva-
mente:

E[FRT (2)] - Fx (2)

L ot |m M T @) B (1 B
~ 3 wnrren X O T [T””(l i) 9)
y
V[ﬁ’}gT(ar)]
Fe @)1= Fx@)  fe@) i b ([ e
~ - Sl @) 2 (1- [£2 o), (10)

De la expresion del sesgo en (39) se deduce que éste, ademas de depender de la diferencia
entre las funciones de densidad y de su primera derivada asociada a la distribucion tedrica y a
la utilizada como primera transformacion, respectivamente, también depende de la funcién de
densidad y de su primera derivada asociada a la Beta utilizada en la segunda transformacién.
El primer término de la suma en la expresion (39) serd positivo o negativo en funcién de la
derivada de m(-) en (36); sin embargo, el segundo término dependerd del signo de la derivada
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de la densidad tedrica y del término:

Ix(z)
fx (@)
T'(z)
T//(‘r)

1—

Por tanto, segiin se seleccione la primera transformacién 7(+), se podra anadir més sesgo o, por
el contrario, ambos términos podran compensarse resultando en una reduccion del sesgo.

Destacar también que cuando b — 0 con n — oo tanto el sesgo como la varianza del
estimador nicleo doble transformado definido en (38) tienden a cero, aunque en funcién de la
diferencia entre T'y Fx el sesgo tendera a cero en una proporciéon mas o menos grande, es decir,
los términos que multiplican a b* y n en las expresiones del sesgo y la varianza definidas en (39)
y (40), respectivamente, serdn més o menos reducidos. Aunque en un contexto de big-data la
magnitud de estos términos no deberia ser un problema, en la actualidad se esta investigando la
mejora que se produce en la estimacion nicleo doble transformada cuando utilizamos algunas
correcciones del sesgo en el contexto de la estimacién nicleo propuestas en la literatura (Kim
et al., 2006).

En la Figura 10 se muestra el estimador niicleo doble transformado (linea continua), utili-
zando como primera transformacion la log-logistica, dado que tenemos una distribucion de cola
mas pesada que la lognormal, y como segunda transformacion la inversa de la funcion de distri-
bucién de la Beta (H) definida en (37), también representamos la estimacién nicleo obtenida
con el parametro de alisamiento calculado con el criterio rule-of-thumb sin doble transformacion
(linea discontinua). Comparando ambas curvas observamos el comportamiento més alisado de
la estimacion nucleo transformada, sobretodo en los valores mas extremos de la variable.

De cara al andlisis del riesgo, el analista estard interesado en la probabilidad acumulada
en la cola derecha de la distribucién. En este sentido, dado que la estimacién nicleo doble
transformada proporciona una variable acotada y con una funcién de distribucién que sera
similar a la H definida en (37) y un pardmetro de alisamiento conocido, podremos acotar el
problema teniendo en cuenta las probabilidades acumuladas en esta funcion de distribucion.

3.4. Bases para el diseno de un algoritmo rapido para estimar la
funcién de distribucion y el cuantil con una nueva observacion

Sea F )((n) (x) un estimador ntcleo de la funcién de distribucién en el punto = obtenido con n

. . ~(n+1 . . .
observaciones. Definiremos F)((" )(r) como el estimador obtenido con n+1 datos. Si observamos
la expresion del estimador niicleo de la funcién de distribucién, por ejemplo en la expresion (27),
y tenemos en cuenta que el parametro de alisamiento depende de n, vemos que esto supone

31



0-20 20-100

F
0.6

I T |
F
0.999

\

— or ) — DT
o - - - rule-of-thumb) [} - - - rule-of-thumb)
S T T T T 2T T T T T
0 5 10 15 20 20 40 60 80 100
X X
100-1,000 1,000-15,000
o
5]
g ] g ]
)] -~
w2 e
J— Q] J—
§ : --- I:Ej-f-e—of—thumb § | --- I:Ej-f-e—of—thumb
g T T T T T [} T T T T T T T
200 400 600 800 1000 ° 2000 4000 6000 8000 12000
X X

Figura 10: Ejemplo de estimacién niicleo doble transformada con T' log-logistica (linea continua)
y estimacién niicleo con pardmetro de alisamiento rule-of-thumb (linea discontinua), definida
en [0,20), [20,100), [100, 1000) y [1900, 15000).

recalcular n + 1 pesos y promerdiarlos, lo que en el contexto del big-data puede suponer un
elevado coste computacional.
Sin embargo, el problema computacional anterior puede acotarse de dos formas:

= Utilizando ntcleos acotados como el de Epanechnikov, lo cual apenas afectard a las pro-
piedades asintéticas del estimador.

» Utilizando parametros de alisiento en base a una distribucién conocida, de modo que dado
que dicho pardmetro depende de n, su célculo sea directo b, = ¢ - n~"/?, donde ¢ es una
constante conocida.

Teniendo en cuenta los dos puntos anteriores y la expresiéon de la estimacién ntcleo, cuando

.z . . ~ 1
llega una observacién nueva, a la que denominamos X, .1, el nuevo estimador de F' )(("’L )(x), se
obtiene mediante el siguiente proceso:

= Si ‘”’Jgf—ﬁ“ > 1, entonces poemos aproximar F)(("H)(:r) R~ nLHF)((") (z) asumiendo que con
muchos datos b, =~ b,.1, donde b, es el parametro de alisamiento calculado con n + 1
datos.
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T—Xnt1

m Si .

< 1, entonces la correccion se realiza en dos pasos:

<1},

e Si modificamos el valor del pardmetro de alisamiento tenemos que calcular
(n+1) _ 1 - X
FX (l’) — ntl ZX¢6M1 K (alcjn_;_l )
e Si asumimos que b, =~ b,y1 y no modificamos el valor del parametro de alisa-

miento el cdlculo es directo: F)(?H)(x) = niﬂﬁ’)((n)(x) + 5K (m_ff—n"“>

1. Localizar todas las observaciones en el conjunto M; = {XZ| ‘Z;f;
n

2. Calcular el estimador en funcién de si asumimos b,, # b,41 0 no:

La dificultad fundamental asociada al proceso de estimacion anterior es el calculo del valor
de ¢ para obtener el valor del parametro de alisamiento. El estimador basado en la doble trans-
formacién definido en (38), con el cual conseguimos que los datos transformados se comporten
como Beta (3,3), cuyas funciones de densidad y de distribucién se definen, respectivamente, en
las expresiones (36) y (37), permite determinar que con el niicleo de Epanechnikov ¢ = 3'/3,

Si el objetivo es estimar el cuantil de la distribucién @ x(p), donde p es una probabilidad y
cuyo estimador nicleo puede obtenerse directamente a partir de la inversa del estimador ntcleo

de la funcién de distribucién: @g?) (p) = F )((")_l(p). Dada la expresién del estimador ntcleo
de la funcién de distribucién, su inversa no puede calcularse de forma exacta y, por tanto, la
tendremos que obtener de forma numérica mediante un algoritmo como el de Newton (véase
Azzalini, 1981). Esto implica que el procedimiento definido para la estimacion de F )(:’H) () no es
directamente aplicable a la estimacién del cuantil cuando disponemos de una nueva observacion,
dado que en la practica I’ )((n)(a:) +F )(("H)(a:) y por tanto hay que volver a aplicar Newton para
obtener una nueva inversa.

Para la estimacion del cuantil podemos tener en cuenta que en el contexto de la cuantifica-
cién de riesgo estamos interesados en cuantiles extremos con un valor de p cercano a 1, podemos
acotar el problema a una parte de la distribucién, por ejemplo, podemos asumir que en general
p > 0,95. Si asumimos un nicleo acotado y un pardmetro de alisamiento dado que depende del
nimero de datos, podemos definir el conjunto de observaciones de la cola que necesitamos para

obtener nuestro estimador ntcleo del cuantil con p > 0,95 como M, = {Xﬂ%ﬂg’)_xi < 1},

de modo que reducimos considerablemente el nimero de datos que necesitamos para obtener
el estimador nucleo del cuantil extremo. La dificultad para definir este conjunto es determinar
el valor de Qx(0,95). Podriamos utilizar el cuantil empirico, incluso un estimador nicleo clasi-
co basado en la inversa del estimador nucleo de la distribucién o calquier otro estimador del
cuantil basado en el estimador nticleo de la regresién (véase Sheather y Marron, 1990, para una
revision). Sin embargo, cuando la cola derecha de la distribucién es larga y pesada todos estos
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estimadores son similares a la distribucién empirica, no tienen una forma totalmente alisada
y dependen excesivamente de la informacion muestral disponible. Como se ha mostrado ante-
riormente en las Figuras 9, atn disponiendo de datos masivos, si la distribucion es fuertemente
asimétrica a la derecha, los datos observados en la cola derecha de la distribucion no son capaces
de dibujar una forma alisada de la misma; por tanto, lo que suele suceder es que la presencia
o no de una tnica observacién en la parte de la cola derecha afecta considerablemente al valor
del cuantil estimado a partir de la empirica o de un estimador ntcleo cldsico. El uso de la
doble transformacién, que nos permite trasladar la distribucién original que es desconocida a
una Beta (3,3), es una forma maés eficiente que la distribucién empirica y la estimacién nicleo
clasica de abordar el problema.
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