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INTRODUCCION

En la teorfa general de los espacios vectoriales topolégicos se
consideran topologias sobre espacios vectoriales no siempre compa-
tibles, como veremos en los ejemplos de I-1, pero que gozan todas
ellas de numerosas propiedades de compatibilidad.

Aqui tratamos de describir algunas estructuras que aparecen
cuando se consideran espacios vectoriales provistos de topologias con
ciertas propiedades de modo que queden incluidos los mencionados
ejemplos y se obtengan estructuras préximas a la de espacio vectorial
topoldgico.

Utilizamos las notaciones de Bourbaki y las de Kothe en [4].
E, E, E, F, etc. serdn siempre espacios vectoriales sobre un cuerpo
valorado no discreto K en el que la tinica topologia que consideremos
serd la del valor absoluto. Si K es R 6 C su valor absoluto sera el
habitual del médulo.

El capitulo I estd destinado al estudio del concepto de topologia
casi compatible o topologia sobre un espacio vectorial con la que son
continuas las homotecias y las traslaciones y es continuo en el origen
el producto por escalares. Destaquemos que para tales topologias
pueden haber puntos no acotados. En lo que se refiere a la dualidad
damos una condicién necesaria y suficiente para que un espacio vec-
torial E sobre R 6 C con una topologia casi compatible y su dual
topolégico formen sistema dual, o sea, para que E y E’ estén en
dualidad separante.

En el capitulo IT imponemos ademads la condicién de que la suma

(*) Realizado con una ayuda de la Junta para el Fomento de la Investi-
gacién en la Universidad.
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sea continua. Se obtienen condiciones de metrizabilidad y vemos
como en esta situacién mds general que la de los espacios vectoriales
topolégicos metrizables se sigue cumpliendo el teorema de BANACH-
STEINHAUS y lo que permanece del de BANACH-SCHAUDER.

En el capitulo III consideramos espacios vectoriales con topo-
logias casi compatibles para las que existen bases de entornos de
cero que son absolutamente convexos (un subconjunto M de E es
absolutamente convexo si

oM+ dMcM

siempre que J y &’ son escalares tales que |d] + (6’| < 1). Para un
espacio E de este tipo, si K es R o C, se tiene una forma del teorema
de HAHN-BANACH y como consecuencia se demuestra que, si la topo-
logia es separada, E’ y E forman sistema dual.

En las I Jornadas Matemadticas Luso-Espaifiolas (Lisboa, abril de
1971), bajo el titulo «Consideraciones sobre ciertas topologia en es-
pacios vectoriales», presentamos un avance de este trabajo, al que
se han incorporado algunos resultados obtenidos a rafz de unas su-
gerencias que el Prof. RODRIGUEZ-SALINAS nos hizo en aquella oca-
sién.

I. ToPOLOGIAS CASI COMPATIBLES.

1. — Ejemplos y definiciones.

Si E es espacio vectorial con una topologia T, se trata de imponer
a T unas condiciones de compatibilidad que se satisfagan en todos
los casos siguientes:

(1) E espacio vectorial topolégico sobre K.

(2) E espacio lineal sobre K en el sentido de [4] (capitulo 2) pero
considerando sobre el cuerpo K la topologia del valor absoluto, de
manera que E posee base de entornos de cero constituida por sub-
espacios vectoriales que, en general, no serdn absorbentes y E no
serd espacio vectorial topolégico sobre K.

(3) E=E,[T1], en donde Jf es la topologia sobre E, asociada
a una topologia localmente convexa separada de tipo Ty = T sobre
E,, respecto de un sistema dual << E,, E; >. Aqui K es R o C. En
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E se tiene una base de entornos de cero que son equilibrados y absor-
bentes, pero la suma no es necesariamente continua ([4] pig. 267,
[5] pag. 150).

(4) E subespacio de F¥ =F (X; F), X conjunto arbitrario y I
espacio vectorial topoldgico, con la topologia T = T de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos de una familia 7 de partes de
X. La topologia T es invariante por traslaciones y, si M recorre
My V una base V de entornos de cero en F, los conjuntos

W(M; V)= {feE:f(M) c V}

forman una base de entornos de cero para la topologia 7. Se cumple
que E es espacio vectorial topoldgico si y sélo si cada conjunto f (M)
(feE, M ¢ M) es un acotado de F. Si V es absolutamente convexo,
también lo es W(M; V) ([5], pag.79).

(5) E = M (D), espacio vectorial sobre K = C de las funciones
meromorfas en un abierto no vacio D del plano con la topologia
invariante por traslaciones de la convergencia uniforme sobre cada
compacto. Tampoco aqui son absorbentes todos los entornos de
cero. o :

Diremos que una topologia T sobre un espacio vectorial E es
casi compatible (c.c.) si cumple las siguientes condiciones:

(C.C.1) Cada traslacién
T,:x -x 42

es aplicacién continua de E sobre si mismo. Ello equivale a que la
suma

@ y) ~x+y
sea separadamente continua y a que 7T sea invariante por traslaciones.
(C.C.2) Cada homotecia
H;:x — d6x

es continua de E en E. En virtud -de (C.C.1) para ello es suficiente
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que cada H; sea continua en 0 ¢ E. Esta condicién equivale a que
el producto por escalares

(6, x) > dx
sea continuo respecto de x.
(C.C.3) El producto por escalares
(6, ) > dx

es continuo en el origen (0, 0) ¢ K X E. Es decir, para cada entorno
de cero U en E existe otro V' y un & > 0 tales que De V ¢ U, para
De = {6 ¢ K: |0] < ¢}. Esto es equivalente, si se cumple (C.C.2), a
que exista un entorno de cero V en E tal que D; V ¢ U.

Las topologias de los ejemplos anteriores son todas casi compati-
bles.

2. — Propiedades generales.

Proposicicn 1.— Si E es espacio con topologia c.c., posee una base
de entornos de cero constituida por abiertos equilibrados.

Demostracion. — Sea W la familia de todos los entornos abiertos y
equilibrados de cero. Dado U entorno de cero se puede tomar otro
V abierto tal que W=D, Ve Uye WeW.

Proposicién 2.— Sea M subconjunto equilibrado de E, espacio con
topologia c.c. Entonces M es equilibrado y, si o es interior de M,
también es equilibrado M.

Demostracion. — Basta considerar |8] < 1 y tener presente que si
d # 0 la homotecia H; es homeomorfismo.

También es facil demostrar:

Proposicion 3.— Si U es base de entornos de cero en E, espacio con
topologia c.c., para cada subconjunto M de E se cumple

M=n M+ U)

UeU
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Aunque no se tienen aqui estructuras uniformes, diremos que
una familia de aplicaciones (f;);; de E en F, espacios con topologias
c.c., es uniformemente» equicontinua si para cada entormo de cero
V en F existe otro U en E de manera que, cualquiera que sea 7 ¢ I,

se cumple fi(x) — fi(y) ¢ V siempre que x — y e U. Con ello es in-
mediato que se cumple: :

Proposicion 4. — Si (f;);; es familia de aplicaciones lineales entre los
espacios con topologias c.c. £ y F, son equivalentes:

()

(
(b) (f))isr €s equicontinua en el origen.
(

()

Proposicion 5. — Si f E — E, (i ¢ I) es familia de aplicaciones linea-
les y, para cada ¢ ¢ I, T, es topologia c.c. sobre E;, la correspondiente
topologia inicial J sobre E es también casi compatible.

f)isr € equicontinua.

f:)ier s uniformemente equicontinua.

Demostracion. — Sean zeE, z, ¢ E; con f;(2) =z. La continuidad
de T, y de cada Hj resulta de las identidades

fi HazHefi
ﬁTzzTuﬁ

validas para todo ¢ ¢ I; al ser continuos los términos de la derecha,
resulta la continuidad de T, y de Hy. Por ultimo, si ‘U; es base de
entornos equilibrados de cero en E; [T;] v U es la familia de intersec-
ciones finitas de conjuntos del tipo f,~! (U;), conie Iy U;eU;, U
es base de entornos de cero para 7 y al cumplirse D; U € U para
cada U & U por ser estos conjuntos equilibrados, resulta (C.C.3).

Proposicién 6.— Para cada ¢ ¢ I sea E; un espacio vectorial con una
topologia T,. En E = ][ E,; la topologia producto T es casi compa-

tible si y sélo si lo es cada T;.

Demostracién. — Si T, (resp. Hy) no es continua en E;, tampoco lo
es T, (resp. Hy;) en E para x = (x;), con x; = 0sis % jy con x; = y.
Si para E el producto por escalares es continuo en el origen, también
lo es para cada E;, pues dado un entorno de cero U; en E; y toman-
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do U,=E,; si 1 %7 para U = [1 U, existe otro entorno de cero
V=1 VenEtalqueD,V:UyconelloDlVcU

el

El limite proyectivo de un sistema inverso (E,, f,;) de espacios
vectoriales con topologia c.c. (en el sentido de [1], pero aqui supone-
mos ademds que cada f; es lineal) resulta ser también espacio vec-
torial con topologia c.c.

Sea de nuevo (E));,; una familia de espacios vectoriales con to-
pologias c.c. y, para cada ¢ ¢ I, f,: E: — E lineal. El supremo T del
conjunto de topologias c.c. sobre E para las que todas las aplicaciones
f; son continuas es también topologia c.c. por ser topologia inicial
de topologias c.c. y recibird el nombre de fopologia c.c. final de la
familia (f;);; de aplicaciones lineales.

Los cocientes son casos particulares:

Si F es subespacio vectorial de E, espacio con una topologia c.c.
T, sobre E|F consideraremos la topologia cociente T que es la mds
fina de fodas las topologias sobre E[F para las que la aplicacién ca-
nénica k:E - E|F es continua, sus abiertos son los conjuntos A
para los que 4 + F + k=1 (4) es abierto, % es abierta y g: E/F »X
(X espacio topolégico) es continua si gk es continua.

Proposicion 7.— La topologia cociente T es la topologia c.c. final
respecto de la aplicacién canénica k: E - E|F, V = {(V = k(V): VeV}
es base de entornos de cero en E[/F si YV lo es en E y los puntos de
E|F son cerrados si y solo si F es cerrado en E.

Demostracién. — Veamos que T es c.c.: cada Ty v cada Hy es con-
tinua por cumplirse T, k=£kT, v Hsk =kH, y la propiedad
(C.C.3) es consecuencia de ser 2(U) equilibrado si U lo es.

Si Fescerradoy k (x) #0 (= & (0)), se cumplird (x + V)nF = ¢
para algin V ¢V y con ello 0 ¢ k(x) + V quedando demostrado que
{0} es cerrado y con €l lo es todo punto de E [F. Si F no es cerrado,
tampoco lo es {0} en E|F porque si x ¢ F necesariamente %(x) es
adherente al origen ya que si x 4+ V corta a F, k(x) + V contiene a o.

3. — Dualidad.

En este nimero E sera espacio vectorial real o complejo con una
topologia c.c. 7.
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Es facil comprobar que su dual topolégico E’ es subespacio vec-
torial del dual algebraico, pero, en general << E’, E > no serd sis-
tema dual, como sucede ya incluso si es E espacio vectorial topolé-
gico separado (un ejemplo de espacio vectorial topolégico separado
E no nulo y tal que E’' = o puede verse en [4], pidg. 158). Pero se
cumple:

Proposicion 8. — Es condicién mnecesaria y suficiente para que
< E', E > sea sistema dual que la interseccién de los entornos ab-
sorbentes y absolutante convexos de cero en E se reduzca al origen,
o sea, que exista sobre E una topologia de espacio vectorial to-
poldgico localmente convexo separado menos fina que 7.

Demostracion. — Si < E', E > es sistema dual, para cada x £ o de
E existird algin # ¢ E’ tal que |#x| > 1 y el conjunto

U={yeE |uy| <1

es entorno absolutamente convexo y absorbente de cero que no con-
tiene al elemento x.

Reciprocamente, si la interseccién de los entornos absobentes y
absolutamente convexos de cero es nula, estos entornos determinan
una topologia de espacio vectorial topolégico localmente convexo
separado sobre E con la que éste tiene un dual topoldgico contenido
en E’ y con el que E forma sistema dual, por lo que, con mayor razén
< E', E > serd también sistema dual.

4. — El conjunto de los puntos acotados.

Un subconjunto 4 de E, espacio con una topologia c.c., es aco-
tado si es absorbido por todos los entornos de cero. A(E) serd el con-
junto de todos los puntos acotados, aunque diremos que E no tiene
puntos acotados si A(E) = o.

En los ejemplos del primer apartado se tiene:
(1) Si E es espacio vectorial topolégico, 4 (E) = E.

(2) Si E es espacio lineal, A(E) es la interseccién de los entor-
nos de cero de manera que E es separado cuando E no tiene puntos
acotados.

(3) Si sobre E se tiene una topologia T/, es 4 (E) = E.
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(4) Si E es subespacio de FX con una topologia Ty es
A(E) = {feE: f(M) acotado en F para todo M & M}

Esto es cierto incluso si F es espacio vectorial con topologia c.c.
También en este caso los conjuntos

WM, V)={feE: fM) c T}

forman base de entornos de cero para una topologia c.c. T4, cuando
MeMy VeV (V base de entornos de cero en F).

(5) A (M (D)) es el subespacio H (D) de las funciones holomorfas.

En cualquier caso es KA (E)c A (E) y en todos los ejemplos an-
teriores A(E) es subespacio vectorial de E {en el caso (4) lo es si F
es espacio vectorial topolégico o, simplemente, si es continua la suma
del espacio con topologia c.c. F).

Proposicién 9.— Sea E espacio vectorial con la topologia c.c. final
de una familia de aplicaciones lineales f;: E; -~ E (¢ ¢ I), con E; es-
pacio con topologia c.c. {a) Si A(E) es subespacio vectorial de E,
2 f; (4 (E;)) estd contenido en 4 (E).

(b) En el caso en que E = @ E; y que f; sea la inyeccién canénica
y si A (E) es subespacio vectorial, entonces cada A4 (E;) es subespa-
cio vectorial y A (E) = @ 4 (E)).

Demostracion. — (a) Al ser cada f; continua, f;(4 (E;)) c 4 (E). (b)
Cada proyeccién p,: E —E, es continua, para cada x = (x;) de
A (E) se cumple x, =p, (x) e A (E,) y por lo tanto es xe P 4 (E)).
La inclusién inversa es consecuencia de (a).

Proposicién 10.— Sea E espacio vectorial con la topologia c.c. ini-
cial de una familia f;: E -~ E; (i ¢ I), con cada E; con una topologia
c.c. Se cumplen:

(a) Un subconjunto M de E es acotado si y sélo si lo es cada f;(M).
(b) Es A (E) =N f;~'(E;)) de manera que si cada 4 (E;) es subes-
pacio vectorial ;:ambién lo es 4 (E).

(c) En el caso en que E = |[ E; y las aplicaciones f; son las proyec-

ciones se cumple 4 (E) = 1[’A (E)).
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(d) Si F es subespacio de E se cumple A(F) = A(E) n F.

Demostracion. — (a) SiU = N f, =1 (U,) vy 6 f, 71 (U,,) contiene a M,
k=1

necesariamente 6 U contiene a M = (b) Basta aplicar (a) a cada
punto. (¢) y (d) son casos particulares.

II. ESPACIOS DE SUMA CONTINUA.

1. — Espacios de suma continua. Ejemplos.
En un espacio E con una topologia c.c. la suma
EXE ->E
(®y) >x+y

es continua si y sélo si para cada entorno de cero U existe otro V
tal que V 4+ V € U. En este caso con la suma E es grupo topolé-
gico abaliano debido a que H_; es continua y diremos que E es es-
pacio de suma continua.

Proposicién 11.— Es condicién necesaria y suficiente para que E,
espacio con topologia c.c., sea de suma continua que sobre E exista
una estructura uniforme compatible invariante por traslaciones. En
este caso tal estructura es tnica.

Demostracion. — Unicidad: Si en E hay una estructura uniforme in-
variante por traslaciones compatible, para cada entorno de cero
U se tiene una vecindad N, tal que

U={xeE:(x,0)eNy
y de la invariancia por traslaciones resulta
Ny ={(y,2) e EXE:y —z¢eUy.
Ademis toda vecindad N es de este tipo, pues
{x e E: (x,0) e N}

ha de ser entorno de cero.

5 — Collectanea Mathematica
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Por otra parte, si existe tal estructura uniforme, la suma es con-
tinua porque si Ny2c Ny, con V= — V,es V 4+ V € U pues se en-
tiende que (x,0)eNy y (y,0)eNy, osea, (¥,0) e Ny y (0,—y) e Ny,
implica (x, —y)eNy y x+yeU.

Proposicién 12. — En todo espacio de suma continua existe una base
de entornos equilibrados y cerrados de cero. Es separado si y sélo si
la interseccién de los entornos de cero se reduce al origen, o sea,
cuando los puntos son cerrados.

Demostracion. — Para cada entorno de cero U existe otro V equili-
brado tal que ¥V + Ve U. Si z ¢ V necesariamente (z — V) nV # ¢
con lo que z — v = w para ciertos v, w de V' y por lo tanto z ¢ U, de
manera que V ¢ U y ademés V es equilibrado por serlo V' (propo-
sicién 2).

La condicién de separacién la cumplen los grupos topoldgicos.

Proposicion 13.— Sea U base de filtro sobre E, espacio vectorial
sobre K. Si se cumplen:

(S.C.1) Para cada UeU y cada d ¢ K existe un V ¢ Y tal que
0V eU.

(S.C.2) Para cada U ¢ U existe algin VeU talque V4+ Ve U.

(S.C.3) Para cada U ¢ U existe V ¢ U tal que D; V c U, enton-
ces existe sobre E una topologia T y solo una con la que sea espacio
de suma continua y en el que U sea base de entornos de cero. El
reciproco también es cierto.

Obsérvese que si cada U e U es equilibrado automaticamente se
cumple (S.C.3) y que si cada U ¢U es absolutamente convexo, o
convexo si K es R o C, se cumple (S.C.2).

Demostracion. — Si U, = {U + x: U ¢ U} para cada x ¢ E y consi-
derando abierto a todo subconjunto A4 de E tal que para cada x ¢ 4
algin U, ¢ U, contenido en A se obtiene una topologia con la que E
es grupo topolégico aditivo ([1] pag. 222) por cumplirse (S.C.1) para
0 = — 1y (S.C.2). Es topologia c.c. pues de (S.C.2) resulta (C.C.1)
y de (S.C.1) y (S.C.3) resultan (C.C.2) y (C.C.3) respectivamente.

El reciproco es obvio.

Ejemplos:
(1) Todo espacio vectorial topoldgico es espacio de suma continua.
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(2) Los entornos de cero de un espacio lineal cumplen (S.C.1),
(S.C.2) y (S.C.3) por lo que estos espacios son espacios de suma con-
tinua.

(3) La suma de un espacio con una topologia T/ en general no
es continua.

(4) Si F es espacio de suma continua, un subespacio E de FX
con una topologia T, es espacio de suma continua puesde V + Ve U
en F resulta W{(; V) + W(M; V) contiendo en W(M; U).

(5) M (D) también es espacio de suma continua.

2. — Propiedades generales.

Si E es espacio con suma continua, U serd base de entornos ce-
rrados y equilibrados de cero.

Proposicion 14.— Sea M subconjunto de un espacio de suma conti-
nua E. Si M es equilibrado, absolutamente convexo, convexo (en
el caso en que K sea R o C) o subespacio vectorial, también lo es
su adherencia M. '

Demostracién. — Consideremos, por ejemplo, el caso en que M es
absolutamente convexo. Si a, be M y |r| + |s| < 1 también se cumple
que 7a - sb es adherente a M pues dado U e U y si V ¢ U cumple
V+VecU tomandoxe(@+ V) n M,ye(+ V) n M necesaria-

mente
(ra +sb) —(rx +sy) =r(@—x%) +sb(—y)eU
de manera que (ra 4+ sb + U) n M no es vacio.

Proposicién 15.— Sea E espacio de suma continua.
(a) A(E) es subespacio vectorial cerrado de E.

(b) A(E), con la topologia inducida por E, es espacio vectorial
topolégico.

(¢c) Un subespacio de E es espacio vectorial topolégico si y sélo si
estd contenido en A(E).

(d) E es separado si y sélo si lo es A(E).
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Demostracion.— (a) Si UeU sea Vel tal que V+ Ve U. Si
%,y son de A(E) existe > 0 tal que %,y son de 7V si |r| > 6 de
manera que x +yerV 47V crUyesx 4y de 4 (E). Por otra
parte, si x ¢ A(E), se puede tomary ex + V ¢ A(E) de manera que
si y ev V siempre que |7| > §, para un 6 < 1, resulta

(Ix+ Uy + 1A (y—xeV+ AV cU
lo que demuestra que x ¢ 4 (E).

(b) A(E) es espacio vectorial topoldgico porque en €l la suma es
continua y sus entornos de cero son absorbentes (ver [4] pag. 146).

(d) Si A(E) es separado y 0 # x ¢ 4 (E) evidentemente existe
U & U tal que x ¢ U mientras que si x ¢ 4 (E), x no es absorbido por
algin U ¢ U y por lo tanto x¢ U. Resultaasique n U =0y E es
separado.

Proposicién 16.— El cociente E[A(E) no tiene puntos acotados.

Demostracion. — Si % ¢ A (EJA(E)), también x & A (E) pues si x & 0 U
necesariamente x — a ¢ 6 U para un a ¢ 4 (E) y a es absorbido por
U, luego U también absorbe a x.

3. — Propiedades de permanencia.

Proposicion 17. — Cada espacio separado de suma continua E posee
una completacién separada E que es espacio de suma continua.

Demostracion. — Como grupo topolégico aditivo, E posee completa-
cién separada E que es grupo topolégico ([1] pag. 249) y al ser cada
homotecia H; uniformemente continua en E, determina una aplica-
cién

E-E

X >0%
con la que se define

KXE—>E

(6,;)—>5;
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que, junto con la suma, determina sobre E una estructura de espacio
vectorial. Ademds el producto por escalares (8, %) — & % es continuo
en el origen porque si en E se tiene D; ¥V ¢ U, tomando adherencias
en E, se obtiene también D, Vel

Proposicién 18.— Si E es espacio vectorial con la topologia inicial
de una familia de aplicaciones lineales f: E — E; (+ ¢ I), en donde
cada E; es espacio de suma continua, entonces E es espacio de suma
continua. El producto de una familia de espacios de suma continua
es espacio de suma continua.

Demostracion. — Si en E se tiene
U=n fi=' (Uy)
k=1
y st V, +V, c U, tomando

V=n i (Vi)
resulta V 4V c U.

Proposicién 19.— Sea F subespacio de E, espacio de suma continua.
El cociente E|F también es espacio de suma continua y es separado
si v s6lo si F es cerrado.

Demostracion.— V 4+ Ve U implica 2(V) + k(V)c k(U) vy ¢ (U):
U ¢ Uy es base de entornos de cero en E/F. En cuanto a la separacién
véase la proposicién 7.

Dadas f;: E; — E lineales con E; espacio de suma continua (para
cada 7 ¢ I), sobre E se puede considerar la més fina de las topologias
c.c. de suma continua sobre E para las que todas las aplicaciones f;
son continuas y con ella se dird que E es el espacio de suma continua
final respecto de la familia (f;);, de aplicaciones lineales. Ejemplos
son los cocientes.

4. — Espacios metrizables.

Decir que E es espacio metrizable significard que estd provisto
de una topologia c.c. inducida por una distancia invariante por tras-
laciones con lo que necesariamente es de suma continua (proposicién
12).
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Proposicion 20.— Un espacio de suma continua E separado es es-
pacio metrizable si y solo si cumple el primer axioma de numerabi-
lidad. En este caso existe sobre E una distancia compatible e invarian-
te por traslaciones (x, y) — d(x, y) tal que, si |¥| = d(x, 0), se cumplen:

(a) |¥| = 0 para todo x ¢ E

(b) |ox] < %] si [§| <1y xeE

(¢) |*x + y| < |x| + |y| cualesquiera que sean x,y de E
(d) Sobre E, |x| = 0 implica x = o

() x,¢eE y |x,/ -0 implica |dx,|] — 0 para cada d ¢ K.

Demostracion. — Todo espacio topoldgico metrizable cumple el pri-
mer axioma de numerabilidad. Reciprocamente, sea

U/ >oU,>2..0U0,o ..

base de entornos equilibrados de cero en un espacio de suma continua
separado E. La estructura uniforme de E, de base de vecindades
{Ny,,m=1,2...}, es metrizable ([4] pdg. 45 — 47) y se puede
construir una distancia compatible definiendo

d(x,y) = infkng(xk_, ) Xk),

en donde se toma el infimo respecto de todas las sucesiones finitas
X1 =%,%,..,.% =9 Y ffEXE - R es la funcién

flxy) =ir}f{% X ——yeU,c}

Por ser f invariante por traslaciones, también lo es d. Se cumplen
(a), (c) y (d) por ser 4 distancia y también (b) porque si |[6| <1y
% € U, también es 6 ¥ ¢ U, de modo que f(d x, 0) < f(x, 0) y |0x] < |x|.
La propiedad (e) equivale a la continuidad de cada homotecia Hj.

Proposion 21.— Si sobre E se tiene un funcional real x — |x| que
cumple las propiedades (a), (b), (c), (d), (e) de la proposicién anterior,
se cumplen también:

(f) lol =0
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(g) Si 6 ¢ K cumple |6] = 1, entonces [dx| = x| para todo x ¢ E.

Ademas (x,y) — d(x, y) es distancia sobre E invariante por tras-
laciones con cuya topologia E es espacio metrizable (de suma con-
tinua).

Si K es R o C, la propiedad (e) es consecuencia de las anteriores.

Demostracion. — (f) es consecuencia de {¢) que a su vez, en el caso
en que K es R o C, se puede demostrar escribiendo

d=m+r e* meN,|[r| <1, teR
pues, en virtud de (b) y (c)

I(Sx”| S m le[t xn' + |76” xnl S (m + 1) |xn| - 0.

n

La propiedad (g) también es consecuencia de (b) pues si |d] = 1

serd |0 x| < |x| y también |x| = < |6 x| por ser = 1.

iéx
)

De las propiedades (a) hasta (f) tenemos que 4 es distancia inva-
riante por traslaciones y su topologia es casi compatible pues (C.C.1)
resulta de ser 4 invariante por traslaciones, (C.C.2) de (¢) y (C.C.3)
es consecuencia de (b) porquesi [§] < 1y || <1y |x] < ¢ también
6% <e.

Obsérvese que E es espacio vectorial topoldgico cuando ademds
de las propiedades (a) hasta (e) mencionadas se cumple

(h) 4, —- 0 implica |d, x| —> 0 para cada x ¢ E. Pues esta propiedad
implica la continuidad de cada aplicacién .§ -~ dx de K en E (en
[4] pag. 163 se puede suprimir de las hipétesis la condicién (F5)
por ser K el cuerpo R o C).

Corolario.— Si E es espacio metrizabie, todo cociente séparado E|F
es espacio metrizable. Si ademés E es completo, también E/F es
completo.

Demostracion. — Al ser E|/F de suma continua que cumple el primer
axioma de numerabilidad es espacio metrizable. La completitud del
cociente ya se cumple en el caso de grupos topolégicos metrizables
completos ([2] pag. 163).

Se cumple el siguiente principio de acotacion umiforme:
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Proposicion 22.— Sea G una familia de aplicaciones lineales conti-
nuas de E, espacio metrizable completo, en F, espacio de suma con-
tinua. Si cada

G)=1{g(x):geG
es acotado en F, G es equicontinua.

Demostracion. — Es la habitual. Si V es entorno de cero en Fy W
otro equilibrado y cerrado tal que W — W c V, el conjunto

M=n""'gW)

geG

es cerrado, equilibrado y ademds absorbente por ser cada G(x) acotado.
Por lo tanto, si (J,) es una sucesién de términos no nulos de K tal
que |8,] — oo (existe por ser no discreta la valoracién de K), es

E=UsM
n=1

pues si xedM y |6] <|6,/, también x &6, M.

Al ser E de Baire, M tiene algtin punto interior, pues lo tiene
algin 6, M, U = M — M es entorno de cero y

gUy=gM —M)cW-—-WecV
cualquiera que sea g eG.

Como consecuencia, y con la misma demostracién que la de [4]
pag. 170, por ejemplo, se obtiene la siguiente generalizacién del Zeo-
rema de Banach-Steinhaus:

Proposicién 23.— Sea E espacio metrizable completo, F espacio de
suma continua y g,: E - F una sucesién de aplicaciones lineales
continuas tal que (g,(x)) es sucesién acotada para cada x ¢ E. Se
cumplen:

(a) Si (g,(x)) es de CaucnY para cada x e M y M es subconjunto
denso de E, entonces (g,(x)) es de CAUCHY para cada x ¢ E,
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(b) Sien F existelim g,(x) para cada x ¢ E, la aplicacién x — g(x)=

= lim g,(x) es lineal continua de E en F.

Para demostrar el teorema de Banach-Schauder se usa el hecho
de que los entornos de cero del primer espacio son absorbentes:

Proposicion 24.— Sea g: E — F lineal continua entre dos espacios
metrizables completos. Si A(E) = E, o sea, si ademds E es espacio
vectorial topolégico, se cumplen:

I.— O bien g es morfismo estricto o g(E) es magro en g (E).

II.— Es g morfismo estricto si y sélo si g (E) = g (E).

Demostracion. — En lugar de repetir la habitual (en la que se utiliza
que si [d,] - o y si U es bola abierta de centro o ¢ E respecto de
la distancia que aparece en la proposicién 20, es E = U §, U y dicha

n>0
demostracién es valida cualquiera que sea K) es suficiente observar

que g: E—g(E) es lineal continua entre espacios vectoriales topo-
légicos (pues g (E) € A (F)) metrizables completos.

Covolario.— Si E es espacio metrizable completo, no existe sobre E
ninguna topologia de espacio vectorial topoldgico metrizable y com-
pleto que sea estrictamente menos fina que la de E.

III. CONVEXIDAD LOCAL.

1. — Calibradores y topologias definidas por calibradores.

Llamamos calibrador sobre el espacio vectorial E a todo fun-
cional positivo

p:E >0, ]

que cumple p(dx) = |8] p(x) ¥ p(x + y) < p(x) + p(y) cualesquiera
que sean ¢ de K y x,y de E. Se conviene que O - o = O.

Las bolas abierta y cerrada del calibrador p serdn, respectiva-
mente, los conjuntos

Ay ={xeE:p(x) <1},Co,={xeE:p(x) < I
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de manera que si es 0 5= § ¢ K se cumplen

0A, ={xeE:p(x) <|0),0C, =xeE:px) <o)}
y todos estos conjuntos son absolutamente convexos.

Proposicién 25.— Sea E espacio vectorial con una topologia c.c. y
#p un calibrador sobre E. Son equivalentes:

(@) p es uniformemente continuo.
(b) p es continuo.

(c) 4, es abierto.

d) 4, es entorno de cero.

(
(e) p es continuo en o ¢ E.

Demostracion. — (d) implica (e) porque cada 64, (6 # 0) serd entor-
no de cero y se cumple p(x) < [d] si x € 6 4, y al no ser K discreto
se puede tomar J 7% 0 tal que |§| < ¢ para cada &> 0.

Para ver como (e) implica (a) consideremos sobre [0, ] una dis-
tancia d compatible con la tnica estructura uniforme del espacio
compacto [0, o] tal que se cumpla

d(a,b) <la—0>|siabel0 ).

Si se cumple (e), dado ¢ << 0 en E habrd un entorno equilibrado
de cero U sobre el que se cumple p(z) < e. Consideremos %,y ¢ E
tales que x — y ¢ U, de manera que es p(x) — v) < e. Si, por ejemplo,
p(x) = oo, al ser p(x — y) finito y p () < p(x — y) + p(y), necesa-
riamente p(y) = oo y d(p(x), p(v)) = 0. Si p(x) y p(y) son finitos

tendremos

ad(p@),p(y) <lp@) —pWI<plx—y) <Ze

Diremos que una familia (p;),; de calibradores sobre E es sufi-
ciente para una topologia T (o que define la topologia T) sobre E
si T es invariante por traslacién y los conjuntos 64, (6 # 0,7 & I)
constituyen una sub-base de entornos de cero para dicha topologia.
En este caso también se dird que E, con la topologia T, tiene la fa-
milia (p;);,; suficiente de calibradores,
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Proposicion 26.— Sobre E cada familia (p,);,; de calibradores define
una dnica topologia T invariante por traslaciones, con ella E es
espacio de suma continua y la familia U de conjuntos del tipo
oU; . i,cond#0y

Upporin = eE:py () <L 1<k <m

constituye una base de entornos absolutamente convexos y cerrados
de cero para J. Esta topologia es separada cuando para cada x %0
de E se cumple p; (x) # 0 para algin 7 el.

Demostracion. — Los conjuntos de U y los del tipo

(0 #~ 0) son bases del mismo filtro que es filtro de entornos de cero
de una topologia sobre E con la que éste es espacio de suma continua
por cumplirse (S.C.1), (S.C.2) y (S.C.3) de la proposicién 14. Ademads la
propiedad de separacién indicada equivale a que se cumpla Un U=o.
‘U
En general la topologia T definida por la familia (p;) de calibra-
dores no sera la topologia inicial de la familia

pitE — [0, ]

de aplicaciones, pero si F es espacio con topologia c.c. una aplica-
cién g: F — E es continua si y sélo si lo son todas las aplicaciones
p:g: I - [0, ], o sea, si y s6lo si para cada p, existe un entorno
de cero en F sobre el que se cumple p, (g (¥)) < 1. Se puede enunciar
un criterio anédlogo de equicontinuidad de familias de aplicaciones
lineales de F en E.

Proposicion 27.— Sea (p;),; familia suficiente de calibradores para
E. Se cumplen:

(a) Para cada ¢ ¢ I, p; es continuo en E.

(b) La familia de todos los calibradores continuos sobre E es
filtrante para la ordenacién < y es suficiente para E.

Demostracion. — De la proposicién 25 resulta (a).
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(b) Si p, g son calibradores continuos, también lo es » = sup (p, ¢)
puesto que éste, ademds de ser calibrador, cumple 4, = 4, n 4,.
La topologia de E coincide con la definida por todos los calibradores
continuos.

Proposicion 28.— Si (p;);.; es familia suficiente de calibradores para
E, un subconjunto M de E es acotado si y s6lo si para cada z ¢l
p:(M) es un acotado de [0, ). La restriccién de cada p;a 4 (E) es
seminorma.

Demostracion. — U; = A, n A (E) es entorno de cero, luego absorben-
te, en A(E) de manera que si x ¢ A(E) se tiene 6 x ¢ U; para algtn

0 #0, es decir, p;(0x) < 1y p; (x) < '% de manera que, al ser

finito, p; es seminorma sobre el subespacio A(E).

Por otra parte, M es acotado en E si y sélo si es un acotado de
A(E).

Sea F subespacio vectorial de E, espacio con una familia suficiente
(p;)ier de calibradores. Estd claro que la topologia inducida por E
en F estd definida por la familia (p; ), de calibradores.

Por otra parte, si p es calibrador sobre E, la funcién 5 definida
sobre E/F mediante

P () = inf p (x)

XEW
es también calibrador y la imagen canénica de 4, es Az, por lo que:

Proposicion 29.— Si la topologia de E estd definida por la familia
filtrante (p;);; de calibradores, la de E/F lo estd por (,)i;-
A partir de la definicién de las topologias iniciales resulta también

Proposicion 30.— Para cada ¢ ¢ I sea E, un espacio con familia su-
ficiente de calibradores y f;: E — E; lineal. La topologia inicial de
E respecto de la familia (f)),,; de aplicaciones estd definida por los
calibradores p, f;, en donde ¢ recorre I y, para cada ¢ ¢ I, p; recorre
la familia de calibradores que define la topologia de E;.

Los productos son casos particulares,
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2. — Topologias con bases de entornos de cero absolutamente convexos.

Si E es espacio con topologia c.c. que, como en el caso en que
posea familia suficiente de calibradores, tenga una base de entornos
de cero absolutamente convexos diremos simplemente que E es
espacio con base de entornos absolutamente convexos. En este caso
la suma de E es continua.

Si (E});.; es familia de espacios con base de entornos absolutamente
convexos y para cada ¢ ¢ I se tiene una aplicacién lineal f;: E— E;,
con la correspondiente topologia inicial E es espacio con base de en-
tornos absolutamente convexos. Los subespacios, los productos y los
limites proyectivos son casos particulares.

Si para cada ¢ ¢ I se tiene una aplicacién lineal f; del espacio con
base de entornos absolutamente convexos E; en E, con el supremo
de las topologias con las que E es espacio con base de entornos ab-
solutamente convexos diremos que E es espacio con base de entornos
absolutamente convexos final respecto de (f;);.-

Proposicién 31.— Sea E espacio con base de entornos absolutamente
convexos final respecto de las aplicaciones lineales

fiiE; >~ E (el
Son bases de entornos de cero en E:
(a) La familia U de los subconjuntos absolutamente convexos

U de E tales que f;=! (U) es entorno de cero en E; para cada ¢ ¢ 1.

(b) La familia ¥ de los conjuntos del tipo
V=rf(V)
el
con V, entorno de cero en E;.

Demostracion. — (a) U es base de filtro que cumple las condiciones
(S.C.1), (8.C.2), (S.C.3) constituida por conjuntos absolutamente
convexos, de manera que es base de entornos de una topologia, la
més fina por construccién, con la que E es espacio con base de en-
tornos absolutamente convexos y cada f; continua.

(b) Cada V &V es entorno de cero puesto que para cada z¢el
el conjunto f;=!(V) contiene a V, y ademis V es absolutamente
convexo.
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Por otra parte, para cada U ¢ U se tiene

U I'[U n f; (E)]

iel

pues U es absolutamente convexo y contiene a cada U n f; (E)).

Basta observar que U n f; (E;) = f; (V;), siendo V; el entorno de
cero de E;

Vi=f1(Un f; (E)) = i~ (U).

Observacion. — Si en la proposicién anterior se cumple ademés que
cada E; es espacio vectorial topoldgico, el espacio E que se obtie-

ne no serd en general espacio vectorial topolégico. Lo serd si se
cumple

2 fi (E) =E.

el
Lema.— Si (A;);,; es familia de subconjuntos de E y
g E—~>F

es lineal, se cumple

gl (4;)) = I'g (4))

iel iel

Demostracion. — De
4;cg? ({’Ig (4,)
resulta

I'd; c g7' (I'g (4)))
iel

iel

por lo que, al ser absolutamente convexa la imagen por g del primer
miembro, necesariamente se tiene la identidad del enunciado.

Proposicién 32.— Bajo las hipétesis de la proposicién 31, si (g;);,;
es una familia de aplicaciones lineales de E en otro espacio F con
base de entornos absolutamente convexos se cumple que (g;);; es
equicontinua si y sélo si para cada 7 ¢ lo es la familia (g; f).;-
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Demostracion. — El directo es evidente. Para demostrar el reciproco
basta observar que si W es entorno absolutamente convexo de cero
en F y se cumplen g, f; (V;) € W para todo j ¢ J, designando

V="rIf (V)

iel
del lema resulta g; (V) c¢ W para todo je J.

En el caso particular de las sumas directas se obtiene, por el
procedimiento de la proposicién 10:

Proposicion 33.— Si E = @ E; es espacio con base de entornos ab-
iel
solutamente convexos final respecto de las inyecciones candnicas

E,‘ g E
se cumple
A(E) = E}? A (E).
3. — Espacios localmente convexos.

Si M es subconjunto absolutamente convexo y no vacio de E, p,,
serd su funcional de Minkowski

ﬁlW:E _»[0: 00:]
x —inf {|0]: x ¢ 6 M}
con Py (%) = o si x ¢ KM.

Proposicion 34.— Si K es R o C y M es subconjunto absolutamente
convexo y no vacio de E, se cumplen:

(a) pu es calibrador.

(b) 4, c M cC

424
(c) Si p, g son calibradores sobre E se cumple 4, c C, si y sélo
si g <p.

Demostracion. — (a) Para demostrar la desigualdad triangular se
pueden suponer finitos p,, (%) y py (¥') ysison xe M y ' ed' M
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se cumple ¥ +x" ¢ M + 6’ M = (6 + &') M por ser M absoluta-
mente convexo, o sea, py (¥ + x') < |8| + |6’ de manera que
tomando infimos gy (¥ + %) < py (%) + pu ().

(b) Sipy (%) <e<<1,esx de e M y por lo tanto de M, o sea

A, € M. Ademds, de x e M = 1 M resulta x ¢C,,,.

tu

(c) Basta observar que de p (y) < 6 < g (y) resulta (1/0)y ¢ 4,
y (1/0)y ¢ C,.

Corolario.— Para N absolutamente convexo y no vacio se cumple
que py = py siy sélo si 4,, ¢ N c C,,, .

Diremos que un espacio £ con una topologia c.c. es localmente
convexo si el cuerpo K de escalares es R o C y si posee una base de
entornos convexos de cero. Tales espacios son de suma continua
pues para la mencionada base de entornos se cumplen (S.C.1), (S.C.2)
y (S.C.3).

Lema.— Si M es un abierto de E, espacio de suma continua sobre
R o C, también son abiertos sus envolturas absolutamente convexa
I'M y convexa C M.

Demostracion. — Consideremos
n n R
X 6% conxeM, 3|6 =e<1 6+#0
i=1 i=1

de manera que tomando un entorno equilibrado de cero V tal que
%; +V € M resulta

n

E 8%+ eV = ;:;15,. (5 + (54/5) V) € 3 0 (i + V)

1=

que estd contenido en I' M, de manera que este conjunto es abierto.
I.a demostracién es andloga para C M.

Proposicion 35.— Si E es espacio localmente convexo se cumplen:

(a) E posee una base de entornos absolutamente convexos y
cerrados de cero.

(b) E posee una base de entornos absolutamente convexos y
abiertos de cero.
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(c) Si U es base de entornos absolutamente convexos de cero en
E, la familia de calibradores (py)y.u define la topologia de E.

Demostracion. — Si V es base de entornos equilibrados y abiertos
de cero, la familia de las envolturas convexas C V de los V ¢V es
base de entornos absolutamente convexos de cero y (a) y (b) resultan
de la proposicién 15 y del lema.

(c) Cada py es calibrador (proposicién 34) y la topologia T defi-
nida por (py)y.u coincide con la de E ya que cada U & U contiene
al correspondiente A,, y éste es entorno de cero en E, pues si es

V c % U también V c 4,,.

Ejemplos. — (1) Los espacios vectoriales topoldgicos localmente con-
vexos son espacios localmente convexos en el sentido de muestra
definicién.

(2) También son localmente convexos los espacios lineales sobre
RoC.

(3) Las topologias Tf poseen base de entornos de cero formada
por conjuntos equilibrados y absorbentes pero, en general no todos
convexos pues se tienen ejemplos en que la suma no es continua.

(4) Si F es espacio con (p,);; familia suficiente de calibradores
(resp. con una base ¥ de entornos absolutamente convexos de cero)
y M un conjunto de partes de X, cada subespacio E de FX con la
topologia Ty tiene la familia suficiente de calibradores

biw: [ —sup p; (f(M)) (¢ el, M e M)

(resp. una base de entornos absolutamente convexos de cero cons-
tituida por los conjuntos W(M; V), con M e M, V V).

(5) M(D) es espacio localmente convexo metrizable y completo
con el sistema suficiente de calibradores definidos por

9 (f) = sup [f ()

(gx (f) = oo si f posee algtn polo en K), cuando K recorre la fami-

6 — Collectanea Mathematica
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lia de compactos de D o, simplemente, una sucesiéon exhaustiva de
compactos de D.

El cociente M(D)/H(D), espacio localmente convexo sin puntos
acotados, es el espacio lineal separado que puede identificarse con
el conjunto de pares (M, (P,),.p) = Py, en donde M es subconjunto
discreto de D y son P, eC [X] tales que P, =0 si 2¢ M, con las
leyes de composiciéon P, + P’y = P"yuur, siendo P, = P, + P’,
para cada z ¢ D; 6 Py, = (6 P),,;, siendo (6 P), = 6 P, para cada z¢ D
y con la topologia invariante por traslaciones con base de entornos
de cero constituida por los conjuntos

Ugx = {Py : M parte discreta de D disjunta con K},

de calibrador

0siMecD—-K
co en caso contrario

br (Py) = {

cuando K recorre la familia de compactos de D.

4. — Teorema de Hahn-Banach vy dwalidad.

La forma analitica del teorema de Hahn-Banach se extiende al
caso de calibradores del siguiente modo:

Proposicién 36.— Sea q:E — [0, o] un funcional sobre el espacio
vectorial real E tal que g(x +y) <g(x) +q(y) ¥ g (tx) = tg (x) si
%,yeE ysit >0 (se supone 0 - co = 0). Sean F subespacio vectorial
de E y h forma lineal sobre I tal que 4 (2) < ¢ (2) para todo z ¢ F.
Existe entonces una prolongacién de % a una forma lineal # sobre E
-tal que u(x) < g(r) para todo x ¢E.

Demostracion. — Como en el caso en que g es finito (ver, por ejemplo
[4] pag. 190-191) resultard de aplicar el lema de ZORN, pues si 4 se
ha extendido a F; sobre el que % (2) < ¢ (2) y sixp¢ F; se obtiene
otra prolongacién u sobre [xy] @ F; sin més que definir u (x) =
=1ir + h(2) si x =txg + 2z con z ¢ Fy, habiéndose elegido 7 ¢ R del
siguiente modo:

Si 2,2’ son de F; se cumple

h@) —h() <q@ —2 <q@E + %) +9(— 2 — %)
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y se puede tomar 7 finito tal que

sup [— g (—2z — %) —h(2)] <7 <inf[g(2' + %) — h(¥')] z ¢ F;

zeFy 2'eFy
puesto que si

inf [g (¢ + %) — b ()] = o0

3'eF

necesariamente g (2" + xp) = oo para todo 2’ ¢ F; lo que implica

sup [— g (—2z —x) —h(z)] = — oo

zeFy
y reciprocamente, con lo que en este caso se puede tomar 7 = 0.

De la definicién de # resulta u (x) = g (x).

Corolario. — Si q es calibrador sobre E, espacio vectorial real o com-
plejo y & forma lineal sobre F, subespacio vectorial de E, tal que

|2 (2)] <gq(2) para todo z¢ F
existe una prolongacién de 4 a una forma lineal # sobre E tal que
| (x)] < g (x) para todo x ¢ E.

Demostracion. — La misma que cuando ¢ es seminorma ([4] pag. 191)
a partir de la proposicién anterior).

Proposicién 37.— Si E es espacio localmente convexo separado se
cumplen:

(@) St 0 #y eE, existe u e E’ tal que uy 7 0.
(b) < E’, E > es sistema dual.
(c) La topologia débil ¢ (E, E’) es topologia de espacio vectorial

topologico separado localmente convexo menos fina que la inicial de E.

Demostracion. — (a) Sea ¢ calibrador continuo sobre E tal que
g(y) > 6> 0y como la aplicacién lineal

h:lyl - K
ry >70



84 Juan-Luis Cerda

cumple |k (ry)| = |7| 6 <|r|q(y) = ¢ (ry) por lo que existe una
prolongacién de % a una forma lineal . sobre E tal que |u (x)| < ¢ (%)
cualquiera que sea x ¢ E. Evidentemente u ¢ E' y es u (y) #% 0.

Consecuencia de (a) son (b) y (c).

Si escribimos E’*= 4 (E)’ cuando la aplicacién lineal u — w4y,
de E’ en A(E)' es biyectiva, se cumple:

Proposicién 38.— Sea E espacio localmente convexo.

a) Para cada elemento no acotado x de E existe u ¢ E’ tal que
u (x) = 1.

(
(b) Es necesario y suficiente para que A(E)’ = E’ que se cumpla
A(E) = E.

Demostracion. — Si x¢ A(E) se puede tomar we[E[A(E)]" tal que
wx = 1 de manera que # = wk ¢ £’ cumple ux = 1. Observese ade-
més que en este caso # ., = o de manera que % — #, ) 1O es in-
yectiva.

Seminario Matemdtico de Barcelona,
junio de 1972
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