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El problema de los procesos irreversibles es uno de los més fas-
cinantes de la Fisica Teérica.

Mientras en otros campos, tales como la teoria de valencia o pro-
cesos de equilibrio la teoria bésica se conoce perfectamente y las
Unicas dificultades que presentan son de caricter puramente mate-
mético, el campo de los procesos irreversibles se halla en formacién,
no existiendo todavia unos conceptos y métodos béasicos totalmente
establecidos.

La importancia que estos procesos tienen en el estudio de los fe-
némenos de transporte es fundamental, tanto para los sistemas me-
cdnico cuanticos como clasicos. El hecho de que casi todos los tra-
bajos estudien este problema en Mecdnica Cudntica, haciendo todo
lo més alguna aproximacién a la- Mecdnica Clasica, nos llevé a plan-
tear este trabajo en el que se estudian los Procesos Irreversibles di-
rectamente en Mecdanica Clasica sin inclusién de Mecdnica Cudntica,
puesto que los fenémenos de traunsporte en el dominio clasico son
de palpitante actualidad cientifica.

Aunque el procedimiento que presentamos aqui es totalmente
general, el problema que nos llevé a realizarlo fue el tener un proce-
dimiento que nos permitiese estudiar los fenémenos de transporte
en el plasma termonuclear — sistema que se rige totalmente por la
Mecénica Clasica — cuando existieran en él perturbaciones hamilto-
nianas, campos magnéticos y eléctricos v perturbaciones no hamil-
tonianas, gradiente de temperatura.

El objeto de este trabajo es desarrollar un esquema general para
el célculo de los coeficientes de transporte, en sistemas que no estdn
en equilibrio, haciendo todo este desarrollo en Mecénica Clédsica.

Primeramente exponemos las razones que nos llevan a realizar
este estudio. A continuacién consideramos el caso en el que la per-
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turbacién del sistema es debida a una fuerza externa que se puede
expresar en forma hamiltoniana, calculando para este caso los coe-
ficientes de transporte.

Después consideramos el caso en el que la perturbacién ya no
puede expresarse en forma hamiltoniana, como sucede cuando existe
un gradiente de temperatura, calculando para dicho caso los coefi-
cientes de transporte y, finalmente, estudiamos la variacién producida
en la funcién de distribucién por el hecho de someter a nuestro sis-
tema a la accién conjunta de dos fuerzas exteriores, una que puede
expresarse en forma hamiltoniana y la otra es un gradiente.

Como referencias previas, en que se explican los métodos aqui
utilizados, pueden leerse las [1], [2], [3], [4].

NECESIDAD DE UNA ’1‘EORfA DE LOS COEFICIENTES DI TRANSPORTE
EN EIL DOMINIO CLASICO

Kubo, en un articulo reciente [5], representa algunas cantidades
fisicas, que aparecen, en los fenémenos de transporte tales como la
susceptibilidad en un campo complejo, la polarizacién o la conduc-
tividad eléctrica por medio de las fluctuaciones en el tiempo de can-
tidades dindmicas asociadas con tales procesos irreversibles. Antes
de la aparicién de los trabajos de KUBo el célculo de tales coeficientes
de los fenémenos de transporte se hacia por medio de la ecuacién
cinética o de transporte de las funciones de distribucién, cuyas solu-
ciones se obtenfan para condiciones de contorno estacionarias o perié-
dicas.

Ia variacién de la funcién de distribucién por la accién de un
campo magnético y eléctrico, en un metal al que suponemos no uni-
forme por la existencia de un gradiente de temperatura, vendrd dada
por:

donde F es la fuerza debida al campo eléctrico y magnético y ( %)
' choq.

es la variacién producida en f debida a las interacciones de los elec-
trones con los iones del metal.
of

ot
Supongamos que w(ﬁ, %') es la probabilidad por unidad de tiempo

Podemos tener una expresién para ( ) del siguiente modo.
choq
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de que un electrén realice la transicién desde el estado % al %’. Para
tener presente el principio de exclusién de PAULI, debemos multi-
plicar ze‘(k_, ') por el ntimero de electrones que estin en el estado
inicial & y por el ntimero de estados finales vacios k. Por tanto

(51 )= | e B FVEY — 1By — B BV 1 ENI R (2
choq
En el estado de equilibrio el segundo miembro de (2) debe ser nulo.

Ahora bien, numerosas investigaciones [6] y [7] han demostrado
que la ecuacién cinética, es en si misma una aproximacién. Tal ecua-
cién, no puede obtenerse sin imponer cierta condicién muy restric-
tiva y que se satisface en muy pocos casos de la realidad fisica. Se
supone, que la variacién producida en la funcién de distribucién se
debe a una perturbacién suficientemente pequefia para que las pro-
babilidades de transicién w puedan calcularse por la perturbacién
de primer orden para un intervalo de tiempo £, tal que la energia
del sistema sin perturbar se conserva en la transicién.

Llegamos, por tanto, a la conclusién de que para muchas situa-
ciones fisicas, no podremos escribir una ecuacién cinética, es decir,
tal ecuacién cinética no es cierta para esas condiciones. Por consi-
guiente, las conclusiones que obtengamos de la ecuacién cinética para
los casos en que no esté justificada su validez, aunque puedan ser
ciertas, no estin demostradas ni tienen valor cientifico alguno.

Kvoco KuBo en [5] desarrolla la teoria de los procesos irrever-
sibles cuanticos, es decir, aquellos procesos que se rigen por la Me-
cdnica Cuéntica, aunque hace indicaciones de cémo podrian obte-
nerse las férmulas correspondientes del dominio cldsico. Asi, por
ejemplo, nos dice que el limite clésico se obtiene ficilmente de las
correspondientes férmulas de la Mecédnica Cudntica reemplazando
el conmutador de dos cantidades A y B dividido por, 7 5, es decir,
(4, B]

ih
correspondientes de A y B en el dominio cldsico o también haciendo
que 5 - 0. Citemos como un caso concreto el presentado en ese
mismo trabajo en el que se obtiene la f6rmula para el tensor conduc-
tividad en el dominio cudntico.

substituyendo por el paréntesis de PorssoN de las funciones

00 B
G, () =J g =it (;t! dA<],(—ibA) J.(t)> (3)

0 0
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donde o,,(w) es el tensor conductividad y f = siendo % la cons-

1
kT
tante de BorrzmaN y T la temperatura absoluta para un campo
eléctrico periédico E, = E,, e~ Los paréntesis < > indican valor
esperado de las cantidades que estdn dentro de ellos, en este caso
J.y J. ¥ cuyo significado es de la corriente en la direccién v y u, res-
pectivamente.

Ahora bien, en [8] siguiendo la regla anterior, es decir, haciendo
h = 0 en la férmula (3) del tensor conductividad de la Mecénica
Cuéntica, obtiene la siguiente expresiéon del tensor conductividad
para el dominio clésico:

) B
G (0) =J e~ dt ‘ di<J,(0) J.(¢)> =

0 ‘o
oo (4)
= ﬂJ ool dt <], (0) T, (t)>
0
aunque €l se olvida de una B.

Evidentemente, el procedimiento de obtener los coeficientes
de transporte del dominio cldsico a partir de los del cuédntico nos
parece a todas luces poco conveniente. En primer lugar es ridiculo
pensar que hemos de resolver primero el problema mecanico cudntico
para obtener la conclusién clasica. Generalmente el problema cudn-
tico es mas complicado como veremos continuamente, si comparamos
la investigacién que presentamos a continuacién en la que nos ce-
fiimos desde el principio a la Mecédnica Clasica, con los trabajos de
KuBo. As’, por ejemplo, la férmula:

J
[A, exp (— BH)] =exp (— /SH)J exp (AH) [H, A] exp (— AH) d2 =

0

B
_ ; exp (— 5H)J exp (AH) A exp (— AH) da = (5
0

T’ ’Iiﬂ o
= 7 exp (— ﬂH)J A (—ib2)da

0

Como la matriz densidad g es de la forma ¢ =exp (— BH) po-
demos aplicar la férmula general (5) y calcular el conmutador [o, 4]
obteniendo la siguiente expresién:
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B
(o5, 4] = i J o5 A (— ibd) di (6)
0
En el dominio clasico teniendo presente la referencia 5 obtenemos
para la expresién [A°, exp (—pf H?] la siguiente relacién
B
(A, exp ()| = exp (%) exp (H*)LH, A°) exp (—AHOMA (6
0

que es valida cuando A° y H® son operadores, podemos generali-
zarla para el caso en que H° no sea operador

[A°, exp (— BH)] =exp (— ﬁH)fBexp (AH) [H, A°] exp (— AH)dA
0

como H y [H, A°] conmutan, para este caso se tiene que verificar

8
[A°, exp (—fH)] = exp (—ﬁH)f [H, A°)dA =p exp (— pH)[H,A°] (7)
0

es decir, que la expresién (5) para el caso cudntico se ha conver-
tido en (7) en el caso clésico y obtenemos para el conmutador [fy, 4],
donde f, es la funcién de distribucién, la siguiente expresién:

[ Al =271 [A, exp (— BH)] = — pz~' exp (— fH) [H, 4] =
= — B fo [H, 4] (8)

siendo (8) la equivalente a (6) de la Mecanica Cudntica mds sencilla
y fécil de deducir.

Por tanto, considerdndolo solamente desde el punto de vista de
la economia de trabajo, es importante presentar un desarrollo com-
pleto de la teoria de los procesos irreversibles en el dominio cldsico
directamente.

Existen, ademds, otras razones que hacen absolutamente nece-
saria, la investigacién que desarrcliamos a continuacién. Por ejem-
plo, sabemos que légicamente para concebir la existencia de la Me-
cinica Cudntica necesitamos como instrumento que fundamente el
dlgebra de la medida cudntica mecanismos que se rijan por leyes
deterministas estrictas, es decir, en la base de la Mecéinica Cuéntica
figura la clasica, sin la existencia de esta tltima es imposible con-
cebir la primera.
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La Mecédnica Cuéntica estudia los sistemas fisicos del microcosmos,
es decir, aquellos cuyos tamafios son del orden de magnitud atémico
o niiclear y necesita hacer una serie de medidas de estos sistemas que
forzosamerte ha de llevarlas a cabo mediante instrumentos ade-
cuados. Estos instrumentos han de darnos sensaciones que impre-
sionen nuestros sentidos; luego han de regirse por leyes de la Mecé-
nica Clasica.

Si esto es asi, no podemos aceptar como camino para obtener las
férmulas de los coeficientes de transporte en el dominio cldsico, su
célculo previo en el dominio cudntico.

De todas formas, aunque las dificultades mencionadas anterior-
mente no existieran, hay otras razones que exigen una deduccién
independiente de los coeficientes de transporte en el dominio clasico.
El procedimiento de KuBo se basa en el principio de Correspondencia
que vamos a considerar ahora.

El Principio de Incertidumbre de HEISENBERG, nos dice que en
Mecéinica Cuéntica son observables compatibles solamente uno de
cada par de variables canénicas conjugadas de la Mecédnica Clasica
y por tanto, una variable generalizada de un sistema X, y su mo-
mento canoénico conjugado no conmutaran.

X, P] =i b

El Principio de Correspondencia establece una relacién entre la
Mecédnica Cuéntica v Mecdnica Clésica, puesto que la primera, cuando
» tiende hacia cero degenera en la Clésica, es decir, cuando conside-
ramos sistemas muy grandes respecto al cuanto de accién de PLANCK,
para estos sistemas la relacién anterior se convierte en

X, P]~0O

y, por consiguiente, pares de variables canénicas conjugadas son
compatibles en la Mecanica Cldsica, como ya conociamos.

No debemos suponer, sin embargo, que esta correspondencia entre
ambos puntos de vista, cldsico y cudntico, existe siempre, porque
hay algunos aspectos tales como la distinguibilidad entre los sistemas,
que son totalmente diferentes en ambas Mecdnicas. Pero a su vez
el Principio de Correspondencia tiene un sentido mucho maés pro-
fundo que el de ser una mera regla prictica para construir la Meci-
nica Cuéntica a partir de la Clasica, puesto que indica también una
dependencia de la primera del punto de vista clésico, puesto que como
ya dijimos anteriormente, es imposible hablar de Mecénica Cuantica
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sin la existencia de sistemas fisicos para los que no sea vilida la
mecénica clasica; estos «sistemas cldsicos» son los aparatos con que
realizamos el proceso de medida.

Hay algunos fenémenos cuédnticos que no tienen su correspon-
diente cldsico. Esto sucede con el spin que sélo tiene existencia en
Mecénica Cuéntica y cuyo sentido es el de un cierto momento angular
intrinseco; estd definido del siguiente modo S =#S. Al pasar a la
Mecénica Clisica no nos aparece el spin debido a que sus valores

posibles son muy pequefios 0, ;—, 1, %, 2 y cuando 5 — 0, el producto

hS — 0. Por tanto, todo fenémeno que en Mecdnica Cudntica esté
relacionado con el spin al pasar a Mecénica Clasica no lo encontra-
mos; y asi sucede con el Principio de Exclusién de PAvuLI cuya va-
lidez esta intimamente relacionada con el spin.

Debido a todo esto, muchas veces tendremos mayores complica-
ciones en el problema cudntico no sélo de tipo algebraico, segtin sefia-
lamos antes, sino también conceptual.

Aparte de lo anterior, para justificar el procedimiento de Kuso
tendriamos que demostrar que a la matriz densidad de la Mecédnica
Cuéntica le corresponde en el dominio clisico la funcién de distri-
bucién cuando hacemos » — 0 y ademés que al valor medio de una
cantidad obtenida por medio del operador densidad mediante

<A> =1tr pA

le corresponde el valor medio en Mecénica Clasica mediante la funcién
distribucién

<4> =JfAdq ap

correspondencia que ha sido estudiada por VAN HOVE y que requiere
se satisfagan ciertas condiciones restrictivas.

Finalmente, nos queda por examinar la misma validez del pro-
cedimiento de KuBo, frente al basado en la ecuacién cinética. Una
deduccién de los coeficientes de transporte cldsicos a partir de la
Mecéanica Cuantica no permitird estudiar adecuadamente y con sen-
cillez cuando la ecuacién cinética puede utilizarse en lugar del pro-
cedimiento que vamos a desarrollar aqui.

Deberiamos resolver primero el mismo problema en Mecédnica
Cuéntica y luego estudiar las condiciones en que la ecuacién cinética
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cudntica se convierte en la ecuacién cinética cldsica. Problema doble-
mente 4drduo al de haber presentado una teoria de los coeficientes
de transporte cldsicos directamente.

En todo lo anterior queda ampliamente demostrado la necesidad
desde el punto de vista légico y econémico, de estudiar los procesos
irreversibles en Mecénica Clasica directamente sin inclusién de la
Mecédnica Cuéntica. Y eso es lo que vamos a hacer en este capitulo.

Queda adn por examinar la conveniencia de esta investigacién
desde el punto de vista practico. Queremos preguntarnos aqui, si
una vez desarrollada la teorfa de los coeficientes de transporte en el
dominio clasico, podremos aplicarla a algin problema de palpitante
actualidad cientifica. Este puede ser el plasma termonuclear, que se
rige por la Mecénica Clésica y en el que los problemas de transporte
son de gran importancia.

A continuacién pasamos a considerar el caso de un sistema que
ha sido sacado de su estado de equilibrio por una perturbacién que
puede expresarse en forma hamiltoniana.

PERTURBACION HAMIITONIANA

Supongamos un sistema que interacciona débilmente con cuanto
le rodea. Por tanto, cuando no exista ninguna perturbacién externa
este sistema tiende hacia una distribucién de equilibrio cuya funcién

de distribucién es f,.
El movimiento del sistema nos vendrid dado en Mecanica Clasica

por la ecuacién de LIOUVILLE
. o0f(t
i 210 pop =0 o)

donde H° es el operador hamiltoniano total: H% = H® 4 V#) y
estd definido por:

- _'i{aHTa aHTa}
T = A AT a3, Az

donde Hr es la funcién hamiltoniana total, H® es el operador hamil-
toniano del sistema y es igual al de las particulas que componen
nuestro sistema H, mas el debido a la interaccién entre ellas HY, es
decir: H® = H% + HY,.

Por tanto, el hamiltoniano H° determina el movimiento natural
del sistema.
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La perturbacién de nuestro sistema V(#) la suponemos producida
por una fuerza externa que podemos representar por el operador:

VO(t) = — F(t)A° (10)

donde F(f) es una cantidad escalar con dependencia explicita del
tiempo y A° es un operador que no depende explicitamente del tiempo.

El movimiento natural del sistema viene perturbado por esta
fuerza y esta perturbacién es pequefia si la fuerza es débil.

Suponiendo que la perturbacién es pequefia, podremos expresar
la funcién de distribucién f(¢) del sistema, como la suma de dos tér-
minos, uno correspondiente a la funcién de distribucién del sistema
en equilibrio f, y el otro sumando que corresponde a la variacién
producida en la funcién de distribucién por el hecho de existir la
perturbacién y que llamamos f;

@) =fo+h (11)

Si suponemos que la funcién de distribucién en el infinito pasado,
es decir, para ¢ = — oo estd dada por f,; esto indica que entonces
hay equilibrio, y, por tanto, se debe verificar:

H%, =0

La funcién de distribucién f(£) obedece, como hemos dicho ante-
riormente (9) y substituyendo en esta expresién (11) y (10) tenemos:

MO — i mor iy

Si nos limitamos sélo a la aproximacién lineal y substituimos por
su expresiéon (11), tendremos:

Q%(t_t) =H+ V) (fo+ f1) ~Hf, + VO (2) fo

e integrando, tenemos

-t

f) =h+ | eme=n Vo) fy e g
Y —o0
Luego la variacién experimentada por la funcién de distribucién
al actuar la perturbacién VO(i) es:
-t
fr =) = o = | 50 Vg 0 ar

—00
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que no es sino la integral de la ecuacién:

% =H"f, — F(1)A° ], (12
Yy, por tanto
¢
o= —J FHOU—) F (1) A0,y eH0—1) d, (13)

Definimos el valor esperado de una cantidad Q como la integral
extendida a todo el espacio fase de esta cantidad multiplicada por
la funcién de distribucién:

Qs = J 0(g, B) 1a, b, 1) dg dp

FuNCION RESPUESTA DE UN SISTEMA AISLADO

Entendemos por respuesta de una cantidad fisica B(g, p) a 1a va-
riacién AB(f) que ha experimentado dicha magnitud al actuar la
perturbacién

rt

AB(t) =<}, B> =<— e~ F (1) A0 fo eHOU=0) dt’> -

= ,—<[‘F(t') A%, B(t—?) dt’> (14)

—oQ

expresién que podemos escribir de la siguiente forma:
t
AB(Y) =J F () dualt — t) dt (15)

donde
bpa(t) = —<A° fo B(1)> (16)

a esta funcién ¢p, (£) se le llama funcién respuesta o funcién posterior
al efecto y describe la respuesta de B cuando ha transcurrido un
tiempo ¢ después de haber aplicado un pulso

Qeaa U

N [

o) t o) t
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T.a ecuacién (16) puede interpretarse del modo siguiente: A %,
es el cambio que experimenta la funcién de distribucién f, producido
por el pulso. El efecto de esta variacién sobre el valor de I3, un cierto
tiempo después nos lo da la primera ecuacién (16). Pero al hablar
del cambio sufrido por la funcién de distribucién, nos hace pensar
en el efecto del pulso sobre el movimiento de B. El término A°B(¢)
de la dltima ecuacién (16) da dicho efecto.

La ecuacién (15) dice que la supuesta lineal de una cantidad
fisica B a una fuerza externa F(f) es una superposicién de los efectos
debidos a los pulsos F(f), desde — oo <t'<t

ADMITANCIA DE UN SISTEMA AISLADO

Si la fuerza que actda sobre el sistema es periddica, es decir, del
tipo:
F(t) = I, cos wt
podremos escribir la respuesta asi:

AB() = Re Xp4 () F, ¢

donde Xy, (w) es un complejo que llamaremos admitancia y que
estd definido a partir de la ecuacién (15).

XBA (a)) ZJ ¢BA (t’) e_i“’t’ dt’
0
porque al sustituir F (f) en (15) tendremos:

t
AB(t) = Re X4 (0) Fy e = J $pa (t — t') Re Fy eot=1) g =

= Re F, e"“”J bpa (') e~ dt’
0

més exactamente podremos definir Xz, (w) como:

oo
XBA (CO) = lim ¢BA (t’) g~ it —et' gyt —
e—>0+
0

0O

— lim J o—ior=st A0 f B (t)> df’ (17)

§—>0+
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APROXIMACIONES DE ORDEN SUPERIOR

Observemos que el método empleado se puede aplicar a aproxi-
maciones de orden superior al lineal. Para ésto supongamos f(f) des-
arrollado del modo siguiente

1@) =fo + f(f) + fa(t) + ... (18)
donde el término £ del desarrollo satisface la ecuacién :

i % pog,— Py Aoy, (19)

La solucién de esta ecuacién ya sabemos cuél es y por tanto la
solucién completa (9) es:

oo t t1 tk—l
&) =fh+ Y O—V( (u.{e‘mm4ﬂA°e4mWW’AQn
k=1 Yoo’ —oo ¥ —oo

T 1) 4 Of | GiHO—12)

F(t) F(ty) ... F(ty) dty dt,... dty —

oo -t -1 rty
=f+ 3 (—l)kj J - | 0 A0 (1) A0ty .. ALYy .. 70 X
k=1

X F(4) ... F () dt, ... dt, (2.20)
donde A%f) estd definido por:

A (t) = A° (qt, p1) » Pimo =9 » Fi—0 =¢

Estas soluciones nos permiten escribir la funcién respuesta con mayor
aproximacién. Asf, la aproximacién de segundo orden de la respuesta
de B en el tiempo ¢ la podremos escribir como :

-t ¢
‘AzB(t) = (“')2<J J A° (¢ — tz) AofoB(tl — tz) F(t1) F(tz) dt, dt2>

-0 —00

Consideremos ahora el comportamiento de la funcién respuesta
$54 () en el limite ¢ — oo. Puede ocurrir que ¢z, (f) tenga un valor
limite o puede que no se aproxime a ningtin valor definido. Si tiene
un limite debe verificarse:

t—>o0
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Esto es evidente por el teorema de ABEIL

Hm ¢py (f) = lim e J‘o;‘“ () e dt (22)
0

t—>00 e—>0+4

que es valido si existe el primer término de la igualdad (22). La
parte de la derecha de ésta, es cero a menos que ¢z4(f) tenga una am-
plitud de FOURIER finita en la frecuencia cero. Si ¢z,(f) tiene finitas
las componentes de FOURIER para un conjunto de frecuencias finitas,
#54(t) oscilard indefinidamente y no tendrs limite. En el cilculo de
la admitancia tenemos que el factor e~ converge, pudiendo considerar
la (21) vilida. Si ¢p4(f) se expresa por una integral de FOURIER con
espectro de FOURIER continuo, la ecuacién (21) es cierta en general.
Esto sucederd cuando consideremos sistemas grandes en los que las
interacciones entre los microsistemas que componen el sistema total
son tales que los desdoblamientos de los niveles de energia lo hacen
en una estructura tan fina que no se pueden apreciar en la obser-
vacién. El error en la observacién de la frecuencia implica un promedio
que nos permite sustituir el espectro originalmente discreto de Fou-
RIER por un espectro continuo.

FUNCION DE RELAJACION

Si la perturbacién se aplica de un modo continuo desde f = — oo
hasta £ =0 y cesa de actuar en el instante # =0, la respuesta 4 B
se relajarid segin la férmula:

0 oo
AB(t>=j boa (t— ) F =F| poq(t)at (23)

t

A la funcién que nos describe la relajacién de 4 B después de haber
cesado la perturbacién exterior, la llamaremos funcién de relajacién
y viene dada

By (f) —lim [ o (t) e dt (24)
e—>0+
‘ot
La admitancia Xz, (w) puede calcularse por medio de la funcién
de relajacién
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e—>0+

Xpa (w) = J ¢B4 ) gt gt —

=1lim
=0+ 7 -{— €

{tﬁm (0) + [ b4 (t) e“i“"”s’dt} =

= @y, (0) —io ( "0, (£) e~ dt (25)

]

Supongamos que la funcién de distribucién de nuestro sistema es
candnica y estd dada por

fo(g, p) = =71 &4 (26)

donde = %, y 271 es la constante de normalizacién:

z=Jd3qd3p e~PH

Aplicando la fé6rmula (7) que para el dominjo cldsico dimos ante-
riormente tendremos:

[fo, A°] = — 271 [A®, exp (— pH)]=— fz"' [H, A°] exp (— BH) =
=p[A°, H] f (27)

La ecuacién (16) la podremos escribir de la forma siguiente:
$pa (t) = — <[4, fo] B@t)> =
84 (0)
=—(BIH A1 BW®)= <ﬁ R TON

(49 Bu) = 5 (40 50y =~ peapw> @9
y también
$ual®) = — <[4, K1 BW)> =— <B[H, AlfoB (0> =

(aA B(f)y=f <A B (1) (29)

Substituyendo (28) en la funcién de relajacién tenemos:

Bpa(t) = J ?BA &)t =B {«4 (0)B(t)> — <Ay, By (30)



Procesos irreversibles en mecénica clasica 125

donde A,y B, representan la parte invariante de A 6 B con respecto
al movimiento natural, es decir, con relacién al movimiento regido
por el hamiltoniano H. Por tanto, la cantidad A estd definida por:

oo

Ay =lim SJ e’ A () dt

S—0+

1 ~T
—lim TJ A) @
T—o00

0
luego es igual a su valor medio en el tiempo. Por lo tanto @p,% defi-
nido por la ecuacién (30) tiene la propiedad de que no permanece
constante cuando # — oo. Tiende a cero cuanto ¢ — oo 0 simplemente
oscila. Esto lo podemos escribir asi:

D(t) ~0 cuando I > oo (32)

en el sentido de limite generalizado.

FUNCION DE EXCITACION

También podemos definir una funcién @° que llamaremos funcién
de excitacién y que nos da la variacién 4 B(¢) experimentada por B,
cuando se aplica una fuerza constante desde

D5, (t) = f<A (B — B(t)> (33)
Por tanto:
tlim ¢3BA (t) = QBA (0) (34)
puesto que

lim @%g, (f) =p<A (B — B,)»
t—>o00
D54 (0) =B <A (B — By)>
En particular tendremos para ¢ =0 de (33) y (25)
X34 (0) = Ppa (0) = P54 (o0) =f<(4 — Ag) (B — By)> (35)
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a Xp,4(0) le lamamos la admitancia estética.
La ecuacién (35) es un poco molesta debido a que la admitancia
isoterma, X7p, es:

XpsT =p<(4 — <A>) (B — <B>) (36)

siendo <4> y <B> los valores esperados de 4 y B en el equilibrio tér-
mico.

Las expresiones (35) y (36) son diferentes salvo en el caso en que
A y B se les imponga ciertas restricciones. La admitancia estatica
X54(0) de un sistema aislado sobre el que se aplica la fuerza F adia-
baticamente estd dada por la ecuacién (35). Por otra parte Xp4T (36)
es isoterma y da la respuesta cuando el sistema estd en contacto tér-
mico con el foco caliente. En este caso necesariamente no pueden ser
iguales.

Hay algunos casos para los que las situaciones son tales que las
diferencias son completamente nulas. Esto sucede, por ejemplo,
cuando suponemos un sistema magnético que estd magnetizado por
un campo externo. Si la energia magnética es solamente una fraccién
pequefla de la energfa total, el proceso de magnetizacién tratado por
la ecuacién (35) es practicamente isotermo. Esto quiere decir, que
si las capacidades calorificas asociadas con 4 y B son solamente una
fraccién pequefia de la capacidad calorifica total se debe satisfacer
practicamente la igualdad

XBA (0) = XTBA (37)

Todo esto estd relacionado con la propiedad ergédica del sistema,
KuINcHIN [9] ha demostrado que la ergodicidad para una cantidad 4.

a saber:
I3

4> —lim % A ) dt (38)
t—> 00
0

debe ser valida si la autocorrelacién de A satisface la relacién

tlim <A (0) 4 (2)> =<A»2 (39)
donde <4 > es el valor medio de la cantidad 4. La ergodicidad de 4
(38) significa que el promedio en el tiempo de 4 a partir de un punto
origen P situado sobre una superficie ergddica tiende a <A> indepen-
dientemente del punto P inicial considerado. También se puede
probar que la funcién de correlaciéon <A (0) A ()> satisface la (39)
si (38) es uniformemente valida.
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Por tanto, la ergodicidad (38) no serd valida puesto que
Xpa (0) # Xpa*

lo cual implica que:

lim <4 (0) B(f)> #<A><B> (40)
t—00
Esto es completamente cierto, por ejemplo, en los procesos de magne-
tizaciéon de un sistema magnético ideal. Las susceptibilidades iso-
termas y adiabdticas son diferentes, siendo las tltimas cero.

Por tanto, aplicaremos la teoria a sistemas totalmente reales que
contengan varias interacciones. Entonces la (37) esperamos que sea
valida si el sistema total es suficientemente grande comparado con
los grados de libertad asociados a las cantidades observadas A y B.

Para sistemas muy grandes, la distribucién canénica es casi equi-
valente a una distribucién microcanénica con una fluctuacién rela-
tiva muy pequeila. I.as ecuaciones (30) y (36) pueden considerarse
como situadas en superficies ergédicas. La ecuacién (37) serd valida
si las cantidades A, By 4 (0) B(¢) son ergédicas, a saber:

t
<4A> =1lim % ( A () dt
t—>o0 {
0

t—oo0 ¢
©0

<B> =1lim 1—[ B (t) dt (41)

-t
<A (0) B (f)> —Tlim

7 <A@)B({t' +t)>at
Y

"0
La parte derecha de las ecuaciones se determinan primeramente
localizando el punto inicial del tiempo medio, pero no dependen de
esto. Esta es la afirmacién de ergodicidad.
Si la condicién de ergodicidad (40) se cumple totalmente, ten-

dremos:

v

+ tlim <A (0) B()> =tlim t'lim %J <A@ B 4+ 1)> dt’
0
1 t pt
=t1_i>r£1° 7 ( [ CA@)B(@ + ) dt' dt =

‘070
=<<A><B>> =<A><B> (42)
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entonces la relacién
Dp4(0) =DP°p4(00) =Xpa(0) =p<(A — Ap) (B — By)> #XTp4 (43)

es valida.

Como ejemplo, vamos a considerar un sistema magnético. El
sistema M de unidades magnéticas pertenece a un sistema mas grande
R, con una cierta interaccién entre M y R. El sistema total S que
consideramos es M -+ R. Si la capacidad calorifica de R es grande
comparada con M, R es una especie de baifio calorifico para M. Si
consideramos a M como una distribucién candnica e ignoramosla
interaccién entre M y R, la funcién de relajacién calculada en (30)
describe solamente el proceso interno dentro del subsistema. La sus-
ceptibilidad magnética, obtenida asi es adiabética. Para esta dis-
tribucién canénica la ergodicidad dada en (31) no sera vélida.

Si consideramos la interaccién y suponemos que (sta induce un
proceso de MARKOFF para las transiciones de M entre sus dis-
tintos estados, la ergodicidad (41) es cierta. La suposicién de MAR-
KOFF puede ser adecuada cuando la interaccién es débil y satisface
ciertas condiciones que son exigidas. Si estas condiciones no se sa-
tisfacen nos vemos forzados a tratar directamente con el sistema
completo M + R. La funcién de relajacién o la funcién respuesta
se han de considerar para el hamiltoniano completo de M + R. En
este caso, la ergodicidad (41) serd, aproximadamente, cierta si el
sistema M es pequefio comparado con R.

FUNCIONES DE CORRELACION

Ya hemos visto anteriormente que las funciones de relacién @pg,(t)
para un conjunto canénico es esencialmente la funcién de correla-
ci6n de A v B, a saber:

Dy () = Bi<4 (0) B(f)> — <4y By} (44)

donde los paréntesis significan el valor medio extendido a la distri-
bucién canénica. O, la funcién de excitacién es

Ppa(t) = f<A(0) (B — B(®)> (45)

Otras funciones, como las funciones respuesta, son proporcionales
a funciones de correlacién, es decir:

$p4(t) = — B<A(0) B()> (46)
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Para los sistemas microcanénicos ésto también es vélido, siempre
que el sistema en cuestién sea grande.

Vamos a considerar algunos casos que sirven para aclarar la idea
general del desarrollo realizado hasta aqui.

PERTURBACION DE UN SISTEMA MAGNETICO POR UN CAMPO MAGNETICO
UNIFORME

Consideremos primeramente un campo magnético uniforme H
que actia sobre un sistema magnético, cuyo momento magnet1co
total es M. La energia de perturbacién debida a H(@)e

V() =— M H() (47)

FEl movimiento natural del momento magnético en ausencia de un
campo externo estd representada por M (t). Si el campo externo H (t)
se aplica en la direccién » la funcién respuesta @,, para la magneti-
zacién en la direccién u es:

b () = <[for M1 M, (t)> = p<M,M, (t)> (48)
y la funcién de relajacién
®,,(t) = B <(M,(0) — M) (M, (t) — M,)> (49)

donde M,y y M, son las partes invariantes de M Y M, con respecto
al movimiento natural del sistema, es decir, el generado por el hamil-
toniano H° sin perturbar.

Si consideramos un sistema de volumen unidad, la admitancia
se nos convierte en susceptibi.idad magnética. El tensor susceptibi-
lidad magnética lo podremos expresar en funcién de ¢, (?) o D, (¢) la
expresiéon conveniente teniendo presente (2.25) serd

X () =9D,,(0) —1 wJOOQ,, (¢) e~ dt (50)

0

La susceptibilidad estatica en particular, vendra dada por:

X, (0) = B <(M, (0) — M) (M, () — M,)> (51)

que es la susceptibi'idad para el sistema aislado y no tiene que ser
necesariamente igual a la susceptibilidad isoterma

v =ﬂ<M,——M,,>—/3<M,><Mu> (52)
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En la expresién (51) de X,,(0) lo que restamos es la parte invariante
de M,y M . con respecto al movimiento natural del sistema. Esto
corresponde al hecho de que la magnetizacién en un sistema aislado
se produce adiabaticamente permaneciendo invariable la probabi-
lidad de ocupacién de los niveles. Iin cambio X7 se refiere a cam-
bios en procesos isotermos.

Para que las ecuaciones (51) y (52) sean iguales se ha de verificar

<M,y M,> = <My <M,
La expresién (52) fue dada por KIRKWOOD para la teoria cldsica
de la polarizacién de dielectricos. La (51) es su extensién a la suscep-

tibilidad adiabética y (50) la susceptibilidad compleja para estados
que no estdn en equilibrio.

CONDUCTIVIDAD ELECTRICA

En segundo lugar podemos considerar el caso de la conduccién
eléctrica. La energia de perturbacién para un campo estd dada por el
hamiltoniano perturbador,

3
VO(t) = —en E,(t)¢% = X (— en E, (t) g%) (53)
v=1

donde ¢ es la carga de la particula y # el ntimero de particulas g, el
vector posicién el campo eléctrico E, () depende del tiempo aunque
no de las coordenadas.

Ia funcién de distribucién del sistema es la MAXWELL:

folg, p) =271 e7PH
donde H es la funcién hamiltoniana del sistema sin perturbar.

La respuesta de la corriente en la direccién px cuando aplicamos
un pulso de campo eléctrico en la direccién » en el instante ¢ =0, es:
¢/w (t) = nz 62 <U0r qo”] 9# (t)>

Calculamos primeramente [f,, ¢%]
[fo, %] == [e7PH, ¢%] = 271 [¢%, H] [,
Queremos saber qué es [¢%, H] teniendo presente que en representa-

cién de momentos la coordenada ¢°, es g% ~ — ¢%—
. 0H . L

0 —_ g = 7 = —
[q%, H] = 16¢v 14, 19,
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Por tanto, la funcién respuesta es:
b () =2 ¢ B <, (0) v, (¢)> (54)

Ta corriente en la direccién u sera:

7;:(“ =7’L6(_’I;‘,> :”Bd’;’ﬁ(%P» =

= — ne <vﬂf e [fo, VOt — t'")] e HY gty =

0
S n6< ( ¢HY v, ¢ T [f VO (¢ — )] dts (55)
“ 0

Si el campo eléctrico tiene la forma:

Ev(f) =E,, ¢ (56)

roc
],, () =n2 62< [ At e—iH" v, giHe." [fo, qO0] €~ E,, ei“”\ _

J, )

=Wﬁ<[ﬁ”r”waﬁWWMJM6”WEAW (57)
(]

Podemos definir el tensor conductividad o,, por la siguiente ex-
presion:

Ju(t) =0, E,(t) (58)
o, Serd, por tanto, igual a:
— 2 02 e s—iwt” ,—iHo" o iHo 01\
Oy =m2e < ( dt'’ e e v, € [fo» 7%] J (59)
]

Cuando el espacio fase estd particularizado para el origen de
tiempos, podemos escribir:

5,, (") = e—HY” é};t g (60)

luego, la expresién final para la conductividad es:

Oy = n2e2 <I at’ e“"”’”;ﬂ (") [fos q°,]> (61)
0
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si substituimos [f,, ¢%] por su valor, tendremos:
R -— -
Opu» =J e~ dt «n2e? B, (0) v, (¢)> =
0

— ] el ., (1) di =B J e~ <, () J,(0)> di (62)

)

En particular la conductividad estatica estd dada por:
=4[ @ ST (63)
0

Teniendo presente que en la representacién de momentos la
coordenada ¢°, viene dada por

9
b,

de la ecuacién (61) si referimos todo al origen de tiempos tendremos

q07~'—i

oo = ([ @t U ) =

0

=n2 e2 < J.ojit” el E,, (9] [fo, — l > =

0
> 1 —1 14 af
=_nZez,3J at’ e=iot { v, (1) 210 (64)
i e (%)

Integrando por partes con relacién a 5%

Y2l

Ouy = — n2 e? ﬁJ at’ B—iwtﬁ<a 'U” t )f0> —

b,
0
e 0, (")
— 172 p2 1, — 1wt .“
_ naﬁ(dt omier (222 >o (65)
0

Para que esta expresién sea valida es preciso que folg, ) en los
contornos del espacio fase se anule, es decir, que:

f() (9: ﬁ) para g —> oo o bien p —> oo
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Cosa razonable ya que no puede haber particulas para ¢ - oo ¥y
p — ocoporque 2z seria infinito y f, para distancia finita seria cero.

Podemos tener una expresién nueva para la conductividad te-
niendo presente las siguientes relaciones:

oH
1”# = q” =a—¢‘u

si H es independiente del tiempo

M”FW v 2 =9(0) » Py =(0)
entonces:
— e g e ¢ OH G P
Oy n2e ﬁJodt e \ 55, "), (0) >0 (66)

En el caso en que el campo eléctrico sea una funcién del espacio
y del tiempo, es decir, E = E (7, t), la densidad de corriente se puede
escribir como:
rr

(7, 1) = l J K,(—7 0E (', t—7)dr, dv (67)

que, en general, es una ecuacién lineal y una expresién de causa-
lidad. La transformada de FOURIER de (67) es decir:

i, t) =jK,,v r —7, w) E, (7, o) dr’ (63)

da la relacién entre corriente y campo en el caso arménico. La can-
tidad K,, (- — 7, ) es:
_ oo
K,@#—7, 0)= ( e~ dt <1, (7, 0) 1, (', £)> (69)
70

La corriente se puede expresar de un modo mds general como una
funcién lineal del vector potencial.

Las expresiones obtenidas para el tensor coinductividad (62) se
pueden deducir aplicando la férmula de dispersién de HEISENBERG ¥y
KRAMERS. Pero nuestra deduccién tiene la ventaja de ser més facil
de interpretar fisicamente. MARANO [10] ha demostrado que la fér-
mula de GRUNEISEN es la primera aproximacién de (62). Las fo6r-
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mulas anteriores son exactas aunque tengan que aproximarse en
algunos casos para obtener contestaciones adecuadas para ciertos
modelos fisicos. Podemos demostrar que el método corrientemente
empleado para las ecuaciones de transporte de BOLTzZMAN-BLOCH,
hace una cierta aproximacién para calcular estas expresiones exactas.
Pero la ecuacién de transporte no estd siempre justificada porque
la suposicién de MARKOFF solamente es vélida para los procesos de
dispersién bajo ciertas condiciones restrictivas.

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE RELAJACION

Consideremos ahora algunas propiedades de la funcién de rela-
jacién Dy, (2):

1.2 La funcién de relajacién g, (£) es real.
Para demostrar esta propiedad tomamos compleja conjugada
de (44)

D (t) ={B <A (0) B(t) — 4y Bp}* = <A (0) B(1) — Ay By> = Py, (2)
La segunda propiedad de ®Pp, () es la siguiente:
Dpa(— 1) = Py (t) (70)

Antes de demostrar (70), consideremos la integral I y los cambios
que pueden hacerse en una integral de dicho tipo:

z:Jd@ﬂpAmp>Bmpr=

— | P dp A g p) e B (g, p) e

extendida a todo el volumen 7 del espacio fase.

Supongamos que aqui el operador H® es el operador que genera la
evolucién dindmica del sistema en el tiempo. Por consiguiente, ten-
dremos dos clases de p y g¢; las contenidas en B (g, ) que estdn par-
ticularizadas por el tiempo ¢ y las de integracién, de las cuales de-
pende la funcién A(g, $); podemos suponer que estas tdltimas estin
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particularizadas para el origen de tiempos y las llamaremos ¢, y 2,.
La integral la podremos escribir asi:

! ZJ &gy @po A (4o, po) €™ B (4o, ) "

y obtenemos la expresién
g(t) = e gy e =g (gp, o, 1) » g (0) =gy
B (1) = T po 6 = p (10, b0, 1) » P (0) = po

La integral referida al origen del tiempo sera:

~

I ZJ a3qy @py A (0, Po) B (g (4o, P0 1), P (90> T0» £))

Ahora deseamos hacer un cambio de variables de integracién y
poner p y g en lugar de $, ¥ ¢,.
La invariancia del espacio fase bajo una transformacién canénica
verifica:
Bgdpy =dqdp =d>q (@) dp (1)

para todo ¢. Veamos en qué se convierte v = 7(0) que es todo el es-
pacio fase en el origen de tiempos. La evolucién dindmica transforma
cada punto fase en ¢ =0 en otro punto del espacio fase 7 = z(f) en
el instante ¢ = ¢. Esta correspondencia es biunivoca. Luego el dominio
de variacién de g =g (f) y $ =9 () es todo el espacio propio de las
fases (el correspondiente al instante ¢ =¢).

Por tanto, al hacer el cambio de variables:

9 —~ 9
Po > P

hemos de expresar g,, p, en funcién de ¢ y p. Lo cual es bien facil
porque tenemos:

9o =qo(q, p, — t) = e&H* g e~

po = ﬁo (q: i); — l) = eiH"tp g—iH"[
Por consiguiente, la integral es:

I =j g d3p A (9 (9, D, — 1), P (¢, D, — 1)) B (g, p) =
z(t)

- J B &p e A (g, ) =5 B (g, p)
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asi tenemos de una manera mis general

J dq @ A (g, p) e~ B(g, p) & = Jd"‘q @*p & A (g, p) €7 B (q p)

siempre que ambas integrales se refieran a todo valor de ¢ y #.

Si las integrales no se extienden a todo el espacio fase la igualdad
es vélida si lo hacen las regiones correspondientes segiin la discusién
que precede.

Ahora bien:

Bp(t) = B<A B(— 1) =5J Badp A g, p) B, b, — 1) =
= ﬁJ dqa’p A (g, p) ™ B (g, p) e =
= B By p e 4(q, p) ™ B0, p) =

= B|dqd*p A(q, $,1) B(q,p) =B<A (), B> = Pur ()

La tercera propiedad nos dice que si estamos en presencia de un
campo magnético estatico H, al invertir la direccién de H resulta:
¢BA (t, H) :‘ZAZB(——- t,—H) ZZAZB @AB(t,—-li) (71)

siendo X, 0 X', + 1 6 — 1 segtin sea la cantidad 4 6 B par o impar
con respecto a la inversién en el tiempo.
Como colorario de todo lo anterior se tiene la simetria de otras

o) .
funciones, tales como ¢py () = — Dp4(t), efectivamente

$ralt) = — B <A B(i)>
y o o
Dy, (t) = p <A B(t)»
luego o
¢4 (f) = — Ppa ()
El segundo corolario es la simetrfa de la admitancia. Definimos
como simetria de una cantidad dada por:

ona (@) = j "By (1) o (72)

0
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la verificacién de las siguientes igualdades:

Re OBA (w) = Re OB4 (— U)) (73)
Im opy(w) = — Imopy (— w) (74)
Opa (w,—ﬁ) =Z'AZBO‘AB((U, H) (75)

Asi, pues, el tensor susceptibilidad magnética tiene la simetria
Re X, (w, H) = Re X,,(— o, H) = Re X,, (0, — H)  (76)
Im X,, (0, H) = — Im X,, (— o, H) = Im X,, (o, — H)
Para el tensor conductividad tenemos las mismas relaciones:
Reo,, (o, H) =Re O (— o, H) = Re Oy (00, — H)
Im o, (0, H) = — Im 6,,(— o, H) =Im o,, (o, — H) (77)

Por tanto, para el cambio de » por — w la parte real es par mientras
la parte imaginaria es impar. Para la inversién de la parte simétrica
es par y la antisimétrica impar.

REGLAS DE LAS SUMAS

Como ya hemos visto anteriormente, la conductividad estd dada
por

o= e g, (0) dt = ﬁJOZ T, (0) T (0 dt =
0 0

oo
—p j oot y,, (1) dt (78)
0
donde ,,(f) es la funcién de correlacién de las componentes de las
corrientes , y 7, Por tanto, el tensor conductividad o,, (w) estd
relacionado con la funcién de correlacién v,, por las siguientes ex-
presiones

Re g, (w) =/3j Yy (£) cos wt di
0

Im o, (0) =— ﬂJ Yo (1) sen wt dt (79)
‘0
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La expresién de la conductividad estatica nos vendra dada por:
o 0 =8| w0 () (80
0

Vamos a demostrar a partir de la expresién formal de la admi-
tancia (17) la ley general conocida por «egla de las sumas». Para
la funcién admitancia, o(w), definida por

o(w) = r?z""‘“" & () dt (81)

0
tenemos las siguientes relaciones:

1.2 Si ¢ (¢) es funcién par de ¢, tendremos:

r oo

e~ Re ¢ (w) dw

¢ ()=

1
7[ J
e

entonces para el instante { =0 tendremos:

¢ (0) = 7—3— Jojiw Re o (o)
0

é (0) =—7%J°Z)2dw Re o (») (82)
0
"7% Joioz” do Re o (w)

0

¢ (0) =(— 1)

Integrando parcialmente (62) obtenemos

40, $O 4O, (83

w3 o’

Im o (w) = —

2.2 Si ¢ es una funcién impar de ¢; tendremos:

& (2) =7—:—:JOZ"“" Im o (o) do
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por tanto, en el instante de tiempo ¢ = 0 obtenemos las siguientes
ecuaciones:

q5(0) = —Z—J o dow Im o (w)
7
0
e 9 [
¢ (0) =— - J w?do Im o (o) (84)
0
¢2 1 (0) = (—1)”7% 0+ do Im o (w)

Y0

Anilogamente a (83) si integramos parcialmente tenemos:

Reofw) — — 290 20O (85)

(0
pY) Y

Estas relaciones mateméticas son las expresiones mdas generales
de la «regla de las sumas» que es la siguiente:

«Los valores iniciales de las derivadas de la funcién respuesta
determinan, generalmente, los momentos definidos con respecto
a la distribucién de frecuencia de las partes disipativas de la admi-
tancia y también los coeficientes de los desarrollos en serie de las
partes no disipativas en potencias inversas de la frecuencia. En otras
palabras, estos momentos y los coeficientes del desarrollo se deter-
minan primeramente por el comportamiento estdtico del sistema en
equilibrio. Obsérvese que los desarrollos (83) (84) no son series de
potencias corrientes, sino desarrollos asinté6ticos.

RELACION DE EINSTEIN

También es interesante ver que la ecuacién (62) implica la cono-
cida relacién de EINSTEIN
eD
donde p es la movilidad y D la constante de difusién. Para demostrar
esto consideremos el caso mdas sencillo en el que las particulas se
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mueven independientemente. En este caso la expresién general de
la conductividad es:

O = B J y <J, (0 J. () = f‘];Tinﬁojit <o, (00, ()>  (87)
0

0

Pero:

oc T T
J <, (0) 13,‘ (#)> dt =1lim L J <ty (2 1};, () dtdt’ =

T—00 2T
0 0”0
(59)
1 T
= tim L [ <X, (1) — X, (0) (X, (1) — X, (0)> =D,y

0
por definicién de constante de difusiéon. Por tanto, encontramos la

relacién EINSTEIN

Op = N2 ez% (89)

A continuacién vamos a estudiar el caso en que la perturbacién
no se pueda escribir en forma hamiltoniana, es decir, nos vamos a
referir a sistemas en los cuales la perturbacién es producida por un
gradiente de temperatura.

PERTURBACION NO HAMILTONIANA

Consideremos un sistema clésico tal, que su funcién de distribu-
cién estd dada por una ecuacién andloga a (26), es decir:

f) =27 exp (— f Hy) (90)

siendo Z-! la constante de normalizacién, Hr el operador hamilto-
niano total del sistema y estd definido por:

Hr=H+V (91)

donde H es el hamiltoniano del sistema cuando estd en equilibrio,
como en el caso anterior y nos da el movimiento natural del sistema.
La perturbacién nos viene dada por el operador V0 que a dife-
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rencia del caso precedente no es hamiltoniano y la supondremos muy
pequefia con relacién al hamiltoniano sin perturbar

Vo] <<H? (92)

y esperamos que la dependencia de las fuerzas exteriores en el tiempo
sea tal que para periodos de tiempo suficientemente largos se puedan
considerar como constantes, y en estas condiciones suponemos al
sistema tendiendo a un estado estacionario en el cual la funcién de
distribucién es sustancialmente constante. La ecuacién que verifica
la funcién de distribucién es la LIOUVILLE

i2L0 4 po ) =0 (93)

ecuacién que podremos escribir también asi:

im0 fy 4 Vo =0 (94)

quedéndonos sélo con los términos de primer orden en la perturba-
cién como vimos en (12).

La funcién de distribucién f sera igual a la de equilibrio f, mas f,,
que es la variacién experimentada por la accién de las fuerzas exte-
riores, cuando nos quedamos solo en los términos lineales de la per-
turbacién

f=h+h (95)

donde suponemos f, tiene la forma:
fo =2 b

Si integramos la ecuacién (93) como hicimos en el caso anterior,
tenemos:

11
Flg b, =fo+ J =) 0 f o) g (96)

—00

para resolver esta ecuacién suponemos una accién adiabética de las
fuerzas perturbadoras sobre el sistema, es decir, imaginamos que en
el pasado remoto, { = — oo, el sistema estd en equilibrio sin sufrir
ninguna interaccién con el exterior. Entonces las fuerzas externas
empiezan a actuar muy lentamente llegando a su méximo para ¢ = 0.
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Si las fuerzas externas acttan suficientemente despacio, esperamos
que el sistema alcance el estado estacionario deseado para ¢ = 0. Con
tal de que se verifiquen estas condiciones, los resultados son indepen-
dientes del modo como aumentan las fuerzas. Y si llamamos % al pro-
ducto VO f; que aparece en la (94) como en él estd toda la accién
perturbadora, podemos expresarlo en funcién del tiempo por:

h(l) = e hy (97)

~ 1
donde & es muy pequeilo, de tal forma que, s muy grande com-

parado con el tiempo necesario para que el sistema llegue a alcanzar
el estado estacionario.
Substituyendo (97) en (96), tenemos
rt

e iHO(t =t get ho (q’ f)) etHe =t i —

— 00

f(‘l, ?, t) =f0 (q1 75) +

—f (g P) + [ & hy (g, p) A (98)

Y —oo

donde 9 es la posicién de un punto en el espacio fase y $; es la posi-
cién en el tiempo ¢ de un punto que inicialmente estaba en 4. Para
t =0, cuando el sistema estd en estado estacionario, tenemos:

0
1@ ) =l ) + J & ho (@0, ) (99)

—oo

PERTURBACION DEBIDA A FUERZAS TERMODINAMICAS

Consideremos ahora el caso en que las fuerzas exteriores que acttian
sobre nuestro sistema son tales que las podemos escribir de la siguiente
forma:

Y Xa Ja (100)
donde las X, son fuerzas termodindmicas que representan la desvia-

cién del equilibrio y la J,(P) son funciones fase cuyos valores medios
son los flujos termodindmicos. Es interesante observar que en el caso
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anterior la perturbacién del sistema era producida por una fuerza
exterior F(¢) que podia escribirse en forma hamiltoniana de tal modo
que el operador hamiltoniano perturbador era:

Vo) = — I () A°

donde A° es un operador dependiente de las coordenadas del espacio
fase A°(p q). Como se ve, el elemento perturbador del sistema es
formalmente el mismo que el caso estudiado anteriormente con la
tnica diferencia de que aqui las fuerzas termodindmicas no pueden
ponerse en forma hamiltoniana.

Si substituimos (100) en (99), tenemos que, para el sistema en
estado estacionario

0
1
e E ZXa ]a (q1’) pt’) dt =

—00

19 2) =1 (g ) +j

~0
=iol B) + 3 T X | e Jan pr) @ (101)

(o]

Como vimos en el caso precedente, la variacién de una magnitud
fisica B(q, $) en el tiempo debido a la accién de las fuerzas exteriores
que actdan sobre ella estd dada por:

A B () =<B, fp» (102)
seglin esta expresion, el flujo termodindmico

<Jp» =<Jp(q, B) +<Js(qP) }»> =
1« + ,
SRR AT RS AL IS
donde el « > estd definido del modo siguiente

d>=JdYWW4

v

donde V es el volumen del espacio fase.
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Como el flujo es cero en el equilibrio vemos que el flujo exis-
tente es el debido a la perturbacién es decir

0
Jpr=<Js0,$) 52 Xa J ¢ Jalgnp) @t =

X, J Ty (00 ) Ju (00 B> (104)

oo

Esta ecuacién lineal entre el flujo y la fuerza nos permite definir
los coeficientes de transporte

(]5) =ZLuﬁXa (105)
donde los coeficientes de transporte L, f estdn definidos por:
170
L= | <Jola.#) ]2 (0. 2) (106)

Podemos demostrar también la naturaleza definida positiva de
la produccién de entropfa. Para ello escribamos la desigualdad

1=( He 7 (g0 $) dt]2> >0 (107)

(o]

por ser invariante respecto a la translacién del origen de tiempos
tenemos:

<Ja (g ) Ja (qepr)> = <Ja(q, B) Ja (@t’ Dit)> (108)
substituyendo en (106)

0 0
! =J i dtJ et <]a (9: P) ]a (Qt—t’; ?‘—")) =

0 —t
- J o di J o0 ds < Ju (g ) Ja (@ 20> (109)

e integrando por partes tenemos:

) 0
I= éj e <]a (Q: 1)) ]a (?Ir: ?t)> dt (110)

—o0
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Por tanto, tendremos para el coeficiente de transporte L,

L = iké >0 (111)

es decir, los elementos diagonales de L no son negativos en ninguna
representaciéon. La produccién de entropfa se escribe como:

O'=2Xa Luﬂ Xﬁ (112)
op

y no es negativa.

En todo lo anterior hemos supuesto que la variaciéon era muy lenta,
es decir, los fen6menos dependientes del tiempo variaban lenta-
mente. Consideremos ahora a las fuerzas dependiendo del tiempo
y su dependencia estd dada por:

X, (f) = ebiorat X, (113)
donde la frecuencia no suponemos que es suficientemente pequeifia,

1 - .
o sea, — debe ser muy pequefio comparado con el tiempo de rela-
)

jacién del sistema entonces la (101) se nos convierte en

0
1@ = lola, P+ ZXgd [ et o qp)dt (1)

—00
Las relaciones lineales entre las fuerzas y el flujo en este caso son:

<Jp> =2 Lgy (w) X, (115)

donde los coeficientes de transporte Lg, ahora son dependientes de la
frecuencia y estando dados por la expresion:

0
Ly (@) = % J et ¢ o (5) T (B> dt (116)

férmula totalmente andloga a (62) obtenida para la conductividad
eléctrica en el caso de la perturbacién hamiltoniana.

APROXIMACION PARA ORDENES SUPERIORES AI, PRIMERO

Hasta ahora sdlo hemos considerado las perturbaciones de primer
orden, pero el método utilizado permite calcular perturbaciones de

10
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orden superior al primero si nos fijamos en (94) observamos que po-
demos utilizar sucesivas aproximaciones. Asi, pues:

? O _ HO fp + VO fry (117)

0!

donde f, representa el término de orden % en el desarrollo

fO=f+h+h+...+h+-.. (118)

Las soluciones de la ecuacién (117) son de la misma forma de
(96), donde substituimos f, por fi_; (g, $.).

Por tanto, la solucién completa para f(q, p, t) es:

¢ t th—1
f@p 0=l + 3 J J T YO eI VO ST Vo fo X

k=1
—o0 " —o0” —o0o

L x EEN) dE dly |ty (119)

para calcular la ecuacién (119) tendremos que resolver primero la
ecuacién

VO fo=h=2%],X, (120)

es decir:

0 0
0% _ ;2% _y, x, (121)
op 0q 0gqgdp

una vez calculado V0 conocemos el hamiltoniano cuya accién sobre
el sistema es equivalente a la de las fuerzas termodindmicas, por tanto,
podremos calcular f({) en el orden de aproximacién que deseemos.
No sabemos, sin embargo, si la idea tiene valor fisico alguno.
También podremos calcular f(f) cuando el sistema se halle some-
tido simultineamente a la accién de una fuerza externa que puede
expresarse en forma hamiltoniana y a la accién de una fuerza no
hamiltoniana, es decir, consideremos, por ejemplo, un sistema de

7
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electrones sometido a la accién de un campo eléctrico y a un gradiente
de temperatura. En este caso, el hamiltoniano perturbador V° se
compondrd de dos sumandos:

VO =V,04 7,0 (122)
donde V,° es el operador hamiltoniano del campo eléctrico y V,0

es el operador calculado segtin la ecuacién (121). Sustituyendo en
la (119) tenemos

¢
f=lh+ [ eIN=) 0 o giH= gt —

—00

t ) [t
— fo + ( g—iHo (1) V10 fo gHE~=1 gy’ + e—iH(—¢) v, fo giHe(—1) gyt (123)

—00 )

CALCULO DEL COEFICIENTE DE TRANSPORTE

Supongamos dos cuerpos I y IT que estdn en cortacto con bafios
calientes a temperaturas 7, y T, respectivamente. El calor fluye
como indica el esquema

dIIQ
I — C II

deIQ——"—’ <__deIIQ

T: Tu

El calor pasa desde el primer depésito I a través del contacto C
existente entre I y II al depésito II. El aumento de entropia en el
sistema total lo llamaremos 4S y consta de dos sumandos

iS =d.S+d.S (124)
donde:
_de'Q | deTQ
oS =T T

1 1
vs=arel -4
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en este caso suponemos que tanto el cuerpo / como el 17 se encuentran
siempre en equilibrio térmico interiormente, a pesar de que el sistema
total compuesto de I y IT no est4 en equilibrio. La parte de la entropia
de d, S en la variacién de entropia de I y II con sus depdsitos y po-
demos considerarla como una entropia que fluye desde el exterior
del sistema. El aumento de entropia en el interior del sistema es
d:S y se llama entropia producida. Termodindmicamente ésta debe
ser positiva

a;S>0 (125)
porque el intercambio de calor en el interior del sistema siempre

aumenta la entropia.
La variacién total de entropia en el tiempo

S _deS  dS
W Ta

Para un estado estacionario en el que el calor pase del depésito
mas caliente al més frio tendremos:

as a:S de S
= =0 =0 - <0

Definimos al calor que fluye como:

11
j =42 (126)
y la fuerza que lo impulsa por:
1 1
X =— —== 127
T, T (127

Sabemos que entre X y J existe una relacién dependiente de la
situacién fisica, y como, generalmente, X y J se anulan simultdnea-
mente, esta relacién salvo para valores muy pequefios de X es lineal,
es decir,

J =LX (128)
que da
d; S

. =d Qx —JX =LX (129)
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a; S " . .
como —.— es positivo y X2 es esencialmente positivo, llegamos a la

conclusién de que el coeficiente de transporte es positivo.
L>0 (130)

cosa que era de preveer porque la caracteristica de todo proceso irre-
versible es la produccién de entropia positiva.

Podemos suponer un ejemplo un poco més complicado que el
anterior. Consideremos que entre los sistemas I y II hay también
intercambio de masa de modo que — dM; = dM; este proceso va
acompafiado de un aumento de entropia. Asi, pues, en este caso el
incremento de entropia producido en el interior del sistema por el
intercambio de calor y masa entre los subsistemas I y I] sera:

;S _d ”Q( 1 1 > dMu( WUrr MI)
Ty T

i - dt - —— = (132)

Para este caso las fuerzas termodindmicas las definiremos como:

1 1 )
%o=g 1= 4G (132)
y
, 12544 Y _ 0S
. ( Ty T > A( ou )u (133)

siendo p el potencial quimico. Las corrientes de calor y masa las
definimos como

_d: QII
Ji = dt
a My
].1'! - dt (134)

El equilibrio se obtiene cuando X ,= X, =0. Si la desviacién
del estado de equilibrio es pequefia, entonces podemos considerar
que la relacion existente entre J y X es lineal y escribir

].1-1 == L11 X.\I + L12 Xu
Ju =1Ly X, + Ly X, (135)
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esta suposicién nos da para la expresion de la entropia producida
en nuestro sistema:
a; S

"[_Zt_' - Z—41]_ X.‘zlz "1|—' L12 Xu XJI + L21 Xu X;'I/[ —|_ L22 in

Como la variacién de entropia producida en nuestro sistema por el
intercambio de calor y de masa ha de ser positiva, nos da las siguientes
condiciones:

L;>0 Ly>0

Ly Lyy - Ly Ly; <0 (136)

Si queremos ahora observar lo que sucede cuando elegimosa 1"y p
como variables independientes, tendremos:

AT
Xu - T2
B Ap AT
X.1,=—-A<7:)=—v7+h—1,2— (137)

donde » y % son el volumen y la entalpia especificos, respectivamente
Entonces las corrientes (135) tomaran la forma:

]'w:—#dﬁd}'ﬁuhfg LmAT
Ly v Lo, h— L,
Jo=— =g Ap+ g AT (138)

Cuando AT =0 y Ap # 0 la corriente de energia se debe a la
corriente de masa, siendo U* la energia intercambiada que es:

]u LZ] Tk
Tu=In ! (1)

Existe un fenémeno muy interesante llamado termo-osmosis y
se deduce de la ecuacién (138). Este consiste en que la diferencia de
presién producida por la presencia de la corriente de calor impide
la corriente de masa.
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p— L
Adp _ Lyuh— Ly, Ly h»—U*
AT LyvT — T — T
A *
- (140)
donde ¢* =U* — £ (2.141)

es el calor transferido.

Este trabajo ha sido realizado con una beca de Iniciacién a la
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