








PRESENTACION

omo parte del proceso de transformacion y fortalecimiento

académicos de las instituciones formadoras de maestros, la

Secretaria de Educacién Piiblica edita la Biblioteca del Normalista.
cuyo proposito es apoyar a directivos, maestros y alumnos de escuelas
normales de todo ¢l pais.

Los titulos que 1a forman han sido cuidadosamente seleccienados, con
el objetivo fundamental de apoyar la reforma curricular de la Educacion
Normal. Algunos de elios se relacionan directamente con la docencia y
aportan herramientas para el desenvolvimiento profesional de los maestros;
otros se orientan a la comprension del desarrollo del nifio y el adolescen-
te; otros mds buscan ofrecer una visién actualizada sobre la escuela y su
papel social. Todos ellos son producto de la investigacién educativa en
diversos campos.

Los libros de esta Biblioteca se distribuyen gratuitamente a los maesiros
y directivos de Educacién Normal que lo soliciten. Asimismo, estardn a
disposicién de los estudiantes en el acervo de la biblioteca de cada Escuela
Normai.

La Biblioteca del Normalista se suma a olros materiales y actividades
de actualizacién y apoyo diddctico puestos a disposicion de maestros y
alumnos de las Escuelas Nommales, de profesores de la Universidad
Pedagégica Nacional v de equipos técnicos estatales. La Secretaria de
Educacién Piblica confia en que esta tarea resulte dul y espera las
sugerencias de Jos maestros para mejorarla.

LLa publicacién del libro Estudiar matemdticas. El eslabon perdido enire
ensefianza y aprendizaje, dentro de esta coleccidn, ha sido posible gracias
al apoyo del Fondo Mixto de Cooperacién Técnica y Cientifica México-
Espaia.
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INTRODUCCION A 1.A EDICION DE LA SEP

Durante muchos afios se considerd a la ensefianza y al aprendizaje como
dos fenémenos que se producen simultineamente y constituyen un sélo
proceso. El aprendizaje, se pensaba, es una consecuencia directa de la en-
sefianza; no hay aprendizaje sin enseiianza pero tampoco ensefanza sin
aprendizaje.

Algunos estudios mds recientes cuestionan esta simbiosis y sefialan la
necesidad de tomar en cuenta el aprendizaje como eje de andlisis para en-
tender las condiciones que lo favorecen, como se produce y cémo evolu-
ciona. En esta concepcidn, ensefianza y aprendizaje se caracterizan como
dos procesos independientes que no necesariamente son causa-efecto.

En el presente libro se destaca la importancia de un tercer elemento que
sirve como puente enire los dos procesos anteriores. Este es el proceso de
estudio que se realiza dentro o fuera de la escuela, con o sin la aynda de un
profesor, con la finalidad de aprender un saber determinado.

En ¢l prélogo de este libro se dice que va dirigido a los alumnos, maestros
y padres, puesto que no pretende disertar sobre la ensefianza ni sobre el apren-
dizaje de las matemndticas, sino sobre el estudio de éstas, en el marco de los
diversos factores que influyen en los resultados del estudio que se realiza.

Su estructura es muy peculiar. Cada unidad se inicia con una pldtica
(entre una periodista y un profesor) relacionada con los aspectos gue se
(ratardn en las siguientes pdginas. Enseguida aparecen varios didlogos en-
tre un estudiante y una profesora, en los que se hacen reflexiones interesan-
tes sobre los aspectos relacionados con el proceso de estudio o proceso
diddctico de las matemdticas, teniendo como marco de referencia ejemplos
concretos de estilos docentes o técnicas diddcticas, situaciones problemati-
cas, caracterizaciones soctales, fipos de actividades, entre otros. La lectura
de los didlogos, a la vez que recrea la discusion de la teoria didécuca, cum-
pte con la funcion de ayudar al estudio de 1a misma, puesto que las diser-
laciones que hace la maestra al responder las preguntas planteadas por el
estudiante, resultan interesantes e invitan a continuar con la lectura.

Después de los didlogos hay una seccidn de sintesis en la que se desta-
can los puntos mds relevantes que se abordaron en los didlogos. Para cul-
minar la unidad, hay una seccién de comentarios y profundizaciones en la
que se le da cuerpo a los conceptos de la teorfa diddctica.

En la primera unidad se cuestiona la concepcién reduccionista de la
matematica, como cuerpo de conocimientos que s6lo sirve para aprenderse
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y enseflarse, y se sugieren varias ideas en torno a lo que es hacer mate-
maticas, ser matemdtico o matemdtica por supuesto, investigador en matemd-
ticas, resolver problemas de matematicas. De aqui se desprende que el ma-
temético es aquel que resuelve problemas de matemdticas, por analogia
con el fontanero que resuclve problemas de fontaneria, mientras que el
investigador en matemdticas es la persona que estudia matemdticas con la
finalidad de descubrir nuevas relaciones y, eventualmente, ampliar el cam-
po de conocimientos matematicos,

En la segnnda unidad se define el concepto de obra social, utilizado
para designar las diferentes dreas de conocimiento que la humanidad ha
creado a lo largo de {a historia, como la matematica, la medicina, asi como
el de obra de segundo grado o saberes, que son los contenidos que se ense-
fian en los diferentes niveles escolares: biologia, fisica. quimica, historia,
matemdticas. Hay una polémica interesante acerca de las razones por las
cuales una obra se incluye o no en el curriculo, dejando ver que la razén
fundamental es la posibilidad que brinda de entrar en otras obras. Este es el
caso de las matemdticas o el de la lengua oral y escrita, que sirven como
herramientas para comunicar e interpretar otros saberes. Por otra parte, tam-
bi¢n se sefialan dos riesgos en el caso concreto de las matemdticas: el he-
cho de que éstas resulten inaccesibles en s{ mismas para muchos jévenes o
de que aparezcan como obras cerradas; es decir, que no permitan a quienes
las estudian, actuar de manera mds eficaz.

En un plano més especifico, se abordan diferentes definiciones de cu-
rriculo y se reflexiona en torno a los diversos factores que determinan una
propuesta curricular. Este aspecto se relaciona con el concepto de transpo-
sicidn diddctica, concebida como 1a transformacion de los saberes eruditos
en objetos de ensefianza en la escuela,

La tercera unidad centra la discusién en la situacion diddctica, consi-
derada como el conjunto de relaciones que se establecen implicita o expli-
citamente entre un grupo de alumnos. el profesor y un cierto medio (que
comprende insorumentos y objetos) con la finalidad de que los alumnos
aprendan determinados conocimientos. Se ejemplifican y se analizan con
mucha profundidad algunos estilos docentes o técnicas diddcticas y se jus-
tifica la importancia de contar con situaciones problematicas adecuadas
que ayuden a los alumnos a estudiar eficazmente las matematicas.

Al final de esta unidad se analiza una parte de la teorfa, concebida
como disciplina cientifica, teniendo el lector la posibilidad de reflexionar
sobre diversos conceptos que cada vez son mds utilizados en el campo
educativo, como situacién didictica o a-didéctica, contrato didéctico,
variable diddctica, situaciones de accién, formulacién, validacidn e insti-
tucionalizacién.
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La cuarta unidad se vincula directamente con el tipo de actividades
que se realizan en el aula; es decir, con las actividades de estudio, para lo
cual se separan en dos grupos: clase de problemas y clase de précticas,
dejando ver, contra lo que muchos pensamos, que en ambos casos hay un
trabajo de biisqueda y descubrimiento por parte de los alumnos. En el pri-
mer caso se enfrentan a problemas nuevos y descubren procedimientos; en
el otro, prueban la robustez de las técnicas. las simplifican y descubren
nuevas relaciones. En el primer caso hay evolucién de los procedimientos
al pasar de un problema a otro, mientras que en el segundo se evoluciona al
desarrollar intemamente las técnicas. Se hace notar la importancia de “con-
vertir en rutina lo que se ha creado para seguir creando™.

Por otra parte, hay una amplia disertacidn sobre la relacidn que existe
entre las técnicas, las tecnologias que explican las técnicas, y las teorias
que explican las tecnologifas. Se trata del trdnsito entre la ejecucién de una
técnica. su justificacién y la demostracion de un case peneral.

Sin duda. 1as personas involucradas en el proceso educativo. particular-
mente los maestros en servicio, los forrnadores de maestros y los que estu-
dian para maestros, encontrardn en esta obra una gran diversidad de ele-
mentos para analizar la préctica docente, documentarse sobre la teoria y
mejorar la calidad de los aprendizajes matemadticos que construyen los
ninos.
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Para esta edicién, dirigida a los maestros y normalistas mexicanos, consi-
deramos iitil enlistar una serie de equivalencias que facilitardn la compren-
sidn de algunos usos coloquiales de Espaiia y que en México tienen otro
signiticado.

Bragas: pantaletas

Corro: rueda

Deberes: tareas

Episodio: capitulo

Informdrico: técnico en computadoras
Librar: enfrascar

Ordenador: computadora

Reventén: fuga de agua

Tira: muchas

Tiza: gis



PROLOGO

El eslab6n perdido entre la ensefianza y el aprendizaje

Este libro va dirigido a alumnos, padres y profesores. A todos 2 Iz
vez. Esta situacion tan poco habitual merece una explicacién.

Este libro trata del estudio de las matemdticas. No se limita al ani-
lisis de la enserianza de las matematicas, que ¢s tan sélo un medio pa-
ra el estudio. Tampoco pretende disertar sabiamente sobre el apren-
dizaje, que aun siendo el objetivo del estudio, se puede convertr
ficilmente en una entidad abstracta cuando ignoramos aquelio que lo
hace posible: el proceso de estudio o proceso didactico.

El estudio es hoy el eslabén perdido entre una ensenanza que pa-
rece querer controlar todo el proceso didéctico y un aprendizaje cada
vez mids debilitado por la exigencia de que se produzca como una
consecuencia inmediata, casi instantinea, de la ensefanza. Este libro
pretende restituir el estudio al lugar que le corresponde: el corazon
del proyecto educarivo de nuestra sociedad. En lugar de circunscribir
la educacién a la interaccién entre ensefianza y aprendizaje, propone-
mos considerarla de manera mds amplia como un proyecto de estudio
cuyos principales protagonistas son los alumnos. El profesor dirige el
estudio, el alumno estudia, los padres ayudan a sus hijos a estudiar y
a dar senndo al esfuerzo que se les exige. Una vez restablecido este
eslabén, se puede también restablecer la comunicacidn entre alum-
nos, padres y profesores, haciendo que ¢l didlogo entre la sociedad y
la escuela recobre su sentido primordial: la escuela lleva a las j6venes
generaciones a estudiar aquellas obras humanas que mejor les servi-
rin para comprender la sociedad en la que se disponen a entrar.
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Este libro trata del estudio de las marematicas. La obra matemati-
ca tiene mds de veinticinco siglos de antigliedad. La respetamos, la te-
Memas ¥ nos resignamos a que nos confronten con ella durante este
paréntesis de nuestra vida en ¢l que, por las buenas o por las malas,
vamos a la escuela, Pero, desgraciadamente, ya no comprendemos
qué sentido tiene estudiarla. Las matemdticas, tan presentes en nues-
tra vida cotidiana por medio de los objetos técnicos, son empero, pa-
ra muchos de nosotros, cada vez mas invisibles v extrafias. Esta situa-
cién es malsana y la escuela, en nombre de la sociedad, deberia
remediarla. Pero para ello necesitamos comprender por qué hay ma-
temdticas en la sociedad y por qué hay que estudiar matemaricas en la
escuela.

Este libro pretende, pues, ensefiar a “leer”: a leer la sociedad, la
escuela, las matemdticas. La clave para esta lectura es, como ya hemos
apuntado, la nocién de estrdio; ¢l instrumento para llevarla a cabo
nos lo proporciona el andlisis diddctico en el que querriamos iniciar al
lector, sea éste profesor, padre o alumno.

El libro se divide en cuatro partes o #nidades. Cada unidad consta
de un episodio seguido de unos didlogos entre dos personajes con los
que el lector se familiarizard muy pronto: el Estudiante y la Pro-
fesora. El Estudiante consulta a la Profesora para que le ayude a ana-
lizar fragmentos de unas transcripciones —los episodios— que le
proporciond Maria Nifiez, una periodista cuya generosidad no po-
dremos nunca dejar de agradecer. Los didlogos entre el Estudiante y
la Profesora van seguidos de una breve sintesis y, mas adelante, de
unos comentarios y profundizaciones que resumen y completan di-
chos didlogos, dando a veces lugar a algunos desarrollos mas especia-
lizados que presentamos en los anexos.

Debido a que no se puede comprender una obra oyendo s6lo ha-
blar de ella, el lector podrd aventurarse en unos peguesios estndios
matemdticos (PEM) que hallard al final de cada unidad. De esta ma-
nera podra desarrollar una verdadera actividad matemarica, necesaria
para completar la lectura lineal, tranquila y reflexiva del texro. Una
vez leido o, mejor dicho, estudiado el libro, ¢l lector habra entrado
en contacto con las matemdricas y, a través de ellas, con algunas de
las razones que fundamentan y organizan nuestra vida en sociedad.
Son razones que la cotidianeidad nos lleva demasiado frecuentemen-
te a ignorar y que, por ello mismo, cada uno de nosotros deberia vol-
ver a considerar con cierta regulandad. Este libro es, pues, un libro
“para volver a empezar”.

Los autores
Barcelona, abnl de 1996
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UNIDAD 1

HACER Y ESTUDIAR MATEMATICAS

LAS MATEMATICAS EN LA SOCIEDAD







EPISODIO 1

La Tienda de Matemaiticas

NOTADE LA PERIODISTA

Empiezo el reportaje visitando el dispositivo gne mds me llamd la
atencion al leer el folleto de presentacion del instituto de edncacion se-
cundaria “Juan de Mairena”: la Tienda de Matemiticas, Me atiende
Eduardo, un profesor.

Periodista.- ;Desde cudndo existe la Tienda de Matemadticas?

Fduardo.- Pues, creo que desde la creacion del Instituto. Aunque
no lo sé muy bicn, llevo sélo tres afios trabajando aqui.

P.- ¢Y para qué sirve?

E.- jAh! Eso si que lo sé: “La Tienda de Matemdticas pretende
responder a las necesidades matematicas de ...”

P.- “_.del conjunto de miembros del Instituto y de su entorno”.
Ya lo he lefdo en el folleto. ¢ Pero, como tunciona en la prictica?

E.- Pues mira, supongamos que tienes que hacer algo y te surge
un problema. 5i se trata de un problema esencialmente matemadrico,
lo mejor es venir a la Tienda,

P.- Ya. Y entonces os planteo el problema, jno es eso?

E.- Exacto. 51 quieres te puedo dar un ejemplo...

P.- Espera. A lo mejor te puedo proponer uno yo. Un ejemplo de
verdad. El otro dia fui a comprar un tendedero de ropa. Uno de estos
pequeiios, de apartamento. Habia dos modelos. Mira, he traido el ca-
talogo... (Le enserio los dibujos de los tendederos.)
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Modelo A Modelo B

E.- ;Y bien?

P.- Al final me decidi por éste... (Le enserio el modelo A.) Me pa-
reci6 mas simple, mds clisico. Pero luego me quedé pensando que
quizé el otro era mejor, que hubiera cabido mis ropa. ;Es esto una
cuestién de matemiticas? Es decir, ¢es esto una cuestién para la
Tienda de Matematicas? ; Qué te parece?

E.- ;Qué si es una cuestion de matemiticas? ; El saber si uno es
mejor que el otro? Pues, la verdad... no lo sé... Veris, es que vo no
soy profesor de matemiricas.

P.- ;Ah no?

E.- No. Hoy sustituyo a una colega de matemdricas, Marta, que
tenia reunién de seminario. Yo soy profesor de lengua y me ocupo
normalmente de la Tienda de Idiomas y Lingiistica. Mi especialidad
son los problemas de ortografia, tipografia, todo eso.

P.- Ya veo. Entonces no puedo...

E.- jMira! ;Ahi viene Marta! (Marta entra precipitadamente.)

Marta.- ;Perdona, llego tarde!

E.- No pasa nada. Ha venido la periodista...

M.- ;Ah si! Supongo que eres Maria Niifiez, ;no? Ya me dijeron
que vendrias por aqul.

E.- ;Y nada mas llegar, me plantea un problema! Pero bueno, os
dejo. (Sale.)

M.- Y bien, ;cuil era el problema?

P.- Pues... Pensé que era una manera de entrar en materia...

M.- Como quieras, jla periodista eres ti! A ver, cuéntame... (Le
cuenro mi “problema”.)

¢Uno mejor que el otro?... Por ejemplo porque permitirfa tender
mas ropa ¢no?

P.- §i, algo asi.

M.- Ya. En este caso, quizd... Supongo que basta con... Mira, de
todas formas... {Me sabe tan mal no haber podido llegar antes! Te
propongo lo siguiente: pasado mariana, el equipo de la Tienda se reid-
ne para examinar los encargos de la semana. Puedes venir y hacer to-
das las preguntas que quieras. Seguramente podremos tratar t encar-
go. ¢ Qué te parece?

P.- Muy bien. Asi podré ver mejor cémo funciona todo esto.
Vendré encantada.
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NQOTA DE LA PERIQDISTA

Dos dias después, el Taller de Matemadticas se resine en la “trastienda”
para exarunar los pedidos de la Tienda. Asisten Marta, otros dos pro-
fesores del centro, José y Luis, y yo misma. Luis dirige la sesién de tra-
bajo.

Luis.- Vamos a ver, ;empezamos por José?

José.- Como queridis. Bueno. Yo me he encargado del pedido de
una profesora de biologia. Lo que te conté ayer, Maria,

Periodista.- ;La de la rabla?

J- La misma. Su problema era muy sencillo: querfa saber cudn-
tos elementos diferentes se pueden poner en una tabla simétrica de
orden 7,

Marta.- ;En una matriz simétrica?

J.-Si.Y la respuesta es inmediata...

Periodista.- ;Para m{ no!

J- Vale, vale... Pero deberia serlo para alumnos de Bachillerato.
iPor lo menos tedricamente! (Risas.} La respuesta es: n (n + 1)/2.

P.- Y eso qué quiere decir?

Luis.- Pues imira, s1 ticnes una tabla de, por ejemplo, cuatro filas y
cuatro columnas, como mucho podrds poner 4 por 4 mids 1 partido
por dos, es decir, 4 por 5, 20, partido por 2, 10. O sea, tendrd como
mucho 10 elementos distintos. Asi... (Escribe en la pizarra que tiene
detrds.)
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P.- ;Y los elementos que faltan? ;Por ejemplo, debajo del 4?
Marta.- Ya estin determinados. Porque la tabla tiene que ser si-
métrica. Mira. (Se levanta y va a la pizarra.)
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P.- Yaveo! Como si la diagonal de en medio fuera un espejo ¢no?

M_- Si. Se llama la diagonal principal. (Risas.) ;Ten, complétala td
ahora! (Me riende la tiza. Risas.)

P.- Pero yo no soy matematica... (Voy a la pizarra y escribo con
mucho cuidado. )
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Todos.- Muy bien! {Risas.)

P.- ;Y le habéis explicado todo esto a vuestra colega de biologia?

José.- No, todo esto ya lo sabe... $6lo le di la f6rmula general por
teléfono, porque era urgente. Para su clase del dia siguiente.

Luis.- Muy bien. Cuestién zanjada. Y ti, Marta, ¢tenias algo?

Marta.- Pues si, tenia el problema de Maria. Ya os lo conté ayer.

L.- Los tendederos. Vale. ¢Y bien? ;Qué respuesta le das a nues-
tra “cliente”™?

M.~ ;Ja! ;Pues simplemente que tenia que haber comprado el otro
modelo! (Risas.)

Periodista.- ; O sea que con el otro hay mis longitud de tendido?

M.- Exacto. Supongamos que hay un niimero # de cuadrados para
uno y el doble 2» de tiras para el otro. Entonces con el modelo B, el
de los cuadrados, ganas cien dividido por #-1 por ciemto de tendido.

P.- ;Y eso qué signilica?

José.- Si tienes un tendedero con 10 tiras, el otro modelo, el que
tiene cinco cuadrados, te da 25% mads de longitud.

P.- : Asi hay siempre un 25% de mis?

Luis.- No, depende.

P.- (Depende de qué?

José.- Del nimero de tiras o de cuadrados. De 7. S, por ejemplo,
hay 3 cuadrados o 6 tiras, entonces 7 = 3 y ganas 100 dividido por 2,
es decir un 50%.

P.- ;Eso es muchisimo!

Marta.- 51, pero cuantas mds tiras tiencs, menos ganas. Mira: con
18 tiras, es decir, con n = 9 (cuadrados), tendrias... (Escribe en la piza-
rra.)

120 100
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José.- Claro que si tuvieras nueve cuadrados, en el noveno cuadra-
do, el mis pequefio, sélo podrias poner prendas pequerias... jcalceti-
nes, sostenes y bragas conio mucho!

(Marta pavece molesta por el comentario de José.)

Luis.- Vaya, vaya. Asi que Maria no ha hecho buena compra.
(Risas.) Bueno... Pues yo he tenido dos encargos. Por desgracia son
un poco mas complicados, pero no corren prisa.

Marta.- ;De qué se trata?

L.- Primero Amalia, la profesora de economia, queria saber st po-
driamos introducir en el curriculo de matemadticas la nocién de elasti-
cidad. Le interesa porque en economia tiene que tratar el tema de la
elasticidad de la demanda y cosas de este estilo.

José.- Si, lo hablamos anteayer en la reunidn de seminario.

L.~ Fxacto. Bueno, pues habria que estudiar la cuestién. Desde un
punto de vista matematico.

Periodista.- ;Es un encargo que viene del Seminario de Matemi-
ticas? ¢ De los mismos profesores?

L.- Exacto. Son nuestros “clientes”... Hay que estudiar ¢l tema.
Deberiamos tenerlo listo en mayo, para que en junio el Seminario
pueda decidirse de cara al curso que viene. Amalia se ha ofrecido para
trabajar con nosotros.

José.- ;Quién se va a ocupar del pedido?

L.- Francisco. Hoy no podia venir, pero ha aceptado. Asi que lo
haré yo con él y la ayuda de Amalia. Intentaremos tener un primer
informe para dentro de tres semanas, en la reunién mensual del
Seminario de Matemdticas. jEspero que no nos falte tempo!

Marta.- ;Y el segundo encargo?

L.- Ah' Este parece bastante mis dificil. Nos viene de Lucia. Es
ofra profesora de matemdticas del Instituto.

José.- Estd preparando el Curso fuan de Mairena de trigonome-
tria.

Periodista.- Son precisamente los libros que hacéis aqui y que cu-
bren todos los cursos del lnstituto, ¢no? He visto el de gramdtica de
castellano.

Marta.- Eso mismo. El que teniamos de trigonometria ya estaba
un poco anticuado. Y lo estamos retocando. Lucia tiene horas libres
para ello. Pero la estamos ayudando entre todos.

Luis.- Vale. Pues, su problema es... Lucia ha consultado a los
alumnos, para ver qué tipo de cuestiones proponian. Y le han liecho
esta pregunta: con los dngulos mds habituales, el seno y el coseno son
siempre niimeros enteros, fracciones, o fracciones con radicales. Por
ejemplo... (Va a la pizarra mirdndome, como si quisiera hacerse en-
tender. Le sigo la corriente.) Por ejemplo, tenemos... (Escribe.)
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El alumno le preguntd si esto era siempre cierto. ¢ Veis el proble-

. pn . . .
ma? ¢ En qué casos cos — se escribe con fracciones y radicales?

Marta,.- Con fracciones y radicales... La pregunta no es muy pre-
Clsa...

L.- Ahf estd el problema. O, por lo menos, una parte del mismo.

Periodista.- ;Y no sabéis la solucion?

L.- Pues no... Por lo menos yo no. {Nunca habia pensado en ello!

P.- Y vuestra colega lo quiere introducir en el Curso?

José.- Si. ;Por qué no? Si un alumno se lo ha preguntado... Bueno,
dependerd de la solucién. Aunque también se puede dejar el proble-
ma sin respuesta. En fin, de todas formas, yo por ahora no sé por
donde atacarlo. (Marta y José se han quedado en silencio. Ellos tam-

poco lo deben saber.)
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DIALOGOS 1

Las matemdticas se aprenden y se ensefian
pero también se crean y utilizan

Profesora.- Asi que querias hablar del episodio de la Tienda de
Matemadticas...

Estudiante,- Si, eso es.

P.- Me parece un buen tema para empezar.

E.- Usted participé en la creacion del Instituto Juan de Mairena,
¢no?

P.- 5i. Ademds formaba parte de los que apoyaban la idea de po-
ner en marcha las Tiendas en el Instututo. Porque no sélo hay una
Tienda de Matemiticas...

E.- Ya. También hay una de Idiomas y Lingiiistica.

P.- Por gjemplo.

E.- ;Y a qué respondia Ia creacidn de las Tiendas? En principio, si
lo he entendido bien, en las Tiendas no hay ensefianza ni aprendizaje...

P.- Parece que lo has entendido bien.

E.- Pero entonces ¢para qué crear este ipo de ... de institucidn, en
un centro docente?

P.- Antes de responder, permiteme una pregunta. Has acabado
recientemente la carrera de Matematicas, ;verdad?

E.-Si.

P.- ;Y me podrias decir por qué has estudiado esta carrera?

E,- Porque me gustan las matematicas,

P.- {Estupendo! {No abundan los “amantes” de las marcmaticas!
Pero, en realidad, cuando dices que te gustan las matematicas, ;quie-
res decir que te gusta aprender matemadticas?
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E.- 51, pero no es lo dnico. También me gusta ensenarlas.

P.- Perfecto. 5ilo he entendido bien, lo que has hecho con las ma-
temidticas ha sido aprenderlas para luego ensefiarlas. ¢ Ya estds traba-
jando?

L.~ No, rodavia no. Pero doy clases particulares.

P.- Ah, ya. Muy bien. Asi que, seglin parece, las matemadticas son
para ti algo que se aprende y también algo que se enseiia.

E.- 5, claro.

P.- Pues bien, sustituye ahora “matematicas” por “fontanerfa”. La
fontaneria es algo que se aprende y se ensefia.

£.- 51

P.- Pero supongo que te das cuenta de que esta afirmacion es in-
completa, que le falta algo.

P.- Socialmente. Falta algo.

E- ..

P.- Si la fontaneria sélo fuera algo que se ensefia y se aprende,
£qué te parece que ocurriria?

E.- Lo siento pero me parcce que no la sigo... No veo lo que quie-
re decir.

P.. Te lo voy a decir claramente. Si la fontaneria sélo fuera algo
que se enscfia y que se aprende ... jno habria fontaneros!

E.- Quiere usted decir que ... jah, ya lo entiendo! Sélo habria
alumnos de fontaneria v profesores de fontaneria, pero no habria
fontaneros. Seria algo asf como un circuito cerrado.

P.- Eso es, exactamente. S1 tuvieras una averia, no encontrarias a
ningin fontanero. Habria gente que aprenderia fontaneria y gente
que la ensenaria, pero no habria nadic para arreglar los grifos de tu
cuarto de bafio. ¢ Entiendes lo que quiero decir?

E.- Creo que si... Es verdad. Pero en nuestra sociedad no solo hay
profesores y alumnos de matemadticas. También hay matemadticos.
Los matemiticos se corresponderian con los fontaneros, ¢no?

P.- Si. En cierto sentido si.

E.- Entonces lo que quiere usted decir es que yo no soy matemd-
tico.

P.- No, no es exactamente eso. Normalmente sélo se considera
matemdticos a los que investigan en matemdticas, a los que crean ma-
temiticas nuevas. Pero no es csa la cuestién. Consideremos las mate-
maticas que has aprendido. Porque has aprendide muchas matemdu-
cas...
E.- ;:Muchas? No sé, algo...

P.- Lo bastante como para que, con las matemdticas que has
aprendido, puedas resolver muchos de los problemas matematicos
que tienen los que no son matemduicos.
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- ¢Como la profesora de biologia, la de la tabla simétrica?

P.- Exactamente. Es un buen ejemplo. Porque seguro que ni pue-
des resolverle el problema a partir de las matemdricas que has apren-
dido, ;no?

E .- Si, si, claro.

P.- Bueno, a lo que ibamos... ¢ Has tenido alguna vez que resolver
un problema de matemiticas para alguien de tu entorno? Me refiero
a un problema que no haya propuesto un profesor de matemiticas, ni
que haya sido pensado para aprender matemiticas o comprobar que
se han aprendido correctamente. Como el caso de la tabla simétrica
de la profesora de biologia, por ejemplo.

E.- Pero en ese caso, jno habria aprendido nada 2l resolver ¢l pro-
blema de la tabla!

P.- ;Eso es lo que te decia! 56lo se te ocurre hacer matemdricas
con el objetivo de aprender matemdticas. Y mafiana, cuando seas pro-
fesor, sélo se te ocurrird hacer matemdticas para cnsenarlas, para que
tus alumnos las aprendan,

E.- Y no le parece suficiente?

P.- Para responderte, volveremos al principio, a lo de la fontane-
ria. Imagina que estamos en una sociedad como la que hemos descri-
to antes, en la que sdlo hay profesores y alumnos de fontanerfa, pero
sin fontaneros. Supén ademads que alguicn necesita un fontanero y re-
curre a un “estudiante avanzado” de fontaneria. ; Me sigues?

E.-Si

P.- Pues bicn, supén ahora que este estudiante de fontaneria se
comportara como ti respecto de las matemdticas: examina el “pro-
blema” de fontaneria y se percata de que es un problema muy simple,
con el que no aprendera nada que no sepa ya. Entonces, de una ma-
nera u Otra, s¢ Negar a intervenir...

E.- ;Creo que exagera un poco, Profesoral En el fondo, estd usted
diciendo que, para mi, las matemdticas s6lo existen en la medida en
que tengo que aprenderlas o ensefiarlas. Y, ademds, lo que usted se
unagma no es verdad. S1i alguien me pldlera que le explicara alguna
cuestién de matemdticas, no me negaria a hacerlo. {Con la condicién,
claro, de que yo mismo supiera hacerlo!

P.- Lo que acabas de decir muestra que atin no me entiendes bien.
No se trata de explicar, no se trata de hacer de profesor. Se trata de
resolver un problema y de comunicar la solucién a la persona que lo
necesita. Por ejemplo, no se trata de ayudar a la profesora de biologfa
a encontrar la térmula r(n+1)/2. Se trata sélo de comunicarsela y, si
es necesario, de decirle c6mo utilizarla.

- ¢Pero nv seria mejor, para ella, que aprendiera a establecer la
férmula por si misma?

P.- St estuviera aprendiendo matemdticas, quizd si, pero aqui lo
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que ella necesita es una férmula. Es eso lo que pide. Y ta te compor-
tas como un fontanero que, en lugar de arreglar el grifo de tu casa, se
empefa en ensefiarte cémo hacerlo td solo. De hecho, padeces una
enfermedad muy comtn entre la gente que no ha salido de la escue-
la...

- 16 Qué enfermedad ?!

P.- La enfermedad didéctica. Consiste en reducirlo todo al apren-
der v al ensefiar, olvidando que los conocimientos también sirven pa-
ra actuar. En la sociedad, ensenar y aprender son sélo medios para
que cierto niimero de personas adquieran los conocimientos necesa-
rios para realizar ciertas actividades. La enfermedad diddctica consis-
te en creer que toda la sociedad es una escuela. Lo siento, pero rodo
el munde no puede saberlo todo, cada uno de nosoiros s6lo puede
dominar un pequefio niimero de conocimientos.

E.-Pues si es asi, ¢ por qué se obliga a los alumnos a aprender ma-
temdticas?

P.- ;Ah! {Esperaba esta pregunta! Aunque seguro que no la aca-
bas de plantear porque te interese la respuesta, sino sélo para tener
un argumento a tu favor. Por eso prefiero que volvamos a lo que te
preguntaba al principio de todo, y que todavia no has contestado:
shas tenido ya la ocasién de resolver un problema de matemdricas
porque te lo encargaba o pedia alguien?

E.- Ahora mismo no lo recuerdo. Pero, a pesar de lo que usted
pretende, si se presentara la ocasidn seguro que lo haria gustoso. De
todas formas, no creo que nunca nadie me lo haya pedido.

P.- Pues mira, si alguna vez trabajas en el Instituto Juan de
Mairena, tendris la ocasién de hacerlo cuando te toque atender la
Tienda de Matematicas. Pero seguiremos hablando de todo ello el
proximo dia, porque hoy ya se nos ha hecho tarde.

E.- Muy bien. Muchas gracias, Profesora.

:Qué significa “ser matematico”?
¢

E.- Buenos dias Profesora.

P.- Buenos dias. ;Cémo va todo?

E.- Bien, gracias. Pero...

P- S0

E.- Le he estado dando vueltas a lo de la enfermedad didéctica.

P.- ;Y bien?

E- Pues me ha dejado un poco perplejo. Y, ademds, ha ocurrido
algo... Al volver a casa, el otro dia... {Es realmente increible! Me lla-
mo mi prima por teléfono... ;Y resulta que me queria consultar sobre
un problema de mateméticas!

P.- ;Ahsi? ; A qué se dedica tu prima?
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E.- Es correctora y trabaja para una editorial, pero no esta contra-
tada. Le mandan libros y otros textos a casa para que los corrija. Su
problema es que tenia que hacer una factura de un trabajo que habia
realizado y queria cobrar por ello 45.000 ptas.

P.- Y supongo que queria saber qué cantidad poner en la factura
para que, al restarle el LR.P.F,, le quedaran 45.000 ptas., ;no?

E.- No, no exactamente...

P.- ¢Ah no? ;Entonces qué queria?

E.- Pues verd, alguien le habia dicho que bastaba con dividir entre
0,85,

P.- iY bien?

E.- A ella no le convencia demasiado, no entendia por qué. Queria
que se lo explicara, que le dijera por qué habia que dividir entre 0,85.

P.- Ya. O, mejor dicho, queria que le aseguraras que era eso lo
que tenia que hacer. Queria estar segura para no tener sorpresas mds
tarde, para que no le pagaran menos. ;Es eso?

E.- Si, mis o menos. De todas formas, se lo he explicado: para te-
ner 45.000, hay que pedir x, tal que x menos el 15% de x dé 45.000.
Lo hemos escrito...

P.- ;Pero no hablabais por teléfono?

E.-Si, le he dicho que lo escribiera en un papel. Y enseguida ha vis-
to que se trataba de una ecuacién de pnimer grado: x — 0,15 x = 45.000,
i'Y la ha resuelto ella sola!

P.- ;Muy bien! ; Qué estudios tiene tu prima?

E.- Es licenciada en filologia. De letras, vaya.

P.- Luego, como ves, jno ha olvidado todo lo que aprendid en se-
cundaria!

E.- Precisamente. {Lo hubiera podido comprobar sola! Tncluso lo
del 0,85...

P.- Hubiera podido, pero no pudo. Necesitaba ayuda. Necesitaba
la ayuda de un matemitico. Td rambién habris arreglado alguna vez
un grifo de tu casa. Pero en algunos casos tienes que recurrir a un
fontanero.

E- ..

P.- Y, al mismo tempo, para que tengas que recurrir a un fonta-
nero, debe haber un mimimo de dificultad, ¢no? O, por lo menos, tie-
ne que ser importante que el trabajo se realice bien, que no sea una
“chapuza”. Como en el caso de tu prima: tenia la solucién —bastaba
con dividir entre 0,85—, jpero era importante que no hubiera ningtin
error!

E.- Si, ya veo. Para mi no era un problema dificil...

P.- |Y, sin embargo, aceptaste resolverlo!

E.- Si, si, claro. Para mi no era dificil, pero para ella era muy im-
portante.
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P.- Exacto. Hoy has aprendido algo mds sobre como funciona la
sociedad. Te felicito.

E.- Gracias. Pero ese dia mi prima necesitaba a un matemdtico, y
usted insinug la dltima vez que yo no era un matematico.

P.- ;No! ;Yo nunca he dicho eso! Tienes que prestar mds atencion
a lo que decimos. jEl trabajo que realizamos necesita un poco de ri-
gor!

E.- Lo stento, lo siento... ;Me podria entonces precisar lo que en-
tiende por matematico? Es lo que no llego a ver con clandad.

P.- Pues mira, hemos hablado de los matematicos que investigan
en matematicas.

E.-Si

P.- Iste es un sentido un tanto restrictivo de la palabra “matema-
tico”. Te voy a proponer otra definicién. Cuando alguien consulta a
otro sobre una cuestién de matematicas... Digamos, cuando a una
persona A, una persona B le consulta sobre algo de matemdricas,
cuando B otorga su confianza a A sobre la validez de Ia respuesta,
cuando A acepta el encargo de B y se compromete —no necesaria-
mente de manera exphcu:a— a garantizar la validez de su respuesta,
entonces A es un matemitico o una matemadrica. Mejor dicho, A es
un matemdtico para B.

E.- O sea que, segtn su definicidn, ser matemdtico no es una pro-
piedad sino una relacién entre dos personas, ;no?

P.- Exacto,

E.- Entonces, por ejemplo, cuando A es uno de los profesores de
matematicas de la Tienda que contesta a la profesora de biologia, que
es B, este profesor de matematicas, José, es un matemdtico para B, la
profesora de biologia.

P.- Exacto. Y cuando t, A, contestas a tu prima...

E.- Soy un matematico para ella. Pero un matemirico que inves-
tiga en matemdticas sabe muchas mds matemiticas que yo. E inclu-
so que José. ;Con su definicion todo el mundo puede ser matemd-
tico!

P.- Si quieres, si. Pero una persona dada s6lo serd matematica para
ciertas otras personas. Un investigador en matematicas quiza no con-
sidere que ti eres un matemdtico,

E.- Quieres decir... ¢ La puedo tutear, Profesora?

- {Por supueswo!

E.- Quiere usted decir... jPerdén! Quieres decir que me va a mirar
con un poco de desprecio, ¢no?

P.-No. Y si lo hiciera, serfa simplemente porque entiende mal ¢6-
mo funciona la sociedad. Tu prima no tiene por qué consultar a un
matemitico especialista para resolver su problema. Ademds de ser so-
cialmente muy caro, seria sacar las cosas de quicio, como esas perso-
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nas que van a ver a un médico especialista cuando tienen un simple
resfriado.

E.- Si, ya lo veo.

P.- Espera. Aun hay dos cuestiones por clarificar. Para empezar, de-
cfas que un investigador en matemadticas sabe mds matemdticas que ti y
que José. Es sin duda cierto, por lo menos es lo que suponemos. Pero,
aunque sepa muchas matematicas, no lo sabe todo. N1 €, ni el conjunto
de los investigadores en matemdticas de todo el mundo. Y si alguien le
consultara sobre una cuestién que é no conociera, no habrfa ninguna
diferencia entre consultirselo a él y consultirselo a José o a 1. jLa per-
sona que consulta se quedaria igualmente sin solucidn al problema!

E.- §i, Dicho de otro modo, ser matematico es relativo. Uno po-
dra ser matematico para clertas personas y no para otras.

P.- Eso mismo. Y la ley vale también para los matematicos inves-
t1gadores Pero dejemos aqm este tema. Ahora hay otra cuestidn que
queria examinar: la de c6mo se expresaria el hecho de que e] investi-
gador en matemdricas del que hablabas no te considerara como un
matemdtico. La respuesta es simple: no se dirigiria a ti para pedirte
que le resolvieras una cuestién de matematicas que €l mismo no sabe
resolver. En otras palabras, no te haria nunca desempeifiar el papel de
matemadtico para él. No se estableceria, entre él y i, esta interaccion
social particular de “ser matematico para alguien”. Pero no hay razén
alguna para que te mire con desprecio.

E.- ;Entonces por qué has dicho antes “quizd”?

P

E.- Si, has dicho: “...quizéd no considere que ti eres un matemari-
co”. ¢Por qué “quizd”?

P.- Ah, yaveo lo que me preguntas. A lo mejor la frase estd mal
formulada. Lo que queria decir es que, en algunos casos, si te podria
solicitar como matematico. Si, por ejemplo, te pusieras a investigar en
matematicas y te pusieras a trabajar con él, te convirtieras en su cola-
borador. En este momento, podria ser que te pidiera hacer algin tra-
bajo matematico...

- ¢Que él mismo no supiera hacer?

P.- No, te pediria que lo hicieras en su lugar. Pero no como alum-
no, 5ino como una especie de “ayudante de matemdticas”. Te pediria
que le aseguraras la validez de las respuestas que le dieses, que te res-
ponsabilizaras de tus soluciones.

E.- Seria un poco como si, cuando se me estropea un grifo, aun-
que yo mismo lo sepa arreglar, llamara igualmente al fontanero, por
ejemplo porque tendria otras cosas que hacer, porque no tengo tiem-
po. ¢No es eso?

P.- Si, algo asi. Salvo que en este caso no dirias que el fontanero es
tu ayudante.
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E.- Vale, vale. Pero tengo otra pregunta. Cuando José responde a
la profesora de biologia. hace de matemadrico para ella.

P.- 51

£.- Y cuando José estd en clase con sus alumnos, ;también es un
matemdtico?

P.- ;Buena pregunta! A lo ‘mejor la podrias contestar ti solo.
Piénsatelo un poco... ¢En qué circunstancias el profesor aparece cla-
ramente como un matemitico —en ¢l sentido que hemos dicho
antes— para sus alumnos?

E.- No lo sé... §Cuando corrige un problema, por ejemplo?

P.- En ese caso, los alumnos esperan que la solucién que les da el
profesor sea correcta, ¢no?

E.- 5§, claro.

P - Luego sus alumnos lo consideran como un matematico.

E.- Pero en este caso, ;podemos decir que los alumnos necesitan
la solucién que el profesm les da y cuya validez les garantiza, del
mismo modo que mi prima necesitaba que le garantizara la respuesta
a su pregunta?

- 1Veo que empiezas a entenderlo!

£.- Gracias...

P.- Asi, en tu opinidn, ¢la necesitan o no?

E.- Si el profesor les diera una solucidn falsa... jEllos necesitan la
respuesta correcta para aprender! Si el profesor les diera una solucién
falsa, molestaria mucho a los alumnos. Algunas veces ocurre.

P.- Es verdad. En cuyo caso el profesor no resultarfa ser un buen
matemdtico para sus alumnos. Acabas de dar en el clavo: los alumnos
necesitan soluciones correctas porque para ellos son instrumentos
para aprender. Tienen una necesidad matemdtica de origen didacu-
co...

E.- Perdona que te interrumpa. Pero de ahi deduzco que los pro-
fesores de matematicas son mateméticos para sus alumnos.

P.- §i, en efecto.

E.- Pues, entonces tengo otra pregunta. Los alumnos de una clase
de matemdticas, stambién son matemdticos en el sentido que hemos
dicho?

- iMuy buena pregunta! Pero también la puedes contestar ti so-
lo.

E.- 8i. Pienso en algo... Si a un alumno, pongamos de 1° de ESO,
le pide su hermano pequefo que estd en primaria que le compruebe
unas operacnones que tenia que hacer, entonces este alumno hace de
matemiatico para su hermano pequeno.

P.- Estamos de acuerdo. 4 ¥?

E.- Y ocurrird lo mismo con otro alumno de su clase. Aunque
quiza sea menos frecuente.
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P.- 5i. Pero te advierto que la pregunta que planteabas era: ¢puede
un alumno de una clase de matemdticas ser un matemdtico en cuanto
alumno de esta clase? Y en los ejemplos que acabas de dar, no lo con-
sideras como alumno de tal o cual clase. ;Entonces?

E.- Quieres decir si e] alumno puede hacer de matemdtico para
sus compafieros o incluso para el profesor. ¢Es eso?

P.- 81, es0 mismo. ;Y bien?

F.- Pues, para el profesor, supongo que el alumno no es un mate-
mitico. Es a lo sumo un aprendiz de matematicas, pero ni siquiera un
ayudante de matemdticas.

P.- Y respecto de sus compafieros?

E.- Esto ya lo hemos visto. Puede ocurrir que tenga que hacer de
matemitico para alguno de sus compafieros de clase. Pero esta situa-
cién no se da todos los dias.

P.- Bueno. Pues ahora soy yo la que te voy a hacer una pregunta.
Si los alumnos nunca hacen de matematicos respecto al profesor ni,
de manera oficial, respecto de los demds alumnos, qué va a ocurrir?
¢Ves lo que pasa?

P.- Decimos que si A es un matemdrico para B, A se responsabili-
za de la validez de las respuestas que da a las preguntas de matemati-
cas que le planrea B.

£.- 51

- ¢Luego...?

E.- ;Ah ya! Quieres decir que si el alumno nunca hace de mate-
mitico para el profesor, entonces nunca se responsabiliza de la vali-
dez de las respuestas que da.

- ¢Luego...?

E.- Luego, concretamente, el alumno resuelve problemas que le
plantea el profesor, pero no se responsabiliza de la validez de su res-
puesta. Esperara que el profesor le diga si estd bien o mal. Es lo nor-
mal, dado que el profesor no lo considera como un matemitico.

P.- {Veo que empiezas a razonar! Y acabas de poner el dedo en
uno de los problemas didacticos mas dificiles. ;Qué hacer para que el
alumno sea a la vez alumno y matemdtico? Es decir, para que reco-
nozca al profesor como matemadtico, pero también asuma hacer &
mismo de matemdtico, y responsabilizarse de las respuestas que da a
las cuestiones que se le plantean.

E.- 81, ya veo. Por ejemplo, el profesor podria pedir a los alumnos
que, de vez en cuando, fueran ayudantes de matemiticas, dindoles
pequenos trabajos dtiles o necesarios para la vida matemitica de la
clase. Por ejemplo, el profesor podria pedir a equipos de alumnos que
redactaran las correcciones de los ejercicios que se hacen en clase, pa-
ra repartir después estas correcciones entre los demds alumnos.
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P.- Lo que dices no es ninguna tonteria. Pero el problema didacti-
co del que te hablaba es mucho mis complicado que todo esto. ¥
prefiero que lo dejemos agui por hoy...

- {Espera! Te queria hacer otra pregunta antes de acabar.

P.- Bueno, pero serd la Gluma.

L.- Es respecto a la tienda. Has dicho que habfas apoyado la idea
de la creacién de Tiendas en el Instituto Juan de Mairena.

P.- 5L

E.- He pensado que era porque querias quc los profesores de ma-
temiticas se acordaran constantemente de que también son matemd-
ticos —en el sentido que has dado antes—.

P.- 50

E.- Pero justamente ahora hemos visto quc un profesor de mate-
madticas es necesariamente un matemdtico para sus alumnos. Si se le
considera profesor de matemduicas, y si acepta serlo, entonces quiere
decir que debe garantizar la validez de lo que dice en materia de mate-
maticas. Por lo tanto, es un matemdtico. Todo profesor de matemaiti-
cas es matemdtico para aquellos que lo ven como un profesor de mate-
mdticas y frente a quienes ¢l se considera profesor de matemaricas.

P.- Es un buen razonamiento. Sigue.

E.- 51 Pero entonces, ; por qué quicres que también sea matemdti-
cO para otros que no son sus alumnos? Quiero decir en la Tienda de
Matemdticas. jFista es la pregunta!

P.- Muy bien. ;Es una bonita pregunta! Para contestarla, voy a
afadir una observacidén a tu pequeno razonamiento, Un profesor de
matemdticas es un matemdtico. Pero un matemdtico no es necesaria-
mente profesor de matemiticas. Por cjemplo, cuando José responde
al “pedido” de su colega de biologia, hace de maremdtico para ella,
pero no es su profesor de matemdricas.

E.- §i, de acuerdo.

P~ Y ahi, ves, volvemos a encontrar la enfermedad diddctica. Un
profesor de matemaricas es, ciertamente, un matemdtico. Pero fo
puede olvidar ficilmente si s6lo hace de matemdtico para sus alum-
nos. 5 sélo es matemdtico por razones didicticas. O, por decirlo de
manera mds técnica, si sélo es matematico para sansfacer necesidades
matemdticas de or 1gen didéctico. Porque se olvida entonces que hay
necesidades matematicas que no son de origen didactico.

E.- Como lo de mi prima, por cjemplo.

P.- Exacto. La Tienda estd ahi para recordarles que pueden ser
matematicos para otros, ademds de para sus alumnos. Para recordar-
les que hay necesidades matemdticas que no tienen nada que ver con
el aprender v el ensefiar matemaduicas... Y, finalmente, porque estas
necesidades matemiticas... jbien hay que sausfacerlas! Eso es todo.
¢ Te parece suficiente?
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E.-Si
P.- Pues lo dejaremos aqui por hoy.
E.- Como quieras. Gracias.

:Por qué hay que estudiar matemadticas?

P.- Y bicn, ;como estds esta semana?

E.- Muy blen gracias. Pero te ruego me disculpes por lo de la dl-
tima vez. ]:speraba a un amigo para que me arreglara el ordenador...

P.- Si, si. No te preocupes. Mejor no nos demoremos y retome-
mos el trabajo.

E.- Si. Ademis he escuchado la grabacién de nuestra dltima sesién
de trabajo y mc han quedado algunas dudas. ;Qué te parece si empe-
zamos por ellas?

P.- Adelante.

E.- Bueno... Hasta aqui hemos dicho que las matemdticas no exis-
ten s6lo para que la gente las aprenda y las ensefie. Es algo que sirve
para resolver ciertas cuestiones. Cuando uno se plantea un problema
de matemdticas, puede ir a consultar a un “matemdrtico” —en el senti-
do que td propones—. Estoy de acucrdo. El olvidar que las matema-
ticas sirven sobre todo para resolver problemas, eso es la enfermedad
diddctica. Muy bien.

P.- Si. Aprender y ensefiar son medios al servicio de un fin.

£.- Eso mismo.

P.- Pues, adelante con tu pregunta.

E.- Mira. §i, al encontrarnos con una cuestidon de matemadricas,
podemnios en rodo momento hallar en nuestro entorno a un “matemd-
tico” para que nos la resuelva, ¢por qué se obliga a todos [os alumnos
a apl ender lniltcﬂl'ltlcas €n la CSCUEI&> Esta cs ml prlmera pregunta

P.- Ya. Déjame decirte que tu pregunta es muy ingenua, aunque
no por ello deja de ser una buena pregunta,

E.- ;Por qué muy mgenua?

P.- Pues, porque olvidas a la mitad dcl mundo.

E.- No te cntiendo...

P.- No me entiendes. Bueno. Pues escichame bien. Cuando eras
pequeiio, supongo que algunas veces te caias, te hacias dano o te salia
un grano en la nariz. Y qué hacias en estos casos? Ibas a ver a tu pa-
dre o a tu madvre, o quizd a ru prima, para que te curaran la herida. Y,
por ejemplo, ru madre te decia: “No es nada...” Y te ponia un poco de
mercromina.

E.- {8i, no me gustaba nada la mercromina!

P.- Bueno, a ver, ;como interpretarias ti la interaccién social en-
tre td y tu madre, en este caso?

E.- Ya veo por donde van los tiros. Quieres decir que en este caso
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yo era B, mi madre era A y B hacia que A desempeniara el papel de
médico para B.

P.- Exacto. Ahora bien, ;es acaso tu madre un médico en el senti-
do habitual, legal, de la palabra?

E.- No.

P.- Y sin embargo hacfa de médico para 1. En tanto que madre le
era muy dificil negarse a cuidarte alegando que no era médico. No le
quedaba mds remedio. Tt le imponias —sin saberlo— una responsa-
bilidad “médica”. De manera limitada, pero real.

E.- Si, pero también me hubiera podido llevar al médico, a uno de
verdad.

P.- Tal vez. Pero en este tipo de casos, de hecho, no lo hacia.
Asumia su papel de médico. jImagina ademas lo que pasaria si acu-
diéramos al médico cada vez que tenemos una heridita! Por cierto,
estoy casi segura de que, en lo que va de mes, habrds hecho de médi-
co para alguien, ¢no es cierto?

E.- No lo sé... ;Si, es verdad! La semana pasada uno de mis com-
pafieros se resfrié v, como vi que no se cuidaba, le di una medicina
que me quedaba de un resfriado que habia temudo dos semanas antes.

P.- Y en este caso, ademds, no fue él quien te pidi6 que hicieras de
médico para él.

E.- Es verdad, fue espontineo.

P.- Otra cosa. La semana pasada no nos pudimos encontrar por-
que tu amigo vino a arreglarte el ordenador a la hora a la que habia-
mos quedado.

E.- §i, la verdad es que lo siento mucho, Profesora.

P.- Tranquilo, no pasa nada. ;{ Tu amigo es informdtico?

E.- {No, qué va! Es milsico.

P.- Y cuando tenes un problema con el ordenador, ¢siempre re-
curres a ¢é1?

E.- 5i, sabe mucho de maquinas...

P.- Asi, zes tu informético’

E.- 8i. Y es verdad que si ¢l no supiera solucionarme los proble-
mas tendria que recurrir a un informdtico de verdad.

P.- No estoy muy segura. Porque un informirico de verdad, hoy
en dia, no se sabe muy bien lo que es —en el sentido en ¢l que habli-
bamos de un médico de verdad, claro—~—. La situacién no es tan clara,
los papeles que asume cada uno son mucho mads flexibles en este cam-
po. Pero no importa. Lo que también puede ocurrir es que algiin dia
ti tengas que hacer de informatico para alguien de tu entorno.

F.- Es verdad, ya me ha ocurrido. Pero si te entiendo bien, lo que
quieres decir es lo siguiente: nos puede ocurrir, a cada uno de noso-
tros, que tengamos que hacer de informitico, de médico o de mate-
mdtico para otra persona. ¢Es eso?
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P.- ;Exactamente! Y ahora podemos volver a tu pregunta. No s6-
lo se aprenden matemiticas para hacer de matematico de uno mismo.
Porque es verdad que uno siempre encontrard a alguien mas o menos
cercano que le pueda resolver sus problemas. A menos, claro, que
nos planteemos cuestiones muy dificiles. Pero entonces es como con
una enfermedad grave: hay que ir a ver a un especialista. No. En rea-
lidad, hay una buena razon para aprender matemadticas porque, en la
vida social, uno se puede ver conducido, e incluso obligado, a hacer
de matemdtico para alguicn. Lo saben muy bien los padres que no
han ido a la escuela y que, cuando sus hijos son pequernos, se ven
obligados a hacer de matemiticos, de gramatcos, de historiadores,
ete., para ellos. Es a veces doloroso que, por falta de instruccién, no
podamos ser lo que los demds —a veces aquellos que nos importan
mds— esperan que seamos. Porque nos da la impresién de que no te-
nemos valor social, o familiar. Somos una madre, un padre o un ami-
go del que casi no se puede esperar nada.

E.- {Tengo algo que objetar, Profesora!

P.- Dime...

E.- Pues bien, en primer lugar, este “valor social” del que hablas
no se desprende sélo de lo que se aprende en la Escuela, Mi abuela no
fue nunca a la escuela y, para mi, sabia muchas cosas en muchos dm-
bitos...

P.- 8i. Y viceversa. Uno puede estar muy instruido y no tener nin-
gin valor social, por ejemplo porque la instruccién que ha recibido
no se deja ver en interacciones sociales, no le permite hacer de mate-
mitico, de médico, de consejero fiscal o de lo que sea. Fijate que es
hacia ahi exactamente que nos encaminamos cuando, como parecias
considerar, uno aprende matemiticas, biologia o lo que sea sélo para
uno mismo, creyendo que el estudio se justifica sélo por el hecho de
sernos ttiles a nosotros en primera persona.

E.- Quieres decir que es una concepcién de las cosas muy egoista.

P.- O, digamos, individualista. Pero dejemos de lado la moral. Es
una visién de las cosas que no se corresponde con los hechos, con la
manera que tenemos de vivir concretamente en sociedad, con la fami-
lia, tos vecinos, los amigos, ete.

E.- Si, es verdad. Pero entonces tengo otra objecion. Has dicho
que, en la prictica, nos vemos todos conducidos, un dia u oo, a ha-
cer de médicos o de matemiticos para alguien. Y ello porque uno no
va a consultar a un médico o a un profesor de matemdticas cada vez
que tiene una heridita o que tiene una pequeiia dificultad de tipo ma-
temdtico.

P.-5i

E.- Pero podemos llevar este razonamiento al extremo. En algu-
nos casos, no molestaremos a nadie, ni siquiera en nuestro entorno
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mis préximo. Seremos nuestro propic médico o matemdtico, Asi
pues, no es sélo para los otros que aprendemos; es primero para uno
TUSMO.
P.- Veo que piensas. Y ademds piensas bien.
- 1Gracias, Profesora!

P.- Ticnes toda la razén, Pero como ves, es siempre la misma ra-
z6n. No hay un yo, por un lado, y los demis por el otro lado. Hay lo
que puedo hacer por mi misma, sin molestar a nadie, v aquello para
lo que necesito recurrir a alguien de mi entorno. Y después hay lo
que me obliga a buscar la ayuda de alguien mds alejado, un médico,
un fontanero, un profesor, etc. Ademds, fijate que, para poder hacer
esto, se tiene que cumplir una condicién: que cada uno tenga una ins-
truccién suficiente como para saber en qué dmbito situar las dificul-
tades que le van surgiendo, para saber si puede resolverlas por si mis-
mo o si es mds razonable pedir la ayuda del pr0]1mo, O aun si esta
ayuda va a ser suficiente o no. Es necesario un minimo de instruccién
en cada ambito, una instruccidn bdsica.

E.- {Pues, entonces, todavia tengo otra objecién!

P.- Adelante.

E.- Mira, st consideramos todas las dificultades que uno puede
encontrar en la vida o sobre las cuales puede ser consultado... por
cjemplo, hace unos dias un amigo mio wvo un conflicto con la pro-
pietaria de su piso, y me pidié conse]o

P.- Queria que le hicieras de “asesor juridico™.

E.- Eso es. Pero esto, precisamente, no forma parte de lo que se
ensena en la Escuela. Para tener un verdadero valor social, como ti
decias, también tendriamos que instruirnos en este ambiro. ;Y en mu-
chos otros!

P.- i, si, es verdad. Y aqui volvemos a] caso de tu abuela. Para vi-
vir bien y ayudar a los demis a vivir bien, hay que adquirir todo tpo
de competencias. La instruccién “formal”, la de la Escuela, nos pro-
porciona un minimo, o mejor una base, un fundamento. Muchas ve-
ces, el resto de competencias que adquirimos es el fruto de una ins-
truccidn “informal”, dada por diferentes circunstancias de la vida.

E.- ;Me puedes dar un ejemplo?

P.- §i. Volvamos a las matematicas y a la Tienda de matematicas,
porque eso es lo que estudiamos, ¢no?

E.- 51, si.

P.- Vale. Los profesores de matemadticas, Marta, José y Luis, han
recibido una instruccion “formal” en mavemducas. El episodio al que
hacemos referencia ocurrié hace algunos afios. Sabes que durante la
reunién evocaron una cuestién que les plante6 una colega de mate-
midticas...

E.- Si, la que queria saber en qué casos cos (r 1), donde r es un mi-
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mero racional, puede escribirse con una superposicién de radicales.
He pensado en la cuestién y no veo por dénde cogerla.

P.- Pues, precisamente, a esta hora, supongo que ellos si deben sa-
ber cémo contestar, aunque su respuesta sea incompleta. La respues-
ta no la han aprendido durante sus estudios de matematicas, nt en el
instituto ni en la universidad, sino a raiz de su trabajo en la Tienda de
Matemdticas. ¢ Entiendes lo que quiero decir?

E.- S$i. Pero esto representa muy poco en comparacion con lo que
han aprendido durante sus estudios “formales”.

P.- No te engafies. En realidad, cuanto miés envejecemos, mas co-
nocimientos tenemos como fruto de una instruccién informal, adqui-
ridos en situaciones en las que no habia un profesor para ensefiarnos.
Por ejemplo, lo que sabe un investigador de un area dada es en gran
parte el resultado de una instruccién informal adquirida durante las
investigaciones en las que ha participado, ya sea como director, como
colaborador o como ayudante. Y esto es tanto mas verdad cuanto
mds vicjo se es. jDimelo a mi!

E.- Tampoco eres tan vieja...

P.- jMiralo él, qué simpatico de repente! Gracias, pero ahora te-
nemos que dejarlo. Nos veremos la semana que viene, tal como ha-
biamos quedado.

L. 8i, gracias. Hasta la préxima.

La didictica de las matematicas, ciencia del estudio

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Buenos dias. Supongo que debes tener aiin alguna pregunta, ; no?

L.- 51, claro. La ultima vez tomaste el ejemplo del coseno...

P.- Si.

E.- Y he vuelto a pensar en lo de la enfermedad diddctica. Has di-
cho que la Tienda permitia a los profesores recordar que son mate-
maticos, ¥ no solo para sus alumnos.

P.- Si, les recuerda que las matemdticas no son sélo algo que se
aprende y que se ensefia,

E.- Eso es. Pero entonces, con lo de los cosenos, los profesores
tendrdn que aprender cosas nucvas, puesto que en un principio no sa-
ben contestar a la pregunta.

P.- Claro.

E.- ;Y entonces vuelven a caer en la enfermedad didictica!

P.- {Espera, espera! No hay que ir tan ripido. No todo es enfer-
medad dldacma Estos profesores tienen que aprender cosas, pero no
para ensefiarlas mas tarde. Lo que quieren es poder resolver una
cuestion que alguien les ha planteado. Si te acuerdas, se trataba de co-
laborar en la actualizacién del Curso de Trigonometria del Instiruro,
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E.- Eso es.

P.- Aprender, en este caso, es para estos profesores un medio al
servicio de un fin que no es enseriar lo que habrin aprendido sino
responder a una cuestion que se les ha planteado. En muchos casos,
para responder a las cuestiones planteadas, no tendrin que aprender
nada; lo tendrin que hacer, y punto.

E.- Por ejemplo, en el caso de la tabla simétrica de la profesora de
biologia.

P.- Eso mismo. Pero aqui quisiera introducir otra consideracién.

E.- ;502

P.- Para aprender la informacién necesaria para contestar a la
Cuestloﬂ del coseno, lOS profesorcs no reaben mnguna ensefanza.
Creo que cso es lo que pasé. La enfermedad didictica también con-
siste en creer que, para que alguien aprenda algo, tiene que seguir un
curso, o recibir clases sobre ese algo.

E.- ;Enronces quieres decir que la enseflanza no es imprescindi-
ble?

P.- ;Claro que no! Volviendo a donde estaba. Estos profc.sm es
tienen que estudiar una cuestién. Esa es la palabra clave: “estudiar”.
Para aprender lo que quieren saber, van a estudiar. Para estudiar, po-
drin tomar clases o seguir un curso sobre el tema en cuestién. Pero
muchas veces no podrin contar con esta ayuda. Eso es lo que ocurre
con lo que he lamado la “instruccion informal”. Nos tenemos que
instruir, pero sin profesor, sin ensefianza.

E.- Entonces, ¢cuil es el papel de [a ensefianza?

P.- Es una ayuda. Es una ayuda util, potente. Eso es justamente lo
que uno descubre cuando tiene que estudiar sin profesor. Es como s
ahora ti quisieras instruirte sobre la cuestion del coseno. Eso es lo
que queria decir, y nada mis.

E.- Si me permites, Profesora, voy a intentar resumir lo dicho has-
ta aqui...

P.- Muy bien, adelante.

E.- En ciertos casos, para poder actuar, hay que aprender. Para
aprender, estudiamos. Un medio para estudiar es seguir un curso o
tomar clases. Pero muchas veces, cuando uno va no estd en la escuela,
tiene que estudiar de otra forma, porque no encuentra una ensefianza
“hecha a medida”.

P.- Eso mismo. Y afadiré algo mis: incluso cuando existe una en-
senanza “hecha a medida”, como ti dices, estudiar no se reduce al
mero hecho de asistir a clase. Pero supongo que estc tema lo volvere-
mos a tratar mis adelante.

E.- Si, de acuerdo. Pero ahora tengo otra pregunta, stempre sobre
la enfermedad didactica.

P.- Te escucho.
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E.- Cuando trabajan en la Tienda, José, Luis o Marta hacen de
matematicos, pero no de profesores de matemdticas. Este era precisa-
mente uno de los objetivos de la creacién de una Tienda de
Matemadricas en el Instituto.

PS5,

E.- Pues entonces, en algunos casos —no en todos, claro, pero si
en algunos—, tendrdn que aprender cosas que no sabian de entrada.
No enseflar, pero si aprender. Y ya volvemos a lo didéctico. 81 no es
asi, ;a qué llamas td “diddcrico™?

P.- Tienes toda la razon. Pero antes de contestar a tu pregunta, te
recordaré brevemente el esquema de organizacién de la Tienda, En la
Tienda propiamente dicha, se toman los “encargos” de los clientes.
Digamos que se reciben sus problemas y se discute con ellos para
hacerles precisar qué es lo que necesitan. Ademds, para realizar los
pedidos, la Tienda necesita un taller: el Taller de Matematicas del Ins-
tituto. En el Taller, se “fabrican™ las respuestas a las cuestiones plan-
teadas. Algunas veces, los miembros del Taller disponen de todo lo
necesario —en érminos de conocimientos matemaucos— para fabri-
car la respuesta...

E.- Como en el caso de la tabla simétrica o de los tendederos de
Maria.

P.- Exacto. Este es un primer caso. También hay un segundo caso,
que es el de los cosenos. Aqui, el Taller de Matemdticas no dispone a
priori de los elementos necesarios para fabricar una respuesta apro-
piada.

E.- Hubieran pedido rechazar el encargo, ¢no?

P.- Claro, claro. No siempre encuentras en el supermercado lo
que quieres o lo que podrias desear. Por ejemplo, si vas al supermer-
cado de tu barrio para comprar una tonelada de arroz, seguro que te
dirdn que no aceptan el encargo.

E.- {Hombre, pues claro!

P.- Bueno. Pues, en ¢l caso de los cosenos, el Taller de Mate-
maticas, o por lo menos algunos de sus miembros, se van a poner a
trabajar para estudiar la cuestién que les ha sido planteada.

E.- Tendrin que estudiar,

P.- 5i, eso mismo. Y ahora contestaré a tu pregunta. El adjetivo
“diddctico” se corresponde con el sustantive “estudio”. Un proceso
diddctico es un proceso de estudio.

E.- ;Entonces afecta al alumno?

P.-Siyno.

E.- ;Qué quieres decir?

P.- Pues bien, e¢n un proceso diddctico, en un proceso de estudio,
la distincién alumno-profesor no aparece necesariamente tan marca-
da como cuando nos referimos al marco escolar, con un profesor por
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un lado y los alumnos por el otro. En el caso del Taller de Mate-
miticas, hay un equipo que va a estudiar la cuestién del coseno.
Aparentemente, cl equipo sc va a organizar en rorno a Luis. Podemos
suponer que es Luis quien dinge el estudio.

E.- ;Lo que quiere decir...?

P.- Lo que quiere decir, por cjemplo, que serd él el responsable
del avance del estudio frente al Taller de Matemdticas. Lo que quiere
decir también que, en la prictica, serd €l el que deberd abrir la ruta,
mostrar el camine y guiar todo el proceso.

E.- ;Serd el lider del equipo!

P.- 81, si lo quieres decir asi. En un proceso didicrico, sicmpre
aparece una comunidad cuyos miembros desempefan papeles mids o
menos diferenciados. $1 nos referimos al marco escolar, el lider, el di-
rector de estudio, es generalmente el profesor. Lo que la gente llama
el proceso de ensefianza/aprendizaje es, de hecho, una forma particu-
lar del proceso didictico. Por lo tanto, la didactica de las matematicas
es la ciencia que estudia los procesos diddeticos, los procesos de estu-
dio de cuestiones matematicas.

E.- jEntonces el imbiro de esta ciencia es mds amplio que ¢l mero
estudio de lo que ocurre en una clase!

P.- §{. Es mas amplio porque, como ves, la didictica de las mate-
maticas se propone entender o analizar tanto los procesos didacticos
relacionados con el Taller de Matemdticas, por ejemplo, coma los
procesos diddcticos que se producen en una clase normal de marema-
ticas. Y, al mismo tiempo, no hay que olvidar que, para que una ¢lase
func1one, tienen que existir también procesos didacticos fuera de la
clase. Los alumnos tienen que estudiar por si mismos, individual-
mente o en grupo. Fstudian a veces con la ayuda de sus padres, o in-
cluso bajo la direccién de sus padres, siempre en relacién con la clase
pero fuera de ella. O sea: o que ocurre en clase genera toda una serie
de procesos didicticos. Y en estos procesos diddcticos, el esquema
del alumno y del profesor, el esquema de la ecnsefianza/aprendizaje,
no es, como ves, el mejor. En un grupo de alumnos que trabajan jun-
tos sobre algo que les ha encargado el profesor, podrd haber algunos
alumnos que hagan de cabecillas para meu]sar el proceso de estudio,
sin que ninguno de ellos se tenga por ef profesor. Y, evidentemen.
te, sin que haya cnsefianza. Adcmas, también podrin pedlr ayuda a al-
guien que no sea del grupo, como un alumno mayor o un adulto, ecte.
En este caso no habrd clase, ni profesor, pero si proceso didicrico.

E.- Entonces, estos procesos diddcticos paruculares en los que
participan los alumnos —con sus compaieros de clase, sus padres,
etc— son en realidad “subprocesos” del proceso de enscfian-
za/aprendizaje que conduce el profesor.

P.- Cierto. Y es conventente que todos estos subprocesos conver-
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jan para hacer avanzar el proceso diddctico que dirige el profesor. Si
s6lo habliramos del proceso de enseflanza/aprendizaje, sélo pensa-
riamos en un modelo bastante particular de proceso didicuco. Y esto
no es lo mejor para entender, en general, lo que es estudiar. Ademis
hay una tendencia a olvidar que el proceso de ensefianza/aprendizaje
solo puede existir si se dan al mismo tempo otros procesos didicti-
cos —que podemos llamar penféncos, si quieres—. Y todos estos
“olvidos” no ayudan a entender lo que pasa en una clase.

E-Yaveo...

P.- Espera un momento. Cuando digo “hay una tendencia a olvi-
dar”, quiero decir que el profesor tiende a olvidar, y también el alum-
no.

E.- 81, vale, vale. Aunque hay un caso que no has citado. Es el de!
alumno que estudia solo, pero en relacidn con el trabajo de clase.
Solo, sin que nadie le ayude. {Es, sin embargo, un caso muy rtipico!

P.- §i, totalmente. Y ahi, ves, también hay un proceso didactico,
aunque no haya proceso de ensefianza, La comunidad de estudio se
reduce a una sola persona, v esta persona es su propio direcror de es-
tudio.

£.- Bueno... {Pero aiin me quedan dos preguntas!

P.- ¢ Ahsi?

E.- Hemos dicho que para aprender algo uno estudia. También
hemos dicho que podia haber estudio sin ensefanza, aunquc una en-
seflanza resulte cast smmpxe muy udl. M1 pregunta es: ;puede haber
aprendizaje sin ensefianza e incluso sin estudio?

P.- Claro que si. Incluso te diré que una parte imporrante de lo
que hemos llamado “instruccién informal” es el resultado de un
aprendizaje que no proviene del estudio.

E.- Asi, todo proceso de aprendizaje no es un proceso didactico.

P.- No.

£.- Y la diddcrica sélo se interesa por los procesos didacticos. ;Lo
he entendido bien?

P.- Si. Pero tu descripcidn es incompleta. En realidad, se pasa
siermpre muy rapido, y sin casi darse cuenta, de una cuestién informal
a un esbozo de estucho: intentamos informarnos sobre algo, pregun-
tamos a los de nuestro alrededor, probamos a ver qué pasa, o mncluso
nos compramos un libro. Muy a menudo, es verdad, estas tentativas
fracasan. Lo que quiero decir es que todas las acrividades humanas
suscitan procesos didicticos o, si prefieres, que estamos constante-
mente a punto de pasar de una actividad habitual, no diddctica, a una
actividad diddctica.

£.- {Es la enfermedad didicrica!

P.- {No! Precisamente, la enlermedad diddctica consiste en no sa-
ber distinguir entre lo no-didéctico y 1o didictico. No se puede en-
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tender qué es lo diddctico si uno no tiene una idea clara sobre lo no-
didictico. ¢(Me sigues?

E.- Creo que si, Por eso dices que, en matemdticas, hay que hacer
pequeiios trabajos matemdticos que se puedan realizar a partir de lo
que uno ya sabe, es decir tener una actividad no-didicrica. Y todo co-
mo condicién para entender mejor y saber conducir mejor una activi-
dad didactica.

P.- 8i, eso es. Ahora entiendes mejor lo de la Tienda de Matemi-
Ticas.

E.- 5. Pero atin me queda una pregunta. ;Puedo?

P.- 51, claro.

E.- He pensado en tu definicién de matemaitico. En lo que a mi
respecta, me parece que he tenido muy pocas ocasiones para hacer de
matematico —fuera de las clases particulares, claro—. En el fondo,
tengo la impresién de que se me presentan mis oporrunidades de ha-
cer de médico o de informatico que de matemirico.

P.- No te equivocas, no. Es verdad que la gente tiene mds tenden-
cia a pedir consejos a su alrededor en cuestiones de salud o, mds en
general, de su vida conidiana. jE incluso de su vida sentimental! Pero
no ven qué se puede pedir en matematicas. Es verdad.

E.- ;A lo mejor es que no tenen necesidades matemdricas!

P.- A lo mejor. Por qué no. De todas formas, el reconocer que tal
o cual necesidad es una necesidad de tal o cual tipo no es una actitud
espontdnea. Es una actitud que se aprende. Hay grupos sociales, por
ejemplo, que no se pueden imaginar que haya maneras de comer o de
cuidarse diferentes de las suyas,

E.- Quieres decir que hay gente que no se plantea nunca cuestio-
nes de dietética o de salud. Y que, por tanto, no se cuidan nada.

P - Eso mismo. Pues, con las matematicas, sucede lo mismo, no
sélo en clertos grupos sociales, sino en toda la sociedad.

£.- ;Es un problema cultural!

.- 51, es0 es.

£.- ;Y no podrias precisar un poco mis tus afirmaciones?

P.- Es un fenémeno general, En la vida de una sociedad y en un
momento dado de su historia, la mayoria de las necesidades no son
explicitas, no se expresan ficilmente. En términos técnicos, diriamos
que son necesidades larentes...

E.- ;En oposicidn a...?

P.- A lo que se pueden llamar necesidades parentes, reconocidas
por la gente, de las que se hacen cargo las instituciones de la sociedad.

E.~ ;No me podrias dar algin ejemplo en relacién a las matemdu-
cas?

P.- Pues mira, ¢sabes qué? Habia antafio una nocién que facilitaba
el reconocimiento tanto de las necesidades matemaricas como de la
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capacidad para satisfacerlas —necesidad de entender y necesidad de
actuar—. Hasta principios del siglo XIX, se distinguian las matemdti-
cas puras...

E.- ;De las matematicas aplicadas!

P.- No, no. No se hablaba de matemdticas aplicadas, aunque si de
aplicaciones de las matemadticas. Se hablaba de “matemadticas mixtas”.

E.- ;Y eso qué queria decir?

P.- La idea es la siguiente... Hay muchas cuestiones relativas a fe-
némenos naturales o a la vida en sociedad a las que podemos respon-
der con ayuda de las matemadticas y de un pequeiio niimero de cono-
cimientos no matematicos, por ejemplo, de fisica, biologia, comercio,
etc. En otras palabras, basta con saber un poco de fisica, biologia o
comercio v, a partir de ahi, dejar que las matemdticas hagan el resto.
Cemo ves, la nocién de matemdticas mixtas ponia énfasis en el poder
explicativo de las matematicas.

E.- ;Y no me podrias dar algin ejemplo?

P.- 51, claro que si. Pero sélo te diré la pregunta. jAsi tendrds un
motivo para hacer de matemaético!

E.- Muy bien.

P.- Bueno. Supongo que alguna vez te has sumergido en el agua y,
habris notado que, al mirar desde el fondo la superficie del agua, ves el
cielo justo encima tuyo, pero por los lados, el agua se comporta como
un espejo. ¢ Te ha pasado?

E.- Si, lPero esto es un fenémeno de refraccién!

P.- 5i. Las leyes que rigen la refraccidn, eso es lo midximo que ne-
cesitas para explicar el fendmeno. Lo demas son matematicas. Te ha-
go notar de paso que aqui se trata de algo de lo que ya has oido ha-
blar porque también sabes algo de fisica, ¢no?

E.- Claro. ;Pero crees que saber todo esto es realmente una nece-
sidad que vo tengo?

P.- Tu pregunsa es legitima, pero la respuesta no es tan simple co-
mo parece. Todo depende de lo que qu1eras hacer. Es tu problema.
Te repito que hay gente que vive sin sentir nunca ninguna necesidad,
sin plantearse nunca ninguna cuestén.

E.- ;Gracias por la alusién!

P.- No me lo agradezcas, Te voy a contar una anécdota bastante
trigica y que te mostrard, espero, lo ridiculo de tu susceptibilidad. Es
una historia verdadera. Hace algunos afos, en la maternidad de un
hospital, una enfermera principiante que se encargaba de preparar los
biberones de los recién nacidos se quivocd y les puso sal en lugar de
azlcar. Resultado: se murieron mas de 10 bebés.

- jQué barbaridad! Sal en lugar de azicar... ;Cémo puede ser
que se murieran por tan poca cosa?

P.- No es tan poca cosa como parece. Fijate bien. Sabras que las
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moléculas de sal son mucho mas pequefias que las de azicar. Y tam-
bién debes saber que la presion de una solucién es proporcional al
nimero de moléculas que contiene, ¢no?

E.- §i, mds o menos.

P.- Pues bien, con esto y el fenémeno de la osmosis se puede
comprender lo catastréfico del error de la enfermera: la sal hace au-
mentar radicalmente la osmolaridad del plasma sanguineo. Para equi-
librarla, las células se deshidratan acumulando agua en los vasos san-
guineos y se eleva mucho la tensién arterial. Es fdcil entonces que se
produzcan, en los recién nacidos, hemorragias cerebrales u otros ac-
cidentes cardiovasculares. Pero el nifio se muere, esencialmente, por
deshidratacién.

E.- Me asustas, Profesora. Pero todo no es asi, ¢verdad?

P.- No, claro que no. Hace algunos dias, ves, estuve hablando con
unos colegas que organizan un encuentro internacional. Un encuen-
tro muy oficial, con representantes de 6 paises europeos. Habfa un
representante por pais, es decir, 6 personas. Algunos de los organiza-
dores querfan que cada uno pudlera hablar en su propio idioma.

E.- ;Es normal! No veo por qué un griego no podria hablar en
griego y un italiano en italiano.

P.- Si, si, claro. {No ves por qué! A mi también me gusta mucho
mis expresarme en mi lengua que tener que hablar en inglés. Es nor-
mal. También es el principio del minimo esfuerzo. Pero mira: para 6
idiomas distintos...

E.- 5¢ necesitan 6 intérpretes. jEs mucho!

- jQué dices! ;Se necesitan muchos mis!

E.- Uy, si, perddn. Si para cada par de idiomas se necesita un in-

térprete, se necesitaran

(;’) = _g)_:zx_:,_ .. 15 intérpretes!

P.- ;Ah! ;Lo ves! Y encima no has tenido en cuenta que un intér-
prete sélo traduce en un sentido: para que los representantes griego e
iraliano se puedan comunicar, se necesitan 2 intérpretes.

E.- Luego son 30 intérpretes.

P.- Eso mismo. Imaginate la situacién: 6 personas alrededor de
una mesa v, a su alrededor, en las cabinas de intérpretes, ;30 personas
mas! Claro que la situacién no es tan dramdrtica coino la det azicar y
la sal...

E.- No, pero debe ser muy caro.

£.- §8i. Yo diria desmesuradamente caro. Pero ne es mds que mi
opinién. También se puede opinar lo contrario. De todas formas, lo
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que si se necesita es poder decidir con conocimiento de causa. Si res-
tringimos a 3 los idiomas de trabajo —por ejemplo, el castellano, el
inglés y el francés—, sélo se necesitardn 6 intérpretes. Tantos intér-
pretes como representantes. Y si escogemos un tnico idioma...

£.- iEl inglés, claro!

P.- Si. Nosotros decidimos trabajar en inglés. A decir verdad, en
el grupo de trabajo habia un espaiol, un francés, un taliano, un grie-
g0, un portugués y un aleman. No habia ningiin representante inglés.
Escogimos el inglés para estar todos en igualdad de condiciones. Pero
bueno, en este caso...

E.- No necesitasteis mngiin mtérprere.

P.- Exacto. Porque todos habiamos aprendido inglés en |a escuela,
Y ahora, si me perdonas, me tengo que mnarchar. Nos veremos dentro
de un mes. Tienes tiempo para pensar en todo esto. Animo.

E.- Gracias, Profesora.
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SINTESIS 1

No se puede abordar el tema de la ensesianza y el aprendizaje de
las matemadticas sin preguntarse al mismo tiempo qué son las mate-
mdrticas, ¢n qué consisten y para qué sirve hacer matemiricas. Ahora
bien, estas preguntas no pueden referirse tinicamente a las matemdati-
cas de la escuela. tienen que abarcar todas las matemiticas que existen
en nuestra sociedad.

Podriamos pensar que cada uno de nosotros tomado individual-
mente puede vivir sin necesidad de matematicas o, por lo menos, sin
muchas de las matemdticas que se estudian en la educacién obligato-
na. Pero esta creencia sélo se da porque, de hecho, no vivimos solos
sino en sociedad: en una sociedad que funciona a base de matematicas
v en la que hay gente capaz de hacer de matemdtico para cubrir las
necesidades de los demds, incluso cuando éstos no reconocen sus
propias necesidades matemadticas.

El hecho de que se ensefien matemdticas en la escuela responde a
una necesidad a la vez individual y social: cada uno de nosotros debe
saber un poco de matemdticas para poder resolver, o cuanto menos
reconocer, los problemas con los que se encuentra mientras convive
con los demis. Todos juntos hemos de mantener ¢l combustible ma-
tematico que hace funcionar nuestra sociedad y debemos ser capaces
de recurrir a los matemdticos cuando se presenta la ocasién. La pre-
sencia de las matemadricas en la escuela es una consecuencia de su pre-
sencia en la sociedad y, por lo tanto, las necesidades matemdticas que
surgen en la escuela deberian estar subordinadas a las necesidades
matemdticas de la vida en sociedad.

Cuando, por las razones que sea, se invierte esta subordinacion,
cuando creemos que las dnicas necesidades sociales matematicas son
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las que se derivan de la escuela, entonces aparece la “enfermedad di-
dictica”. Este reduccionismo lleva a considerar que las matemdricas
estan hechas para ser ensefiadas v aprendidas, que la “ensefianza for-
mal” es imprescindible en todo aprendizaje matemdtico y que la dmu-
ca razdn por la que se aprenden maremducas cs porque se enseiian en
la escuela. Se reduce asi el “valor social” de las matemauicas (el tnterés
social de que todos tengamos una cultura matemanca basica) a un
simple “valor escolar”, convirtiendo la ensefianza escolar de las mate-
maticas en un fin en si mismo.

Este tipo de reducciomsmo’ puede conducir a “no tomarse en se-
rio” las matematicas que se hacen en la escuela, considerindolas co-
mo un mero “artefacto escolar”. Aparece entonces un problema di-
déctico que puede formularse como sigue: “¢Qué hacer para que los
alumnos se sittien como matematicos ante las cuestiones matemdticas
que se les plantean en la escuela, y para que asuman ellos mismos ta
responsabilidad de sus respuestas?”

Tenemos aqui un ejemplo de problema relativo a las actividades
matemdticas escolares que no es posible entender desde una perspec-
tiva puramente escolar, sin tomar en cuenta lo que ocurre fuera de la
escuela, v en particular la poca visibilidad de las matemdticas en el
conjunto de la sociedad. De ahi que no podamos separar los procesos
de ensefanza y aprendizaje del resto de las acuvidades matemadricas.

Hemos de tener en cuenta que los procesos de ensenanza y apren-
dizaje de las matematicas son aspectos particulares del proceso de es-
tudio de lus matematicas, entendiendo la palabra “estudio” en un
sentido amplio que engloba tanto el trabajo matemdtico del alumno,
como el del matemdtico profesional que también “estudia” proble-
mas de maremadricas.

Lo did4ctico se identifica asf con todo lo que tiene relacion con el
estudio y con la ayuda al estudio de las matemiticas, identificindose
entonces los fendmenos diddcticos con los fenémenos que emergen de
cualquier proceso de estudio de las matematicas, independientemente
de que dicho proceso esté dirigido a utilizar las matematicas, a apren-
derlas, a ensefiarlas o a crear matemdticas nuevas. La diddctica de las
matematicas se define, por tanto, como la ciencia del estudio de las
atematicas.

1. Habria que decir que éste no es el tnica tpa posible de reduccionismo respecto
al origen de las necesidades matemddcas v, en gencral, respecto a la naturaleza de las ma-
temdticas. Asi, cuando se da prioridad de manera absoluta a las necesidades matemdticas
de origen extramatematico, aparece lo que podriamos denominar “enfermedad utilitaris-
ta”, mientras que si son las necesidades de origen mtramatematico 1as Uinicas quc sc con-
stderan, entonces nos encontrames con la “enfermedad purista”. No cntraremos aquf en
las disfunciones que cada una de estas "enfermedades” puede provocar en el seno de la
comunidad matemdtica puesto que éste es un tema que no se trata cn los Dridlogos.
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COMENTARIOS Y PROFUNDIZACIONES 1

1. ;Qué significa “hacer matematicas™?

En principio podria parecer que estd claro lo que son las matemi-
ticas o, cuanto menos, que es posible saber si una persona estd o no
baciendo maremdticas. Veremos a continuacién que la situacién no es
siempre tan clara como parece.

1.1. Camo compartir una bolsa de caramelos

Tenemos una bolsa de caramelos que queremos repartir a partes
iguales entre unos amigos. Lo primero que podemos hacer es pedir a
los amigos que se sitden en corro o en fila, dar un caramelo a cada
uno haciendo una primera ronda y repetir tantas rondas como sea ne-
cesario hasta quedarnos sin caramelos —teniendo en cuenta que, st
en la ultima ronda no conseguimos dar un caramelo a cada uno, en-
tonces habrd que retomar los Gltimos caramelos distribuidos—. De
esta manera podemos realizar el reparto sin necesidad de ninguna no-
cién matemitica explicita.

Este primer procedimiento es simple v eticaz, pero dc alcance li-
mitado: tenemos que suponer que todos los amigos estin presentes v
bastante cerca los unos de los otros. Consideremos entonces otra so-
lucién. Vamos a representar a los amigos por circulos en el suelo en
los que iremos distribuyendo los caramelos. Una vez distribuidos,
recogeremos los caramelos de cada eirculo v los entregaremos a cada
amigo.
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Se dibuja un circulo para cada amigo for-
mando un corro y se sefiala el circulo por el
quc se empicza. Se hace después el reparto

@ poniendo un caramelo en cada eirculo. Sino
hemos podido acabar la ronda, retomamos
los dltimos caramelos distribuidos.

No es necesario saber que la bolsa con-
tiene 3C caramelos y que hay 7 nifios, ni que
hay que dar 4 caramelos a cada uno vy que

B sobran 2. Basta con hacer el reparto.

Al realizar este procedimiento nos hemos alejado un poco de la
realidad inicial del problema, reemplazando a los amigos por un mo-
delo de més ficil manipulacidn: unas figuras que los representan. Esta
representacion aumenta bastante la eficacia y habilidad del procedi-
miento: no importa si los amigos estin quietos o jugando al escondi-
te, ni si estin cerca o, al contrano, viven en otra ciudad, Podemos tra-
bajar tlanquﬂamente con los nombres de nuestros amigos, los
circulos y los caramelos. Nos estamos acercando a las matematicas.

Podemos ampliar un poco el modelo anterior asociando una pie-
drecita a cada caramelo para no tener que manosearlos tanto. Al fiual,
bastard con sustituir cada piedrecita del circulo por un caramelo y ha-
cer llegar a cada amigo lo que le cor rcspondc El procedimiento ha
melorado pero sigue siendo limitado: ni el nimero de amigos ni el de
caramelos puede ser muy elevado, a menos que dispongamos de una
habitacion muy grande para que quepan todos los circulos y de mu-
cha paciencia para ir repartiendo las piedrecitas.

Demos, pues, un paso mds. En el caso de tener muchos caramelos
y muchos amigos, lo mejor es drvidir ¢l nimero de caramelos por el
nimero de amigos para saber de antemano cuantos caramelos le co-
rresponde a cada cual. En este procedimiento se tiene que contar y se
necesitan cifras para designar los nimeros obtenidos y efectuar la di-
visién, Una vez realizada la operacion, sélo queda interpretar el re-
sultado en términos de “caramelos” y de “amigos” para hacer llegar a
cada amigo su paquete de caramelos. Si alguien nos ve recurrir a este
procedimiento, no dudard en afirmar que estarnos baciendo matemd-
ricas.

325123 Lo que se ha hecho aqui es construir un modelo nu-
095 mérico de la situacién del problema, construccién que
03 14 1o requiere tener ni a los amigos ni a las piedras fisi-

camente presentes, Basta con tener cierta informacién
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previa, con disponer de un lipiz v un papel... y de un poco de tran-
quilidad. Lo que se hace entonces es transformar la cuestién inicial
—*¢Cémo repartir los caramelos?”— en un problema matematico:
“¢Cudnto es 325 (caramelos) dividido entre 23 (amigos)?”, y unlizar
un modelo escrito —los nimeros y la operacion de dividir— para re-
solver el problema planteado Una vez resuelto el problema, habri
que volver a la situacion inicial para realizar el reparto: dar 14 cara-
melos a cada uno sabiendo que sobrardn 3.

1.2. Cémo calcular la distancia al horizonte

Supongamos ahora que queremos saber a qué distancia estd el
horizonte cuando lo contempla desde la orilla del mar en un dia cla-
ro de primavera. Aqui no disponemos de ningin método material
para efectuar concretamente la medicién y deberemos recurrir a un
modelo grifico de la situacidn: la Tierra serd “un circulo” (conside-
rando un corte transversal), el observador estard en lo alto del circu-
lo y la distancia al horizonte vendrd determinada por la viskal o li-
nea imaginaria que parte de los ojos del observador v es tangente a la
Tierra.

v Hagamos una figura en un trozo de papel tra-
zando un tridngulo rectingulo OHY donde O es
H P el centro de la Tierra, H un punto del horizonte e
‘ Y el punto en el que se encuentran los ojos del
observador, que supondremos a una alura 4
sobre el nivel del mar (es decir, sobre “la super-
ficie de la Tierra™). Tenemos QY = R + 4, donde
R es el radio de la Tierra. Como el tridngulo
OHY es rectdngulo, se tiene (por Pitigoras)
OY?=0H?+ HY? de donde HY? = (R + 2)* - R*

=2Ra + 4%, y pues: d = HY = Va(2R+a).

De esta manera, si los ojos del observador estin a 0,5 m sobre el
nivel del mar y tomamos como radio de la Tierra la aproximacién
R = 6.750 km, el horizonte estard a unos 2,6 km de distancia. Si los
ojos estdn a 2 m del suelo, el horizonte ya estard a mds de 5 km. E!
niodelo grifico que hemos construido permite explicar por qué, al
contemplar el mar sentados en la orilla, cuando nos levantamos de re-
pente vemos e} horizonte desaparecer a lo lejos.
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1.3, La Tienda de Matematicas

En lugar de resolver los problemas
anreriores por NOSOtros mismos, tam-
bién hubiéramos pOdidO acudir a la | En el instituto de bachillerato Jules
Tienda de Matemdricas. De hecho los | Michelet de Marsella (Francia) fun-
dos procesos de modelizacién que |S10% desde 1989, una Tienda de

L de d bi . Matemadricas llamada la Bourigue
acabamos de describir no estan muy | Mathématigues. Se cncargan de

lejos del pnm:lpl‘(‘) de fugcnonam:ento ella un pequefo nimero de profe-
de la Tienda. El “cliente” plantea una |sores de matematicas del instituto
cuestdn que PUEde involucrar a cier- | v se estd empeszando a hablar de la
tos objetos no matematicos: amigos y idea de extender!a a otras discipli-
caramelos, el horizonte o los tende- |72 para transformarla en una

. Tienda de los Saberes” {Boutique
deros. Los empleados de la Tienda :

des Savoirs).

toman el encargo vy se lo llevan a la
trastienda. Alli construven modelos matematicos de las situaciones
propuestas (los amigos y caramelos serdn numeros y divisiones, los
tendederos serin cuadrados y expresiones algebraicas, el horizonte v
la Tierra un circulo con un tidngulo rectingulo), ransformando asi el
encargo del cliente en un problema matemdtico que deben resolver,

La “Boutique de Mathématigues”

Un aspecto esencial de la actividad matemadtica consiste en construir un
modelo (matemitico) de Ia realidad que queremos estudiar, trabajar con
diche modelo e interpretar los resultados obtenidos en este trabajo para
contestar a [as cuestiones planteadas inicialmente. Gran parte de la acti-
vidad matemitica puede identificarse, por lo tanto, con wna actividad de
modelizacién matemdtica.

1.4, Una cuestion intramatemdtica

¢Significa o que acabamos de decir que hacer maremiticas sirve
Gnicamente para estudiar sistemas no matemdticos como ¢l constirui-
do por la Tierra y el horizonte, el formado por los miios y los cara-
melos o el que constituyen los tendederos del Episodio?

Naturalmente que no. Desde hace mds de 25 siglos la actividad
matemdtica ha servido para estudiar tanto cuestiones no matemiticas
como cuestiones que surgen dentro del trabajo del matemitico.
Existen multitud de problemas matematicos nacidos de cuestiones
puramente matematicas, lo que podemos llamar problemas intrama-
tematicos. Tomemos un ejemplo.

Existe una manera un tanto extrafia de encontrar el cociente ente-
ro de un nitmero dividido entre otro. Se trata de un mérodo simple y
aparentcmente eficaz aunque, a diferencia del algoritmo habitual, no
se obtiene el resto de la divisién. Para describirlo, lo mejor es ver cé-
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mo funciona en dos casos concretos. Supongamos que queremos di-
vidir 71 entre 6. Como 6 = 2 X 3, dividimos primero 71 entre 2 y divi-
dimos el resultado 35 entre 3, hallando 1. Entonces podemos afir-
mar que el resultado de la division de 71 entre 6 es 11. También
hubiéramos podido empezar dividiendo 71 entre 3 para obtener 23
(tgnorando el resto) y luego dividir 23 entre 2, llegando de nuevo al
cociente [1.

Tomemos otro ejemplo. Supongamos que queremos dividir 527
entre 42. Como 42 = 7X6 = 7 X3 X2, dividimos 527 entre 2, obte-
nemos 263 que dividimos entre 3, lo que da 87; finalmente divi-
dimos 87 entre 7 y obtenemos 12. Por lo tanto, 527 dividido entre
42 es 12, ¢Funcionard siempre esta técnica? ¢Por qué? ;Es posi-
ble justificarla? Si, en vez de considerar que 42 = 7X3X2 toma-
mos 42 = 221, ;también funcionari la técnica? ;Por qué? (Ver
PEM6.)

1.5. Un modelo matemdtico del nimero V3

Como acabamos de ver, hacer matemdticas también sirve para es-
tudiar sistemzas en los que los objeros involucrados son objetos mate-
miticos (nimeros y operaciones, figuras, expresiones algebraicas,
etc.). Para ello, lo que tendremos que hacer es construir modelos de
estos sistemas, es decir, modelos matematicos de sistemas formados a
su vez por objetos matemiticos.

Supongamos, por ejemplo, que queremos calcular un valor apro-
ximado de V3 y nos hemos dejado la calculadora en casa. V3 es aqui el
objeto que queremos estudiar, como antes lo era el reparto de cara-
melos o la distancia al horizonte. Necesitamos, pues, un modelo ma-
temdtico de este objero. Vamos a utilizar como modelo la ecracion

2 = 3

Una manera habitual de manipular este modelo consiste en aislar
la @ de la ecuacién para obtener 4 = V3. Pero haciendo esto no avan-
zamos nada, puesto que no vbtenemos ninguna informacién sobre el
valor numérico de \/?E’l Veamos otra manera de trabajar con el modelo
construido. Escribimos en primer lugar la serie de ignaldades equiva-
lentes:

# =3 <=2 a-1=2 <=> (a+Da-1}=2
2 2

<=>» g-l=—"— <=>» g=—- + L
a+1 a+1
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Llegamos asf a un nzevo modelo de V3: la ecuacién

2
V/_:*-—=:—— .
(o sea V3 T + 1)

a=——— + 1
a+ 1

¢Cdmo explotar este modelo? Sabemos que a = V3 esta compren-
dido entre 1 y 2, puesto que 1? es menor que 3 y 2? es mayor que 3.
Tenemos entonces las sigulentes desigualdades:

I<a<’->2<a+1<3—>—1<i<1—>2< z <2—-> < 2 +1<2
T TTU3 el 273 Tael 2 3 a+l -

2 .. 2 o
Ahora, como a = —— + 1, sustituimos + 1 por aenla dltima
a+1 a+1

desigualdad y llegamos a la conclusién de que a4, es decir V3, estd
comprendido entre 5/3 y 2.

Lo importante entonces es ver que podemos afinar mas el calculo
repitiendo el proceso a partir de los datos obtenidos:

2 2 3 5 2 7 5 - 7
<ga<l=>..=>—< C—=—C——+ | € — = — € VY3 < —,
3 a+l 4 3 a+l 4 3 3

wilw

Luego a estd comprendido entre 1,66... y 1,75.

Elmodelo =i Siguiendo el proceso, obtendremos

sobre Q[x] del niimero algcbrai-
CO .
Aqui tenemos que el polinomio

sucesivamente:
La manera de utilizar ?stc_modt?- i< a <l=> 1,66 <a< 1,75
lo se inspira en una téenica mds 3 4
general basada en la construc- 19 7
cién de un método fterativo del s34 =" 172 <a < 1,75
tpo . . 19 26
x = ffx) (con f funcién racional) —ca<—=»1,72<a< 1.7}
a partir del polinomio minimo ;1 1>

—<a <£E’=>1,73 170 <a< 1,73 737.
41 15

minimo de a es x* - 3, de donde | I (iltima desigualdad determina un va-

deducimos que 4 csjsol““")“ de: | lor aproximado de V3 con 2 cifras deci-
x=flr)=———=+1. males exactas: V3 = 1,73..., resolviendo

asi el problema planteado inicialmente.

x + 1
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Un “muodelo general” de la geometria euclidea

En la geometria cartesiana (o geometria con coordenadas). los pares de numeros y
las ecuaciones algebraicas sirven de modeln de las configuraciones geométricas del
plano: en Iugar de un punio P escribimnos sus coardenadas (x.y), en lugar de 1razar
una recia v eseribimos su ecuacién ax+by+c=0, cn logar Je realizar construcciones
con regla y compis, realizamos cilculos algebraicos. La geometria cartesiana (inicia-
da por Descartes en 1637} es as{ un “modelo regional” de la geometria euclidea que
ha permitido resolver un gran nimero de problemas que habian sido planteados por
los gedmetras griegos muchos siglos anges.

Al identificar la actividad matemdtica con el trabajo de construir
modelos matemdticos para estudiar sistemas {matemdticos o extra-
matematicos), queda pendiente una cuestién: ;como saber si un mo-
delo es matematico o no lo es? El segundo modelo que hemos utili-

zado para repartir caramelos, un
circulo para cada amigo v piedreci-
tas en lugar de caramelos, ¢es 0 no
es un modelo matemdtico? ; A par-
tir de qué momento se puede decir
que alguien hace matematicas en el
sentido de que trabaja con modelos
matemiticos?

2. Tres aspectos de la actividad
matematica

No es posible trazar una fronte-
ra clara y precisa que separe de una
vez por todas las actividades mate-
maticas de las no matematicas. Lo
que si podemos hacer es intentar
describir los “gestos” que alguien
realiza cuando se dice de él que “es-
ta haciendo matemdricas”. La tarea
no es sencilla y sélo la abordaremos
aqui parcialmente. Partiendo de la
actividad maremaitica como trabajo
de modelizacién encaminado a re-
solver problemas, vamos a describir
tres grandes tipos de actividades
que se suelen considerar como ge-
nuinamente matematicas.
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3 Curvas matemdticas
o curvas mecdnricas?

Los griegos de la época de Euclides
(hacia 300 a. J. C.) s6lo consideraban
cOmo curvas matemadcas a las que se
pueden dibujar con una regla y un
compis: rectas, circulos, poligonos.
También las conicas (pardbolas, elip-
ses ¢ hipérbolas) acabaron perrene-
ciendo al reino de las matemiticas, al
ser curvas definidas como secciones
de un cono partido por un plano,
siendo el cono una construccién rea-
lizable a partir de la lnea recta y el
circulo. Pero curvas como la cicloide
—descrira por un punto de un circulo
que gira sobre una recta {fig.1}— o la
espiral de Arquimedes —definida co-
mo el conjunto de puntos cuya dis-
tancia al punto O es igual al ingulo
que forman con la recta Ox (fig. 2)—
dehieron contentarse con ser conside-
radas como curvas mecdnicas, Utiles
para estudiar determinados fendme-
nos fisicas, pero relegadas a un puesio
marginal en ef universo de objetos
matemdticos.




2.1, Utilizar matemdticas conocidas

El primer gran tipo de actividad matematica consiste en resolver
problemas a partir de las herramientas mateméucas que uno ya cono-
ce y sabe cémo utilizar. Es el caso del matematico que, al igual que el
fontanero, utiliza sus conocimientos para resolver problemas que le
aparecen como “rutinarios”, ya sean pequefios probiemas parciales
que surgen de sus investigaciones, ya sean cuestiones que le plantean
otros {como el caso del problema del nimero de elementos de una ta-
bla simétrica, propuesto por la profesora de biologia a la Tienda de
Matemainicas),

También se encuentran en esta situacién el Estudiante de los
Didlogos cuando resuelve el problema que le plantea su prima, ¢l pro-
fesor de matemdticas que resuelve un ejercicio para sus alumnos o el
alumno de secundaria cuando, en medio de un problema, tiene que
realizar una multiplicacién de dos nimeros de dos cifras y se ha deja-
do la calculadora en casa. Y también suele ser el caso del ingeniero,
biclogo o economista que utiliza sus conocimientos matematicos pa-
ra modelizar situaciones muy “tipicas” que aparecen en su trabajo.

2.2. Aprender (y ensefiar} matemdticas

Al igual que el fontanero, después de examinar un reventdn de
una cocina, tiene a veces que ir al taller por otras herramientas, tam-
bién puede ocurrir que nos encontremos ante un problema de mate-
maticas que no podemos resolver por falta de instramentos apropia-
dos. En ese caso, la mejor solucién es hacerse con estos instrumentos,
ya sea pOr NOSOtros mismos, ya sea recurriendo a algiin matematico
para que nos facilite la tarea.

Este segundo aspecto del trabajo maremdtico es muy conocido
por los propios matemiticos, asi como por los “usuarios” habituales
de marematicas {el fisico, el bic’)logo o ¢l economista), cuando se en-
cuentran con un problema matemdtico nuevo para ellos y que no sa-
ben cémo abordar. Una posible actuacién consiste en consultar a al-
gln matematico para ver si aquel problema es “conocido™ y si se
puede obtener facilmente la solucion. Existe también otra posibili-
dad: la de consultar articulos y libros en busca de lo que uno necesita
para abordar el problema en cuestién.

En todos estos casos, el estudio de un sistema matematico o extra-
matemdrico genera cuestiones que pueden ser abordadas mediante
instrumentos matematicos que ya existen, pero que son desconoci-
dos para el que desarrolla la actividad. Surge asi la necesidad de
aprender matemdticas para poder responder a las cuestiones pro-
puestas. Y aparece en consecuencia la actividad de ensesiar matemati-
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cas: el profesor de matemduicas ayuda a sus alumnos —maremdticos
en apuros— a buscar y poner a punto los instrumentos matematicos
que éstos necesitan para modelizar y resolver ciertas cuestiones des-
conocidas para ellos aunque cldsicas para un matemdtico profesional.

2.3. Crear matemadticas nuevas

En un sentido estricto, el tercer upo de trabajo matematico se pre-
senta como una actividad reservada a los investigadores en matemati-
cas. Son muy numerosos los nuevos tipos de situaciones matemadticas
y extramatemiticas que van surgiendo y para las que hay que crear
nuevos modelos para estudiarlas o bien imaginar nuevas utilizaciones
de antiguos modelos. Y es este aspecto del trabajo matemitico el que
explica que, hoy en dia, dispongamos de las matemiticas de que dis-
ponemos. Por ejemplo, los nimeros racionales y los decimales, o los
nimeros enteros (positivos y negativos) fueron creados por matema-
ticos que tenian problemas pendientes de resolucién y para los que
no existian instrumentos adecuados. Igual que se inventd la rueda, la
imprenta y la mdquina de vapor, hubo que crear estos nimeros, as
como las ecuaciones algebraicas, la
geome[rla CartESIana y IaS funchHES
trigonomeétricas.

Ahora bien, en un sentido mas
amplio, puede decirse que todo
aquel que hace matemduicas paruci-
pa de alguna manera en un rabajo
“creador”. En efecto, el que utiliza
matemdticas conocidas para resol-

Teorema: Iz suma de dos impares con-
secHiFvos es un miltiplo de 4.

¢Seguro que es verdad? Probe-
mos afgunos casos:

1+3=4; 345=8; 5~7=12;

19+21=40; 157+159=316; ...

¢Como demostrarlo con dos im-
pares consecurivos cralesquiera?

Los niimeros pares son miltiplos

ver un problema matemitico cli-
sico, muy a menudo tendri que
modzﬁcar ligeramente el modelo
matemdtico que maneja para adap-
tarlo a las peculiaridades de su pro-
blema, lo cual comporta ademas la
posibilidad de enunciar y abordar
problemas nuevos.

Anidlogamente, ¢/ que enseria
matemdticas se ve llevado a refor-
mular los conocimientos matemati-
cos que ensefa en funcién de los t-

de dos; son de la forma 2.

Cada niimero impar es el siguicn-
te de un ndmero par: es de la forma
In+ 1.

El sigutente del mimero impar
2n+1 es el ndmero par -2, cuyo si-
guiente es el nimero impar (2r+23-1

23,

La suma de dos impares consecu-
tivos es: {2a+1)+(2n+3) = 2n+1+2n+43

=45 +4.

Esta suma es un muluplo de 4
puesto que 4n+4 = 4(n+1).

pos de problemas que sus alumnos deben aprender a resolver.

Por iltimo, y aunque parezca sorprendente también podemos
decir que el gue aprende matematicas “crea” matemaéticas nuevas.
Basta en efecto con relativizar el adjetivo “nuevas™ los alumnos no
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creardn conocimientos nuevos para la humamdad, pero si podrin
crear matematicas nuevas para ellos en cuanto grupo de alumnos.
Cuando un alumno demuestra que la suma de dos nimeros impares
consecutivos es un multiplo de 4, acaba de establecer un pequefio
teorema nuevo —para él—.

Una vez descritos estos tres aspectos del trabajo matemadrico, se
entiende mejor la cuestién de la “enfermedad didictica™ que introdu-
ce la Profesora en los Didlogos. Podemos dcecir ahora que esta “enfer-
medad” consiste en reducir la actividad maremdtica a una parte del
segundo aspecto considerado: el ensefiar y aprender maremdticas pre-
viamente construidas. Esta reduccion comporta ademds que ¢! apren-
dizaje y la ensefianza pasen a ser un fin en si mismos, en lugar de ser
consideradas como un medio para responder a ciertas cuestiones.

Hemos caracterizado el bacer matemdéticas como un trabajo de inodeliza-
cion. Este trabajo convierte ¢l estudio de un sistema no matematico o
un sistema previamente matematizado en el estudio de problemas mate-
madticos que se resuelven utilizando adecuadamente ciertos modelos. Se
pueden destacar tres aspectos en este trabajo: la utifizacién rutinaria de
modelos matemaiticos ya conocidos; el aprendizaje (y la eventual ense-
Aanza) de modelos y de la manera de utilizarlos: y la creacién de conoci-
mientos matemiticos, es decir de nuevas maneras de modelizar los siste-
mas estudiados.

3. La did4ctica trata del estudio de las matematicas
3.1, El proceso de estudio o “proceso diddctico”

Como dice la Profesora en los Didlogos, lo didictico es todo lo re-
ferente al estudio y, en cuanto a lo que nos interesa aqui, al estudio de
las matemdticas. El adjetivo “didictico/a” proviene del griego tardio
“didaktikés”, derivado de “didisko” que significa ensefiar. Noso-
tros, al igual que la Profesora, no lo restringiremos a la ensefianza si-
no que lo tomaremos como el adjetivo correspondiente a “estudio”.
Diremos entonces que hay un proceso didactico (relativo a las mate-
maticas) cada vez que alguien se ve llevado a estudiar matemiticas o
cada vez que alguien aynda a otro u otros a estudiar matematicas.

Al hablar aqui de “estudio” no nos referimos tinicamente a esa ac-
tividad que uno realiza en solitario fuera de clase y que utilizamos en
expresiones como: “Si estudias mucho aprobaris™ o “Tengo que es-
rudiar geometria para el examen de mafiana”. Nosotros utilizaremos
la palabra “estudio” en un sentido mas amplio, como cuando deci-
mos de alguien que “estudia derecho” o que “quiere estudiar electré-
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nica cuando vaya a la universidad”, En toda escuela, instituto o facul-
tad, se suelen formar grupos de alumnos para que, durante todo el
curso escolar, puedan estudiar matematxcas, historia, educacién fisi-
ca, etc., con la ayuda de uno o varios profesores.

Es importante sefialar que, en este contexto, la enseanza aparece
como #n medio para el estudio. La situacién parece mis clara si, en
lugar de las matemiticas, pensamos en otro objeto de estudio como,
por ¢jemplo, la misica. Una persona que estudia un instrumento {el
piano, la guitarra o el saxo} suele ir a clase cada semana con un profe-
sor, pero la mayor parte del tiempo practica sola con su instrumento,
ademds de escuchar discos, tocar con més gente e ir a conciertos.
Todas estas acciones son medios para el estudio, aunque sélo en el
primer caso podemos hablar, propiamente, de ensefianza.

En el caso de las asignaturas escolares, existe una tendencia a con-
fundir la acuividad de estudio con la ensefianza o, por lo menos, a
considerar inicamente como importantes aquellos momentos del es-
tudio en los que el alumno estd en clase con un profesor. Se olvida
entonces que el aprendizaje, entendido como el efecto perseguido por
el estudio, no se produce sélo cuando hay ensefianza, ni se produce
tinicamente durante la ensefianza. El estudio —o proceso diddctico—
es un proceso mas amplio que no se restringe, sino que engloba, al
“proceso de ensefianza y aprendizaje”.

El estudio no vive encerrado en el aula

Tode aquel que ha ido a la escucla sa-
be que los procesos didécticos escola-
res no empiezan ni acaban en la clase.
El estudio que uno ha emprendido
con un grupo de compailercs y un
profesor dentro de un aula sigue vi-
viende al salir de clase y volver a casa.
Habri que hacer los deberes, prepa-
rarse paraun examen, o aclarar alguna
duda con la ayuda de un familiar o
companero, Al salir de clase, las ma-
temdticas que hay que estudiar siguen
siendo las mismas y el que estudia
wumbién sigue siendo la misma perso-
na. Lo dnico que ha cambiado es que
¢l profesor, que dirige nuestro esru-
dio, no estd fisicamente presente.

evaluacion, etc.).

Al hablar de procesos diddcticos
uno piensa inmediatamente en la
escuela, el instituto o la facultad,
dado que la funcién principal de es-
tas instituciones es reunir los me-
dios necesarios para que ciertos
procesos didicticos se puedan lle-
var a cabo. Las llamamos por ello
instituciones diddcticas. Son 1nstitu-
ciones en las que se imparten clases
y cursos de diferentes tipos, en las
que hay bibliotecas (y, a veces, la-
boratorios), aulas, salas de estudio
y salas de recreo, y en las que traba-
]an Profesores Para mearnr £nse-
flanzas y realizar otras tareas de or-
ganizacién del estudio (turorias,

Ahora bien, debemos tener muy presentes dos aspectos impor-

tantes de las instituciones didacticas. El primero es que estas institu-
ciones no son el tinico lugar en el que se estudian matemdaucas: tam-
bién hay gente que estudia marematicas en empresas, departamentos
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universitarios, gabinetes de profesionales, laboratorios de investiga-
¢cidn o de innovacién tecnoldgica, ete. El segundo aspecto es que los
procesos de estudio quc se realizan dentro de una institucion didécti-
ca siguen viviendo fiera de ella: la escuela debe crear medios para
que los alumnos estudien y aprendan (mediante la ensefianza y otro
tipo de actividades), pero también debe proporcionarles instrumen-
tos para que puedan seguir estudiando al salir de la escuela, una vez
acabadas las clases.

Lo diddctico es todo lo referente al estudio. Hablaremos de procesos di-
ddcticos cada vez que alguien se vea llevado a estudiar algo —en nuestro
caso serdn matemdticas— solo o con la ayuda de otra{s) personafs). El
aprendizaje es ¢l efecto perseguido por erestudio. La ensefianza es un
medio para el estudio, pero no el dnico.

3.2. La didictica de las matemdticas

La investigacién en didictica de las matemdticas se propone, co-
mo primer gran foco de interés, el llegar a entender mejor los proce-
sos diddcticos y Jos fenémenos que éstos originan, tanto los que tie-
nen lugar en clase como fuera de ella. Se parte del principio de que
linicamente a partir de una mejor comprensién de estos procesos se
podrin proponer actuaciones y medios concretos para mejorar el es-
tudio de las matemdticas. Del mismo modo que hay que entender
mejor el funcionamiento del cuerpo humano para progresar en medi-
cina, también hay que entender mejor lo que es un proceso de estu-
dio para poder dar respuestas sélidas a las dificultades diddcticas con
que se encuentran, dia tras dia, todos aquellos que estudian matemai-
ticas o que ayudan a otros a estudiar —ya sean alumnos, profesores,
padres de alumnos o profesionales de otros dmbitos.

Para evitar confusiones, debe- La expresion “didictica
mos sefalar aqui que la expresién de las matemdticas”
“didacuca de las matematicas™ tam-
bién se usa en otros contextos con |Designa a la vez una ciencia o disci-
un sentido mds préximo al etimolé- plina y. en cl lenguaje habitual, la en-

. . . scianza de las maremiticas, es decir,
gico para referirse simplemente ala | |70 T LS e d
- .- Partl. el D ]Eto e estudio ae di-
ensefianza de las matemdticas, ¥ 5€ | cha ciencia. Esta situacin cs muy ha-
habla entonces de “la didactica de la | bitual: también hablamos de “econo-
geometria” o de “la didictica de la | mia” para referirnos a una ciencia y a
probabilidad”. De hecho, hasta ha- |uno de sus objetos de estudio: la ad-
ce pOCO no se concebia que pud_lera minstraciin dr." bienes, ganancias y
existir una ciencia cuyo objetivo ?::S?ade un pais. una empresa o ta
fuera estudiar los procesos de ense- i
fanza y aprendizaje de las matematicas, y ain menos los procesos de
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estudio de dicha ciencia. Los tinicos conocimientos que se tenfan es-
taban basados en la experiencia de profesores y maestros (y de alum-
nos, claro) que se iban completando con aportaciones de distintas
disciplinas, como la psicologia, la sociologia o la epistemologia.
Proponemos en el Anexo A una breve descripcidn del camino que va
de esta etapa inicial al proyecto de elaboracion de una ciencia de los
fendmenos didicticos.

La diddctica de las matematicas es la ciencia del estudio y de la ayuda al
estudio de las matemaricas. Su objetivo es Hegar a describir y caracteri-
zar los procesos de estudio —o procesos didécticos— de cara a proponer
explicaciones y respuestas séliclzs a las dificultades con que se encuen-
tran tedos aquellos (alumnos, profesores, padres, profesionales, ete.) que
se ven llevados a estudiar matemdticas o a ayudar a otros a estudiar ma-
temadticas.

4. Un ejemplo de fenémeno didéctico

En los Didlogos, la Profesora menciona un problema didictico
importante: la dificultad de hallar o construir una situacién en la que
el alumno acriie, ademds de como alumno, como un verdadero mate-
madtico, responsabilizindose de las respuestas que da a las cuestiones
que se le plantean. La formulacién de este problema didactico parte
de la constatacién de un hecho que se repite en todos los niveles edu-
cativos: los alumnos tienden a delegar al profesor la responsabilidad
de la validez de sus respuestas, como si no les importara el que éstas
sean verdaderas o falsas; como si el Gnico objetivo de su actuacién
fuera contestar a las preguntas del profesor y en nada les comprome-
tiera la coherencia o validez de su respuesta.

Para describir de forma sintética este hecho, podria hablarse de
cicrta “irresponsabilidad matemdtica de los alumnos™. ¢Puede la di-
ddcrica dar cuenta de este tipo de hechos? Detengdmonos sobre un
ejemplo. Consideremos a un alumno de bachillerato ante la tarea de
resolver la ecuacién

34vVr=x-9

y supongamos que el alumno recurre a la téenica habitual de eliminar
la raiz cuadrada, elevando al cuadrado los dos miembros de la ecua-
ci6n. Obtendri entonces la serie de ecuaciones:

Vi=x-9-3
Vi=x-12
x=(x-12¥Y =" - 24x + 144
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que le conducen a la ecuacién de segundo grado:
—25x + 144 =0,

Al resolver esta ecuacidn, encontrard dos soluciones distintas:

=loyx,=9.

Llegado a este punto, es muy probable que nuestro alumno consi-
dere estos dos valores como soluciones de la ecuacion mmcial, dando
asi por finalizado su trabajo. La ecuacién ya estd resuelta; él ha hecho
lo que le pedian; ahora le “toca” al profesor decir si la resolucién es
correcta. No hay nada mds en juego.

Pero supongamos por un momento que al alumno “le va la vida
en ello”, como si hubiera alguien apuntindole con una pistola o, mds
veridicamente, y al igual que la prima de} Estudiante, que de ello de-
pende la cantidad de dinero que cobrara por un determinado traba-
10. ¢Cudl seria entonces la actuacién de un alumno que se sintiera
realmente responsable de su solucién? ;Qué haria st hubiera algo
importante en juego? La respuesta es sencilla. Cualquier alumno de
bachillerato dispone de elementos
suficientes para asegurar al cien por

La edad del capitin

cien la validez de la solucién: basta
con que sustituya la x por 16 y por
9 en la ecuacidn

3+Vxr=x-~9

para ver que, cuando la x vale 9 la
igualdad es falsa, mientras que el
valor x = 16 si corresponde a una
solucién.

El contrato didéctico

Tradicionalmente se han inten-
tado interpretar los hechos didacti-
cos a partir de las peculiaridades de
los métodos de ensefianza y, en ul-
tima instancia, apelando a las carac-
teristicas individuales de los alum-
nos y del profesor. En nuestro
ejemplo, se dirfa que el alumno no
entiende bien lo que significa que
un nimero sea o no sea solucién de
una ecuacion, que no comprende el
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Alrededor de los afos ochenta,
un grupo de investigadores franceses
en didéctica de las matemdticas plan-
e el siguiente problema a varias cla-
ses de alumnos de 7 a 10 afios:

En wn barco bay 7 cabras v 3 ove-
jas. Qué edad tiene el capitdn?

La mayoria de alumnos daban sin
titubear una respuesta del tpo:
“7x5 =35. El capitan
tiene 35 afios.”
(Prueba el experimento con algin
nifio de esa edad, veras que no falla...)

¢Qué pasa? ;Por qué ja mayoria
de alumnos responden sin inmutarse
a una pregunta absurda? ¢Serd que la
escuela los atonta en lugar de espabi-
larlos? ;Serd que se convierten en pu-
ros autématas que sélo sirven parz
contestar al profesor? ¢Serd que sus
profesores no les han ayudado a desa-
rrollar el “sentide critco™? ;Se rrat
de una muestra del fracaso de todo et
sistema escolar de ensefianza de las
matemdricas?




alcance y el mecanismo de la técnica matemdtica que utiliza o que el
profesor quizd no insistid suficientemente en la necesidad de com-
probar las posibles soluciones de una ecuacién irracional. También se
dirfa que el alumno no tiene una buena actitud respecto a las mate-
madticas ni respecto a su propio aprendizaje, que no estd suficiente-
mente motivado por el tipo de problemas que se le proponen y que,
en definitiva, no tienc ningtin interés por saber si sus soluciones son
correctas o erréneas.

Acrualmente, la didictica de las matematicas, sin negar la impor-
tancia de los factores psicoldgicos y motivacionales, ya no presupone
que las explicaciones ltimas de los fendmenos didédcticos deban bus-
carse en dichos factores —que pasan asi a ser considerados como
consecuencias de determinados fenémenos, y no como sus causas. Si,
por ejemplo, los alumnes se comportan con cierta “irresponsabilidad
matemitica” de una manera abrumadoramente mayoritaria, no pare-
ce razonable suponer que ninguno de ellos llegue nunca a entender la

actividad matemdtica que realiza o que todos tengan (y

Respuesta a “La edad del capitin™

No scamos catastrofistas. Existe,
entre profesores y alumnos, una serie
de acuerdos implicitos sobre la tarea
que les une —el estudio de las mate-
miticas— que conforman el contrato
diddctico. Tradicionalmente, el con-
trazo diddctico escolar contiene una
cldusula que asegura que, cuando un
profesor plantea un problema a sus
alumneos, el problema estd bien plan-
teado y, en principio, el alumno dis-
pone de los elementos necesarios para
resolverlo. Por esta razén el alumno
no debe “opinar” ni “criticar” los
enunciados del profesor si no quiere
romper su confitanza en él coma guia
y director del proceso de estadio.

En el caso del problema de “la
edad del capitin”, los alumnos, al
asummir el contrato diddctice ¢scolar,
suponen que, COMo siempre, Ja solu-
cién del problema resultard de algu-
nas operaciones aritméticas simples a
partir de los datos del enunciado. Por
lo tanto, intentaran sumarios o mulu-
plicarlos hasta cbtener una respuesta
verosimil, una edad “posible” para el
capitan.

mantengan)
una mala actitud ¥ un bajo nivel de
mottvacidn. La diddctica de las ma-
temdticas postula que tanto una
mala actitud como una falta de mo-
tivacion —y hasta lo que muchas
veces se considera como falta de
“comprensién™— son hechos que
se pueden explicar mediante las le-
yes que rigen el proceso diddctico.
Asi, en el dmbito escolar, son
muy importantes las normas que
ticitamente, sin un acuerdo expre-
50, rigen en cada momento las obli-
gaciones reciprocas de los alumnos
y el profesor respecto al proyecto
de estudio que tienen en comun. Se
trata de un conjunro de cliusulas
que evolucionan a medida que el
proceso diddctico avanza y que
constituyen una especie de “contra-
o” denominado el contrato diddc-
tico. Como acabamos de decir, el
contrato diddctico no es estdtico:
asi, un profesor no puede exigir de
sus alumnos que, al principio del
proceso de estudio, sean capaces de
resolver los problemas que deben
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estudiar, cosa que si les exigird cuando se dé por finalizado el estudio;
del mismo modo, los estudiantes podrdn pedir al profesor que les
avude o dé indicaciones sobre temas o problemas nuevos, pero no
sobre aquello que se supone que deben conocer. El estudio de la gé-
nesis y evolucion de las cldusulas del contrato didictico permite dar
cuenta de muchos hechos didacticos interpretindolos en relacién di-
recta con el conocimiento matematico involucrado.

En el caso de lo que hemos llamado la “irresponsabilidad mate-
mitica” de los alumnos, la didactica de las matematicas no se pregun-
ta, en primer lugar, por la falta de motivacién o por las dificultades de
los alumnos para “entender” o para “dar sentido” z la actividad mate-
mitica que realizan. Empieza planteando cuestiones del tipo: ¢por
qué el contrato didictico asigna al profesor, en exclusiva, la responsa-
bilidad de la validez matematica de las respuestas que se dan en clase?
¢Bajo qué condiciones puede evolucionar el contrato didactico en el
sentido de traspasar una parte de esta responsabilidad a los propios
alumnos? ; Qué otros fendmenos didacticos estin relacionados con la
rigidez de esa cldusula del contrato didéctico? En el Anexo B presen-
tamos algunas respuestas al respecto v proponemos una primera in-
terpretacion de la “irresponsabilidad matemitica™ de los alumnos.

Uno de los principios de la didictica de las matemadticas consiste en pos-
tular que la explicacién de un fenémeno diddctico -—como, por ejemplo,
la “irresponsabilidad matemdtica de los alumnos”— no puede reducirse
a factores psicolégicos, actitudinales o motivacionales de alumnos y
profesores, ni a las peculiaridades especificas de los métodos pedagdgicos
utilizados. Las explli)caciones didicticas deben, por el contrario, partir de
la descripcién de la actividad matemitica que realizan conjuntamente
profesor y alumnos en el aula y fuera de eﬂa, asi como de las clausulas
del contrato didéctico que rigen esta actividad.
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PEQUENOS ESTUDIOS MATEMATICOS

INDICACIONES:

La numevacion de los PEM es independiente de las unidades.
Cada PEM se compone de una cuestion inicial segnida de uno v varios
problemas matematicos por resolver. Algunas veces la formulacion de
estos problemas se deja para el lector.

Proponemos para cada problema una o varias VIAS DE ESTU-
DIO por las que conducimos al lector a través de una sevie de AYU-
DAS. Las vias de estudio de cada problema vienen marcadas por su
nivel de dificultad segiin el siguiente criterio:

Nivel 1: si los objetos matematicos del problema forman parte de
la secundaria obligatoria.

Nivel 2: 51 los objetos matematicos forman parte del bachillerato.

Nivel 3: st forman parte del primer ciclo de una carrera universita-
ria de ciencias.

Nivel 4: st el problema es de nivel de licenciatura de matematicas
o mas alla.

El lector encontrard todas las ayudas en una seccion especial al fi-
nal del libvo. A ellas se remite con un mimero entre corchetes, sin gue
esta numeracion corvesponda al orden de aparicion de las ayudas en

fas PEM.
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PEM 1. Un torneo de ping-pong
La cuestion inicial

El Instituto organiza un torneo de ping-pong en forma de liga, La
comisién organizadora debe decidir cudntos dias durari el torneo,
los horarios dc los partidos, el nimero de mesas que necesitardn, el
tipo de premios, etc. Dado que se dispone de un presupuesto ltmita-
do, hay que hacer un estudio previo de lo que costari la organizacién
del evento.

Las decisiones que hay que tomar dependen evidentemente del
ndmero de partidos que se jugaran en la liga, en la que todos los juga-
dores juegan contra todos los demds. Los organizadores dudan entre
poner o no un limite al nimero de inscripciones, por miedo a que
una avalancha de jugadores haga totalmente inviable la realizacién
del torneo. Para ello, necesitan prever cudl serd el mimero total de
partidos que se jugaran a partir del nlimero de jugadores inscritos.

Problema

Sien una liga de ping-pong juegan n jugadores, ;cudl es el nimero
total T de partidos que se realizaran?

Vias de estudio: tres, de niveles 1,2 v 3.
Ayudas: via [; [1]—> [30] —> [102] - [56]
via 2: [1] ->[110] -> [80] —> [56]
via 3 [1]—=> [47) > [93] == [22] —> [56]

PEM 2. ;Qué tendedero es mejor??

La cuestion inicial

Las figuras 1 y 2 presentan dos modelos de tendedero de ropa pa-
ra apartamento. Los dos valen lo mismo, son igual de resistentes,
ocupan ¢l mismo espacio y s6lo difieren por la disposicién de los hi-
los de tendido.

2. Hemos tomado el problema del articulo de . Kilpatrick: “Problem Formu-
lating: Where Do Good Probiems Come From:” in Alan H. Schoenfeld (1987),
Cognitive Saence and Mathematics Education, Erlbaum, London, El problema origi-
nal que plantea Kilpatrick es el de determinar qué longitud de hilo se necesita para
construir los tendederos —longitud que depende, en particular, de la manera como se
decida realizar la construccién—.
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La parte superior de los tendederos es, en ambos casos, un cua-
drado de 1 metro de lado. El tendedero A tiene ¢l hilo dispuesto en 9
tiras paralelas y equidistantes (figura 1), mientras que el tendedero B
(figura 2) tiene el hilo dispuesto en 4 cuadrados concéntricos a igual
distancia entre cllos que los hilos paralelos del tendedero A.

Fig. 1. Tendedero A Fig. 2, Tendedero B

Lo que nos interesa saber es cuil de los dos modelos es mis eficaz
o util, en €l sentido de que tiene mas longitud de hilo de tendido y,
por lo tanto, permite tender més ropa.

En la tienda también venden tendederos de otros tamaios: los
mas grandes son cuadrados de 1,25 metros de lado (con 11 tiras los
del tipo A y 5 cuadrados los del tipo B} y los mds pequenos de 75 cm
de lado {con 7 tras o 3 cuadrados). El hecho que el tendedero A sea
mds o menos il que el B, ;depende del tamafo del tendedero?

Problema 1

Sabiendo que los dos tendederos tienen 1 metro de lado, ;qué lon-
gitud es mayor: la suma de la longitud de los 9 segmentos paralelos
del tendedero A o la de los perimetros de los 4 cuadrados concén-
tricos del tendedero B¢ ;Qué ocurve si los cuadrados exteriores de
los tendederos miden 1,25 m? ;Y si miden 0,75 m?

Vias de estudio: una, de nivel 1.

Ayudas: {25] — [3]->|77]

Problema 2

Supongamos que los tendederos son cuadrados de lado a, que en el ten-

dedero A bay n segmentos paralelos equidistantes y que en el tende-
. - —1

dero B hay % cuadrados concéntricos st n es par y % cuadra-

dos si n es impar. ;Qué es mayor: la suma de la longitud de los seg-

mentos paralelos del tendedero A o la de los perimetros de los cua-

drados concéntricos del tendedero B?
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Vias de estudio: dos, de nivel 2.
Ayudas: via 1: [41])—> [100] — [43] — [96] = [37] —> [89] —> [135] > [77}
via 2: [41]—>[123] — [17] = [9] -> [51] —= [135] —= [77]

PEM 3. Cosenos expresables con radicales reales
La cuestion inicial
Uno de los pnmeros temas que se aprenden al estudiar trigono-

metria cs el valor numérico del seno y coseno de algunos dngulos
particulares:

3
cusO:l;cos-—J-T-=0;cos£= V2 ;cosizL;cos£=—L;cosn:—1:
2 4 2 3 2 6 2
n T V2 n V3 o
sen0=0;5cn—=1;sen—= ;scn— = ssen—=—;sean =0

2 4 2 3 2 45 2

Con ello se ve inmediatamente que hay dngulos (como n/2, n/3 y
) cuyo coseno es un nimero racional, y dngulos (como n/4 y n/6)
cuyo coseno no lo es, pero se puede expresar partiendo de los nime-
ros racionales mediante alguna combinacion de sumas, productos y
extraccién de raices reales. Sea como fuere, hay muchos dngulos de

2
la forma

para los que no conocemos el valor del seno o del co-

seno. ¢Existe alguna expresién racional para el coseno o el seno de
7/5 o de n/7? ;Se puede hallar una férmula que sélo haga inter-
venir sumas, restas, productos, cocientes y radicales reales de nu-
meros racionales, para el seno o coseno de cualquier dngulo de la

2nk
forma ?

Problema

Dado un angulo ade la forma o= zTnkam k,neN,n #0y(kn)=1,

sen qué casos puede darse una expresion de cos oy de sen o que
solo haga intervenir nimeros racionales y radicales?

Vias de estudio: dos, Ja primera de nivel 2 v la segunda de nivel 4.
Ayudas: via 1: [26] > [85] = [33] —> [55] = [141] —> [76] -> [48] —> [109] —> [18]
—> [8] > [53] => [113] - [70]
via 2: [97]=> [127] —> [55] —> [84] —> [63] —> [130] = [95] —> [44]
—>[133] => [125] ~> [36] -> [68]
Referencias bibliogrificas: [68]
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PEM 4. Mirando al cielo desde dentro del agua
La cuestion inicial

Si, en una apacible mafiana de verano, nos sumergimos en el agua
del mar o de una piscina y miramos un punto de la superficie, segura-
mente veremos la luz azul del cielo en lo alto. Pero si nos acercamos a
la superficie, veremos que el agua deja de ser translicida en ese punto
y parece un espejo. ¢Qué ha pasado? ;Por qué antes el agua se com-
portaba como un cristal y ahora como un espejo? ¢Tacia dénde ten-
go que dirigir la mirada para poder ver el cielo? ;Desde donde no po-
dré verlo?

Vias de estedio: una, de nivel 3.
Avudas: [24] — [129] — [86] —> [35]

PEM 5. Euradiputados e intérpretes
La cuestion inictal

Cuando, en 1957, Alemania, Francia, Italia y el Benelux crearon el
Mercado Comiin Europeo, se necesitaban en las reuniones intérpre-
tes de 4 lenguas diferentes: el francés, el alemén, el holandés y el ita-
liano. Posteriormente, en 1973, se incorporaron Dinamarca, Irlanda
y el Reino Unido, lo que suponia afiadir el inglés y ¢l danés a la lista
de idiomas de intercambio. Con la llegada de Grecia en 1981 y la de
Espafia y Portugal en 1986, la Furopa de los 12 tuvo que incluir el es-
panol, cl griego y el portugués. En 1995, los 12 se convierten en 15
con la adhesion de Austria, Suecia y leand1a haciendo que el mi-
mero de idiomas ascienda a 11.

Suponiendo que un intérprete sélo traduce en un scntido (del ale-
maén al italiano o del italiano al aleman), ;te6ricamente cudntos intér-
pretes se necesitarian en cada momento? ; C6mo aumenta el nimero
de intérpretes en funcién del nimero de nuevos idiomas que se vayan
agregando?

Problema matemdtico
s Cudntos intérpretes se necesitan en una reunion de eurodiputados

en la que se bablan n idiomas oficiales distintos? ;De cudnto an-
menta este nimero si se anaden k nuevos idiomas?
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Vias de estudio: una, de nivel 2.
Avudas: [115] == {73]

PEM 6. Una extraita manera de dividir
La cuestion inicial

Queremos dividir un mimero entre otro: por ejemplo 97 entre 18,
Resulta ademds que:

(1) nos hemos dejado la calculadora en casa;

(2) no tenemos papel y ldpiz a mano;

(3) uos corre cierta prisa conocer el cociente, pero no nos tmpor-

ta nada el resto;

(4) el niimero por el que queremos dividir es el producto de dos o
mas niimeros “pequenos” (como en nuestro caso 1§ =2x9 =
6X3=2X3IX3).

En estas condiciones, existe una manera rapida y eficaz de efec-
tuar la division. Lo mostraremos con el ejemplo anterior. Para dividir
97 entre 18, dado que 18 = 2 X9, empezamos dividiendo 97 entre 2.
Lo podemos hacer mentalmente y encontraremos 48 como cociente.
Seguidamente dividimos 48 por el otro factor, 9, v hallamos 5. Luego
5 ¢s ¢l resultado de dividir 97 entre 18.

También hubiéramos podido utilizar que 18 = 3 X 6 y empezar di-
vidiendo 97 entre 3, obteniendo 32, y luego 32 entre 6, obteniendo
nuevamente 5 como coclente.

En general, supongamos que queremos dividir un entero positivo
4 pOr OTro eNntero positivo & y que & nos aparece como el producto de
dos enteros: b = b>b". El procedimiento indicado consiste en lo si-
guiente. Dividimos z entre &’ y hallamoes como cociente g’
Dividimos luego ¢’ entre £ y hallamos ¢” como cociente, Entonces
g” es el cociente de dividir 4 entre b.

Curiosamente, el hecho de ignorar el resto de la divisién en cada
uno de los pasos efectuados no afecta al resultado final.

Problema 1

Seana, b’, b” € Ny b =5"b" Sea q el cociente de a entre b, g’ el
cociente de a entve b’ y q” el coqente de g’ entre b”. Demostrar
que q’=q.

Generalizar al casob=b b b,..b .

Vias de estudio: una, de nivel 3.
Ayudas: [142] > [108] => [74] => [136] —> [52] —> [126] => [81] => [116]
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Problema 2

La demostracion de la técnica no permite ver claramente por qué
se pueden dejar de lado los restos en cada division sucesiva de a en-
tre los factores de b sin que al final el resto “acumulado” sea ma-
yor que b. ;Se puede explicar este fendmeno de una manera dife-
rente de la demostracion anterior?

Vias de estudio: una, de nivel 3.
Ayudas: {134] -> [58]
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ANEXO A

Evolucidn de la problematica didactica

Antiguamente se consideraba que la ensenanza de las matemadricas
era un arte y, como tal, dificilmente susceptible de ser analizada, con-
trolada y sometida a reglas. Se suponia que el aprendizaje de los
alumnos dependia sélo del grado en que el profesor dominase dicho
arte v, en cierto sentido, de la voluntad y la capacidad de los propios
alumnos para dejarse moldear por el artista.

Esta forma un tanto “madgica” de considerar la enscianza y el
aprendizaje de las matematicas ha ido evolucionando a medida que
crecia el interés por la investigacién de los hechos didécticos. Asi,
desde los inicios de la didictica de las matemdticas como disciplina,
ha ido consolidindose un punto de vista —que denominaremos clasi-
co— que, rompiendo con esta visién mdgica, propugna la necesidad
de analizar los procesos involucrados en el aprendizaje de las mate-
maticas para poder incidir sobre el rendimiento de los alumnos.

En este palad1gma el aprendizaje es considerado como un proce-
so psico-cognitivo fuertemente influenciado por factores motivacio-
nales y actitudinales del alumno-aprendiz. Se postula, ademis, que
para modificar el rendimiento de los alumnos el factor decisivo es la
conducta docente y que ésta puede explicarse, a su vez, en funcién
del pensamiento del profesor —en el “pensamiento del profesor” se
incluyen sus expectativas, su manera de concebir la ensefianza de las
matemiticas y su forma mds o menos espontinea de interpretar el sa-
ber matemarico.

A fin de clarificar el énfasis que ha puesto tradicionalmente la di-
dictica de las matematicas en la ensefianza y el aprendizaje, vamos a
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dar una descripcién general (y forzosamente simplista) del punto de
vista cldsico en didactica de las matemdticas. Empezaremos caracteri-
zando dicho punto de vista mediante las dos notas siguientes:

(a) El punto de vista clasico toma como problemadtica diddctica una
ampliacion de [a problemiitica espontdnea del profesor.

Con ello queremos decir que la investigacién clisica en didictica
ha hecho suyos la mayoria de problemas con los que se encuentra el
profesor, recoglendo, reformulando, ampliando y sistematizando las
cuestiones que éste se plantea. Ast, encontramos cuestiones relacio-
nadas con la adquisicién de conocimientos por parte de los alumnos
(*¢Cémo hacer para que los alumnos adquieran nuevos conocimien-
tos> ), con la persistencia de errores en e trabajo de los alumnos

(“¢Qué hacer para que dejen de hacerlos?”), con la diversidad de
alumnos en ef aula (“; Como tratarla?”), con la evaluacion (¢ Cudl es
la mejor manera de evaluar?”), entre otros.

(b) El punto de vista cldsico presenta el saber diddctico como un sa-
ber técnico (en el sentido de aplicacion de otros saberes mds funda-
mentales importados de otras disciplinas). Por tanto, la didictica
de las matemdticas ha sido considerada tradicionalmente como
una disciplina mds normativa que explicativa.

El punto de vista clasico supone, en efecto, que la didactica de las
natemiticas tiene como ob]ctwo inmediato el proporcionar al profe-
sor los recursos técnicos que éste necestta para llevar a cabo su labor
de la manera mds satisfactoria posible.

Podemos distinguir dos enfoques sucesivos dentro de este para-
digma clisico:

1. Un primer enfoque centrado en el pensamiento del alumno, cu-
va problemitica gira alrededor de la nocién de “aprendizaje significa-
tivo” (en el sentido de Ausubel, 1968) y donde el objeto basico de es-
tudio es el conocimiento matemdtico del alumno y su evolucién. Esta
eleccion del objeto de estudio comporta que se delegue explicitamen-
te a la psicologia la fundamentacion cientifica de las téenicas que la
diddctica proporciona.

2. Un segundo enfoque, centrado en el profesor, que comparte el
interés badsico por la instruccién del alumno, pero amplia la proble-
mitica diddctica introduciendo las cuestiones relativas al profesor v a
su formacién profesional docente. En este enfoque se considera que
la formacién del profesor debe empezar por la transformacion del
“pensamiento docente” espontineo cn un sentido andlogo a la nece-
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sidad de transformar el pensamiento espontineo del alumno, sus pre-
concepios o errores conceptuales, para posibilitar su aprendizaje. Se si-
gue considerando la didictica de las matemdtcas como un saber téc-
nico, pero ahora con una base fundamentadora mds amplia que
abarca junro a la psicologia educativa, la sociologia, la histona de las
matematicas, la pedagogia y la epistemologia de las matematicas.

Lo que caracteriza esencialmente esta forma cldsica de entender [a
diddctica de las maremdticas no es la mayor o menor importancia
asignada a su fundamentacion psicoligica ni el hecho de que se
centre en uno de los protagonistas de la relacién diddctica —ya sea
el alumno o el profesor en referencia al alumno—. Lo que la carac-
teriza es que aswme acriticamente que, o bien los saberes que utili-
za no son problemdticos en si mismos (como los saberes matemadti-
cos), 0 bien no forman parte de la problematica diddctica (corno los
pstcoldgicos o los sociologicos). Se supone que dichos saberes pueden
ser utilizados para explicar los bechos diddcticos, pero no se acepta
ningin tipo de cuestionamiento de estos saberes con base en los he-
chos diddcticos.

Veremos que esta forma de entender la didactica de las matemani-
cas comporta algunas limitaciones importantes entre las que pueden
citarse a titulo de ejemplo las dos siguientes:

(a) Paraddjicamente, y a pesar de propugnar que la didicrica debe
centrarse en la problemdrica de Ia ensefianza-aprendizaje de las ma-
temdticas, la forma cldsica de entender la diddctica no incluye entre
sus objetos de estudio las nociones de “ensefiar matematicas” ni
“aprender matemdticas”., Sdlo las utliza como nociones transparen-
tes {no cuestionables) o bien como nociones construidas en otras
disciplinas.

(b) En coherencia con la interpretacién del saber didactico como
un saber técnico (en el sentido de que la teoria justificativa hay que
buscarla fuera de la diddctica), se renuncia a la ambicion de constituir
la didéctica de las matemadticas como disciplina cientifica.

A fin de superar estas v otras limitaciones, la diddctica de las ma-
temdticas se ha visto obligada a ampliar su problematica incluyendo
el conocimiento matemitico entre sus objetos de estudio. Esta am-
pliacién ha provocado cambios importantes entre los que hay que ci-
tar una visién mds amphia ¥y mds rica de lo diddctico, asi como la
emergencia del proceso de estudic como objeto primario de la investi-
gacion diddctica, pasando a ser la ensefianza y el aprendizaje objetos
secundarios {aunque no por ello menos importantes).
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El mecanismo mediante el cual la didictica de las matemirticas
ampli6 radicalmente su problemadtica no es especifico de esta discipli-
na. Se trata de un mecanismo general que tiene relacién con la necesi-
dad que se produce periédicamente en toda disciplina de introducir
como objetos de estudio propios, nociones que hasta el momento ha-
bian sido utilizadas tnicamente como herramientas transparentes, no
cuestionadas o incluso incuestionables, v que aparecian en el discurso
cientifico s6lo como titiles para describir otros objetos.

Si llamamos “paracientificas” a dichas nociones, el fenémeno ge-
neral podria ser descrito como la transformacién en objetos clentifi-
cos de objetos que hasta ese momento habian funcionado como para-
cientificos en el discurso cientifico normal.

En el caso de las matemadticas tenemos ejemplos muy conocidos
de este fendmeno: las nociones de “nimero real”, “funcién” y “con-
junto”, entre otras muchas, fueron paramatematicas (esto es, herra-
mientas transparentes {itiles para describir v estudiar otros objetos
matemidticos) mucho antes de devenir historicamente nocienes mate-
miticas (es decir, objetos de estudio en si mismos, ademds de herra-
mientas utiles para estudiar otros objetos matemdticos ).*

La necesidad histérica de cambiar el estatuto de objetos parama-
tematicos que tenian las nociones de “nimero real”, “funcién” y
“conjunto”, para convertirse en objetos matemadticos de pleno dere-
cho, vino determinada por la presion de una multitud de fendmenos
matematicos inexplicados y problemas no resueltos. Esta amphacmn
de la problemitica matemdtica provocé transformaciones imporran-
tes en la naturaleza de las matemdticas como ciencia.

Anilogamente, en el caso de la diddctica de las matemdticas, apa-
recen multitud de hechos didacticos inexplicados que comportardn la
necesidad de cambiar el estatuto de ciertos objetos paradidacticos pa-
ra constituirlos en objetos didcticos de pleno derecho, objetos de es-
tudio en si mismos para la didictica.

Entre los hechos inexplicables —e incluso dificilmente enuncia-
bles desde una perspectiva tradicional— citaremos algunos a titulo de
ejemplos:

3. El términa de nocien paramatemiitica se debe a Chevallard (1985) y es una no-
ci6n relativa a la instirucién que se considera. Asi, podemos decir que “demostracién”,
“parimetro” y “ecuacién” son nociones paramatemdticas dentro de la matematica en-
sefiada actual (a mivel secundario) donde dichas nociones se utilizan como herramien-
tas transparentes, no cuestionables. No es posible, por ejemple, que en un examen en
secundaria aparezca una pregunta del tipo: “;(Qué es una demostracién?” o “¢Cudl es
la diferencia entre una variable y un parimerro?”. En la ensefianza secundaria de las
matemdticas, estas nociones no se toman como objeto de estudio. Pero la nocién de
“demaostracién”, por ejemple, puede funcionar coma una nocién matemdrica en un
curso de légica matemitica a nivel universitario.
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En qué consiste resolver un problema de matemiticas? ¢ Es posible ensenar a
resolver problemas? ¢Cudl es el alcance de la transferencia de los métodos de reso-
lucién de unos problemas 2 otros? ; Qué relacién hay entre la actividad de resolu-
ci6n de problemas y la ensefianza de las matemdricas?

¢Cuit es el papel del dominio de las rurinas en la actividad matemdtica? (Y en
¢l aprendizaje de las matemiticas? ;(Qué rutinas es necesario ensefiar? ; Como di-
ferenciar las rutinas de las actividades consideradas como “no rutinarias” o “crea-
tivas”?

¢Cual cs la relacién entre el aprendizaje del dlgebra elemental, la aritmética y
la geometria? ¢Cuiles son los crirerios que permiten distinguir entre “dlgebra”,
“aritmética” y “geometria”? Suponiendo que pedamos discernir entre ellas, shay
que ensefiar el dlgebra elemental como una generalizacion de Iz aritmérica, ponien-
do letras variables allf donde la aritmética ponfa nimeros concretos?

¢ Qué significa “adquirir el concepte de proporcionalidad™? (o el concepto de
“funcién” o de “mimero decimal®, etc.). ¢Cuiles son las actividades maremdricas
que ponen de manifiesto que s¢ ha “adquiride” un cencepto o que se ha “entendi-
do™ un reoremat

¢Qué papel juegan los instrumentos materiales (simbolos, figuras, discursos,
etc.) en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas?

Todas estas cuestiones y otras muchas sélo pueden ser tratadas
cientificamente si ciertas nociones (tales como las de “problema de ma-
temdricas”, “ensefiar matematicas”, “aprender matemdticas”, “concepto
matemitico”, “rutina”, “actvidad matematica creativa”, “dlgebra ele-
mental”, “anitméuca”, “geometria”, entre otras) que funcionaban tra-
dicionalmente como nociones transparentes, paradidicticas, pasan a
ser objeto de estudio en si mismas, esto es, se convierten en nociones
didicticas, integrantes de pleno derecho de la problematica didéctica,

El desarrollo reciente de la diddctica de las matematicas ha puesio
de manifiesto que lo anterior sélo es posible en el marco de un mode-
lo general de la actividad matemadtica. Esto significa que la didactica
de las matemadticas se ha visto forzada a cuestionar la transparencia del
conocimiento matemdtico, a problematizarlo y, en definitiva, a inte-
grar entre sus objetos de estudio nociones matemdticas como, por
ejemplo, “proporcionalidad”, “nimero decimal”, “funcién”, etcétera.

De hecho, el nuevo paradigma de la didéctica de las matemducas,
la diddctica fundamental, naci6 precisamente cuando el investgador
frances Guy Brousseau vislumbro por primera vez (a principio de los
afios 70) la necesidad para la didéctica de uiilizar un modelo propio
de la actividad matemdrica, dado que los modelos epistemolégicos
usuales no se habian construido para responder a los mismos proble-
mas que se plantea la didactica. Histricamente se corresponde con
las primeras formulaciones de la Teoria de las Situaciones.*

#. La weoria de las situaciones diddcticas debida a Guy Brousseau es el primer
ejemplo de una teoria didderica en el marco de la diddcrica fundamenzal. En la Unidad 3
(Anexo D} presentaremos y ilustraremos las nociones basicas de esta teorfa.
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La inclusién como objetos propiamente diddcticos de muchos ob-
jetos que funcionaban en el discurso didactico tradicional como obje-
tos paradidacricos (entre los que se encontraban, en particular, los
objetos matemiricos) provocd una ampliacién inesperada de la pro-
blemitica didactica. No solo fue posible empezar a abordar cuestio-
nes que antes no se podia ni siquiera plantear sino que, lo que es mas
tmportante, se puso de manifiesto que todo fendmeno diddctico (en el
sentido tradicional de fenémeno relativo a la ensefianza-aprendizaje
de las matemadticas) tiene un componente matemdtico esencal, inau-
gurdndose una nueva via de acceso al analisis de los fenémenos didac-
ricos: el proplo conocimiento matemitico.

Esta ampliacion esencial de la problematica didictica se materiali-
z6 inicialmente en la teorfa de las situaciones diddcticas (ver nota 4) y
provocdé una transformacién importante en la naturaleza de la didac-
tica come disciplina. Gracias a ella fue posible recorrer posterior-
mente ¢l camino inverso: partir del hombre haciendo matematicas
para constatar que lo didactico es denso en lo matematico y que todo
fenomeno matematico tiene un componente diddctico esencial. Este es
el punto de vista antropoldgico inaugurado por Yves Chevallard. Al
mostrarse lo matematico v lo diddctico empiricamente inseparables,
la nocién misma de fendmeno diddcrico se generaliza para hacer refe-
rencia a una dimensidn esencial de toda actividad matematica. Lo di-
ddctico deja de ser exclnsivo del proceso de ensefianza-aprendizaje
para referirse a cualquiera de los aspectos del proceso de estudio. La
diddctica de las matematicas se convierte, en definitiva, en la ciencia
del estudio y de la ayuda al estudio de las matematicas.
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ANEXO B

La “irresponsabilidad matemdtica” de los alumnos

Hemos dicho que la interpretacidn de la “irresponsabilidad mate-
mitica” de los alumnos requiere, por una parte, relacionar este fend-
meno con otros que aparecen asociados z €] dentro del sistema esco-
lar y, por otra, tomar en consideracién aqucllos elementos del
contrato diddctico® relacionados con la asignacion de la responsabili-
dad matemdrica. A lo largo de nuestro analisis intentaremos explicar
por qué el contrato didactico vigente en los actuales sistemas de ense-
fianza de las matemdticas manuiene estable la asignacién exclusiva al
profesor de toda la responsabilidad matemitica, en lugar de evolucio-
nar en el sentido de traspasar a los alumnos progresivamente una par-
te de dicha responsabilidad. Para ello empezarenos planteando cues-
tiones de caricter un poco mis general que acabarin confluyendo en
una primera interpretacion de nuestro fenémeno. Abordaremos, en
concreto, las siguientes preguntas: ;cémo se considera el trabajo ma-
temdtico personal del alumno en el marco del proceso de ensefianza-
aprendizaje?; ¢ qué papel se adjudica al profesor de matemiticas en las
instituciones didacricas actuales?

5. El contrato diddctico es vna de las nociones fundadaras de la didéctica funda-
mental. Puede considerarse formado por el conjunto de cliusulas que, de una manera
mis v menos implicita, rigen, en cada momento, las obligaciones reciprocas de los
alumnoes y el profesor en lo que concierne al conocimiento matemitico cnsefiado,
Pero, en realidad, el contrato diddetico como nocidn tedrica sélo toma un sentido pre-
ciso ¢n el marco de la teoria de simaciones de Guy Brousseau {ver Brousseau, 1986),
En el Anexo D de 2 Unidad 3 volveremos sabre estz nocidn.
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Empezaremos enunciando un hecho bastante elemental relativo al
trabajo personal del alumno:

Tradicionalmente no se ha tomado muy en serio el trabajo mate-
matico concreto de los alumnos: de hecho nunca se le consideré co-
mo un “verdadero” trabajo matemdtico.

Incluso en los documentos oficiales (que todavia podemos consi-
derar como una representacién bastante fiel del punto de vista tradi-
cional en diddctica), se guarda un discrero silencio respecto al mismo.
Cuando se evoca la necesidad de que el alumno realice cierta activi-
dad para poder seguir con normalidad la marcha del curso, nunca se
supone que esta actividad del alumno en cuanto estudiante de mate-
miticas tenga una estructura compleja ni, mucho menos, constituya
un objetivo en si misma.

Asi, por ejemplo, puede mostrarse que las instituciones didicticas
actuales no otorgan demasiada importancia a las producciones mate-
mdticas escritas que realiza el alumno en su cuaderno, por lo que es
muy dificil que el propio alumno las tome en serio. Se acepta enton-
ces como “normal” Ja existencia de errores graves en dicho cuaderno
y que no se pretenda ensear a los alumnos a escribir matematicas
(redaccion de definiciones sencillas, utilizacidn correcta de los sim-
bolos matemdnicos, redaccion detallada de la solucién de un proble-
ma, cIc.).

En el discurso psicopedagdgico que domina nuestra cultura esco-
lar, se considera el aprendizaje escolar como objetivo iiltimo de la ac-
c16n educativa. El andlisis se centra en lo que el profesor debe hacer
para favorecer el aprendizaje de los alumnos, un aprendizaje que se
traduzea en adquisiciones significativas y en interés por la materia.
En cambio, nunca se considera necesario un anilisis detallado del
proceso de estudio del alumno, es decir, del trabajo matemirico que
éste realiza, considerado como un objetivo en si mismo.

En coherencia con la opacidad del trabajo matemdtico del alum-
no que este punto de vista comporta, la actividad de estudio del
alumno se concibe siempre de forma bastante uniforme y relativa-
mente independiente de las materias a estudiar. Se tiende a conside-
rar a la ensefianza como un instrumento para potenciar el desarroflo
de las estructuras cognitivas de los alumnos y, en este sentido, el es-
tudio que éstos deben realizar (entendido como un medio auxiliar de
la ensefianza) no depende demasiado de la materia particular estu-
diada.

Podriamos resumir la forma de cémo se interpreta el estudio en
nuestra cultura escolar en tres puntos:
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(1) Se ignora la estructura y las funciones del trabajo matematico
del alumno. El proceso de estudio se considera mis como una acui-
vidad privada y subjetiva del alumno que como un trabajo objeti-
vable y analizable.

(11) La actividad de estudio tiende a ser considerada relativamente
independiente de la materia a estudiar.

(iit) Se interpreta el estudio del alamno como un medio auxiliar de
la ensesianza escolar. Nunca se concibe la actividad matemdtica
del alumno como el objetivo principal del proceso didictico en
funcién del cual se instaurarfan diferentes medios y dispositivos
didicticos —enitre los que figurarfan los dispositivos escolares
junto a otros—.

Esta forma de interpretar el estudio estd relacionada con la “enfer-
medad diddctica” de la que se hablaba en los didlogos, y acarrea im-
portantes consecuencias sobre el funcionamiento de las acruales insti-
tuciones escolares. La primera de estas consecuencias, y quizd la mds
llamativa, puede ser descrita como:

La concentracion en el anla de las actividades matemdticas del
alumno y la mutua dependencia alumno-profesor.

La primera manifestacién de este fendmeno es el hecho siguiente:
en todos los niveles educativos la utilizacion de un libro de texto en el
sentido de punto de referencia “externo” (tanto para los alumnos co-
mo para el profesor) que marque el contenido matematico del curso,
es practicamente inexistente. El alumno sélo dispone de lo que se ha-
ce en clase, de los apuntes que logra tomar y de los mateniales que le
entrega incidentaimente el profesor. El libro de texto {si existe) y, en
su caso, los libros de consulta tienen una funcion claramente auxiliar
del trabajo escolar propiamente dicho. Lo anterior _comporia que el
alumno dependa absolutamente del profesor y, reciprocamente, que
sobre el profesor recaiga toda la responsabilidad del aprendizaje ma-
temitico del alumno.

Actualmente, esta situacion puede verse avalada e incluso reforzada
por ciertas interpretaciones de lo que es ¢l “curniculum abierto™ la in-
sistencia en la autonomia de los centros para elaborar su propio
Proyecto Educativo podria provocar un refuerzo de la dependencia ca-
da vez mds exclusiva del trabajo del alumno respecto de la institucion
escolar y, en particular, de cada profesor concreto. En efecto, si se hace
creer al profesor que él es el responsable ltimo de las adaptaciones cu-
rriculares elaboradas para sus alumnos y que es él quien decide los
contenidos matemadticos a ensefiar y, ademds, se hace recaer exclusiva-
mente sobre sus espaldas la responsabilidad de la evaluacion de los
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alumnos (con la eliminacién progresiva de las evaluaciones externas)
entonces se ¢staria aumentando la dependencia mutua profesor-alum-
no. Una consecuencia inmediata de esta situacidn es la siguiente:

En las instituciones docentes actnales se adindica al profesor un pa-
pel desmesurado en el proceso diddctico.

Se ha hecho creer al profesor que él es la pieza fundamenral del
sistema educativo y que de su voluntad y su formacién depende el
funcionamiento del sistema y el éxito de cualquier reforma educativa.
Flesel encargado de conseguir que el alumno tenga una actitud posi-
tiva v la motivacion necesaria para aprender matemdticas, al tiempo
que éstas (actitud y motivacién) son consideradas las condiciones bi-
sicas de rodo aprendizaje.

En resumen, se acepta que el resultado del aprendizaje del alumno
depende esencialmente de la instruccién que imparte el profesor.
Correlauvamente, v dada la opacidad del proceso de estudio del
alumno, ¢l profesor sélo puede pretender modificar la ensefianza que
¢l imparte para intentar mejorar cl aprendizaje. El profesor no puede
ni siquiera plantearse la posibilidad de incidir sobre el proceso de es-
tudio del alumno, porgue es un proceso al que no tenc acceso en ab-
soluto. Esta situacion refuerza la ilusién de que la ensefianza formal
abarca todo el proceso didéctico.

Paralelamente, y en concordancia con esa omnipotencia adjudica-
da al profesor, existe una creciente demanda social, culturalmente
muy enraizada, que pide que los profesores pasen de ensefiantes del
saber matematico a educadores o formadores de los alumnos. Esta
demanda puede llevar incluso a una situacién en la que se mira al
profesor no sélo como educador sino incluso como reeducador de
los alumnos con “necesidades educativas especiales™.

Relacionada con la creciente dependencia mutua alumno-profe-
sor aparece la cerrazén de ambos en el aula. El profesor no puede res-
ponder a las enormes demandas sociales que pesan sobre él, y el
alumno, por su parte, sélo encuentra sentido a su acrividad matemati-
ca dentro del aula parque ésta se le presenta como una actividad ex-
clusivamente escolar.

Por otra parte, ¢s muy significativo el hecho de que entre las de-
mandas a las que estin sometidos profesor y alumno, muy pocas les
requieren como matemdticos; las inicas necesidades matematicas que
profesor v alumno deben satisfacer son necesidades de vrigen diddcti-
co. Asi, tanto el alumno como el profesor sc ven llevados a ignorar la
existencia de necesidades matematicas de indole no didactica, con el
consiguiente riesgo de caer en lo que la Profesora llama la enferme-
dad diddctica.
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En sintesis, el alumno realiza un trabajo que nadie considera m
exige que sea un verdadero trabajo matematico; se trata de un tra-
bajo tomado como un aunxiliar del aprendizaje escolar, concentra-
do en el anla y absolutamente dependiente de un profesor al que se
le pide que actiie como matemdtico solo para satisfacer necesidades
de origen didactico.

En esta situacion es muy dificil que el contrato didactico evolu-
cione en la direccion de traspasar a los alumnos una parte de la res-
ponsabilidad matemarica asignada en exclusiva al profesor. Por el la-
do del alumno, esta asuncién de responsabihidad viene dificuliada por
la forma en que el sistema considera y lleva al alumno a considerar el
trabajo matematico de éste, asi como por la centracién en el aula del
mismo y su dependencia absolura del profesor. Por el lado del profe-
sor, es muy diticil que el contrato didictico evolucione en la direc-
cién de usurparle al profesor la snica responsabilidad matemitica
que actualmente le asigna.
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UNIDAD 2

EL CURRICULO DE MATEMATICAS

LAS MATEMATICAS EN LA ESCUELA







EPISODIO 2

Cambios en el curriculo

NOTA DE LAPERIODISTA

En el Taller de Matemdticas, tres semanas después. Entrevisto a Fran-
cisco que ya presentd al Seminario de Matemdticas ef resultado de su
estudio sobre un posible cambio curvicular con la introduccion de la
nocion de elasticidad.

Periodista.- Y bien ;como ha ido?

Francisco.- Pues mira... Verds, yo s6lo tenia que hacer un informe
sobre los aspectos matemiticos de la cuestion.

P.- ;Y qué te han preguntado?

F.- Para empezar, querian saber lo que es la elasticidad.

P.- ¢{No lo sabian?

F.- Pues no. Yo tampoco lo sabia antes de ocuparme de todo es-
to...

P.- ; Ah no? Me extrania mucho, la verdad.

F.- ¢Por qué?

P.- No sé. Crefa que un profesor de matemdticas... no ¢s que ten-
ga que conocer todas las matematicas, claro, pero si por lo menos las
que se ensedian ¢n Secundaria.

F.- Ya. Eso también lo piensan los alumnos. Claro que, a partir de
lo que ya sabe, un profesor de maremiticas se puede hacer muy pron-
to una 1dea bisica de lo que es la elasticidad.

P.- Asi que habéis decidido introducir el tema de la elasticidad en
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el curriculo... St se aprende ripido, entonces no serd un cambio curri-
cular muy importante.

F.- jUy, uy, vas muy rapido! Todavia no sé si se introduciri o no.
Yo, como te decia, s6lo he hecho un informe matematico. No pienso
tomar partido en e} asunto, sélo contesto a las preguntas de mis cole-
gas... jcuando puedo! Asi es como quedamaos.

P.- Hay algo que me sigue extrafando.

F-¢El qué?

P.- Pues mira: la elasticidad es un tema que ni wi ni los demds pro-
fesores conociais hace algunas semanas, y eso que sois profesores de
matemdticas... En cambio, si decidis introducirlo en el curriculo, el
curso que viene todos los alumnos se verdn con la obligacién de estu-
diarlo, ;v de sabérselo! 5i no, los suspenderéis. ;Y eso que hace unas
semanas vosotros habriais suspendido todos!

F.- Si, es posible.

P.- De hecho, hace un aflo, jni siquiera habiais oido hablar del tema!

F.- 8, claro... Y tal vez dentro de un afio algunos de mis colegas se
escandalizarin porque tal o cual alumno no tendrd ni idea de lo que
es la elasticidad. Se lamentaran, dirdn que esto no puede ser, que dén-
de se ha visto.

P.- Entonces no me negards que es algo... cuanto menos chocante.
Si no me equivoco, el cambio en el curriculo que plantedis realizar es
relativamente limitado, s no?

F.- 5i. Mis o0 menos.

P.- Por lo tanto, no lo tendréis que hacer aprobar por el Consejo
Escolar.

F.- No, en este caso no serd necesario.

P.- Lo cual quiere decir que, a fin de cuentas, vosotros vais a deci-
dir lo que los alumnos tendrin que estudiar obligatoriamente.

F.- ;Eso es el curriculum abierto!

P.- Vale. Pero no me negards que esto se parece mucho a la “de-
mocracia de los expertos”, a la tecnocracia.

F.- No sé. Quizd si...

- ¢No serd que, en ¢l fondo, los profesores de matemdticas os
considerdis amos v sefiores de la ensefianza de las matematicas?

F.- No. ;Como tampoco creemos que los militares sean los due-
fios del ejército! Aunque, de todas formas, aqui es mucho mejor que
en el ejército. Y ahora mejor aun que antes!

P.- ;Porquées mejor ahora?

F.- Pues, mira, porque antes no s6lo habia unos cuantos expertos
que decidian Io que habia que ensefiar, sino que ademds no se sabia
quiénes eran. Eran expertos anénimos. Hoy es un poco distinto, Si,
por ejemplo, fueras la madre de un alumno del Instituto, y si no te
gustara ver a tu hijo estudiar la elasticidad...
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P.- Si no se va a debatir en el Consejo Escolar, los padres no pue-
den opinar sobre la pertinencia de vuestra decisién.

F,- En el Instituto Juan de Mairena se consulta a los padres de los
alumnos sobre todos los cambios curriculares que proponen los se-
minarios. Basta con que una cuarta parte de los padres lo pida para
que se tenga que debatir en el Consejo Escolar.

P.- ;Y cémo se les tiene informados?

F.- Cada afio el Insrituto publica un documento con las propues-
tas de cambio respecto al Proyecto Curricular de Centro vigente.
Ademis, si una mayoria de padres estd en contra de tal o cual punto
del Proyecto Curricular, entonces se lleva automaticamente la cues-
tion ante el Consejo Escolar.

P.- Ya veo. ;{Te importa que haga un momento de madre de alum-
no? Asi me tendrds que dar explicaciones sobre la inclusion de la
elasticidad en el curriculo.

F.- Como quieras. Pero yo, como te he dicho, sélo he examinado
la cuestién desde un punto de vista matemdtico.

P.- Vale, vale. A ver, ¢qué has puesto en el dossier que has prepa-
rado? ; Qué preguntas te has hecho?

F.-Es bastante complicado... En primer lugar, he realizado lo que
llamo una “primera exploracmn Aqui, por ejemplo, he consultado
algunos libros de economia. Ese es el primer punto.

P.- ;Y qué dicen?

F.- Es dificil de resumir... En pocas palabras...

P.- Venga, inténtalo.

F.- Supén que tienes un negocio y que decides bajar los precios
para que las ventas de un determinado articulo aumenten. Pongamos
que haces una rebaja del 10%. Y ahora quieres saber cudnto aumen-
tardn las ventas.

P.- Pues un 10%. ; No?

- {No, no es tan ficil! En principio puede pasar cualquier cosa.
A lo mejor las ventas no varian, 0 aumentan muy poco, un 1% o un
2% por ejemplo. O, al contrario, pueden aumentar mas de un 10%.
Porque al bajar el precio en un 10%, el articulo puede interesar a un
tipo de clientela muy amplia que hasta entonces no pensaba en com-
prar ese articulo —por ser demasiado caro—,

P.- Yaveo. Pero esto ya no es un problema de matematicas.

F.- No es #nicamente un problema de matematicas, claro. Pero
para poder plantear bien el problema, se necesita un poco de mate-
miticas. Y es este poco de matematicas el que Amalia, la profesora de
economia, pide que introduzcamos en el curriculo.

P.- ;:Eso no es lo que se llama la “interdisciplinariedad™?

F.- Mis o menos. Aunque nosotros hablamos mds bien de codisci-
plinariedad.
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- ¢ Y eso qué quiere decir?

F.- Es un poco largo de explicar. Digamos que la economia sigue
stendo economia, aunque necesite matemdticas, ¥ que las matemati-
cas siguen siendo matemdticas, aunque algunos de los problemas de
que se acupan los matemdticos nazcan de la economia, como podrian
nacer de la fisica, la biologfa, etc. Sencillamente, la economia no igno-
ra que necesila matematicas y las matemiticas no ignoran que se nu-
tren de problemas extramatemdticos. Las dos disciplinas no se dan la
espalda. Eso es la codisciplinariedad. ¢ Lo entiendes?

P.- Creo que si. Pero ;dénde estdn las matematicas en el caso de la
elasticidad?

F.- Primero hay que sacar el tipo de problemas del dmbiro en el
que lo han enconirado los economustas. Hay que generalizarlo.

- ¢No me puedes dar un ejemplo? (Risas.)

E.- Pues mira, en el Mendn de Platon..,

- iOve, eso no son matemdticas!

F.- Lspera, espera. Hay un momento del didlogo en el que
Socrates hace observar al esclavo Mendn que si se dobla el lado de un
cuadrado, entonces su superficic es 4 veces mayor.

P.-Ya.

F.- Pues, ahora supén que sélo aumentamos el lado del cuadrado
un 10%. El problema que se plantea es; ;en qué porcentaje aumenta
el drea? {No me digas que un 10%!

P.- ;Cudnto aumenta, entonces?

F.- En este caso, un 21%. Y ahora lo podemos generalizar. Si te-
nemos dos cantidades x e 3, con y funcidn de x...

P.- yigual a f(x).

- Muy bicn! (Rzms) Eso es, y = f(x). El problema es: si x au-
menta cierto tanto por cien, ¢cudl es ¢l aumento de f(x}, es decir de ¥?
Si conocemos la funcién f, entonces sélo se trata de un problema de
matemdticas. En el caso del precio de un articulo v de sus venras, no
se conoce en principio la funcidn f. Por eso no se trata sélo de un pro-
blema de marematicas. ¢Ves lo que quiero decir?

P.- Dejémaslo en que si, (Risas.) Pero una vez realizado este tra-
bajo exploratorio, ;qué otras cuestiones te has planteado?

F.- Hacer este trabajo ya es mucho. Porque te muestra que la
cuestién es muy general y tiene muchas aplicactones.

P.- Gracias a la nocién de funcidn, ¢no?

F.- Exactamente. Y debido a su generalidad, tiene sentido que se
estudie esta cuestion en la escuela, en la educacién obligatoria. Vaya,
eso es lo que yo creo.

P.- No re acabo de entender. ;Me puedes dar un ¢jemplo?

F.- Mira, supongamos que el precio del petréleo bruto aumenta
un 10%. No hay ningiin motivo para que el precio de venta al pibli-
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co de la gasolina también aumente un 10%. Porque el precio de ven-
ta, no so6lo incluye el precio del perréleo bruto.

P.- También hay impuestos.

F.- Por ejemplo. Y ese tipo de situacién..,

P.- Ya veo. Nos afecta a todos en la vida de cada dia. Pero aparte
de esto, ¢qué mds has examinado?

E- A partir de ahi la cuestién se vuelve mis técnica. Digamos
que... Supongamos que se quiere introducir la nocién de elasticidad
como un elemento de nuestra cultura matemdrica “comin”. Enton-
ces es inporrante que no aparezca como un elemento aislado en el
curriculo,

P.- ;Por qué no?

F.- Pues, porque... {Es una ley curricular! Los temas aislados tien-
den a desaparecer.

P.- ;Qué quieres decir?

F.- Los profesores se olvidan, lo dejan para el final, y al final nun-
ca hay tiempo, no lo dan. Sobre todo en este caso, en el que se trata
de un tema que en principio no conocen, que no forma parte de su
culrura,

P.- Yaveo. ;Y a partir de ahi?

F.- Orro aspecto son los temas relacionados con la elastcidad. En
este caso, como ves, se requiere la nocidn de porcentaje, de tanto por
cien. Eso por un lado. Por otro lado, sc necesita la nocién de funcisn.
Asi que la elasticidad se sitda en el cruee de dos grandes temas mate-
mdticos. Y ademis, da la casualidad que estos dos temas, en el DCB...

P.- El Disefio Curricular Base.

F.- ..estin, en principio, en un misino “bloque”, el de la Inter-
pretacion, representacion y tratamiento de la informacion. Se trata,
pues, de algo que se tendria que poder integrar en el curriculo de ma-
nera bastante natural.

P.- O sea que cn este aspecto, todo va bien.

F.- Eso parece. Aunque, como te he dicho, lo que yo he hecho es
un mero estudio preliminar. Un estudio de “factibilidad”, como di-
cen los economistas.

P.- 51 £ Y qué mds? Quiero decir, ¢qué mas has examinado?

I~ jAh! La gran cuestién, claro, es la del lugar que puede ocupar
el alumno respecto de este tema.

P.- ;Qué quieres decir?

F.- Mira, todo lo que te he explicado sobre la elasticidad o, mejor
dicho, en torno ala elasticidad, no han sido mds que descripciones un
tanto ambiguas. Es un “cuento cultural”. Te he contado que hay gen-
te que uriliza la nocién de elasticidad...

P.- §i, los economistas.

F.- Eso es. También te he contado que ¢s una nocién que va mis
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alla de lo puramente econdémico. Y te he descrito brevemente el tipo
de cuestiones que podian haber conducido a esta nocién. ;Vaya, eso
creo!

P.-Si.

F.- Pero con eso ain no puedes hacer nada. O casi nada. Salvo
quizd escribir un articulo en el penddico.

P.- ;Lo cual no ¢s poco! (Risas.)

F.- No, claro. Pero si fueras una alumna, tendrias que poder hacer
cosas muy concretas con ello. Limitadas, claro, pero concretas. 51 no,
el alumno se convierte en un espectador y el profesor en el narrador.
El narrador de un cuento... o de un suefio.

P.- Ya veo. Es muy interesante.
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DIALOGOS 2

El curriculo como “obra abierta”

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Buenos dias. Hoy pareces un poco alterado. ¢ Qué ocurre?

E.- Pensaba en el episodio que hemos escogido.

P.- ;EI que trata sobre la introduccién del tema de la elasticidad
en el curriculo?

E.- Si. Me ha hecho revivir una impresién que tenia cuando era
alumuno.

P.- ;5i? ;Cual?

E.- La impresién de que uno tiene que aprender cosas sin saber
por qué. No se sabe quién lo ha decidido, ni por qué razdn. Vaya,
que es algo totalmente arbitrario.

P-S8i ;Y bien?

E.- Pues, que de repente, con [a historia de la elasticidad, creo que
he empezado a entender algo. Por una parte, que cuando eres alumno
tienes la 1 impresion de que todo lo que tienes que estudiar..,

P.- La gramadrica, la historia, la biologia...

E.- Si. Crees que todo eso forma parte de la naturaleza. ;Entiendes?

P.- No mucho, la verdad.

E.- Cuando eres pequefio, en la naturaleza hay drboles, coches,
estan los vecinos, el perro del vecino, todo eso. Y también estid la es-
cuela. Y en la escuela hay el complemento directo, el teorema de
Pitdgoras, el Mio Cid, la forosintesis.

P.- 5i.

- ;Lo ves? Todo ello forma parte de “la naturaleza”, del mundo
que te rodea, como si siempre hubiera estado ahi.
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P.-Yaveo. ;Y por otra parte?

E.- Pues, por otra parte... No lo tengo tan claro. Pero a veces, de
nifio, me daba la impresidn de que todo era una ilusién. Que... Que
habian decidido hacernos aprender el teorema de Pitdgoras o la bata-
lla de Lepanto, o no sé qué, pero que también hubicran podido no
poner estos temas y poner otros. Como con la elasticidad.

P.- Ya. Sospechabas que todo eso era el fruto de decisiones. De
decisiones arbitrarias tomadas por gente...

- 1Que nadie conocia!

P.- Por una serie de personas —unos desconocidos— que habian
decidido que td estudiarias el teorema de Tales o la respiracién. ;No
es asi?

E.- Si, que lo habian decidido “por la cara”.

P.- Y dime, ;tenias también Ja impresidn de que gente desconoci-
da habia decidido que hubiesen coches, vecinos, el perro del vecino,
bosques, etc.? ;O incluso que hubiera Espaiia, o tu comunidad auté-
noma, o tu ciudad?

E.- {No, seria nidiculo!

- ¢Por qué?

E.- Hombre, tomemos los bosques. jEs ridiculo! Nadie ha decidi-
do que haya bosques. {Hay bosques, y punto!

P.- Bueno. Recapitulemos. Para ti, hay muchas cosas en el mundo
que parecen naturales, que se dan por sentado. Son lo que son. En la
escuela, algunas veces te parece que es lo mismo, que hay el teorema
de Pitdgoras del mismo modo que hay irboles en el bosque y otras
veces no puedes evitar pensar: ,todo esto es arbitrario! Lo han decidi-
do sin que se sepa por qué, ni quién, ni cudndo. ¢ Es eso?

E.- {Si, eso mismo!

P.- ¢Y eso eslo que te ha alterado tanto?

E.- Si. Parece divertirte.

P.- No. De ninglin modo. Sélo que ya seria hora de que empeza-
ras a progresar en estos asuntos. Si no, nunca avanzaremos.

P.- Vamos a ver. Escichame bien. ; Has cogido alguna vez un avién?

E.- Si.

- ¢ Y miraste por la ventanilla? ; Queé se ve?

E.- Pues...

P.- Te voy a decir lo que se ve. Se ven campos, la tierra arada, es-
tructurada, modelada. Se ven carreteras que unen pueblos. Y autopis-
tas. ¢ De acuerdo?

E.-Si.

P.- Vale. Se ve un paisaje. Un paisaje no es algo dado por la natu-
raleza. Es fruto de la accién del hombre sobre la naturaleza. De la ac-
ctén antropica. ¢Sabes lo que es la acc1én antrépica?
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E-..

P.- 5i hubieras estudiado geografia mds en serio lo sabrias. La ac-
cién antropica es una manera técnica de hablar de 1a accién del hom-
bre sobre un medio dado. Hace dempo que se sabe que la naturaleza
no es fruto de la naturaleza. Que es una obra humana. El resultado de
un acto deliberado. ; Entiendes?

E.- 8i... ¢Pero, y los bosques?

P.- Pues lo mismo. Sabes muy bien que ahi donde hay bosques
podria muy bien no haberlos. ;No has oido hablar de ecologfa?

L.- 5i, claro...

P.- Y ahi donde no hay bosques podrfa muy bien haberlos, El
bosque, al igual que la ausencia de bosque, no es sélo un hecho natu-
ral. Es el fruto de la actitud de los hombres. Es el resultado de deci-
siones, o de la ausencia de decisiones.

E.- Pero Profesora, yo hablaba de la escuela. Del curriculo, del
teorema de Tales, no sé, de la ortografia.

P.- No hay ninguna diferencia. La ortografia, es una obra huma-
na. Y la tipografia otra. La escuela también es una obra. Y el hecho
que se enseiie ortografia y no tipografia es el fruto de una decisién. O
de una falta de decisidn, como prefieras.

E.- Profesora...

P.- Déjame acabar. Respecto a estas decisiones, o estas no-deci-
siones, uno no sabe generalmente quién las ha tomado ni quién las
hubiera podido tomar.

E-Ya

P.- Bueno. Pero sobre todo, lo que tienes que tener muy presente
es que los que tomaron estas decisiones ya estin muertos. El mundo
en el que vives lo gobiernan los que descansan para siempre en los ce-
menterios. Naces y vives en un mundo lleno de obras que son esen-
cialmente el fruto de decisiones tomadas mucho antes de que ti mis-
mo te las puedas cuestionar. ;Lo entiendes?

E.- Creo que si.

P.-Y el episodio que tanto parece haberte irritado, el de la elastici-
dad, es una de esas pocas excepciones que experimentaras en el trans-
curso de tu vida: ves tomarse una decisién que hubiera podido darse
antes, antes de que nacieras, pero que no se habia tomado hasta ahora.

E.- La decisidn ha sido de no enseiiarlo.

P.- ;El qué?

E.- Lo de la elasticidad. Al final, el Seminario de Matemdticas ha
decidido no introducir la elasticidad en el curriculo —aunque no sé
muy bien por qué—.

P.- Bueno.

E.- Pero prefiero que volvamos a lo que decias antes, Profesora.
Me interesa mucho.
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P.- Bueno, bueno.

E.- Si me dejas, voy a intentar retomar lo dicho hasta aqui. La so-
ciedad en la que vivimos es una obra, y ademds esti repleta de obras.
La escuela, por ejemplo, es una obra, el fruto de la accidn de los hom-
bres. De decisiones que se tomaron en su momento.

P.- Esoes,

E.- Lo que quiere decir que t, yo, Amalia o Francisco no pode-
mos hacer ya casi nada para cambiarlo, ;no? No podemos cambiar lo
que se dectdié hace mucho tempo.

P.- ¢Eso crees? {No me extrafiaria que ahora me dijeras quc te sa-
be mal que el Semmarlo haya decidido no introducir la nocién de
elasticidad en el curriculo!

£.- 5i... En cierto sentido si.

P.- Bueno. Mejor que sigamos. En la historia de una sociedad, hay
obras que mueren, obras sin vida para nosotros y de las que sélo oi-
mos hablar por los trabajos de los historiadores. Y después hay obras
vivas que nos permiten vivir y que, al mismo tiempo, nos obligan a
vivir de una manera determinada. Son obras no acabadas, obras
abiertas.t Nos toca a nosotros continuarlas, “obrarlas”. Le corres-
ponde a cada generacién seguir haciéndolas. Si no, mueren.

E.- Asi que cuando se propone introducir la nocién de elasticidad
en el curriculo, se estd continuando la obra que es la escuela,

P - Exacto. La escuela como obra de la sociedad, no tal escuela o
instiruto de tal o cual barrio.

E.- 5i. Ahora creo que ya lo entiendo. Pero hay algo que me gus-
tarfa aclarar.

P.- Dime.

E.- Es sobre el uso de la palabra “obra”. 51 te entiendo bien, la es-
cuela es una obra. Los paisajes que se ven por la ventanilla del avién
son una obra. Espafia es una obra.

P.- 5L

E.- Y Europa también es una obra. Una obra inacabada.

P.- Eso es. Aunque Espana, la escuela, los paisajes tampoco son
obras acabadas. Pero sigue.

E.- Cuando hablamos de una obra musical, o de una obra litera-
rid...

P.- O de una obra cientifica...

E.- Si, también. ;Lo decimos en el mismo sentido?

£~ 51

E.- ;Son obras en el nusmo sentido de la palabra?

6. Seguramente la Profesora toma la expresién “obra abierta” del ensayo de Um-
berto Eco sobre 1a obra de arte contempordnea que lleva el mismo utulo: U. Eeo,
QOpera aperta, Bompiani, Roma 1967 (Qbra ablerta, Ariel, Barcelona 1985). /Nota dv
los antores.}
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P.- 54, si, en el mismo sentido.

E.- Pero en el caso de Ja geometria euclidea, la que se estudia en la
escuela, hay un autor, Euclides. Y en el caso de Espafia o de Furopa
no hay ningin autor, ¢no?

P.- No, no del todo. En pnimer lugar, aunque admitamos que
Fuclides sea el autor de los Elementos, Euclides no es el creador de la
geometria euclidea. Es el autor de un texto llamado los Elementos
que presenta y fija un estado de una obra humana que llamamos la
geometria euclidea. Pero muchas otras personas —segiin dicen los
historiadores— estudiaron y traba]aron antes que él para elaborar esa
obra. Es una obra humana que no riene un dnico autor. Ademds, y
sobre todo, lo que esta obra representa para nosotros no es fruto de
la mano de Euclides. Porque muchos otros también “obraron” des-
pués de él para continuarla.

E.- Vale, de acuerdo.

P.- En cuanto a la geometria que se estudia en la escuela, es cier-
tamente una obra, una obra cientifica, pero no se puede afirmar que
se trate aun de la geomeurfa de Euclides. Y si incluyes en la geome-
tria que se ensefia en la escuela a la geometria con coordenadas, en-
tonces habra que evocar otras obras, con otros “obreros”, otros au-
tores —por ejemplo Descartes—. Pero no olvides que la mayoria de
autores de obras son anénimos y que sélo se recuerda el nombre de
unos pocos —Yya se trate de obras como Espafia o como la geomertria
“euclidea”—. Si olvidas este punto, haces como los que sélo recuer-
dan, en un partido de fitbol, el nombre de los que han marcado un
gol.

E.- Seria injusto...

P.- Mis bien inexacto. Es una manera de distorsionar la realidad,

L.~ Ya veo, ya veo. Por cierto, se me estd ocurriendo algo... No sé
si estard bien, pero...

P.- Dime, dime, no tengas miedo.

E.- Es sobre todo esto de la obra abierta.

P.- ¢La palabra o la cosa?

E.- La palabra. O, mejor dicho, la idea de obra abierta, no acaba-
da... Cuando hablamos, por ejemplo, de una “casa en obras”, ereo
que se ve bien lo que decias.

P.- Es verdad.

£.- La casa es una obra. Pero nunca estd acabada del todo: siempre
podemos hacer retoques para mejorarla. A menos que sea una ruina
total, una obra muerta.

P.- bxacto. La imagen es muy buena. Aunque quiza resultaria to-
davia mejor si, en lugar de una casa, te hubieras atrevido a hablar de
una “ciudad en obras”.

E.- Si, claro, porque una ciudad, y sobre todo una gran ciudad, es
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casi siempre una “ciudad en obras”. Siempre estdn arreglando una fa-
chada, una calle, etc.

P.- Eso es.

E.- Pues, entonces, se me acaba de ocurrir otra pregunta, Profe-
sora. Bueno... A lo mejor es un poco ingenua...

- ¢De qué se trata?

E.- La pregunta es: ;por qué hay obras? ;Entiendes lo que quiere
decir?

P.- A ver. Por qué hay obras quiere decir por qué hay ciudades,
por qué hay jardines, por qué hay Espafa, el teorema de Tales, la or-
tografia...

E.- Si, si, eso mismo.

P.- ;Parece que descubres el mundo!

E-Quizisi..

P.- Bueno. Tomemos un ejemplo. Un ejemplo matemitico.

E Vale.

- Supongamos que alguien te para por la calle y te pregunta
donde estd Correos. S1 resulta que Correos estd en la misma calle cn
la que estdis vosotros —suponiendo que es una avenida recta, regu-
lar—, a lo mejor le contestas, senalandole un edificio grande que hay
al final de la calle: “Estd mds abajo, unns 200 metros antes de aquel
edificio tan alto”. ¢ De acuerdo?

E.- Si.

P.- Muy bien. Ahora hagamos un poco de matematicas. Pon-
gamos que A es e] punto en el que os encontrdis en la calle, B el pun-
to donde estd el “edificio tan alto” y C el punto donde esta Correos.

E.- Cestientre Ay B.

P.- S1. Y 14, en el fondo, lo que indicas a la persona que 1e pregun-
ta es: el punto C estd entre A v B a unos 200 metros de B,

E.- 51

P.- Bueno. Pero si fueras un matematico con cierta deformacién
profesional, hubieras podido contestar: “E!l punto C esta (por ejem-
plo) a unos 2/5 de AB a parur de B”.

E.- ;Seria ridiculo!

P.- Totalmente ridiculo. El problema es que, en la escuela, los
alumnos tienen que aprender a situar el punto C entre dos puntos A
v B, no sélo a partir de su distancia respecto a A o B, sino también a
partir del hecho que C divide el segmento AB en una razén dada.

E.- Es verdad.

P.- Los matemadrticos han creado una pequena obra matemdtica,
una “obrita” matemdrica: la “teorfa” de la divisidn de un segmento en
una razén dada. Entonces, tu pregunta, en este caso, serfa: ¢por qué
los matemiticos han creado esta pequefia obra matemdrica?

E.- Si, algo asi.
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P.- ;Y qué contestas, en este caso?

P.- ¢No sabes qué contestar?

E.- Buerno, no sé... Quizi...

P.- ;No lo sabes? Tu querias ser profesor, sno?

E-Si.

P.- {Quieres ser profesor de matematicas, y ni siquiera sabes por
qué los matemdricos han creado una obra que, quizi, tendras que cn-
sefiar a tus alumnos!

E.- Pues no, no lo sé.

P.- No lo sabes... Veamos. Si haces un mapa de la ciudad, a una es-
cala determinada, entonces el punto C del mapa no estard 2 unos 200
metros del punto B.

E.- Claro que no.

P.- Estard, segiin la escala,a t em,22,4 cmoa 0,8 cm.

E.- Vale.

P.- Pues mira. Lo interesante de poder definir la posicidn del pun-
to C sobre AB a partir de la razdn con la que C divide el segmento es
que esta razdn es siempre la misma. $i Correos estd aunos 2/5 de AB
a partir de B, entonces, en cualquier mapa de la ciudad, el punto C
también estard a unos 2/5 de AB a partir de B.

E.- Es un invarante.

P.- Exactamente. Y este tipo de invanantes son esenciales en geo-
metrfa euclidea. Porque, como debes saber, en la peometria euclidea,
si algo es cierto a pequena escala también debe ser cierto a gran esca-
la, y viceversa. Gracias a esto se puede hacer toda la geometria eucli-
dea sobre una hoja de papcl.

F.- Ya entiende... Pero Profesora, lo sorprendente es que tengo la
sensacién de que nadie me habia contado antes lo que me estds contan-
do ahora. Y estoy seguro de que muchos profesores de secundaria nolo
deben saber.

P.- Permiteme observar que, de rodas formas, tenias todos los ele-
Mentos necesarios para conlestar a mi pregunta. Pero no quiero en-
trar en polémica. Tomémoslo como ejemplo de un fenémeno impoi-
tante. La sociedad estd repleta de obras, [a gente conoce estas obras,
incluso las estudia, pero muchas veces no eatiende por qué han habi-
do personas que crearon estas obras. Es lo que decias sobre la escue-
la. Lo ven todo como natural, y no entienden por qué esta ahi, para
qué sirve.

E.- Y, Profesora, ¢ti crees que toda obra humana se puede conce-
bir comno acabas de hacerlo con lo de la divisién de un segmento?

P.- Yo creo que si. Sélo que, para ello, necesitariamos mucho mis
tiempo del que disponemos.

E.-Vale. ;Y entonces?
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P.- Mira, te propongo el siguiente esquema. En la vida, en la vida
en sociedad, la gente se topa con dificultades y, por lo tanto, surgen
cuestiones. Por ejemplo, scémo vivir juntos? La pregunta tiene varias
respuestas posibles: la ciudad, el pueblo, etc. ¢Cémo podemos man-
tenernos a suficiente distancia de la naturaleza para poder vivir entre
humanos, sin por ello excluirla del todo? Respuesta: el jardin, el par-
que, etc. ¢ Me sigues?

E.- Creo que si. Estds diciendo que una obra es una respuesta a
una pregunta.

P.- O a un conjunto de preguntas, de cuestiones. Y lo que decia-
mos antes, zhora se puede formular asi: cuando vinimos al mundo,
nos encontramos con que esta lleno de obras. Tenemos las respues-
tas, aprendemos a conocerlas —en cierto sentido—, jpero entretanto
hemos perdido las preguntas!

E.- Y eso implica... que muchas veces no sacamos todo el prove-
cho posible de las obras con las que vivimos.

P.- 8i. Y tampoco pensamos en modificarlas para hacerlas mds
adecuadas. Sin saberlo, las vemos como obras cerradas. De esta ma-
nera, algunas obras humanas acaban muriéndose, porque dejamos de
entender las preguntas que les dieron su raz6n de ser.

E.- Ya. Pero también puede pasar que algunas obras sean respues-
tas a preguntas que ya no se plantean realmente. Es motivo suficiente
para que mueran, ;no?

P.- Claro. Pero también podemos conservar y modificar una obra
para que pueda servir de respuesta a preguntas distintas de las que le
dieron origen.

E.- No te sabia tan conservadora, Profesora.

P.- Hay un conservadurismo liicido y un conservadurismo desca-
bellado —el de aquellos que rechazan el cambio, no por impotencia,
sino por su incapacidad de entender las cosas—. Yo en cambio nendo
a pensar que, antes de abandonar una obra para el olvido, no estd de
mas hacer un examen atento, por si ain pudiera servir para algo. {Sia
esto le quieres llamar conservadurismo, alld til

E.- Bueno, bueno, Profesora. Pero, ¢y la escuela?

P~ ¢Si?

E.- Es una obra, ;no? ; A qué preguntas responde? ;O podria res-
ponder?

P.- Eso si que es una pregunta que no podemos ignorar. P’ero no
tenemos bastante tiempo ahora para abordarla. i te parece, la dejare-
mos para la préxima vez. Tendrds tiempo para pensar en ello de aqui
a la semana que viene.

E.- Me parece muy bien. Hasta entonces y muchas gracias.

98



La eleccion de los elementos del curriculo

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Buenos dias. ;Cémo estamos?

E.- Bien. Supongo que hoy seguiremos con lo del otro dia, ;no?

- ¢Dénde Jo dejamos?

E.- Me hablaste de las obras v del hecho de que son respuestas a
cuestiones. Entonces te pregunté sobre la escuela como obra: su ra-
zén de ser, las cuestiones a las que responde, todo eso.

P.- §i, lo recuerdo muy bien... Vamos a ver... Si quieres, podemos
partir de la siguiente constatacién: la escuela es una mstitucién social
en la que se pone a los jévenes en contacto con obras, con obras de la
soctedad.

E.- Por ejemplo, las mateméncas...

P.- 8i. O la muisica, la filosofia, la gimnasia, etc. Vale. Para ello, se
hace una seleccién entre las infinitas obras que componen nuestra so-
ciedad. )

E.- ;Ah! ;Este es el problema que te planteaba el otro dia! La se-
leccidn de la que hablas es en parte arbitraria, ;no?

P.- Espera. Dejemos esto de momento, por favor.

E.- Vale.

P.- Consideremos solo el hecho siguiente. En la escuela, sc pone a
los jévenes en contacro con clerto nimero de obras.

E.- 5i. Y hay que mostrarles las razones de ser de estas obras, las
preguntas a las que se supone que responden.

P.- Dejemos también esto de lado. La cuestion es: ;por qué se da
ese contacto? No se trata ahora de la razon de ser de las obras selec-
cionadas en el curriculo, sino de la razén de ser del poner en contacto
a los jovencs con estas obras, ¢Por qué se decidié que tenfa que ser
asi?

E.- Es la cuestion de la razdn de ser de la escuela.

P.- 8. O de las razones de ser. Creo que ya hemos hablado de
educacion formal y educacion informal, ¢no?

E.- 5L

P.- A fin de cuentas, la educacién es un proceso que deberia facili-
tar la entrada en la sociedad. Es decir, conocer sus obras, saberlas
aprovechar y, si es necesario, ayudar a cambiarlas.

E-Ya..

P.- La escuela deberia asegurar parte de este trabajo.

E.- Pero Profesora, precisamente, cuando hablas de parte de este
trabajo”, quieres decir que en la escuela te ponen en contacto con una
parte “determinada” de las obras de nuestra sociedad.

P-Esoes.

E.- Vale. Entonces volvemos a encontrar el problema de antes:
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¢como se hace la seleccion de las obras? O, mas bien, ;c6mo se puede
justificar 1al o cual seleccién? ;Por qué, por ejemplo, se seleccionan
las matemduicas? ¢ Y, dentro de las matemiticas, tal o cual obra parti-
cular? ;Tal o cual “obrita™?

P.- O 1al “obritita”, como la clasticidad!

E.- ;Claro!

P.- Es una buena pregunta. Y de hecho ya hablamos hace unos
dias sobre el interés social de tener todos una cultura matematca bi-
sica —para poder “hacer de matematicos” cuando los demis nos ne-
cesiten, y todo eso—. ; Te acuerdas?

E.- Si. Pero lo mismo se podria decir de otros conocimientos que
no se ensenan.

P.- En efecto. De rodas formas, supongo que crees que desde
siempre las matemdticas han formado parte del curriculo, y me refie-
ro a lo que seria el equivalente de nuestro curriculo de secundaria,
;no?

E.- Por lo menos desde la antigua Grecia...

P.- ;Ja! Justo lo que me temia. jTe equivocas de medio a medio!

E.- :Me equivoco?

P.- Claro. Hubo un tiempo —antes del siglo XVI, mis 0 menos—
en el que casi no habian matematicas en el curriculo.

E.- ;Qué quicres decir?

P.- Pues, que las matematicas no lograron ocupar un puesto im-
portante en el curriculo hasta muy tarde en la historia de nuestras so-
ciedades. Hubo grandes luchas para introducirlas y se tuvieron que
tomar decisiones importantes. Y los cursos de matemdticas propia-
mente dichos aparecieron muy lenta y progresivamente, a lo largo de
no menos de uno o dos siglos.

E.- Y por si fuera poco, supongo que sélo afectaria a una pobla-
cién de alumnos reducidisima.

P.- Claro. Pero para eso no creas que hay que ir muy atrds en el
tiempo. Hace tan sélo algunas décadas, la ensenanza secundaria de
nuestro pais sélo educaba a un nimero infimo de jévenes. {Tu pre-
gunta era pertinente!

E.- Si, si.

P.- Incluso mas pertinente de lo que crees. Porque, del mismo
modo que no siempre hubo matematicas en el curriculo, también po-
drian desaparecer en un futuro mis o menos préximo —o acabar por
reducirse a casi nada—.

E.- Profesora, crees de verdad...

P.- ;Y tanto! Lo creo sinceramente. Incluso me parece que ya em-
picza a haber una evolucién en este sentido. No es que sea ilegitima.
De ahi se partié hustéricamente. Las pocas matemdticas que se estu-
diaban en la ensefanza medieval resultaban de la clasificacién aristo-
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télica: la égica, la fisica, la metafisica y la éuica, etc. ¢ Lo ves? Del mis-
mo modo que fueron en aumento en aquel entonces, podrian ahora
disminuir.

L.~ ;Me empiczas a asustar!

P.- :De verdad? Pues has sido ti ¢l que ha abierto Ja caja de
Pandora. {Y ahora te asustas de lo que ésta esconde!

E.- Un poco, la verdad...

P.- Recuerda lo que decfamos. La sociedad es una obra abierta.
Nadie te asegura que mafana sea igual que hoy. Claro que, si no
quieres tener una actitud pasiva ante los cambios que la afectan, ante
las decisiones que se rtoman y las que no se toman, hay que plantear la
cuestién que has propuesto y ser capaz de mirarla de frente.

E.- Ya te entiendo, ya... Entonces podemos volver a la cuestién
general que te planteaba al principio. ; Cémo se escogen las obras que
conforman el curriculo? ;Por qué la escuela pone a los jévenes en
contacto con unas obras y no con otras? Y anadiré, si me dejas, ;tie-
nen las matemdticas alguna oportumdad de resuliar elegidas en el fu-
turo?

P.- 5i, estd bien, Creo que ahora ya tenemos algun elemento para
empezar 2 examinar esta pregunta. ;Cémo sugeririas empezar?

E.- A ver... Pues a lo mejor la eleccién consiste en quedarse con lo
que parece, en cierto sentido, como lo mis fundamenral. Las obras
mis fundamentales y que no se encuentran ficilmente fuera de la es-
cuela. ¢Es eso?

P.- Es una manera de empezar.

E.- Pero lo que me molesta es que, de todos modos, en la escuela
sélo podemos encontrar un nimero muy reducido de obras —aun-
que sean fundamentales—. ;A ti qué te parece?

P.- Bueno. Creo que hay que detenerse un poco sobre Jo que aca-
bas de decir. Hablas de obras tundamentales que no se encuentran, o
que se encuentran poco, fuera de la escuela, cn la vida de cada dfa.
Supongo que pensabas en las matemaricas.

.~ 81, claro.

P.- ;Y has pensado también en el hecho que, en casi todas las es-
cuelas de casi todos los paises del mundo, los j6venes estudian su len-
gua materna? O sea algo que, mds que cualquier otra cosa, utilizan y
ven utilizar cada dia fuera de la escuela,

E.- Es verdad. No habia caido...

P~ ;Entonces?

E.- No sé... De todos modos, sigo pensando lo mismo que antes.

P.- ¢ A pesar de este contracjemplo?

E.-§i, a pesar de todo. Aunque no s¢ muy bien por qué.

P.- Pues, tienes razén. Y te diré por qué. Nuestra propia lengua,
nuestra lengua materna o, ¢n un sentido mds general, la lengua con la

[0}




que vivimos el mundo, la encontramos constantemente fuera de la es-
cuela, Pero como algo transparente, natural.

E.- {No la vemos como una obra!

P.- Exacto. Nuestra lengua fuera de la escuela es como los arboles
de un bosgue. No los vemos como una obra, sélo vemos su aparien-
cia de naturalidad. Y en la escuela uno aprende a ver su propia lengua
como una construccidn de muchos siglos, una construccién extrema-
damente compleja y siempre abierta, Una lengua que, ti lo sabes
muy bien, no serd la misma dentro de un siglo.

F.- La dltima vez quedamos en que la escuela ponia a los jévenes
en contacto con obras. Ahora habri que precisar mds esta idea, pues-
to que la vida cotidiana también nos pone en contacto con obras,

P.- 51, Pero nos pone en contacto con obras que no siempre consi-
deramos como tales. Tienes razdn, la relacién que la escuela nos lleva
a establecer con ciertas obras, aunque no siempre sepamos que son
obras, es muy particular. Cuando un nifio de 6 afios llega a la escuela,
va hace tiempo que sabe hablar su lengua marerna. Y sin embargo, en
la escuela, se va & poner a estudiar su lengua.

E.- Asi pues, en la escuela, las obras se estudian. El hecho de estu-
diar ya es una manera particular de entrar en contacto con una obra,
¢no?

P.- §i, si. Eso es. Recuerda lo de tu prima. Puede ser que, fuera de
la escuela o de la Universidad, te veas llevado a hacer matemaricas ca-
si como quien habla su lengua materna. En cambio, en la escuela esru-
diaste matemdticas —aunque éste no sea cvidentemente el tnico lu-
gar donde se estudie—.

E.- Estoy de acuerdo. ¢Pero no podriamos pasar ahora al hecho
de que las obras que componen el curriculo son las que nos parecen
mis fundamentales?

P.- Lo podemos intentar... Hay dos cosas en lo que dices. Hablas
de obras que nos parecen fundamentales. Hay “fundamental” y tam-
bién “parecer”. Si comparamos dos curriculos —los de dos socieda-
des o los de una misma sociedad en dos momentos de su historia— y
si Seguimos tu esquema, nos vemos llevados a decir que dos curricu-
los difieren porque lo que es fundamental en la primera sociedad
—por ejemplo la Espaiia del siglo XIX— no es lo fundamental en la
segunda —por ejemplo la Espana de hoy—. Es, en cierto senudo, un
factor objetivo de diferencia entre dos curriculos, Podriamos sin du-
da abrir un debate hoy mismo para saber si las matemdticas se pueden
considerar como fundamentales o no, pero en cualguier caso no cabe
duda de que no [o eran para la mayoria de sociedades antes del siglo
XIX.

E.- Ya veo... Pero, como pareces insinuar, decidir que tal o cual
obra debe considerarse como fundamental también tiene algo de sub-
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jetivo, ¢no? Una obra puede parecernos fundamental o no parecér-
noslo, independientemente de que lo sea en realidad.

P.- Eso es. En este punto interviene la imagen que tiene una socie-
dad de si misma. Es un aspecto que no podemos pasar por alto. Vaya,
eso creo, Hubo por ejemplo sociedades en las que se considerd que la
literatura era una obra fundamental, la mds importante. Asi fue en
la China confucionista hasta entrado el siglo XX: los jovenes que
querian acceder a carreras importantes debian pasar unas oposiciones
de literatura clisica extremadamente duras, en las que los exdmenes
de disertacién solian durar tres dias y dos noches seguidos. El apren-
dizaje —en su mayoria memoristico— de los cldsicos les parecia ab-
solutamente fundamental.” Y a lo mejor o era, ¢quién sabe?

E.- Pero también podemos imaginar que hay obras verdadera-
mente fundamentales que no se consideran como tales. Y ello puede
ocasionar consecuencias negativas, nefastas, Porque el desconoci-
miento de obras fundamentales impide que se puedan sansfacer cier-
tas necesidades.

P.- Es verdad. Pueden ocurrir todo tipo de fendmenos. Por ejem-
plo, y cast a la inversa de [o que dices, puede que una obra que fue
fundamental en su tiempo, y que por lo tanto forma parte del curri-
culo desde hace un siglo, se siga estudiando en la escuela aunque haya
dejado de ser fundamental.

E.- Profesora, ¢no estaras pensando en las matematicas?

P.- Tanto como td hace un momento. ¢ Pensabas en las matemati-
cas, no?

E.- Unpoco...

P.- Creo que estas buscando desesperadamente argumentos a fa-
vor de la ensefianza de las matematicas en secundaria. Y eso es enter-
necedor, pero no necesariamente eficaz...

E.- ;Qué quieres decir?

P.- Quiero decir que no estoy aqui contigo para ensefiarte a ha-
cer trampas!

E.- Profesora, tendrias que explicarte un poco mejor...

P.- Voy a ser muy clara. En primer lugar, hay una distincién que no
hemos respetado demasiado hasta aqui. Aunque no sepamos muy bien
lo que quiere decir fundamental, no hay que confundir las obras fun-
damentales para la sociedad en general con las obras fundamentales pa-
ra la educacidn en la escuela de la gente de esa misma sociedad. Parece
razonable pensar que existen muchisimas obras fundamentales para la
sociedad que no lo son necesariamente para la educacién escolar.

7. ].C. Martzloff hace referencia a estas oposiciones literarias al contar la vida del
matemdtico chino autodidacta Li Shanlan. (Ver e! nimere especial “Les mathémati-
ciens” de la revista Pour la science, enero 1994, pp. 96-105.)
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- ¢{Me puedes dar un ejemplo?

P.- Como quieras. Tomemos la medicina.

E.- No forma parte del curriculo de secundaria.

P.- Exacto. Pero, aun y asi, encontrards a mucha gente —supongo
que la mayorfa— que considera la medicina como una obra funda-
mental para el funcionamiento de la sociedad, pero no para la educa-
c16n secundaria. Si no fucra asi, algunos militarian para que se intro-
dujera en el curriculo, como pasa con la religion catélica.

E.- Estamos de acuerdo.

P.- Bueno. Pues podria ocurrir lo mismo con las matematicas.
Podriamos imaginar —fijate que he dicho imaginar— una sociedad
en la que las matemadricas, como ocurre con nuestra medicina, se con-
sideraran fundamentales para la sociedad, pero no para tener que for-
mar parte de la ensefianza secundaria. Los que se orientaran hacia
una carrera clentifica empezarian a estudiar matemarticas en la untver-
sidad, del mismo modo que, hoy dia, los que quieren hacer medicina
empiezan a estudiarla en la universidad. Y también podriamos imagi-
nar que, del mismo modo que tenemos hoy buenos médicos, tendria-
mos buenos ingenieros, buenos fisicos, buenos matemaiticos. ¢ Ves lo
que quiero decir?

E.- 5i. Pero precisamente...

P~ ¢Si?

E.- Pues mira, también podriamos imaginar que, justamente por-
que la medicina es algo fundamental en nuestra sociedad, su estudio
en secundaria seria bueno para todos. No para formar a futuros mé-
dicos, claro, como tampoco se ensefian matemdticas en secundaria
para formar a tururos matemiticos. Vaya, yo creo que el estudio de la
medicina, bajo ciertas formas apropiadas, tendria efectos positivos
sobre la salud piblica, su economia, en fin, sobre muchisimas cosas.

P.- Tu razonamiento es excelente. Y ahora parece como si quisie-
ras intervenir en el disefio del curriculo, ;v de una manera mucho mis
ambiciosa que Francisco y Amalia!

E.- Si, aunque...

P.- Bueno. Pero dime una cosa: lo que acabas de decir a favor de
la medicina en secundaria, ¢lo podrias decir también a favor de las
matemdticas?

- ¢Coémo?

P.- Decias antes que el estudio de la medicina seguramente permi-
Liria mejorar Ja salud publica. ¢Y con las matemiticas? ¢ Qué dirias?

L.- Dirfa que si las matemdricas desaparecen del curriculo, o fue-
ran algo puramente residual, se producirfa el mismo fenémeno, pero
a la inversa. Tendria consecuencias nefastas sobre el sistema de las
ciencias y las técnicas —que constituyen ciertamente una obra funda-
mental de nuestra sociedad—. Aquellos que quisieran aprender fisica,
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tecnologfa, quimica, etc., deberfan estudiar al mismo tiempo todas las
matemaiticas que se necesitan en estos dmbitos.

P.- Serfa algo como lo que ocurre con la medicina, se tendria que
estudiar todo en la universidad.

E.- Algo asi.

P.- Sélo que no estds comparando lo mismo. En el caso de la me-
dicina, decias que estudiarla en secundaria podria ser interesante in-
cluso para aquellos que no se plantean ser médicos. Del mismo mo-
do, aqui tendrias que poder convencer a la gente de que todos
aquellos que no serin “obreros cientificos” también deberfan estu-
diar matemaiticas en secundaria,

F.- Si, es verdad. Lo cual demuestra que no he razonado bien.
Pero de todas formas, me parece que las matemdticas son necesanas
en muchos mds ambitos que la medicina. Quiza resulten fundamen-
tales en este sentido y por ello deban ser estudiadas en secundaria...

P.- A ver, déjame intervenir. Te voy a proponer un esquema mas
general. La escuela nos permite acceder a determinadas obras hacién-
donoslas estudiar. Pero ello no quita que una obra dada pueda facili-
tar el acceso a otras obras, aun cuando estas obras no se estudien en la
eSCuela.

E.- ;Por ejemplo?

P.- Recuerda lo que decia Francisco a la periodista. Los profeso-
res de matematicas no conocen esa “obrita” que es la teorfa de la clas-
ticidad; ni siquiera saben que existe. Pero pueden acceder a ella muy
ficilmente a partir de las obras matemiticas que ya conocen. Si no sa-
bes nada de matematicas, ¢l camino es mucho mas largo. Pero a partur
del momento en que conoces las matemdticas que sabe un profesor
de matemdticas de secundaria, la distancia se vuelve infima.

E.- Vale, claro.

P.- De esta manera, podemos decir que toda obra no abre igual, ni
tan facilmente, el acceso a otras obras. Algunas obras son fundamen-
tales en el sentido que nos acercan, sin que nos demos necesariamen-
te cuenta, sin que ni siquiera nos lo digan, a una multtud de obras
—que, de otra forma, sélo conoceriamos a través de las casualidades
de la educacién informal—. Creo que esti claro, por lo menos para ti
y para mi, que en nuestra sociedad el hecho de saber leer y escribir
con soltura nos acerca muchisimo a un montén de obras. No a todas,
claro; pero sf a muchas.

E.- Yaveo..

P.- Pues sxgamos Entre las obras que nos abren mas puertas, hay
algunas que resultan especiales, que poseen una naturaleza particular.
Son los saberes. Un saber es un sistema de conocimientos que nos
permite, en principio, fabricar respuestas frente a cuestiones relativas
a clerto ambito de la realidad.
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E.- Saberes... ¢ T refieres a las ciencias?

P.- No sélo a ellas. También hay por ejemplo un saber musical,
deportivo o literario. La literatura transmite todo un saber sobre el
mundo que nos rodea, plantea determinadas cuestiones a las que in-
tenta a la vez aportar respuestas, a su manera.

E.- Ya entiendo.

P.- Los saberes son obras, pero son algo asi como obras de segun-
do grado: son obras sobre otras obras, para producir otras obras. Por
€50 nos acercan tanto a muchas otras obras. ;Lo entiendes?

E.- §i, creo que si.

P.- Y seguramente por eso la mayoria de obras que se estudian en
secundaria son saberes: matemadticas, biologia, gramatica, hisrona,
etc.

E.- Creo, Profesora, que lo que dices es bastante convincente.
Pero hay un riesgo.

P.- ;Ahsi?

E.- Si... Dices que las obras que se estudian en la escuela son vias
de acceso a otras obras de la sociedad.

P.- Eso es. Aunque su estudio también tiene un interés en si mis-
mo.

E.- Ya, ya. {Pero puede ser que estas vias de acceso sean ellas mis-
mas inaccesibles para muchos jévenes!

P.- Es verdad. Y atin hay otro riesgo, que va hemos mencionado.
Es que las obras que tendrian que ser una via de acceso a otras obras
no conduzcan a nada. Que se pierda incluso la idea de que su crea-
cién constituia una respuesta a una serie de preguntas que se plantea-
ron en un momento dado.

E.- Eso ya lo hemos dicho.

P.- Si, ya hemos hablado del tema. En cuanto al riesgo que td
mencionabas, lo trataremos el préximo dia con un poco mds de cal-
ma.

E.- De acuerdo. Muchas gracias de nuevo y hasta entonces.

La resistencia a “entrar” en la disciplina matematica

E.- Buenos dias, Profesora. ; Todo bien?

P.- Si gracias. ; Y wi?

E.- Bien, bien. Por cierto, me gustaria que hoy examindramos mi
pregunta.

P.- ;Tu pregunta?

E.- Si. El otro dia dijiste que, en la escuela, se pone a los jévenes
en contacto con ciertas obras, que se les hace “entrar” en ellas. Y tam-
bién que estas obras, que son en su mayoria “saberes”, abren general-
mente la via a otras obras.
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P.-5i, eso es.

E.- Y yo aludi al hecho de que hay alumnos que se niegan a entrar
cn [as obras con las que la escuela los pone en contacto. Qué pasa
entonces? Por cjemplo, aunque pensemos que estudiar matemdticas,
o tal o cual obra matemdtica, es algo bueno para todos, hay alumnos
que no se “enganchan”. Con ellos, no hay manera.

P.- Sigue, sigue.

E.- A partir de aqui ya no sé por donde ir.

P.- Vamos a ver. Lo que quieres decir es que algunas obras que se
estudian en la escuela son poco atractivas para los alumnos.

£.- 8i. E incluso repulsivas. ;Y para una mayorfa de alumnos!

P.- Bueno, eso habria que verlo. Pero estaris de acuerdo conmigo
que, aunque las obras estudiadas en la escuela no sean muy atractivas
para muchos alumnos, si que existen obras que atraen fuertemente a
una mayoria de jévenes, ¢no?

E.- {No creo que haya muchos jovenes 2 los que les chiflen las
marematicas, la biologia o la gramatica!

P.- {Cuidado, cuidado! Te olvidas de lo que es una obra. Me estds
hablando de saberes: las matematicas, la biologfa. Pero la misica rock
también es una obra en el sentido que le dimos el otro dia a la pala-
bra. Y el fiitbol otra. No me dirds que la masica rock o el fitbol no
son atractivos para la mayoria de jévenes...

E.- De acuerdo.

P.- Ademds, es fundamental que existan obras atracuivas para los
jovenes.

- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues, que cuando a una persona, tenga 15 afios o 70, ya no le
atrae ninguna obra de la sociedad, cuando deja de ser actor de las
obras que existen, la persona en cuestién muere.

E ¢Me lo puedes explicitar un poco mas?

P.- {No has visto nunca a una persona mayor motirse poco a po-
co potque, progresivamente, las obras de la sociedad han dejado de
existir para ella? Durante un tempo, sigue yendo al bar...

£.- 7O a misa!

P.- Si quieres... Sigue hablando con la gente, los amigos, y llega un
momento en que hasta eso desaparece. Y cuando ya ni siquiera hay
convivencia, cuando los otros dejan de existir, la vida se va... Las
obras de la sociedad son puntos de luz que se fueron alumbrando con
los aflos y que se van apagando uno por uno, hasta que reina la mas
completa oscuridad...

E.- Por lo tanto, vivir es tratar con obras.

.- Esoes.

E.- Vale. Pero muchos jévenes no consideran vitales las obras que
cncuentran en la escuela. Las que les parecen vitales, ya sabemos cuid-

o7




les somn, ;¥ no creo que tengan demasiado que ver con las matemiticas
ni la literatura!

P.- ;Eso también habria que verlo! Pero, aunque no las conside-
ren vitales en ese instante de su vida...

£.- ;Y hasta qué punto podriamos decir que lo son?

P.- Hombre, esto, de alguna manera, ya lo hemos visto. Claro que
los que deciden que los alumnos estudiaran tal o cual cosa ¢n la es-
cuela se pueden equivocar. Pero el principio podria ser el siguiente:
una obra es vital si resulta indispensable para cntrar en las obras cn
las que debemos vivir.

£.- Me da la impresion de que nos movemos en un circuito cerra-
do: vivir es tratar con obras, las obras son vitales si nos permiten en-
trar cn las obras en las que debemos vivir...

P.- Te lo aclararé con un ejemplo. Hoy en dia es vital saber leer, y
bastante indispensable saber escribir. Cuando uno no sabe leer, la vi-
da resulta mucho mids cruda, més dificil de vivir, Puede incluso llegar
a ser invivible.

E.- 51, de acuerdo. Pero esto no era asi, digamos, en ¢l siglo XIX.
La mayoria de la gente no sabia leer ni escribir.

P.- Sin duda.

E.- Por lo tanto, es la sociedad la que hace que la vida sea invivible
para los que no saben leer.

P.- S1. Y también les hace la vida dificil a los que no saben usar un
teléfono, y menos ficil a los que no saben conducir un coche. Sin du-
da. Pero la sociedad, la de ayer como la de hoy, es también una obra.
Y es dentro de esta obra donde tenemos que conseguir vivir.

E.- Bueno. Pero suponiendo que una obra de las que se estudian
en la escuela sea vital, en el sentido que ti dices...

P.- 51

- iEntonces también es vital que a los alumnos les parezca vital!

P.- S, tenes toda la razén. Claro que, afortunadamente, hay mu-
chas maneras de vivir la vida. Es muy raro que una obra sca, en si
misma, absolutamente vital. Lo vital es el complejo de obras en el que
se vive,

E.- Y ademds en la sociedad hay una pluralidad de complejos de
obras para vivir.

P.- §i, ciertamente.

E.- Por lo tanto, un joven puede muy bien decirse: esta obra
—-por ejemplo las matemdticas— no es vital para mi; o, por lo menos,
quiero vivir en un complejo de obras en el que ésta precisamente no
sea un elemento esencial.

P.- Si. Es algo asi como una apucsta.

E.- ;Una apuesta?

P.- Si. Los que deciden que en la escuela se estudiard tal o cual
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obra, apuestan sobre ¢l hecho de que estas obras permitirdn entrar
mas ficilmente en los principales complejos de obras de nuestra so-
ciedad. O, mejor dicho, de la sociedad de aqui a 20 afios 0 40 afios.

E.-Si.

P.- Y lo mismo pasa con los alumnos. Se les propone que estudien
ciertas obras. Pueden apostar a que logrardn vivir sin ellas o sin tal o
cual de ellas. Corren sus riesgos. Es responsabilidad suya.

E.- ¢Y ti crees que se puede, a los 15 afios, o incluso a los 2C, de-
cidir cdmo se vivird a los 3C o 40?

P.- Aqui hay un problema, en efecto. Por eso la escuela propone...

E.- jImpone!

P.- No. He dicho propone. Basta con mirar lo que hacen los alum-
nos en la escuela para convencerse. $i no quieren estudiar algo, no lo
hacen... ;v listos!

E.- Pero al mirar lo que hacen, Profesora, se ve también lo que te
decia al principio: muchas de las obras que propone la escuela —co-
mo ti dices— no son atractivas. jSon incluso repulsivas!

P.- No es totalmente falso.

- ¢Y qué hacer entonces?

P.- ;Bonita pregunta!

E.- Sin ironias, Profesora. Creo que es una pregunta a la que de-
bemos contestar. Por ejemplo, muchos alumnos no se interesan por
tal o cual asignatura porque, para ellos, csa obra, no forma parte de su
mundo.

P.- Precisamente. La escuela estd ahf para ampliarles ese mundo.

E.- Pero cllos creen que la obra en cuestién no estd hecha para
ellos. ,

P.- O que cllos no estan hechos para esa obra.

E.- Las dos cosas. Creen, por ejemplo, que no es para gente de su
edad...

P.- O de su clase social o de su sexo.

E.- ¢De su clase social o de su sexo? ¢Qué quieres decir?

P.- Pues mira, tomemos el fitbol, el hecho de jugar a futhol. Un
chico pensard que estd hecho para €l, pero no asi una chica. Por lo
menos en Espafa.

E.- Y en todas partes.

P.- No, no, de ningiin modo. En Estados Unmidos, por ejemplo, el
futbol, el soccer como dicen alli, es mas bten un deporte de chicas.
Los chicos jucgan mds al fitbol americano. Un chica se sentird mds
espontineamente atraida por el soccer si es estadounidense que si es
espafiola.

E.- Vale, ya lo enuendo. ¢Pero lo de la clase social?

P.- Es como el sexe. En toda sociedad, en un memento dado, se
considera que algunas obras son mds apropiadas para los hombres
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que para las mujeres o viceversa; que son para adultos y no para ni-
fios 0 a la inversa; o que son para gente acomodada y no para gente
modesta. O al contrario, claro.

E.- ;Pero en el caso de las matemiticas? Es verdad que durante
mucho tiempo se penséd que era cosa de hombres, no de mujeres.

P.- 5i. Y también que cra cosa de hombres adultos y no de nifios o
adolescentes. Las clencias en general eran cosa de adultos. A pesar de
que, como bien sabes, se ha conseguido —gracias a la escuela— que
sean también cosa de jdvenes. )

E.- Hombre, yo no irfa tan lejos. ;Ese es precisamente el proble-
ma!

- ¢ Tt crees? Yo creo que hasta podemos decir que, en ese rerre-
no, se ha conseguido demasiado.
- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues mira, la gente acaba mirando muchas de las obras que se
encuentran en la escuela como si estuvieran hechas para la escuela.
Como si sdlo existieran y tuvieran sentido ahi, en la escuela. Y ésta es
sin duda una de las razones por las cuales los jovenes las consideran
poco atractivas. Como si bastara con acabar los estudios para no te-
ner que tratar mds con ellas.

E.- Creo que un ejemplo no estaria de mis...

P.- Tienes razon. Detengimonos un poco sobre este punto.
Admitamos, aunque no sea del todo cierto, que cuando los j jovenes
ven que cierta obra es también cosa de adu]tos s1 ven que, mas tarde,
la mayoria de ellos tendrd que tratar con ella, entonces esta obra ad-
quiere cierto atractivo para ellos.

E.- Porque quieren parecerse a los adultos, volverse adultos.

P.- Eso es. jAunque solo cuando les conviene! Porque tambicn
pueden negarse, hasta extremos patolégicos, a ser adultos.

E.- ;Entonces?

P.- Pues, si creemos que se trata de un factor atractivo, entonces
debemos constatar que dicho factor existe muy poco en el caso de las
matematicas.

£.- Porque nunca vemos a Jos adultos hacer matemérticas.

P.- Exacto. Un nifio puede ver a los mayores ejerciendo de médi-
cos o cuidando el jardin.

E.- O tocando un instrumento o construyendo una casa.

P.- Exacto. Pero no los vera cast nunca hacer matemdricas. Hay en
nucstra socicdad un problema de “visibilidad” de las actividades ma-
tematicas.

E.- Si, es verdad. Pero tomemos otro ejemplo: los idiomas.
Pongamos el inglés. En este caso los jovenes si que ven a los adultos
de su entorno utlizar este idioma, entenderlo, hablarlo.

- ¢Ti crees? Depende de su grupo social. Hay entornos en los
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que no se da, en los que estudiar inglés es como estudiar una obra no
hecha para i, que es s6lo para los demas —unos demés que no sabes
muy bien quiénes son.

- iEse es el problema de la clase social!

P Efectivamente. Tengo la impresién de que, a veces, basta con
muy poco para que, en una sociedad dada, la gente se ponga a pensar
que tal obra estd “rescrvada” para tal o cual upo de personas.

E.- Lo cual resulta totalmente arbitrario.

P.- En cierto modo si. Pero es diffcil cambiarlo. Seguro que toda-
via hay mucha gente que crec que las matemidticas son algo para sefio-
res serios que no se interesan por nada mds y que serfan, por ejemplo,
incapaces de ir a bailar a una discoteca.

E.- O, al contrario, para jévenes genios de actitud totalmente im-
previsible.

P.- También. Incluso, si nos referimos ahora a lo que se ve en Ia
universidad, la gente piensa que las matemdticas son cosa, en primer
lugar, de hombres, y de hombres que visten de cualquier manera, con
unos vaqueros gastados, con la camisa fuera del pantalén, etec. Como
si el hecho de llevar unos vaqueros, un traje o una tinica tuviera algo
que ver...

E.- Claro. Los gricgos han hecho grandes aportaciones a las mate-
miticas y no se vestian como nosotros... O sea que, segin tu, las ma-
temdticas estin hechas para rodos.

P.- Potencialmente si. Aunque no se puede negar que la gente tie-
ne opiniones, a veces muy contundentes, sobre el hecho que 1al obra
estd hecha para tal o cual tpo de personas, la escuela deberia servir
para recordar que estas discriminaciones no se pueden dar por senta-
do, que las podemos superar y que a veces es viral superarlas.

£.- Vale... Ya veo lo que quieres decir... Pero hay otro problema.

P.- i A ver, suelta!

E.- Pues, a veces, tengo la impresion de que, aunque una obra
rambién exista fuera de la escuela, en el universo de los adultos, los
alumnos no se lo creen...

- ¢No se creen el qué?

E.- No creen que se trate de [a misma obra.

P.- Ahora te toca a ti dar un ejemplo.

E.- Volvamos al caso del inglés. Estoy seguro que hay jévenes que
no creen que el inglés que estudian en la escuela sea lo mismo que el
inglés que hablan los actores de cine o sus cantantes preferidos. De
hecho, no ¢s que no se lo crean, es que para ellos son dos mundos
distintos.

P.- Lo que quieres decir es que la escuela no es creible, Que cuan-
do pretende hacernos estudiar inglés, éste resulta “falso”, Le falta

credibilidad.
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£.- Si, algo asi. También creo que s1 mafana se ensefara fitbol en
la escuela, esta obra resultarfa mucho menos atractiva para los jéve-
nes. De hecho tengo una hipdtesis sobre el tema.

- jPues dimela!

E.- Si. A ver... En la escuela se entra en las obras por medio del es-
tudio. Fs lo que dijimos, ¢no?

P.- S

£.- Me pregunto si no es por el hecho de tener que estudiarlas, en
lugar de convertir a los alumnos en sus actores, por lo que la escuela
hace tan repulsivas las obras que propone estudiar. ; Qué te parece?

P.- Pues mira, no estoy muy de acuerdo contigo...

E.- ¢Pero entonces como explicas que los jévenes se resistan tanto
alo que les propone la escuela?

P.- En primer lugar, te repito que no todos se resisten tanto, ni lo
hacen de manera umforme. Pero no importa, Para explicar lo que
quiero decir, tengo que utilizar otra nocién...

£.- 51

P.- Lo que llamaré la “disciplina” de una obra. Entrar en una obra
es someterse a su disciplina. Cuando hacemos matemdticas o miisica
rock o cuando jugamos a fiithol, la obra en la que entramos se mani-
tiesta al imponernos una serie de exigencias disciplinarias. Si no acep-
tamos esta disciplina, por poco que sea, entonces nos quedaremos en
la superficie de la obra. Por ejemplo, nos limitaremos a escuchar pasi-
vamente la clase de matemaiticas o a oir (ni siquiera a escuchar) la mu-
sica rock, o a mirar a los futbolistas.

E.- Sin ser el actor de la obra.

P.- Eso es.

£.- ;Luego me diris que la entrada en una obra requiere, de una
manera u otra, e] estudio de esa obra?

P.- Si. Porque el estudio incluye el hecho de reconocer la discipli-
na de la obra estudiada y de someterse a ella. De todos modos, ese es-
tudio no tiene por qué parecerse al estudio escolar. Para jugar a fit-
bol en serio, aunque sea con los amigos, hay que aprender a jugar
bien, a someterse a la disciplina del juego, del equipo. De lo contra-
rio, el futbol se convierte en algo terriblemente aburrido.

E.- O sea, st sigo tu razonamiento Profesora, el hecho de que haya
estudio no distingue a la escuela de las otras...

P.- De las otras instituciones.

E.- Eso, de las otras instituciones en las que también se encuentra
una obra dada.

P.- En efecto.

E.- ;Entonces como se explica el poco atractivo aparente de las
obras escolares?

P.- La pregunta no es facil... Para empezar, cuando alguien se en-
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cuentra con una obra, en la escuela o fuera de ella, puede empezar por
sentirse atraido —como un adolescente se stente atraido por la miisi-
ca rock—. Pero a partir del momento en que decide entrar en esa
obra, entonces notara que ésta conlleva una disciplina. Y esto hace
que muchos de ellos se sientan menos atraidos. Encuentran muy
pronto que la obra, ya scan las matemdticas o la misica rock, no esta
hecha para ellos. Y esto, como ves, puede ocurrir tanto en la escuela
como fuera de ella.

£.- En la vida nos topamos con muchas obras, pero sélo podemos
penetrar ¢n algunas de ellas.

P.- Eso es. Depende de la gente, claro.

£.- Ya. Pero de todas formas... Me parece que cuando encontra-
mos una obra en la escuela, se nos muestra de entrada lo mas duro de
su disciplina. Porque la disciplina de una obra, como decias, puede
ser mas o menos dura. Es evidente que para ser un gran musico hay
que someterse a una disciplina terrible. Pero también se puede tocar
la guirarra por puro placer, para acompafarse cantando a partir de al-
gunos acordes, sin necesidad de aprender solfeo, jno?

P.- Seguro. No es frecuente que nos sometamos a la disciplina in-
tegral de una obra, en eso tienes toda la razén.

E.- ;Y eso no seria una posible explicacién?

P.- A lo mejor. Pero no sé si encontramos siempre, en la escuela,
toda la disctplina de una obra. Incluso hay gente, como ta bien sabes,
que habla de! “laxismo” de la escuela.

E.- Exageran un poco. La vida en la escuela no es siempre ficil.

P.- Puede ser pesada, pero también puede ser muy leve. Los dos
extremos son posibles. Aunque, es cierto que, en general, unono vaa
la escuela a divertirse...

E.- ...sino a estudiar. Entonces, ;donde estd la solucién?

P.- Todo lo dicho hasta aqui constituye varios elementos de expli-
cacidn. Y todavia hay algunos mds.

- ;Cuiles?

P.- ;Seria muy largo discutirlo! Por ejemplo, considera las mate-
maticas. Primero podemos decir, claro estd, que /e disciplina mate-
matica no existe per se. Lo que si hay son diferentes aspectos, distin-
tos componentes de la disciplina matematica.

£.- Lo mismo ocurre con las demds obras.

P.- Cierro. Y podemos pensar del mismo modo que tampoco es
posible, ni bueno, imponer de entrada a los alumnos todo lo que re-
presenta la disciplina matematica en su integralidad.

E.-Unose dlsmphna poco a poco, progreswammte

.- 51, eso mismo. Dominar una obra —las matematicas, el fitbol
0 el rock— nos permite actuar, nos hace mds fuertcs. Podemos
aprender a tocar la guitarra sin saber solfeo, pero con el solfeo podre-
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mos tocar mas cosas y cantar mejor. La disciplina se acepta porque
aporta a cambio una ganancia, una mayor capacidad de accién. Pero
el intercambio sélo puede parecer equilibrado y deseable si se efectiia
poco a poco. Es verdad.

£.- {Profesora! ;T0 crees que las matematicas nos dan mis capaci-
dad de accién? ¢Podemos querer estudiar maremaricas para volver-
nos mds capaces a la hora de acruar?

P.- iEspera, espera! Creo que es ¢l momento de afiadir lo siguien-
te: en la disciplina a la que la escuela somete a los alumnos hay ele-
mentos que no forman parte de la disciplina matematica, ni de la lire-
raria, etc. Hay, si quieres, una disciplina suz generis.

E.- Que no tiene por qué ser mala a priori, ¢no?

P.- ;Alld vl con tus impulsos sidicos! Y ahora en serio. La cuestién
no es ésa. O por lo menos no del todo. Lo que puede producirse, y
que de hecho ocurre con bastante frecuencia, es que lo que ensefiamos
a los alumnos como disciplina matemadtica no lo sea al cien por cien.

E.- ¢Qué quieres decir?

P.- Por ejemplo, que a fos alumnos jévenes se les exija que hagan
figuras geomérricas bonitas, muy cuidadas. Figuras con, pongamos,
trazos perfectamente rectos, paralelas “muy” paralelas, sin emborra-
naduras ni tachones, etc.

E.- Es bastante 16gico.

P.- Quizd si. Pero entonces se los estd educando a la limpieza, la
puleritud y meticulosidad. Porque este tipo de exigencias no tiene
nada que ver con la disciplina martemadtica.

E.- Ya veo.

P.- Y algunas veces esta exigencia puede obstaculizar el descubri-
miento de lo que es la verdadera disciplina matemadrica. En algunos
casos puede haber —eso es por lo menos lo que yo he observado—
una deformacién de la obra matematica tras recubrirla de elementos
que le son ajenos. Y siguiendo este mismo principio, incluso el fitbol
puede volverse poco atractivo.

E.- De hecho, esta sobrecarga de exigencias que no tienen nada
que ver con la obra en si no existe inicamente en la escuela. También
se produce en otras instituciones.

P.- Es verdad. Pero esto no quita que, en la escuela, pueda llegar a
ser un factor de repulsién anadido.

E.- Ya veo. Bien. ¢ Podriamos ahora volver al problema de la ac-
ci6n, de la capacidad de accidn que nos da el estudio de ciertas obras?

P.- 5i, como quieras.

E.- Porque me parece que la iltima vez dijtimos que las obras que
se estudian en la escuela se escogian precisamente porque su estudio
permitia acceder a otras obras, quizd menos fundamentales, pero qui-
z4 también mds presentes en nuestra vida.
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P.- Eso es.

E.- Pues, precisamente me parece que, en el caso particular de las
matemdticas, nos encontramos ante una obra cerrada sobre si misma.
Quiero decir en la escuela: hablo de las matemdticas que se ensedan
en la escuela.

P.- S

E.- ¢Acaso no ves la incoherencia? Se escogen las matemiticas
porque permiuten acceder a muchas otras obras, mientras que, por
otro lado, la escuela no ensefia cémo las matemdticas permiten de he-
cho acceder a ellas.

P.- {Razonas bastante bien! No tengo gran cosa que afadir.
Supongo que el problema que mencionas parte de una debilidad...
Una gran debilidad. Seguramente olvidamos demasiado rdpido que
las matemidticas son una obra abierta en el sentido de que abren puer-
tas sobre otras obras, sobre muchas otras obras. Este es, me parece,
un aspecto esencial de la disciplina matemdrica.

E.- iEs laidea de las matemadricas mixtas!

P.- §i, ya hablamos de ello el otro dia.* Y se trata de una dimen-
si6n vital de roda disciplina matemitica auténtica. Lo hemos olvida-
do un poco bajo los efectos de un purismo matemitico...

E. Que, a mi entender, no se corresponde con el verdadero espiri-
tu de las matemdticas.

P.- Eso creo yo también.

E.- Bien. Pero tengo otra pregunta.

P.- Adelante, pero que sea la dltima.

E.- Si. Es sobre los curriculos, Has dicho antes que habia distintas
maneras de vivir una vida...

P.- Me parece obvio.

E.- Si, uno puede vivir su vida con distintos “complejos de
obras”.

P.-Esoes.

E.- ¢Entonces por qué no hay curriculos distintos, para que cada
uno pueda elegir las obras que quiera?

P,- (Uf! Eso es una gran pregunta. Pero permiteme que te haga
observar primero que si hay curriculos diferentes.

E.- Ya, pero no me refiero a eso.

P.- Lo que preguntas es por qué hay un conjunto de obras que to-
dos debemos estudiar en la escuela.

E.- Es0 es, estamos obligados a estudiar matemiticas, historia, to-
do eso.

P.- De acuerdo. Pero olvidas algo. Hay, sin duda, muchas mane-
ras de vivir. Pero también hay que conseguir vivir en sociedad. Y pa-

8. Ver el dlurno didlogo de la umdad 1. /Nota de los autores.]
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ra vivir los unos con los otros, cs bueno que todos conozcamos las
mismas obras, quiero decir algunas obras fundamentales. Forma par-
te de la disciplina de la vida en comén.

E.- 51, pero tambtén hay muchas maneras de vivir en sociedad!

P.- Tienes razén. Pero no todas las maneras son validas. Por eso la
escuela intenta, aunque sea dificil y contestado, que todos comparta-
mos clertas experiencias en relacién a unas mismas obras. ;Qué
obras? Ya hemos hablado de ello. Pero, a fin de cuentas, la eleccién
final es una apuesta que hacemos todos, que hace la sociedad, sobre la
manera en que vivimos cada uno de nosotros individualmente y so-
bre la manera de vivir todos juntos.

E.- Si.

P.- Bueno. S¢ nos ha hecho muy tarde. Lo tendremos que dejar
aqui. Pero no dejes de pensar en ello.

E.- Muy bien. Adiés, Profesora. Y muchas gractas.
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SINTESIS 2

La Profesora describe la sociedad en la que vivimos como una
“obra” o construccidn humana que, a su vez, estd repleta de “obras”.
La escuela, por ejemplo, es una obra, fruto de la accién de los hom-
bres, en la que se pone a los alumnos en contacto con otras obras, El
que una obra se ensefie o no se ensefie en la escuela es el resultado de
decisiones (o de ausencia de decisiones) tomadas por los hombres a lo
largo de la historia,

Las obras humanas evolucionan y nunca acaban siendo exacta-
mente como sus autores las planearon: se puede decidir construir un
puente o fundar una iglesia, pero con el paso del tiempo ¢l puente se
deteriora y la iglesia tal vez se aparte de los objetivos iniciales por los
que fue erigida. Como muchas otras construcciones, ¢l puente v la
iglesia son “obras abiertas” en permanente reconstruccién. E! hom-
bre no crea obras de forma gratuita: las obras humanas responden
siempre a un conjunto de cuestiones, de necesidades, aunque éstas
pueden haberse perdido u olvidado con los afios.

Tanto la escuela como lo que en ella se ensenia (el curriculo) son
obras abiertas, siempre inacabadas, que evolucionan con la soctedad.
Ahora bien, aunque el hecho de que en la escuela se enserie cl
Teorema de Pitdgoras y no la elasticidad es el resultado de decisiones
humanas; la forma concreta como aparcce el Teorema de Pitigoras en
el curriculo actual es, a su vez, una consecuencia de las leyes que rigen
el desarrollo interno del curricalo de matematicas.

Resulta asi que el currfculo de matematicas no es arbitrario, como
tampoco lo es la manera en que se transforma la matemdtica en el seno
de una institucién escolar. Del mismo modo, los elementos que consti-
tuyen actualmente el curriculo de matemdricas (como el Teorema de
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Pitdgoras o la nocién de funcién) no son incuestionables: la naturali-
dad del curriculo de matematicas es una ilusion. Desde una perspectiva
histérica parece razonable suponer que los objetos matemiticos que
hoy forman parte del curriculo puedan desaparecer en un futuro mds o
menos proximo; incluso el hecho de que las matematicas se mantengan
siempre dentro del curriculo obligatorio resulta cuestionable.

Una de las caracteristicas principales que debe poseer una “obra”
para formar parte del curriculo obligatorio es, ademis de que la so-
ciedad considere su estudio interesante por si mismo, la de ayudar 2
acceder a muchas otras obras de la sociedad. En el caso de las mate-
midticas, existen dos peligros evidentes:

(2) Que las matematicas ensefadas, en tanto que presuntas vias de
acceso a otras obras, sean en si mismas inaccesibles para muchos jove-
nes;

(b) Que las matemdticas ensefiadas no conduzcan a ninguna parte;
es decir, que se pierdan las cuestiones a las que dichas marematicas res-
ponden y que, por tanto, aparezcan como unz obra cerrada, muerta.

Acceder a una obra significa “entrar” en ella. En la escuela, esta
entrada se realiza a través del estudio. “Estudiar una obra” supone
reconocer la disciplina propia de la obra y someterse a ella. En este
sentido, se observa actualmente una fuerte resistencia de muchos jo-
venes a entrar en la mayoria de obras propuestas por la escuela. La vi-
da escolar, a partir de cierto nivel educativo, se caracteriza por una
marcada tendencia de los alumnos 2 ser sélo espectadores de dichas
obras y a no llegar nunca a ser actores de las mismas.

Una primera explicacidn de este fenémeno podria basarse en la
hipétesis de que en la escuela los j6venes se encuentran, de pronto,
con lo mis duro de la disciplina de una obra y que es esta dureza la
que les impide “entrar” en la obra. Pero, tal y como sugiere la
Profesora, es mas verosimil la hipotesis contraria: la resistencia de los
jévenes podria ser consecuencia del laxzsmo de la escuela que, al in-
tentar mitigar por todos los medios posibles la dureza de las diversas
disciplinas, impediria que los alumnos pudiesen conocer dichas disci-
plinas y someterse a ellas.

En el caso particular de las matemdticas no es posible, ni seria ra-
zonable, imponer de entrada a los alumnos la disaplina integral de las
matemdticas, y la escucla no lo pretende en ningin momento. Pero,
por otro lado, la escucla impone cierto tipo de exigencias totalmente
externas a las matemdticas, recubriéndolas de elementos que les son
ajenos y que pueden obstaculizar el descubrimiento de la verdadera
disciplina matemadrica.
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COMENTARIOS Y PROFUNDIZACIONES 2

1. ¢Qué matematicas estudiar en la escuela?

Hoy en dia nadie discute que todos los jévenes deban estudiar
ciertas cuestiones matemdticas. Esta obligacion puede parecernos
muy natural y razonable, pero la verdad es que no ha sido siempre as{
y, como dice la Profesora en los Diilogos, nadie puede asegurar que
seguird siéndolo en el futuro. Sélo podemos decir que, por el mo-
mento, las matemdticas forman parte del proyecto educativo de nues-
tra sociedad, del conjunto de obras que todos debemos estudiar: hoy
en dia, para ser una persona “educada”, es necesario saber algo de
matemadricas.

La cuestion que surge entonces es: gqué matemdticas deben esru-
diarse hoy para adquirir la cultura bisica que nos reclama el interés
social y» pues, nuestro propio interés? ¢:En qué consiste ese “algo de
matemiticas” que todos debemos saber’ Este es, en sintesis, el pro-
blema que aparece come central cuando se pretende disefiar un curri-
culo obligatorio de matemducas. Lo Namaremos el problema de la
elaboracién del curriculo escolar de matematicas.

1.1. El problema del curriculo desde el punto de vista del profesor

Los contenidos del curriculo obligatorio que propone nuestra so-
ciedad se presentan en la actualidad como una lista voluntariamente
poco estructurada v dividida en tres grandes secciones: los conteni-
dos conceptuales, los contenidos procedimentales v los actitudinales.
De cara a la definicién de lo que debe ser la instruccién obligatoria de
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La relativa arbitrariedad del curriculo de secundaria

Sinencs entre 12 y 16 afios y vives en Lspafia, ¢s muy ponble que tengas que cstu-
diar c6ma hallar fa fraccion generatriz de un niimero decimal periédico, cosa que ig-
neran Ja gran mayoria de alumnaos franceses que vursan ia Educacién Secundaria
Obligatoria, Clare que, mientras i trabajas con decimales pericdicos, ellos tienen
que aprender a manejar los vectores del plano, puesto que el curriculo de secundaria
francés otorga mucha mis importancia al tema de |a geometria vectorial que los cu-
rriculos de las distintas comurnidades autdnomas espanolas.

Las disparidades no sélo existen entre Francia v Espafa. 51 te encontraras con un in-

. e 3 f
glés de tu misma edad v le pidieras gue caleulara lz2 suma Tt %, lc mis prabable es

. I 45 . o .
que te diera Ja solucidn: | 5¢T lugar de 35 iSerd que las fracciones no son iguales en

Inglaterra que en Espana? ;O que para los Ingleses no quiere decir lo mismo “ealcu-
lar una suma de fracciones™ que para nosetros? Lu que ocurre o que, en la educa-
cién secundaria inglesa, los alumnos tlenen que estudiar con mucho miés deralle cé-
mo se transtorman las fracciones mayores que la unidad en “fracciones mixtas™
17

5
bién deben aprender a manipular estas fracciones con solura para poderlas sumar,

17 .
(como T I+ ! = ) para poder dar los resultados en esta forma. Ademis, tam-

. o ) 17
restar, multiplicar ¥ dividir, ;Cémo lo harias td para calenlar | i 2 7?

todo ciudadano, el mensaje que se desprende de esta lista de content-
dos estd claro. Los contenidos conceptuales designan, mediante eti-
quetas del tipo “numeros racionales”, “transformaciones del plano”
o “ecuaciones e inecuaciones de primer grado”, las obras matemadti-
cas que se deben conocer. ¢ Pero hasta qué punto hay que “entrar” en
estas obras? ; Qué es lo que se debe ser capaz de hacer con ellas? Los
contenidos procedimentales intentan responder a estas preguntas
aportando una serie de precisiones sobre el tipo de tareas que los
alumnos deben aprender a realizar con los elementos anteriores.
Finalmente, los contenidos actitudinales indican, de una manera mis
global, cémo se tienen que considerar las matemdticas dentro del
comjunto de obras de la sociedad asi como aquellos aspectos de la ac-
tividad matemadrica que no pueden describirse en términos de tareas o
procedimientos.

Aunque el curriculo apunta que todas estas obras forman parte de
una organizacion mucho mayor, el “saber matemitico™, no indica de
qué moado deben ser urganizadas para proceder a su estudio en lay me-
jores condiciones posibles. Todos los contenidos, procedimientos y
actitudes aparecen a un mismo nivel, como elementos de una lista, en
una serie pricticamente lineal. El joven ciudadano dispuesto a ad-
quirir la instruccién obligatoria que le exige la sociedad no sabe, pues,
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qué relaciones existen entre las distin-
tas “obritas” cuyos nombres aparecen
en el texto del curriculo, ni entre las
distintas rareas que debera aprender a
realizar, Tampoco sabe cémo se pue-
den estructurar las tareas entre si ha-
ciéndolas aparccer como elementos de
una misma cbra, ni cudl es la orgamza—
cién didéctica de las mismas que mejor
le permitird proceder a su estudio.

La tarea de la escuela y, en particu-
lar, de los profesores es la de crear las
mejores condiciones posibles para que
los alumnos puedan estudia
lo tanto aprender— los contenidos
presentados en ¢l curriculo. Para ello,
los centros docentes disponen de un
rico conjunto de dispositivos (bibliote-
cas, aulas, tutorias, evaluacion acadé-
mica, actividades extraescolares, etc.)
sin los cuales Jos profesores no po-
drian organizar ni guiar el trabajo de
los alumnos. Pero queda, sin embar-
go, la cuestién de la estriecturacion del
contenido del estudio, es decir, del di-
seiio, a partir de la lista de contenidos
curriculares que les encomienda la so-
ciedad, de un verdadero programa de
estudios para sus alumnos.

No es extrailo entonces que el pro-
blema de la elaboracién del curriculo

Un fragmento del curriculo de

la ESO
CONTENIDOS

Hechos, conceptos y sistermas con-
ceptuales

— Figuras ¥ cuerpos geométricos
—~ Semejanza de figuras
— Traslaciones, giros, simerrias

Procedimientos

— Construccién y utilizacién de
modelos geomérricos, esquemas,
mapas y planos

— ldentificacidn de la semejanza
entre figuras [...] ¥ obtencidn del
factor de escala

— Untilizacion de 2 composicion,
descomposicidn, interseccién, mo-
vimiento, deformacién y desarro-

llo de figuras [...)
Actitudes, valoves y normas

— Curiosidad ¢ interés por inves-
tigar sobre formas y caracteristi-
cas geométricas

— Sensibilidad ante las cualidades
estéticas de las configuraciones

— Interés y gusto por la descrip-
cién verbal precisa de formas y
caracteristicas geomérricas

se tienda a enfocar, casi exclusivamente, desde el punto de vista de la
ensefianza. Se presenta en primer lugar como un _problema de selec-
cién de contenidos: ;es necesario ensefar la “semejanza de figuras”, la

“probabilidad”, la “resolucién de ecuaciones con logaritmos”?
Postenormente, v en estrecha relacidn con el problema de la selec-
cién, se plantea el problema de secuenciar estos contenidos {(;hay que
ensenar primero la funcién exponencial o fa logaritmica?), asi como
el problema de la tempomlizacidn o distribucidn de dichos conteni-
dos a lo largo del riempo (¢en qué momento niciar ¢l estudio de los
niimeros decimales? ¢cudnto tiempo dedicarle?). También se plantea,
simultdneamente, el problema de la metodologia de la ensefianza, es
decir de las acciones o “gestos” profesionales que debe realizar el
profesor para guiar el proceso de estudio de sus aluninos,
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Desde el punto de vista de la ensefianza, y una vez seleccionados los con-
tenidos de la educacidn obligatoria, se tiende a considerar el “problema
del curriculo” Gnicamente como una cuestién de secrenciacién y tempo-
ralizacidr de los mismos, que desemboca en el problema de 1a metodolo-
gia de lz ensefianza.

1.2. Reconstruccidn de las obras para ser estudiadas

Se parte del supuesto que el profesor ya sabe de qué contenidos se
trata, es decir, de qué se componen las obras matemadticas selecciona-
das, con lo cual la dnica cuesttén problemirica serian las variables
asociadas al acto de ensesiar: secuenciacién de contenidos, temporali-
zaci6n, metodologia pedagdgica y evaluacién.

Desde el punto de vista de la didéctica de las matemdticas, esta
formulacién del problema resulta insuficiente por dos razones.

(1) En primer lugar, porque la ensesianza es sélo un medio para el
estudio y, por tanto, el problema del curriculo deberia poderse plan-
tear en términos del proceso de estudio de las matemdticas v no sélo
del proceso de ensefianza. El curriculo debe entenderse primero co-
mo un programa de estudios que define la instruccién minima obliga-
toria de cada ciudadano y del que se desprende, posteriormente, lo
que debe hacer la escuela y el profesor para dirigir y ayudar a los
alumnos en su estudio.

{2) En segundo lugar, porque la didictica de las matemdricas pro-
blematiza el conocimiento matemdtico en lugar de tomarlo como
transparente y establecido de una vez por todas. En otras palabras,
no da por sentado que los “niimeros racionales” o el “Teorema de
Pitigoras” sean obras eternas, mntocables e inmutables. Por esta ra-
zom, el problema de la elaboracion del curriculo no puede plantearse
como un mero problema de seleccidn v secuenciacién de obras mate-
mdticas presuntamente no problemdticas.

El problema que habria que plantear es el de la reconstruccién de las
obras matematicas seleccionacf;s en ¢l curriculo en cuanto obras gue de-
ben ser estudiadas y no sélo ensciiadas. Esta reconstruccién debe partir
de un cuestionamiento previo sobre las obras designadas, sus elementos
(tanto conceptuales como procedimentales o actitudinales) y las posibles
maneras en que éstos se pueden estructurar.

Para empezar a abordar este problema, necesitamos algunas no-
ciones que todavia no ha mencionado la Profesora y que nos permiti-
rin adentrarnos en el analisis de la “anatomia” de las obras matemau-
cas que se tienen que estudiar. Nos limitaremos aqui a introducir
brevemente el esquema formal en el que se integran dichas nociones
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y dejaremos a la Profesora la tarea de presentarlas mds adelante, en la
Unidad 3, con todo el detalle que requieren Pedimos, pues, al lector
que acepte utilizar —o, por lo menos, ver cémo se utlhzanm algunos
términos nuevos de un modo relativamente formal, con la promesa
de que verd concretarse su significado y alcance en las umdades si-
guientes.

2. ;De qué estd hecha una obra matemitica?

Toda obra, y toda obra matemitica en particular, surge como res-
puesta a una cuestién o conjunto de cuestiones problematicas. Ya he-
mos visto que estas cuestiones pueden no ser matemiticas: cémo re-
partir los caramelos entre mis amigos?, ¢cémo calcular la distancia al
horizonte?, etc. ¥ también hemos observado que muchas cuestiones
pueden surgir dentro de las mismas matematicas: ¢fa suma de dos ni-
mEros impares consecutivos es siempre un mu]t1plo de 4?; ¢cudntas
soluciones tiene la ecuacién x* + 3x — 4 = 0%; ;cémo se calcula el drea
de una elipse?; ete.

Supongamos que la tarea de proporcionar respuestas a cada una
de estas cuestiones nos resulta problemadtica, es decir, que no la pode-
mos realizar inmediatamente. Y supongamos ademds que lo que que-
remos no es contestar puntualmente a una cuestién particular, sino a
todas las cuestiones del mismo tipo: no sélo cémo calcular la distancia
al horizonte, sino como calcular la distancia entre tres puntos dados
0, dicho de otro modo, cémo determi-

nar los lados de un tridngulo (por
grandes o pequefios que estos sean).
Nuestro objetivo es, pues, convertir
un tipo de tareas inicialmente proble-
mdticas en tareas rutinarias, esto s, en
tareas realizables regularmente con
exito,

Para ello tendremos que disponer
de una “manera de hacer” determinada
que nos permita realizar las tareas ¢n
cuestién de una forma relativamente
sistemdtica y segura. Llamaremos téc-
nica matemdtica o, simplemente, técni-
ca, 2 cada una de estas maneras de ha-
cer.

Aunque los algoritmos constituyen
un tipo muy particular de técnicas, es
importante no confundir ambas nocio-
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Cuestiones y tareas
problematicas

;Es posible recanstruir un tridn-
gulo del que conocemos la medi-
da de los tres lados? ¢ Y si sélo co-
nocemos los tres dngulos? ¢Es
suficiente esta informacion? ;En
casc de serlo, como realizar efec-
tivamente la construceion?

¢Qué elementos de un tingulo
determinan su forma? ;Y su ra-
mano?

¢Cudnros tridngulos diferentes se
pueden construir si sélo determi-
namos dos clementos: dos ladas,
dos dngulos, un lado y un dngulo,
un lado y una altura, etc.?




nes. 56lo en ocasiones excepcionales una técnica matemdtica puede
llegar a sistematizarse hasta tal punto que su aplicacién esté total-
mente determinada y pueda, por tanto, ser considerada como un al-
goritmo. En general, la aplicacién de una iécnica matematica siempre
mantiene cierto grado de indeterminacién, aun y cuando su defini-
ci6n sea precisa y por grande que sea el dominio que el estudiante
tenga de ella.

La explicitacién y utilizacién sistemitica de una téenica provo-
ca que las cuestiones iniciales relativamente poco precisas puedan
formularse como verdaderos problemas matemiticos. Ademas, al re-
solver nuevos problemas imprevisibles inicialmente, las técnicas per-
miten agrupar los problemas en lo que llamaremos un tipo de proble-
mas.

Germen de un tipo de problemas

— Reconssruir un tridngulo dado un lado, un dngulo y una alrura.

— Reconstruir un tridngulo dada la medida de los tres lados.

— Reconstruar un tridngulo dada la amplitud de los dngulos; dados dos lados v un
angulo; dados dus lados v una aleura; dados un lado, upa altura ¥ una mediana;
et

Para comprobar que estos problemas constituyen efectivamente el gevmen de wn tipo
de problemas no basta con observar que tienen enunciados parvecidos, es preciso ela-
borar wna técnica maremdiica capaz de abordarlos v de generar muchos mds proble-
mas del mismo tipa.

Técnica asociada: técnica de los dos hugares geométricos

Consiste en reducir ¢! problema a la construccion de un punto v estudiar 2 continua-
<idn s1 las condiciones geométricas que debe cumplir este punto determinan comple-
tamente la posicién del tridngulo o le dejan cierto grado de libertad. Asi, por ejem-
plo, dados los lados AB = ¢, AC = b, y la alura b relaciva al lado ¢, sc procede de la
marnera siguiente:
(1) Se parte del segmento AB de jongitud ¢ da-
da y se reduce el problema a la dererminacién
del tercer vértee C.

_ C] “\C’) 2) Se traza la circunferencia de centro A v ra-
./% dio b, primer lugar geométrico al que debe per-
renecer C puesto que AC = &.
:: A r B (3} Se trazan las dos paralelas a la recta (AB) si-
" tuadas a distancia b, segindo lugar geomérrico
14} S Cz al que debe pertenecer C va que d{C,AB) = 4.

{4} Los puntos comunes 2 ambos lugares geo-
métricos son las posibles posiciones de C.




Para que una téenica pueda ser utilizada de manera normalizada,
debe aparecer como algo a la vez correcto, comprensible y justifica-
do. La existencia de una téenica supone que también exista en su en-
torno un discurso interpretativo y justificativo de la ténica y de su
dmbito de aplicabilidad o validez. 1lamaremos a este discurso sobre
la técnica una tecnologia (de tékhne, técnica, y logos, discurso).
Ademis de justificarla y hacerla inteligible, la tecnologia rambién
tiene la importante funcién de aportar elementos para modificar la
técnica con el fin de ampliar su alcance, superando asi sus limitacio-
nes y permitiendo en algunos casos la produccion de una nueva téc-
nica.

La tecnologia de una técnica
relativa a cierto tipo de cuestiones
y tareas problemiricas es, en ge-
neral, un discurso matematico
que, como tal, requiere una inter-
pretaciéon y justificacién. Llama-
remos teoria asociada a una técni-

Algunos ingredientes de 1a teenologia
de los lugares geométricos

— El conjunto de punitos del plano a
igual distancia d de un punto A es la ar-
canferencia de centro A y radio d.

— El conjunto de puntos del plano a
distancia » de una recra r es un par de

ca a la tecnologia de su tecnologia,
esto es, a un discurso matematco
suficientemente amplio como pa-
ra interpretar y justificar la tecno-

rectas paralelas que tienen a 7 como pa-
ralela media

— El conjunto de puntos del plano a
igual distancia de dos puntos Ay Besla

mediatriz de [AB}: recta perpendicnlar a
(AB} que pasa por el medio de [AB].

— El conjunto de los puntos medios de
un sistema de coerdas paralelas de un
circulo es un didmerro del circulo,

logia. Es, en cierto modo, el fun-
damento ultimo de la actividad,
mads alld del cual todo parece ob-
vio ¥ natural, sin necesidad de jus-
tificacién alguna.

Hemos apuntado anteriormente
que toda obra se construye como
respuesta a un tipo de cuestiones o,
lo que es equivalente, de tareas pro-
blemiticas. Ahora podemos precisar
que esta respuesta se constituye a
partir de cuatro elementos esenciales:
tos tipos de problemas que surgen de
las cuestiones; las técnicas que permi-
ten resolver estos problemas; las tec-
nologias que justifican y hacen com-
prensibles las técnicas; y las teorias
que sirven de fundamento a las tec-
nologias. Estos son los componentes
principales de toda obra matemdtica.

Elementos de la teorfa asociada

— El plano estd formado por pun-
tos.

— Dos puntos determinan una recta
yun chmcﬂto.

— Tres puntos no alineados deter-
minan un tridngulo.

— Dado un segmento, se puede cons-
truir otro segmento de igual medida.
— Dado un punto A v una distancia
d se puede construtr el circulo de
centro A y radio d.

— Por un punto I’ exterior a vna
recta r s¢ puede construir la paralela
a la recta r que pasa por el punto P.
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Una obra matemdtica nace como respuesta a un tipo de cuestiones o ta-
reas problemdticas y estd formada por elementos técnicos, tecnolégicos v
teoricos. La podemos concebir como una organizacion estatéca y deter-
minada de antemano, y tendremos asi una visién de las matemadticas co-
mo un conjunto de obras cerradas. Pero es preferible interpretarla de
forma dinémica: las técnicas generan nuevos problemas y apelan a nue-
vos resultados tecnolégicos que, a su vez, permiten desarrollar técnicas
ya establecidas, asi como abordar y plantear nuevas cuestiones,

3. Nueva formulacién del problema del curriculo

Para estudiar o ayudar a estudiar una obra matemitica, hay que
empezar identificando un tipo de cuestiones en respuesta a las cuales
la obra fue creada o podria ser recreada. A partir de esta considera-
cién, se trata de reconstruir la organizacién matemadtica en la que la
obra se encarna: los campos de problemas en que se traducen las
cuestiones, las técnicas con las que se pueden resolver estos proble-
mas, los elementos tecnolégicos y tedricos que permiten explicar y
justificar las técnicas.

Asi, ante la descripcién curricular de una obra matemadrica deter-
minada, hay que plantearse preguntas como las siguientes. ¢Cuiles
son las tareas problemaiticas en las que se debe basar el estudio? ; Qué
tipos de problemas matemdticos apareceran? ;Qué técnicas son ini-
cialmente triles para abordar estos problemas? ;Como evolucionan
dichas técnicas a lo largo del proceso de estudio? ;Qué elementos
tecnolégicos se utilizardn para interpretar y justificar esta actividad?
¢<En qué teoria se fundamentari el trabajo realizado?

Consideremos, por ejemplo, el caso de la obra matemitica que
designamos habitualmente como el teorema de Pitdgoras. El proble-
ma de su inclusién en el curriculo de la educacién secundaria obliga-
toria debe tomar en cuenta las cuestiones problemdticas que esta obra
permite abordar, aquellas que permitirian reconstruir la obra bajo
determinadas condiciones, asi como la pertinencia de plantear estas
problemiticas a nivel de secundaria. Habria que preguntarse por
ejemplo si se debe elegir como eje principal la cuesnidn de la resolu-
cién de triangulos, la de la determinacion del drea de figuras semejan-
tes o la de la ortogonalidad, entre otras. Y habri que tener en cuenta
ademds las dificultades que aparecen cuando se intenta reconstruir la
obra a partir de la cuestion elegida. La dificultad no radica en la naru-
raleza (mnatemitica o extramatemdtica) de la cuestién, sino cn el tipo
de restricciones que ésta impone de cara a la construccién rotal y al
tipo de tareas que la obra permite realizar —y que determinan, evi-
dentemente, el hecho que las matemiticas sean o no capaces de au-
mentar nuestra capacidad de accién—.
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Dos demostraciones posibles del teorema de Pitdgoras

{1} Dcntro del estudio de las figuras semejanies, el reorema de Pitdgoras pucde apare-
cer como una consecuencia de la relacidn enrre las dreas de tridgngulos semejantes,
una vez se ha establecido que la razan entre las dreas de figuras semejantes es ol cua-
drado de la razdn de semejanza:
Area(ABC) = Arca (ACH) + Area (BCH) N

Area (BCH) ay?

Area (ABC) (T)

Area (ACH) _ (b )3

Area(ABC) ‘o

=>ct=at+ b

A H

{2} Desde la probicmitica de la geometria métrica, el tearema de Pitdgoras se cons-
truye a partir de la “perpendiculandad™ y el productio escalar asociado:

A% 1CB<=> ECE =0
A/ =ATs = (AC + Chy = 1AL + 1CBIR + 240-Ch
Luego: AC L CB <=> IABIR = IACIF + IChil:. A

C

A modo de resumen, diremos que, al abordar el problema del curri-
culo, debemos ser capaces de discernir los diferentes tipos de proble-
mas que surgen al plantearse cierto tipo de cuestiones problemdticas y
relacionar entre si los diferentes procesos de estudio que pueden surgir
de las distintas cuestiones planteadas inicialmente. Es preciso, por tan-
10, comparar las diversas organizaciones matemdticas que podrian for-
mar parte de la obra designada en el curriculo, es decir, las diferentes
acuvidades matemdticas concretas que pueden esconderse tras designa-
ciones como “Teorema de Pitdgoras”, “mimeros racionales”, “repre-
sentacion grafica de funciones” o “simetria de figuras planas”.

E} punto de vista de Ia didictica propone que el problema de la elabora-
cion del curriculo, que tradicionalmente habia sido considerado como
un problema esencialmente psicopedagégico, tiene un componente ma-
tematico esenctal. No se trata iinicamente de un problema de secuenciar
y temporalizar los contenidos del curriculo, sino de realizar un trabajo
matemaitico de reorganizacion de los elementos técnicos, tecnolégicos v
tedricos que componen cada obra en base a las cuestiones a las que ésta
responde. Se trata, en definitiva, de una verdadera reconstruccion creati-
wg de las obras que forman el curriculo,

4. Las “ganas de estudiar” matemdticas en la escuela

Muchas veces, si no se consigue “entrar” realmente en una obra,
sea ¢sta matemidtica o no, es porque no se logran identificar los prin-
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cipales tipos de cuestiones que le otorgan su razdn de ser, limitdndo-
se entonces el estudio a adquirir un dominio formal de las técnicas v
elementos tecnolégicos que componen dicha obra.

Hemos de reconocer que ésta es la situacion en la que se encuen-
trap a menudo los alumnos de secundaria e incluso no pocos es-
tudiantes de la Universidad. En muchas instituciones docentes la
obligacidn de estudiar matemdticas no suele estar ligada a una verda-
dera necesidad sentida por los propios alumnos de utilizar las mate-
miticas para responder a cuestiones que se les plantean o para llevar
a cabo una tarea problemitica que no saben cémo realizar. Asi, no
cabe duda de que la enseftanza de las matemdticas que se imparte en
lﬁs actuales ]nStltUClOncS eSCOIE.l es responde 4 un proyeffo SOCM." que
los estudiantes consideran relativamente ajeno a sus propios inte-
reses. La ensefianza de las matemdticas les es, en gran medida, im-
puesta.

En realidad es muy dificit que los
alumnos sientan, & nivel individual, la
necesidad de estudiar martematicas.
Podriamos incluso decir que, hoy en
dia, es perfectamente posible tolerar

La ignorancia tolerada y Ia
ignorancia tolerable

“La falia de ganas de estudiar nor-
malmente no es una patologia ni
un enfrentamicnto especial v per-

la ignorancia materndtica. Incluso en-
tre personas consideradas socialmente
“cultas” se agotan muy rapidamente
las matemdticas consideradas como
“suficientes” para vivir, para desarro-
llar una profesion, para tener un nivel
de cultura minimo, etc.

Aunque la “falta de ganas” de estu-
diar pueda ser considerada como uu
fenémeno escolar general, cabria pre-
guntarse basta qué punto algiin aspec-
to de este fendmeno podria ser expli-
cado a partir de la especificidad del
saber matemdtico y de las caracteristi-
cas propias de las matemdticas escola-

senal con {os padres, los profeso-
res v la escucla como institucion.
Se rrara sélo de una endsima mani-
festacion natural de estas pacificos
compromisos con Ja lgnorancia
que, cn diferentes grados, todos
acabamos por firmar, v de los que
zpenas hemos desenmascarado al-
gunos sintomas reveladores. Nos
guste ¢ no nos guste, también no-
sotros nos instalamos muchas ve-
ces en “lo que es suficiente”, y de
alli no nos movemos.”

Massimo Matielli Palmarin:

Las ganas de estudiar

Ed. Cririca, Barcelona 1992,

res. En otras palabras, cabria preguntarse si la falta de ganas de estu-
diar matemdticas podria ser considerada también como un fenémeno
didéctico.

Hemos dicho que la didactica pretende describir los fenémenos
que aparecen cada vez que alguien se ve levado a estudiar inatemdii-
cas. Esta formulacién podria dar la impresién de que la didactica sélo
se ocupa de los fenémenos que surgen cuando alguien esta efectiva-
mente estudiando matemdticas: sin embargo, todos sabemos que mu-
chos alumnos se resisten de diferentes maneras y en diferente grado a
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empezar a estudiar matemdticas. Este es un hecho crucial que la di-
ddctica no puede ni debe ignorar.

En los Didlogos se trata csta cuestion y la Profesora apela a varios
factores para explicar las “pocas ganas de estudiar matemdticas” que
muestran ]os alumnos. Cunosamente, no menciona ni la “falta de
mortivacién”, ni el “poco interés”, ni la presunta “mala actitud” de los
alumnos hacia las matemadticas. Volveremos sobre este punto, aunque
a estas alturas el enfoque de la Profesora no deberia ya extranarnos.

El primero de los factores que comenta la Profesora es la falta de
visibilidad social de las actividades matematicas: 1a genre tiende a
considerar las matematicas como si estuvieran hechas para la escuela,
como si no existieran fuera de ella. Este hecho, junto con a falta de
credibilidad de la escuela, ¢s sin duda una de las razones por las que
los jovenes ven las matemiticas, de entrada, tan poco atractivas. Se
trata de un factor disuasorio inicial que, sin embargo, no puede expli-
car del todo la persistencia de las enormes dificultades relativas al es-
tudio de las matemadticas, la resistencia de los alumnos para “entrar”
en la obra matemitica. Aqui nos centraremos en otra de las principa-
les causas por las que muchos alumnos pasan por la escuela sin legar
a “entrar” jamds en las matemdricas y que también menciona la
Profesora: el hecho de que las matemdticas que se presentan en la es-
cuela estén sobrecargadas de exigencias ajcnas a la disciplina matema-
tica,

Una primera explicacién de las enormes dificultades que muestran los
alumnos para empezar a estudiar matemdticas en la escuela la propor-
cionaria ll;. naturaleza de la propia matemidtica escolar que esconderia,
en cierto sentido, la verdadera disciplina matemitica. Pero, ;en qué con-
siste la “verdadera disciplina matemadtica™?

5. Disciplina matemitica y motivacién
5.1. No olvidar las cuestiones a las gue responde una obra

Por lo que respecta a la disciplina matemdtica, lo inico que dice la
Profesora es que una de las dimensiones esenciales de dicha disciplina
estd rclacionada con el hecho de que las matematicas son una obra
abierta. Y debemos entender aqui el adjetivo “abierta” en el sentido
de una obra que se abre hacia muchas otras obras, permitiendo por
ello mismo quc se pueda acceder a ellas.

Esta apertura nace de que muchas de las cuestiones originarias de
las obras matematicas surgen de obras no matemdticas, micntras que
muchos de sus ingredientes técnicos v tecnoldgicos adquieren una
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parte importante de su productividad fuera de las matemadticas. Pero
para que esta apertura sea fecunda, no hay que desvincular la cons-
truccién o reconstruccién de la obra del tipo de cuestiones o tareas
problemducas que le han dado origen, y hay que asociar la “entrada”
en la obra con el estudio de dichas cuestiones —cuya respuesta no es
mads que la obra en cuestién—.

Hay que reconocer que, tal y como dice la Profesora, este primer
aspecto de la disciplina matemitica no estd muy presente en la ma-
temduca escolar. Muy raramente se propone a los alumnos, como ta-
rea matemdtica escolar, las cuestiones iniciales “en bruto”, ya sean
éstas matemdticas o extramatemadticas, que, una vez “refinadas”, da-
rdn origen a los enunciados de los problemas escolares.

Los problemas escolares tienden a
presentarse en efecto como enunciados
Existen cuestiones “en bruo”, | perfectamente elaborados, cuyos textos
fundamentales para el estudio | suelen esconder la problematicidad que
de certas obras matemdticas, | les dio origen. Hasta tal punto esto es
que no encuentran wn lugar en | 4 qf que podria hablarse de una auténtica
la enseianza; «d icién” de | .

esaparicion” de las cuestiones o tareas
s Cémo saber si dos figuras son | €ales que originaron las obras mare-
iguales? maticas estudiadas en la escuela. Asi, [a
Dadas dos figuras, ;c6mo deci- | problematicidad de una tarea empieza
dir si tienen la misma forma? | siempre en el momento de resolver un
¢El mismo tamafio? problema escolar, y nunca antes, con lo
cual la actividad de resolucién de problemas no se presenta como up
medio para responder a cuestiones relativas a cierta problemdtica real
que se pretende estudiar, sino como un fin en si misma —lo que no
hace mds que contribuir al “encierro” de las matemdnicas en la es-
cuela—.

Cuestiones ausentes

5.2. Importancia del “razonamiento conjetural”

¢Cuiles son las otras dimensiones de la disciplina maremdtica?
Una vez que hemos tomado posesidn de la tarea problematica que te-
nemos que llevar a cabo o de [ Matemdticas y razonamiento plausible
la cuestién que nos propone- | Georg Polya. Editorial Tecnos, Madrid 1966,
mos estudiar, el estudio de la (El original en inglés es de 1954)

cuestién entra en una fase ex- . ]
loratoria. Se trata d : £ La palabra plausible es en realidad una pala-
pioraloria. Se trata deunafasc | inglesa que significa “posible, verosimil,

en la qu€ no sc dlsp_m_le de convincente”. No hay que confundirla con el
una formulacién suficiente- |adjetivo castellano “plausible” (derivado de
mente precisa del problema “aplause”) v que significa “digno o merece-
dado y que vuelve a aparecer dor de aplausos”, o bien “atendible, admisi-
cuando, aun disponiendo de [Pl recomendable”.
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miento plausible. Naturalmente, no son leyes de la misma naturaleza
que las leyes l6gicas uulizadas para demostrar resultados matemati-
cos “bien formulados” (lo que se suele llamar “razonamiento deduc-
tivo”), aunque ambas se complementan y son del todo imprescindi-
bles en la actividad matemdtica. Asi pues, podemos afiadir un
segundo aspecto de la disciplina matemdtica afirmando que en las fa-
ses exploratorias del proceso de estudio es necesario someterse a los pa-
trones que rigen el razonamiento matematico plaustble o conjetural.

5.3, Las matemadticas nos dictan sus leyes

Siguiendo el proceso de estudio, una vez se dispone de una for-
mulacién precisa de algunos problemas relativos a la cuestién inicial
y de una técnica matemdtica determinada para abordarlos, aparece
una nueva dimensién de la disciplina matemdtica sobre la que volve-
remos mas detalladamente en la Unidad 4. La podemos enunciar co-
mo sigue: en la fase de trabajo técnico hay que someterse a las leyes
gue rigen el desarrollo interno de las téonicas matematicas. Es como si
las matemdticas nos dictaran sus propias leyes.

Este aspecto de la disciplina matemdrica conlleva, en parteular,
que existan unas relaciones no arbitrarias entre los diversos proble-
mas que aparecen a2 medida que se lleva a cabo el proceso de estudio,
como si un mecamismo interno del trabajo matemdatco generara los
diversos campos de problemas.
El matemdtico no elige en cada
momento los problemas que
abordard sino que, una vez in-
merso en el proceso de estudio,
puede verse llevado a tratar con
problcmas que €l no podifa si-
quiera imaginar de antemano
que le surgirian.

Si dejamos aparte los proble-
mas aislados que pueden apare-
cer en un momento determina-
do, pero que desaparecen a la
larga, se observa que, normal-

Atomizacién de un tipo de problemas

En la prictica cscolar habital se constru-
yen tridngulos a partir de ciertas condicio-
nes: dados tres lados o dos lados y un dn-
gulo, ete, También es habituwal construir la
circunferencia inscrita y la circunscrita a
un tridngulo, pero dicha construccién se
prescnta de manera desconectada de las
anteriores.

Ahora bien, la construceién del incentro ¥
del circuncentre de ur tridngulo son pro-
blemas del misrmo tipo que la construccién
de un ridngulo dadas las longitudes de sus
lados, o dados dos lados y un dngule, o un

lado y dos dngulos. Todos ellos son abor-
dables mediante la récnica de los dos luga-
res geométricos antes descrita. En ¢l caso
del incentro, los lupares geométricos son
las bisectrices del tridngulo v, en €l del cir-
cuncentro, las mediatrices.
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mente, los problemas escolares
suclen prescntarse  formando
clases muy cerradas, casi algo-
ritmicas. ¢Cémo explicar este
hecho?

En la organizacién escolar






3.5, “Motivacion™ y dificultades en el estudio

Teniendo en cuenta la ausencia de una verdadera disciplina mate-
mitica en la organizacién escolar de las matemadticas, squé relacién
podemos establecer entre, por un lado, lo que normalmente se deno-
mina “motivacién” y “buena actitud” de los alumnos hacia las mate-
midticas y, por otro lado, las dificultades que éstos tienen para empe-
zar a estudiar matemdricas en la escuela?

Como dijimos en la Unidad 1, la didactica de las matematicas no
presupone que las explicaciones tiltimas de los fenémenos didacticos
deban buscarse en factores cognitivos o motivacionales relativos a las
particularidades de cada alumno o profesor. En el caso que nos ocu-
pa, hemos visto que el analisis de la naturaleza de las obras matemdti-
cas pone de manifiesto muchos aspectos de la disciplina matematica
que resultan dificiles de experimentar en el aula. Esta ausencia escolar
no debe olvidarse en el momento de explicar las dificultades que
muestran los alumnos para involucrarse en el estudio de las obras
propuestas por la escuela.

Muchos de los comportamientos habituales del alumno de mate-
maticas (desinterés, falta de iniciativa propia, aburrimiento, rechazo)
que suelen describirse como “mala actitud” o “falta de motivacién”®
deberian considerarse a la luz de lo anterior como una consecuencia,
més que como la cansa de no haber “entrado” en la disciplina mate-
mitica.

La afirmacién anterior no niega que estos comportamientos “ne-
gativos” aumenten a su vez las dificultades para entrar en la disciplina
matematica, estableciéndose entonces un circulo victoso muy dificil
de romper. Lo que queremos resaltar a este respecto es que, hoy en
dia, las dificultades para entrar en la disciplina matemdrica escolar
pueden llegar a ser muy importantes, independientemente de las ca-
racteristicas personales de los alumnos.

La originalidad de la diddctica de las matemaiticas consiste en postular
que el circulo vicioso no puede ser roto por el eslabén de la “motiva-
cion”, es decir, de manera independiente de los elernentos que componen
y estructuran las distintas obras matematicas del curriculo. Para incidir
de manera significativa y universal sobre las dificultades matemiticas de
los alumnos es necesario {(aunque, con toda seguridad, no suficiente)
modificar aquellos aspectos de las matemiticas escolares que “esconden”
a los alumnos la verdadera disciplina matemitica.

6. Reconstruir las matemadticas en la escuela

Hemos visto que las matemiticas escolares se presentan con unas
caracteristicas propias que la diferencian en muchos aspectos de las
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obras matematicas originales. Estas caracteristicas especificas provie-
nen del hecho que las obras del curriculo tienen que ser reconstruidas
para poder ser enseniadas en la escuela, es decir, “recreadas” bajo cier-
tas condiciones que no coinciden ni pueden coincidir con las condi-
clones que hicieron posible su construccién inicial.

Algunos rasgos de la organizacion matemdtica escolar son tan
universales y parecen tan arralgados que permiten afirmar sin mngun
género de dudas que las transformaciones de las obras matemadticas
que las han producido no son accidentales ni incluso particulares a la
institucion diddctica concreta en la que nos situemos.

El primer punto a senalar es que la reconstruccion escolar de las
matemdticas responde a leyes independientes de las decisiones y de la
voluntad de los actores de dicha institucién. No tiene ningiin sentido
responsabilizar al profesor de matemadticas de proponer a sus alum-
nos Unicamente problemas perfectamente enunciados, de no ensefar
las reglas del pensamiento conjetural o de atomizar los upos de pro-
blemas, si cstos hechos son universales y se dan en todos los paises,
casi sin excepeion.

En segundo lugar, hay que remarcar que esta reconstruccion esco-
lar de las matemdticas es absolutamente impresandible. De hecho,
para que una obra matematica pueda ser estudiada en el seno de una
institucion didictica, ésta deberd necesariamente sufrir transforma-
ciones que la volveran apta para ser estudiada por los sujetos de dicha
institucién. Una de las razones de esta transformacién estriba en que,
en general, el tipo de cuestiones que estdn histéricamente en el origen

Geometria afin, geometria métrica y su transposicién diddctica

Consideremos el antiguo curriculo de bachillerato (BUP) vigente desde principios de
los setentz hasta finales de los noventa. En segundo curso, aparecian los contenidos
“El plano afin. Introduccidn al espacio afin. Geometria afin plana” referentes al estu-
dio de las relaciones entre puntos, rectas y planos, como por ejemplo el paralelismo
entre dos rectas o planos, la interseccion de dos rectas o de un plano y una recta, ete.
Se dejaba para el siguiente curso (3° de BUT) todas las nociones de geometria métrica,
es decir, aquellas que resultan de la introduccidn de la perpendicularidad entre rectas
o vectores, la nocién de producto escalar y la de distancia entre dos puntos.

Esta separacién entre las nociones afines y métricas y, sobre rodo, la prioridad
otorgada a lo afin proviene de una organizacién matemitica que responde a la pro-
blemdtica de la clasificacion de las geometrias con base en los invarianies por un gru-
po de transformaciones, organizacién culminada por el matemitico Felix Klein en su
discurso de admisién en la universidad de Erlangen en 1872, conocido como “el pro-
grama de Erlangen”.

Dado que esta organizacién no responde @ ninguna cuestion planteable en la ma-
temdtica escelar, se Fue rechazando paulatinamente, cn la ensefianza, la separacion
entre nociones afines y métricas, hasta desembocar en la desaparicién de la gcometria
de segundo curso para concentrarse toda en tercero.
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PEQUENOS ESTUDIOS MATEMATICOS

PEM 7. Variacién relativa y variacién absoluta

La cuestion inicial

Siun articulo de 2.000 ptas pasa a valer 2.350 pras, diremos que su
precio ha aumentado 350 ptas. Si un articulo de 200 ptas pasa a valer
550 ptas, también podremos decir que su precio ha aumentado 350
ptas. ¢Son estos aumentos equivalentes? En principio parece que no:
el sepundo articulo ha aumentado mis del doble, mientras que el pri-
mero no ha aumentado ni la mitad. EJ precio de ambos articulos ha
tenido un crecimiento absoluto idéntico de 350 ptas, pero su crec-
miento relativo es distinto. ¢ Qué quiere decir esto?

Prablema 1

; Cudnto aumenta el precio de un articulo de 2.000 pras si sube un
13%72 ;Y un articulo de 200 pras? ; Cudl es el crecimiento absoluto
de cada uno?

St un articulo de 2.000 ptas pasa a valer 2.350 ptds, 5qué tanto por
ciento ha aumentado (cudl ba sido el crecimiento re[zztwa de su
precio)? ;Y en el caso de un articulo de 200 ptas que pasa a valer
550 prase

i Cuanto disminuimos el precio de un articulo de 2. 000 ptas st lo re-
bajamos un 5%? ; Cudles son, en este caso, las variaciones absolu-
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tas y relativas de su precio? ;Y en el caso de un articulo de 200
ptasé

Vias de estudio: una, de nivel i.
Ayudas: [20] > [83] -= [64]
Problema 2

Si el precio p de un articulo pasa a ser p’, establecer la formula que da
si variacion absoluta Ap {que medimos en ptas) y la que da su varia-
cion relativa v% (indicada generalmente como wun tanto por ciento).

Vias de estudio: una, de nivel 2,
Ayudas: [98] — [149]

PEM 8. ;Cémo aumenta un precio, un beneficio, una superficie?
La cuestion inicial

Partiremos de una situacién muy generalizada en la que aparecen
dos magnitudes X e Y relacionadas entre si. Podemos pensar, por
ejemplo, que X es el lade de un cuadrado e Y su superficie, que X es
el precio de venta de un articulo e Y el beneficio que obtiene el ven-
dedor por cada articulo vendido o que X es el precio de venta de un
articulo e Y el nimero de articulos que se venden.

Fijémonos que, en el primer caso, cuando X aumenta, Y también
aumenta: cuanto mayor es el lado de un cuadrado, mayor es su super-
ficie. En el segundo caso, puede ser que el beneficio sobre un articulo
crezca con el precio de éste (es lo mas habital), pero también puede
ser que sea constante (que el comerciante gane una cantidad fija por
articulo independientemente de su precio). En cambio, en el tercer
caso, lo mis probable es que, al subir el precio de venta de un articu-
lo, el mimero de ventas disminuya, o sea, que a un aumento de X le
corresponda una disminucién de Y.

Al hablar de aumento o disminucién, podemos referirnos (ver
PEMY7) ya sea a una variacion absoluta —;qué pasa cuando X au-
menta 3 metros o 30 ptas? ;Cuinto aumenta o disminuye Y?— o
bien a una variacion relativa de las variables: ;qué pasa cuando X au-
menta un 10%? ;Qué tanto por ciento aumenta o disminuye Y?

Problema 1

Consideremos un cuadrado de lado x (en metros). ;:5i x aumenta
un r%, jcudl serd la variacion relativa de su superficie? ; Depende
esta variacion del valor inicial de x?
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PEM 9. :Qué es la elasticidad?
La cuestion inicial
En los episodios de las unidades 1 y 2, vemos a profesores de ma-
temiticas hablar de la nocién de “elasticidad” y de su posible inclu-
sion en el curriculo de instrrumentos matematicos para abordarla.

¢De qué se trata? ;Qué es la elasticidad? ;Con qué nociones matema-
ticas estd relacionada? ;Qué tipos de problemas permite abordar?

Problemna 1

3 Qué es la elasticidad y como se define en términos matematicos?

Vias de estudio: una, de nivel 2.
Avudas: [120) -> [72] —> [144] —> [ 101} - [85]

Problema 2

Sea I un intervalo de R** y f una funcion de I en R** de clase C2.
—x

Dada una variacion relativa r =

fx) = fix)
T de

>0dex (conx, xel)

y la vartacion relativa s = fix) correspondiente,

squé relacion bay entre E =r/s y la derivada de f cuando r es “pe-
quena’?

Vias de estudio: una, de nivel 3.
Ayudas: [105] —> [128] —> [107]

Problema 3

sPara qué funciones la variacion relativa s de f no depende del
punto x elegido sino sélo de la variacion relativa r de x¢

Vias de estudio: una, de nivel 3.
Ayudas: [11] -» [112] == [124]
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ANEXOQ C

Las fuentes del curriculo y la transposicidn didictica

En la teoria clisica del curriculo los saberes matematicos no son
problematicos. Al abordar el problema del curriculo escolar de mate-
miaticas desde la problemdtica del profesor como ensenante antes que
como matemdtico, no se plantea la necesidad de cuestionar los conre-
nidos que se deben ensefar, preguntindose por ejemplo cudles son
las posibles organizaciones de sus elementos técnicos, tecnolégicos y
tedricos que los convierten en contenidos aptos para ser estudiados
en la escieela. En la problemdtica curricular unicamente se cuestiona,
por ejemplo, si las funciones exponenciales han de ser estudiadas o
no en la E.5.O., pero no se plantea qué elementos componen —o po-
drian componer— esta obrita matemdtica. La tendencia habitual es
considerar que las adapraciones escolares de una obra matematica son
imitaciones mas o menos fieles de ésta y, por lo tanto, no se roman en
consideracién los complejos procesos de transposicion didéctica.

Al dejar de lado la problemadtica especificamente mateindtica, la
teoria del curriculo se centra principalmente en los problemas refe-
rentes a la secuenciacion, temporalizacion y presentacion de unos con-
tenidos matematicos supuestamente transparentes y predeterminados.
Dado que estas cuestiones no pueden separarse de las caracteristicas
psiquicas y socioculturales de los alumnos mi del conrexto social, culti-
ral y politico del pais, resulta muy dificil establecer una frontera clara
entre la teorja del curriculo y otros dmbitos del saber como la psico-
logfa o la sociologia de la educacién (Gimeno y Pérez 1983, p. 190).

Desde esta perspectiva no es de extrafar que hayan surgido multi-
tud de definiciones distintas del concepto de curriculo que van desde
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el curriculo como un programa estructurado de contenidos concretos
de una disciplina, hasta el curriculo como el ambiguo “conjunto de
roda la experiencia que tiene el nifo bajo la tutela de la escuela” (op.
cit., p. 191). Tampoco es extraiio que todas estas formas de entender
el curriculo sean relativamente ajenas al proceso de estudio de cada
una de las disciplinas escolares y, en particular, al proceso de estudio
de las matemdticas. Por su parte, los autores de la propuesta curricu-
lar que fundamenta la Reforma Educativa en Espafia entienden el cu-
rriculo como un proyecto que proporciona informaciones concretas
sobre qué ensesiar, cudndo ensefiar, como enseriar y qué, como y
cudndo evaluar (Coll, 1986, pp. 14-15).

Asi, en el marco de la citada reforma, el primero de los problemas
que habria que afrontar en el proceso de elaboracion de un Proyecto
Curricular nene que ver con lo que se denominan sus “fuentes”. ¢ De
dénde —de qué fuentes— extraer los cnterios para decidir los objeti-
vos y los contenidos de la educacidén escolar? ¢Con qué criterios de-
caidir cudl es la mejor manera —la secuencia y el ritmo mds adecua-
dos— para presentar a los alumnos unos contenidos determinados?
¢De dénde obiener los criterios de evaluacidn v los dispositivos mas
adecuados para realizarla?

En este punto se propugna la necesidad de integrar las aportacio-
nes del andlisis psicoldgico, del andlisis disciplinar, del andlisis sociold-
gico v del analisis pedagégico, enfatizando el papel de la fuente psico-
ldgica y, en relacion con ésta, el de la fuente pedagdyica. Se dejan en
un segundo término la fuente epistemoldgim propia del analists disci-
plinary la fuente socioldgica (op. cit., pp. 16-21).

Pero, ¢qué signitica esta integracion de las aportac10nes de las di-
ferentes fuentes del curriculo? ¢ Cémo yuxtaponer criterios de dife-
rente naturaleza, provenientes de diferentes disciplinas? ¢Cudl de di-
chas disciplinas tomard a su cargo la explicacién del funcionamiento
de la parte irreductiblemente matematica de la ensefianza de las mate-
maricas? Y, en consecuencia, ¢a cudl de las fuentes citadas habrd que
recurrir para abordar la componente matematica del problema de la
elaboracién del curriculo? Son éstas algunas de las preguntas que, por
el momento, quedan sin ninguna respuesta convincente.

En el contexto de las cuatro fuentes citadas, las Gltimas preguntas
apuntan forzosamente a la denominada “fuente epistemolégica”.
Pero, de nuevo, surge otra pregunta: ;cémo hay que entender en este
contexto el “anilisis disciplinar” del que emana la fuente epistemols-
gica del curriculo?

La cuestién ha sido formulada por Moreira y Novak en los si-
guientes términos: “¢Cémo puede organizarse mejor la materia de
enseftanza a fin de facilitar el aprendizaje significativo de los alum-
nos?” Su respuesta pone de manifiesto que para dichos autores el
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andlisis disciplinar consiste tinicamente en investigar “secuencias y
estructuras jerarquicas alternativas” de la materia de ensefianza, la
cual se concibe como el “conjunto de conceptos que son construidos
por especialistas creativos” (Moreira y Novak, 1988, p. 10). No caben
pues otras reconstrucciones o reorganizaciones que las que vienen
dadas por las diferentes secuencias alternativas de los elementos que
constituyen la obra matemitica original. No se concibe que, en la
adaptacion escolar de una obra matematica, se produzea una autént-
ca reconstruccidn de la misma que pueda afectar no sélo a la secuen-
clacién y temporalizacidn de sus componentes (tipos de problemas,
técnicas, tecnologfas v teorfas), sino también a la naturaleza misma de
dichas componentes, a su estructura interna y a sus interrelaciones.

Esta postura, propia de lo que hemos denominado el “punto de
vista cldsico” en diddctica de las maremdticas (ver Anexo A) ignora la
distancia entre las obras matemducas y su adaptacién a las institucio-
nes didacticas, suponiendo implicitamente que dicha adaptacién sélo
puede consistir en una imitacion mis o menos fiel de las obras mate-
maticas tal y como fueron producidas. Las variaciones posibles se re-
fieren, de nuevo, a las diferentes maneras de seleccionar, organizar y
presentar unos elementos de la obra matemduica orlgmal previamente
definidos v, por tanto, tienen un caricter mis psicopedagdgico que
crenumamente matematico.

Se observa asi como se reproduce en ciertos discursos curriculares
un fenémeno que puede ser considerado “normal” dentro del sistema
de ensefianza de las matematicas en el que, como ha mostrado la teo-
ria de la transposicidn diddctica, no sélo no es posible reconocer la
distancia entre las obras matemadticas y su adaptacion escolar, sino
que ni siquiera puede plantearse la cuestion. De hecho, la distancia
entre las obras matemdticas y su adaptacién diddctica —distancia
que, por cierto, no es constante porque, como hemos dicho, la trans-
posicion diddctica continda en el seno de las instituciones diddcti-
cas— es el terrible secreto que la difusidn de la teorfa de la transposi-
cién diddctica pone en peligro. En efecto, dentro del sistema de
ensefianza de las matemdticas es necesario que esta separacion sea ne-
gada, puesto que para que la ensefianza impartida parezca legitima
hay que afirmar con fuerza su adecuacién con el proyecto social que
la justifica. Las obras matemdticas ensefiadas deben aparecer confor-
me a las propias obras matematicas o, mejor, la cuestion de la confor-
midad no debe plantearse dentro del sistema de ensefianza. Se trata de
una ficcién de identidad o, cuando menos, de conformidad incuestio-
nable. El profesor v la ensefianza misma deben su existencia a esta
ficcién y no pueden responder a priori mis que resistiéndose a acep-
tar ¢l proceso de transposicion didactica (Chevallard, 1991, pp. 15-
16).
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La constatacion de dicha distancia entre las obras matemiticas v
su adaptacién didictica destruye la ilusion de transparencia de la or-
ganizacion matemdtica escolar y permite su cuestionamiento. Es, de
hecho, una de las puertas de entrada del saber matemdtico como ob-
jeto de estudio propio de [a diddctica. Recordemos que fue precisa-
mente esta inclusién del saber matermniatico entre los objetos de estu-
dio de la diddctica uno de los factores que provocaron la ampliacién
radical de la problemdtica didactica y la consiguiente emergencia de
la diddcrica fundamental. (Ver Anexo A.)

La cuestién que plantearemos aqui es la siguiente: ¢qué puede
aportar a la clarificacidn del problema del curriculo de matematicas la
constatacion de los fendmenos de transposicién didactica? Y, més en
general, ;como se transforma el problema de la elaboracidn del curri-
culo cuando se aborda desde el interior de la didactica de las maremi-
ticas?

Ante todo, hay que decir que, una vez constatados los complejos
fenémenos de transposicién didéctica, el intento de resolver el pro-
blema del curriculo mediante la “integracion” de las aportaciones de
las diferentes fuentes (psicolégica, epistemolégica o disciplinar, so-
ciolégica y pedagodgica) aparece como un enfoque ingenuo y, en todo
caso, externo a la propia diddctica.

Hemos visto que la elaboracién del curriculo de matemirticas re-
quiere reconstrutr las obras matemdticas que fueron creadas para dar
respuesta a las cuestiones que el proyecto social propone para ser es-
tudiadas y que dicha reconstruccidn es un trabajo de naturaleza esen-
cialmente matemdtica. La didacrica permite completar esta tesis en
los siguientes puntos:

{(a) Dado que existe una reconstruccon escolar de las obras mate-
mdticas cuyas caracteristicas hemos descrito anteriormente, no pare-
ce razonable plantearse la elaboracion del curriculo de matemdticas
sin tener en cuenta la naturaleza de dicha reconstruccion y los fené-
menos didacticos asociados. No se trata de “respetar” la reconstruc-
cion escolar como si fuera inamovible, pero es preciso conocer los
mecanismos que rigen dicha reconstruccién para controlar los efec-
tos que ésta tendrd sobre el desarrollo o aplicacidn del curriculo. Sélo
ast podremos evitar que el proyecto curricular sufra deformaciones
que lo hagan irreconocible en la prictica docente.

Asi, por ejemplo, supongamos que se disefia un curriculo de ma-
temdticas que contenga entre sus objetivos al siguiente: “Utilizar co-
rrectamente aparatos de dibujo y medida (regla, transportador, cs-
cuadra, compds, ...} para hacer construcciones planas™. En este caso,
si los autores del proyecto curricular no han tenido en cuenta la ten-
dencia de la organizacién matemitica escolar a atomizar los campos
de problemas, es muy probable que dicho objetivo degenere, en la
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prictica docente, en la ensefianza de técnicas de construccion no inte-
gradas en el estudio de ningtn tipo de problemas. Asi, por ejemplo,
es ficil encontrar libros de texto en los que cada una de las construc-
ciones bdsicas con regla y compis (mediatriz de un segmento, biscc-
triz de un dngulo, recta paralela 2 una recta dada por un punto dado,
etc.) se presenta como un objetivo tltimo e independiente de los de-
mds.

(b) Correlativamente a los fenémenos generales emergentes de la
citada reconstruccién escolar, v en estrecha relacion con ellos, se ob-
serva que en toda institucién docente existen “modelos implicitos”
de los diferentes dmbiros del saber matemartico ensefiado, es decir,
maneras implicitas de considerar qué son y de qué se componen las
distintas obras matemdticas del curriculo. Asi, por ejemplo, puede
hablarse de la reconstruccidn escolar de la clasificacion de los cuadrild-
teros, de los problemas de combinatoria y hasta del dlgebra elemental,
entre otras muchas. Sc trata de modelos implicitos, casi invisibles y,
por tanto, incUestionados ¢ incuestionables, cuya influencia en la ela-
boracién y puesta en practica de cualquier disefio curricular de mate-
miéticas es innegable.

Consideremos por ejemplo el caso de la clasificacién de los cua-
drildteros que se basa hoy dia en el paralelismo de los lados y en la
igualdad o desigualdad de lados v dngulos. Estos criterios de caracte-
rizacién conllevan a menudo que, para los alumnos, los cuadrados no
sean considerados como rectingulos ni éstos como paralelogramos.
Cualquier otra propuesta curricular relativa a la clasificacion de los
cuadriliteros como, por ejemplo, la que se fundamenta en el tipo de
simetria de las figuras, deberia disefarse teniendo muy en cuenta los
aspectos en los que estarfa conforme y aquellos otros en los que con-
tradiria a la reconstruccién escolar habitual. Asi, en un proyecto cu-
rricular en el que los cuadriliteros se clasificaran segiin su tipo de si-
metria, habria que enfatizar de una manera muy especial las
]usnf:cacmnes por las cuales los “trapecios no 1sésceles” desaparece—
rian de la clasificacién mientras que, por contra, apareceria una nueva
clase de cuadrildteros que ni siquiera tienen nombre en la actual clasi-
ficacién escolar; los “romboides” (segin la termmologm, hoy en de-
suso, de Rey Pastor) en forma de cometas con simetria bilateral.

Trapecio no isdsceles Romboide
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Resulta, en resumen, que la necesaria reconstruccion de las obras
matemdticas para elaborar el curriculo no se bace sobre una tabla ra-
sa: existe siempre una reconstruccién escolar de las obras matemati-
cas previa a cualquier nueva reconstruccion, salvo en los casos hista-
ricamente puntuales en que una obra entra en la escuela por primera
VEZ.

Todo lo dicho hasta aqui hace referencia al proceso que empieza
en el momento que existe un proyecto social de ensefianza de las ma-

tematicas segin el cual se nenen que estudiar ciertas cuestiones y
abordar ciertas tareas problematicas. A partir de aqui hay que elegir
las obras matemdricas que respondan mds adecuadamente a dichas
cuestiones, reconstruir dichas obras para adaptarlas a las institucio-
nes docentes y todo lo demis. Pero la constitucién misma del citado
proyecto social no ha sido abordada: ;cémo se eligen y cémo po-
drian elegirse, en cada sociedad y en cada periodo histérico, las cues-
tiones que deben ser estudiadas por todos los ciudadanos? En parti-
cular, ¢como se eligen las cuestiones matemidticas que prefiguran en
cierta manera el curriculo de matemdticas?

Se trata de preguntas muy dificiles que, en cierta forma, sobrepa-
san el ambito en el que nos siteamos: el de la didictica de las matema-
ticas como disciplina cientifica. ¢Significa esto que la didactica no tie-
ne nada que decir respecto a si es 0 no pertinente que el curriculo
obligatorio aborde determinadas cuestiones como la conmensurabili-
dad de magnitudes, el cambio de posicién y tamaiio de las figuras o la
constructibilidad con regla v compds? ;Querrd esto decir que la di-
ddctica de las matemadricas no tiene ningin papel en la consutucién
misma del proyecto social de ensenanza de las matematicas?

Dado que es imposible separar la formulacién inicial de las cues-
tiones que la escuela propone para ser estudiadas del desarrollo deta-
llado del curriculo y que dicha formulacion debe hacerse en los tér-
minos y con las nociones que la diddetica ha construido, queda claro
que la diddctica de las matematicas debe jugar un papel importante
también en la constitucién inicial del provecto social de ensefianza.

Ahora bien, dicho lo anterior, no olvidemos que se trata de defi-
nir la instruccién minima obligatoria que la sociedad impone, a la vez
que imparte, a cada ciudadano. Sobre este punto, las decisiones Glu-
mas que se tomen son siempre, por definicién, decisiones politicas,
fruto de un acuerdo social, y no competen directamente a ninguna
disciplina cientifica como tal. De la misma manera que ni la fisica, ni
la sociologia, ni la biologia, ni la informética como disciplinas cienti-
ficas no pueden cargar con la responsabilidad tdltima de decidir res-
pecto a la utilizacion social de los objetos que ellas construyen.

En este sentido es muy importante no ceder a la tentacién “cient-
fista” en virtud de la cual el debate social seria innecesario desde el
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momento en que determinadas ctenclas tomartan a su cargo la res-
ponsabilidad de la constitucion del proyecto social de la ensenanza
de las matemairticas.

Relerencias

CHEVALLARD, Y. (1991): La rransposition didactique. Du savoir sa-
vant au savolr enseigné, La Pensée Sauvage, Grenoble, 27 edicién.

Coui, C. (1986): Marc curricular per a Uensenyament obligatori, Ge-
neralitat de Catalunya, Departament d’Ensenyament, Barcelona.

GIMENO, J. y PEREZ, A, (1983): La ensefianza: su teoria y su practica,
Alkal, Madrid.

MoRErRa, M, A, y Novak, J. D. (1988): “Investigacion en ensefranza
de las ciencias en la Universidad de Cornell: esquemas teéricos,
cuestiones centrales y abordes metodoldgicos™, Enserianza de las
Ciencias, 6(1), 3-18.

147







UNIDAD 3

MATEMATICAS, ALUMNOS Y
PROFESORES

LAS MATEMATICAS EN EL AULA







EPISODIO 3

En clase de matematicas

Asisto a una clase de Marta con sus alumnos de 2° de ESO.

Los alumnos se acaban de sentar. Marta pide que se haga silencio.

Marta.- Federico, ;qué te ocurre?

Federico.- Me he dejado la calculadora en casa...

M.- Bueno, no pasa nada. Ahora, por favor, siéntate y escucha.
Bien. Hoy vamos a abordar un tipo de problemas totalmente nuevo...
Nuevo y muy importante. Pero veréis que no es nada dificil.

Los alumnos se agitan y murmuran... Marta sigue:

M.- Partiremos de un tipo de problemas que ya hemos estudiado:
los impuestos sobre ventas.

Un alumno.- El IVA!

M.- Eso mismo, el IVA. Os recuerdo que un ejemplo tipico serfa
el de un comerciante que vende un articulo cuyo precio neto es, pon-
gamos, 500 ptas. Su precio de venta..

Otro alumno ‘en voz baja).- El precio bruto...

M.- :Qué has dicho?

El alumno.- El precio bruto.

M.- Eso cs. Lo que ya sabéis es que hay que afiadir el IVA al pre-
cio neto. Supongamos que ¢l IVA es un 6%. ¢El precio bruto sera en-
tonces...?
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Un alumno.- 500 mds el 6% de 500.

M.- Muy bien. 500 mads el 6% de 500. ; Cudnto es eso?

Varios alumnos.- 530...

M.~ Eso es. Hasta aqui todo estd claro. Consideremos ahora otro
problema.

Un alumno.- Marta, ;habrd que estudiar]o?

Risas burlonas de algunos alumnos.

M- Si, Lo tendréis que estudiar y guardar en un rinedn de la me-
moria. jPero dejadme que lo plantee primero!

Los alumnos prestan atencién.

M.- Imaginad un comerciante que cuenta sus ingresos brutos al fi-
nal de la semana v ve que ascienden a 507.263 ptas.

Marta escribe en la pizarra
Ingresos brutos: 507.263 ptas.

M.- A la hora de hacer [a contabilidad, necesitard determinar los
ingresos netos y especificar los impuestos que tiene que pagar a
Hacienda.

Marta escribe en la pizarra
Impuestos: ?
Ingresos netos: ?

Un alumno.- Tiene que pagar el 6% de 507.263 ptas.
M.- jAh! ;Estdis todos de acuerdo?

Los alumnos no contestan. Parecen dudar. Marta insiste.

M.- Si queréis, volvamos al caso del articulo que vale 530 pras.
Sabemos que el precio neto es 500 pras y que el comerciante debe pa-
gar 30 ptas de impuestos.

Los alumnos asienten.

M.- Bueno. Si, como ha dicho vuestro compaiiero, el comerciante
determinase el IVA de este articulo calculando el 6% de 530, ;cudnto
serfa? ;Cristina, miralo con la calculadora! ;Cudnto cs el 6% de 5302

Cristina.- Sale... 31,8.

M.- De acuerdo. O sea que el comerciante...
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Algunos alumnos.- ;Pagaria de mas de la cuenta!

Otro alumno.- Pero no mucho mas. Sélo 1,8 ptas.

M.~ 8i, en este caso no es mucho porque el articulo sélo cuesta
530 ptas. Pero si empiezas a contar todos los articulos que vende du-
rante la semana... A ver, cojamos lo que he dicho antes... (Se giva ¥
mira la pizarra.) El 6% de 507.263, ;cudnto es?... ;Eduardo?

Eduardo.- Un momento, un momento. Es... 30.435,68.

M.- Bueno, digamos que 30.436. (Lo escribe en la pizarra.)

Un alumno.- ;Pero no podemos calcular el IVA, porque no tene-
mos los ingresos netos‘

M.- Ese es e) problema...

Stlencio en ef aula, Marta espera algunos segundos.

M.- Bueno, volvamos al principio. En realidad, yo he calculado el
nimero de partida, los ingresos brutos, igual que hicimos antes con
las 530 ptas. He partido de...

Escribe en la pizarra
478.550 ptas.

M.~ Y he anadido el 6%. iVamos a comprobarlo! ;Federico! No,
ti no, que dejaste la caleuladora en casa. (Risas de los alumnos.)
Bueno, pues... {Manuel, hazlo ni!

Manuel se activa con la calculadora. Los demds alumnos lo miran y
esperan su respuesia,

Manuel.- {Es verdad, da exactamente el nimero de antes!

M.~ Muy bien. Pues ahora vamos 2 calcular los impuestos que tie-
ne que pagar el comerciante. Basta con restar los mgresos netos de los
brutos. ¢ Cuinto sale?

Varios alumnos contestan a la vez: 28.713 pras. Marta lo escribe en la
pizarra.

M.- Y st hubiéramos tomado el 6% de los ingresos brutos, al co-
merciante le hubiera tocado pagar... (Mira la pizarra.} 30.436 ptas.
Esto nos da una diferencia de... ; Quién me lo puede decir?

Un alumno.- 1.743 pras,

M.- Muy bien. Nuestro comerciante hubiera pagado, pues, 1.743
pesctas de mds a Hacienda.  Conclusion?

Un alumno.- |Es tonto!
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Risas de los alumnos. Marta lo ignora vy se dirige a Cristina.

M.- ;A t1 qué te parece?

Cristina.- Que ha pagado mas de lo que le correspondia.

M.- Si, pero, ;qué pasa con nuestro problema? No olvidéis que
queriamos saber ¢émo calcular los impuestos a partir de los ingresos
brutos.

Cristina.- Pues, entonces, estd claro que no hay que tomar el 6%
de los ingresos brutos para hallar el IVA.

M.- Exactamente. Porque nos da un nimero mis grande que lo
que hay que pagar.

Un alumno levanta la mano.

M.- José, ¢quieres decir algo?

José.- Si. El comerctante puede, cada vez que calcula el precio de
venta de un articulo, escribir aparte el IVA que ha anadido. Asi, des-
pués sélo tiene que sumar todos los IVA y ya estd. 5i cuando vende
un articulo se apunta el IVA, al final sabrd cudnto tiene que pagar a
Hacienda sin tener que romperse la cabeza.

M.- ;Hombre! jPero este método seria muy pesado! ;Te imagi-
nas el tiempo que perderfa? ;Estaria mds rato anotando y calculando
que atendiendo a sus clientes! (Risas de algunos alumnos.) Bueno,
resumamos. A fin de cuentas, el problema que nos interesa no estaba
ahi... Voy a tomar otro ejemplo. Un comerciante ha ganado en to-
tal... (mira sus apuntes)... 8.745 ptas. Ese es el precio del articulo que
ha vendido. Y ahora quiere saber cudl era el precio neto al que le
afiadid el 6% de IVA, y cudnto es este 6%, es decir cuinto debe a
Hacienda.

Un alumno.- ;Serd menos que el 6% de 8.745!

M.- Eso es lo que acabamos de ver... ;Pero cuanto menos? Lo es-
cribiré en la pizarra para que lo tengiis a la vista, Lo que queremos es
hallar el precio neto, ino? Como no lo conocemos, lo llamaremos p.
Lo que voy a escribir es que si s¢ afiade a p el 6% de p, se obtiene
8.745.

Escribe y encuadra:

p+6%p=28745

M.- El problema es hallar el valor de p para ¢l que se da esta igual-
dad. ; Coémo lo podriamos hacer?
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Un alumno.- Marta, lo que nosotros sabemos hacer es calcular P
cuando nos dan p.

M.~ 5i. Sabemos calcular el precio bruto P a partir del precio neto
p. Os recordaré la férmula. (Escribe en la pizarra):

P=p+6%p=p+006p.

La novedad es que ahora no conocemos p y lo queremos calcular
para un P dado. Por ejemplo, cuando P vale 8.745 ptas.

El mismo alumno.- Lo podemos hacer por tanteo.

M.- ;Qué quieres decir?

E!l alumno.- Sabemos que p es menor que 8.745. Y ahora proba-
mos.

Otro alumno.- ;Pero tendrds que hacer la tira de pruebas!

El alumno.- Si tomo p = 8.000, me da... (coge la caleuwladora)
8.480, que es mayor que 8.000.

El otro alumno.- ;Y qué? Esa no es la solucién!

M.- Bueno, hagimoslo todos como dice Juan.

A algunos alumnoes no parece entusiasmarles la idea.

M .- Venga, acabamos de ver que 8.000 es demasiade pequeio.
Vale. ¢Qué mdis podemos probar?

Juan.- 8.400,

M.- :8.400 qué da para P ?

Cristina.- Da 8.904.

M.- O sea que..,

Jorge.- (Es demasiado grande!

M.- Muy bien. Por lo tanto p es mayor que 8.000 y menor que
8.400. ; Qué mds podemos probar?

Cristina.- 8.200.

M .- ;Lo has hecho?

Cristina.- No,

Una alumna.- Sale 8.692. Demasiado pequeiio.

M.- Bueno. Pues estd entre 8.200 y 8.400.

Juan.- ' Tomemos 8.300.

M.- Como queriis, 8.300. ;Cudnto da para p?

Cristina.— 8.798.

M.- Mis que 8.745.

Cristina.- Pues sera entre 8.200 y 8.300.

Juan.-;Es 8.250!

Cristina.- 8.250.., 54, funciona! Sale 8.745.

Juan.- Bingo!
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M.- Vamos a ver. Decis que p vale 8.250. O sea, que 8.250 mis el
6% de 8.250 es igual a 8.745. Ahora lo comprobiis todos...

Espera unos instantes. Algunos alumnos: ;Es verdad! Marta sigue.

M. - Por lo tanto c] método de Juan funciona...
Una alumna.- {Marta, Marta, se puede hacer de otra manera!
M.- A ver, Ana, {qué nos propones?
Ana.- Pues... También habfamos visto la férmula P = 1,06p.
M.~ Si, es verdad. Habiamos visto que... (Escribe}
P =p+0,06p =1,06p
¢Y bien?
Ana.- Pues aqui tenemos que 1,06p = 8.745.
M.- Espera. Lo voy a escribir. {Escribe.)

1,06p = 8.745.

M.~ ;Entonces?

Ana.- Ahora podemos dividir. Tenemos p igual a 8.745 dividido
entre 1,06.

M.- ;Lo has hecho?

Ana.- 51, me sale 8.250. Y también funciona con los 507.263 de an-
tes. Sale lo que decias: 478.550.

M.- Muy bien. ;Habéis entendido lo que dice Ana? Dice que
p + 0,06p es igual a 1,06p. (Sentala la igualdad escrita en la pizarra.)
Esto ya lo vimos y utilizamos varias veces. ;Os acorddis? Por lo tan-
to, ¢l nimero p que buscamos es tal que 1,06p = 8.745. En ¢l caso ge-
neral tendriamos 1,06p = P. Si ahora dividimos por 1,06, entonces

p= T.06'
Un alumno.- ;Qué ficil!
Cristina.- Ya tenemos otra férmula.
M.- Si, es otra férmula. Al principio s6lo sabiamos calcular P a
partir de p. Ahora también sabemos calcular p a partir de P. Tenemos

p= TI{DJG ¢Todo el mundo estd de acuerdo?

Los alumnos asienten con la cabeza.
M.- Bueno. Ahora vamos a utilizar Ia férmula. Juan, elige un nd-
mero p, no nos lo digas y calcula P con tu calculadora. Luego nos di-

ces qué resultado te sale, y con ese P nosotros buscaremos el valor de
p- ;De acuerdo?
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Juan asiente pero no parece muy contento. Teclea su calculadora.

M.- ;Y bien? ;(Qué nos propones?
Juan.- Pues... 166.738.

Marta escribe en la pizarva:
P =166.738.

M.- Adelante. Ahora os toca a vosotros hallar p.
Marta espera unos minutos y retoma el hilo.

M.- Vamos a ver... Pedro, ;qué has hallado?
P.- 157.300.

Algunos alumnos asienten con la cabeza.
M.~ :Todo el mundo estd de acuerdo?
Aprobacion general,

Juan.- Pero falta calcular los impuestos.

Jorge.- {Pues caleulas la restal

M.- Un momento, un momento... Juan tiene razén. Recordemos
que al principio querfamos saber cudnto se tenia que pagar a Hacienda.

Cristina.- Basta con calcular el 6% de p.

Ana.- Pues entonces tendremos otra férmula mds: multiplicar

1—1;6 por 0,6.
M.- Por Q,06.

Ana.- Uy si... Por 0,06,
M.- Vale. ¢Y cémo podemos escribir esta nueva férmula?

Escribe en la pizarra:

I=
U l .~ 0,06 .
nos alumnos POr T8
M.- Bien.
Sigue escribiendo:
P
1=0,06 x 1,06
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M.- Bueno. Pues con todo esto tendriamos que poder contestar al
problema del comerciante cuyos ingresos brutos eran de 507.263 ptas.
¢ Cudnros impuestos tendra que pagar?

Un alumno.- Pero si ya lo sabemos!

M.~ §i, es verdad. Pero ahora quiero que lo calculéss utilizando es-
ta férmula.

Los alumnos empiezan a teclear sus calewladoras. Hay cierto ajetreo
en el anla.

M.- ;Y bien?

Unos alumnos.- Sale lo mismo,

M.- ;Es decir?

Los alumnos.- 28.713 pas.

M.- Eso es. Muy bien. {Mira su reloj.) Vamos a ver... ;quién quic-
re redactar esto para el préximo dia? ; Ty, Federico? Como no tenfas
la caleuladora...

Federico (un tanto molesto).- Esta tarde tengo reunién con el tu-
tor. O sea que no puedo hacerlo hoy...

M.- Bueno. ;Pues, quién se encarga de ello?

Ana, Cristina y José levantan la mano.

M.- Venga, ;1 mismo José! Me lo entregas esta tarde a dltima ho-
ra. Y ahora hay que terminar... E] préximo dia seri...

Algunos alumnos.- El jueves,

M.- Muy bien. Pasado manana. Pues para entonces os pongo el si-
guiente problema. Un poco de atencién, por favor, jatin no hemos
acabado! Escuchad atentamente. En los Estados Unidos, cuando se
va al restaurante, hay que dejar un 16% de propima para el servicio.
Pero cuidado: no se trata del 16% del precio bruto, o sea del total de
la cuenta, sino del precio neto. (Escribe en la pizarra.)

P :total de la cuenta (con IVA)
P« total neto (sin IVA)
Propina: 16% de p

Por lo tanto, para saber cudnto hay que pagar incluyendo la pro-
pina, hay que anadir a P el 16% de p. Para el préximo dia, quiero que
escribdis una formula para calcular la propina en funcidn del total de
la cuenta P. A la propina no la podemos llamar p... Asi que la Jlama-
remos &, & de bote.. ;Vale? ;Me habéis entendido? (Escribe en la pi-
zarra.)

b=2?
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Los alumnos acaban de escribir el enunciado. Marta se pasea por las
filas para comprobar lo que los alumnos anotan en sus cuadernos.

M.~ Bucno. Los que no lo hayan entendido va preguntarin a los
demds. Eso es todo...

La clase ba terminado.
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DIALOGOS 3

Técnicas de estudio y contrato didictico

P.- Hola Estudiante, ;eémo va todo?

E.- Bien, gracias, Por cierto, ;has recibido el episodio que te envié?

P.- Si, lo recibf hace poco. Me trajo muchos recuerdos.

£.- ;Conoces a Marta?

P.- Claro que si. Marta llegé al Instituto un ano después de que se
1naugurara Asi que Lleglste este trozo... Me parece bien... Supongo
que serd por algiin motvo, ;no?

£.- No creas. En realidad me cuesta hacerme una idea clara del
episodio. Cada vez que lo vuelvo a leer, me queda una impresion
agradable, pero...

- ¢ Qué sensacién te produce?

E.- ;La clase de Marta? No sé... Lo que hace me gusta mucho.
iMe gustaria ser capaz de ensefiar tan bien como ella!

P.- Ya veo. Te parece que ensefia bien. ¢ Podrias especificar en qué
consiste para o “ensefar bien”?

£.- No sé. Marta consigue que la clase sea muy dindmica, que los
alumnos estén activos y part1c1pen mucho. Ademds sabe dirigirlos
con mucha seguridad... No sé... Me gusta su estilo docente.

P.- Ya. Pero diciendo eso no estas siendo demasiado preciso.
Habria que intentar ser un poco mds riguroso y ver qué es eso que
llamas “estilo docente”. Y también me gustaria saber qué te gusta de
ese estilo docente.

E.- Bueno... Por ejemplo, me parece evidente que los alumnos de
Marta participan en la construccion del saber. Piensan los problemas
por si mismos...
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P.- Bajo la direccién de la profesora.

E.- S§i, claro, bajo la direccién de Marta, y con su ayuda. Pero
nunca les da la respuesta de entrada. Plantea una cuestién y guia el
trabajo de los alumnos para que éstos puedan llegar a formular una
respuesta vilida.

P.- O sea, los alumnos intentan resolver los problemas con la ayu-
da de Marta. ;Tse es el “estilo docente” que te gusta?

E.- §i. jPcro presiento que no estis del todo de acuerdo conmigo!
iPara variar! ;No es verdad?

P.- Empezamos a conocernos bien! Tienes razén. Aunque
apuesto a que sabes en qué puntos tengo mds reticencias.

- ¢No crees que Marta sea una buena profesora?

P.- Claro que st, ahi no estd la cuestién. Escichame un momento
y verds...

E.- Adelante.

P.- Supén que Marta no estd ante alumnos de 2° de ESO sino ante
estudiantes de, digamos, 2° de universidad. Y supén que, como en e
episodio, los quiere introducir al estudio dc un nuevo tipo de proble-
mas.

- ¢Un nuevo tipo de problemas?

P.- La verdad es que ain no hemos explicado lo que Marta estd
intentando hacer realmente. En el episodio que has escogido, preten-
de empezar el estudio de las ecuaciones de primer grado con una in-
cognita. Y su idea es partir de una situacién matemadtica en la que se
busca un nimero que cumpla ciertas condiciones.

E.- De eso ya me habia dado cuenta.

P.- Muy bien. Pero ali no acaba la cosa. En el caso estudiado en
clase, el de la ecuacion p + 0,06p = 8.745, los alumnos se encuentran
frente a un problema totalmente nuevo para ellos.

E.- Ya veo, ya veo. Aunque tengan los medios para resolverlo, ¢s
la primera vez que se encuentran con ese tipo de situacion.

P.- Exacto. Pues ahora sup6n que Marta estd en la universidad
frente a 80 alumnos de scgundo de carrera, y que también pretende
intr oduc1rlm al estudio de un nuevo tipo de problemas.

E.- ;Y bien?

P.- Fijate. Imagina por un momento que Marta plantea el estudio
del problema con cl mismo “estilo docente” que le atribuyes. En se-
guida tendriamos que ver a los estudiantes universitarios proponer
maneras de abordar el problema, sugerir posibles vias de resolucién...

F.- Si, como en la clase de 2° de ESO,

P.- Pues volvamos ahora al “estilo docente”. ;INo te cuestz imagi-
nar a Marta trabajando con estudiantes de 2° de carrera igual que con
los alumnos del instituto?

E.- Si, si que me cuesta. Porque los estudiantes de universidad no
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se comportan igual que los alumnos mds jévenes, no intervienen es-
pontineamente para hacer propuestas. ;Y mucho menos si se trata de
proponer soluciones posiblemente erroneas!

P.- Eso es. Lo que hemos visto en la clase de Marta no se daenla
umversidad. ; Estds de acuerdo?

E.- §i, totalmente. Claro que hay que considerar la diferencia de
edad.

P.- ;T crees que es eso? ;Crees que los estudiantes de 18 6 20
anos no pueden estudiar juntos bajo la direccién de un profesor por-
que son “demasiado mayores”? ;Bien que lo hacen los investigado-
res!

E.- No s6lo es la edad... La universidad no es lo mismo que el ins-
tituto. En la universidad los grupos de alumnos son mucho mas nu-
merosos v se espera que sea el profesor el que presente las soluciones
de los problemas. En el instituto se trata de empezar desde cero, que
1o es lo mismo,

P.- Lo que quieres decir es que en la universidad un estudiante se
sorprenderia si el profesor lo solicitara para resolver un problema
nuevo que acaba de presentar y viera que otro estudiante interviene
para proponer una via de ataque, etc.

L.- 5i. Creo gue esto de pensar todos juntos un problema en clase
y en voz alta no se acostumbra a hacer.

P.- Muy bien. Entonces podemos suponer que si Marta se encon-
trara ante alumnos de 2° de carrera, seguramente dejaria de hacer lo
que hace en el instituto. No porque su estilo docente haya cambiado,
sino porque e] que hemos visto aplicado a Jos alumnos de ESO no se
puede —o no se suele— utlizar en la umversidad.

E.- A lo mejor lo podria probar... jPero casi seguro que los estu-
diantes no le seguirian el juego!

P.- Yo irfa incluso mds alli. Creo que se encontraria con una fran-
ca incomprensién por su parte. Los estudiantes no entenderian a qué
juego se les hace jugar, qué se espera de ellos, qué pueden hacer y qué
1o, elc.

E.- Sin duda, Pero si, cuando un profesor imparte una clase en la
universidad, un estudiante interviniera de repente para decir que no
estd de acuerdo o para proponer otra manera de resolver el problema,
el profesor también se extrafiaria mucho. S5i ademis todos se ponen a
hacer propuestas, no podria dar la clase.

P.- Estoy totalmente de acuerdo. {Y no creas que critico a los es-
tudiantes! Ellos no hacen mis quc scgmr clertas reglas de j juego, lo
que llamamos el “contrato didictico”. Estas reglas delimitan qué co-
sas se pueden hacer y cuiles estin prohibidas. Si en la clase de Marta
todos los alumnos se quedaran callados, no porque no saben contes-
tar sino porque creen que NoO tienen que intervenir, entonces el juego
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diddctico no podria realizarse. Y lo mismo ocurrc en ia universidad,
aunque ahi las reglas son distintas.

E.- En la universidad, los estudiantes vienen a... ; Cémo se podria
decir? Vienen a tomar lo que les trac cl profesor v se lo llevan a casa
para estudiarlo después. No se supone que tengan que estudiar con el
profesor, como hacen los alumnos de Marta en clase.

P.- Eso mismo. E incluso podriamos refinar un poco tu analisis.
Pero lo que te queria decir antes es que no existe el estilo docente de
Marta. Hay #n estilo docente que ella utiliza con sus alumnos de 2°
de ESO, y que utiliza porque el contrato didéctico de dicha clase lo
permite. En la universidad, con ¢l contrato diddctico vigente hoy en
dia, no podria recurrir a este estilo docente.

E.- Vale. Pero también podriamos darle Ia vuelta a la situacién vy
decir que Marta podria utilizar en su clase un estilo docente mis tra-
dicional, como el de la universidad.

P.- No estoy muy segura de que pudiera, auuque se lo propusiera
firmemente.

- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues que, del mismo modo que no es posible que un profesor
de universidad actiie como Marta en su clase, tampoco es posible, tra-
bajar con alumnos de 2° de ESO del mnsmo modo que en la umiversi-
dad. Se produciria lo que llamamos una “ruptura de contrato”

E.- Bueno, bueno. Pero, de todas formas, si podemos decir que
Marta domina el estilo docente con que trabaja. Podria hacer lo mis-
mo mucho peor...

P.- Si, eso si. Marra tiene un claro dominio de ese esnlfo docente.
Pero ¢ voy a proponer un pequeno cambio de vocabulario. La pala-
bra “estilo” parece gustarte. Es como $1 nos refiriéramos al estilo de
un pintor. Yo te propongo una palabra mis dura: preferiria que ha-
bliramos de “técnica®, de técnica docente o de técnica didéctica

E.- Bueno, como quicras. jPero esta técnica es mejor, para mi, que
la dc limitarse a dictar la leccién a los estudianres!

- {Un momento! ; Eso habria que demostrarlo! Porque pareces
olv1dar un aspecto muy importante: que cl rendimiento de una téeni-
ca docente también depende de lo que los estudiantes sean capaces de
hacer por si mismos para estudiar. Y como su actuacion también de-
pende del contrato didactico —que les lleva a hacer ral o cual cosa
que ven como legitima, o incluso necesaria, ¥ que, a su vez, les impi-
de hacer tal otra cosa ya que ni siquiera pueden imaginarla—, pues
bien, el rendimiento de una técnica docente dependerd también del
contrato diddcrico en el que se actile.

E.~ Ya veo... Pero, incluso asi, creo que dominar la técnica de
Marta sigue siendo mds diticil que dominar la técnica de la clase ma-
gistral.
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P.- Yo creo que hay que ser mucho mds prudente con nuestras afir-
mactones. A lo mejor dices esto porque crees saber impartir una clase
magistral, y temes no saber conducir una clase como hace Marta...

E.- Quiza.

P.- Pues yo conozco algunos profesores de secundaria que confie-
san no ser capaces de ensefar como lo hacian al principio de su carre-
ra, hace 20 6 25 anos.

- ¢Y por qué?

P.- Pues seguramente porque, de hecho, la manera de actuar de
hace 20 afios se ha vuelto incompatible con los contratos didicricos
actuales. Aunque también existen efectos inhibidores. Por ejemplo,
cuando ensefias como Marta, te llega constantemente informacién
acerca de los alumnos, lo que entienden y lo que no, lo que piensan,
erc. En cambio, en Ja ensefianza que llamamos wradicional, el profesor
dispone de mucha menos informacién. Y para aquél que ya no estd
acostumbrado a trabajar con un nivel bajo de informacién, psicoldgi-
camente puede ser muy duro volver a ello.

E.- Entiendo. De todas formas, estaras de acuerdo que, sea cual
sea la técnica docente empleada, uno puede dominarla mds o menos,
¢NO te parece?

P.- Claro, claro. Esto pasa con todas las técnicas. Hemos dicho
que Marta domina lo que hace. Pero no quiero que te dejes fascinar
por ello hasta el punto de no ver los problemas diddcticos que es ne-
cesario haber identificado y resuelto antes siquicra de poder utilizar
la técnica.

E.- No veo lo que quieres decir...

P.- Me temo que debes estar pensando todavia en términos de

“estilos de ensefanza”. Lo que hay que entender es que, la técnica que
utiliza Marta funciona con cierto contenido matemdtico. Y lo que
podemos afirmar es que su técnica funciona bien precisamente con
ese contenido matematico.

E.- En realidad, tengo que confesarte que hay algo que me moles-
ta un poco. ¢ Por qué crees que eligid esta historia de precios netos y
precios brutos?

P.- Al te gusta la forma pero no el contenido. ¢Por eso decias
que tenias una sensacién ambivalente?

E.- Si, algo asi.

P.- {Veo quc sigues con tus prejuicios!

E.- ;Qué quiercs decir?

P.- No queria hablar de esto ahora, pero quizd sea mejor aclararlo
enseguida. Supongo que hubieras preferido una actividad matemadtica
alrededor de un “verdadero” problema de matemticas, ¢no? {El pre-
cio neto y ¢l precio bruto, por no hablar del IVA, enturbian el um-
verso puro de los objetos matemanicos! ¢ Me equivoco?
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E.‘ NO dEI tOdO, PCrO 10 presen[as de una manera tan exagel‘ada...

P.- Bueno, bueno. No quiero volver sobre este tema. Vamos a ver,
¢cudl es el objetivo de la clase de Marta?

E.- T4 misma lo dijiste: iniciar a los alumnos a los problemas de
ecuaciones de primer grado.

P.- Muy bien. Pero lo podemos precisar un poco mis: se trata de
introducir a los alumnos en un tipo muy amplio de problemas mate-
maticos en los que hay que hallar un nimero, la incégnita, a partir de
una informacién dada sobre ese nimero. $i me quedo con esta defini-
cién, también incluiremos a los cdlculos aritméricos de la escuela pri-
maria. Por ejemplo, hallar el perimetro de un rectingulo cuyos lados
miden 3 y 4 metros. O hallar el precio de un caramelo sabiendo que 8
caramelos valen 56 ptas. En estos problemas, o bien sc parte de una
férmula explicita para hallar el niimero desconocido (como en el caso
del perimetro: p = 2(3 + 4}), o bien se dispone de una técnica para de-
terminarlo (como en el caso de los caramelos: p = 56 : 8).

E.- jLo cual ya es, en cierto sentido, una ecuacién!

P.- §i, no cabe duda. Pero lo mis importante de la teoria matemi-
tica de las ecuaciones, incluso en su versién mds elemental, es que
permite enfrentarse a situaciones en las que la incdgnita viene defini-
da de manera implicita.

E.- Yaveo. Y resolver la ecuacién es explicitar su valor, como en
el caso que estudian los alumnos de Marta.

P.- Eso mismo. Existe, por decirlo de alguna manera, una frontera
entre la cultura de nuestra vida cotidiana v el saber hacer de los mate-
mdticos. Permiteme que te dé un ejemplo muy parecido al de Marta,

E.- Venga.

P.- Supén que eres un comerciante y compras a tu proveedor un
articulo que cuesra 2.800 ptas. Mds tarde venderas este articulo a un
precio P que te dejard cierto margen de beneficio: P — 2.800. Supén
ahora que quieres que este margen represcnte un 80% del precio de
venta. Con o cual P debe ser tal que P = 2.800 + 80%P. Si calcularas
el margen sobre el precio inicial no habria ningin problema: a 2.800
le anadirias el 80% de 2.800, v P valdria ...

E.-2.800+ 0,8 x 2.800 = 5.040.

P.- Si. Pero la mayoria de la gente no concibe cémo se puede ana-
dir a 2.800 el 80% de un precio P que atin no conoce. Te recuerdo que
esto es precisamente lo que tu prima no sabia hacer (ver Didlogos 1)
Y wvo que consultirselo a un matematico —a ti—.

E.- Vale. Pero tengo algo que anadir.

P.- A ver.

E.- En ¢l fondo, el objctivo de Marta es ayudar a sus aluinnos a
€I1Irar en una Obl‘a lﬂa[ematlcﬂ. que POdr]ﬂ. denomlnarﬁe L'i teorla de
las ecuaciones, o algo asi.
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P.- En efecto.

- ¢Entonces, por qué no ir directamente al grano? ; Por qué pa-
sar por algo que, al fin y al cabo, no es mds que una aplicacién ele-
mental de la teoria de las ecuaciones?

P.- Tu pregunta es pertinente. ;Y absolutamente legitima! Es mds,
no pretendo que la eleccién de Marta sea la mejor. Para plantear co-
rrectamente el problema diddctico que debe resolver, Marta ticne que
elegir un problema particular que cumpla cierto nimero de condicio-
nes. Y lo Unico que podemos concluir es que su eleccién es mds o me-
nos 6ptima respecto a este conjunto de restricciones.

E.- La restriccidn principal debe ser que el problcma elegido per-
mita a los alumnos entrar en esa obra matemduica que hemos llamado
la teoria de las ecuaciones, ¢no?

P.- 81, Claro que cuando utilizas la palabra “obra”, debes recordar
lo que dijimos el otro dia: que uno no entra del todo e¢n una obra has-
ta que ésta no aparece COMO uNa respuesta a ciertas cuestiones.

E.- jPero entonces basta con explicar a los alumnos lo que decia-
mos antes! La teoria de las ecuaciones permite hallar, o por lo menos
buscar, un nimero que no se conoce, pero sobre el que se tiene cierta
informacion.

P.- Pero bueno, ste imaginas a ti misme dando esta definicién a
alumnos de 2° de ESO? Lo que acabas de decir tan sucintamente po-
dria ser la sintesis de un trabajo de iniciacion al estudio de las ecua-
ciones. Pero dudo que pueda servir como punto de partida. Ademis
hay otra dificultad...

E.- ;Me lo suponia!

P.- No te preocupes, es muy simple. Podria darse el caso de que,
al final de proceso, consiguiéramos tener alumnos capaces de resolver
ecuaciones de primer grado, pero que no reconociesen que el cilculo
del precio neto a partir del precio bruto consiste, desde un punto de
vista matemdatico, ¢n resolver una ecuacion de primer grade con una
incognita.

E.- O sea, alumnos que no serian capaces de plantear ecuaciones.

P.- Y no solo eso. También podemos pensar que una parte de la
dificultad que supone el plantear una ecuacién proviene del hecho de
que el alumno no se tmagina que la situacién en la que se encuentra se
pueda pensar matemiticamente en términos de ecuaciones. ¢Ves lo
que quiero decir?

E.- Creo que si... ; Pero no temes que los alumnos de Marta, cuan-
do empiecen a estudiar ecuaciones en un contexto puramente mate-
mitico, se olviden del punto de partida? Quiero decir que si mds tar-
de tienen que calcular el precio de venta con un margen de beneficio
dado, a lo mejor va no se dan cuenta de gue se trata de resolver un
problema con una ecuacién de primer grado.
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P.- No es imposible que eso ocurra. Sobre todo si se considera

que hay muchos otros factores didicticos en juego...
- ¢Como cuiles?

P.- Pues mira, puede ser que no se hable mis en clase de precios
netos y precios brutos. En este caso, el problema elegido por Marta
como punto de partida no habra funcionado mis que como un anda-
mio para la construccidén de una obra matemdtica “pura”, como td
dices. También se puede dar la situacion inversa, como fue el caso en
el Instiruto Juan de Mairena. La ensenanza puede insistir mucho en
una visidén de las matemdticas como obra que permite entrar en mu-
chas otras obras, de tal manera que el contrato diddctico diga a los
alumnos: no conocéis las ecuaciones de primer grado si no sabéis
pensar con esta herramienta matematica ciertos tipos de situaciones
sociales —comerciales u otras—.

E.- Ya, pero esto es un problema curricular.

P.- Exacramente. Y también es verdad que el hacer hincapié sobre
el acceso a obras ajenas a part].r de las matematicas v, a la inversa, el
estudio de obras matemdticas a partir de cuestiones que surgen en
otros émbitos puede ser mds o menos fuerte segiin el centro docente,
el pais, la época, etc.

E.- Vale, vale, Pero tengo una pregunta. Hay algo que me sigue
molestando...

P.- Dime.

E.- ;Es esa historia de lo “concreto™!

P.-Ya

£,- Cuando veo a Marta plantear a sus alumnos los casos del pre-
cio neto y bruto, me pregunto si no estara cediendo al eslogan peda-
gogico seguin ¢l cual hay que hacer trabajar a los alumnos con proble-
mas concretos. Y me parece que la genre repite este eslogan sin saber
muy bien qué quiere decir, como un ritual al que uno se somete sin
buscarle el porqué.

P.- Entiendo.

E.- Ademds, no puedo evitar exclamar para mis adentros: jcomo
si las ecuaciones de primer grado no fueran ya algo suficientemente
complicado! ;Como si hubiera que afiadirles otras sofisticaciones so-
bre comerciantes, precios, edades, y no sé qué mas!

P.- O sea que estds en contra del eslogan de lo concreto.

E Eso mismo. ¢Tu que dices al respecto, Profesora?

P.- ;Sobre lo concreto’ Pues mira, como no nos queda mucho
tiempo, te hablaré de ello ripidamente para que Io medites luego por
tu cuenta. Lo primero que hay que saber es que en tu vida de profe-
sor —si es qu¢ acabas siendo profesor— verds desfilar muchas modas
pedagégicas, cada una con su propio eslogan. Lo que quiero mostrar-
te ahora es cémo surge una moda pedagégica. En general, la gestion
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de un proceso didictico —de un proceso de estudio— supone que se
tome en cuenta un gran nimero de variables. Una moda pedagégica
se encarga de elegir una de esas variables y afirmar que se trata de al-
go esencial. O incluso, en el caso de un “delirio pedagégico™, que se
trata de lo vinico realmente importante.

E.- ;Me puedes dar un ejemplo?

P- iLos que quicras! Tomaré estos tres: el tratamiento diferencial,
el traba]o auténomo y la evaluacién formativa.

- ¢En qué consisten?

P.- Pues mira, la primera dice que lo esencial es diferenciar la en-
senanza o sea adaptarla a las particularidades de cada alumno en
cuanto individuo singular. La segunda considera primordial el hecho
de que los alumnos trabajen de manera auténoma, que aprendan a
orgamizar y controlar su trabajo sin estar constantemente bajo la su-
pervision del profesor. Y la tercera propone que se incorpore a la
evaluacion un objetivo de formacién, dado que limitarse a medir las
actuaciones del alumno puede incluso resultar contraproducente.

E.- Ya habia oido hablar de todo esto, si...

P.- Perfecto. Porque resulta que, cuando observas una clase real,
incluso una clase de lo mis tradicional, veris que, ademds de aquellos
momentos en los que el profesor trata a todos los alumnos del mismo
modo, hay momentios en los que interviene de manera mds personali-
zada, en funcién de las necesidades de cada uno —y dentro de ciertos
limites, claro—. Asimismo, vcrds momentos en los que los alumnos
trabajan por su cuenta, de manera auténoma, fuera del control del
profesor para elaborar sus propios procedimientos, aunque sean
erréneos. Y ademas, si te pones a analizar los procesos de evaluacidn,
encontraris necesariamente que todos poseen una dimensién forma-
tiva, aunque ésta pueda estar infravalorada. ¢ Ves lo que quiero decir?

E.- 5i. ¢ Pero qué conclusién sacas de todo ello?

P.- Es muy simple: las modas pedagdgicas no son un bien absolu-
to, ni un mal absoluro. El mérito que tienen es llamar la atencién so-
bre una variable diddctica que hasta el momento se habia dejado un
poco de lado y que, a raiz de cierta evolucion del sistema de ensenan-
za, se convierte en una variable “sensible”. De todas formas, seria po-
co realista, y hasta cierto punto ridiculo, pretender que un sistema
tan complejo como es una clase se pueda manejar con una sola varia-
ble.

E.- Es el punto flaco de las modas pedagégicas...

P.- Exactamente.

E.- ;Y respecto a lo “concreto”? ;QQué interés tiene el insistir tan-
to en ello? No comprendo de qué variable didictica se podria tratar
en este caso. Porque... El problerna es que... ¢ Qué quicre decir que al-
go sea “concreto”?
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P.- ;Buena pregunta! A la que se puede dar una respuesta muy
simple... Segtin dijo, creo, un matemdtico francés, lo concreto es sim-
plemente lo abstracto que se nos ha vuelto familiar. Piénsatelo bien
para la préxima vez y retomaremos la discusidn a partir de este punto.

E.- Muy bien. Pensaré en ello... Lo abstracto cuando se vuelve fa-
miliar... Hasta la préxima, Profesora... | Y gracias!

De lo que se sabe a lo que se puede aprender

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Buenos dias.

E.- ¢Te parece que empecemos donde lo dejamos el otro dia?
¢Con el eslogan de lo concreto y todo aquello?

P.- Me parece muy bien. (Has pensado en ello?

E.- Si, por supuesto. Incluso he preparado un par de ejemplos.

- ¢Ejemplos de qué?

E.- Pues de lo concreto. Si uno quiere partir de un problema con-
creto, no esta obligado a escoger un problema como el de Marta.

P.- Claro que no.

E.- Bueno. Pues imagina que un profesor parte del siguiente pro-
blema. Lo he encontrado en un libro de dlgebra de cuando mi padre
iba a la escuela. Estaba en el capitulo titulado Problemas de primer
grado con una incdgnita. Te leo el enunciado: Cuando el reloj marca
las 12 las dos agujas coinciden. ;A qué hora volverdn a coincidir?

- jQuieres tracrme viejos recuerdos! Bueno... ¢ Y qué te inspira
este e]e1c1c10?

E.- Pues, es una buena ilustracion de problema “concreto”, en el
sentido que se le da habitualmente y también con tu definicién de “lo
abstracto que se ha vuelto familiar”. En aquella época no habian relo-
jes digitales. Un reloj con agujas era un objeto familiar para los alum-
nos de 12 afios. ¢Estds de acuerdo?

P.- Sigue...

E.- Bueno. Lo que yo creo es que los alumnos de Marta no ha-
brian podido resolver este problema, por muy concreto que sea. ;Ni
siquiera con la ayuda de Marta hubieran sabido plantear la ecuacién!

P.- ;Y qué conclusidn sacas de todo ello?

E.- Que lo de lo concreto es una trampa... Un problema concreto
no tiene por qué ser mds facil, por el mero hecho de ser concreto. Eso
es todo lo que pretendo demostrar.

- ¢No vas a afadir nada més?

E.-;Algo mas? S, que ampoco tiene por qué ser mds interesante.
i‘la me dirds qué interés puede tener ¢l problema de las agujas del re-
oj!
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P.- ;No crees que nos ayude a entrar en la obra relojera?

E.- {No te rias, Profesora! ;Qué comentario harias tii?

P.- Vamos a ver... Creo que serd mejor volver a la definicién de lo
concrero como lo abstracto que se ha vuelto familiar. Has dicho que
un re10] con agujas debia ser algo familiar para los alumnos de hace
30 6 50 arios.

E.- §i, aunque quizd un poco menos para alumnos de familias mas
modestas, pero vaya, no creo que...

P.- Quiza no te has detenido lo suficiente a pensar lo que signifi-
ca, en este contexto, la familiaridad con un objeto. Porque cuando
hablo de un objeto matemitico que se vuelve familiar, me refiero a
su familiaridad matemdtica. Y cuando dices que los alumnos de
Marta no llegarlan siquiera a plantear la ecuacidn del problema, es
porque no tienen ninguna familiaridad matemadtica con la esfera de
un reloj y sus agujas. El reloj es, sin duda alguna, un objeto concreto
para ellos en la vida de cada dfa, pero no lo es en cuanto objeto mate-
matizable.

.- Y qué me dices de los precios brutos y netos? ¢ Crees que son
objetos familiares para los alumnos? ; Matematicamente familiares?

P.- Si, si, precisamente. Por lo poco que sabemos de la clase de
Marta, es obvio que se ha realizado un trabajo importante {quizd al
abordar el tema de los porcentajes, no sé) del que resulta que las no-
ciones de precio bruto y precio neto, asi como afiadir y sacar el IVA,
etc., se han convertido en objeros matemdticamente familiares para
los alumnos. Y, ademads, son familiares en un sentido muy preciso...

E.- ;Por ejemplo?

P.- Pues en el sentido de que el precio bruto P esigual ap + 6%,
y también a p + 0,06p, o incluso a 1,06p. Recuerda que ésta es la ex-
presion que utilizan los alumnos para llegar a la solucion.

E.- De acuerdo. Pero entonces ui no hablas de lo concreto del
modo en que Jo hace todo el mundo. ;Lo tuvo no tiene nada que ver
con lo concreto del eslogan pedagégico!

P.- Puede ser. Pero tampoco estd muy alejado. Claro que segiin la
definicion que te propongo habrin cosas concretas para alguien que,
culturalmente, pueden parecer de lo mis abstracro. Considera, por
ejerplo, la funcién de dos variables f(x,y) = x*y — 3x3’ y supén que
quieres saber si tiene un méximo o un minimo cuando x e y varian
entre 0y 1. En una primera aproximacién, esta funcién te puede pa-
recer un objeto muy abstracto. Pero si la escribes como (=3x)y* + x%,
v sl supones que x tiene un valor h}o > 0, entonces te ¢rnicuentras ante
un objeto matemitico mucho mis familiar: la ecuacién de una pard-
bola, o sea un objeto que puedes manipular muy ficilmente. Por
qemplo, COImMo X €5 POSIU"O

E.- Has dicho que variaba entre 0y 1.
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P.- Si. Por lo tanto la pardbola tiene el vértice en lo alro. Ademds

sabes que la abscisa del vértice es ——=— 2( 3 7 ,0sea > . . Asi puedes imagi-

nar todas la familia de paribolas que se generan a] variarlax entre Oy
1, para luego considerar la que estd mis arriba...

E.- 84, si, ya veo.

P.- Lo importante es que, cuando trabajas como acabamos de ha-
cer con la paribola, manipulas objetos que te parecen muy Seguros,
No dudas, por ejemplo, que si el coeficiente de y” es negativo, enton-
ces la pardbola tiene forma de U invertida, etc. Todos estos objetos
que manipulas —aunque sea mentalmente— pertenecen a lo que los
didicticos llaman el miliex, el medio.

- ¢El medio? ;Como cuando se habla del medio ambiente?

P.- §i, o del medio social en el que vive una familia.

E.- Entonces todos estos objetos matemdticos que se suponen tan
concretos, familiares.., ¢ Formarian parte del medio matematico en el
que viven los alumnos?

P.- Eso mismo. Muy bien. Lo que cuenta realmente es que los ob-
jetos que forman parte de este medio han adquinido cierta familian-
dad matemdrica para los alumnos, de tal modo que su “comporta-
miento” y sus propiedades parecerin seguros, incuestionables, fuera
de roda duda.

E.- De acuerdo. Pero ¢ podemos volver a la clase de Marta?

P.- Como quieras.

E.- Hay un momento en que pide a sus alumnos lo que habria que
pagar si se calculara el IVA a partir del precio de venta del articulo
{que son 530 ptas) en vez del precio neto.

P.- §i, ya recuerdo.

E.- Y entonces lo que se ve es que, para los alumnos, calcular el
6% de 530 ptas es una operacién totalmente segura, que no da lugar a
dudas. Hallan que los impuestos ascienden a 31,8 ptas, aunque saben
que el comerciante s6lo paga 30 ptas. Pero no ponen en duda el cil-
culo; cuestionan la manera de calcular el IVA. Por lo tanto, podemos
deducir que calcular un tanto por ciento forma parte de su “medio
ambiente” matematico, ¢no es eso?

P.- Eso mismo. No dudan en ningiin momento de su cdlculo del
6% de 330 pras. Pero fijate que, aunque estén operando en el “me-
dio”, el célculo puede ser erréneo.

E.- ¢Qué quieres decir?

P.- Puede que te parezca demasiado sutil, pero en realidad es muy
sencillo. Los alumnos no dudan de ¢6mo se comportan Ios objetos
que forman parte del medio. Pero puede ser que, al manipular es-
tos objetos, cometan algin error. Por falta de atencién, por ejemplo.
Del mismo modo que yo no dudo que, si hago tal y cual gesto, abriré
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aquella ventana de detrds tuyo, aunque puede ser que la ventana esté
atascada, o yo haga mal el gesto.

E.- Vale, vale. Ya veo. Pero estaba pensando en algo distinto.

P.- ;Enqué?

E.- En teorfa, lo del precio neto y bruto, lo del IVA v todo lo de-
mds forma parte del medio de los alumnos. Pero, de repente, la profe-
sora mtroduce cierta incertidumbre en este medio. Dicho de otro
modo: a pesar de que al principio todo resultaba muy claro, de pron-
to aparece una cuesudn totalmente nueva: jcémo calcular el TVA a
partir del precio de venta?

P.- Lo acabas de describir muy bien. ;Y a qué conclusién llegas?

E.- Pues que, para controlar eficazmente el estudie de esta nueva
cuestién, los alumnos tienen que poder basarse en lo que esta claro
para ellos, en el medio.

P.- Muy bien, es exactamente eso. Bravo.

E.- Claro que, por lo que te conozco, ain debo estar lejos del fi-
nal, ;no?

P.- No, no, en absoluto. Ademds, yo también te conozco, y su-
pongo que atin quedan cosas en el aire, ;no?

E.- 81, muchas. Por eso he preparado un segundo ejemplo.

P.- Pues, adelante con éL

E.- Mira. He intentado cambiar el problcma que utiliza Marta pa-
ra presentar la idea de ecuacidn de primer grado a sus alumnos. Y en
lugar de una cuestién comercial, he considerado un problema de geo-
metria muy simple. Partimos de un tridngulo...

P.- O sea, en lugar de una cuestién extramatemaitica, has escogido
una Cuestion mtramatemarica,

E.- Eso es. Considero un tridngulo ABC, su altura AH y supongo
que BC=AH=8cm.

P.- O sea, partimos de un triangulo que no estd totalmente defini-
do.

E.- No. Falta precisar la posicién de H en el segmento BC. Pero
no imporia.

P.- Muy bien.

E.- Ahora tomo un punto D sobre AH y considero el rectingulo
MNPQ de tal manera que MN pase por D. (Dibuja en la pizarra.)

M/RN BC =AH=8cm
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P.- Por lo tanto, MN es paralela a BC y MQ, NP perpendiculares
aBC..

E.- Si. Si ahora impongo que D sea el punto medio de AH, enton-
ces por un lado MN serd la mitad de BC y por otro DH serd la mirad
de AH asi como de BC. Como MQ y NP son iguales 2 DH, tenemos
MN = MQ = NP. Resulta, pues, que MNPQ es un cuadrado.

P.- Muy bien. Pero ;ddnde esti el problema que quieres plantear
alos alumnos?

E.- Supén que tomo D de tal forma que AD sea una fraccién de
AH: AD = - AH. Se trata entonces de calcular los lados del rectangu-
lo en funcién de r. Todo esto suponiendo, claro estd, que los alumnos
estan acostumbrados a manipular tridngulos semejantes.

P.- Bucno, na sé si seria mucho pedir para alumnos de 2° de ESO,
pero lo podemos admitir.

E.- 5, sélo es un ejemplo. Tenemos pues MN = +BC = 8r y
MQ = AH - AD = 8 - 7.

P.- Por lo tanto, también presupones que los alumnos saben escri-
bir estas férmulas.

E.- Claro. Y también supongo que las saben utilizar para hallar
las distintas formas que puede tener un rectangulo. Por ejemplo, si

r= —; , tenemos un cuadrado; si ¥ = % , tenemos MN = _3_ 8=6y

MQ =38 —% ‘8=8-6=2, luezo MN = 3MQ. El rcctangulo es pues

tres veccs mds largo que alto.

P.- De acuerdo.

E.- La cuestién es la siguiente: si queremos tener un rectingulo
cuyos lados estén en una razén dada R, es decir, que sea R veces mis
largo que alto, ¢dénde hay que situar al punto D? O, dicho de otro
modo, ¢qué valor de r hay que romar?

P.- Lo que les llevaria a la ecuacién 87 = R (8 - 8r).

E.-Si... Por ejemplo, cémo elegir r para que la base sea el doble de
la altura, etc. ; Qué te parece?

P.- Sinceramente, creo que w idea no es tan buena como la de
Marta.

E.- Vale. Pero quiero saber por qué.

P.- Te lo diré. En primer lugar, date cuenta de todo el tiempo que
has necesitado para explicarme el problema. Imaginate esto en una
clase. Estarias mds tempo presentado los elementos geomérricos,
aritméticos y algebraicos necesarios para poder formular la cuestién,
que estudidndola. Esto es un problema que Marta ha sabido resolver
muy bien.

E.- Ya, porque ella se basa en elementos que ya se han estudiado
antes.
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P.- Que forman parte del medio.

L.- 5i, pero cn este caso también podriamos suponer lo mismo e
imaginar que los alumnos han trabajado anteriormente con rectingu-
tos 1nscritos en tridngulos, con el tema de la semejanza de figuras.
Con lo cual el profesm podna llegar y decir: os acorddis del proble-
ma del triangulo ABC con un rectanwulo MNPQ inscrito, etc. Y los
alumnos contestarian: si, tenfamos MN = 8- yMQ=8-8=8(1-7).

P.- Aun suponiendo que asi sucediera, tu ejemplo sigue plantean-
do una dificultad mayor,

- ¢Cudl?

P.- Podemos en efecto suponer que los alumnos han trabajado
mucho la nocién de tridngulos semejantes. E incluso podemos supo-
4 AD _ MN

AH BC

ner que, en la figura que has dibujado, la igualda =——perte-

nece al medio matemdtico de la clase.

L.- 5i, del mismo modo que el célculo de un porcentaje en la clase
de Marta.

P.- Bueno. Pero lo que resulta mucho mds dificil de imaginar es
que ocurra lo mismo con la cuestion del rectingulo v de la razon en-
tre sus lados. Yo no veo cémo se podria justificar que los alumnos
hayan adquirido tanta familiaridad con este tema...

L.- {Pucs, yo no veo tanta diferencia, Profesora!

P.- :Cémo que no? Se trata de un problema curricular. Depende
del estatuto que se da a los objetos del curriculo.

- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues 1nira, en teoria es posible pedir que, en tal o cual curso,
todos los alumnos conozcan el problema de hallar ¢l lado de un
triangulo rectingulo a partir de los otros dos.

£.- Con el teorema de Pitdgoras,

P.- Eso es. También se les puede pedir que estén muy familiariza-
dos con ¢l tema de los precios netos y brutos. Se trata, en ambos ca-
s0s, de temas claramente identificados en la cultura matemitica ele-
mental. {Pero no veo a raiz de qué t problema podria ocupar una
posicion semejante!

£.- {Pero Profesora, ¢l curriculo no es intocable! ¢Por qué se les
exige a los alumnos que conozcan ¢l teorema de Pitdgoras o como ha-
llar un precio neto a partir de un precio bruto, ¢n vez de resolver un
probiema como el mio. Hace unos dias insisuste en que el curriculo
era una obra abrerta, en cuya produccién podianmos v debiamos par-
ticipar todos. ;INo?

P.- Hombre, tienes todo el derecho del mundo a querer cambiar
el curriculo, pero ten presente —ya lo hemos discutido— que nunca
es tan sencillo como parece. Ademds, no has justificado en ningtin
momento hasta qué punto tu problema seria lo suficientemente 1nte-
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resante como para atribuirle un lugar preponderante en el curriculo.
Por uitimo, estds cambiando nuestro tema de reflexién, El tema que
nos ocupa ahora no es cambiar el curriculo, sino iniciar a los alum-
nos a la teoria elemental de ecuaciones de primer grado. Para resol-
ver una dificultad local, pretendes modificar todo el conjunto, y sélo
para hacer viable tu solucién. ;Olvidas que hay leyes diddcricas v, en
particular, leyes curriculares que no se pueden infringir ran ficil-
mente!
- 1Qué tajantc te has puesto, Profesora!

P iMucho mis dura puede llegar a ser la realidad dldacuca'

E.- Bueno, pero yo sélo intentaba satisfacer una “restriccion”
(como 14 las llamas) y para ello he intentado modificar otra restric-
cidn.

P.- Pero a otro nivel: no el de la clase sino el del curriculo. Pero no
te alarmes, tampoco hay que ponerse trigicos. Has hecho una pro-
puesta para iniciar al estudio de las ecuaciones. Yo digo que tu
propuesta choca con ciertas dificultades objetivas. Una de ellas es la
que te he explicado antes, pero hay muchas otras restricciones. Y uno
no puede dejar de romarlas en cuenta estas dificultades.

E.- ;Cuiles son las demds?

P.- Pues mira, quedamos en que Marta propone a sus alumnos un
problema nuevo que pueden resolver con las herramientas de que
disponen. Desde un punto de vista técnico, la ecuacién a la que
llegan es del tipo x + ax = b, que se puede escribir rambién como
(1+ a)x = b, y pues hallar directamente x = <o

E£.- Hasta aqui estoy de acuerdo.

P.- En cambio, con tu problema los alumnos tendrian que resol-
ver una ecuacién mucho mis complicada, del tipo ax = & - cx, o algo
asi. Desde un punto de vista didictico, no les bastard con un poco de
ayuda para resolver por si mismos {a ecuacién. Es mucho mis proba-
ble que el profesor acabe haciéndolo él en la pizarra, consiguiendo, a
lo sumo, captar su atencién,

E.- Ya veo... El profesor haria matemdticas delante de los alum-
nos, mientras que Marta hace matemdticas con sus alumnos. Quizd se
podria relacionar con la nocion de “zona de desarrollo proximo™ que
algunos psicélogos emplean a veces.

P.- ;Vuelvo a constatar que estds muy instruido! Si, creo que se
trata de puntos de vista relativamente proximos. Pero te indicaré una
pequena diferencia. Muchas veces, los autores que hablan de zona de
desarrollo préoximo utilizan esta nocion refiriéndose a un solo indivi-
duo: el que le ayuda a desarrollarse debe intervenir ¢n esta zona que
se supone distinta de un individuo a otro. En cambio, aqui se tendria
que hablar de la zona de desarrollo préximo de la clase ~—de la clase
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como comunidad de estudio—. Debemos pues suponer que esta no-
cién sigue teniendo sentido para un grupo de personas, aunque di-
chas personas no estén en el mismo “nivel de desarrollo™. En los ani-
lisis que realizamos, nos referimos a una entidad, la clase como
comunidad de estudio, y suponemos que esta entidad existe y posee
unas propiedades especificas.

E.-Ya, pero...

P.- Espera, espera. Ain me queda algo por decir. En lo que se re-
fiere a la ayuda al estudio, existe una diferencia entre el hecho de que
el profesor ayude a sus alumnos z resolver un problema y el hecho de
resolverlo él mismo delante de ellos.

F.- {Pues claro!

P.- Lo cual no deslegitima los momentos en que el profesor se
ve llevado a hacer matemdricas delante de sus alumnos. Se trata
de actuaciones distintas, pero una no es forzosamente mala y la
otra siempre buena. No estamos aqui para construir una nueva reli-
gion...

E.- No sigas, te entiendo perfectamente. Pero querria hacer una
observacion.

P.- Adelante.

F.- Has dicho que mi problema de geometria conducia a una
ecuactdn demasiado complicada...

P.- 51, respecto a la técnica que se necesita para resolver la ecua-
cion. Sies del tipo ax = b - cx, de entrada habrd que “transponer™ el
término cx del miembro de la derecha al de la izquierda. Se llega en-
tonces a ax + ¢x = b. Los algebristas drabes llamaban a esta operacién
al-jabr, que significa “restauracién”: se restaura el equilibrio en la
igualdad (de ahi viene la palabra dlgebra). Despues hay que pasar de
ax + cx = b a{a+c) x = b : es una operacién de simplificacion que se
llamaba al’'muqgibala. Y, finalmente, habfa que hacer la division:
T a+tc’

E iPero todo esto no es tan complicado!

,Que ingenuo cres! Cuando los algebristas descubrieron estos
gestos técnicos, supieron que se hallaban ante algo importante, que se
habia reahzado un progreso. Hasta tal punto fue importante que pu-
sieron nombres a sus descubrimientos. Pero, consideraciones histori-
cas aparte, recuerda lo que ocurre en la clase de Marta cuando a un
alumno se le ocurre sustituir la expresion p + 0,06p por 1,06p, es de-
cir, cuando descubre la utilidad de hacer el al-mugibala: jcree que se
rrata de algo digno de presentar a Jos demds!

E.- Es verdad... Pero ahora me estoy dando cuenta de otra dificul-
tad...

P.- Dime,
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E.- Lo que hace Marta, aunque sea importante... Vaya, que des-
pués habri que progresar. Los alumnos han descubierto la “simplifi-
cacién”, pero después tendrin que descubrir la “restauracién”.

P.- Esoes.

E.- ;Y cémo se las arreglara para seguir con el estudio de las ecua-
ciones y tratar todos los casos?

P.- Tu pregunta es un verdadero problcma de diddctica. Claro es-
td que, si quiere avanzar un poco mas con sus alumnos, puede plan—
tearles un problema como el que mencionibamos antes: el de un arti-
culo que cuesta 2,800 ptas v de un comerciante que quiere hacer un

80% de beneficio sabre el precio de venta £, con lo cual se tiene que
resolver la ecuacion 2.800 + 0,8P = P. Y para resolverla, hay que pasar
el termmo 0,8P al otro miembro de la igualdad. La operacién de “res-
taural.loﬂ €8 necesarla Para redUClrse al £aso an[erlor quc ya Sdbeﬂ
resolver,

E.- Es verdad... No estd mal... Pero tengo algo que objetar. Su-
pon que un alumno haga el siguiente razonamiento: si tenemos
2.800 + 80% P = P, es que 2.800 representa el 20% de P, es decir, una
quinta parte de P, luego P es 5 veces 2.800. ;QQué haria el profesor?
iSe le iria todo al traste!

P.- 8i, podria ser un verdadero problema. 51 quiere que los alum-
nos aprendan la técnica algebraica de resolucidn de ecuacién, con el
ﬂ[‘]’ﬂbr Y el ﬂ[)muqd‘bd[cz, entonces debe prOCufﬂf qUC, a Par[ir de
clerta momento, cualquier téenica alternativa quede totalmente des-
calificada. De todas formas, habria que ver si algin alumno de 2° de
ESO es capaz de utilizar la técnicas que has indicado. Esta técnica se
ensefiaba antaiio en los cursos de aritmética, v requeria un trabajo de
construccidn sin duda igual al de la técnica algebraica. Pero no creo
que hoy dia mucha gente la utilice espontineamente.

E.- Bueno, dejémoslo de lado. Porque hay otra cosa que no me
acaba de convencer.

P S0

E.- Con la estrategia que expones, es necesario prescntar cada vez
un problema nuevo que se resuclva con una ecuacién un poco mis
comple]a que la anterior, a fin de enriquecer la técnica de partida.
S6lo asi se puede progresar en el estudio de las ccuaciones.

P.- En efecto.

E.- jPues, entonces, la tarea del profesor resulta exwremadamente
dificil! Cad1 vez hay que buscar nuevos problemas. Ni siquiera creo
que podamos mantenernos en el Zmbito de los precios de venta... ¢ Td
qué opinas, Profesora?

- Que tienes toda la razon. No sélo puede llegar a ser muy com-
plicada, sino incluso imposible.
- ¢Qué quieres decir?
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P.- Se trata del problema de lo que podriamos llamar la “estudia-
bilidad” de una cuestién. Y, por lo menos en una primera aproxima-
cién, importa poco si el alumno estudia solo o con la ayuda del pro-
fesor.

E.- No te entiendo...

P.- Debes olvidarte un poco de la figura del profesor. Imagina
simplemente que alguien quiere estudiar el tipo de cuestiones que ha-
bitualmente designamos con la palabra “ecuacién”: en determinadas
situaciones, tenemos que hallar un mimero, la incégnita, que viene
definmdo implicitamente mediante cierta informacién.

E.-Vale.

P.- Para lanzarse al estudio que nos ocupa, nuestro estudiante de-
be buscar situaciones en las que un ndmero esté definido implicita-
mente, como el caso de los precios y el IVA. ;De acuerdo?

E.- S

P.- Ves, por tanto, que el problema es el mismo para el estudiante
que no tiene ayuda exterior que para el que debe ayudar al estudian-
te.

E.- Ya. Por eso decias que me olvidara del profesor.

P.- Eso es. Hemos visto antes que no es ficil conseguir un “mate-
rial” adaptado. Supén por ejemplo que el estudiante se plantea tu
problema del rectingulo inscrito en un triangulo: tendra que dejarlo
estar 2 medio camino porque conduce a una ecuacion que él no podri
resolver en esta primera etapa del proceso de estudio.

E.- Profesora, ¢has visto alguna vez a alguien plantearse este ti-
po de cuestiones, a alguien que buscara una situacién con un ni-
mero desconocido definido implicitamente? ; No eres un poco ut6-
pica?

- {Seguramente te sorprenderd saber que si he visto algunos
alumnos librarse a una activtdad de este tipo! Pero lo que quieres de-
cir es que, en ¢l marco escolar, esta clase de preguntas las plantea
siempre el profesor. El es el responsable de buscar o construir situa-
ciones adecuadas para el estudio. De hecho, el saber hacer didictico
de los alumnos tal y como se fomenta en la escuela presenta una ca-
rencia fundamental. Muy a menudo, demasiado a menudo, los alum-
nos son incapaces de organizar el estudio de una cuestion cualquiera
sin la ayuda del profesor. Carecen totalmente de autonomia didicti-
ca.

- :0 sea que para ti el hecho de buscar sitvaciones adecuadas
forma parte del proceso de estudio, del proceso diddctico?

- Pues claro! Si no, no hay posibilidad de estudio.

E.- Pero reconoceras que, en la escuela, este tipo de trabajo se de-
ja siempre en manos del profesor.

P.- No estés tan seguro. Aparentemente si. Pera en realidad no
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basta con que ¢l profesor presente a los alumnos situaciones adecua-
das v listas para resolver. Falta aiin que el alumno las reconozca co-
mo tales, que las sepa ubicar dentro del proceso didéctico.

E.- ;Qué quieres decir?

P.- Pues, por ejemplo, si el alumno no entiende (o no quiere en-
tender) por qué cl profesor propone tal o cual problema, lo encontra-
ra falto de interés y, por lo tanto, no entrari en el proceso de estudio.
Pero, si me dejas, quisiera avanzar un poquito.

E.- S, claro.

P.- Volvamos a lo del estudio escolar de una cuestion e imagine-
mos que el estudiante del que hablamos no sea un alumno sino un in-
vestigador de matemaucas que estudia un problema nuevo.

E.- No serdn las ecuaciones de primer grado, claro.

£.- No, por supuesto. Pero podrian ser las ecuaciones diferencia-
les estocdsticas, por ejemplo. Imaginemos que nuestro investigador
se encuentra ante una dificultad inmensa que no sabe cémo abordar.
Una parte esencial de su trabajo como investigador consiste precisa-
mente cn buscar vias de ataque al problema en cuestién. Y para ello
tendrd que buscar situaciones en las que no sélo pueda hacer algo, si-
no también controlar aquello que hace.

E-:Y?

P.- {Pues podria no encontrar ninguna via de ataque!

E.- Y abandonar alli su investigacion...

P.- E incluso podria ocurrir a nivel de toda la comunidad de in-
vestigadores, atrasando el estudio de la cuestidn por mucho tiempo.
A veces sc habla de cuestiones “intratables”.

E.- Ya, pero esto no ocurre con alumnos y cuestiones comao las
ecuaciones de primer grado.

P.- No vayas tan rdpido. Algunas cuestiones intratables para los
matematicos del siglo XVTII se resolvieron un siglo més tarde.

E.- Ya, ya. Como la cuadrawra del eirculo. {Pero, por favor, vol-
vamos a los alumnos de 2° de ESO!

P.- Tienes razén. La estudiabilidad de una cuestién es relativa.
Para los matemaricos, resulta histéricamente relativa. Por cierto, seria
interesante ver de qué manera la cuestuén de lo que se ilama ¢l teore-
ma de Fermat, que no era practicamente estudiable cuando Fermat la
formulé en el siglo XVII, se ha vuelto cada vez mas estudiable hasta
que sc ha podido “zanjar” durante estos dltimos afios. jPero volva-
mos a los alumnos!

E.- Muy bien.

{.- Podemos formular nuestro problema didactico de la siguiente
manera, Diada una cuestidn de matemdticas y dados ciertos alumnos
con clertas compelencias matemdticas, que viven en cierto medio ma-
temadrtico, jes posible encontrar o inventar situaciones cuyo estudio
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permita a estos alumnos avanzar de manera eficaz y segura en el estu-
dio de Ia cuestién propuesta?
- ;Qué complicado!
P.- ;Pero lo entiendes?
- 184, si, creo que si!

P.- Muy bien. ;Pues sigamos! Lo que me parece importante, a
partir de aqui, es aceptar la idea de que, en determinados casos, no
se pueden encontrar situaciones que cumplan tales requisitos. No
digo que sea 1mp051ble en general, digo que el profesor no dispone
—y menos aun el alumno— de ninguna situacion de ese tipo. En al-
gunos casos puede ser fdcil mventarla, pero también puede estar fue-
ra de nuestro alcance durante un periodo de tiempo mds o menos
largo.

E.- ¢Y entonces qué debe hacer ¢l profesor?

P.- En estos casos, la respuesta estd clara... en teoria. Lo dijo muy
bien una vez un colega britdnico: The good schoolmaster is known by
the number of valuable subjects that he declines to teach.

E.- O sea, que un buen profesor seria aquél que se niega a ensefiar
un tema porque no cree tener medios suficientes para conducir su es-
tudio. Estoy de acuerdo... {Pero creo que la realidad estd bien lejos de
estas consideraciones!

P.- Desgraciadamente, tienes toda la razén del mundo. Los profe-
sores se han acostumbrado a protestar a muchos niveles, pero parece
que, cuando hay que pelearse por lo mis fundamental, no queda casi
nadie.

E.- {Te estis poniendo nerviosa, Profesora!

P.- Es que me gustaria que el profesorado no estuviera siempre a
la defensiva y fuera capaz de atacar alli donde realmente vale la pena.
Pero sigamos...

E.- 5i, vale mis.

P.- Cuando uno quiere estudiar una cuestion, o ayudar a alguien a
estudiar una cuestidn, es indispensable que se procure medios de es-
rudio especificos para esa cuestidn. Lo hemos visto con las ecuacio-
nes.

- ¢Y como precisarias, en este caso, esta necesidad diddetica?

P.- Ya lo hemos visto. Hay que poder disponer de ecuaciones
bastante diversas y variadas entre si, que no sean todas o muy simples
o muy complejas. También seria bueno que el plantearmento de la
ecuacién no representara un obsticulo importante, es decir, no ab-
sorbiera todo el tiempo y esfuerzo del que se dispone (lo que vcurri-
ria, creo, con t problema de geometria). Asimismo, no habria que
caer en el error de dar todas las ecuaciones de golpe, porque se perde-
ria una idea esencial para el principiante: a saber, que la resolucién de
una ecuacion permite encontrar un nimero definido implicitamente
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y cuya determinacién parecia imposible a partir de los cilculos arit-
méticos de primaria.

E.- Yaveo...

P.- Por lo tanto, lo que necesitamos es un pequefio laboratorio
matemdtico especifico para la cuestién que queremos estudiar, Un la-
boratorio en ¢l que podamos hacer preguntas, plantear cuestiones de
manera insistente, y obtener respuestas, si uno sabe escuchar como es
debido, claro. En didictica, a este “laboratorio” también se le llama
un milien, un medio. No digo el medio, como antes, sino #n medio,
un sistema que nos permite estudiar la cuestién que nos planteamos.

E.- El medio... Y un medio... Pero, Profesora, lo que llamas un
medio, ¢también forma parte del medio, no? Porque tiene que apor-
tar respuestas al que estudia, como si se tratase de os experimentos
de un laboratorio de quimica. Para el estudiante, el comportamiento
de los objetos de este medio debe ser algo natural y seguro, ¢no?

P.- Si, es cierto. Y es importante saber que los objetos del medio
que servird de laboratorio requieren cierto trabajo previo para llegar
a formar parte del medio ambiente matemarico del estudiante.

E.- Pero entonces, Profesora, ¢el medio necesario para el estudio
de una cuestidn, no es algo asi como el material experimental que ne-
cesita todo quimtico o bidlogo? Estoy pensando en los genetistas que
trabajan con esas moscas... Creo que se llaman droséfilas. ¢ Ves lo que
quiero decir?

P.- ;Perfectamente! 51 un bislogo no sabe encontrar un material
experimental bien adaptado, el estudio que pretende realizar no serd
viable. Y tu historia de la mosca es, a mi parecer, un buen ejemplo.
¢Sabes qué fue lo que condujo a los genetstas a estudiar las drosdfi-
las?

F.- No sé. Supongo que se reproducen muy ripido, y que por lo
tanto es ficil disponer de mucho matertal experimental.

P.- Esta debe ser sin duda una de las razones. Pero lo mis proba-
ble es que, en un momento dado y para ciertos estudios de genética,
la droséfila debid representar un buen “medio”. Te explicaré por qué
con un ejemplo matemdtico que seguramente habris criticado en mis
de una ocasién.

£.- A ver.

P.- Resulta 16gico pensar que el bidlogo trabaja con droséfilas, no
porque crea que este LNSecto es una criatura apasionante en si mis-
ma...

E.- No, lo hace porque permite estudiar cuestiones que, en gene-
ral, si son esenciales.

P.- Exactamente. Pues, supén ahora que planteas a tus alumnos el
sigulente problema: Un padre tiene 33 asios y su hijo 10. Dentro de
cudnto tiempo la edad del padre sevd el doble de la del hijo? ;Ves?
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£.- jAh, ya! Para ti los problemas de padres e hijos, son una varie-
dad de mosca verde...

P.- Exactamente. Por eso mismo el estudio de estos problemas no
carece para nada de sentido —al contrario de lo que algunos preten-
den—.

E.- Vale. Lo admito. Pero no estoy tan seguro que los alumnos o
los profesores sean conscientes de ello.

P.- Es verdad. Se corre el riesgo de que el bidlogo crea que la drosé-
fila es lo tinico importante y se olvide de la problematica general. Pero
supongo que este riesgo existe tanto en ¢l aula como en las comunida-
des cientiticas —aunque no sepa ¢c6mo demostrarlo—. En estos casos,
el medio del estudio se convierte en el fin. Claro que, como decia antes,
este riesgo no serfa tan grande si la bisqueda del material, la elabora-
cién de un medio adaptado se considerara como parte del estudio.

£.- Claro. En fisica, por ejemplo, s necesario inventar un experi-
mento cada vez que se quiere poner a prueba una idea nueva.

P.- 51, y un experimento que se considere importante. Por lo mis-
mo, ¢n ¢l estudio de una cuestion matematica, incluso en clase bajo la
direccion del profesor, deberia considerarse que la creacidn v la ges-
tion de un medio adaptado son una dimensién esencial del estudio.

E.- ;Pues no nos falta camino ni nada!

P.- En efecto, porque aqui se trata de una cuestién didictica rela-
tiva al reparto de tareas entre ¢l profesor y los alumnos, es decir, una
cuestién relativa al contrato diddctico y, por lo tanto, una cuestién
dificil. Por cierto, se nos esta haciendo muy 1arde...

E.- iDéjame hacerte una tltima pregunta!

P.- Adelante.

E.- Cuando empezasteis, en el Instituro Juan de Mairena, ;qué
“droséfila” escogisteis para el estudio de ccuaciones en 2° de ESO?

P.- Buena pregunta. Ldstima que ahora no tenga tiempo para con-
testarte. Recuerda lo que te dije sobre el material ideal: en aquella
época, tuvimos una idea muy simple (y muy poco original) a partir
de la cual, para fabricar situaciones que den lugar a ecuaciones de pri-
mer grado, utlizabamos un tpo de problema general que llamaba-
mos “Pienso en un niimero”.

E.- ;Y consistia en...?

P.- Pienso, por ejemplo, en el nimero 20. Si lo divido entre 4 v le
afado 10, hallo 15, es decir, el nimero que he pensado menos 5. De
ahi resulta el enunciando siguiente: Pienso en un niimero. St lo divido
entre 4 y afiado 10, obtengo el mismo nimero disminuido de 5. ; Cudl
es ese nimero? Teniamos asi una maquinita para fabricar situaciones
que se traducen en ecuaciones. Ya te hablaré otro dia de como se uri-
liza esta miquina. Ahora me tengo que ir. Hasta la proxima.

£.- Muy bien. Gracias, Profesora.
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Entrar en una obra matematica

E.- Buenos dias Profesora.

P.- Buenos dias.

E.- Quedamos en que hoy me contarias con mds calma aquello de
“Pienso en un nimero”.

P.- Tienes razdn, lo habia olvidado, Pues mira, la idea inicial es
muy simple. Tomaré un e]emplo Supon que el profesor plde a los
alumnos que contesten a fa 51gulente pregunta: plenso en un numero;
s1 sumo 3 me da 8; ¢en qué nimero he pensado? En este caso, la res-
puesta es inmediata: el nimero es 5. Pero las cosas se pueden compli-
car muy deprisa. Pienso en un niimero; si lo multiplico por 2 y sumo
6 me da 20; sen qué nimero he pensado?

E.- Aqui los alumnos tienen que hacer el cilculo al revés. Sia 20 le
resto 6 me da 2 veces el nimero; como la resta es 14, el nimero es 7.

P.- §i, exactamente.

E.- Bueno. Pero aqui aiin no hay ecuactones. (3, mejor dlcho, se
puede contestar a la pregunta sin necesidad de escribir una ecuacién e
intentar resolverla.

P.- De hecho esto es lo que buscamos.

E.- Pero entonces no lo entiendo. El otro dia te hice notar que se
podia resolver la ecuacién 2.800 + 0,8P = P sin necesidad de escribir-
la, observande que 2.800 tenia que ser el 20% de P, y que P era 5 ve-
ces 2.800...

P.- ;Y bien?

E.- Pues, me dijiste que esto requeria unos conocimientos de arit-
mérica que los alumnos no tenian. ;Y ahora me hablas de una solu-
¢16n que se apoya totalmente en estos conocimientos!

P.- Es cierto, pero mantengo lo dicho. Ti me hablaste ese dia de
una posibilidad que me parecié muy remota porque los alumnos no
aprenden ese tipo de técnica.

- ¢Qué técnica?

P.- Fijate, ante la ecuacidn 2.800 + 0,5x = x, i dices: 2.800 repre-
sentan el 50% de x, luego x es 2 veces 2.800, o sea 5.600. Al hacer es-
tos cilculos, pones en prictica una técnica, una “manera de hacer”
determinada.

E.- No es verdad, a mi me parece algo natural.

P.- {Natural, qué palabra mds ingenua! Nada es natural, hombre.
Esta es otra de las creencias de las que pronto tendris que librarte.

E.- No entiendo nada.

P.- Me explicaré. Considera una ecuacién como... digamos...
2.800 + 3,2x = 4x, e intenta resolverla como has hecho con Iz otra, es
decir, con la misma técnica.

E.- Aqui no puedo, jen este caso no funciona!
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P.- Aji. Pues tomemos un ejemplo mis sencillo. Una ecuacién co-
mo la de antes, por ejemplo 2,800 + 0,6x = x.

E.- A ver, En este caso tenemos que 2.800 es el 40% de x, luepo el
20% de x es 1.400, y x es 5 veces 1.400, o sea ... 7.000, Ha sido un po-
co mds complicado, pero también sale.

P.- Hasta aqui estamos de acuerdo. La idea que utilizas es que six
se puede escribir como algo mds 0,6x , es que ese algo es 0,4x, es de-
cir, el 40% de x.

E.- Esa es la idea de base. Pero luego hay que pasar al 100% de x
para sacar x.

P.- Muy bien. Y al hacerlo resuelves la dificultad principal: el he-
cho que la x esté definida implicitamente, como deciamos el otro
dia...

£.- 51, y llegamos a 0,4x = 2.800, de donde podemos sacar x divi-
diendo por 0,4. Yo utilizaba tantos por ciento, pero quizd no sea ne-
cesario. De 2.800 + 0,6x = x puedo pasar directamente a 2.800 = 0,4x,
y ahora x es 2.800 dividido entre 0,4. Muy bien. Pero la verdad, Pro-
fesora, no veo por qué haces hincapié en todo esto.

P.- Te lo diré enseguida. Pero antes volvamos a la ecuacién de
partida: 2.800 + 3,2x = +x.

E.- Bueno. Pero no veo cédmo desarrollar aqui la idea que hemos
utilizado. Necesitaria que a la derecha sélo hubiera una x y no 4...

P.- jPues divide entre 4, hombre! ;Qué encuentras?

E.- :Dividiendo entre 4? ;Claro! ;Qué tonto soy! 700 + 0,8x = x.
Ya estamos en el caso anterior. 700 es el 20% de x, y pues x vale 700
dividido por 0,2, es decir, 3.500.

P.- Muy bien. Como ves, t técnica también funciona con esta
ecuacién.

E.- Si. Claro que aqui seria mais simple restar 3,2x a los dos miem-
bros de la ecuacion, porque se llega a lo mismo: 0,8x = 2.800 y
x = 2.800:0,8.

P.- Pero entonces recurririas a la técnica habitual de resolucién de
ecuaciones. ;No te acuerdas? Es la técnica que los drabes llamaban
al-jabr. En cambio tu técnica no lo necesita: se divide pero no se res-
fa.

E.- §i que se resta: cuando teniamos 700 + 0,8x = x y decfamos
que 700 era 0,2x, estibamos restando 0,8 de 1. Lo hago mentalmente,
1 - 0,8 = 0,2, pero ¢s una resta igualmente.

P.- No vayas tan ripido. Ten en cuenta que, con la técnica usual,
sale 4x - 3,2x. En cambio, con tu técnica, restas C,8 de 1. No hay nin-
guna x; sélo trabajas con mimeros.

E.- Bueno...

P.- Pero hay algo mds. Cuando dices que haces la resta 1 — 0,8
mentalmente, no es del todo cierto. En realidad no utilizas <l algorit-
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mo de la resta que te ensenaron en 13 ESCUEIH. LO que haCeS es buscar
qué hay que afadir a 0,8 para obtener 1. Digamos que buscas el
“complemento” de 0,8 a la umdad.

E.- De acuerdo.

P.- Pues ahora, st te parece bien, vamos a hacer un ejercicio.
Consideremos la ecuacion 630 + 4,2x = 7x. Te propongo que la re-
suelvas primero con la técnica habrrual...

E.- La que se ensefia a los alumnos.

P.- Si. Y después la resuelves con tu técnica, que podriamos llamar
la “récnica del complemento a la unidad”. ;Ves por qué?

E.-Si.

P.- Pues venga. (El Estudiante separa la pizarra en 2 y escribe. )

630 + 4,2x=7x 630+ 4,2x =7x
630=7x—4,2x 90 + 0,6x =x
630 = 2,8x 90 = 0,4x
x=630:28 x=90:04

P.- Muy bien. Ahora mira lo que has escrito. Ves que has hecho
dos cosas diferentes que ademds te conducen a dos expresiones dis-
LINLas para x.

E.- ;Distintas en la forma, pero de hecho equivalentes!

P.- Claro. Pero fijate que en los dos casos has hecho un trabajo
matemitico especifico. Alguien podria muy bien ser capaz de hacer el
uno y no el otro. De hecho, se trata de dos técnicas diferentes.

E.- Creo que empiezo a entender... En una s¢ puede utilizar la no-
cién de tanto por ciento, que permite hacer el complemento a la uni-
dad como dices ti; y en la otra no.

P.- Precisamente, lo que yo te queria hacer entender es que, aun-
que el hecho de utithzarla nocién de tanto por ciento te parezca natu-
ral, se trata de algo previamente construido, y que seguramente no es
natural para los alumnos de los que hablamos. En cambio hacer el pe-
querio trabajo aritmético que consiste en encontrar un nimero tal
que si lo multiplicamos por 2 y afiadimos 4 nos da 14, esto es algo
que si se ha vuelto “natural” para ellos.

E.- ;Podriamos decir que forma parte de su medio matematico?

P.- §i. Y de algo que podria no formar parte del medio, pero que
estd alli gracias al trabajo realizado en los cursos anteriores.

E.- Ya veo. Pues, si me permites, ahora me gustaria volver al prin-
cipio, cuando se pide a los alumnos que encuentren un nimero solu-
cién de la ecuacidén 3x + 7 = 25, o algo asi. En realidad, ellos no re-
suelven la ecuacidn en el sentido habitual de “resolver una ecuacién®,
es decir, aislando la x y todo eso. Y sin embargo esto es lo que se
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quiere que aprendan. Entonces ;de qué sirve empezar con todo aque-
llo? Parece como si se les llevara por una pista falsa...

P.- Pues mira, no estoy de acuerdo contigo. En realidad hay dos
razones de peso que explican lz tictica usada en este caso. La primera
es que les ayuda a identificar cierto tipo de problemas: los del tipo
“Pienso en un nimero...”. Supongo que, desde un punto de vista ma-
temdtico, ves bien a qué me refiero: se busca un namero que cumple
cterta condicion y no se tiene mis informacion sobre el nimero que
la condicién que cumple. Lo mejor para que los alumnos identifi-
quen rdpidamente este tipo de problemas es que se encuentren con
algun cjemplar, y ain mejor si se resuelve ficilmente.

E.- ;Qué quiere decir?

P- Pues, 31mplemente un problema para el que dlsponen previa-
mente de una técnica. Eso es todo. No conocen la téenica habitual
—ni, por supuesto, la del complemento a la unidad—, pero si una
técnica local, espontdnea y muy limitada. Para identificar un tipo de
problemas, no hay nada como explorarlo a través de problemas que
uno sabe resolver. jPorque un problema resuelo tiene mucha mds
presencia que un problema que no sabemos ni cémo abordar!

E.- Me lo creo. Y se encontrardn con que la téenica espontnea no
les permite ir muy lejos.

P.- Exactamente. Y hay que aprovechar estas limitaciones. El upo
de problema existe, ha resuelto ecuaciones cierto nimero de veces, ¥
de repente se les propone un problema del mismo tipo sobre el que
su técnica fracasa.

E.- ;Por ejemplo?

P.- Por ejemplo, el profesor dird: “Pienso en un nimero. Cuando
fo multiplico por 2 y le afiado 14, encuentro lo mismo que cuando lo
multiplico por 3 y le afiado 6.” Y aqui, como puedes suponer, los
alumnos no saben qué contestar. O dicen un nimero al azar.

E.- Si. Pero en realidad la ecuacion de la que hablas no es del mis-
mo tipo que las que saben resolver.

P.- Todo depende de cémo se mire. De hecho, podriamos soste-
ner que se trata de un subtipo diferente. Para nosotros estd muy cla-
ro: ellos saben resolver ecuaciones de tipo ax + & = ¢, y aqui se les
plantea una ecuacién del tipo ax + b= cx + d.

E.- Esoes.

P.- Pero, llegados a este punto, los alumnos no tienen los medios
necesarios para hacer este tipo de distinciones. Precisamente porque
atin no han escrito ninguna ecuacién: hasta ahora todo ¢l trabajo se
hacia oralmente.

E Un momento, Profesora.

- ¢Qué pasa?
E Hablando de oral y escrito... Respecto a la técnica del comple-
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mento a la unidad, hemos considerado la ecuacién 2.800 + 3,2x = 4x.
Y, para que yo pudiera aplicar mi técnica, habia que dividir la ecua-
cidn entre 4 para reducirse a la ecuacién 700 + 0,8x = x.

P-Si

E.- Pero para hacer esta divisién, pnmero hay que haber escrito la
ecuacién. No se puede realizg.r oralmente!

P.- Tienes toda la razon. Este es un caso claro de “gesto téenico”
que no se puede llevar a cabo si la ecuacién no existe en su forma es-
crita. Pero te recuerdo que no se les pide esto a los alumnos; la ecua-
cidén que mencionamos antes era sélo un ejemplo entre nosotros.

E.- Vale, vale. Por lo tanto, hasta el momento, los alumnos sélo
han resuelto ecuaciones del tipo ax + £ = ¢ y sdlo conocen estas ecua-
clones en su forma oral: “Pienso en un ndmero”, etc,

P.- Eso es. Todavia no han escrito ninguna ecuacién. Lo que han
hecho hasta ahora no es mds que una adivinanza para ellos. Y la ma-
nera de encontrar la solucién de la adivinanza no es escribiendo, sino
con un pequefio cilculo oral o, mejor dicho, mental.

E.- Estamos de acuerdo. Pero entonces ¢¢émo se pasa a la escritu-
ra de las ecuaciones?

P.- Buena pregunta... Aunque eso no es lo mds importante.

E.- ;Y qué es lo mds importante?

P.- El paso del que hablas es en realidad el primer paso de una
obra matemdtica a otra. ; Enticndes?

E.-No...

P.- Es el paso de la aritmética al ilgebra.

E.- Pero en ariomérica también hay escritura...

P.- 51, pero sélo se escriben cilculos numéricos. Para resolver arit-
méticamente lo que para nosotros seria la ecuacién 2x + 6 = 20, por
ejemplo, se utliza un discurso, del tipo “si ¢l doble del nimero au-
mentado de 6 es 20, entonces el doble vale 2C menos 6, es decir, 14, v
el niimero vale la nutad de 14, es decir 7”. El discurso es la parte esen-
cial del trabajo realizado. Y también, claro, el cdlculo mental: hay que
poder calcular 20 menos 6 y 14 dividido entre 2... En algunos casos,
cuando los niimeros son muy grandes, rambién se pueden escribir las
operaciones; pero estas sub-etapas escritas del trabajo son secunda-
rias, accesorias.

E.- Ya veo.

P.- Dicho sea de paso, el énfasis que se ponfa antafio en el cdlculo
mental se basaba en parte en esta exigencia de la aritmética: no in-
terrumpir el discurso, es decir, el trabajo matemitico, con tareas de
cilculo escriro.

E.- 51, si, ya lo cntiendo. En antmética lo importante es el discur-
so. Y supongo que también dirds que en dlgebra la escritura se vuelve
imprescindible,
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P.- Algo asi. Mira, te pondré un ejemplo. Volvamos a la ecuacién
de antes. Resolverla algebraicamente ya no consiste en hacer un dis-
curso, sino en manipular signos escritos sobre una hoja de papel o
una pizarra, asi. (Escribe en la pizarra.)

2x+6 =20
2x=20-6=14
x=14:2=7.

E.- Vale. Ya veo lo que qmeres decir. Y supongo que lo que vaa
hacer el profesor en clase es ensefiar a los alumnos a escribir ecuacio-
nes. Si dice: “pienso en un nimero; cuando lo multiplico por 2 y
le afiado 14, encuentro lo mismo que cuando lo multiplico por 3 y le
anado 6”, entonces los alumnos tendrin que llegar a ser capaces de
escribir 2x + 14 =3x + 6.

P.-Esoes...

E.- Y entonces supongo que el profesor les dird: “Ahora hay
que poner todas las x en un lado y los niimeros en el otro lado del
signo =", ete.

P.- No, no, para nada.

£.- ;Coémo que no?

P.- Mira, es verdad que se les ensefia a escribir ecuaciones. Se trata
de una invencién extraordinaria dentro de la historia de la humani-
dad, y me parece muy dificil no decir a los alumnos, de una manerau
otra: “Vamos a escribir la adivinanza.” Pero al mismo tiempo, esta
etapa crucial debe haber estado muy preparada...

E.- ;Cémo lo haciais vosotros?

P.- Seria muy largo de contar. Pero te lo intentaré resumir en po-
cas palabras. Supongamos que los alumnos han estado trabajando Ia
nocién de programa de cilculo —de cilculo ariumérico, claro—. Por
ejemplo, tomar el doble de un mimero y anadirle 14, tomar el triple
de un nimero y afadirle 6, etc. El primer programa de cilculo se es-
cribe 2x + 14 v el segundo 3x + 6. Para x = 2, por ejemplo, el primer
programa da 18 v el segundo 12.

E.- Vale.

P.- A parur de aqui, hay que hallar un niimero para el que los dos
programas den el mismo resultado, es decir, un niimero x wl que
2x+ 14=3x t+ 6.

E.-Ya. Y ellos saben que esto no vale para cualquier ndmero.

P.- Eso mismo.

L.- Pero ahora deben aprender a sacar de ¢sta igualdad el valor de

x. jEs lo que yo decia!

P.- Cierto. Ese es el ob]envo Pero las cosas no resultan ni tan ra-

pidas ni ficiles como parecia.
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E.- Profesora, ;puedo hacer un comentario?

.- Por supuesto.

E.- Antes hemos hablado de la técnica habitual, 1a que se suele en-
seiar a los alumnos. Y después examinamos mt téenica, la que me ha-
bia inventado.

P.- ;Y bien?

E.- Pues sigo pensando que mi técnica es mds inteligente que la
otra, y no lo digo porque sea mia.

P.- Explicate.

E.- Con mi técnica hay que pensar, en cambio con la técnica habi-
tual se hacen las cosas mecdnicamente, aplicando una receta.

P.- No obstante, cuando te pedi que resolvieras la ecuacién
2.800 + 3,2x = 4x, me parecié que te quedabas en blanco, cuando en
realidad resolver esta ecuacidn con la técnica habitual es una naderia.
iO sea que prefieres lo dificil a lo ficil, vaya! E incluso cuando no lo
sabes hacer... A ver ;td qué harias para resolver una ecuacidn del u-
po.. 2{x-10) = 16 —x?

E.- jHombre claro! ;Con ésta no se puede! Pero...

P.- Tu técnica en realidad tiene un alcance muy limitado. Y si no
te gustan las recetas, jalld vd! Eres libre de resolver cada dia un pro-
blema nuevo para ir a comprar el periédico. Pero la mayoria de la
gente preferimos que las tareas no resulten problematicas. jy desde
luego los matematicos no trabajan para alimentar perversiones como
las tuyas!

E.- No, no, Profesora. Lo que yo queria decir es que, al final, se
acabard dando a los alumnos un algoritmo que éstos se limirarin a
aplicar, sin ir més alla.

P.- Pues mira, no es verdad. Es lo que te decia antes. Scamos cla-
ros. Hay un aspecto muy importante que los alumnos tienen que
descubrir. Y ese aspecto es, precisamente, que, para resolver ecuacio-
nes de primer grado, existe una receta. Esto es lo que hay que traba-
jar: el descubrimiento de la receta, el hecho de que existe una manera
determinada de manipular las ecuaciones escritas para hallar el valor
de la x. T sabes muy bien que, en matematicas, no siempre existen
este tipo de recetas. Y mucho menos en la vida cotidiana. Ademis,
cuando e!cisten, serfa un error querer prescindir de ellas.

E.- ¢Por qué hablas de recetas y no de algontmas>

P.- Uy iEsc es otro problema! O quizi no tanto... La palabra
“algontmo se unilizaba antafio en un sentido mucho mis amplio
que el de receta. Histéricamente, “algoritmo” designaba cualquier
cdlculo con cifras. Era, si quieres, la obra aritmética de la que habli-
bamos.

E.- ;Por oposicidn a qué?

P.- Al célculo con fichas o con un dbaco. En fin, al cdlculo sin las
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cifras indodrabes que todos utilizamos en la actualidad. Pero serd me-
jor no entrar en este tema. Puedes consultar cualquier libro de histo-
ria de las matemdticas si te interesa ahondar en la cuesudn.

E.- Muy bien. ¢Pero en qué quedamos respecto a la palahra “algo-
riomo™?

P.- Pues mira, del mismo modo que se puede hablar del algoritmo
aritmético, también se puede hablar del algoritmo algebraico, desig-
nando con ello al conjunto de lo que se puede hacer con el lenguaje
algebraico elemental. También se podria hablar del algoritmo vecto-
rial. Como ves, no se trata tanto de un algoritmo en el sentido de re-
ceta, sino de sistema general de cdlculo.

£.- §i. La distinci6n era pues una pura cuestién de vocabulario.

P.- No del todo. Nunca nada es s6/o una cuestién de vocabulario.
Volvamos a las ecuaciones que los alumnos tienen que aprender a
plantear: 2x + 14 = 3x + 6, 2(x + 10) = 16 — x, etc. La idea principal
con la que sc trabaja es que se pucde hallar el valor de la x manipulan-
do cstas igualdades.

E.- ;“Manipular” las igualdades significa utilizar el zlgoritmo al-
gebraico?

P.- Eso es. S6lo que no se explica a los alumnos la manera exacta
en que se puede —o se debe— manipularlas. Se trata precisamente de
que descubran las manipulaciones mds eficaces, es decir, la técnica
habitual. Lo que se hace es, por decirlo de alguna manera, explorar
con ellos ¢l algoritno algebraico.

E.- ;Y en qué consiste concretamente esa exploracién?

P.- Supongo que a ti te costard verlo al principio, porque la técni-
ca habitual te es demasiado famniliar como para que adivines, por tan-
teos, como se puede reconstruir. Te daré un ejemplo.

E.- Vale.

P.- Tomemos la ecnacidén 2x + 14 = 3x + 6. T ves en seguida que
x = 14 — 6. Muy bien. Y ése es el camino que los alumnos deberin
acabar por descubrir, porque es el mas corto y seguro para llegar al
resultado.

E.- Ciertamente.

P.- Sélo que, para llegar hasta ahi, hay que persuadirse primero de
que se puede manipular las x del mismo modo que se manipulan los
numeros. O sea, en este caso, que se puede restar 2x de los dos miem-
bros de la ecuacidn.

E.- ¢Y acaso esto no es evidente?

P.- No. Sup6n por un instante que a un alumno se Je ocurre hacer
lo siguiente: escribe el primer miembro de la ecuacién como
2x + 6 + 8, v el segundo miembro como 2x + 6 + x.

E.- ;T crees que a alguien se le ocurriria hacer eso?

P.- §i, a estos alumnos si, porque antes han estado trabajando mu-
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cho con programas de cilculo. Y han escrito decenas de veces progra-
mas de cilculo equivalentes bajo formas distintas; en cambio, nunca
han intentado modificar los dos miembros de una igualdad literal res-
tando la x.

E.- Ya veo.

P.- Supongamos entonces que el alumno escribe: 2x + 6+ 8 =2x + 6 + x.
Llegado a este punto, puede que haga el siguiente razonamiento, si-
milar al que hacia con las primeras “ecuaciones-adivinanzas™: “afiadir
8 a 2x + 6 es lo mismo que afiadirle x. Luego x vale 8.7

E.- ;Se necesita mucha imaginacién!

P.- §i, por lo menos cuando se hace por primera vez. Conside-
remos ahora la ecuacién 2x + 15 = 4x + 1. La segunda vez se ve mds
rapido que se puede escribir 2x + 1 + 14 = 2x + 1 + 2x, y pues que
2x = 14. Fl doble del niimero vale 14, luego el nuimero es 7.

E.- Y volvemos asi a un trabajo de tipo aritmético.

P.- Eso es. Porque en esta etapa del estudio, ain no hemos entra-
do del todo en la obra algebraica, quiero decir en el algoritmo alge-
braico. Falta por descubrir que uno puede entrar todavia mis en ella,
y que merece la pena. Es importante descubrir que no es necesario
buscar cada vez un “truquillo” nuevo, que hay manipulaciones sim-
ples que se repiten y conducen de manera rapida y segura al resultado
final. jDescubrir que existe una receta, vaya!

E.- He aqui la base del trabajo de entrada en la obra algebraica,

P.- Exacto.

E.- Si tc parece, me gustaria comprobar que lo he entendido todo
bien. Por ejemplo, tomemos la dliima ecuacidn, 2x + 14 = 3x + 6. Su-
pusimos que a alguien se le ocurriria escribir (2x + 6) + 8§ = (2x + 6) + x,
y que llegaria a la conclusién de que x = 8.

P.- §i. Te puede parecer una idea un tanto barroca, pero lo normal
es que, cuando se aborda un tipo de problema nuevo, la téenica habi-
twal no sea lo primero que salga. Al principio siempre hay muchos
ensayos, desvios, descubrimientos curiosos. 1Y eso que sélo hemos
tomado un ejemplo!

E.- Si, si, vale. Ya lo he entendido. Ahora lo que quiero es intentar
imaginar lo que viene después. Supongamos que, en la clase, se parte
efectivamente de esa manipulacién después de haber sido propuesta
por un alumno. Resulta posible imaginar que, al repetir este trabajo,
los alumnos se darin cuenta que no es necesario ir tan lejos. Basta
con aislar una x de cada miembro, x + (x + 14) = (2x + 6) + x, para de-
ducir que x + 14 = 2Zx + 6, y luego, del mismo modo, que 14=x +6. Y
entonces se pueden dar cuenta de que esto equivale a restar 2x a los
dos miembros de la ecuacion.

P.- Eso es, Aunque, claro, no todo va tan ripido como ti lo cuen-
tas. Y hay que tener en cuenta, ademds, que ¢l hecho de que sea mejor
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restar de golpe 2x a cada micmbro tiene que aparecer como una con-
quista de los alumnos...

E.- Como un descubrimicnto.

P.- 5i. Y a parur de ahi tendrdn que renunciar a los pequenios pla-
ceres de encontrar, ¢n cada caso, un truquillo especitico para cada
ecuacion parncular iUn pequeio placer al que, por cierto, el otro dia
ti mismo no querias renunciar, en nombre de la mtehgencta o de no
s¢ qué!

E.- Vale, vale. Porque entonces no tuve en cuenta que también
existe el placer de ver emerger una técnica general, valida para mu-
chos casos.

P.- {Veo que sientas la cabeza! En efecto, ]a repeticion también es
una fuente de placer. Ademais, no olvides que una técnica no sc cons-
truye en un solo dia. Habrd que adaprarla constantemente a nuevos
subtipos de ecuaciones, ampliar su alcance y lograr que se convierta
en una técnica cada vez mds general.

E.- ;Mis general?

P.- Claro, para que permita resolver problemas como: un mimero
es tal que si le restamos 7 a su mitad obtenemos lo mismo que si le
sumamos 2 a su onceava parte..,

E.- O sea, = 5 7‘—11 + 2.

P.- 8. Como ves, en este caso la técnica que se ha constrmdo en
clase también funciona.

E.- Ya, pero eso no debe ser tan evidente para los alumnos.

P.- Y aunque lo fuera, hay que enr |queccr la técnica con un gesto
nuevo, para que perrita resolver este tipo de ecuacion de manera efi-
caz y fiable.

E.- Ya veo: hay que quitar los denominadores, y después ya esta-
remos en ¢l caso anterior. Lo empiezo a entender. 51,

P.- Perfecto. Pues aqui tienes el niicleo de! proceso. El resto, que
no por ello es menos importante, te lo tendrds que imaginar... Ya es
tarde ¥ lo tenemos que dejar aqui. Espero que con esto empicces a
entender mejor como funcionan las “reconstrucciones escolares” de
las obras matemdticas.

E.- No sé... En todo caso si sé algo mais sobre la obra algebraica.
Muchas gracias Profesora v hasta la préxima.



SINTESIS 3

En estos Didlogos, la Profesora presenta un problema didictico
muy dificil y a la vez muy general. Se parte de una obra matemati-
ca —en este caso del dlgebra elemental— y de un grupo de personas
—auna clase de 2° de ESO con su profesor— dispuestas a estudiar esta
obra y que tienen, de entrada, cierta familiaridad con determinados
objetos matematicos y con determinadas maneras de utlizarlos. El
problema que se plantea es encontrar o inventar situaciones que
constituyan un buen “laboratorio” para que dicho grupo de personas
pueda avanzar eficazmente en el estudio de la obra considerada. De
los Didlogos se desprende que una situacién adaprada al estudio de
una nueva cuestién debe cumplir dos condiciones inseparables:

(1) La situacién se debe poder elaborar con materiales pertene-
cientes al medio matematico de los alumnos, es decir, al conjunto de
objetos cuyas propiedades se dan mds o menos por sentado y que se
pueden manipular de forma bastante segura. No es suficiente, en
efecto, que los alumnos tengan una mera familiandad cultsral con di-
chos objetos. Es preciso que tengan con ellos una verdadera familia-
ridad matemadtica.

{2) La siruacién debe ser susceptible de generar algunas de las
cuestiones que dan origen a la obra que s quicre estudiar. Esto signi-
fica que mediante una pequefia variacién de ciertas tareas y cuestio-
nes conocidas por los alumnos, ha de ser pOSlble provocar la apari-
c16n de los principales tipos de problemas v técnicas que componen
la obra en cuesudn.

Naturalmente, puede darse ¢l caso (y quizi sea esto lo més habi-
tual) que, para una obra matemdtica concreta y un grupo determina-
do de alumnos, no se conozca ninguna situacién que permita hacer
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avanzar de manera dptima a los alumnos en el estudio de la obra con-
siderada, lo cual significaria que el problema didictico planteado no
tiene una solucién conocida. Puede ocurrir, por ejemplo, que no se
conozca la razén de ser de la obra objeto de estudio o que no se en-
cutentre una cuestion inicial que permita generarla. También puede
OCUTIr que, aunque se CONOZca una cuestién apropiada, no se sepa
cémo realizar concretamente su “implementacién diddctica” en el
medio matemdrico disponible para los alumnos.

Por e]emplo, no parece que existz un acuerdo unanime sobre lo
que seria una situacién Gptima para que los alumnos de secundaria
puedan pasar del estudio de la “obra arirmética™ al estudio de la
“obra algebraica”. En el Episodio, Marta intenta iniciar a sus alumnos
de segundo de ESO a las ecuaciones de primer grado, entendiendo
éstas como la puerta de entrada a la obra algebraica. 1.a estrategia uti-
lizada consiste, esencialmente, en pasar de ciertos problemas simples
y conocidos por sus alumnos sobre el cilculo de porcentajes e im-
pucstos, a los correspondientes problemas “inversos” que surgen al
permutar entre si fos datos y las incégnitas.

El Estudiante propone, como posible alternativa, una situacién
geométrica que es desautorizada por la Profesora por no cumplir
las condiciones que hemos citado: con base en ¢l curriculo de mate-
miticas actual, no es previsible que los alumnos de segundo de ESO
tengan la familiaridad matemdrica necesaria con los objetos que
constituyen dicha situacion. Ademds, la ecuacién de primer grado
que permite cstudiar esta situacién es técnicamente mis complicada
que la que resulta de la situacién de los impuestos propuesta por
Marta.

La propia Profesora, aunque considera relativamente adecuada la
situacién utilizada por Marta, propone una situacion diferente gene-
rada por problemas-adivinanza del tipo “pienso en un nimero”. La
estrategia consiste aqui en pasar de unos problemas resolubles me-
diante una técnica muy fiable pero esencialmente oral, a problemas
del mismo tipo en los que la técnica anterior fracasa —porque se re-
quiere la manipulacién imprescindible de signos escritos: el “plan-
teo” de una ecuacidn y su resolucién—. La propuesta de la Profesora
presupone, asi, otra forma de entender la “entrada en la obra alge-
braica”. Pero, en definitiva, deja abierto el problema de la existencia
de una situacién éptima para este propésito.

Solo en caso de disponer de una situacién diddctica adaprada al
estudio de una cuestién matemdtica, puede plantearse con propiedad

el problema de gestionarla adecuadamente. Es en este punto donde
entra en juego la pericia del profesor, esto es, el grado en que éste do-
mina las técnicas diddcticas pertinentes para poner en marcha la si-
tuacién.
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Pero incluso si se dispone de una buena situacidn para avanzar en
el estudio de la cuestion planteada, no todo queda en manos del saber
hacer del profesor. El rendimiento de las técnicas diddcticas depende
ante todo del contrato diddctico en el que actian conjuntamente pro-
fesor v alumnos. Es éste el que define lo que seri posible o imposible
hacer ¢n clasc, lo que tendra seniido para los alumnos v el profesor
de una manera compartida. Antes de ser eficaces, las técnicas didacu-
cas tienen que ser aceptables y significativas para los actores del siste-
ma didicrico.

Si queremos comprender el funcionamiento de una clase de mate-
mdticas, no basta con observar lo que hacen el profesor y los alum-
nos; tampoco cs suficiente describir las técnicas diddcticas que utili-
zan (los unos para estudiar, el otro para dirigir su estudio) ni cl
dominio que muestran de las mismas. Para entender los hechos di-
décticos que pueden observarse en una clase de matemudticas, ¢s pre-
ciso interrogarse sobre la estudiabilidad de la cuestion matemitica
planteada y sobre las restricciones que emanan del contrato diddcri-
co.
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COMENTARIOS Y PROFUNDIZACIONES 3

Si entendemos la ensefianza como una ayuda al estudio, la organi-
zacidn del proceso de ensefianza debe de hacerse en funcién de la es-
tructura global del proceso de estudio. Plantearemos aqui el proble-
ma de la organizacién material de una ensefianza que pretenda
ayudar de la mejor forma posible a llevar a cabo el proceso de estudio
o proceso diddctico.

1. La formacién de un sistema didactico

Se forma un sisterna didsctico cada vez que algunas personas se en-
frentan a una cuestién cuya respuesta no es evidente y deciden hacer
algo para resolverla. En este caso, las personas se convierten en estu-
diantes de la cuestién, sin que por ello deban ser forzosamente alum-
nos. De hecho, los estudiantes podrian ser investigadores de matemd-
ticas, bidlogos, quimicos, economistas e incluso musicos o pintores
que se plantean cuestiones matemadticas para utilizar las respuestas en
su trabajo. También puede tratarse, claro estd, de profesores que estu-
dian cuestiones de matemauicas en el marco de su actividad docente.

Para llevar a cabo la tarea problemdtica que tienen entre manos,
los estudiantes pueden recurrir a la ayuda de un director de estudio.
En el caso de que los estudiantes sean ademds alumnos de una es-
cuela, instituto o universidad, la funcién de director de estudio suele
desempefiarla un profesor. Pero también pucde suceder que los estu-
diantes prescindan de toda ayuda exterior. En el primer caso tendre-
mos un sistema diddctico formado por un grupo de estudiantes, un
director y una cuestion matemdtica por estudiar, mientras que en el
segundo caso tendremos un sistema antodiddcrico. El investigador
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que se instruye sobre un tema matemdtico para progresar en sus in-
vestigaciones o el profesor que estudia alguna cuestién de matemadti-
cas para poder ensefarla mejor, constituyen dos casos tipicos de sis-
temas autodidacticos.

Un gropo de estudiantes que busca en una obra matematica respuestas
a ciertas cuestiones puede pedir ayuda a un director de estudio: se cons-
tituye de esta forma un sistema diddetico, formado en primera instancta
por las cuestiones matematicas {o la obra matemitica que da respuesta a
dichas cuestiones), los estudiantes y el director de estudio. Si el grupo es-
tudia por su cuenta, se constituye un sistema autodidictico.

2. Comunidades de estudio e “individualizacién de la ensefianza”

Vimos en la unidad anterior que la cuestién a la que uno se en-
{renta remite, casi sin excepeidn, a cierto tipo de cuestiones. Del mis-
mo modo, es también muy poco frecuente que sea una #nica persona
la que se lance al estudio de una cuestion: generalmente la gente se
agrupa para compartir el esfuerzo y los logros, formando asi una co-
mumdad de estudio.

Naturalmente existen casos ex-
tremos en los que el grupo empieza
por una sola persona, pero esta si-
tuacion no se prolonga nunca mu-
cho uempo: es excepcional que un
problema sélo se lo plantee una
persona, sin compartirlo con nadie
mis.

Problemas aislados y
creacion matematica

“ ... resulta muy poco frecuente que un
problema matematico, incluso después
de resuelro, no dé pie a muchos otros.
En el caso de las ecuaciones diferencia-
les de la dindmica, tras un periodo de
estancamiento, nacid toda una nueva

La historia de las matematicas
muestra incluso que si, en algin
momento, varias personas se han
interesado sin saberlo por un mis-
mo problema, acaban general-
mente por establecer contacto para
formar, si no un equipo de investi-
gadores, si por lo menos lo que se
llamaba, en la Inglaterra de finales

parte de las matemiticas con los traba-
jos de H. Poincaré a partir de 1880, la
tearia de los sistemas dindmicos, rica
en cuestiones dificiles v profundas, y a
l2 que muchos matemiricos se dedican
ahora con mas ardor que nunca.”

Jean Dieudanné
En honor del espiritu humano
Alianza Edierial, Madrid 1987, p. 37.

del siglo XVII, un invisible college,

o o . : )
un “colegio invisible”, es decir, una comunidad de estudio cuyos
miembros se comunican a distancia aunque no se los vea nunca a to-
dos reunidos. En la mayorfa de los casos, la constitucién de un tipo
de problemas y la de una comunidad de estudio son dos componentes
de un mismo proceso.
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El colegto invisible

Parece que la expresién “colegio
invisible” la empled por primera
vez el inglés Robert Boyle {1627-
1691) quien bautizé asi 4l grupa de
clentificos con los que intercam-
biaba informacién acerca de las
investigaciones llevada a cabo por
cada uno de ellos. Este grupo in-
tormal fue el germen de la crea-
cion en 1662 de la Royal Soacety.
“La compaiiia, que ya no se limi-
taba a los eminentes y respetables
residentes de una capital se con-
virtid en un “colegio invisible”,
Para ser vscuchado ¢n la Royal
Sociery de Londres no era necesa-
rio asistir a sus reuniones. John
Beale podia escribir desde Here-
fordshire, ¢n el oeste de Ingla-
terra, y descrbir los problemas de
las huertas [...] Nathaniel Fairfax
de Suffolk, informé sobre unpas
Personas que Comian personas v
sapos {...] La lista también incluia
a John Flamsteed, que escribid
sobre astronomia desde Derby-
shire y a Maran Lister que escri-
bid desde York sobre biologia. Y,
desde luego, habia frecuentes co-
municaciones de Boyle y New-
ton.”

(D. ]. Bovrstin, Los descubridores,
Ed. Critica, Barcelona 1986, p, 378.)

La constitucién de un tipo de pro-
blemas y la de una comunidad de
estudio son acontecimientos simui-
tineos que pueden ser considerados
como las dos caras de un mismo
proceso: la formacion de un sistema
didéctico.

Existen dos tpos de organizacio-
nes que responden muy bien a la no-
cion de “sistema didactico”: las clases
de matemiticas (en las que el profesor
hace de director de estudio} y las co-
munidades de mvestigadores (dirigi-
das generalmente por un “lider” o

“investigador principal”). A pesar de
las diferencias que aparecen a primera
vista, existen analogias profundas en-
tre ambos tipos de comunidades de
estndio.

Se suelen poner de manifiesto las
diferencias entre una clase de alumnos
y un grupo de imnvesngadores: por
ejemplo el hecho de tratar con proble-
mas ya resueltos (a veces desde hace
muchos siglos) o con problemas abier-
tos. Pero aqui resaltaremos las condi-
cionantes comunes. En ambos casos
existe un grupo de personas con un di-
rector o lider que se propone estudiar
juntas una cuestién o un tipo de cues-

tiones determmadas En ambos casos hay periodos mds o menos lar-
gos de “ensefianza”: también los investigadores asisten a cursos, con-
ferencias, seminarios, etc. En ambos casos también hay, claro estd,
“aprendizaje” —el objetivo de} estudio—. Incluso la diferencia en el
grado de involucracién personal y “voluntaria” en la tarea, que suele
considerarse como la distincién esencial entre alumnos e investigado-
res, es solo una diferencia relativa.

Pero lo que queremos resaltar sobre todo es que en ambos casos
el “actor” del estudio es irreductiblemente una comunidad, y que la
ensenianza deberia organizarse en funcion del cardcter comunitario
del estua’io En esta perspectiva, el tema de la “individualizacién de la
ensefianza” aparece como paradéjico: ja nadie se le ocurrlria propug-
nar la “individualizacion de la investigacién matemarica”
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Parece pues que, al hablar de individualizacién de la ensefanza, se
ignoran dos hechos fundamentales que rigen todo proceso de apren-
dizaje. En primer lugar, aunque se pueda considerar el aprendizaje
como un logro individual, se olvida que es el resultado de un proceso
colectivo: el proceso de estudio que se desarrolla en el seno de una co-
munidad, sea ésta una clase o un grupo de investigadores. En segun-
do lugar, €l proceso de estudio sélo puede llevarse a cabo si el apren-
dizaje es algo bien compartido dentro del grupo: para que el
individuo aprenda, es necesario que el grupo aprenda. Desde este
punte de vista, el aprendizaje es también, necesariamente, un hecho
colectivo. De ahi la paradoja de la que hablibamos: ;por qué querer
individualizar un medio de estudio —la ensefianza— cuando el estu-
dio es un proceso colectivo cuyo objetivo —el aprendizaje— tiene
dSPeCtOS fundamentalmeﬂte ComunltarIOS)

Surgen asi fuertes dudas respecto a
[a creencia tan difundida en nuestra
Desde principios de los aios sesen- | cultura escolar de que individualizar
ta estd sélidamente establecido que | la ensefanza serfa lo mds convemente,
el sujeto de estudio de los campos | ¢ jncluso decisivo, para mejorar la

de preblemas cientfficos son efecti- “calidad de la ensefianza”. En este

vamente las comunidades. Thomas .

S. Kuhn, ¢n la posdaca de 1969 2 su C_ont?{(to’ s conmder_a que la persona-
Estruciura de las Rewvoluciones| 1Zacion de la ensenanza, entendida
Cientificas de 1962, afisma: “Un | como individualizacién extrema, es el
paradigma es lo que los miembros | horizonte indiscutible al que se de-
de una comunidad ciemtifica com- | herfa tender

parten y, reciprocamente, una co-
A . e . YV s¢ acepta =
munidad cientifica consiste en| - P de la ensefianza

hombres que comparten un para- que la falta | en la terminologia escolar
digma”. Y afiadc: “Si este libro se de recu‘rsos . ) .
estuviera reelaberando, daria lugar| €CONOMICOS En la termlf.O]D_gl,a oficial
a que se iniclara una discusidn so- ¥ humanos | %¢ habla de “individualizar

bre la estructura comunitaria de la| o5 ] (inico los objetives”, "individua-
ciencia® (p. 271). lizar los contenidos”, “in-

mouve  que | dividualizar el ritmo de
limita el necesario esfuerzo de individuali- |aprendizaje”, “individuali-
zacion. zar los métodos de evalua-

Fl tratamiento individualizado constitu- |cién”. etc. Desde una pers-
ye un eslogan pedagégico muy inﬂuyente pectiva constructivista se
en la actualidad. Consiste, tal como indica la considera que la verdadera

. individualizacién consiste
Profesora en los Diglogos, en adaptar la en- | ., adaptar los métodos de
seflanza a las particularidades de cada alum- | ensefianza a tas caracteris-
no en cuanto individuo singular. Se da por |ticas individuales de los
suptiesto que son las diferencias individuales | alumnos. (Marc Curricular
de los alumnos —su capacidad, motivacion, |F¢7 @ FLusenyament Obl-
interés, actirud, formacién previa, ete.— las |84 Generalitat de Ca-

. P talunya, 1990, pp. 60-61.
que determinan el éxito o fracaso del proce- ' PP :

Pzradigma y comunidad cientifica

La individualizacion
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so didactico, y se concluye que la organizacdn wdeal a la que deberia
tenderse pasa por la individualizacidén absoluta de la ensefianza. En
contra de esta vision, el analisis diddctico de las condiciones reales del
aprendizaje conduce a basar la organizacién de la ensefianza mids en
las caracteristicas compartidas por los estudiantes que en las singula-
ridades de cada individuo.

La organizacién de la ensefianza debe basarse mds en lo que los estu-
diantes tienen en comiin que en lo que es particular a cada uno de ellos.
Desde un punto de vista antropolégico, fesmdio ¥, con él, el aprendi-
zaje son actividades que #nen a los individuos.

Surge entonces, inevitablemente, la siguiente cuestién prictica:
¢como organizar la enseflanza en una clase integrada por alumnos
con formaciones matemaricas muy diferentes?® Por ejemplo, ¢eémo
organizar un crédito comun d¢ matemadticas para una clase que redne
a individuos con historias escolares muy dispares y porvenires tam-
bién distintos, como ocurre en 4° de ESO?

Es obvio que para estudiar ciertos tipos de problemas (como la
resolucién de tridngulos o la probabilidad condicionada) no cual-
quier conjunto de alumnos constituye una comunidad de estudio
adecuada. Pero a continuacion hay que anadir, y esto es lo méas im-
portante, que para estudiar muchos otros Lipos de problemas es posi-
ble que ese mismo conjunto de alumnos si constituya una comunidad
de estudio pertinente.

En lugar de pretender adaptar los métodos de ensefianza a las ca-
racteristicas singulares de cada alumno, la organizacién de la ense-
fianza debe tener en cuenta lo que los alumnos tienen en comiin, con
el fin de potenciar la formacién de grupos de alumnos capaces de es-
tudiar juntos todo un abanico de tipos de problemas.

Reaparece aqui el problema del curriculo abordado en la unidad
anterior. Dijimos que la cleccién de las obras matematicas que for-
man el curriculo obligatorio es fruto del acuerdo social. A la vista de
lo dicho hasta aqui, parece poco razonable que dicho acuerdo no to-
me también en cuenta la posibilidad de constituir “comunidades es-
colares” capaces de estudiar las obras elegidas.

3. El caricter abierto de la relacién diddctica

Al constituirse una comunidad de estudio alrededor de un deter-
minado tipo de¢ problemas, se establece una relacién diddctica entre
los estudiantes y el director de estudio. Esta relacién resulta ser
“abierta” a la vez para los alumnos y para el protfesor. Por un lado,
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105 a]umDOS no Podrén generalmentc conocer de aniemano C} Canﬁuo
que deben recorrer a lo largo del estudio, ni entender las razones por
las cuales el profesor les conduce hacia tal o cual tipo de problemas,
abordindolos con tal o cual técnica de resolucién. Por otro lado, el
profesor tampoco sera siempre capaz de prever todas las dificultades
que podran surgir a lo largo del proceso de estudtio, ni las reacciones
de los alumnos frente a ellas.

Esta doble apertura es una caracteristica esencial de la relacion en-
tre el profesor de matemaricas y sus alumnos. Entre las cosas que un
profesor ensefia a sus alumnos, hay algunas que conoce y otras que
ignora —y quizd nunca podra saber—. El profesor no puede prever
exactamente lo que el alumno harﬁ ni ampoco lo que aprenderd. De
hecho, todo intento de “cerrar” la relacion didactica puede llegar a
bloquear o debilitar el proceso de estudio, con el consiguiente empo-
brecimiento e incluso paralizacion del aprendizaje.

Entre los fendmenos relacionados con la rendencia a cerrar la rela-
¢ci6n didictica podemos destacar: la poca consideracién otorgada al
trabajo matemarico del alumno (que no suele ser considerado como
un “verdadero” trabajo matematico); la concentracidn cn el aula de las
actividades matemdaucas del alumno v su fuerte dependencia del pro-
fesor; el papel desmesurado que se adjudica al profesor dentro del
proceso didictico; y, en dltima instancia, lo que hemos denominado la
“irresponsabilidad matematica” de los alumnos (ver Anexo B).

La ensefianza, como medio del proceso didictico, no debe pretender
controlar de una manera absoluta el desarrollo de dicho proceso. La re-
lacién didéctica es una relacion “abierta”. En la medida en que la ense-
fianza de las matemdticas se organiza para intentar *cerrar” esta rela-
cién, provoca un empobrecimiento del aprendizaje matematico de los
alumnos,

4. El profesor como director de estudio

Hemos visto que el estudio de las matemiticas es una acuvidad
comunjtaria v que la relacién didactica que se establece en el seno de
la comunidad de estudio es una relacion abicrta,

Al considerar el estudio como objetivo principal del proceso di-
dactico, se puede superar la sujecion excesiva de los actores a la insti-
wicion escolar. En esta perspectiva, la ensefianza deja de ser ¢l objeti-
vo dltimo y va tomando un papel de instrumento de apoyo al
estudio, lo que produce un cambio fundamental en la visién de los
roles de “profesor” y “alumno”. Ya no sc considera al profesor de
matemdrticas séfo como un ensefante, ni a los alumnos conto meros
sujetos de un proceso de aprendizaje.
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Este cambio de perspectiva es importante en varios sentidos. En
primer lugar, la actividad matematica a desarrollar roma un relieve
especial: ya no aparece (ni para los alumnos ni para el profesor) como
dependiente en cada instante de la voluntad del profesor, y su desa-
rrollo adquiere condicionantes propios, con cierta independencia de
los actores.

En segundo lugar, la vision convencional del profesor como “aquel
que ensena” y del alumno como “aquel que aprende lo que se le en-
sefa” puede evolucionar hacia una visién en la que los roles de profesor
y alumno son definidos menos rigidamente. Aunque siga existiendo
una asimetria entre ambos, aparecen nuevos puntos de contacto, dado
que ahora se trara de realizar conjuntamente una tarea matemitica.

En rercer lugar, por fin, se produce un cambio importante en el
equilibrio de las responsabilidades asignadas tradicionalmente tanto
al profesor como al alumno. El profesor ya no tiene que decidir en
cada instante cudl ha de ser la actividad puntual de los alumnos y deja
de considerarse el tinico (y principal) responsable de la actitud, mou-
vacién y quehacer de éstos. La creciente responsabilidad del alumno
permite también, por ejemplo, dar sentido y legitimidad a una eva-
luacién externa de su trabajo (es decir, una evaluacién no disefiada y
controlada tnicamente por el profesor), en la medida en que el estu-
dio de una obra matematica se vuelve mas objetivable e independien-
te del criterio del profesor.

La evalnacion externa

Las evaluaciones internas a las que recurre habirualmente el profesor preporcionan
una forma crucial de comunicacion entre 2lumnos y profesores que permite a amhos
actuar mis adecuadamente para ¢l desarrollo del proceso diddctico. Pero lo que ocu-
rre en un clase debe también adquirir cierta solidez para peder ser apreciado inde-
pendientemente de los aspecros coniingentes de la hisvoria de la clase, Esta es la fun-
cién esencial de la evaluacion externa: proporcionar a los alumnes y al profesor una
imagen mis objetiva del fruto de su trabajo en comin. Para garantizar esta objetivi-
dad, la evaluacién externa debe ser disefiada por un equipo ajeno al centro docente
que no tenga ningin motivo para preferir que fos resultados de los alumnos evalua-
dos scan buenos o malos, y debe realizarse sin que el profesor de fa clase conozca de
antemano el examen que se pasara a los alumnos,

En contrapartida, se hacen mis visibles las responsabilidades del
profesor como matemitico garante del control y guia de una activi-
dad genuinamente matematica, lo que contribuye a disminuir el ries-
go de la “enfermedad didactica”. En parucular, el profesor deberi co-
nocer aquellas cuestiones que definen la “razén de ser” de las obras
que hay que estudiar, asi como las posibles maneras concretas de ge-
nerar, bajo determinadas condiciones, las principales orgamzaciones
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matematicas (tipos de problemas, técnicas, tecnologias y teorias) que
constituyen lz obra estudiada. Esta “reconstruccidn artificial” de los
conocimientos matemiticos ha sido desarrollada por la teoria de las
situaciones diddcticas (el lector encontrard una presentacién de los
principales elementos de esta teoria en el Anexo D),

Del mismo modo, el alumno, en su calidad de estudiante, se puede
considerar menos dependiente del protfesor al tener un referente ex-
terno en la actividad matematica que realiza. Esto le proporciona ma-
yor libertad para gestionar su propio estudio y utilizar medios de es-
tudio complementarios de la ensefianza, como son, por ejemplo, los
libros de consulta, las investigaciones personales, los intercambios
con los companeros, etc.

Cuando se considera el estudic como el objetivo principal del proceso di-
ddctico, resulta mucho mds ficil traspasar al Iilumno una parte de la
responsabilidad matemdtica asignada hoy dia en exclusiva al profesor.
Este nuevo reparto de responsabilidades asigna al profesor el papel de
“director de estudio”, posibilita que los alumnos reconozcan al profesor
como “matemitico” y disminuye el riesgo de la “enfermedad digéctica”.

Interaccién social y contrato | 5» Contrato diddctico, contrato peda-
gbgico, contrato escolar

La nocién de conrrato diddetico
sc lnspira en una vision del mun-
do social en la que cada tipo de
interaccidn particular supone un
contrate cuyas cldusulas definen
a la vez lo que los actores de In

Los cambios descritos en el apartado
anterior son cambios de la relacion didac-
tica, esto es, de la relacidén que se esta-
blece dentro de un sistema didicnico en-

interaceién pueden hacer legiti-
mamente y ¢l significado de sus
actuaciones, Participar en una
interaccidn  social determinada
supone que se reconozea (v
acepre} el contrate cspecifico
que la gobicrna. 'ero lo que difi-
culea la “entrada™ en el contrasa
es ¢l cardcter ampliamente impli-
cuio de sus cliusulas y el hecho
de que, en muchas casos, la ox-
plicitacién de éstas no es posible
porque cambiariz el contenido
del contrato v su naturaleza. Por
ejemplo un alumno no puede
preguntar al profesor st debe
resperarle sin que su pregunta
sea constderada por el profesor
como una falaa de respeto...

tre los estudiantes y el director de estudio
en referencia a las cuestiones estudiadas.
Se trata, por tanto, de cambios en las
clausulas que rigen el contrato diddctico.

Pero el contrato diddctico no rige
todos los aspectos de la relacion que se
establece entre los alumnos y el profe-
sor. Existe primero un contrato mis ge-
neral y visible, el contrato pedagégico,
que regula las interacciones entre alum-
nos y profesores que no dependen del
contenido del estudio. A su vez, el con-
trato pedagdgico aparcce como una par-
te especifica de un contrato mas amplio,
el contrato escolar, que gobierna estas
instituciones sociales particulares que
llamamos escuelas.
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Para situar estos distintos contratos, Trabaro. oo

h d l d raodayo, acio y

ay que partir de la nocidn genérica de abligacion escolar
escuela. La palabra escuela proviene, a
través del latin schola, de la palabra grie- | Cuando se establecié la obliga-
ga skholé que mgmhcaba,, en la Grecia |toriedad de la instruceicn, se
antigua, ocio, pero que muy pronto pa- | Juera imponer un tempo de

THgua, oelo, p 9 yp P escolaridad —de “ocio esedio-
s6 a designar todo aquel tiempo libre

. . so”— a aquellos nifios que tra-
que, fuera del trabajo, se dedicaba al es- | |, iban codo of dia en cf campo

tudio. La nocidn de escuela remite, pues, | o cn la fibrica,

a la idea de una institucién en la que, |Hoy dia, la instruccién obliga-
al alejarse de sus actividades normales |toria (entendida desde un punto
—en particular del trabajo— uno po- |de vista mis profesional o érico
dia instruirse mediante el estudio. La ex- | 3u¢ le8al) también abarca a los

50 d laridad obli S 7V 7% | aduitos que deben cada vez mas
presion de escolaridad 00.gatornia SIENI- | iqrerrumpir su trabajo durante

fica, en un pl’!r‘lClpl(.),.la Obllgam_on de | un corta periodo de tiempo pa-
interrumpir sus actividades habituales |sa renovar sus conocimientos

para dedicar este tiempo libre a ins- jprofesionales siguiendo cursos
truirse de formacién. Para la mayoria

Es el contrato escolar el que, al defi- dep r{j fes'fm?',,l',‘ Obl:(gam_m de
. . . Pt it a la escuela” o de “volver” a
nir la escuela, define también la posicion |, cscuela parece que tiende
genérica de alumno: en este sentido, el | cxrenderse a rada la vida activa
alumno es toda aquella persona que, in- | dela persona.

terrumpiendo sus actividades “norma-
les”, va a una escuela a instruirse; uno se convierte en alumno al in-
gresar en una escuela. En realidad, por el hecho de ser alumno, se
pueden hacer muchas cosas que no se podrian hacer en situacién nor-
mal. La escuela proporciona a los alumnos un salvocenducto para ac-
ceder legitimamente a ciertas obras de la sociedad que no les son nor-
malmente accesibles. Por ejemplo, un ciudadano cualquiera no
puede, asi como asi, entrevistar al tendero del barrio sobre su activi-
dad comercial. Pero un grupo de alumnos de secundaria que tienen
que realizar un trabajo sobre los problemas de los comerciantes en la
gesudn del LV.A. quedan automdrticamente leginmados para realizar
dicha entrevista. Del mismo modo, sin la mediacion de la escuela,
muchos nifios no podrian nunca acceder a la obra musical de Mozart
porque interesarse por esta obra apareceria como algo 1leg1t1rno en su
entorno social. La posicién de alumno proporciona quizd mds liber-
tad que ninguna otra posicién respecto de las normas sociales y cul-
turales de su catorno: paradéjicamente la obligacion escolar es pro-
ductora de fibertad.

Ahora bien, para acceder a estas obras, la escuela proporciona a
sus alumnos unos “guias” —los profesores— para que hagan de “pe-
dagogos™. La palabra “pedagogo” designaba originariamente, en la
Grecia antigua, al esclavo que conducia al joven alumno a la escuela v
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le servia de precepror. Lz utilizamos aqui para designar al profesor en
cuanto persona encargada de conductr al alumno hacia y hasta las
obras que éste debe estudiar. El contrato pedagégico gobierna enton-
ces los aspectos generales que afectan al entorno del estudio. es decir,
los aspectos no especificos de la obra a estudiar. El contrato pedagé-
gico se parece al sistema operativo de un ordenador —que seria la es-
cuela—, en el sentido de que posibilita el funcionamiento de distintos
programas —los contratos diddcticos— que permiten realizar tareas
especificas de estudio. Asi, por ejemplo, el contrato pedagégico exige
del alumno una confianza general en ¢l profesor, en las decisiones
que éste toma, y un respeto a su autoridad. Al mismo tiempo, tam-
bién exige del profesor una atencién y responsabilidad especiales ha-

cia los alumnos y sus condiciones de trabajo.

Se activa el contrato diddctico
cuando, bajo la direccion del profe-
sor, el alumno entra verdaderamente
en contacto con una obra concreta
para estudiarla y se adentra en ella. Se
pasa del contrato pedagigico al didic-
tico cuando la relacién entre dos
(profesor v alumno) se convierte real-
mente en una relacidn entre tres: el
alumneo, la obra a estudiar y el profe-
sor como director de estudio. 5 reto-
mamos la metifora anterior, el con-
trato didictico serfa el programa de
ordenador que, en un sistema opera-
tivo adecuado, permire realizar tareas
concretas (aunque no cualquier tpo
de tareas).

Vemos, pues, que el contrato di-
didcuco sélo puede cxistir cuando
existe un contrato pedagdgico y, mis
alla, un contrato escolar. En realidad,
el contrato escolar y cl contrato pe-
dapégico, mediante su contenido y la
manera como son interpretados, afec-
tan en gran parte [os tipos de contratos
diddcticos posibles, aunque ¢éstos que-

en principalmente determinados por
la obra a estudiar,

Puede ocurrir que el alumno
acepte mal el contrato escolar, por
ejemplo, porque no entiende bien las
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Lo escolar,
lo pedagdgico,
lo didactico

El profesor deja de eseribir en la pi-
zarra ¥ se gira enojado hacia sus
alumnos porque éstus no paran de
hablar. El origen de los murmullos
se puede hallar en cada wno de los
tres niveles indicados,

Pucde ser que sean alumunos re-
larivamente ajenos a la institucidn
escolar, es decir alumnes “no aivili-
zados™ respecto a esta institucion y
que rehtven el contrato escolar.

También puede ser que a los
alumnos les repela ¢l “estilo” peda-
gogico del profesor porque parece
menospreciarlos v porque no tiene
suficiente autoridad, etc.

TPero a lo mejor los murmullos
responden a una ruptora del con-
trato diddctico por parte del profe-
sor: quiza estd resolviendo el pro-
blema con una céenica que los
alumnos no conoven; o bien es gue
no muestra claramente la que los
alumnos deberdn hacer por si mis-
mos al respecto; o ral vez actda co-
mo si los alumnos mivieran ciertas
informaciones que ellos descono-
cen; etc. La observacion de elases
muestra que éste 25 ¢l origen nds
frecrente de fos murmullos espon-
tineos que suelen surgir en el anla.




razones de scr de Ia escucla (tal como las explicitaba la Profesora en
los Didlogos de la Unidad 2). Pero, atin siendo asi, puede ser también
que acepte al mismo tiempo el contrato pedagégico que lo liga con tal
o cual profesor: al alumno le gusta estar con su maestro o maestra,
pero no le gusta lo que hacen en la escuela. También puede ocurrir
que el alumno se adhiera gratamente al contrato escolar, pero acepte
mal el contrato pedagégico que hace depender su acceso a las obras
por estudiar de su relacién con el profesor.

Muchos “movimientos innovadores” intentan sobre todo modificar el
contrato pedagdgico o el contrato escolar, en vistas a hacer viables de-
terminados contratos diddcticos. Pero sabemos que el disponer de un
ordenador mas potente o con un sistema operativo mejor deja ain
abierto el problema de la construccidn de programas eficaces para llevar
a cabo determinados tipos de tareas. Sin o vidgar la interdependencia en-
tre los tres niveles (lo escolar, lo pedagégico y lo diddctico), cabe recor-
dar que el contrato didictico es |z piedra de toque de toda organizacién
escolar.
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PEQUENOS ESTUDIOS MATEMATICOS

PEM 1C. Problemas de primer grado

La cuestion inicial

¢Como se resuelven los dos Problemas de primer grado con una
incognita que cita la Profesora en los [hdlogos?

Problema 1

Un padre tiene 33 arios y su hijo 10. 3 Dentro de cudnto tiempo la
edad del padre sera la doble de Iz del hijo?

Vias de estudio: una, de nivel 1.
Avudas: [28] - [148]

Problema 2

Cuando el reloj marca las 12, las dos agujas coinciden. ;A qué ho-
ra volverdn a coincidir?

Vias de estudio: una, de nivel 1,
Avudas: [5] —> [78] —> [45] > [139] = [57]
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PEM 11. De una variable a dos variables
La cuestion inicial
¢Cémo hallar los miximos v minimos de una funcién de dos va-

riables f{x,y) cuando sélo se conoce una técnica para funciones de
una variable?

Problema 1

sTiene extremos (mdximos y minimos) la funcion flx,y) = x’y —
3xy? para (x,y)e[0,1]x/0,1]¢ ; Cudles son?

Vias de estudio: una, de nivel 2.
Avudas: (607 — [2]-> [111]

Problema 2

Elaborar una téonica debidamente justificada para ballar los ex-
tremos de lo funcion cuadratica f(x,y) = x*y — 3xy? a partir del estu-
dio de funciones de una variable. ; Cuil es el ambito de aplicabili-
dad de esta técnica?

Vias de estudio: una, de nivel 4.
Ayudas: [271—> [40]

PEM 12. Construcciones con la regla de dos bordes paralelos
La cuestion inicial

Generalmente asociamos la construccidn de figuras geométricas
con dos instrumentos de trazado que los matemiticos griegos instau-
raron como los instrumentos matemadticos por excelencia: la regla v
el compds. Con estos dos tnstrumentos se¢ pueden trazar circulos,
rectas, y otras figuras mids complejas: la paralela a una recta por un
punto dado, la mediatriz de un segmento, la perpendicular a una rec-
ta por un punto dado, un paralelogramo, un tndngulo equilitero de
lado dado, ctc. Todas estas figuras son constructibles con regla y com-
pas. El estudio de su construccion y de sus propiedades es precisa-
mente uno de los objetivos de la geometria elemental sin coordenadas
—la geometria exclidea—.

La cuestidn que queremos plantear aqui deberia hacer descubrir
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al lector un nuevo tipo de problemas dentro del dmbito de la cons-
truccién de figuras geométricas del plano. Se trata de cambiar el sis-
tema de instrumentos clisico formado por la regla y el compis por
un énico instrumento de trazado que utilizamos muy a menudo para
fines no matemdticos y que nos es, por ello, mucho mds familiar: la

regla de dos bordes paralelos.

regla de dos bordes paralelos: ] | d

Del mismo modo que la regla v el compds nos permiten trazar rec-
tas {definidas por dos puntos dados) y circulos {de centro y radio da-
dos), la regla de dos bordes paralelos nos permite igualmente trazar
rectas, y también rectas paralelas a distancia igual que la amplitud de la
regla. :Qué mis nos permire construir? ;Qué configuraciones geomé-
tricas se pueden trazar con una regla de dos bordes paralelos? ;Cémo
se realizan dichas construcciones? ¢Existen figuras constructibles con
regla y compds que no lo son con esta regla? ;Y a la inversa?

Problema 1

Consideremos una regla de dos bordes paralelos de anchura d.
Dados dos puntos A v B con AB > d, realizar con esta regla lus 5i-
guientes construcclones:

(a) Trazar un punto C tal que B sea el punto medio de fAC].

(b) Trazar el punto medio I del segmento [AB].

(¢) Trazar la mediatriz de {AB)].

(d) Trazar la perpendicular a (AB) que pasa por B.

(e) Dados tres puntos no alineados A, B y C, trazar la bisectriz in-
terior del dngulo CAB.

(f) s Se pueden realizar las construcciones anteriores si partimos de
dos puntos Ay Beon AB<d ¢

Vias de estudio: una, de nivel 1.

Ayudas: {a} 166]; () [137]; () [137]; () [31]); (e} [1323: (F) [79] — [ 106)
Problema 2

Utithzando solo una regla de dos bordes paralelos de anchura d,
realizar las siguientes construcciones:

(a) Dada una recta (AB) y un punto P externo a la recta, trazar
la paralela a (AR) gue pasa por P.

(b) Dada una recta (AB) y un punto P externo a la recta, trazar
la perpendicular a (AB) que pasa por P.
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(¢} Dado un segmento fAB] y un punto C sobre (AB), trazar un
punto D tal gue CD = AB.

(d) Dado una recta (AB), una recta r distinta de (AB) y un
punto C sobre , trazar otro punto D sobre v tal que AB = CD.

(e) Dado nn segmento [AB] y un segmento [AC’] de longitud
AC’ = b < AB, trazar un triingulo ABC rectingulo en C con
AC=b.

Vias de estudio: una, de nivel 2.
Ayudas; () [69] —> [140]); (B) [67]; (c) [121); (d) [54] —=> [8];
fe[F4] —=>[147] —> [12] -> [49]

Problema 3

Sea ABC un triangulo isosceles de base b = AC y lado a = AB =
BC. ;Se puede construir el tridangulo ABC con una regla de dos bordes
paralelos a partir de los datos signientes?

(a) Dado el lado a y el dngulo A opuesto a la base.

(b) Dada la base b y el lado a {(con a > b/2).

(¢) Dada la base b y el dngulo opuesto B

Vias de estudio; vna, de nivel 2.

Ayudas: {a) [117]; (B) [297; (c) [91]

PEM 13. La “potencia” de la regla de dos bordes paralelos
La cuestion inicial

Hemos visto ¢n el estudio anterior que muchas de las construc-
ciones realizables con regla y compds también pueden efectuarse con
una regla de dos bordes paralelos. La cuestién que hemos dejado
abierta es la de saber si existen figuras constructibles con regla v com-
pis que no lo son con la regla de dos bordes paralelos. En lo que si-
gue, utilizaremos las siguientes definiciones:

Un punto es constructible con regla y compds si se puede determi-
nar como:

{1) la interseccién de dos rectas que pasan por dos puntos dados o
constructibles;

(2) la interseccidn de una recta {que pasa por dos puntos dados o
constructibles) y de un circulo de centro y radio dados o constructi-

bles;
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(3) la intersecciéon de dos circulos de centros y radios dados o
constructibles.

Un punto es constructible con regla de dos bordes paralelos si se
puede determinar como:

(1} la interseccidn de dos rectas que pasan por dos puntos dados o
constructibles;

(2) la interseccion de dos bandas que pasan cada una por dos pun-
tos dados o constructibles;

(3) la interseccién de vna banda que pasa por dos puntos dados o
constructibles y de otra banda que pasa por una recta dada o cons-
tructible.

banda que pasa por una recta banda que pasa por dos puntos

2L LV V3
~ a3 a3

x

Problema 1

Demostrar que, si partimos de tres puntos A, B, C no alineados o
de dos puntos A, B con AB = d, entonces todo punto constructible
con regla y compds a partir de A, B, C es tambien constructible con
una regla de dos bordes paralelos de anchura d.

Vias de estudio: una, de mivel 4.
Avudas: [15] <> [33] —> £39] > [87] > [19] —> [131]

Problema 2

¢ Es cierto que toda figura constructible con una regla de dos bor-
des paralelos es constructible con vegla y compds?

Vias de estudio: una, de nivel 4,
Avudas: [146] —>[61]
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PEM 14, Puntos coordenados constructibles
con la regla de dos bordes paralelos

La cuestién inicial

Supongamos que tenemos definido en el plano un sistema de refe-
rencia dado por un cuadrado OIK] de lado OT = d. (O1) es ¢l eje de
las abscisas, (O]) el eje de la ordenadas y K el punto de coordenadas
(1,1). Sabemos —o admitiremos aqui— que todos los puntos del pla-
no constructibles con regla y compis son aquéllos cuyas coordenadas
son o bien mimeros racionales o bien expresiones obtenidas median-
te sumas, restas, productos, divisiones y raices cuadradas de coorde-
nadas de puntos constructibles. Por decirlo mis precisamente, son
aquellos puntos cuyas coordenadas pertenecen al mds pequeno sub-
cuerpo de R que contiene Q) y es estable por la raiz cuadrada.

¢Son estos puntos constructibles con una regla de dos bordes pa-
ralelos (de anchura d)?

Problema
Demostrar que, dado un sistema de referencia ortonormal
(0, 07; O) con Of = O] = d, todo punto P(x,y) constructible con

regla y compis es también constructible con una regla de dos bor-
des paralelos.

Vias de estudio: una, de nivel 4.
Ayuda inicial: [104] > [19]
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ANEXO D

Esbozo de la teoria de situaciones diddcticas

La teoria de las situaciones didacticas de Guy Brousseau pretende
modelizar y contrastar empiricamente los fenémenos didicticos que
surgen en el ambito de un sistema diddctico a partir de la problemati-
zaclon y cuestionamiento de un “conocimiento matematico ensefa-
do”. En cierto sentido, una situacion diddctica puede ser considerada
como un estado del sistema diddctico determinado por ciertos valores
concretos de las variables del sistema.

La teorizacion de los fendmenos diddctcos llevada a cabo por la
teoria de las situaciones se hace “a ravés de” una modclizacién con-
creta del conocimiento matemdtico ensefiado. Se trata de un ejemplo
paradigmitico de cémo la introduccién del conocimiento matemati-
co, ausente en la problematica de la didactica clisica (ver Anexo A),
es una via que POSlbLhta el tratamiento cientifico de lo didactico per-
mitiendo superar asi las dificultades que se plantmn al respecto den-
tro de nuestra cultura debido a la peyoracién cultural y social de lo
didactico.

Para llevar a cabo dicha teorizacién Brousseau parte de un mode-
lo general del “conocimiento matemdrico™ que, de forma esquemau-
¢a, FesUTMITenios a continuacio.

“Saber matemdticas” no es solamente saber definiciones y teore-
mas para reconocer la ocaston de unlizarlos y de aplicarlos, es “ocu-
parse de problemas™ en un sentido amplio que incluye encontrar
buenas preguntas tanto como enconirar SD]UCIDHES Unﬂ bucna re-
produccién, por parte del alumno, de la actividad matematica exige
que éste intervenga en la actividad matematica, lo cual significa que
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formule enunciados y pruebe proposiciones, que construya modelos,
lenguajes, conceptos y teorias, que los ponga a prueba e intercambic
con otros, que reconozea los que estdn conformes con la cultura ma-
temdtica y que tome los que le son dtiles para continuar su actividad.

“Ensefiar un conocimiento matematico concreto” (por cjemplo,
los nimeros decimales) es, en una primera aproximacion, hacer posi-
ble que los alurnnos desarrollen con dicho conocimiento una activi-
dad matemdtica en el sentido anterior. El profesor debe imaginar y
proponer a Jos alumnos situaciones matematicas que ellos puedan vi-
vir, que provoquen la emergencia de genuinos problemas matemari-
cos v en las cuales ¢l conocimiento en cuestién aparezca como una
solucién 6ptima a dichos problemas, con la condicién adicional de
que dicho conocimiento sea construible por los alumnos.

Precisaremos a continuacién el significado que se da en la teoria
de situaciones a los términos que aparecen en esta primera formula-
cién que, como tal, es forzosamente ambigua.

1. Situacién matematica especifica de un conocimiento concreto

Se toma la nocién de “situacién matematica” como primitiva, exi-
giéndose que pueda ser modelizada mediante un juego formal.’ Se di-
ce queuna situacion matemdtica es especzfzca de un conocimiento con-
creto si cumple las dos condiciones siguientes:

(1) Es comunicable sin utilizar dicho conocimiento.

(1) La estrategia 6ptima del juego formal asociado a la situacién
matemdrica se obtiene a partir de la estrategia de base (que consiste en
jugar al azar, aunque respetando las reglas del juego) unilizando el co-
nocimiento en cuestion.

EJEMPLO DE SITUACION MATEMATICA

Existe #na situacion matemdtica modelizable mediante ¢f juego denominado “La ca-
rera al 207: Se traza de wn juego de dos jugadores en el que el jugador que empieza
fugando debe dear un nrmero x menor gue 20 y el contrincante debe decir un nime-
0 { 6 2 unidades mayor: x + m {con m < 3). Gana el jugador que dice 20 por primera
ez

La reoria de las sitwaciones postula que cada coneamiento concreio debe poder “de-
terminarse” (en el sentido indicado) miediante una o mds situaciones matemdticas, ca-
da una de las cuales recibe el nombre de sitnacién (matemidrica) especifica de dicho
conoecimiento.

9. Un jwego formal de # jugadores es una estructura definida por los elementos si-
guientes: un conjunte X de “posiciones” distintas; una aplicacién It X —> P(X) que a
rodu estado x € X le asocia un conjunto I'{x) de “posiciones permitidas™ (T represen-
ta las “reglas del juege ™% un “estado inicial” I v uno o mds “estados finales™ F; un con-
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EIEMPLO DE CONOCIMIENTO ASOCIADO A UNA SITUACTON MATEMATICA

El conocimiento matemadtico asociado 2 la “carrera al 207 es la division enclidea: se
trata de buscar los nimeros que tengan el mismo resto gue al dividir 20 entre 3 (14-
meros congraentes con 20 modulo 3).

Se llama situacion adiddctica (especifica de un conocimiento con-
creto) a una situacion matemdtica especifica de dicho conocimiento
tal que, por si misma, sin apelar a razones didicticas y en ausencia de
toda indicacién intencional, permita o provoque un cambio de estra-
tegia en el jugador. Este cambio debe ser (relanvarneme) estable en el
t1emp0 y estable respecto a las variables de la situacién. La forma de

“provocar” este cambio suele provenir de ciertas caracteristicas de la
situacién adidactica que hace que fracasen las estrategias esponti-
neas.

En la definicién de situacién adidéctica interviene la nocién de
“variable” que hay que definir: se llaman variables de una sitnacion
matemdtica a aquellos elementos del juego formal que son suscepti-
bles de tomar diferentes valores y que al tomarlos, provocan cam-
bios tales en el juego que hacen variar la estrategia éptima (o gana-

dora).

EJFVPI O DE VARIABLES DE {/NA SITUACION MATEMATICA

Los valares 20 y 3 que apavecen en la definicidn de la “carrera al 20” son valores con-
cretos de sendas variables de la situacion matemitica. Pueden cambiarse para dar ori-
gen a un cambio en el jucgo que provoca una modifiiacion de la estrategia dptima (st
bien el conocimiento matemdtico asociado signe siendo el mismo),

EjEMPIO DE ESTRATEGIAS GANADORAS

Sin=20vm <3, laestvategia ganadora consiste en dectr, sea cual sea el niimero ele-
gido por el contrincante, wn niimero de la lista:
2,5, 8, 11,14, 17 ¥ 20.
Sin=45ym <7, la estrategia ganadora consiste en decir:
3,10, 17,24, 31, 38 y 45,
Stn =100y m < 12, ln estrategia ganadora consiste en decir:
4, 16, 28, 40, 52, 64, 76, 86 y 100,

junto J de k jugadores ¥ una aplicacién Q: JxX —> J que. en cada estado x del juego,
designa el “sucesor” (j,x) del jugador j; una funcién G dec “ganancia” o “preferencia”
definida en un subconjunto de X (que contenga a F) v con valores en el conjunto de los
numeros reales. (Ver Brousscau, 1986.)
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Una vartable de una situacién adidictica se lama variable diddcti-
ca si sus valores pueden ser manipulados (fijados o cambiados) por el
profesor. Partiendo de un conocimiento concreto y de una situacién
adidicrica especifica de dicho conocimiento, resulta que la modifica-
cion de los valores de las variables didacuicas de esta situacién adiddc-
tica permite engendrar un tipo de problemas a los que corresponden
diferentes técnicas o estrategias de resolucion.

Podemos ahora decir que aprender un conocimiento matemitico
significa adaptarse « una situacion adidictica especifica de dicho cono-
amiento, lo que se manifiesta mediante un cambio de estrategia del
jugador (el alumno) que le lleva a poner en practica la estrategia gana-
dora u 6ptima de manera estable en el tiempo y estable respecto a los
diferentes valores de las variables de la situacidn adidictica en cues-
uén.

La teoria de situaciones postula, en este punto, que cada conoci-
miento matematico concreto C puede caracterizarse asi por una o
mds situaciones adiddcticas especificas de C que proporcionan su
“sentido” a C. Dado que el alumno no puede resolver en un momen-
to dado cualquier situacion adidactica especifica de C, la tarea del
profesor consiste en procurarle aquellas situaciones adidicticas (es-
pecificas de C) que estdn a su alcance. Fstas situaciones adiddcticas,
ajustadas a fines didacricos, determinan el “conocimiento ensefiado”
€ en un momento dado y el sentido particular que este conocimien-
to va a tomar en ese momento ¢n a institucion escolar.

Se llama situacion fundamental (correspondiente a C) a un con-
junto minimo de situaciones adiddcticas (especificas de C) que per-
initen engendrar, por manipulacién de los valores de sus variables di-
ddcticas, un campo de problemas suficientemente extenso como para
proporcienar una buena representacién de C segin como se haya re-
construido C en la institucién diddctica en cuestidn. Segin esta defi-
nicion, la sitnacién fundamental correspondiente a C proporcionaria
una realizaciéon o representacion explicita del conocimiento C tal co-
mo es utihzado implicitamente por la institucion.

Con ayuda de la nocién de situacién fundamental podemos “defi-
nmir” ahora lo que significa “aprender un conocimiento”. Diremos
que un alumno ha aprendido el conoamiento C si se ha adaprado (en
el sentido anterior) a todas las situaciones adiddcticas que constitu-
yen una situacién fundamental (correspondiente a C). El problema
que sc plantea cn este punto es el de discernir en qué condiciones
puede el alumno aprender efectivamente los conocimientos matema-
ticos que se desea que aprenda.
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2. De la situacién adidactica a la situacion diddctica

La utilizacién por parte del profesor de situaciones adiddcricas
con una intencién didactica es necesaria porque el medio “natural”
en el que vivimos es no dididctico. Pero esta utilizacion es insuficiente
para inducir en el alumno todos los conocimientos culturales que se
desca que aprenda. Aunque Brousseau acept6 inicialmente la idea de
Piaget de que la construccién de los conocimientos se lleva a cabo
mediante una adaptacién personal (hecha de asimilaciones y acomo-
daciones) al medio, denuncié posteriormente que la teoria de Piager,
al sobrevalorar el aprendizaje “natural” o “espontineo”, corre el res-
go de descargar al profesor de toda responsabilidad didictica y caer
en un nuevo tipo de empirismo.

Para que un a.]umno apreﬂda un CODOCL[IUCH'I:O H'lﬂ.tematlc() con-
creto es necesario que haga funcionar dicho conocimiento en sus re-
laciones con cierto medio adidactico que es la imagen en la relacién
didictica de un medio que es “exterior” a la ensefianza. Pero los co-
Hoclﬂueﬂtos ma[ematlcos no Puedel‘l VlVlr pOr 5] nllsmos en ]3. mStl-
tucién escolar, s6lo pueden funcionar como tales conocimientos, en
la relacién diddcrica.

Resulta, por tanto, que la situacidn adidictica es dnicamente una
parte de una situacion mis amplia que Brousseau Hama situacion di-
ddctica (especifica de C). Esta comprende las relaciones establecidas
exp11c1ta o implicitamente entre los alumnos, un cierto medio (que
incluye instrumentos y objetos) y el profesor, con el objetivo de que
los alumnos aprendan el conocimiento matemdrico C.

La nocién de medio (“milieu”) es esencial en la teorizacién de
Brousseau: forma parte del medio de una situacién didictica lo que la
Profesora llama en los Didlogos 3 el “medio matemadtico de los alum-
nos” (es decir, todos aquellos objetos con los que los alumnos tienen
una familiaridad matematica tal que pueden manipularlos con toda
seguridad y cuyas propiedades les parecen incuestionables) asi como
los chferentes dlsposmvos de a}ruda al estudio (“clase de matemari-
cas”, “libro de texto”, etc.) a través de los cuales se contextualiza la
matemitica ensefiada.

La situacién didictica comprende una serie de intervenciones del
profesor sobre el par alumno-medio destinadas a hacer funcionar las
situaciones adiddcticas y los aprendizajes que ellas provocan. Estas
intervenciones son principalmente devolncones e institudonalizacio-
nes (rérminos de la teorfa que se explicardn a continuacién). La evo-
lucién de una situacién diddctica requiere, por tanto, la intervencién
constante, la accion mantenida y la v1g11anc1a del profcsor En este
sentido la situacion didicrica se opone a la situacion adidactica y es
mucho mds amplia y compleja.
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3. Devolucién de una situacién adidictica: el contrato didactico

Si se interpreta en términos de juego, puede decirse que en la si-
wacién didictica juegan al menos dos jugadores: el alumno y el pro-
fesor. Uno de los jugadores, el profesor, busca que el otro Jugador, el
alumno, se apropie, responsabilice o haga suya una situacién adidac-
rica. Este primer paso es la denominada devolucion del problema.

Es necesario, ademis, que la simacién “devuelta” al alumno pro-
voque en éste una interaccion con C lo més independiente posible de
las intenciones diddcticas v lo mds fecunda posible en lo que respecta
a la construccién por parte del alumno del conocimiento C. Para ello
el profesor comunica o se abstiene de comunicar (segin el caso} in-
formaciones, preguntas, métodos de aprendwa]e heuristicas, etc. El

profesor estd por tanto implicado en un juego con el sistema de inte-
raccio’n del alumno con los problemas que él le ha planteado. Este
juego determina una situacién mds amplia que cs lo que hemos deno-
minado situacién didéctica (especifica de C).

Estamos ahora en condiciones de “definir” dentro de la teorfa de
las situaciones una nocién bdsica que adn no ha sido explicada.
Enseriar un conocimiento matemdtico C consiste en hacer devolucién
al alumno de una situacién adidictica especifica de dicho conoci-
miento. Esta devolucién puede modelizarse como un proceso que se
realiza dentro de la negociacién de un contrato que se denomina con-
trato didactico {especifico de C).

En la situacién diddctica en la que estdn inmersos alumno, pro-
fesor y conocimiento matemdtico C, la situacién adiddctica es una
especie de ideal hacia el que se trata de converger: el profesor debe
ayudar constantemente al alumno a despojar la situacién de to-
dos los artificios didacticos para que éste pueda construir el conoci-
miento C.

La devolucion de una sitnacion adidictica consiste, en definitiva,
no solo en presentar al alumno las reglas del juego sino, ademais, en
hacer que el alumno se sienta responsable (en ¢l senudo de la respon-
sabilidad matematica, no de la culpabilidad) del resultado que debe
buscar. Su realizacion conlleva el cumplimiento de una parte esencial
del contrato didictico, pero no de la totalidad de dicho contrato.

Tradicionalmente la problemitica que engloba la devolucion ha
sido analizada en términos de mortivacién del alumno; las soluciones
preconizadas son entonces de naturaleza psicoldgica, psicoafectiva o
pedagoglca Brousseau propone que ¢l anilisis parta, por conira, de la
situacion adidictica y del conocimiento especitico C que la siruacion
Carﬂcterlza.
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4. Institucionalizacién de los conocimientos matemadticos

Imaginemos que el profesor intenta ensefiar un determinado co-
nocimiento matemitico C a los alumnos; si la devolucmn de la situa-
ci6n fundamental correspondiente a C se lleva a cabo, s1 los alumnos
entran en el juego y si acaban por poner en prictica, de manera esta-
ble, la estrategia ganadora, entonces el aprendizaje se ha realizado. En
este punto, ;cémo podran distinguir los propios alumnos entre todas
las decisiones tomadas para ganar, aquellas que dependen de caracte-
risticas coyunturales del juego particular, de aquellas otras que han
sido posibles gracias al conocimiento adquirido?

Los alumnos que han aprendide un conocimiento matematico
son capaces de plantear adecuadamente y de responder a cuestiones
que antes ni siquiera podian enunciar pero, dado que no uenen me-
dios para contextualizar dichas cuestiones, no pueden adjudicar a los
nueves conocimientos un estatuto adecuado. Es preciso, pues, que
alguien del exterior venga a dilucidar cuiles de entre sus actividades
tienen un interés cientifico “objetivo”, un estatuto cultural.

Esta es la funcion de la msrzruaonahzaaon que, de hecho, origina
una transformacién completa de la situacién. Se lleva a cabo median-
te la eleccién de algunas cuestiones de entre las que se saben respon-
der, colocindolas en el niicleo de una problemdrica méis amplia y re-
lacionandolas con otras cuestiones y saberes. Sc trata de un trabajo
cultural e histérico que difiere totalmente del que puede dejarse a
cargo del alumno y es responsabilidad del profesor. No es, por tanto,
el resultado de una adapracién del alumno.

Inversamente a la devolucidén, la institucionalizacién consiste en
dar un estatuo cultural a las producciones de los alumnos: actividades,
lenguajes, y conocimientus expresados en proposiciones. Constituye,
junto a la devolucidn, una de las actividades principales del profesor.

5. Las paradojas del contrato didictico

Pero, ¢y si el alumno no entra en el juego o, aun entrando, no lle-
ga a poner en prictica la estrategia ganadora‘ Entonces sale a la luz
una parte de un sisterna de obligaciones reciprocas referentes al cono-
cimiento matemarico buscado. Este sistema de obligaciones recipro-
cas se parece a Un contrato pero, en realidad, no es un verdadero con-
trato y esto por muchas razones:

(1) No puede hacerse completamente explicito porque se refiere al
resultado de la ensefianza de C. En particular las cldusulas de ruptura
y de realizacién del contrato no pueden ser descritas con anteriori-

dad.
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(i1) Si el contrato se establece sobre reglas de comportamiento del
profesor y el alumno, entonces su respeto escrupuloso condenaria la
relacién didictica al fracaso. De hecho el contrato pone a profesor y
alumno ante una paradoja: si aceptan que, como indica una cliusula
del contrato, el profesor “ensefie” los resultados al alumno, entonces
éste no puede establecerlos por si mismo y, por tanto, no aprende
matemdticas. El aprendizaje no descansa, en realidad, sobre el buen
funcionamiento del contrato sino sobre sus rupturas.

{i1i) Tanto el profesor como el alumno aceptan implicitamente en
el contrato responsabilidades sobre acciones que no estin en condi-
ciones de controlar, colocdndose asi en un caso patente de “irrespon-
sabilidad juridica”. Por ejemplo, el profesor acepta la responsabilidad
de proporcionar al alumno los medios efectivos que le aseguren la ad-
quisicién de un conocimiento C, mientras que el alumno acepta la
responsabilidad de resolver problemas de los que no se le ha ensefia-
do la solucién.

En resumen, mas que hablar de un “contrato didéctico” prefijado
de antemano a modo de los contratos juridicos, Brousseau indica que
deberia hablarse de un proceso de bisqueda de un contraro hipotéti-
co.

Sin embargo, en el momento de las rupturas parece como si un
verdadero contrato implicito uniera al profesor y al alumno: sorpre-
say rebelién del alumno que no sabe resolver el problema, y sorpresa
también del profesor que estima sus prestaciones razonablemente su-
ficientes. Se produce asi una crisis que ongina la renegociacién y bus-
queda de un nuevo contrato en funcién de los nuevos conocimientos
adquiridos o, al menos, apuntados. En tltima instancia es el conoci-
miento matemdtico el que resolveri las crisis originadas por las rup-
turas del contrato.

6. Tipos de situaciones adiddcticas

Hemos visto que la situacion adidictica especifica de un conoci-
miento C caracteriza (parcialmente) el conocimiento C. Uno de los
avances mds importantes de la teoria de las situaciones didicticas
proviene del hecho que las situaciones adidécticas pueden estudiarse
de forma teérica en estrecha relacion con las diversas formas de los
conocimientos matemdticos y los correspondientes modos de {uncio-
namiento de dichos conocimientos.

En concreto, uno de los primeros resultados de la teoria de las si-
ruaciones adiddcticas consiste precisamente en establecer una corres-
pondencia entre:
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(1) Tres formas de los conocimientos matematicos.
(a) Modelo implicito
(b) Lenguaje
(¢) Teoria

(11} Tres modos de funcionamiento de dichos conocimientos.
(a) Un modelo implicito sugiere una decisién o un algorirmo.
(b) Un lenguaje permite la produccién de un mensaje.
(¢} Unateoria permite construir proposiciones y juicios.

(I11) Tres tipos de interaccion del alumno con el medio.

La evolucidén de las citadas formas de los conocimientos mate-
miticos y de sus correspondientes modos de funcionamiento es la
imagen, la traza o incluso la causa de la evolucién del aprendizaje del
sujeto. Esta evolucién se pone de manifiesto segin el tipo de interac-
c16n del alumno con el medio:

(a) Intercambio de informaciones no codificadas (la accion influye
directamente sobre el medio).

(b} Intercambio de informaciones codificadas segiin un lenguaje.

{c) Intercambio de juicios.

¢Cuiles son los tipos de sttuaciones adidacticas que las distincio-
nes anteriores nos llevan a considerar? Esto es, dado un conocimien-
to concreto C, cuiles son los tipos de relaciones posibles entre la in-
teraccion juego-jugador y el conocimiento C?

(a) Situacidn adidictica de accion

Toda situacion adidictica de accion propone al alumno un proble-
ma ¢n unas condiciones tales que la mejor solucién se obtiene me-
diante el conocimiento a ensefiar C y de tal forma que €l alumno pue-
de actuar sobre la situacién y hacer elecciones durante esta accién, al
tiempo que la situacidn le devuelve informacién sobre las consecuen-
cias de su accidn,

No se trata de una situacién de manipulacién libre o segun un or-
den preestablecido: una buena sitvacién de accién debe permitir al
alumno juzgar el resultado de su accién y ajustar esta accién, sin la in-
tervencién del profesor, gracias a la retroaccién por parte del medio
de la situacién. Las informaciones que le devuelve la situacién son
percibidas por el alumno como sanciones o refuerzos de su accién.

En una situacién de accidén se produce un “didlogo” entre el
alumno y la situacion. Esta dialéctica de la accién le permite mejorar
su modelo implicito, es decir, tener reacciones que no puede todavia
formular, probar ni, mucho menos, organizar en una teoria. En todo
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caso la situacion adiddctica provoca un aprendizaje por adaptacién
{de acuerdo con la teoria de Piaget).

Los modelos implicitos aparecen como elecciones preferentes an-
tes de que el alumno sea capaz de formularlos y mucho antes de que
esté convencido de su veracidad, En la clase, €l estatuto de las nocio-
nes que aparecen en un modelo implicito es el de naciones protomate-
mdticas, esto es, nociones cuyas propicdades son utilizadas en la
prictica para resolver certos problemas, pero de forma que la nocién
misma no es rECOI’]OL]da n] Lomo ObJC[O de ESmd]O 11] Squlel‘l como
nstrumento Util para el estudio de otros objetos.

EJRMPIO DE SITUACION ADIDACTICA DE ACCION

Primera fase de la “carreva al 207, fuegn entre dos jugadores. Cada jugador produce
gnicamente nna serie de deasiones, no Hene ningsn iierés en indicar sus estrategias.
Toma el jiego en un derio estado y lo deja en otro,

(b) Situacién adidictica de formulacién

Para que el alumno pueda explicitar su modelo implicito y para
que esta formulacién tenga sentido para €, es necesario que pueda
utilizar dicha formulacién para obtener él mismo o hacer obrtener a
alguien un resultado. En una situacion adiddctica de formulacion el
alumno intercambia informaciones con una o varias personas.
Comunica lo que ha encontrado a un interlocutor o grupo de alum-
nos que le devuelve la informacién. Los dos interlocutores, emisor v
receptor s¢ intercambian mensajes escritos u orales que son redacta-
dos en lenguaje matematico seglin las posibilidades de cada emusor.
El resultado de esta dialéctica permite crear un modelo explicite que
puede ser formulado con l2 ayuda de signos v de reglas conocidos o
nuevos.

El estatuto que tienen en clase las nociones de un modelo explici-
1o es el de nociones paramatemdticas: esto significa que se utilizan

EJEMPLO Db SITUACION ADIDACTICS DE FORMULAC ION:

Segunda fase de la “carrera al 207, Los alumnos son agrupados en dos equipos que
compiten el uno contra el otro. En cada grupo se asignan letras a los alumnos. A la la-
mada del profesor los dos alumnos designados por la letra nombrada van a disputar
una partida en la pizarra. Los restantes alumnos no tienen devecho a intervenn i a
hablar, El equipo del jugador ganador se adjudica un punte, Entre partida y partida
los alumnos de un mismo equipo discuten entre ellos las mejores estrategias. El ¢xito
de cada equipe depende de la acdion v de la comprension gue cada jugador nmunifies-
ta de lus estrategias que se discuren.
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conscientemente {son reconocidas y designadas) como instrumentos
que sirven para describir otros objetos matemdricos, pero no se les
considera como objetos de estudio en si mismas.

(c) Situacién adidactica de validacién

La validacién empirica obtenida en las fases precedentes es insulfi-
ciente. En la dialécnica de la validacién el alumno debe demostrar
por qué el modelo que ha creado es vilido. Pero para que el alumno
construya una demostracién y ésta tenga sentido para €l es necesario
que la construya en una situacion, llamada de validacidn, en la que
debe convencer a alguna otra persona. Una sitnacién adiddctica de
validacion es la ocasién para un alumno (proponente) de someter el
mcnsaje matemadtico (modelo explicito de la situacién) como una ase-
veracion a un interlocutor (oponente). El proponente debe probar la
exactitud y la pertmcnaa de su modelo v proporc;onar, si es posible,
una validacién semdntica y una validacién sintictica. El oponente
puedc pedir explicaciones suplementarias, rechazar las que no com-
prende o aquéllas con las que no estd de acuerdo (jusuificando su de-
sacuerdo).

El estatueo que tienen en clase las nociones que se utilizardn en
una situacién de validacién, especialmente después de la instituciona-
lizacién por parte del profesor, es el de nociones matemdticas, esto es,
objetos de conocimiento construidos, susceptibles de ser ensenados y
unlizados en las aplicaciones prédcticas, Las nociones matemdticas
son, por tanto, objeto de estudio en si mismas, ademds de servir co-
mo instrumento para el estudio de otros objetos.

Como puede observarse una dialéctica de la validacién puede in-
cluir diversas dialécticas particulares de la accidn, o de la formulacién
(por ejemplo, para establecer una terminologia). Estd claro, ademas,
que una dialécrica de la validacién es en si misma una dialéctica de la
formulacién y, en consecuencta una dialéctica de la accidn.

EJEMPLO DE SITUACION ADIDACTIC Y DE VALIDACION:

Tercera fase de la “carrera al 207, El profesor cambia el juego. Cada equipo, después
de la discusion, puede proponer wuna declavacion o un método para ganar: puede cviti-
car yna declaracion del otro equipo e intentar probar que es falsa y, por vltimo, puede
obligar & jugar una parrifz'a uitlizando el método que ba propuesio. En esta u’lrimaﬁz—
se los alumnos clprenden sin intervencion del profesor: a enunciar “teoremas” (como,
por ejemplo, “cs necesario jugar 177), a discriy si walidez (“yo be jugado 17 y he per-
dido”), y a producir demostraciones (“si ¢l juega 17, yo silo puedo jugar 18 0 19, en
los dos casos él podrd decir 207),
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7. La nocién de “obstdculo” en la teoria de ias situaciones

En la bibliografia actual es ficil encontrar diferentes maneras de
emplear la nocién de “obsticulo™ a fin de explicar, describir o estu-
diar diversos fenémenos didacticos. Incluso es posible encontrar una
utilizacién “ingenua” de la nocidén de “obstaculo” préxima a la de
“dificultad” para que el alumno aprenda ciertas nociones matemati-
cas, aunque no toda dificultad sea considerada como un obsticulo.

Suele haber cierta unanimidad en que los obstaculos se manifies-
tan mediante errores reproducibles, con cierta coherencia interna (no
se trata de errores impredecibles y arbitrarios), persistentes (siguen
aparecu:ndo despues de que el sujeto haya rechazado conscientemen-
te el “modelo” defectuoso}, resistentes (muy dificiles de modificar) y
relativamente universales. En el caso de los que tienen origen episte-
moldgico, se postula que se pueden rastrear ademais en la génesis his-
torica de los conceptos en cuestion. A pesar de lo anterior, para la
mayoria de los autores y, en particular, para Guy Brousseau que fue
el introductor de la nocién de obstdculo en diddctica de las matemdti-
cas, un obstdculo es un conocimiento que tiene su propio dominio de
validez y que fuera de ese dominio es ineficaz y puede ser fuente de
errores y dificultades,

¢Cual es la nocion de “obsticulo” en el marco de la teoria de las
situaciones en el que nacié? Para definirla utilizaremos, naturalmen-
te, las elementos basicos de dicha teoria. De la nocién de “aprender
un conocimiento matematico C” tal como ha sido definida en la teo-
ria de las situaciones se desprenden dos consecuencias principales:

(a) Aprender un conocimiento matemnitico C se corresponde
siempre con un cambio de estrategia: todo conocimiento surge aso-
ciado a una nueva estrategia capaz de resolver un problema que la es-
trategia de base se habia mostrado incapaz de resolver.

(b) La estabilidad de la estrategia ganadora es siempre relativa res-
pecto al cambio de los valores que pueden tomar las variables didacu-

as. Es necesario cambiar sucesivamente las respectivas estrategias
Optimas que van apareciendo.

Si definimos el “coste de cada estrategia” a partir del “precio del
aprendizaje”, “el precio de la ejecucién” (que depende de la comple-
jidad de la tarea) v el “precio del riesgo de error” (que depende del
praducto de los riesgos de error de las tareas clementales), entonces
para cada variable didictica podemos considerar la curva que nos da
la variacién del coste de cada estrategia 6ptima en funcién de los va-
lores de dicha variable didictica.

Supongamos que se da el caso en que los intervalos de eficacia 6p-
tima de las diferentes estrategias sean muy caracteristicos de cada una
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de ellas y estén muy separados entre si respecto de los valores de la
variable diddctica en cuestion. En este caso, las situaciones adidic-
ticas sucesivas que se plantean al dar valores sucesivos a dicha va-
riable diddctica descalificarin de manera evidente la estrategia op-
tima anterior, haciendo necesaria la invencidn de una estrategia
nueva.

En la teoria de las situaciones se dice que aparece un obstdculo di-
déctico cuando son necesarios estos cambios bruscos de estrategia
opnma Resulta, por tanto, que al nivel de andlisis en el que se sitda la
teoria de las snmacmnes, un obsticulo es relatvo a una situacidn ca-
racteristica de un conocimiento matematico concreto y a una variable
didéctica de dicha situacidn,

Asi, si se disefia una situacion que pretende apoyarse en una pri-
mera estrategla y hacer que aparezcan ciertas limitaciones para intro-
ducir una segunda estrategia mas eficaz, puede obtenerse un efecto
contrario al deseado, reforzando la estrategia que se pretendia cam-
biar e impidiendo la aparicién de la nueva. Tendriamos en este caso
un refuerzo diddctico de un obstdculo,

En resumen, tenemos que un obsticulo siempre va asociado a un
cambio de estrategia necesario v, por tanto, al desarrollo del conoci-
miento materudtico. Si o miramos desde el punto de vista del profe-
sor {0, en general, del director de estudio), podria decirse que el obs-
ticulo es ¢l conocimiento de la primera estrategia que “dificulta” la
aparicién de la nueva. Pero desde la dptica del conocimiento mate-
mdtico mismo lo que caracteriza un obsticulo concreto no es la anti-
gua ni la nueva estrategia, es el cambio de estrategia y su necesidad en
el proceso de adaptacién a la situacion adidactica.
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UNIDAD 4

LA ESTRUCTURA DEL PROCESO DE
ESTUDIO

LAS MATEMATICAS “EN VIVO”







EPISODIO 4

En clase de pricticas

Habia quedado para visitar una clase de Luis con sus alumnos de 4°
de ESO. Pero he llegado muy tarde y sélo puedo asistir a los #ltimos
20 munutos.

Los alumnos estdn trabajando. Luis me trae una hoja con 35 ejer-
cicios (!) titulada “Calculo con radicales”. Los ejercicios son todos muy
parecidos y tienen un enunciado comdn: “Eliminar los radicales del
denominador de las signientes expresiones”.

Lsis,- Vamos a ver, habéis dicho que la mayoria de los 35 ejercr-
cios no planteaban ningin problema. ;No es eso?

Algunos alumnos asienten, pero todos siguen trabajando.
Luis.- Y supongo que ahora debéis ir por el gjercicio 23...

Algunos alumnos mueven la cabeza sin interrumptr su trabajo.
El ejercicio 23 consiste en “Eliminar los radicales de la expre-
sion —=—22 " [ uis ba escrito esta expresicn en la pizarra.
V5-vV3+1

Han pasado 5 minutos. Parece una eternidad. Luis estaba sentado en
su mesa. Se ha levantado y se pasea por el aula. Luego vuelve a la piza-
rra y se dirige a sus alumnos, Dos o tres de ellos han dejado de trabajar.
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Luss.— ;Vamos 2 ver! Creo que es hora de hacer una pequefia pues-
ta en comun.

Espera unos instantes y se acerca a una alumna que sigue traba-
jando.

L.- A ver, Andrea, ;qué has encontrado?
Andrea.- Nada...
L.- ;No te ha salido nada?

Los alumnos interrumpen su trabajo para seguir el didlogo entre
Luisy Andrea.

L.- A ver, (v los demds? ; Alguien ha encontrado algo? ;Una idea
o un amago de idea?

La mayoria de los alumnos no se atreven a contestar. Uno parece
decidirse.

L.- Miguel quicre decir algo. jAdelante!

Miguel.- Si, bueno... Habia pensado en hacer desaparecer la v3 del
denominador. Con la técnica de antes...

L.- O sea, como si s6lo hubiera una V3, ¢10 es eso? Ignoras que
hay una V3.

Miguel.- Si... Escribo en el denominador V5 mds 1, menos V3.
Poniendo V5 mds | entre paréntesis. (Hace un gesto con la mano.)
L.- Vamos a ver, si te enniendo bien, has hecho esto. (Escribe en la
pizarra.)

22 22
V3 -V3 4+ 1 (VS +1)-v3

M.- Eso es.

L.- ¢Y a partr de aqui...?

M.- Pues lo de siempre: multiplico por la expresién conjugada.
L.- ¢Y qué encuentras?

M.- No lo sé, atin no lo he hecho.

L.- ;:Cémo que no?

M.- No, porque me seguird quedando alguna V5 en el denomina-
dor.

L.- Ya, claro. Pero, hombre, en lugar de ver que seguird quedando
alguna V5, ;es mejor decirse que ya no habrd ninguna V3! {Es co-
mo aquello de la botella medio vacia o medio llena! (Risas de los
alumnos.) Bueno, volvamos al principio. St hacemos lo que dice
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Miguel, nos quedari alguna V5 que tendremos que hacer desapa-
recer... Pues hagimoslo. Pensar estd bien, pero de nada sirve pen-
sar si después no actuamos. (Lo entendéis? Primero hay que ha-
cerlo, y después ya veremos. Asi, el primer paso es... ;Miguel?
M.- Multiplicar por la expresion conjugada: por V5 + 1, mds V3.

Luis ariade en la pizarra:

22 22 22 X (V5 + 1) +V3)

VB-V3+1 (V5+1)-V3  ((V5+1)-V3) X {(¥5+ 1) +V3)

L.- Tsabel, ;estds de acuerdo?
Isabel (timidamente).- Si, si.
L.- Pues, ahora hay quc hacer los cilculos. Os doy 2 minutos,

Luis deja la tiza y se pasea en silencio por el aunla. Los aluninos tra-
bajan. Luis se detienc ante una alumna, mira lo que hace, habla un
poco con ella. Despues rvepite lo mismo con un alumno de la primera
fila. Ya ban transcurrido los 2 minutos. Luis consulta su reloj, vnelve
a la pizarra y mira a la clase.

L.- Supongo que ya debéis estar acabando...

Espera un poco muds... Después se divige a la alumna con la que ha

hdblﬂ-dﬂ arntes.

L.- Maite, ¢ nos puedes ensefar el cilculo?

Maite se levanta y va a la pizarra. Escribe el calcslo sin pronuncar
palabra. Luis y los demds la observan en silencio.

22 - 22 x (V5 + 1)+ V3)
Vi-V3+1t  (V5+ 1) -V x{(V5+ 1) +V3)

22 (V5 +1+v3) 22 (1 +V3 +v5)

(V5 +1):-3 3+2v5
L.- Gracias Maite. Pues bien, esto es lo que se obtiene. Como vels,
ya no queda ninguna v3 en el denominador
Un alumno.- ;Pero sigue habiendo una V3 en el numerador!
Una alumna.- ;Da igual!

Bastantes alumnos parecen estar de acuerdo.
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L.- Bueno, Carlos, dices que queda alguna V3 en el numerador.
Tienes toda la razén. Pero recuerda cuil es el objetivo del proble-
ma: eliminar las raices del denominador. Lo que ocurra en el nu-
merador no importa, nos limitamos a constatarlo: queda una ex-
presién con V3 y V.

La alumna de anres.- Por cierto, cuando habia un sélo radical, pa-
saba lo mismo. Si en el denominador habia 4 — V3, al multiplicar
por 4 + V3 seguia quedando alguna V3 en el numerador.

L.- 1. No es nada raro que quede alguna ¥3 o0 V5 en el numerador.
Lo que importa es el denominador. Miguel, ¢querias decir algo?
Miguel - Si. Que lo que ha eserito Maite es uno de los cjercicios
de la lista.

L.- ;Qué quieres decir?

M.- Que sale

22 .
—==—— como en €l ejercicio 7.
3+25
Luss y algunos alumnos consultan la lista de ejercicios.

I..- Es verdad, fijaos en el cjercicio 7: habia que racionalizar la ex-

presion . ¢Por lo tanto...?

2
3+2V5
M.- En el ejercicio 7 hemos encontrado una expresidn del tipo
a + bV5. Si ahora hacemos lo mismo con la expresién de la piza-

rra, tendremos @ + 5V5 multiplicado por 1 + \@P + V5.

L.- Muy bien. ;Y a partir de aqui qué harias?

M.- Nada. ;Ya no quedarin raices en el denominador! De hecho,
ini siquiera habrd denominador!

Una alumna.- Podemos desarrollar el producto.

Algunos alumnos.- ;Luis, me he perdido! {Vas muy deprisa!

L.- Vale, vale. Voy a recapitular. Mirad la expresion que ha escrito
Maite en la pizarra. Podemos escribir esta expresién asi, (Escribe.)

77 _
— {1 +V3i4V
3+2¢5 (1+ )

Y, llegado aqui, Miguel se ha dado cuenta de que esta expresion
(rodea con el dedo la expresicn —3—_'_-%_5—) es la del ejercicio 7 que

ya hemos racionalizado antes. Sabemos que la podemes escribir
en la forma a + 5V5. Es lo que hemos hecho en los ejercicios ante-
riores. 51 lo hacemos, llegaremos a una expresion del tipo:

(a +bV3)(1 + V3 +V5)
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Y entonces Nuria ha propuesto que desarrollemos €l producto.
Pero ya se ve que no queda nada en el denominador.

Un alumno.- {Pero para desarrollar hay que conocer a y 5!

L.-Si gQuién ha hecho el ejercicio 77 T, Marcos?

Marcos- No, éste no lo he hecho.

L.- ;Y td, Carlos?

Carlos.- Si. He hallado... 4V5 — 6. (Luis escribe esta expresion en la
pizarra.)

L.- Marcos ;lo puedes comprobar con la calculadora?

Marcos teclea su calculadora. Todo el mundo lo espera.

Marcos- Si, estd bien. En los dos casos sale 2,94427191.

L.- Bueno... (Mira su reloj.) Vaya... Lo tendremos que dejar aqui
por hoy. La expresidn del ejercicio 23 es igual a... {escrzbe en la pi-
zarra)

(4V5 - 6)(1 + V3 + ¥5)

Para mafana, me desarrolldis este producto, como proponia
Nuria. ;Veis lo que ocurrird? Hallaréis una expresidn con alguna
V3 muluplicada por alguna V5, es decir, con alguna V15. No olvi-
déis comprobar el resultado con la caleuladora. Y mirad también
el ejercicio 24. Manana volveremos a hablar de todo esto.

La clase ha terminado.




DIALOGOS 4

Técnicas, tecnologias y teorias matemadticas

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Buenos dias. {Te veo muy en formal

E.- Si. ;Te has mlrado el episodio? Es el de la clase de Lu1s, el de
la racionalizacién de expresiones con radicales. Creo que nos ird muy
bien para contrastar nuestros andlisis sobre la clase de Marta.

P.- Son episodios realmente muy disuntos...

E.- ;Y tan distintos! A mi( la clase de Marta me gust6 mucho. Pero
ésta de Lu15 ya es otra cosa... { Tantos ejercicios y tan parecidos! No
s

P Vaya. Asi que no te entusiasma lo que hace Luis. Y eso que
ahora va deberfas disponer de algin que otro elemento para poder
analizar y entender lo que hace.

E.- Quizd si, pero...

P.- Vamos a ver, empecemos eliminando una primera dificultad.
Una cosa que te disgusta, por lo que has dicho antes, es que Luis ha-
ya distribuido a sns alumnos una lista con muchos ejercicios. ¢(No es
eso?

E.- Si. Muchos ¥ muy 1guales Porque, a pesar de tus ensefianzas,
sigo sin entender para qué sirve proponer tantos ejercicios tan pareci-
dos.

P.- No son tan parecidos como a ti te parece: hay expresiones con
un solo radical y expresiones con dos radicales.

E.- 8i, claro. Lo que se quiere es que los alumnos sc enfrenten a
un nuevo tipo de problemas: racionalizar una expresién con dos radi-
cales. Y antes se les dan muchos ejercicios con uno solo radical para
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que, a partir de la técnica de que disponen, creen una técnica para las
expresiones con dos radicales. ;Es eso, no?

P.~ Yo dirfa que lo que Luis quiere en primer lugar es que sus
alumnos dominen la téenica de racionalizacién de expresiones con un
solo radical en el denominador.

E.- Entonces ;por qué incluye en la lista expresiones con dos ra-
dicales?

P.- No conozco exactamente las razones de Luis. Pero me pueda
imaginar muchos y buenos motivos para ello. Por ejemplo, porque
quiere que sus alumnos pongan a prucba la técnica de que disponen.

E.- La de muluplicar por la expresion conjugada.

P.- §i, eso mismo. Si los alumnos ya dominan esta técnica y la han
pucsto a prueba con un nimero bastante importante de ejercicios,
entonces no hace falta que hagan los otros de la lista. A cada uno le
corresponde juzgar lo que es util y necesario para su estudio.

E.- Ya veo. Si alguien cree que ya domina bastante la técnica,
entonces puede repasar rdpidamente la lista, hacer algtin ejercicio
para asegu[arse de que no s¢ equ]-.VOCa Y centrarse ¢n ]05 que parccen
un poco mas dificiles para asi poder enfrentarse a nuevas dificulta-
des.

P.- Eso cs.

E.- Pero sigo sin entender por qué ha mezclado Luis en una mis-
ma lista ejercicios de dos tipos diferentes: con un radical v con dos.

P.- Seguro que hay un motivo, o mis de uno. En primer lugar, y
como ti decias muy bien, esta “mezcla” plasma la idea de elaborar
una técnica para expresiones con dos radicales a partir de la téenica
para expresiones con un radical.

E.- §i, claro, pero...

P.- Hay algo mis. Porque esto, en el fondo, es una creacién téeni-
ca por continuidad. Al mismo tiempo también hay una ruptura que
no se sitda exactamente en el plano de la propia técnica.

E.- A ver, aver... Yano te sigo.

P.- Claro que el episodio termina justo en el momento en el que
se va a producir lo que yo pienso. Quizd ocurrid en la siguiente clase.

E.- ;Qué ql.neres decir? ¢Dénde hay una ruprura?

P-Enel tipo de resultado que se encuentra en cada caso. En eso
se diferencian las expresiones con un radical de las de dos.

E.- jAh, ya sé a qué te refieres! Lo pensé al leer el episodio.

Cuando los alumnos calculan la expresion EohaT obtienen un
resultado con tres radicales: ademds de V5 y V3 también hay alguna
V15, ¢no? En cambio, al racionalizar expresioncs con un solo radical,
se encuentran sicmpre expresiones con el mismo radical.

P.- Eso es lo fundamentalmente nuevo. Por lo tanto, la novedad
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no es s6lo la manera de proceder, la técnica. Lo nuevo es la forma del
resultado que se obticne.

E.- Por lo tanto, no todo se reduce a la técnica. Hay algo mis.
¢Pero qué? ;Me lo puedes explicar?

P.- Claro que si. Mira, imaginate a uno de los alumnos de Luis
cuando llega a casa y se pone a resolver el ¢jercicio que has indicado.
Va a desarrollar el producto... (Mira la iltima hoja del episodio y es-
cribe en la pizarra.)

2
m—(4\/5—6)(1+\5+\’§).

E.-Vale.

P.- Encontrari... (Hace el cilcslo rapidamente) 14 — 6V3 — 2V5 +
415, Este alumno sabe que, al dia signiente, Luis le puede pedir que
salga a la pizarra para presentar su solucién. Y tendri que afirmar,
delante del profesor y de toda la clase, que:

22
— 2 - 4-6V3-2V5+4V15
V5-v3i+1

Pero, claro, ;como puede estar seguro de que ésta es a respuesta
que espera Luis?

E.- Hombre, porque ha obtenido una expresién sin radicales en
el denominador! En este caso, jni siquiera hay denominador!

P.- Es verdad. Pero alo mejor el alumno piensa que tiene que pre-
sentar la solucién en su forma mds simple, en su forma candnica, es-
tindar. Y no sabe si ain debe simplificar mds la expresién o si ya ha
llegado al final.

E.- Si llegara a una expresién del tipo a + £V3 + ¢v'5 seria diferen-
ie, ¢es eso?

P.- Si. En el resultado de antes, podria ser que el alumno quisiera
eliminar la V15. Y como no sabe cémo hacerlo, piensa que no sabe re-
solver el problema, que hay alguna manipulacién que se le escapa. En
definitiva, no estd seguro de haber realizado el ejercicio correctamen-
te.

E.- ¢Se puede decir entonces que la técnica que manipula atn no
estd a punto, que no la domina del todo?

P.- 5i quieres, De hecho, lo que le falta es un criterio de parada.

E.- Como en un algoriune, en informirica.

P.- Exacto. Y esto no forma parte de la técnica sino, por decirlo de
alguna manera, de un saber relativo a la técnica. Forma parte de la
tecnologia de la téenica.

E.- yLa tecnologia? Qué quieres decir?
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P.- Mira, tecnologia significa, literalmente, un discurso razonado
(logos) sobre un objeto que es una techné, una técnica.

E.- ¢Y que seria aqui ese discurso razonado sobre la técnica?

P.- Pues serfa algo asi como: “una expresién del tipo considerado
se puede escribir de mancra dnica como a + #V3 + &5 + V157,

E.- Asi que, cuando el alumno encuentra 14— 6V3 - 2V5 + 4V15 y
no se ha equivocado, puede estar seguro de que ésa es Ja solucion que
espera Luis, puesto que sélo hay una.

P.- Eso es.

E.- Entonces, lo que has llamado tecnologia, serd algo asi como
un tcorema.

P.- Aqui si, es un teorema. Aunque este teorema es s6lo una parte
de la tecnologia.

E.- :QQué mds habria?

P.- En general, una tecnologia es un discurso matemdtico que jus-
tifica y permite entender cierta técnica. El teorema que he citado
cumple estas condiciones puesto que nos asegura que, st hacemos los
cilculos apropiados para quitar los radicales del denominador, en-
torces hallaremos la forma canénica deseada.

E.- Yaveo. En la clase de Luis han empezado por quitar la v3 del
denominador. Y el teorema dice que si se empieza quirando la V5 se
llega al mismo resultado —puesto que es tnico-.

P.- §i, eso cs. Podriamos pensar que, si empezamos quitando la
V5, a lo mejor nos encontramos con algo que bloquea el calculo, que
no nos permite seguir, Pero esto no puede ser, porque una vez qui-
tada la V5 ya sélo quedari una V3 que, segiin la recnologfa que rige
la técnica para expresiones con un radical, stempre podremos eli-
minar.

E.- jUf! ;Qué complicado! Lo que quicres decir es que, en la tec-
nologia de la técnica de dos radicales, hay que incluir la de un radical.
¢Es eso?

P.- ;Si, efectivamente...!

E.- Pero hay algo mids. El teorema que has citado dice que una vez
llegados a la expresién 14 — 6V3 — 2V5 + 4V15 ya no podemos sim-
plificar mas. Pero no dice por qué, no dice por qué con un radical se
obticne algo de Ja forma « + 5V3 y con dos radicales algo de la forma
a + bV3 + /5 + ¢V15. La tecnologia no explica de dénde sale ese tér-
mino con una v15.

P.— {Eres muy exigente! ; Que por qué es asi? Esto lo tendria que
explicar la tecnologia de la tecnologia.

E.- ¢Un discurso que explicaria por qué el teorema afirma lo que
afirma?

P.- 8i, y que justifique por qué es asi.

E.- {Y donde esta esa tecnologia de la tecnologia?
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P.- En primer lugar, hay que decir que a la tecnologia de la tecno-
logia la llamamos una teoria, la teoria de la técnica.

E.- {Es verdad que todo csto se vuelve cada vez mds tedrico!

P.-Y afiadiré esto: puede ocurrir que una tecnologia justifique sin
dar a entender.

E.- Antes has dicho que hacia las dos cosas a la vez.

P.- No, he dicho que una tecnologia tenia a priori esas dos funcio-
nes. Pero muchas veces, en matematicas, se demuestra que algo es co-
mo es sin poder explicar por qué es asi. Por ejemplo, puedes intentar
demostrar ¢l teorema de antes. Ahora bien, explicar el fenémeno que
describe cste teorema, eso ya es otra cosa. [Y de una dificulrad muy
Superlor' Pa[’ﬂ. meelaf te podrlas pr eguntar cn que podlla COnslStlr
esa exphmaon La respuesta no es trivial. Pero asi es como se progre-
sa en maremaricas.

E.- Vale, va lo pensaré. Pero atin hay otra cosa. ; Tt crees que los
alumnos van a ir tan lejos? A mi me da la impresion de que, en la
prictica, todo es mucho mis sencillo: el alumino ensefiard su resulta-
do al profesor, éste le dird si estd bien o mal, a lo sumo le hard notar
que hay tres radicales en lugar de dos, y poco mis. ;No basta con
eso? {Mientras los alumnos “racionalicen” bien!

P.- Basta y no bagta. Para cualquier matemidtico, y para los mate-
miticos en general en una época determinada, siempre existen cues-
tiones oscuras, que te dirdn que no entienden.

L.~ Esa es la tarca de los investigadores: difundir las luces del sa-
ber para disminuir la oscuridad.

P.- $i. Pero creo que para contestar mejor a tu pregunta, empeza-
ré plantedndote vounaa u.

E.- Te escucho.

P.- Tmaginate una clase en la que los alumnos tienen que hacer su-
mas de fracciones. Un alumno ensefia su resultado al profesor: ha en-

contrado % El profesor le dice que se ha equivocado, que ¢l resul-

tado correcto no es ése. ;Qué es lo que le permite dar esta respuesta?
E.- {Pues, supongo que el profesor habrd hecho los cilculos y le

1 20
saldra otra cosal A lo rne]or el resultado exacto no es STy sino — =
mejor dicho, simplificando, -7— Y eso es lo que le dice el profesor asu

alumno.

P.- En otras palabras, jel resultado correcto sélo puede ser el que
ha encontrado el profesor!

E.- Si. A menos, claro, que el profesor se haya equivocado. Pero
supongo que la probabilidad de error del profesor es menor que la de
sus alumnos.
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P.- Pues, sup6n ahora que los alumnos tienen que hacer un cilecu-
[o algebraico y que un alumno ha encontrado (x - 1}+1. En camhio
el profesor ha encontrado x> — 2x + 2.
- {Es lo mismo!

. .. . 5
P.- §i. ; Pero entonces por qué ;—z no seria también lo misimo que ??

E.- Porque son fracciones distintas... e irreductibles...

P.- Si. Cuando se escriben dos fracciones en su forma trreductible,
para ser iguales tienen que ser idénticas, es decir, deben tener el mis-
mo numerador y el mismo denominador. Claro que si una de las dos
fracciones no estd reducida, el criterio no funciona.

E.- Como con ;—gy % Pero, espera un momento. Lo que me es-

tds diciendo es que, en general, se intentan escribir los objetos mate-
mdticos en una forma que tenga la propiedad de ser tnica.

P.- Eso mismo. Se procura que los objetos del mismo tipo se pue-
dan escribir de la misma forma. Es lo que se llama la forma candnica.

E.- Ya, va lo sé: las fracciones se simplifican, los polinomios se es-
ctiben ordenando los términos por grados decrecientes... v las expre-
siones como las de antes con un radical se escriben de la forma a+bvn.

P.- Muy bien. Uno se pasa mucho tempo aprendiendo a poner
una expresién dada en su forma candnica, simplificando fracciones
por ejemplo. Pero ahora quiero que volvamos a mi pregunta.

- iSi ya la hemos contestado!

P.- Matemiticamente si. Fl profesor puede decirle a su alumno
que se ha equivocado porque su resultado, en forma canénica, es dis-
unto del que ha encontrado el profesor. Y también porque el profe-
sor sabe que la expresién del resultado en forma canonica es dnica.

E.- Ya, ya veo por dénde vas. Porque el teorema de unicidad no
se ha demostrado en clase. Y es precisamente lo que justifica la res-
puesta del profesor.

- {Es mucho peor! No es que el teorema no se haya demostra-
do, les que ni siquiera se ha enunctado! Ni siquiera se ha planteado la
cuestién. Se da por sentado, como si fuera evidente que la respuesta
es tnica.

E.- Eso debe ser porque en la escuela siempre se trabaja con ex-
presiones en forma candmica, para las que hay unicidad.

P.- Seguramente. Pero, después, mira lo que ocurre. Los alumnos
pasant mucho tiempo aprendiendo a escribir ciertas expresiones mate-
mdticas cn su forma candnica (simplificando fracciones, desarrollan-
do y ordenando los términos de un polinomio, etc.} v, al mismo
tiempo, se les esconde la razén de todo este trabajo y el porqué de
tanto esfuerzo.

239




E.- ¢Estds crincando a Luis?

P.- No, no, en absoluto. De hecho no sabemos lo que ocurre des-
pués de la clase del episodio.

E.-Vale, de acuerdo. Pero ain tengo otra pregunta.

P.- Pues venga, plantéala.

E.- Enuiendo que lo de poner una expresién en una forma canéni-
ca para poder identificar tal o cual objeto sea importante. Por ejem-
plo, hay que poder saber si tal fraccidn es o no igual que tal otra, o si
tal POllﬂOmlO €s Igual que tal otro, erc,

P.-Esoes.

E.- Pero lo que oo entiendo es que, con todo esto de los radicales
y de racionalizar Jos denominadores de ciertas expresiones... Todo
este trabajo... En el fondo es una obra matematica, sno?

P- 51

E.- Y s1es una obra, responde a alguna cuestion.

P.- i, claro, se justifica por el hecho de que, en matemaucas, a ve-
ces hay que mampular expresmnes con radicales.

E.- Esto seria lo més natural. Pero no lo acabo de tener muy cla-
ro... ¢ Qué hace que se tengan que manipular expresiones con radica-
les? ¢Seguro que los alumnos de ESO tendrdn que estudiar situacio-
nes matemdticas en las que aparecerdn expresiones con radicales?
Mira lo que te digo: sila respuesta es que no, entonces me parece una
estupidez, e incluso poco ético, el hacerles estudiar una obra matema-
tica que, para ellos, no responde a ninguna cuestion, que no satisface
ninguna necesidad. Creo que habria que crear al mismo tempo la ne-
cesidad y la manera de sausfacerla.  No te parece?

P.- La cuestién que planteas es en efecto esencial. Y si tu hipdtesis
es clerta, entonces creo que deberfamos concluir que, en el curriculo
de secundaria, esta obra matematica es una obra muerta. Estd ahi, se
estudia, pero nadie sabe por qué estd ahi mi por qué hay que estudiar-
la.

E.- ;Y seguro que no es lo que ocurre con lo de los radicales?

P.- Pues depende... Recuerda que nos estamos refiriendo a un cu-
rriculo abierto.

E.- Y eso qué riene que ver?

P.- Puede ocurrir que los alumnos se encuentren con problemas
que conduzcan a manipular expresiones con radicales o no, depen-
diendo del instituto. Y, claro, en el Instituto Juan de Mairena no se
estudiarian las expresiones con radicales si no respondieran a una ne-
CCSidﬂd mﬂtemética concreta.

E.- Eso es lo que queria saber. ; A qué necesidad responden?

P.- ;{Ah! {Bonito problema! Podrias intentar resolverlo ti mismo.
Piensa un poco... ; Cémo pueden aparecer cxpresiones con radicales
en las matemidticas elementales? O, mejor dicho, ;dénde?
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E.- Vamos a ver... ;En geometnia, tal vez? Debido al teorema de
Pitdgoras, ics esa?

P.- Exactamente,

E.- Pero sigo sin ver concretamente en qué tipo de problemas
aparecen expresiones como las de antes.

P.- Mira, como ya es hora de terminar, lo dejaremos para el proxi-
mo dia. Asi tendrds tiempo -y yo también, por cierto- para buscar un
ejemplo. A ver qué pasa.

E.- Me parece bien. Buscaré en los manuales que tengo en casa, a
ver si encuentro algo. Gracias, Profesora.

Creacién y dominio de técnicas matemadticas

P.- jHola, Estudiante! ;C6mo te ha ido con aquello de los radica-
les? ;Has hallado algiin cjemplo geométrico.

E.- He buscado, pero sin éxito. No he encontrado nada en los
manuales. Claro que no he mirado en todos... S6lo los que tengo en
casa. Y no he temdo tiempo de pensar un ejemplo por mi cuenta.

P.- Bueno, entonces te propondré yo un ejemplo sencillo.

E.- ;Tienes uno? Muy bien, cuéntame.

P.- A ver... Considera esta figura (va a la pizarra y dibuja lo si-
guiente):

Hay dos circulos que delimitan una corona y, en el circulo peque-
fio, hay un cuadrado inscrito. Podria tratarse, por ejemplo, de un mo-
tivo en un cuadro abstracto.

E.-Vale,

P.- Ahora supén que tenemos una foto de este miotivo Y que que-
remos conocer sus dimensiones exactas. Por ejemplo, cuinto mide,
en centimetros, el radio r del circulo exterior. ; De acuerdo?

E.- Si. Pero tal como lo presentas, el objeto puede ser de cualquier
tamano, sno?

P.- Si no tenemos ningtin dato mds, si. Pero imagina que, ademas.
el lado del cuadrado divide e radio del circulo mayor por la mirtad.
Alpo asi:
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= A OA=AB

r =0B

E.- Vale, pero sigue pasando Jo mismo. La figura real puede ser
muy grande o muy pequefia, no lo podemos saber.

P.- De acuerdo, de acuerdo. Pero supén que conocemos alguna
medida de la figura real. Por ejemplo la amplitud de la corona, o sea
la diferencia entre los radios de los dos circulos. Supongamos que es
de unos 45 cm. ;Podemos determinar ahora el tamafio real de la figu-
ra? ;Podemos hallar el radio » del circulo exterior?

£.- Vamos a ver... Supongo que la figura debe ser bastante grande.
Aunque, la verdad, no sé ...

P.- (Tid qué harias?

E.- ¢Para hallar la r? Pues... (Va a la pizarra y escribe.) Sabemos

que esto (seriala el segmento OA) vale -;— Bueno. Luego esto (setala

“

el radio OC) vale OAV2, es decir % ¥2. Por otra parte, OC vale tam-

bién r — 45. Asi que tenemos {(escribe):

OA=AB

r= (OB

T2 =y—45
2

P.- Bueno. Y ahora sélo falta resolver esta ecuacién. ;Y de eso si

que sabemos un rato!
£.- {81 no, pregintaselo a Marta! (Risas.) Venga. Si muluplico los
dos miembros por 2, sale (escribe):

rv2=2r-90
De donde... (escribe)




P.- Muy bien. Pero supén que alguien ha resuelto la ecuacion de

la manera siguiente. Como —; V2 es igual a %, multiplico los dos
miembros por V2 v obtengo (escribe):
r=V2r—45v2
Lucgo la res... (escribe)
r= .I.EV—Z_ .
Vv2-1

E.- Ya. De esta manera salen dos expresiones distintas para una
misma solucién.

P.- Eso mismo. Y también hubiéramos podido resolver la ecua-
cién elevando los dos miembros al cuadrado, y recordando que la »
debe ser mayor que 45. Llegariamos a:

*l‘h

= (r—45)

¥ = 2(r—45)
7* = 2907 + 2x45° =

(r— 2x45)— 2x45°= 0

r= 2x45 + 45V2 = 45(2 +V2)

E.- ;Huy! ;Eso va es mucho més complicado!
P- S1, ero en cambio se obtiene directamente la expresidn cand-
nicader. Y asi llegamos a tres resultados formalmente distintos:

Lo B V2
2-v2' V2-1

1 r=45(2 +V2).

¢Cudl es el bueno? Aqui es donde entra en juego todo el trabajo
matemdrico sobre las expresiones con radicales. Porque es importan-
te poder demostrar que las tres expresiones representan en realidad
un mismo numero: el radio r de la tigura.

E.- Muy bicn. Ya tenemos lo que buscibamos. Para resolver este
problema, hay que ver que las tres soluciones son iguales v, para cllo,
hay que saber manipular expresiones con un radical. Muy bien. Pero
creo que el ejemplo no es tan bueno como parece.

P.- :Ahno?

E.- No. Porque lo que gueriamos al principio era encontrar el ra-
maiio del objeto. Por lo tanto, lo que nos interesa no es la expresién
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con radicales, sino su valor numeérico. Y con la calculadora tenemos
enseguida una aproximacion decimal de r. (Coge su calculadora y te-
clea unos instantes.) El circulo mayor mide, aproxlmadamente,
154 ¢m de radio. Pongamos un metro y medio. Eso es lo que queria-
mos saber, ¢no?

P.- No del todo...

E.- {Me lo esperaba!

P.- Tu comentario me parece correcto: 4 priori queremos un valor
aproximado del tamanio del objeto. Queremos saber si r vale 80 cm, o
2m, o 1 cm, etc. Desde este punto de vista, las tres expresiones sirven
igual, jsiempre que tengamos una calculadora a mano, claro! Pero an-
tes de calcular el valor numérico de la 7, hubiésemos podido querer
controlar nuestra solucién. Y una buena manera de comprobar que el
resultado es correcto consiste en ir por un camino diferente y ver si se
llega al mismo resultado. Al final hay que asegurarse de que las dos
expresiones son iguales. Y, como hemos visto, pueden ser formal-
mente muy distintas.

.- Ya. Y para ver que son lo mismo, lo mejor ¢s escribirlas en su
forma canénica a + &

P.- Asi es, También puedes intentar pasar de una a otra, pero para
ello ya hay que ser un poco mis “manitas” {escribe en la pizarra):

90 _ 2x45 _ (VIPx45 _ 45v2
2-V2 2-V2 (V2p-v2 V21

F.- Vale, estoy de acuerdo. Pero si uno supone que no se ha equi-
vocado, no sirve de nada reducirse a la forma canénica para llegar a
un valor aproximado de lar.

P.- Tienes algo de razén... Pero no toda la razén. Lo que dices no
es del todo cierto.

E.- ;Por qué no?

P.- Fijate bien. Supén que quieres un valor aproximado de la r
con un error miximo de algunos centimetros. Digamos que, como la
r vale unos 150 cm, te contentarias con un valor aproximado entre
150 v 160 cm.

E.-Vale.

P.- Supén también que no tienes calculadora. Intentards hacer el
caleulo a mano y simplificando algo las cosas. Por ejemplo, en lugar

9% P
m, {d que

de V2 vas a tomar 1,5. $i lo haces con la expresion

resultado llegas?
F.- Pues 90 dividido entre 2 menos 1,5, es decir, 90 entre 0,5, que
es Jo mismo que 90 multiplicado por 2, o sea 180.
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P.- {Ya estds fuera de la zona 15C - 160!

E.- 51 pero porque he tomado un valor de V2 muy poco aproxi-

mado. V2 es | 414y algo mis.

P.- Bueno, pero no me negaris que 1,5 es una aproximacién muy
prictica para hacer calculos mentales. Por ¢jemplo, prueba ahora con

45v2
Vi-1

E.- ;Dard lo mismo!

P.- jHazlo por favor!

E.- De acuerdo. 45 por 1,5 y dividido entre ,5, o sea 45 por 3,...
135. Es verdad, no da lo mismo.

P.- No. Y tampoco da lo mismo con la expresion candnica. Mira:
teniamos 45(2 + \/E) es decir, con la aproximacién, 45 por 3,5. 45 por
3 dan 135, y si le sumamos la mitad de 45, es decir 22,5, llegamos a
157.5.

E.- (Vaya! ;Y esta aproximacién si que entra en la franja 150 -
160! Qué curioso... ¢Por qué hallamos cosas tan distintas? No lo en-
tiendo...

P.- ¢No lo entiendes? Entonces es que estds en un tipo de situa-
c16n de la que ya hemos hablado: necesitas una tecnologia mateman-
ca que te permita entenderlo.

E.- ;Qué quieres decir?

P Pues, simplemente que te encuentras ante un fendmeno mate-
mdtico que no entiendes, a saber, por qué la expresion 45(2 + V2) da
un valor aproximado mejor que las otras dos.

E.- Muy bien. ;Pero cn este caso qué serfa una tecnologia mate-
mdtica apropiada?

P.- Serd algo que te permita entender el fenomeno. Aqui, por
ejeniplo, puede consistir en un modelo matemitico.

E.- ;Un modelo matemdtico de un fenémeno matemdtico? Me
suena un poco Taro...

P.- No lo es en absoluto. Para nada. Siempre ocurre algo pareci-
do: para entender un fenémeno matemitico, se construye un modelo
matemdtico, Las matemdticas progresan de esta manera. Para enten-
der un fenémeno matemdtico que no se entiende, lo primero que se
necesita son mds matemdticas.

E.- Vale, vale. ; Y qué sc necesita aqui?

P.- Mira, podemos modelizar la situacién de la siguiente manera.
Tenemos tres expresiones numéricas (eseribe):

la segunda EXPI’CSiéHI

90 45v2

— 45 )
242 V2-1 52 +v2)
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A cada una le haremos corresponder una funcién, sustituyen-
do V2 por la variable x. Para la primera, tendremos la funcién

90
flx) = 2-x

E.- Ya veo. Para la segunda, serd g(x) = 4ox
x —_—

b(x) = 45(2 + x).

P.- Si, 0 b(x) = 90 + 45x. Muy bien. Ahora considera la funcién b.
Es una funcién afin creciente.

E.- i, v lo que nos interesa es h(V2).

P.- Eso es. $1 tomamos 1,5 como valor aproximado de ¥Z, tendre-
mos que calcular A(1,5). Y como 1,5 es mayor ue V2, 2, hallaremos un
valor de A(1,5) mavor que el valor buscada h(

E.- Es verdad. Teniamos que A(V2) = 154 ¥ lJ(I 5)=157,5.

P.- ;Y con las demds funciones?

[ ¥ para la tercera

E.- Vamos a ver. La funcién f{x) = es una funcién hiperbé-

lica... Cuando x crece siendo menor que 2, el denominador 2 - x de-
crece y, por lo tanto, la funcién crece.

P.- ;Por lo tanto?

E.- Por lo tanto, el valor aproximado f{1,5) serd mayor que f(V2,
Creo que era 180, ¢no?

P.- Si. Y ahora sélo falta la funcién g(x) =

x .
- ¢Es creciente o

decreciente?

E A ver... (Piensa unos instantes.) Asi de pronto, no lo sé.

P.- ;No lo sabes? Pero te acuerdas del resultado numérico, ¢no?

E.- i Era 2(1, 5) = 135, o sea, menor que g(V2). As{ que supongo
que la funcién serd decreciente. Vava, eso creo. Pero tendria que ver-
lo mejor, calculando la derivada y todo eso.

P.- ;Venga! ;No es necesaria tanta complicacién! Mira esto (escri-
be en la pizarra):

45x =45(Jr.—l)+45 :45+_43_
x-1 x-1 x-1

glx) =

- ;Claro! ;Qué ingenioso! Y ahora se ve que cuando x crece y es

mayor que 1, decrece. Por lo tanto, la funcidn g(x) también de-

crece. Lo que deciamos antes.
P.- Bueno. Me imagino que ya entiendes por qué, cuando toma-
mos 1,5 como aproximacion de V2, la primera y tercera expresiones
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nos dan valores mayores que el que buscamos, y la segunda nos lo da
menor.

E.- §i, perfectamente.

P.- Pues la tecnologia matemdtica que te pemute entenderlo pro-
viene de haber modelizado expresiones numéricas con funciones. A
partir de aqui, podemos utilizar las propiedades més clementales de
las funciones, como su crecimiento o decrecimiento, por ejemplo.
Cosa que no podiamos hacer con las expresiones numeéricas que son
valores constantes; mi crecen ni decrecen.

E.- Vale. Estoy de acuerdo. Pero ain no hemos acabado. Lo que
queriamos saber era por qué la tercera expresion da una mejor apro-
ximacidn por exceso,

P.- ¢ At qué te parece?

E.- No lo veo muy claro...

P.- Te dejaré buscarlo por t1 mismo.

E.- Vale, como quieras. Ya lo haré. Pues entonces... ;Podriamos
volvera Luis?

P.- Claro que si.

£.- Sigo preguntindome por qué da a sus alumnos una lista tan
larga de ejercicios.

P.- Veamos. Supongo que los alumnos de Luis habrin abordado,
durante Jas clases anteriores a la del episodio, un nuevo tipo de pro-
blemas maremdricos: dada una expresién numérica con un radical va,
cémo escribirla sin que haya radicales en el denominador. También
hemos visto, hace un rato, qué podia justificar el estudio de este tipo
de problemas.

E.-Si

P.- Por lo tanto, durante las clases anteriores, tendrd que haber
surgido, cn manos de los alumnos, una determinada técnica que per-
mita abordar este tipo de tareas matematicas.

E.- La técnica de la expresién conjugada.

P.- Eso mismo. Al principio, las tarcas matemadticas del tipo con-
siderado eran, sin duda, para los alumnos, totalmente problematicas.
Lo que Luis debe conseguir es que, después de cierto trabajo, estas
tareas se vuelvan casi rutinarias para sus alumnos. O, si quieres, que
cuando estén ante una expresion del tipo considerado, por cjemplo...
(escribe en la pizarra)

5-v3
2+V3
la utilizacion de la téenica de multdplicar por el conjugado sea algo

casi automdtico. Que lo hagan como por rutina,
E.- Permiteme un comentario, Profesora.
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P.- Adelante.

E.- ¢Por qué se quiere que los alumnos lleguen a dominar esta tée-
nica hasta tal punto que se convierta en algo natural? {Son alumnos,
no profesionales! {No se supone que se tengan que pasar la vida ra-
cionalizando este tipo de expresiones!

P.- O sea, td preferirias que este tipo de tarea se manruviera siem-
pre un poco problemanica para ellos. ¢Es eso? jTienes unos placeres
muy refinados!

E.- Yo no digo eso. Digo simplemente que quizd sea una exigen-
cia diddetica un tanto excesiva... Ademas, de todos modos, su domi-
nio de la técnica sélo durard un tiempo limitado. Tres meses mas
tarde ya lo habrdn olvidado y el tipo de tarea volverd a ser proble-
mitica.

P.- Seguramente. Es verdad. Ahora si que has dado con el verda-
dero problema. ;Por qué se quiere que este tipo de tarea T se vuelva
rutinaria para los alumnos? Hay una respuesta muy SImpl To-
memos otro tipo de tarea T” que contenga las tareas anteriores.

E.- Por ejemplo tu problema de geometria. Se llega a una expre-
sién con un radical y se quiere escribir como a + & Vn.

P.- Muy bien. Cuando los alumnos se enfrenten por vez primera
con tareas del tipo T, tendrd que emerger cierta técnica. Si supone-
mos que para utilizar esta técnica hay que poder realizar las tareas del
tipo T, v si estas tareas no son rutinarias, entonces serd aiin mas diff-
cil que emerja una técnica para resolver las tareas del tipo T". En cam-
bio, si se han creado previamente algunos automatismos relativos a
las tareas del tipo T, el esfuerzo para aprender a realizar T" serd me-
nor. ; Ves lo que quiero decir?

E.- Hay que convertir en rutina lo que se ha creado, para poder
seguir creando. ¢ Es eso, no?

P.- 5, eso mismo.

E.- Pero no has contestado del todo a mi objecion. Si los alumnos
van a enfrentarse a T” tres meses después de haber estudiado las tareas
del tipo T, ya no sabrin cémo realizarlas. Qulza no serdn tan proble-
miticas como al principio, pero ya no seran rutinarias.

P.- Estds en lo cierto. Se trata de un fenémeno que todo el mundo
conoce. Cuando has sabido hacer algo muy bien, pero que, con el
tiempo, has dejado un poco de lado, es generalmente bastante fdcil
volver a encontrar ¢l dominio que se tuvo en su dia. Vuelves a vivir el
proceso de aprendizaje, pero de manera muy acelerada. ;Cémo era?
¢Cémo se hacia? Esto es lo que se pregunra aquel que lo supo hacer
un dia. Y muy pronto volverd a encontrar los gestos basicos, es decir,
la técnica que dominaba y que, en poco tiempo, s¢ convertira otra vez
en una manera de hacer casi autonitica,

E.- Vale, va lo entiendo.
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F.- Claro que, aparte de esto, hay otra razén que explica lo que
hace Luis. No se trata sdlo de que los alumnos dominen la técnica, se
trata también de que dispongan de una buena técnica.

E.- :Qué quieres decir?

P- Esto: cuando crees tener un principio de téenica, cuando has
intentado unlizar esta manera de hacer con uno, dos o tres ejemplos,
no es muy seguro que la técnica de que dispones funcione con un
cuarto ejemplo. Tienes que ponerla a prueba con otros e]emplos pa-
ra ver si es resistente. En general, te dards cuenta de que tu técnica
inicial era muy rudimentaria v que hay que complicarla un poco para
aumentar su alcance, para que sea realmente eficaz.

E.- Por cjcmplo, los alumnos han empezado trabajando con ex-
presiones que contienen un solo radical y, en el episodio que hemos
visto, tienen que abordar el caso de expresiones con dos radicales. Y
aqui hay que complicar un poco la técnica inicial para que funcione.

P.- Si. Pero no hace falta ir tan lejos. El fendmeno también se pro-
duce cuando uno se limita a las expresiones con un solo radical. Mira,
considera la expresién de antes... (Va « la pizarra.) Pero ahora con un
cuadrado en el denominador:

5-v3
(2 +V3)?

Si los alumnos no han visto hasta el momento expresiones con un
exponente, aparecerd aqui una pequefia ruprura técnica: tendran que
pasar a otro mivel. O, mejor dicho, la técnica que utilizan deberd ab-
sorber esta nueva dlflcultad.

- ¢Muluplicando dos veces por el conjugado?

P.- Multiplicando dos veces, dices... O sea, si multiplico una vez

me dard {escribe):

5-V3  (5-V3)(2-V3) 13-7V3
(2432 (2+V3P2-V3) 2+V3

Y si ahora vuelvo a muluplicar, serd:

13-7V3 _ (13-3V3)2-V3)
2+V3 l

=47 = 27V3

E.-Eso es!

P.- $i, Pero a lo mejor a los alumnos les conviene descubrir
una variante de este cdlculo que consiste en multiplicar de entrada
por (2 ~ V3)". En el denominador, quedari (2 + V3)(2 — V3)?, es
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decir, (4 - 3), o sea, 1. Y sélo habra que calcular el numerador:
(5 —V3)(2 = V3V

E.- Y para ello hay que desarrollar el factor (2 - V3)2...

P.- Bueno. Creo que nos estamos entendiendo. En cualquier caso,
ves que 1o se trata s6lo de dominar una técnica, sino de crearla. Y pa-
ra ello hay que hacerla trabajar sobre muchos problemas distintos,
para asegurarse de que serd operativa cuando la pongamos realinente
en prictica,

E.- O sea que lo que hacen los alumnos de Luis es poner a punto
una técnica relativa al tipo de tareas T.

P.-Si. Ademis creo que se trata de la iltima puesta a punto. Por
lo menos en lo que respecta a las expresiones con un radical.

£.- También hay el principio de un trabajo nuevo para hacer evo-
lucionar la técnica v adaptar]a a las expresiones con dos radicales.

P.-Esoes. Se traba]a la técnica para evitar que su aplicacidn se re-
duzca a un tipo restringido de problemas, para poder utlizarla de
manera flexible, adaptindola a nuevos problemas. En eso consiste la
rutinizacion.

E.- Pero, Profesora, jen matematicas no solo hay técnicas!

P.- Tienes toda la razén. También hay tecnologias y teorias. Pero
de eso ya hablamaos el otro dia, {no?

E.- 8i. De todas formas, a mi me da [a impresién que, para Luis, lo
tnico importante sea la téenica.

P.- Hablas sin conocimiento de causa. El episodio que hemos exa-
minado es tan sélo un momento del trabajo. Y habré, en 1a clase, mu-
chos otros momentos dedicados a otras partes de la organizacién ma-
tematica que Luis quiere construir con sus alumnos. De eso también
hablamos el otro dia, crec.

E.- Si.

P.- Queda, sin embargo, algo por aclarar. Me da la impresién de
que, para ti, existen en el trabajo matemdtico momentos nobles y mo-
mentos menos nobles. Cuando ves a los alumnos descubrir de repen-
te una técnica, aunque sea en un estado naciente, lo encuentras exci-
tante y muy interesante. En cambio, cuando los ves trabajar con
paciencia una téenica para ponerla a punto y, al mismo tempo, con-
seguir dominarla, lo encuentras pesado, carente de interés. ;No es
asi?

E.- Quiza si.

P.- Déjame decirte algo. En la actividad matemadtica, como en
cualquier otra actividad, hay dos partes que no pucden vivir la una
sin la otra, Estan, por un lado, las tareas y las técnicas y, por otro la-
do, las tecnologfas y teorias. La primera parte es lo que podemos lla-
mar la “prdctica” o, en griego, la praxis. La segunda estd hecha de ele-
mentos que permiten justificar y entender lo que se hace, es el dmbito
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del discurso razonado —implicito o explicito- sobre la prictica, lo que
los griegos hubieran llamado el logos. Y lo que tienes que recordar es
que no hay praxis sin logos, pero que tampoco hay logos sin praxis.
Los dos cstin unidos como las dos caras de una hoja de papel.
Cuando juntamos las palabras griegas praxis y logos, sale, en castella-
no, la palabra prmeologm Una organizacion matemadtica, como la
que Luis intenta hacer vivir en su clase, es una praxeologia matemdr:-
ca. Debe permitir a los alumnos actuar con eficacia para resolver pro-
blemas, y entender al mismo tiempo lo que hacen de manera racional.
Reflexiona un poco sobre todo esto. Volveremeos a hablar de ello cl
proximo dia. Pero ahora hay que “plegar”, como dicen los catalanes.
L.- Muy bien. Hasta el proximo dia. Y gracias.

Lo didéctico es inseparable de lo matematico

E.- Buenos dias, Profesora.

P.- Hola, ;como estas? ¢Has pensado en lo que dijimos la dluma
vez?

E.- Por supuesto. Ademds hay algo que me molesta un poco, que
no acabo de entender.

P.- ;Y qué es?

E .- Es algo relativo a la praxeologia.

P.- A ver, ¢qué ¢s lo que no entiendes?

E.- He pensado en Jo que dijimos, hace ya algtin tiempo, acerca de
las obras. De las obras matemadricas, claro. Dijimos, por ejemplo, que
las cxpresiones con un radical son una obra matemitica. O una obri-
ta, como quieras. Es algo que responde a una cuestién: ¢cémo escri-
bir una expresién con un radical en la formaa + b Vn? Y también vi-
mos en qué tipos de situaciones surgia la necesidad de responder a
esta cuestion. Por lo tanto, es una obra.

P.- Hasta aqui, estoy totalmente de acuerdo.

E.- Pero la dltima vez ya no hablabas de obra sino de praxeologfa
Ademis también hablaste en algiin momento de organizacién mate-
matica. Obra, praxeologia, organizacién matematica, ¢no son muchas
palabras? ; De verdad que se necesitan tantos términos?

P.- 5i, son muchas palabras. Y es que a veces, en aras del rigor y la
precision, se necesitan muchas palabras. ¢Cémo has venido hoy, a
pie?

E.- No, en coche.

P.- ;En coche o en automévil?

E.- Como quieras, es lo mismo,

P.- Me alegra que lo digas. Tambien hubteras podido venir en
tren, ¢no?
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E.- 5i, va veo: en tren o en ferrocarril,

P.- iMuy bien, estis progresando!

E.- {Venga, Profesora! ;Entonces una praxeologia y una obra es
lo mismo?

P.- 8i, es lo mismo. O casi. Lo que hemos dicho es que una obra
surge cOmo respuesta a una cuestidén o a un conjunto de cuestiones.

E.-Si.

P.- Deair que surge como respuesta a una cuestion es una manera
de hablar. Una manera un poco metaférica, imaginaria. Lo que hay
que preguntarse después es: jen qué consiste esta respuesta? Y el dla-
mo dia dijimos que la respuesta que aporta la obra a la cuestién que la
motiva no ¢s nada mds que una determinada...

E.- Praxeologia.

P.- Eso mismo. Por lo tanto, al pasar de la palabra “obra” a la pa-
labra “praxealogia”, hemos ganado algo. Nuestra descripcidn inicial
en términos de cuestiones y respuestas se quedaba un poco en la su-
perficie de las cosas. Con la nocién de praxeologia podemos aden-
trarnos un poco mas en la “carne” de la obra. ;De qué se compone
una obra? De cierta praxeologia. O, mejor dicho, de un sistema de
praxeologias, de un conjunto estructurado de praxeologias.

E.-Yaveo, yaveo. Y este conjunto estructurado tendrd alpo que
ver con la expresién “organizacion matemdtica” que también em-
pleaste. s Me equivoco?

P.- Fijate que la expresidén “organizacién matemdtica” es un poco
floja, es un término neutro. Una obra matemdrica es un conjunto or-
ganizado de objetos, es una organizacién de objetos ligados entre si
por diversas interrelaciones. La expresién no dice gran cosa por si
misma, pero es til a veces porque permite indicar que tal o cual ob-
jeto pertenege 0 no pertenece a tal o cual organizacién matemdtica.

- ¢Como lo de los dos radicales del otro dfa, que al principio no
formaban parte de la organizacién?

P.- 5i. Podemos decir que el trabajo que realiza Luis con sus
alumnos consiste en reorganizar ¢lerta obra matemdrica para que
pueda integrar las expresiones con dos radicales. Cuando haya lleva-
do a cabo este trabajo, lo que obtendrd es una nueva organizacién
matemdtica que ncluye la anterior -la de las expresiones con un solo
radical-.

E.- Y en esta nueva organizacidn también habrd técnicas, tipos
de problemas y todo eso?

P.- 5i, claro. Para construir la nueva organizacién, habrd que ela-
borar una nueva praxeologia, con un tipo de problemas determinado,
una o varias técnicas, su tecnologia y la teorfa correspondiente.
Organizar es crear una praxeologia. Una praxeologia nueva o reno-
vada. En realidad, habria que hablar de organizacién praxeoldgica.
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E.- ;Una expresion mds!

P.- Mira, no hay que ir con reparos. Incluso se tendria que hablar
de organizaciones praxeolégicas matemdticas, para luego abreviarlo
en “organizacién matematica” o, como decia antes, en “praxeologia
matematica”. Es lo mismo. Todo depende de lo que quieras poner en
evidencia.

E.- A mi me gustaba lo de “obra”, se veia bien el caricter objetivo
de la cosa.

P.— Ya entiendo. Porque debes ser sensible a la idea...

E.- De algo que se construye, que construyen los hombres como
respuesta a ctertas necesidades.

P.- A ciertas necesidades praxeolégicas. Es decir, a la necesidad de
poder actuar mas y mejor, y también de manera mds justificada e in-
teligible.

£.- Es verdad. Todo depende de lo que se quiera poner en eviden-
cia. También creo que lo de orpanizacién tiene un caricter mds dina-
mico: algo que se organiza y reorganiza en funcién de las necesida-
des, como hace Luis, y que puede cambiar... De todas formas, ahora
tengo otra pregunta,

P.- Adelante.

E.- Mira, supongamos que quercmnos construir una organizacion
matematica.

P.- Vale.

F.- Para hacer este trabajo, para realizar esta tarea, se necesitan
técnicas y, por tanto, tecnologias y teorias. Por lo tanto... se necesita
algo... una praxeologia sno? Para construir una organizacién mate-
madtica se necesita otra praxcologia. Pero esta nueva praxeologia, que
sirve para COnSLruir otra, no es una praxeologia matemadtica. ¢ O si?

P.- Acabas de tocar un punto muy delicado. Veamos. Elaborar o
reconstruir clertas organizaciones matemadticas, esto lo hacen ranto
los profesores con sus alumnos como los investigadores en matemati-
cas. Y cuando un matemitico construye una nueva organizacién mia-
temdrica, lo hace con ciertas técnicas justificadas de cierta manera, o
sea, recurriendo a cierta praxeclogia. ;Vale?

E.- 51

P.- Hace un trabajo de matemartico, un trabajo regulado por clerta
praxeologia. ;Y ud dirfas que el trabajo de un matemdtico no es mate-
mitico?

E.- Pues, la verdad...

P.- Claro, es muy delicado. La praxeologia de] matemitico es lo
que le permite hacer matemdricas. Hacer matematicas, es decir, fabri-
car matemiticas, praxeologias matemiticas. ¢ Me sigues?

E.- Creo que si.

P.- Bueno, pues continuemos, aunque sea un poco dificil. La pra-
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xeologia matemdtica que quiere construir ¢l matemidtico es el objeti-
vo de su trabajo, el producto que quiere obtener. En cambio su pra-
xeologia de matematico es lo que le proporciona los medios para rea-
lizar este trabajo.

E.- Profesora, ;te puedo interrumpir un momento? Al examinar
el episodio de Marta y sus alumnos, ni hablaste de técnica diddctica.
Marca queria que sus alumnos construyeran cierta praxeologia mate-
mdrica —relativa al dlgebra elemental- y recurria para ello a cierta téc-
mica didactica.

P.- §i, diddctica en el sentido de relativa al estudio.

E.- Precisamente. St “didictico” quierc decir “relativo al estudio”,
cntonces... Mira, en gencral, cuando el matemdatico quicre construir
una praxeologia matematica, es porque quicre resolver cierto tipo de
problemas. Y aqui también se dice, en el lenguaje corriente, que el
matemitico estudia los problemas que se plantea.

P.- Claro. El bidlogo estudia problemas de biologia, el quinico
prablemas de quimnica, etc.

E.- Pues entonces, si estudia problemas, también diremos que la
técnica que utiliza para estudiar problemas es una técnica diddctica. Y
la Prﬂ}.ﬂoloold que le Permlte actuar Serﬂ por 10 Il]ISI‘nO una Pra\CO—
logia diddctica.

P.- ;Conclusion?

E.- Resulta que para elaborar una praxeologia matemadrica, el ma-
temidrico necesita una praxeologia diddctica. ;Es eso?

P.- Eso mismo. Claro que aqui volveremos a encontrar una difi-
cultad. Y ademds una dificultad inevitable, que forma parte de [a pro-
pia naturaleza de las cosas.

E.- ;Qué quieres decir?

P.- Pues, que la frontera entre lo didictico y lo matemdtico no es-
ta establecida una vez por todas. No se pueden separar ficilmente.
“Hacer matemiticas”, en el lenguaje corriente, quicre decir a la vez
operar, actuar segin cierta praxeologfa matemaitica —como cuando
resuelvo una ccuacidn de segundo grado— y también quiere decir fa-
bricar una praxeologia matemdtica nueva o parcialmente nueva. La
dificultad de la que te hablo aparece muy claramente cn esta doble
vertiente del verbo hacer: hacer en el sentido de fabricar y hacer en el
sentido de actuar.

E.- Espera. ¢Para actuar sc recurriria a una praxcologia matemari-
ca y para fabricar se necesitaria una praxeologia didictica? No lo veo
muy claro. También has dicho que la frontera entre ambos no estd es-
tablecida una vez por todas. ; Qué quieres decir exactamente?

P.- Esa es también una cuestién dificil. Mira, la historia de las ma-
temdticas muestra que muchas técnicas que sc utilizaban para fabricar
martentdticas se han acabado integrando, a la larga, en orgamizaciones
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matemdticas. O, si prefieres, que ciertas “cosas didacticas” que sirven
para estudiar problemas y crear nuevas matematicas se convierten
progresivamente en “cosas matemdticas”, se acaban “matematizan-
do”. Vaya, que se produce histéricamente cierta “matematizacion”
de lo diddctico.

E.- No lo entiendo. No me parece nada claro todo esto.

- ¢Qué es lo que no ves nada claro?

E.- Tomemos un ejemplo Yo, cuando tengo que estudiar un tipo
de problemas de matematicas, suelo empezar examinando algunos
problemas sencillos, los mds simples que me pueda imaginar. tEs esto
una técnica didictica?

P.- §i, por supuesto.

E.- ;Y th crees que esta técnica diddcrica, a la larga, se va a mate-
matizar y pasard a formar parte de una organizacidén matemdrica?

P.- La pregunta no es tonta. Pero antes hay que hacer algunas ob-
servaciones generales. Te diré primero que el proceso de matematiza-
ci6n del que hablaba afecta en general a todo tipo de objeto, y no sé-
lo a los objetos didacticos. Es un fendmeno mucho més amplio. Por
ejemplo, a partir de la idea comun de rectilinealidad, de nuestra no-
cién de linea recta, el proceso de matematizacién va a fabricar la recta
matematica, con su ecuacidn cartesiana v todo eso. Claro que, alain-
versa, el proceso de “marematizacién” deja de lado muchos objetos y
s6lo se va a apoderar de algunos de ellos, sean o no didécticos.

E.- Por lo tanto la matematizacién de las cosas es un fenémeno
poco {recuenre.

P.- 5, se puede decir esto. Aunque es mis frecuente de lo que pa-
rece, slempre que tengamos en cuenta que la matematizacion de un
objeto es algo parcial, que sélo se traduce matemdticamente algunas
propiedades del objeto matematizado. Por ejemplo, en la técnica di-
dactica que has descrito...

E.- 8i, ¢y bien?

P.- Pues, podemos imaginar que, de la utilizacién de esta técnica,
surja la idea de que, cuando se estudia cierto tipo de problemas, es
atil examinar un buen nimero de especimenes para sacar a relucir las
propiedades realmente interesantes que aparecen en cada problema
del tipo en cuestién. En ciertos contextos del trabajo marematico, es-
fa idea conduce a la nocién de axiomatica: se reformulard el tipo de
problemas considerando dnicamente aquellos casos en los que se
cumplen ciertas propiedades planteadas a priori -los axtomas—. Y en-
tonces se estudian las propiedades de [os “sistemas matematicos” que
cumplen estas propiedades.

E.- Vale, pero construir una axiomatica cn el sentido de explicitar
CIErTOs SUpuestos previos, jesto sigue siendo una técnica de estudio,
una téenica didacrica!
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P.- Efectivamente. Claro que, a partir de aqui, se produce una
evolucidn histérica muy importante en la que se va a matematizar la
técnica de axiomatizacién que, como td dices, es en principlo una téc-
nica diddctica. A partir del siglo XIX y, sobre todo, de principios del
XX, los matemiticos han elaborado toda una teoria matematica de
las axiomdticas con el objetivo de entender mejor —y controlar tam-
bién mejor— [a herramienta axiomdtica, que es un instrumento de tra-
bajo para el matematico.

E.- ;Pero entonces volveremos a tener un instrumento didictico,
puesto que esta herramienta servird para estudiar mejor nuevos tipos
de problemas!

P.- Exactamente. Al principio hay una manera de hacer, una téc-
nica para estudiar ciertos tipos de problemas. Esta técnica se va a ma-
tematizar parctalmente dando lugar a nuevos conocimientos mate-
maticos que permitirin mejorarla, precisarla, darle mayor eficacia.
Ese es el interés de toda matemarizacién y no sélo de la matematiza-
cién de cosas didicticas. Por eso decia que no se podian separar.

E.- Yalo empiezo a cntender... Aunque preferiria un ejemplo mds
elemental.

P.- ;Siempre pidiendo mds! {Nunca te das por satisfecho! A ver,
un ejemplo mds elemental... Pues mira, serd un ejemplo un poco arti-
ficial, pero en todo caso mds concreto.

E.- Vale.

P.- Imaginemos un alumno muy interesado por las matemdticas y
que dispone de una técnica de estudio un poco particular: consiste en
suponer que existe un nimero que cumple ciertas propiedades aun-
que no sepa si el numero existe 0 no, o incluso aunque sepa que dicho
niimero no existe realmente.

E.- Como no lo concretes un poco mis...

P.- Mira, roma ¢l siguiente caso. Considera una obra matemdtica
que existe en todos los curriculos de secundaria y cuyo objetivo es
responder a la cuestién: cédmo resolver una ecuacidn cuadririca.

E.- Vale. La resolucidn de ecuaciones de segundo grado.

P.- Nuestro alumno quiere reconstruir a su manera la organiza-
ci6n matemdtica que ha estudiado en clase bajo la direccién de su
profesor.

E.- O sea que conoce esta organizaciéon matematica.

P.- Si, es lo que supondré. Sabe por ejemplo que la ecuacién
ax* + bx + ¢ = 0 tiene dos soluciones distintas si y sélo si b* - 4ac > 0,
una solucién si 4’ — 4ac = 0 y ninguna solucién si &* — 4ac < 0.

E.- Vale. b*~ 4ac es el discriminante de la ecuacion. Es lo primero
que se aprende al estudiar las ecuaciones de segundo grado.

P.- Si. Pero esta organizacién matemdtica no es de su agrado.

E.- ;Por qué?
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P.- Porque no entiende el resultado anterior. No entiende por qué
el discriminante desempeﬁa un papel tan importante, por qué aparece
prccmamcmc la expresmn b’ 4ac. ¢4 le podrias responder?

E.- Nosé... (Por qué lo decisivo es el signo del discriminante y no
otra cosa? No sé. Es lo que se obuene al resolver la ecuacién.

P.- Mira, imaginemos a nuestro alumno trabajando sobre la cues-
tién que se plantea. Lo primero que hard sera utilizar su técnica de
estudio habitual para ver qué ocurre en este caso.

E.- ;Y en qué consiste concretamente esa técnica?

P.- En suponer que la ecuacion tiene una solucion x; de la ecua-
clon..

E.- Pero en principio no sabe si la ecuacién tiene o no solucién.

P.- Exactamente. Esa es su técnica: suponer que existe un numero

Xg que cumple la ecuacién ax,” + bx; + c=0. Y entonces lo resta de la
ecuacidn inicial, asi (va @ la pizarra v escribe):

act+bx+¢=0

axy  +bxy+c=0

a(x*xy?) + b(x—xy) =0

<=> a(x-x,)(x+x,) + b(x-x;) =3

E.- Muy bien. ¢Y ahora qué?

P.- Ahora llega a la siguiente conclusion: simplificando por
a(x - xy) aparece otra solucién de la ecuacién que cumple
a(x+x,) + b = 0. Por lo tanto, si x; es una solucidn, la otra solucién

€5 X, = =X, — —.
1 0T,

E.- ¢Y entonces?

P.- Pues, se acaba de dar cuenta de que si la ecuacidn tiene una so-
lucién, entonces tiene dos.

E.- A menos que sea la misma.

P.- 8i, claro. En realidad, lo que acaba de demostrar —o casi- es
que una ecuacién de segundo grado tiene como mucho dos raices, al-
go que el profesor no habia hecho en clase.

E.- Vale, vale. Pero ;v lo del discriminante?

P.- A eso voy. Su técnica consiste en suponer que siempre existen
los nimeros que se buscan, es decir, en este caso, las soluciones de la
ecuacién. Supone que hay una, y demuestra que entonces tiene que
haber otra, aunque pueda ser igual a fa anterior. Pero él lo que quiere
es ver qué se esconde detrds de la ecuacién, ir en cierta forma a mirar
al otro lado del espejo.

- ¢Qué quieres decir?

P.- Pues, aqui lo que hari serd expresar los coeficientes 4, b, c en

funcién de las soluciones y sustituirlo en la ecuacién inicial. Ya sabe,
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porgue lo han visto en clase, que la suma y el producio de las solucio-
nes de una ecuacién de segundo grado vienen dados por:

—b
x0+x|=? Y Xyx, =

E.- Eso es. Suponiendo que la ecuacion tene dos soluciones, cla-
ro.

P.- Ya, pero ésa es precisamente su técnica de estudio. Supone que
hay dos soluciones, aunque no existan. Prosigo. Porque ahora se dari
cuenta de que estos resultados vistos en clase se desprenden ficilmen-
te de lo que ya tenia.

E.- $i. El habia obtenido X, ==X, — ;. Para ja suma es evidente

)
b

que xl+x3=—

P.- Y para el producto también. Lo voy a hacer, mira fescribe):

b . b -1 -1
Xgx | =Xg{—xp— ;) =X - —x= 7(.1::02 +bx,) = — (-¢)=

a’
E.- Muy bien. Pero ain no hemos llegado al discriminante.
P.- jPaciencia! Ya casi estamos. De las dos expresiones anteriores
saca que & = a(x+x;) y que ¢ = ax'x, Y llega entonces a:

& —dac = al{x+x ) —da’xyx, = af(x4x,F - 4200, = @ (xy - x,)°

E.- ;Ah! Ya entiendo. 51 hay dos soluciones, entonces el discrimi-
nante b’ — 4ac que vale &’ (x, — x,) es necesariamente posmvo v es
igual a 0 cuando las soluciones son 1guales Si es negativo no puede
haber soluciones, jporque si las hubiera serfa positivo!

P.- Perfecto. Pero ain no hemos acabado. Nuestro alumno ha
aprendido en clase una férmula que tampoco entiende, que le parece
un tanto misteriosa: la que da la expresion de las soluciones. Te la re-
cordaré (escribe):

b VF—dac
2a

X =

Si aplica aqui las mismas sustituciones que antes, llegari a

2 - 2 —
b Vb3—4ac_x0+x]+\m {x,—x,) _ e hA | %X

2a ¢ 2 7 24 2 2
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La férmula anterior se convierte entonces en:

Y= ro +I1 " .fafr]

2 2

Con el signo + se obtiene x, y con el signo —, x,.

E.- Muy bien. Creo que va veo lo que quieres decir. Pero tengo
algo que objetar.

P.- A ver, jcudl es tu objeci6n?

E.- Pues mira, la técnica de estudio que utiliza nuesiro alumno es
en realidad una técnica superclisica. Consiste en estudiar las conse-
cuencias que plantea la existencia de un objeto que no se conoce: s1 el
objeto existe, entonces debe ocurrir esto o aguello. A lo mejor el
alumno lo ha descubierto él solo, y esto en si va tiene mucho mérito,
pero la técnica utilizada sigue siendo una técnica de estudio, una téc-
nica didéctica. No veo en qué se ha matematizado. Ademas hay un
error en su argumentacidn: ha demostrado que si ¢l discriminante es
negativo, entonces no hay soluciones; pero no ha demostrado que si
es positivo, hay efectivamente dos soluciones.

P.- Tienes razén. Aunque su error No es muy grave porque €sto
ya lo habian visto en clase.

E.- ¢Y miobjecién?

P.- Ya voy, va voy. En cierto sentido, vuelves a tener razén. Pero
lo que yo suponia es que el estudiante se imaginaba un universo de
nimeros nids amplio que el que conoce, niinteros ficticios, si quieres.
Son niimeros que no existen ain para él, pero que s existen para el
matemitico.

E.- ;Te refieres a los nimeros complejos?

P.- Exactamente. De hecho la técnica que utiliza estd hoy dia to-
talmente matematizada: consiste en situarse en el plano complejo. O,
si aun te queda algiin recuerdo de la teoria de cuerpos que has estu-
diado en la licenciatura, en situarse en el cuerpo de descomposicién
del polinomio ax? + bx + ¢ = 0.

E.- A ver, hay algo que no entiendo bien. Si dlgo SUpONEo que
existe una solucion etc.”, estoy unlizando una técnica didictica. En
cambio si digo “me sitio en el cuerpo de los nimeros complejos,
etc.” es que recurro a una técnica matematica. En Jos dos casos se tra-
ta de técnicas que utiliza el matematico. ¢Por qué lz primera serfa di-
dictica y la segunda matemdtica?

P.- Tienes razdn. La diferencia es muy sutil. Por eso decia antes
que la frontera entre lo matematico y lo diddctico es muy borrosa.
De todas formas, si hay una pequefia diferencia.

E.- ¢Cudl?

P.- Situémonos en el nivel de la justiticacidn de la téenica, en el ni-
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vel tecnoldgico. En el primer caso, cuando supongo que existe una
solucidén y examino las consecuencias, lo que hago se jusufica en el
ambito de la [6gica. Incluso, en la mayoria de los casos, estariamos en
el dmbito de la légica natural que atin no ha sido matematizada por el
l6gico o el matemdtico. En cambio, en el segundo caso, cuando con-
sidero las soluciones complejas, lo que justifica mi técnica es cterta
organizacion matemdtica que los matemdticos han elaborado alrede-
dor de la nocién de nimero complejo. Lo puedo suponer, por ejem-
plo, porque hay un teorema que dice que todo polinomio de grado
n tiene 1 raices complejas.

E.- Ya. En cl primer caso tenemos una organizacién que no tiene
por qué ser matemdtica (aunque se pueda matematizar) y en el
segundo caso se trata de una organizacién indudablemente matema-
tica.

P.- Eso mismo. Ademds la distincién que acabo de hacer no es en
absoluro “metafisica”. De hecho provoca en el aula dificultades muy
concretas y dificiles de gestionar. Cuando los instrumentos del traba-
jo maternduco no tenen el estatuto de objetos matemdticos, por
ejemplo, cuando forman parte de nuestra “praxeologia natural”, la
que se supone que todos tenemos de manera espontinea, entonces ¢l
profesor no puede tomarlos como objetos de estudio oficiales.

- ¢Porque si no son objetos matematicos, no los puede tener en
cuenta?

P.- Algo mis. Es como si tuviera que suponer que los alumnos los

conocen y dominan, que disponen de ellos de manera natural, espon-
tinea. Es lo que ocurre, por ejemplo, con la 16gica natural, la que per-
mite hacer los primeros razonamientos, tomar las primeras decisio-
nes, sacar las primeras conclusiones en el trabajo matemauco.

E.- Creo que ya empiezo 2 entenderlo, pero me parece todo muy
confuso. ¢ Te puedo hacer otra pregunta?

P.- Bueno, pero seré la tiltima por hoy. Piensa ademds que las co-
sas no se pueden entender siempre a la primera.

E.- Mira. Al principio, cuando examinamos el episodio de Marta,
me hablaste de técnicas didacticas. Hace poco hablabamos de las téc-
nicas que utiliza el matematico y ahora me acabas de describir una
técnica didictica que utiliza un alumno. En todos los casos hablamos
de téenica didictica,

P.- 8i. O, mas en general, de praxeologia didictica.

E.- ;Y es siempre lo mismo, en los tres casos?

P.- Si, esencialmente si. Aunque, claro, ¢! matemitico, el profesor
y el alumno no se enfrentan siempre a los mismos problemas diddcu-
cos. Pero en los tres casos lo que hacen es poner en prictica —a veces
incluso crear— una réenica de estudio de fas matematicas. Si, una téc-
nica diddctica.
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E.- Pues, entonces, el matemitico es a la vez el alumno v el profe-
sor, es su propio profesor.

P-5i.

E.- Por lo tanto, un gran matemadtico serd a la vez ¢l mejor alumno
y el mejor profesor. jSerd el mejor didacta!

P.- 5iy no. Es ¢l mejor alumno en el dmbito en el que trabaja,
Seguro que hay mejores alumnos que €l en otros ambitos. Y, sobre
todo, como profesor, sélo es un buen profesor respecto a un solo
alumno: él mismo. Su ciencia diddctica tiene un alcance muy limita-
do: es en principio eficaz, incluso extremadamente eficaz, pero en un
solo caso.

E.- Cuando él es el profesor y también el alumno.

P.- Entenderis entonces que la ciencia diddcrica que intentamos
elaborar no se pueda basar en este tipo de proezas, sino que pretenda
tener un alcance mucho mayor, ser vilida para la mayoria de profeso-
res v de alumnos. Ocurre lo mismo con la ciencta médica: no se desa-
rrolla para la gente que goza de buena salud. Pero ahora lo tendremos
que dejar aqui. Guirdare las preguntas que te queden para el préximo
dia, y repasa bien lo que hemos dicho hoy.

E.- Asi lo haré. Gracias, Profesora.

Los momentos del estudio

E.- Hola, Profesora.

P.- Hola. Has preparado algunas preguntas para hoy?

E.- §i, claro. Me da la impresién de que cada vez tengo mds.

P.- Pues adelante.

E.- Mira, es otra vez acerca de Marta y de Luis. Dijiste que los dos
conducian el estudio de un tipo de problemas y que los dos episodios
se distinguian, en primer lugar, porque no presentaban el mismo mo-
mento del proceso de estudio. ; No es eso?

P.- 51, eso mismo.

E.- Por lo tanto, hay distintos momentos.

P.- Si.

- ¢No me lo podrias explicar? Quiero decir, ¢no me podrias
contar cudles son los distintos momentos posibles? Esa es la pregunta
que traia hoy.

P.- s una gran pregunta. |Y espero que no t1a1gas muchas mas
como esa! Bueno. Empecemos por el principio, quiero decir por lo
que ya hemos visto hasta ahora.

E.- Lo de Marta v Luis.

P.- Eso es. En el caso de Marta, vimos el momento en el que los
alumnos se encuentran por vez primera con un nuevo tipo de proble-
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ma. Es lo que se llama el momento del primer encuentro con el tipo
de problema.

£.- Vale. Pero eso también ocurre en fa clase de Luis: los alumnos
se encuentran por primera vez con expresiones con dos radicales.

P.- Tienes razon. Pero también recordards que no era esto lo que
te molestaba mds.

E.- Es verdad.

P.- Lo que te molestaba era, de hecho, otro momento del proceso
de estudio. Cuando Luis pide a sus alumnos que resuelvan un gran
nimero de ejercicios sobre expresiones con un radical, estd claro que
ya no se trata del momento del primer encuentro con este tipo de
problemas. Ya ni siquiera se habla de problemas, sino de ejercicios:
los alumnos se ejercitan en la resolucidn de ejercicios de este tipo. Ya
disponen de una técnica, y lo que estdn haciendo es mejorar su domi-
nio de esta téenica. Incluso, al final, se contentan con comprobar que
la saben utilizar.

E.- ;Y eso es un momento del proceso de estudio?

P.- §i, es el momento del trabajo de la téenica. Ya hablamos de
ello, ¢no te acuerdas?

E.- Es verdad. Pero entonces...

- ;Qué pasa?

E.- Has dicho que, en el episodio de la clase de Luis, hay el mo-
mento del primer encuentro con un nuevo tipo de problemas —las ex-
presiones con dos radicales— y ahora acabas de decir que hay el mo-
mento del trabajo de la técnica.

P.- Si.

E.- ;Entonces, hay dos momentos al mismo tiempo!

P.- Hay que precisar mds este punto. Es verdad que en este episo-
dio de clase los alumnos y el profesor viven dos momentos distintos
al mismo tiempo. O, por lo menos, durante el mismo periodo de
tiempo.

E.- §i, es lo que decia.

P~ Y aqui surge una pequeda dificultad. Porque la nocién de
“momento” que he utilizado no es una nocién estrictamente crono-
légica.

E.- ;Qué quieres decir?

P.- Mira, cuando decimos que los alumnos de Luis viven el mo-
mento del primer encuentro con un nuevo tipo de problemas, lo mis
probable es que Luis les haya distribuido la hoja de ejercicios al prin-
cipio de la clase, o incluso antes. En cualquier caso, los alumnos han
estado trabajando, durante la sesién de clase, con esta hoja de ejerci-
ctos. Por lo tanto, cada uno habra podido encontrarse con el nuevo
tipo de problemas individualmente. Y no al mismo tempo, claro.

E.- ;Y qué conclusién hay que sacar?
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P.- Pues que, para estos alumnos, el momento del primer encuen-
tro se realizard en dos instantes distintos. En primer lugar, hay un en-
cuentro en el que estdn solos con la hoja de ejercicios. Después hay el
encuentro en el que les guia el profesor. Generalmente, los momen-
tos no se viven una sola vez. Existen de manera dispersa. Se viven va-
rias veces. Por ejemplo, es muy probable que algunos alumnos se ha-
yan perdido esos dos instantes de la clase de Luis, como cuando te
cruzas con alguien por la calle y no lo ves. Entonces puede ocurrir
que cl primer encucntro se produzca mis tarde, cuando, en casa, ten-
gan que hacer el trabajo que les manda Luis.

E.- Yaveo. Y lo mismo ocurriri con el momento del trabajo de la
técnica, ¢no? Porque supongo que una técnica no se debe trabajar en
una sola vez.

P.- Pues claro. Ademis, cuando un alumno se pone a hacer los de-
beres en casa, a retomar lo que se ha hecho en clase...

E.- Volveri a vivir los distintos momentos: el del primer encuen-
tro, el de la técnica...

P.- Esoes.

E.- O sea, que un momento no es sélo algo que se vive en clase,
con el profesor.

P.- Exactamente. Incluso si no hubiera profesor, si el alumno -
viera que estudiar solo, por ejemplo porque ha faltado a clase, tam-
bién tendria que pasar por los distintos momentos que componen el
proceso de estudio: se trata de las grandes tareas diddcricas que no
puede dejar de realizar. Dicho esto, cuando se dispone de un profesor
para dirigir el estudio, estas tareas didacticas son tareas cooperativas,
en las que cooperan alumnos y profesor: el alumno cuenta con el
profesor para que le ayude a vivir estos distintos momentos y el pro-
fesor cuenta con la energia de sus alumnos y con su involucracién en
el proceso de estudio (que incluye, como bien sabes, el trabajo en ca-
sa) para que su ayuda sea eficaz.

E.- De acuerdo. ;Pero sélo hay estos dos momentos? ¢Quieres
decir que el proceso de estudio se reduce a encontrarse con un tipo
de problemas y en poner a punto una técnica que permita resolver-
los?

P.- ;A t1 qué te parece?

E.- Pues... Por ejemplo, hemos dicho que toda técnica debia ser
justificada. Por lo tanto, habri necesariamente un momento... jAh,
claro! jAhora ya sé por qué les llamas momentos! Es sencillamente
en el sentido de que “hay un momento en el que...” ;Es eso?

P.- Si, muy bien. Es exactamente eso. Pero sigue con lo que de-
Clas.

E.- Decia que hay un momento en el que habrd que justificar la
técnica. Debe ser el momento de la justificacién, o algo asi, ;no?
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P.- Se podria decir asi. Es el momento tecnoldgico-tedrico. Suena
mds sabio, pero ademds tiene la ventaja de poner énfasis en los dos ni-
veles de justificacién: la tecnologia de la técnica, que se mantiene mds
cerca de la técnica, y la teorfa, un poco mis alejada.

E.- Vale, vale. Por lo tanto, hay tres momentos del estudio.

P.- No vayas tan ripido. Es mds complicado de lo que crees. Tal
vez serd mejor que dediquemos un poco de tiempo a crear una pe-
quefia organrzacién matemdtica alrededor de un tipo de problema
que no debes conocer muy bien. ;Qué te parece? Asi podremos con-
cretar mejor los distintos momentos.

E.- Como quieras, Profesora.

P.- Muy bien. Te propongo que estudiemos el siguiente proble-
ma: determinar si un fimero dado es racional o irracional.

E.- ¢Como VZ, por ejemplo?

P.- Por ejemplo. ¥2 es un nimero irracional. Eso ya lo sabes.

E.- Si, claro.

P.- ;Y qué mids sabes al respecto?

E.- No gran cosa. v3 también ¢s irracional, y V5, etc.

P.- ¢Y Ve, en gencral?

E.- ¢Cuando ¢ es un nimero natural? Creo que si, a menos de que
sea un cuadrado perfecto, como 4 0 9.

P.- ;Lo sabrias demostrar?

E.- ;Que es un niimero irracional? Conozeo una demostracién
para V2, la clésica.

P.- ;Y para el caso general?

E.- Supongo que seria mis o menos igual.

P.- Bueno. Ahora te propongo lo siguiente: no vamos a demostrar
en seguida que Ve es irracional, sino que intentarcmos construir una
técnica para determinar si un nimero dado es o no irracional. Si fo
conseguimos, y si la justificacién de esta técnica exige la demostra-
cion de este resultado, entonces va lo haremos. Pero primero hay que
concentrarse en la construccion de la téenica.

E.- Vale. Por lo tanto, vamos a diferir el momento tecnolégico-
tedrico, el de la demostracién y justificacién de la técnica. Porque ya
sabemos que un momento se vive varias veccs.

P.- Exactamente. En realidad, se trata de algo muy banal en la ac-
tividad matematica. Sélo en algunos libros o en algunos cursos se em-
picza alineando todos los resultados necesarios sin que el lector o el
oyente del curso pueda percibir su necesidad. Es una manera de pro-
ceder bastante econémica, pero también aruificial, Bueno, pues ma-
nesa lﬂ Obfa.

E.- ;Qué? (Perddn?

P.- Hay que cstudiar el problema. ;Por donde empiezas?

E .- Nt idea.
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P.- Estds cayendo en un vicio muy escolar: esperas que el profesor te
diga lo que debes hacer. Y te lo voy a decir, si no, no acabaremos nunca.

E.- No, no. Ya sé por donde empezar: tomando un caso particu-
lar. Por ejemplo, 2 V2.

P.- (Y bien?

E.- Es irracional.

- ¢Por qué?

E.- Porque si fuera racional, entonces su mirad también lo serfa.
Pero su mitad es V2 que cs irracional. jFstamos utilizando el reorema,
Profesora!

P.- Es verdad. Pero ain no basta para que lo demostremos.
Sigamos. ¢ Qué otro caso?

E.- Tomemos... 7 + V2. Aqui también es ficil. Si fuera racional,
entonces 7 + V2 — 7 también lo serfa. Y esto es falso.

P.- 5i. Y si tomiramos ERALS :\E ?

5

. . . 3
E.- Pues lo mismo: si fuera racional, entonces 4 veces T =

3 + V5 también lo seria, y lo mismo con 3 + V5 — 3 = V5. Por lo tanto,
) ) 3+45 i
st sabemos que V5 no es racional, entonces - tampoco lo serd.

P.- Bueno. Pues ahorz ya tenemos una pequefia técnica de corto
alcance y esencialmente discursiva: lo que hacias ahora, cada vez, era
repetir un pequeno discurso.

E.-Si

P.- Y lo que podemos hacer es intentar aligerar esta técnica para
que no tengas que repetir cada vez lo mismo.

- ¢ Qué quieres decir?

P.- Podemos recurrir a una estrategia didactica muy simple: enri-
quecemos el entorno tecnolégico de la téenica para hacerla de uiliza-
cién mds dgil.

E.-No lo veo.

P.- Telo voy a ensefiar. Voy a incluir en la tecnologia el siguiente
teorema: sia y b son nimeros racionales, con & distinto de 0, y si ¢t es
un nimero irracional, entonces 4 + ba. también es irracional.

E.- De acuerdo. Es muy [icil de demostrar: si « + bot fuera ra-
cional, entonces a + b0 - a = b también lo seria, y lo mismo con
ba/b = o Y esto es falso.

P.- Exactamente, Acabas de repetir una vez mds el pequefio dis-
curso, pero ahora lo has hecho una vez por todas. Si quisieras demos-

1-3vg . . ) L :
trar que ————es irracional, podrias escribir (va a la pizarva y

escribe):

265




11-3v8 11 3

V8 irracional =» > == 8 irracional,

E.- De acuerdo. Pero aqui también necesitamos saber que V8, V3,
etc. son irracionales.

P.- 51 Y esto hace que el teorema sobre Ve sea atin mds interesan-
te. Pero detengidmonos en lo que acabamos de escribir. Se puede apli-
car a cualquier ndmero del tipo 4 + bV, pero también a cualquier mi-
mero que se pueda escribir igual. ¢ Ves lo que quiero decir?

: . 3-V5

E.- ;Claro! Si tomamos un nimero como ———

T

P.- ;Volvemos a nuestros niimeros preferidos! Ese es el alcance de
la técnica. Y, llegados a este punto, nuestra organizacién matemitica
comporta, de momento, un teorema demostrado y un teorema conje-
turado que espera ser demostrado.

E.- Y la técnica del discurso, y la de manipulacién de expresién
con radicales, y todo eso, ¢no?

P.- Claro, claro. Pero yo queria subrayar lo siguiente: el discursi-
to que hacias antes ya no forma parte de la técnica que consideramos.
Nos podri seguir sirviendo durante la construccién de la organiza-
cién matemitica que llevamos a cabo, pero se ha vuelto técnicamente
inaril.

E.- No lo entiendo.

P.- Mira. Hasta ahora, ante un ndmero como 3 — V7, decfas: “Si
3 — V7 fuera racional, entonces... . Ahora dirds: “Como V7 es irracio-
nal, 3 — V7 también es irracional.” No se trata del mismo discurso, va
no se utiliza la misma técnica. En una clase, por ejemplo, los alumnos
podridn haber empezado haciendo los discursitos que td hacias, pero
tendrd que llegar un momento en el que el profesor dird: “Bueno,
ahora ya no lo tenéis que hacer mds asi. Esto era al principio. Ahora
hay que ir mis rédpido, bacerlo directamente.”

E.- Pero siempre habrd alumnos que se mantendrin en lo del
principio.

P.- 8i, alumnos de alguna manera reaccionarios, a los que les cos-
tard desprenderse de la primera técnica. Es normal. Pero el profesor
les indica que, en esta institucidn que es su clase, hay que hacerlo de
tal o cual manera. Por fuerza, en algiin momento, deberd precisar
cual serd la “buena técnica”™.

E.- Dices que hay por fuerza un momento en el que... ¢Es un nue-
vo momento? ¢ Quiero decir como los que ya hemos visto?

P.- Si. Es el momento de la institucionalizacion.

E.- 4Y todos los profesores tienen que precisar este tipo de cosas?
¢Por qué no se deja que cada alumno utilice la técnica que mejor le
convenga? —-mientras esté justificada, claro—,
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P.- ;Buena pregunta! En primer lugar, debes tener en cuenta que
la institucionalizacién no concierne tnicamente a la técnica. Con-
cierne a la organizacién matemairica en su conjunto y en toda su com-
plejidad. A la praxeologia matematica. También se institucionalizan
clementos tecnolégicos y tedricos, los subtipos de problemas, etc.
Ademds, piensa que la institucionalizacién no es cosa de profesores.
Se produce siempre, incluso en el caso de un matemdrico que estudia
solo un tipo de problema.

E.- §Y cémo puede institucionalizar algo él solo? ;Una persona
sola ya es una institucién?

P.- Es un caso limite de institucidn, claro que si. Lo importante es
ver que el fendmeno es el mismo: si el matemdtico no quiere perderse
entre todo lo que estd haciendo, entonces, con cierta regularidad, ten-
dri que institucionalizar el producto de su trabajo: precisar qué téc-
nica utiliza, qué elementos forman parte del entorno tecnolégico-
tedrico —y cudles no—, a qué subtipos de problemas se puede aplicar la
técnica v a cudles no, etc. Si no, su propia actividad se volveria ilegi-
ble para él mismo,

E.- Ya lo entiendo. Y todavia serd mis importante si, en lugar de
un matematico, se trata de un grupo de matemdticos o de alumnos.

P.- En efecto. Es mucho mis dificil asegurar la legibilidad de una
actividad cooperativa, ponerse de acuerdo para saber qué es lo que
hace cada uno, etc.

E.- Pues ahora, retrospectivamente, hemos visto un momento tec-
noldgico-tedrico, un momento de institucionalizacién y... v el mo-
mento del primer encuentro o, mejor dicho, del primer reencuentro,
porque la cuestién de la irracionalidad no es nueva para mi.

P.- Nueva del todo no, pero casi.

E.- De acuerdo. Pero, ¢y aparte de esto? Por ejemplo, entre todo
lo que hemos hecho hasta ahora, ha habido mds momentos?

P.- Si. Fijate que estamos intentado que emerja una técnica para
poder resolver el problema que estudiamos.

£E.- Y esto es un momento?

P.- Es el momento exploratorio, durante el cual se explora el tipo
de problemas intentando construir una téenica.

E.- A propésito, se me habia ocurrido algo antes, sobre la técnica
que INTentamos consuuir,

P.- ;817

E.- Tomemos v'3 + V5. Aqui puedo decir: st fuera racional, su
cuadrado seria racional, y entonces 3 + V5 serfa racional, lo que es
falso. Y, por lo mismo, también hubiera podido tomar V3 + V5, o
cualquier otra raiz,

P.- Muy bien. Lo que has hecho es hallar un subtipo de problema
al que se puede extender la técnica.
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E.- ¢Y esto forma parte del momento del primer encuentro?

P.- Como quieras. Todo depende de lo que tomes como punto de
referencia. Durante la exploracién del tipo de problemas de partida,
es frecuente encontrarse con subtipos de problemas particulares. Y al
hallar un nuevo subtipo, el proceso vuelve a empezar: se explora ef
subtipo, se intenta adaptar la técnica, justificar o explicar la adapra-
cién, etc.

E.- Y, por lo tanto, se volverd a institucionalizar.

P.- 5, por supuesto.

E.- Pero, respecto al entorno tecnolégico-tedrico, con la variacién
que he introducido no hay que cambiar nada.

P.- ;Cémo que no? Debes mirar las cosas con mas cuidado. Fijate
que, en la técnica que acabas de utilizar, el primer gesto consiste en
elevar al cuadrado.

E.- Si. Es l6gico, lo primero que se le ocurre a cualquiera.

P.- Pues, acabas de utilizar un nuevo clemento tecnolégico-tedri-
co: que st un nlmero es racional, su cuadrado también o es.

E.- Claro. Es evidente.

P.- 5, pero hasta ahora era algo implicito.

E.- No es verdad. Cuando decimos que a + £ o es irractonal, utili-
zamos la suma y el producto. Y un cuadrado es un caso particular de
producto.

P.- Tienes razén. Pero en algiin momento hay que explicitarlo,
decir que las sumas, restas, productos, divisiones, cuadrados, las po-
tencias enésimas de nimeros racionales son racionales.

E.- Y todo esto forma parte de la institucionalizacidn.

P.- Eso es. Y, al mismo tiempo, forma parte del momento tecno-
légico-tedrico. Lo que acabo de decir formaria parte de la teoria, da-
do su lado fundamental: es lo mds bisico, lo primero.

- ¢Qué quieres decir?

P.- No sé si te has dado cuenta que, hasta ahora, no hemos dicho
en ningln momento lo que es un niimero racional. $6lo hemos ad-
mirido que si ¢ es racional y no es un cuadrado, entonces Vc es irra-
cional. Por lo tanto, en algiin momento habrd que precisar lo que
entendemos por nimero racional. Por ejemplo, cuando queramos
demostrar el teorema tecnolégico que afirma que Ve es irracional.
Son los fundamentos de la recnologia de la organizacién matemi-
tica que estamos construyendo. O sea, la reoria. Ademds, al abor-
dar la teorfa de la organizacion, a lo mejor nos daremos cuenta de
que estos resultados no son especificos de los nimeros racionales,
sino de cualquicr subcuerpo de los reales. Pero esto ya es otro can-
rar.

E.- Bueno, bueno. Es mejor que nos quedemos en lo técnico, es
mas {dcil...
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P.- Si. Precisamente te iba a proponer un nuevo ejemplo. ¢Qué
harfas con el mimero V3 + V5? ;Sigue funcionando tu técnica?

E.- No lo sé... Si elevamos al cuadrado...

P- ;Adelante! Hay que intentarlo. (Le da la tiza y le sefiala la pi-
zarra.)

E.- A ver. (Escribe.)

(V3 +V3) = VR + V52 + 2WIV5 =3 + 5+ 2VIV5 =8 + VIS,

Y ahora vuelve a ser igual que antes: si V3 + V5 fuera racional, su
cuadrado también lo seria, pero esto no es verdad. La técnica no ha
cambiado mucho.

P.- De acuerdo. En cualquier caso, el entorno tecnolégico-tedrico
no cambia. Tomemos otro ejemplo. Considera ahora \/:’Zg+ V3 + V5.
¢Qué vas a hacer?

F.- Lo mismo, Elevar al cuadrado. Aqui tenemos... Es algo del ti-
pola+b+c)..

P.- ¢Te acuerdas de la férmula?

E.- Si, claro. (Escribe.)

(a+b+cY=a"+b+ +2ab + 2bc + 2ac.

Por lo tanto, en este caso:

(V2) + V3 + V3R =2 +3 + 5+ 2V6 + 2VI0) + 2VI5
=10+ 2(V6 + V10 + V15)

P.- ;Y a partir de aqui?

E.- {Ostras! Aqui no funciona: volvemos a tener tres radicales,
como al principio.

P.- Eso es. Ademads se ve muy bien por qué funcionaba la técnica
antes: porque permitia pasar de dos radicales a uno solo. $i pudiéra-
mos pasar de tres a dos, podriamos pasar de dos a uno y resolver el
problema, lo que constituiria en realidad una modificacién muy sim-
ple de la técnica.

E.- ;Y c6mo se hace para pasar de tres a dos?

P.- Te recuerdo que el que estudia el problema eres ni.

E.- Si, pero se supone que tii me tenes que ayudar. Lo sabes ha-
cer o no?

P.- Si que sé. Y también te voy a ayudar. Considera, por ejemplo,
V5. Es irracional?

- Si. Pero para demostrarlo... Creo que necesitamos otro wore-
ma.

P ¢Cuil?




E.- El que dice que si un mimero entero no es un cubo, su raiz ci-
bica es irracional.

P.- Vale. ¢ Y en general? Si consideraras, por ejemplo, V12...

E.- §i, si. Hay que tomar un teorema mds general que afirma que
sl un nimero entero no €s una potencia n-¢sima, entonces su raiz n-
ésima no es racional.

P.- Muy bien. Y ahora falta demostrarlo. Pero antes de lanzarse
en la demostracién, veamos si se trata o no del teorema que necesita-
mos. Considera por ejemplo ¥5 + V7. Supongo que crees que es un
nimero irracional, ;no?

E.- 5i... Eso creo. Pero aqui no sé qué ha}r que hacer para...

P.- Como ves, lo que queremos ¢n primer lugar no es demostrar
el teorema, sino tener una técnica que nos permita demostrar que es-
te niimero es irracional. Y para ello no nos basta con el teorema ante-
rior, por muy “general” que sea.

E.- ¢Entonces qué hacer? ;C6mo se construye una técnica gene-
ral? Y no me digas que el que estudia soy yo, que eso ya lo sé.

P.- No, no. Te lo voy a ensefiar. Porque una técnica no se inventa
asi como asi. La idea consiste en relacionar los nimeros con un obje-
to matemdatico no NUMErico.

E.- :Con qué?

P.- Con ecuaciones.

E.- ;Y c6mo se hace?

P.- Toma por ejemplo V5. Escribo x = V5. Si elevo al cubo, me da:
x’ = 5. Esta es la ecuacién. Y esta ecuacién tiene una relacién muy
clara con el mimero de partida: V5 es una de sus soluciones. Eso es lo
que nos interesa.

E.- ¢Y cémo se utiliza esta ecuacion?

- iJa! Aquf es donde necesitamos un elemento tedrico nuevo
que nos diga qué es -y qué no es— un nimero racional.

E.- Eso es ficil: un niimero racional es un nimero que se puede
escribir como el cociente de dos enteros, como una fraccién.

P.- Exactamente. Pues, ahora vamos a demostrar que ninguna
solucién de la ecuacién x* = 5 se puede escribir como el cociente de
dos enteros. Para cllo seguiremos un razonamiento parecido al que
habris visto en el caso de V2. Es un razonamwnto por reduccién
al absurdo. Supondremos que la solucion de x* = 5 se puede escri-
bir como el cociente de dos enteros y llegaremos a una contradic-
cion.

E.- Vale.

P.- Pues, cojamos x = Ed ¥ supongamos que es una fraccién irre-
PR

ductible.

E.- O sea, que p y ¢ no tienen divisores comunes.
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.- Eso es. Ahora, como -g es solucion de la ecuacién, tenemos

que (gﬁ =5 o, lo que es lo mismo, que p* = 5¢°. De esta igualdad se

desprende que p divide a 54* y, como no divide a g, tiene que dividir
a 5. ;Me sigues?

E.- Si. Estds utilizando propiedades de la divisibilidad.

P.- Bueno, pues sigamos. Como p divide a 5, por fuerza tenemos
quep=lop=>5.

E.- Vale, porque 5 es un nimero primo que no tiene otros diviso-
TES.

P.- Muy bien. Y ahora haremos lo mismo con ¢. Es obvio que ¢
divide 5g°. Por lo tanto, de la igualdad p* = 54 se desprende que ¢ di-

p

vide a p°. Pero como la fraccién rl es irreductible, ¢ no divide ap v -

por lo tanto tiene que ser igual a 1.
E.- {Vaya! ;Qué suul!
P.- Lo importante aqui es la conclusién siguiente: si la fraccidén

irreductible % es solucion de la ecuacidén x* = 5, entonces por fuerza

p=10p=5y g =1.En otras palabras, las uinicas soluciones posibles

1 5 R . .
son T y T osealo05. Y como ni 1*ni 5° valen 5, la ecuacidn no tie-

ne ninguna solucién racional.

E.- Por lo tanto, como V5 es solucién, no puede ser un niimero
racional.

P.- Exactamente. Es un poco complicado, pero lo vamos a simpli-
ficar recurriendo a una estrategia que ya conocemos. En lugar de re-
petir este proceso cada vez que tengamos un nimero solucién de una
ecuacién, lo haremos una vez por todas.

E.- Ya. Demostraremos un teorema para no tener que hacer la de-
mostracion cada vez, ¢Es eso?

P. Si. Aquiel teorema es que si tienes una ecuacién con coeficien-
tes enteros

y la fraccién irreductible < es solucién de la ecuacién, entonces p

divide a 2,y 4 divide a 2 Este es el resultado tecnolégico clave.

F.- A ver, a ver... Antes teniamos la ecuacién x° =3, es decir
x"—5=0 Luegoa,=-2ya, =1.

P.-Esoes.

E.- Y concluiamos que p dividia a 5 y que ¢ dividia a 1. Efecti-

271




vamente. Pero, antes de demostrar el teorema, hay que ver cémo se
urtiliza en un caso general.

P.- Muy bien. Veamos como se utiliza. Habias demostrado antes
que V3 + V5 es irracional. Hagdmoslo ahora con la nueva técnica. Sea
x =3 + V5. Necesito una ecuacién polinémica con coeficientes ente-
ros que tenga a este mimero por solucién.

E.- Vale. Lo elevamos al cuadrado. Resulta... x* = 8§ + 2V15. Es lo
que teniamos antes. Y ahora, x* -~ 8 = 2V15 y lo volvemos a elevar al
cuadrado.

P.- Muy bien. Fijate lo que tenemos {escribe en la pizarra):

2 ~8=215

(x! 8P =415 =60
xt- 162"+ 64 =60
-16x'+4=0

E.- Por lo tanto, tenemos que p divide a 4 y que g divide a 1, es
decirg = 1.
P-SiY p puede ser 1, 2 & 4. Lo que nos da como posibles solu-

ciones 2 s fracciones 1/1, 2/1 6 4/1.

_ E.- Y ahora es ficil ver que ni 1 ni 2 ni 4 son soluciones. Luego
¥3 + V5 no puede ser racional.

P.- Eso mismo, Q, sin sustituir en la ecuacién, demostrando que
V3 +V5noesnilni2ni4.

E.- Vale, vale. Asi que ahora ya tenemos una nueva técnica. Pero
admitiras que en este Gltimo caso mi técnica del principio era mucho
mis ripida y sencilla.

P.- Si. Pero ésta tiene mayor alcance. La puedes utilizar para ex-
presiones con tres radicales o para raices enésimas, etc.

E.- Claro. Por lo tanto, en nuestra organizacién matematica habra
dos técnicas distintas.

P.- Eso mismo, a utilizar en funcidn de las necesidades.

E.- ;Y ya tenemos nuestra organizacién matematica totalmente
claborada!

P.- Lamento decirte que no. Todavia estamos lejos del final. Para
empezar, hay que poner un poco de orden en esta organizacion. Hay
cosas que hemos nombrado, incluso utilizado pero que, a la larga, de-
jaremos totalmente de lado. Recuerda que estamos construyendo una
praxeologia matemdtica que nos debe permitir actuar de manera efi-
caz v justificada. Hay que organizar las cosas para que se pueda ver
con claridad que lo que hacemos es eficaz v para poner en evidencia
su caracter justificado o justificable.

E.- ;Yaveo! ;Hay que institucionalizar!
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P.— En efecto. Es inevitable.

E.- Y después de institucionalizar ya habremos acabado.

P.- No del todo. Porque, aunque supongamos que nuestra orga-
nizacién matemadtica estd bien definida, no estamos aiin totalmente
seguros de que la sabemos utilizar, poner en prictica. Y aqui aparece-
rd otro momento: el momento de la evaluacion.

E.- Pero Profesora, jlo de la evaluacién es para los alumnos, en
clasc! Yo crefa que hablibamos del trabajo del matemitico.

P.- Querido Estudiante, creo que éste serd tu ilimo error. Por-
que hoy es nuestra tltima sesién de trabajo, como sabes bien.

E.- §i, si. ;Pero donde estd mi error?

P.- La evaluacién no es una invencion de [a escuela. En absoluto.
Considera tu situacion real respecto a la organizacidon matemdrica
que acabamos de construir. $1 quicres entrar de verdad en esta peque-
fia obra matematica, si quicres apropiarte realmente de la praxeclogia
que define, entonces atin queda mucho por hacer.

E.- Ya, tengo que trabajar la técmica que me has ensenado.

P.- 5i. Y, para empezar, aprender a utilizarla. Porque atin no la has
puesto en prictica por ti mismo.

E.- Es verdad.

P.- Ademis, después de haberla practicado durante algin tiempo,
después incluso de haberla mejorado en algunos casos concretos, ten-
drds que preguntarte, en algiin momento: ¢domino bien esta obra
matematica?

E.- Ya enttendo, me tendré que poner a prueba, evaluarme.

P.- Si. Es un momento relativamente solemne y que, como los de-
mis momentos, no se vive de una vez por todas. Se trata del momen-
to en el que pones a prueba tu dominio de la obra: conozco sus razo-
nes de ser, sé para qué sirve, pero gseguro que sé utilizarla? Como ya
te he dicho, una obra es una construccién humana. La construimos
nosotros y somos también nosotros los que la hacemos vivir. Evaluar
tu leIaCIOI‘l con una Obra [ lmportan[e Para tl PCISOﬂalmen[e, P(.ro
también lo es para dar a la obra una oportunidad mas de seguir vi-
viendo. Si muere para muchos de nosSOtros, si no somos capaces de
seguir déndole vida, morird pronto para siempre.

E.- Lo entiendo, Profesora. Me acabas de decir que estudiar es
una manera de colaborar a dar vida a las obras.

P.- 5. Y también lamento decirte que, a partir de ahora, tendrds
que seguir estudiando solo. El estudio no finaliza nunca, pero mi pa-
pel de directora de estudio no puede ser eterno.

E.- Es una lastima, Profesora.

P ;O 1al vez una suerte!
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SINTESIS 4

Una obra matemdtica surge siempre como respuesta a una cues-
tién o a un conjunto de cuestiones. Pero sen qué se materializa dicha
respuesta’ En una primera aproximacién podriamos decir que la res-
puesta matemdtica a una cuestién cristaliza en un conjunto organiza-
do de objetos ligados entre si por diversas interrelaciones, esto es, en
una organizacion matemdtica. Dicha organizacion es el resultado fi-
nal de una actividad matemdrica que, como toda actividad humana,
presenta dos aspectos inseparables: la practica matematica o “praxis”
que consta de tareas y técnicas, y el discurso razonado o “logos” so-
bre dicha practica que estd constituido por tecnologias v teorias.

No es posible, ni para el matemitico profesional ni para los alum-
nos de una clase de secundaria, actuar matematicamente con verda-
dera eficacia sin entender lo que se estd haciendo. Pero tampoco se
puede entender en profundidad una organizacién matemdtica deter-
minada si no se lleva a cabo simultdneamente una practica matemati-
ca eficaz. No hay praxis sin logos, pero tampoco hay logos sin prax15
Al unir las dos caras de la actuvidad matemadtica se abtiene la nocién
de praxeologia: para responder a un determinado tipo de cuestiones
matematicas hay que elaborar una praxeologia matemdtica constitui-
da por un tipo de problemas determinado, una o varias técnicas, su
tecnologia v la teoria correspondiente.

¢Qué se necesita para elaborar una praxeologia matemaitica?
¢Cudles son los medios de los que dispone el maremdrico investiga-
dor o los alumnos de matemaéticas para construir una praxeologia
matematica que responda a certas cuestiones?
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La Profesora explica en los Didlogos que tanto el investigador co-
mo los alumnos, cada uno en su nivel, utilizan técnicas didécticas co-
mo instrumentos para construir una praxeologia matemdtica: el pro-
fesor utiliza técnicas diddcticas para reorganizar clertas obras
matemdticas de manera que den respuesta a las cuestiones que los
alumnos se plantean, los mvestlgadores utilizan técnicas de estudio
de las matemdticas que tambi¢n son técnicas diddcticas si entendemos
lo “diddctico” en el sentido amplio de lo “relativo al estudio de las
matemairicas”. De hecho, la frontera entre lo didactico y lo matemau-
co es muy borrosa: histéricamente se ha producido una matematiza-
cién creciente de lo didictico y, muy en particular, de las téenicas de
estudio de las matematicas.

Elaborar una praxeologia matemadtica supone para cualquier “es-
tudiante”, ya sea matemdtico investigador o alumno de matemdticas,
entrar en un proceso de estudio que, como tal, no es un proceso ho-
mogéneo sino que estd estructurado en diferentes momentos. Cada
momento de] proceso de estudio hace referencia a una dimension o
aspecto de la actividad de estudio, mds que a un periodo cronolégico
preciso. Por lo tanto, los momentos estan distribuidos de una forma
dispersa a lo largo del proceso de estudio y no pueden ser vividos “de
una vez por todas”.

La descripcién que hace la Profesora del proceso de estudio pone
en relacién cada momento con los diferentes elementos que constir-
ven la obra matemdtica y con las relaciones que se establecen entre
cllos. El momento del primer encuentro hace referencia a los objetos
matemadticos quc constituyen un tipo de problemas; ¢l momento ex-
ploratorio relaciona un determinado tipo de problemas con la cons-
truccidn de una téenica adecuada para abordarlos; el momento del
trabajo de la técnica se refiere al dominio, puesta a punto y nueva
creacion de técnicas matemducas; el momento tecnoldgico-teorico ha-
ce referencia, como indica su nombre, a los dos niveles de justifica-
ci6n de la prictica matemdtica; v los momentos de institucionaliza-
cion y evaluacion se refieren, por fin, a la obra matemaitica en su
conjunto,

En esta descripcién subyace un principio “democratizador” que
la Profesora subraya en varias ocasiones: no hay momentos “nobles”
y momentos “menos nobles”, como tampoco hay momentos “mds
matemarticos” y momentos “mds didicticos”. Precisamente el episo-
dio de la clase de practicas y los comentarios didacticos subsiguientes
ponen de manifiesto la importancia crucial de uno de los momentos
mas desprestigiados —el momento del trabajo de la técnica— v la ne-
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cesidad de que dicha dimensién del proceso de estudio tenga cabida
en los dispositivos didécticos escolares.

Los Didlogos concluyen con un doble mensaje que hace referen-
cia a la naturaleza del estudio y al sentido que tiene la actividad hu-
mana de estudiar. La Profesora anuncia al Estudiante que deberd se-
guir estudiando solo, recorddndole asi indirectamente que el objetivo
al que debe tender todo sistema didéctico es su propia desaparicion,
dado que el conocimiento personal sé6lo aparece después de que desa-
parezcan todos los artificios didictcos. En cuanto al sentido del es-
tudio, la Profesora es muy clara: se estudia para colaborar a dar vidaa
las obras humanas, para darles una oportunidad de seguir viviendo; si
el teorema de Pitdgoras muere para todos nosotros, morird para
slempre.
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COMENTARIOS Y PROFUNDIZACIONES 4

Si consideramos el proceso de estudio tal como lo describe la
Profesora en el Gltimo Didlogo, vemos que hay momentos de dicho
proceso que dificilmente se pueden llevar a cabo en la organizacion
actual de la ensefianza de las matemdticas. Surge entonces la necesi-
dad de crear nuevos dispositivos de ayuda al estudio distintos de la

“clase de matematicas” tradicional y capaces de asumir funciones que
ésta no puede asumir, 1 51qu1era cuando se desdobla en “clase de
teoria” y “clase de problemas” tal como ocurre en la ensefianza de las
matemadticas a nivel universitario.

Dispositivos diddcticos

En peneral, un dispositive escolar
1. Clase de problemas, clase de Prac- |seri cualquier “mecanismo” dis-
ticas pucsto para obtener dererminadas
objetivos  educativos. Asi, por

Llamamos clase de pricticas a un | 950Plo; la clase de matemdicas, la
de lengua, el libro de texro, la bi-

dispositivo diddctico en el que pueda | = s pregun-
desarrollarse plenamente el momento | a5 que hace el profesor en clase, las
del proceso de estudio que la Profe- |sesiones de wtoria y los descansos
sora denomina “momento del trabajo son dispositivos escolares. En la
de la técnica”. Para describir las fun- |medida en que cada uno de estos
ciones de este dispositivo cuyo fun- | dispositivos incide sobre la escruc-
. . . .| wuracion y el desarrollo del proceso
C10N2MIENto s¢ vislumbra en el £pi- de estudio de las matemaitcas, fun-
sodio, explicaremos las clausulas del | ionando como un dispositivo de
contrato didéctico que lo caractertzan. |ayuda al estudio de las matemiti-
cas, diremos que se trata, ademis,
En la clase de pricticas el profesor |de un dispositivo diddctico (en el
proporciona a los alumnos un corpus sentido de diddctco-matemdrico),
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de problemas que, aparentemente, son bastante parecidos entre si.
Cuando un estudiante se encuentra por primera vez en una clase de
précticas, es muy probable que la relacione con una clase de proble-
mas debido a que el tipo de actividad central que se lleva a cabo en
ambas puede describirse a primera vista como “resolver problemas”.

En la clase de problemas, el estudiante intenta resolver por prime-
ravez problemas concretos de diversos tipos y manipula por primera
vez ciertas técnicas matemdticas para resolverlos. La funcidn princi-
pal de la clase de problemas consiste precisamente en permitir que el
estudiante tome contacto efectivo con ciertos tipos de problemas y
con las técnicas correspondientes.

El contrato didéctico en la clase de problemas asigna al profesor,
en cuanto director de estudio, la responsabilidad de elegir adecuada-
mente los representantes de cada uno de los tipos de problemas que
constituyen el curriculo y de ejemplificar en cada caso la manera de
resolverlos. Por su parte, el estudiante es responsable de interpretar
las resoluciones propuestas por el profesor y resolver por su propia

Clase de matematicas:
{teoria, problemas o practicas?

La clase de matemdticas es el prin-
cipal dispositivo didicrico en las
instituciones escolares preuniversi-
tarias. A nivel de ensefianza univer-
sitaria, la clase de matemiticas se
desdebla en dos dispositivos dife-
rentes: la clase de teoria y la clase de
problemas.

Esta estructura responde bisica-
menie a la concepcion teoricista se-
gun la cual la actividad matemadtica
puede anzlizarse en dos momenios:
un momento principal, el momen-
to tedrico, en el que se muestra la
teoria matemdtica acabada, y un
momento auxiliar en el que se
cjemplifican, aplican, practican y
consolidan las nociones tedricas
previamente aprendidas,
Recientemente, v en respuesta a has
evidentes insuficiencias de esta es-
tructura clisica, ha sido creado, en
algunas universidades, un nuevo
dispositivor el taller de prdcticas
matemdticas,

cuenta algunos problemas de cada
tipo.

Una de las cldusulas explicitas del
contrato que se establece en la clase
de problemas asigna al estudiante la
obligacién de “pensar los proble-
mas”. Fsta es una expresién muy
arralgada en la cultura escolar y hace
referencia a la acuvidad matemdrica
exploratoria que se pide al estudiante
cuanto aborda por primera vez un
problema. Esta cldusula del contrato
subrava que el estudiante no debe
disponer, de entrada, de las técnicas
que le permitirfan resolver el proble-
ma de una forma rutinaria.

La actividad matemitica que se
lleva a cabo en la clase de problemas
se caracteriza por el cambio relativa-
mente frecuente de un tipo de proble-
mas a otro, lo que comporta cierta ri-
gidez en la utilizacién de las técnicas
matematicas. Esta rigidez provoca
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errores que los estudiantes s6lo pueden superar familiarizindose con
dichas técnicas y fortaleciendo su dominio de las mismas. Pero esta
necesidad no puede satisfacerse plenamente en la propia clase de pro-
blemas en la que, por definicidn, se tiende constantemente a explorar
nuevos tipos de problemas.

El contrato didactico en la clase de practicas cambia radicalmente
algunas de las cldusulas vigentes en la clase de problemas. Los cam-
bios mds importantes son los siguientes:

(a} En la clase de pricticas se da caricter “publico” a un aspecto
del estudio —el trabajo técnico— que, en la clase de problemas, tenia
un caricter “privado”. El estudiante tiene por primera vez la respon-
sabilidad de rutinizar oficialmente ciertas técnicas. Esta nueva res-
ponsabilidad se materializa en la obligacién de resolver en presencia
de sus comparieros y del profesor muchos problemas aparentemente
muy parecidos entre si.

(b) Otra cldusula del contrato que se establece en la clase de prac-
ticas exige que el estudiante se familiarice con ciertas técnicas hasta
alcanzar un dominio tan robusto de las mismas que llegue a utilizar-
las como algo “natural”. A partir de aqui, estas técnicas podrin ser
consideradas de manera oficial como técnicas “adquiridas” por los
alumnos —-pasando a formar parte del medio matematico de la cla-
se—,

Lo anterior significa que en la clase de pricucas el estudiante debe
tratar con un tipo bastante restringido de problemas (los que se ob-
tienen mediante pequefias variaciones de algunos problemas inicial-
mente estudiados en clase de problemas) poniendo a prueba la robus-
tez de la técnica frente a esos cambios. Mientras que en la clase de
problemas el punto de partida y el punto de referencia de la actividad
eran los problemas {(en funcién de los cuales se construian posibles
técnicas de estudio), en la clase de practicas se espera del estudiante
que se centre en las técnicas y utilice los problemas para probar la ro-
bustez y flexibilidad de las mismas,

(¢} El contrato didictico de la clase de pricticas establece, por 1il-
timo, una nueva responsabilidad compartida en diferentes propor-
ciones entre el profesor y los estudiantes. Se trata de la produccion de
técnicas nuevas, ya sea por variacién de la técnica inicialmente utili-
zada, ya sea o por combinacién de dos o mis técnicas. En cualquier
cI;aso, la produccién se apoya en el dominio robusto de las técnicas

dsicas.
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Mientras que en [a clase de problemas la actividad del estudiante se cen-
tra en explorar tipos de problemas muy diferentes entre si y en buscar
técnicas para resolver dichos problemas, en la clase de practicas se parte
de una técnica dada y de un conjunto de problemas del mismo tipo que
s¢ utilizan como instrumento para que los estudiantes alcancen un do-
minio robusto de dicha técnica. En la clase de problemas, la actividad
evoluciona al saltar de un tipo de problemas a otro. En la clase de pric-
ticas, por contra, la evolucion viene dada por el desarrollo interno de
las técnicas.

Es de esperar que si un alumno se encuentra por primera vez en
una clase de pricticas, tenga dificultades para entrar en el nuevo con-
trato y que éste llegue a provocarle cierto desconcierto. Es previsible
asimismo que el alumno no entienda por qué se le pide que resuelva
un gran niimero de ejercicios muy parecidos y repetitivos, ni por qué
se le exige que realice piblicamente, “en vivo”, un trabajo que, hasta
la fecha, habia realizado a lo sumo en privado. Todas estas dificulta-
des son de indole matemdtica porque tienen que ver con la ignorancia
del papel del trabajo de la técnica en la actividad matemadrica.

2. Clase de teoria y obstdculos epistemoldgicos

Como dice la Profesora en los Didlogos, la aparicién de una técni-
ca nueva provoca la necesidad de interpretarla, justificarla y refacio-
narla con las técnicas ya existentes. En particular con la emergencia
de una nueva técnica surge la necesidad de analizar su aleance (el tipo
de problemas a los que se puede aplicar) y sus limiraciones (los subu-
pos de problemas que plantean dificultades a la utilizacién de la téc-
nica).

Supongamos, por ejemplo, que en la clase de pricticas se ha en-
sayado una nueva manera de resolver ecuaciones: partiendo de una
ecuacion dada f{x) = 0, se intenta escribirla bajo la forma g(x) = ax + &,
en la que ¥ = g(x) es una curva “estdndar” {(por ejemplo, g(x) = x7,

g(x) = Vx, gx) = -;1:—, g(x) = x*). A partir de aqui, la ecuacién

2(x) = ax + b resuelve mediante consideraciones grificas. En este con-
texto, se puede suponer que haya emergido la siguiente técnica para
resolver aproximadamente ecuaciones cubicas:

Se ha obscrvado que, en algunos casos, existe una traslacidn de la in-
cGgnita que permite eliminar el término de segundo grado:
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Ecuacién inicial; dxi-x+1=0

Cambio: x=z-1

Ec. equivalente: 2’ -4z +4=0
. . =z

Sistema equivalente: [ Y=tz -4

La resolucidn grafica de este sistema permite afirmar que tiene una
inica solucién:
Jez<-2.

Y, deshaciendo ¢l cambio, resulta gue la ecuacién inicial tiene asimis-
mo una inica sofucidn:
—4 <x <3

En este punto seria normal que se plantearan las siguientes pre-
guntas: ¢como justificar esta nueva técnica? ;cudl es su alcance? ses
aplicable a todas las ecuaciones cubicas? ¢y a ecuaciones polinémicas
de grado superior? ¢qué condiciones debe cumplir una ecuacién de
cuarto grado para poder eliminar el término de grado tres mediante
una traslacién? ;qué ocurre si aplicamos la técnica a una ecuacién de
segundo grado?

Es en la clase de teoria donde se suelen presentar los elementos
justificativos e interprerativos. Ademds el contrato diddctico asigna
esencialmente al profesor, y de forma muy limitada al estudiante, la
responsabilidad de dicha presentacion, Pero las demostraciones ma-
temdticas que se dan en la clase de teoria no siempre satisfacen las ne-
cesidades explicativas que aparecen en el trabajo técnico. Asi, por
ejemnplo, la demostracién que se daria de la técnica presentada ante-
riormente seria la siguiente:

Dada la ecuacion general de tercer grado »* + bx? + ex + d = 0, el cam-
biv de Vieta: x = z - b/3, la convierte en una ecuacién de la forma

P-pr—g=0
ue es equivalente al sistema: [y: z
q q ente ma Y=pziq

Demostracion: sustituyendo en la ecuacién oripinal x por z — 5/3 se
obtiene:
(z=b3P +b(z=b3Y +c(z-b/3)+d=0
Desarrollando v simplificando resulta:

2= (b3 -z — (be/3=-20°/27 - d)=0
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Ahora bien, esta demostracién no basta para constituir un entor-
no tecnolégico apropiado en el que situar la técnica. Para tener una
buena comprensién del fenémeno, seria itil cerciorarse de que en to-
da ecuacién de grado 7 se puede eliminar el término de grado n - 1
mediante una traslacién de la incégnita; que en el caso de una ecua-
cién de segundo grado, el cambio de variable anterior nos remite a la
técnica clasica; e incluso preguntarse qué ocurre con las ecuaciones
de pnmer grado.

Es obvio que el contrato didictico habitual en Ia clase de teoria no
permite dar cabida a este tipo de desarrollos que, surgiendo de la
préctica matematica concreta, pueden llegar a estar relativamente ale-
jados de la “teoria estdndar” de un determinado dmbito matemadtico.
Ademis es previsible que esta ausencia sea una fuente de dificultades
para el estudiante. Por un lado, en la clase de teoria sélo se recogen
algunos elementos tecnoldgicos particulares, ignorindose general-
mente aquellos que el estudiante puede idenuficar por si mismo por-
que surgen de su propia préctica. Por otro lado, el estudiante no asu-
me nunca la responsabilidad de elegir, formular y plantear las
cuestiones tecnoldgicas que se han de tratar en clase.

En estas condiciones, lo mds probable es que el estudiante no vea
que las dificultades con que se encuentra resultan mis de la organiza-
ci6n matemdtica escolar que de una posible incapacidad personal. En
efecto, el contrato en el que opera no permite identificar su problema
como un problema didictico, es decir, un problema de estudio y de

organizacion del estudio. 1a didictica
fundamental postula que, en dltima
instancia, es €l conocimiento matema-
tico el que puede resolver la “crisis”
asi abierta: como dice la Profesora en
los Didlogos, “para entender un fené-
meno matematico que no se entiende,
lo primero que se necesita son mads
matematicas”. El problema radica en
que no existe ningin lugar en la or-
ganizacién tradicional del proceso
diddctico para responder adecuada-
mente a esta necesidad de “mis mate-
maticas”.

El paso de las justificaciones loca-
les y puntuales propias de la clase de
teoria a justificaciones de mayor al-
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La nocién de “obstdculo™

La nocidn de obstdculo episiemold-
gico |z tomé Guy Brousseau de la
obra La formation de l'esprit scien-
tifigree (1938) del fisico y fildsofo
de la ciencia francés Gaston Bache-
lard. Segiin este autor, ios obsticu-
los epistemolGgicos son constitu-
tivos del desarrollo de la ciencia:
todo conocimiento cientifico se
construye en contra de un conoci-
miento anterior,

En la teoriz de las situaciones di-
dacticas de Brousseau [a pocidn de
obsticulo conserva plenamente es-
te caricter constitutivo del desa-
rrollo dindmico del conocimiento
matematico (ver Anexo D de la
Unidad 3).




cance supone un cambio de actividad matematica y, como tal, consti-
tuye un “obsticulo” en el desarrollo del proceso didactico. Por lo ge-
neral, en el proceso de estudio pueden aparecer obsticulos epistemo-
logicos cada vez que se hace necesario un cambio en la actividad
matemitica, lo que ocurre regularmente dado que el proceso diddcri-
co, lejos de ser homogéneo, estd organizado en diferentes momentos
dentro de cada uno de los cuales, tal como explica [a Profesora, pre-
domina un aspecto o dimensién de la actividad marematica.

Aunque habitualmente se identifican los obsticulos con las nociones,
conceptos o concepciones movilizados por los alumnos, aqui no los
identificaremos con ningiin objeto de la actividad matematica inicial (ni
con un tipo de problemas, ni con una téenica concreta, ni con ningdn
elemento tecnolégico, ni mucho menos psicolégico) que supuestamente
dificulte o impida el pasaje a la nueva actividad matematica. Conside-
raremos simplemente que aparece un ebstdculo epistemolégico cuando el
actor de la actividad tiene necesidad de cambiar de momento en el proce-
so de estudio. El adjetivo “epistemolégico”™ hace referencia a que el obs-
tdculo puede ser descrito en términos de la actividad matematica en si
misma, sin hacer referencia a las particularidades de los actores.

Dado que en el proceso de estudio podemos distinguir diferentes
momentos o dimensiones de la actividad, consideraremos también
diferentes tipos de obsticulos epistemolégicos relativos a cada uno
de los cambios necesarios para llevar a cabo dicho estudio. En esta
perspectiva, es importante subrayar que, como dice la Profesora en
los Didlogos, los “momentos” no pueden encerrarse en un periodo de
tiempo determinado (no se pueden llevar a cabo de una vez por to-
das) ni en un dispositivo diddctico concreto. De ahi se deduce que los
diferentes nipos de obstaculos epistemoldgicos tampoco serdn loeali-
zables temporalmente a lo largo del proceso didicrico, ni en disposi-
tivos diddcticos concretos.

3. La necesidad de nuevos dispositivos diddcticos

En la descripcidon que realiza la Profesora del proceso de estudio
aparecen hasta seis momentos distntos, Es previsible, por tanto, que
en dicho proceso surjan diversos tipos de obsticulos epistemolégicos
en correspondencia con los miiltiples cambios de actividad matemdti-
ca determinados por la estructura heterogénea del proceso de estudio.

Supongamos que se pone de manitfiesto que una parte importante
de los alumnos presenta graves dificultades para entrar, por ejemplo,
en el contrato diddctico de la clase de problemas. Esto se manifiesta
por el hecho de que muchos alumnos, después de tomar un primer
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contacto con un determinado tipo de problemas, no llegan a realizar
con ellos la actividad exploratoria que les asigna una cliusula del con-
trato: los alumnos “no piensan” los problemas que el profesor les
propone. Este hecho también puede interpretarse diciendo que los
alumnos presentan dificultades para superar el obsticulo ligado al pa-
so del momento del primer encuentro al momento exploratorio, tal

como éstos se escenifican en los dispositivos didacticos actuales.

Ante estos heches, l2 institucion
escolar responde generalmente igno-
rando la naturaleza didictica del
problema (ignorando el proceso de
estudio) y apelando a factores psico-
pedagogicos tales como el hecho de
que ¢l alumno no quiere o no puede
hacerse cargo de sus responsabili-
dades (ya sea por “desidta”, “falta de
interés”, “falta de motivacién”, “pre-
paracién inadecuada”, “falta de capa-
cidad”, etc.) o bien que los “métodos
de ensefianza” del profesor no facili-
tan que el alumno lleve a cabo la acti-
vidad matemdtica en cuestién.

Ellibro de texto utilizado como
dispositive pedagdgico

F.n la ¢nschanza secundaria, el libre
de texto de matemdticas tiende a ju-
gar un papel auxiliar y relativamen-
te externo al “cursa” que “dicta” el
profesor: sirve bisicamente parz
proporcicnar listas de ejercicios,
alpunos problemas resuchos y el
grafico preciso de alguna figura
compleja, Asi, para el estudiante, el
libro de texte suele jugar un pape!
de dispositive pedagdgico dado que
sus funciones son esencialmente in-
dependientes de la materia estudia-
da y, [o que cs mds impertante,

porguc no incde significativamente
sobre Ja estructuracién y desarrollo

La reaccton de la institucién escolar ¢
del proceso de estudio.

serfa [a misma si los alumnos presenta-
ran dificultades en cualquier otro punto del proceso didictico (como,
por ejemplo, en el paso del momento exploratorio al momento del tra-
bajo de la técnica) o en el estudio de cualquier otra obra. Se ignora asi
el proceso de estudio de las matematicas y su estructura intrinseca.

El anilisis de la estructura del proceso de estudio pone de manifiesto Ia
necesidad de crear nuevos dispositivos didécticos capaces de articular el
trinsito entre los diferentes momentos de dicho proceso. I'ero la ignoran-
cia del proceso de estudio y la tendencia a interpretar ¢n términos psico-
pedagoglcos todas las dificultades que conlleva el aprendizaje de las mate-
miticas impide a las instituciones escolares reconocer dicha necesidad.

Junto a la escasez de dispositivos didacticos, es interesante obser-
var entonces la creciente proliferacién de dispositivos pedagdgicos,
esto es, instrumentos {materiales o no) de ayuda a la ensefianza inde-
pendientes del contenido a ensefiar y presuntamente facilitadores del
aprendizaje de cualquiera de dichos contenidos, entre los que desta-
can los medios audiovisuales y la informirica educativa.
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4. Los peligros de la atomizacién de la ensefianza

Uno de los hechos mis llamativos en las instituciones escolares
actuales reside en la gran cantidad de alumnos de matemadticas que no
Hlegan nunca a “entrar” en el contrato didactico tal como éste se plas-
ma en los dispositivos actuales. Podemos suponer que ello se debe, en
gran medida, a la falta de dispositives cuyos contratos diddcticos es-
pecificos articulen de manera adecuada el trinsito entre los diferentes
momentos del proceso de estudio. Pero, desde el interior de la inst-
tucién, el abandono de los alumnos se interpreta como un afloja-
miento de la necesaria sujecién del alumno y se reacciona aumentan-
do la dependencia mutua entre el profesor y los alumnos: el profesor
se ve llevado a explicitar las cliusulas del contrato hasta extremos in-
sospechados evitando cualquier transgresion de dichas clausulas.

Esta situacidn tiene consecuencias paraddjicas porque, al intentar
proteger al alumno de toda desconcertacién y evitarle el encuentro
con los sucesivos obsticulos epistemolégicos, se fracciona el proceso
de ensefianza hasta hacerlo desaparecer como proceso. Se pretende
de esta manera paltar las dificultades que comporta toda actividad
matemarica sostenida y compleja. La enseflanza se convierte en un
conjunto atonuzado de actividades matemducas aisladas, de “anécdo-
tas” matematicas encadenadas arbitrariamente e independientes entre
si que no permiten al alumno llegar a dominar ninguna técnica v lo
convierten, de hecho, en un “incompetente”,

Este tipo de ensefianza tiende a lo que podriamos denominar una
“ensefianza instantinea”: una definicién matemdrtica se aprende ins-
tantineamente, un teorema, una demostracién o la utilizacién de una
técnica son objetos matemdticos que se “ensenan” y se “aprenden”
casi al mismo tiempo. La actividad de estudio del alumno no es con-
siderada como un proceso complejo v duradero, sino como un auxi-
liar puntual y local para “fjar” y “consolidar” aquello que ya se
aprendié instantdneamente. Incluso al proceso de “entender”, consi-
derado culturalmente como el momento cumbre del aprendizaje, se
considera como algo “instantianec”. En esta ensefianza instantinea
desaparecen los objetivos a largo plazo a tavor de los objeuvos relau-
vos al funcionamiento diario de la clase.

Como ya hemos apuntado, esta situacién tiene consecuencias pa-
raddjicas porque, intentando proteger a los alumnos de toda descon-
certacion, los leva a un estado de desconcertacion permanente y los
sitia definitivamente fuera del contrato didictico. Los alumnos se
mstalan entonces en el contrato pedagégico del que también acaba-
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rin saliendo ya que éste sélo puede mantenerse con argumentos de
autoridad. En el momento en que los alumnos rompen las clausulas
del contrato pedagégico (y hasta del contrato escolar), el problema
toma una dimensién tal que desaparece todo rastro de su origen di-
dicuico.

La gravedad del problema se debe a que las cldusulas del contraro
pedagégico v, en un sentido mds radical, las del contrato escolar no
pueden ser transgredidas porque de su cumplimiento depende la
existencia misma de la institucién escolar. Es comprensible que, lle-
gados a este punto, se recurra a medidas de control de las cliusulas
del contraro pedagégico, apelando por ejemplo al “control de la cali-
dad de la ensefianza®, y también es comprensible que dicho control
pueda llegar a degenerar en la aplicacién de simples medidas de “dis-
ciplina escolar”.

Para intentar mantener a los alumnos dentro del sistema escolar, las
instituciones diddcticas procuran protegerlos de toda desconcertacién y
evitarles el enfrentamiento con cualquier obsticulo epistemolégico.
Esta tendencia pedagdgica aumenta el pehgro de la atomizacién de la
ensefianza y puede degenerar en una “enseftanza instantinea” que con-
duce 2 los alumnos a un estado de desconcertacién permanente que los
expulsa, paradéjicamente, del contrato diddctico y, en ultima instancia,
del contrato escolar.

5. La funcién integradora del trabajo de la técnica

En el marco general que hemos descrito, queremos volver a consi-
derar —para subrayar su importancia— este momento particular del
proceso de estudio que es el momento del trabajo de la técnica. En
efecto, ante 1a tendencia a fa atomizacién de la ensenanza, este mo-
mento desempenia un papel integrador en la medida en que aparece a
la vez como el desarrollo natral del momento exploratorio y como
la fuente de las necesidades tecnolégico-teéricas. Sy, por la razén que
sea, se elimina esta funcién integradora, el proceso didactico se ato-
miza muy rapidamente.

Para analizar mis a fondo esta funcién esencial del momento del
trabajo de la técnica, utilizaremos un ejemplo concreto. Considere-
mos el estudio de la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales, si-
twandonos en el momento exploratorio en el que aparecen tres téeni-
cas simples (substitucién, reduccidn e igualacién) para sistemas de 2
ecuaciones con 2 incdgnitas.
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Dado el sistema 3x+5y=-2

ix—y=128,
existen, en la ensefianza secundaria actual, 3 técnicas para resolverlo apa-
rentemente independientes entre si:

Substitucion Igualacion Reduccidn
{ 3x + 5y=-2 y = (=2-3x)/3 Jc+5y=-2
y=dx - 28 y=4x-28 4x—y =128
=> Ju+5(4x-28) =-2  =>-2-3x = 5(4x-28) { fgxt;;’ Z 4?6
=> 3x+20x-140 = -2 =>23x =138 => 23x =138
=>23x =138
=>x=b;yp=—4% =>x=6;y=-4 => xXxs=6;,p=—

Las actividades matematicas correspondientes a cada una de estas
técnicas se proponen, a nivel exploratorio, como actividades inde-
pendientes entre si. La ngidez propia de la acuividad exploratora
comporta, de suyo, este fraccionamiento; y el caricter algoritmico de
las técnicas citadas refuerza Ja ilusién de la instantancidad de su
aprendizaje: la técnica de substitucidn, por ejemplo, “se sabe” o “no
se sabe utilizar”, No se concibe un proceso de estudio complejo a lo
largo del cual la relacién del alumno a la téenica de substitucion sufra
cambios progresivos importantes derivando hacia la técnica de igua-
lacién o de reduccidn, y amplidndose para el estudio de sistemas con
tres 0 mas incogmitas. Y se suele entornces tratar el subtipo de los sis-
temas 2x2 como independiente del de los sistemas con ecuaciones
con mis de 2 incgnitas.

En este punto del proceso de estudio es cuando aparece la impor-
tancia del momento del trabajo de la técnica: es preciso poner en fun-
cionamiento repetidamente las tres técnicas simples, analizar las se-
mejanzas vy las diferencias entre los gestos que cada una de ellas pone
en marcha, trabajarlas hasta que dejen de ser problematicas y llegar a
rutinizarlas. S6lo entonces se pone de manifiesto la relacién que hay
entre cllas, qué es lo que tienen en comin {la eliminacién de una
ecuacién y una incdgnita), cudl es el mecanismo que cada una de ellas
pone en marcha para alcanzar ese objetivo y cuil es la forma mds ade-
cuada de extenderlas al caso de mas de 2 incégnitas.

La primera evidencia que surge del trabajo técnico encaminado a
eliminar una ecuacién y una incégmta (para pasar de un sistema 3x3 a
un sistemna 2x%2) es que el nombre de las incégnitas puede ser obviado
con ventaja a lo largo del proceso de eliminacién. Emerge asi la no-
cién de matriz asociada a un sistema de ecnaciones lineales como uno
de los primeros frutos de la “creatividad” del trabajo de la técnica. Al
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sistematizar el mecanismo de eliminacién emerge la regla del pwote
que es una ECCnlCa nucva y mu) PO[ente que pern‘ute IESOIVer muy' ra‘
pidamente sistemas de ecuaciones lineales aunque éstos tengan coefi-
CIENtes 110 enteros.

En las eres técnicas anteriores, el objetivo principal era eliminar una ecua-
Ix+5y=-2
ix-y=28

¥ s¢ obtiene la ecuacion 23x = 138, Este proceso de eliminacion puede es-
quemntatizarse mediante el paso:

cion v una incégnita. En concreto, se parte del sistema

X v x ¥
(Eﬂ’f? |l Eg )—> (5-4-3-(=1) | 5-28«(-2)-(-1)) = (23 138)

v puede generalizarse a sistemes lineales cualesquiera:

X ¥y z ¥ z
£ cld
Sia#0: I?(fg b ﬁ:- ag —ce “bfd_")—bvetc.
ik aj—bi ak—c | al-di

La uttlizacidn reiterada de la regla del pivote muestra su alcance y
generalizacidn a sistemas de ecuaciones con mayor nimero de incdg-
nitas y de ecuaciones. Pero, para realizar esta generalizacion efectiva-
mente, es preciso ir mds alli de la mera utlizacién puntual de la nue-
va técnica. Es preciso flexibilizar su uso, comprobar cé6mo quedan
caracterizados los sistemas que no tenen solucién y los que tienen
infinitas soluciones, cdmo se escribe el conjunto de todas las solucio-
nes, etc. Todo ello requiere, de nuevo, un importante trabajo de la
técnica del que podrin emerger las nociones de “rango de un sistema
compatible”, “rango de una marriz” y “niimero de grados de liberrad
de un sistema compatible”, entre otras. El trabajo de la téenica se
muestra asi creador de objetos matemdticos.

La emergencia de la técnica “regla del pivote” y de los demas obje-
tos que hemos citado provoca necesidades tecnolégico-tedricas evi-
dentes. yCémo interpretar la nocién de “rango de una matriz” que en
el trabajo téenico ha surgido como el ntimero de matrices no nulas que
aparecen cn un proceso de eliminacién? ¢ Cémo justificar la invariancia
de dicho mimero respecto al particular proceso de eliminacién? ;Co-
mo justificar la caracterizacién empirica de los sistemas compatibles
dada por la igualdad emire el rango de la matriz y el de la matriz am-
pliada? ;Cémo interpretar el nimero de grados de libertad de las solu-
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ciones de un sistema compatible? ; Cémo utilizar la regla del pivote pa-
ra eliminar “parametros” en lugar de eliminar “incégnitas™?

El momento del trabaje de la técnica presenta dos caracteristicas esen-
ciales:

(a) En el proceso de estudio de un tipo de problemas, el momento del
trabajo de la técnica resulta creador de nuevos objetos matemdticos. En €
emergen nuevas nociones, nuevas técnicas y nuevas relaciones entre ob-
jetos que pueden considerarse, a su vez, como nuevos objetos.

(b) Elmomento del trabajo de la técnica completa el estudio explora-
torio e Zntegra de manera natural al momento exploratorio y al momen-
to tecnoldgico-tedrico en el proceso, Se desprende de aqui que la debili-
tacién de dicha dimensién de Ia actividad matematica crearia un abismo
entre la exploracién puntual y rigida de problemas por un lado y los dis-
cursos “tedricos” (justificativos e interpretativos) por otro.

6. La paradoja de la creatividad

Toda actividad matemadtica forma parte de un proceso a lo largo
del cual pueden emerger nuevos objetos mateméticos —en particular
nuevas técnicas, nuevas nociones “tedricas” y nuevos problemas—,
as{ como nuevas relaciones entre técnicas, teorfas y tipos de proble-
mas, con la consiguiente emergencia de “ideas generales”. Podemos
decir que, en este sentido, toda actividad matemdtica es potencial-
mente creativa.

La creatividad matemadtica asi entendida surge en el seno del proce-
so de estudio, es decir, de un proceso ligado por fuertes restricciones:
es el resultado de una actividad sostemida y estructurada, fuente de
nuevos problemas y de nuevas tareas matematicas. Al aplicar esta vi-
sién de la “creatividad materndtica” a las actividades que se realizan ac-
tualmente en la escuela, nos encontramos ante una situacién paradéjica
que provoca importantes disfunciones en las instiruciones escolares:

{(a} En las instituciones escolares actuales no existe ningin dispo-
sitivo didictico institucionalizado que perrmta hacer vivir con nor-
malidad el momento del trabajo de la técnica. Por razones diversas,
en ningun nivel de la ensefianza de las matematicas se ha materializa-
do un dispositivo didéctico en el que este momento crucial del traba-
jo matemdtico pueda desarrollar las funciones que hemos descrito:
“creacién” de nuevos objetos matemdticos e “integracién” de los di-
ferentes momentos del proceso de estudio.

(b) En las instituciones escolares actuales impera una fuerte ten-
dencia a fraccionar la matemitica ensefiada. El estudiante se encuen-
tra con unos objetos matemiticos poco relacionados enire si, con
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unas técnicas muy rigidas, con problemas relativamente aislados (o
tormando clases muy estereotipadas) y con una teorfa poco relacio-
nada con la prictica matemarica concreta. Resulta, en definitiva, que
la actividad matemadtica escolar que llevan a cabo los alumnos no estd
sometida a las restricciones de un proceso sostenido y estructurado

¥, por lo tanto, tiene pocas posibilidades de ser creativa.

{c) Paraddjicamente v a pesar de
que, como hemos visto, es la propia
estructura de la institucidén escolar la
que dificulta el desarrollo de una acti-
vidad matematica creativa, en la es-
cuela se otorga un gran valor a la
“creatividad”, como si1 la falta de crea-
tividad visible provocara una necesi-
dad cada vez mds imperiosa de la mis-
ma. Asi, se observa una tendencia del
momento exploratorio a invadir todo
el espacio del estudio, desplazando

El precio de la creatividad

“—Sefior Martinez, salga usted a la
pizarra y escriba, para que todos
capien, lo que vor a dictarle:

“Yo conoef a un poeta de mara-
villoso natural, y borraba tanto,
que sdlo él entendia sus escritos, y
era imposible copiarios; v riete,
Lavrencio, del poeta que no borra”™.

Y ahora, agarraos, hijos, adonde
bien podiis, para escuchar lo que
voy a deciros, El autor de estas [i-
neas, v probablemente el poeta a

que en ellas se alude, fue aquel
monstruo de la naturalezz, prodi-
gio de improvisadores, que se lla-
mé Lope Félix de Vega Carpio.”

Antonio Machado (1936)
Juan de Mairena.

tanto al momento tecnolégico-tedrico
como al del trabajo de la téenica, e
incluso al de la institucionalizacién.
Podemos hallar un sintoma reciente
de la importancia que se otorga a la
exploracion libre de problemas aisla-
dos en la proliferacion de “olimpiadas matematicas”, en las que se
identifica la “exploracién libre” de problemas no rutinarios con la ac-
tividad matemadtica mds “creativa”.

De lo anterior resulta que, mas que una necesidad de actividad
matematica creativa, el sistema muestra una necesidad de apariencia
de creatividad. Parece como si nuestra cultura escolar opusiera fron-
talmente “actividad matemdrica creativa” y “actividad rutinaria o re-
petitiva”. Como si la actividad matemitica sélo fuera creativa en la
medida en que se presentara como “sorprendente”, “diferente”, “ori-
ginal” y, en definitiva, “libre” y “espontdnea”.

Al identificar la actividad matemdtica “creativa® con una actividad
puntual, deslipada (“libre™) de las técnicas rutinarias y no sometida a las
restricciones de un proceso de estudio estructurado, la organizaciéno es-
colar dificulta objetivamente el desarrollo “normal” de la verdadera crea-
tividad matemdtica. Dado que, sin embargo, la escuela otorga un gran
valor a la creatividad, se produce un desfase entre los medios o dispositi-
vos escolares que pone en juego y los fines que pretende alcanzar,
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PEQUENOS ESTUDIOS MATEMATICOS

PEM 15. Racionalizar expresiones con radicales
La cuestion inicial

Hemos visto en el Episodio a los alumnos de Luis trabajar la téc-
nica de racionalizacién de expresiones con radicales. Esta técnica
consiste en lo siguiente: para “quitar los radicales” del demominador

de una expresién como ———, sec multiplican el numerador y el de-

1+v5

nominador de esta fraccién por ¢l “conjugado” de 1 + V5, es decir,

. L 22 .
por [ —V5; se abtiene entonces una expresién igual a —~=—, pero sin
[+V5

raices en el denominador:

22 22(V5-1) 22(¥5-1) _ 22(V5-1) II(V5-1)
Viel (V5+1)(V6-1)  (8¢f-1  5-1 2

Si en la expresion inicial aparecen dos radicales distintos, como en
22

1-V3+v5
en multiplicar primero por la cantidad conjugada del denomina-
dor respecto de V5, es decir por 1 = V3 -5, y, después, por la canti-
dad conjugada del denominador obrenido respecto de ¥3 (o vice-
versa).

, una variacidn adecuada de la técnica anterior consiste

Los alumnos de Luis, a fuerza de poner en pricuca esta técnica,
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. . .. . A
han constatado que, al racionalizar una expresion del upo .
B+ CvVn
con A, B, C € Q¥, siempre obtenian una expresion del tipo 2 + b Vn
cona, b€ Q. En cambxo, al racionalizar una cxpresion con dos radi-
A

B+ CVn+DvVm
una expresion con tres radicales del tipo a + bVn + c¥m + dVnm, con
a, b cdeQ.

En la organizacién matemaduica que Luis y sus aluninos constru-
yen en torno a las expresiones con radicales, este tipo de aserciones y
su justificacidon formarfan parte de la tecnologia de la técnica uriliza-
da. ¢Son ciertos estos dos resultados? Si lo son, ¢cémo se pueden de-
mostrar? Una vez establecidos, ;de qué manera podrian modificar el
desarrollo posterior de la técnica?

cales del tipo con A, B, C, D € Q* y n # m, obtcnian

Problema 1

Racionalizar el denominador de las siguientes fracciones:

1 1+v3 V15 4
¥3-2 Vi+2 4+ V15 3I-v2 443
1 V23 4 9 +v5
V2 +V3 V2 +y3 3-yZ4v3 1 +V5+v7

s8e confirma la observacion de los alumnos de Luis sobre la forma
del resultado obtenido?

. .
Vias de estudio: una, de nivel 1,

Avudas: [21]
Problema 2

Demostrar st son dertos los dos resultados tecnologicos conjetura-
dos por los alumnos de Luis o dar un contraejemplo si son falsos.

Vias de estudio: una, de nivel 2.
Ayudas; [4] = [119]

Problema 3

Situdndose en un dmbito tedrico apropiado, se puede extender la
técnica anterior para racionalizar expresiones como las siguientes:
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G 1 53
2-v5 V7 +V7 1 V5 4+V7

Indicar los cambios que supondria esta variacion tedrica respecto a
la técnica ntilizada en el problema 1.

Vias de estudio: dos, de nivel 4.
Ayudas: via 1: [103] —> [34] —=> [71] -= [7]
via 2:{103] -> [92] ~> 175)

PEM 16. ;Cudndo son iguales dos fracciones irreducibles?
La cuestion inicial

En los Didlogos, la Profesora imagina un episodio de clase en el
que el profesor invalida el resultado de un alumno que ha encontrado

- .. 19 .. .
la fraccién 7 como solucién a un ejercicio, siendo la respuesta co-

: .. 5 .
rrecta la fracciéon = ¢Cdmo sabe el profesor que el alumno se ha

equivocado?

A raiz de este episodio, la Profesora afirma que “cuando se escr-
ben dos fracciones en su forma irreducible, entonces para ser iguales
tienen que tener el mismo numerador y ¢l mismo denominador”. Es-
te es un resultado tecnologico que siempre damos por sentado cuando
trabajamos con fracciones. ;Como se puede demostrar? ;Qué ele-
mentos tecricos lo sustentan?

Vias de estudio: una, de nivel 2.
Avudas: {1381 —>123]

PEM 17. Funciones y valores aproximados
La cuestion inicial

En los Didlogos, fa profesora y el estudiante consideran diferentes

- . 90 . .
expresiones del nimero « = ——— que hacen intervenir V2: por
2-V2

: 1 45v2 .
ejemplo, a = 90(1 + ha= v la “forma candnica”
V2 v2-1
2 =90 + 45v2 (obtenida “racionalizando” el denominador de 29—0\6).
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Supongamos, como la Profesora v el Estudiante, que queremos
calcular un valor aproximado de  partiendo de la aproximacién v2 =
1,5. Hallaremos, en cada caso:

20 180;90(1 + —) = 150 ;

__1_)~ 45v2
2-V2 V2

=135;90 + 45vVZ = 157,5.
V2-1

En cambio, si utilizamos la calculadora (que nos da la aproxima-
cién V2 = 1,414 213 562) hallaremos en los cuatro casos un mismo va-
lor: 2 = 153, 639 610.

¢Coémo explicar estas diferencias? ; Por qué 90(1%} ¥ 90 +45v2

nos dan mejores aproximaciones al tomar V2 = 1,5 que las otras dos
expresiones? jPodemos hallar una expresién que nos dé una aproxi-
macién atn mejor?

La explicacién que dan la Profesora y el Estudiante en los Did-

90

2-Vx
g(x) =90 + 45x. ; Qué significa esto? ; Qué relacidn tienen las funcio-
nes y su crecimiento con estos calculos aproximados?

es “mds creciente” que la funcion

logos es que la funcidn f (x) =

Problema 1

90
2-V2
x = V2. Estudiar su crecimiento y representarlas graficamente para
xe(1;2):

cuando

Las funciones siguientes toman el mismo valor a =

f(x)= 90+45x fl(x)=90(1+%)

o, -8
E] f+(x)_2_x'

fi{x)=45

x-1

s Cudles son las imagenes del intervalo (1,2} por f, f5, f3, f,2 5 ¥ las
del intervalo (1,4;1,5)? sCual serd el error maximo cometido al
calcular aproximadamente el valor de a con cada una de estas fun-
ciones tomando un valor aproximado de V2 entre 1,4 y 1,52

Vias de estudior una, de mivel 2.
Ayudas: [42]
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Problema 2

. 1
Consideremos las funciones f(x) = 90 + 45x y [i(x}=90(1 + ?),
que son las que nos han dado mejores aproximaciones para
90 .. , . .,
4= Para hallar una funcion que nos dé una aproximacion
atin mejor, podemos tomar, por ejemplo, F,(x) = Af (x) + (1- A)f,(x)
con A€ (0,1). Interpretar grificamente esta nueva funcion y ba-
llar algiin valor de A para el cual F;(x) proporcione una aproxima-
cion mejor de a.

Vias de estudio: una, de nivel 3.
Avudas: [99] —> [16] —> [150]

PEM 18. ;Cémo determinar si V5 + V7 es irracional?
La cuestion inicial

Al final de los Didlogos, la Protesora y el Estudiante viven juntos
algunos momentos del proceso de esrudio de una cuestion matemdrica:
la de determinar si un niimero dado es o no irracicnal. Esta cuestién es
sin duda muy amplia, pero la Profesora y el Estudiante nos muestran
una técnica que permite abordarla para algunos casos pamculares

La técnica consiste en buscar primero una ecuacion con coeficien-
tes enteros que tenga como solucién el nimero estudiado y en de-
mostrar después que la ecuacién hallada no tiene ninguna solucién
racional. ¢Para qué tipos de mimeros funciona esta técnica? ;Cémo
hallar en cada caso una ecuacién apropiada? ;Qué tipos de propleda-
des de los mimeros elegidos se deben utilizar? ; Qué relacién tiene es-
ta técnica con la técnica clisica, utilizada por los antiguos griegos, pa-
ra demostrar que V2 es irracional?

Problema

Determinar, con la técnica indicada, si los nimeros siguientes son o
no racionales:

Vi, ¥n, V3 +V5, V2 +V3 +V5, V5 +V7,
V7 +V7 +1, cos(n/9), cos(n/5), cos(n/7).

Vias de estudio: 1na, de nivel 3,
Avyudas: [59]-> [13] > [114] => [46] -> [143]
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EPILOGO

A modo de epilogo, reproducimos a continuacion la transcripcién de
una entrevista que mantwvimos con Maria Nifiez después de que le-
yera el manuscrito de este libro. Quedamos pues, una vez mis, en
deunda con ella.

Los auntores

Maria Nunez.- He quedado sorprendida al ver la cantidad de in-
formacién que contiene mi reportaje. Resulta asombroso descubrir
que, para estudiar matematicas, haya que saber tantas cosas...

Los autores.- Quizd parece que sean muchas porque, como en to-
da iniciaci6n, hay que avanzar muy despacio. Ademds, sobre el papel,
siempre se acaban necesitando muchas palabras. Los dialogos entre el
Estudiante y la Profesora son un buen ejemplo de esta exigencia. No
olvidemos que son transcripciones de conversaciones orales y, como
habris visto, la Profesora y el Estudiante saben dar tiempo al tiempo.
Nosotros no creemos en aprendizajes “instantineos”™: ilas cosas se
olvidan tan pronto como se aprenden!

M.- ;Cémo deliniriais el objetivo de vuestro libro?

A.- En primer lugar, invitamos al lector a detenerse unos momen-
tos sobre la cuesudn del estudio de las matemadticas. A reflexionar,
meditar, y también a actuar —matematicamente, por ejemplo—.

- ¢ A reflexionar sobre qué?

A.- Pues, sobre una nocién que tenemos un tanto olvidada: 1a no-
cién de estudio. ¢Y sabes por qué la hemos olvidado? Porque parti-
mos de fa base umiversalmente aceptada de que el profesor ensefia y el
alumno aprende. Es la ficcidn del aprendizaje “instantineo”, en tiem-
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po real. La gente se comporta como si todo se pudiera entender, y
por lo tanto aprender, al mismo tiempo que se ensefia. Se trata de una
exigencia absurda e inhumana.

M .- De todas formas, aunque partis de la nocién de estudio, aca-
béis conduciendo al lector a través una reflexién sobre la sociedad, la
escuela y, en el fondo, casi todos los aspectos de nuestra vida.

A.- No somos nosotros los que lo hacemos, sino la Profesora y el
Estudiante. Aunque estamos, por supuesto, totalmente de acuerdo
con ellos. Estudiar es una actividad cardinal, un proceso vital. Existen
muchas cuestiones, grandes o pequefias, que nos obligan a todos, pe-
riédicamente, a “volver a la escuela”, jaunque ésta no tenga muros ni
profesores! La escuela, es decir, lo que los griegos llamaban skholé,
no es un mero paréntesis en el que nos encierran durante la infancia y
adolescencia. Es toda una dimensién de nuestra vida.

M.- Sin embargo, si hablamos de la escuela en el sentido habitual
de la palabra, vuestra actitud resulta bastante ambivalente. Por un Ja-
do, implicita o explicitamente, subrayais las insuficiencias de esta
“institucién didactica” {como veis, me he aprendido la leccién a con-
ciencia...), mientras que, por otro lado, mostrdis que se trata de una
pieza fundamental en nuestra “maquinaria social”.

A.- Asi es. En efecto. El problema es que mucha gente ha dejado
de entender, hoy dia, lo que es la escuela, cudles son sus razones de
ser y en qué se basan sus “reglas del juego”.

M.- ;Los profesores también?

A.- A veces si, por desgracia. Creemos que ha llegado el momento
de volver a analizar la misién de los profesores, de volver a abrir el
debate sobre su posicidn y el papel que desempefian en la escuela y
en la sociedad, de volver a negociar con mucha claridad el contrato
que les une a la sociedad. Y no se trata de volver a negociarlo sélo con
las autoridades educativas, sino con toda la sociedad. En particular
con los alumnos y con los padres de alumnos, Esta es la razén por la
cual el libro va dirigido a diversos grupos de lectores que queremos
tratar conjuntamente porque tienen un proyecto social comdn... y
compartido.

M .- Por ejemplo, parecéis aconsejar a los profesores que renun-
cien a la ilusidn de querer controlatlo todo en materia de aprendizaje
escolar.

A.- Si, hay algo de eso. Se trata de una ilusién que no han inventa-
do ellos, pero que han acabado por aceptar y dar por sentado, pese a
que se trata, al mismo tiempo, de una exigencia imposible de sarisfa-
cer. Y que deberia ser, por tanto, totalmente inaceptable. En efecto, al
igual que los médicos, los profesores no tienen una obligacién de ca-
ra a los resultados, sino de cara a los medios. No se puede acusar a un
médico porque su enfermo no mejora, pero si de que no haya hecho
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todo lo que estaba en sus manos para que pudiera curarse. Lz obliga-
cién de medios es una exigencia fuerte, pero 1égica. Puede que la si-
guiente afirmacién sorprenda, aun y cuando deberfa parecernos mds
que evidente: el profesor sélo puede ayudar al alumno a estudiar y,
aunque su ayuda sea muchas veces indispensable —y casi siempre
preciosa—, no puede estudiar ni, mucho menos, aprender en su lu-
gar.

M .- En realidad, parece como si quisierais criticar la nocién de en-
seflanza, ¢no es verdad?

A.- No criticamos ni la idea ni el hecho. Simplemente queremos
mostrar ¢émo la ilusién de un control total del aprendizaje escolar
pervierte la nocién misma de ensefianza, En algunos casos, la ense-
fianza, que deberia consistir ante todo en una ayuda al estudio, se
fragmenta en una serie de declaraciones e instrucciones que los alum-
nos deben memorizar o “aplicar”. En cambio, desde el punto de vista
del aprendizaje, hacer algo porque nos dicen que lo hagamos no
equivale a hacerlo motu proprio, porque lo vemos como una solucién
posible a un problema que nos planteamos.

M.- Ya. En realidad, los que debemos seguir estudiando una vez
acabada la escuela, no disponemos en general de un profesor ni, toda-
via menos, de una ensefianza organizada y regulada.

A.- Eso mismo. Y ahi descubrimos el interés de haber podido
contar, en la escuela, con profesores dispuestos a guiarnos por el bos-
que de dificultades que debiamos superar. Claro que la escuela sin
muros ni profesores el estudio que corre por nuestira cuenta €s una
realidad cada vez mds presente en la vida de jévenes y adultos. Este es
otro motivo por el cual cada uno de nosotros necesita construir muy
pronto —ya desde la escuela— una cultura del estudio —o cultura
diddctica— que nos permita después estudiar, por gusto o a la fuerza,
de manera auténoma, asi como sacar el mejor provecho de los posi-
bles cursos o lecciones que podamos seguir. Cuando los hay!

- ¢{No seri que la cultura didictica de la que hablais se conside-
ra, en cierto modo, como algo privado, que depende de cada indivi-
duo y de su actuacién personal?

A.- Si. Tendemos a considerar que estudiar es un asunto privado,
¢ incluso intimo, con el que algunos se desenvuelven muy bien solos,
porque descubren por si mismos o por su entorno familiar y social, y
casi sin darse cuenta, las “técnicas didicticas” que les permiten actuar
de manera adecuada. Y en general, estos buenos estudiantes no en-
tienden por qué hay que explicitar las técnicas diddcticas, por qué no
son espontineas también para los demds. De hecho, lo que no entien-
den es que la cultura y €l “saber hacer” diddcticos estdn repartidos de
manera muy desigual en la sociedad —lo que constituye, como bien
sabemos, un factor importante de desigualdad escolar—.
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M.- Supongo que ahi es donde debe intervenir el profesor, ¢no?

A.- El profesor tiene un papel i importante en este esfuerzo de edu-
cacion diddctica, pero es el estudiante quien debe ocuparse de ins-
truirse a si mismo y de ayudar a instruirse a los demds. Es lo que in-
tentamos hacer nosotros con este libro, a fin de contribuir al esfuerzo
de todos.

M.- Vuestro libro trata del estudio de las matematicas. Parece que
pensdis que todo el mundo debe tener una instruccién minima en
materndticas, ;110 es asi?

A.- Evidentemente. Y también en gramdtica, en historia, en cues-
nones de arte, de lenguas extranjeras, de deporte etc. No se trata de
un mero derecho. Es una obligacién que se impone a todo ciudadano.

M.- Pero, ;acaso las mateiniticas no desempeiian un papel espe-
cial en la formacidn general de cada individuo?

A.- 5i, claro, claro. Esa es la funcién que les asignaba Platon: la de
preparacidn, de “propedéutica”. El motivo es simple. Las matemdticas
son un ambito en el que es posible formular problemas sencillos a los
que se puede aportar, bastante ficilmente, respuestas seguras y Justifi-
cables. La experiencia matemdtica nos ensefia desde un buen principio
a no contentarnos con medias verdades o con simples opiniones, sub-
jetivas y cambiantes. Es mucho més dificil llegar hasta este punto en
fisica o en biologia, jo incluso en gramdtica! Pero, desde este punto de
vista, la experiencia matemadtica sélo es Gl s1 sabemos exportar sus
exigencias fuera de las matematicas para poderlas aplicar a la vida coti-
diana. De nada nos serviria si no nos ensefiase a buscar mds alld de Jas
opiniones preestablecidas, de lo que Platén llamaba la doxa.

M.- Entonces vuestro libro ¢es un libro de matemiticas o de di-
ddctica?

A.- Toda actividad matemitica conlleva una parte de didictica. A
partir del momento en que uno estudia una cuestidn, va a encontrar
irremediablemente problemas de estudio, es decir, problemas didic-
ticos. Nuestro libro ha querido poner de relieve esta dimensién di-
dictica de la actividad matemdtica.

M .- Asi, ;los grandes matematicos serian los mejores didacricos?

A.- Pues, en cierto sentido, si. Aunque debemos tener en cuenta
que el conocimiento didictico de un gran matemdtico es muy perso-
nalizado y, por ello, muy dificil de comparur. Es un conocimiento
privado que se ha construido en condiciones extremadamente especi-
ficas. La iniciacién que proponemos nosotros va dirigida a todo el
mundo, es una propuesta de didictica para cualquier ctudadano.

M.- ¢Me permitis una 6luma pregunta? Al Estudiante ya lo ¢co-
nozco, puesto gue soy amiga de sus padres. En cuanto a la Profesora,
¢cexiste de verdad o es un personaje que os habéis inventado con la
complicidad del Estudiante?
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A.- ;A la Profesora no le haria ninguna gracia tu preguntal
Nosotros lo tinico que hemos hecho ha sido “anonimarla”, junto con
el Estudiante, porque hemos querido respetar la intimidad de sus en-
trevistas.

M.- O sea, ;que existe de veras?

A.- ;Has oido hablar del matemitico Nicolas Bourbaki?

M.- §1. Era, creo, el nombre colectivo de un grupo de matemiui-
cos franceses.

A.- Mira, Marfa, cuando en los afios cuarenta aparecieron los
Elementos de matemadticas de Nicolas Bourbaki, algunos propalaron
el rumor de que Bourbaki, matemético poldavo y profesor de la
Universidad de Nancago, jen realidad no existia! Incluso hubo un re-
dactor de la Encyclopedia Britannica que tuvo la osadia de publicar
este rumor como si fuera cierto. Y, para contestarle, ;los amigos de
Bourbaki hicieron correr la voz de que el redactor en cuestién tam-
poco existial

M.- ;Y existia de veras o no?

A.- Por supuesto que si, Era un matematico americano bastante
conocido. ¢Y ati te gustaria, querida Maria, que hiciéramos lo mismo
contigo? ;Que hiciéramos correr la voz de que no existes? ;De que
eres un personaje inventado?

M.- Claro que no!
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AYUDAS PARA LOS PEQUENOS
ESTUDIOS MATEMATICOS

[1] Los partidos de una liga (de hitbol, tenis, basquet, ping-pong) se representan
habitualmente por una tabla en la que cada casilla indica el resultado del partido entre
el jugadar de cada fila v el jugador de la columna correspondiente. Por ejemplo, si te-
nemos 7 jugadores J1, J2,..., J7, tendremos una tabla como la siguiente {donde se indica
¢l resultado empezando por el jugador de nimero menor):

L J2 I3 J4 J5 J6 17

-3 (30 |31 |32 J1

1-3 23 o3 [3-0 12
30 |2-3 1-3 |32 I3
3-1 0-3 1-3 1-3 14
32 |30 [3-Z |13 J5
J6

J7

Agi, vemos que J1 ha perdido 1-3 contra ]2, pero que ]2 ha ganado 3-0 conrra J5,
cte. Como ningin jugador juega contra si mismo, podemos anular la diagonal de la 1a2-
bla. Ademds, y a diferencia de los que ocurre en la liga de fitbol profesional, en el tor-
neo de ping-pong del Instituto ne hay partidos “en casa™ ni “fuera™ Por lo tanto, el
partido del jugador J1 contra ]2 (segunda casilla de la primera fila) es el mismo que el
partido de ]2 contra J1 (primera casilla de la segunda fila), ¥ lo mismo para los demis.
En otras palabras, la tabla de los resultados es una tabla simétrica, de Ja que podemos
eliminar la parte triangular inferior sin perder informacién. Una vez construida la ta-
bla, va sélo queda contar el nimero de casillas, que corresponde al nimero de partidos
jugados. En el caso de tener 7 jugadores, hay 21 casillas v pues se jugarin en total 21

303




partidos. Se pucde ver, considerando las tablas correspondicntes, que con 2 jugadores
se jugard un solo parudo; con 3 jugadores, 3 partidos; con 4 jugadores, 6 partidos.

12 2P 2B
13 |n B i3 |50 [3.1 |p
2-3 12 2-3 0-3 ]2
13 |13

Con la construccidn de tablas triangulares tenemos una técnica muy simple para
contar el mamero total del partdos. Pero esta técnica no parece muy eficaz para todos
los casos: ;qué ocurre si hay 40 jugadores? ;Y si hay 502 ;O 100? Ademis, lo que nos
intercsa es hallar una formnula que nos permira caleular el mimero total 7' de partidos a
partr de un nimero coalquiera 7 de jugadores,

Ayuda siguiente: via b: [30}; via 2: [110]; via 3: [47].

[2] En el primer caso se obtiene una primera familia de paribolas cn forma de U

con vértice en ¢l punio V. = {%y - %y’). En ¢l segundo caso se obuene una familia de

LY

paribolas en forma de U invertida v vértice en el punto V_= (-% 3

Avyuda sigutente: fi11].

[3] Contando el mimero de cuadritos, obtenemos L, longitud total del hilo del
rendedero A y L, longitud total de hilo del tendedero B.

Ayuda siguiente: {771

[4] Aplicar la técnica de “multiplicar por la expresion conjugada del denominador™

a las expresiones generales A y A
P 5 B+Cvn® B+ CVn+ DVm

Avyuda siguiente: [119].

[5] Coger un reloj con dos agujas y con 60 divisiones marcadas en Ja esfera: 12 di-
visiones para las horas con 5 subdivisiones para los minueos. Mover las agujas y obser-
var entre qué dos divisiones se cruzan. Queda por explicar por qué se yuelven a encon-
trar en este punto y nd en otro.

Ayuda siguiente: [78].

[6] Constderar valores concretos para x y r. S¢ puede tomar, por ejemplo, un cua-
drado de lado x = 3 m. Sabemos que la superficie A del cuadrado es de 3 . ;Qué tan-
to par clento aumenta la superficie si aumentamos el lado un 10 %2 ;Y si lo aumenta-
mos un 2%? ;Un 37%? ¢Un r%? ¢ Y si en lugar de aumentarlo lo disminuimos? ¢EI
aumento relativa de la superficie depende del valor inicial x del lado del cuadrado?
:Qué pasa si ¢l lado del cuadrado mide 3 cm? ¢ Y si mide 250 m? ;Y si mide un valor
cualquiera x? Hacer lo mismo en el caso del rectidngulo de base x v alturax + 1, cuya
superficie es B =x' +x.

Ayuda siguiente: [118],
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6
2-V5
comiin divisor & de x* - 5 v x — 2 para hallar p(x} v g(x) tal que se cumpla la identidad
de Bézout: (2~ x)p(x) = £ + (x* - 3)-q(x) (por ejemplo con cf algonitmo de Euclides).
En este caso, tenemos que: (2 —x)(x? + 2x + 4) =3 - (x* - 5} v, tomando clases en
Qix]

. resulta que €2 - V313 + 295 + 4) = 3. Luego:

{x* = 5)Q[xT

[7] Queremos racionalizar . La nueva técnica consiste en buscar el miximo

&
-

lo que pademos comprubar ficilmente con la calculadora,

(054 25 4 4)

. . . i .
St ahora aplicamos esta técnica a NTREY buscaremos el inverso de la clase

dex-2en _ Qb
{x! = 3)Qix]

-3 yx -2, hallamos que x*—3 = (x— 2)(x + 2) + [. Luego tenemos que

V3I-2)(¥3+2)=-1 yque \I;L2=~\@—2.

. Si utlizamos el algoriumo de Euclides con los polinomios

[8] Supongamos que r no es paralela a (AB} y que C es la interseccion de (AB) con
r. Sez una banda {r, ")) tal que r| sea paralela a v y pasc por A. Sea otra banda (r,,5,)
con r; = (AB). Sca E la interseccion de r'y ¥ 7'y, ¥ sea F la intesseccion de (AE) con la
paralela 2 r que pasa por B. Entonces BF = AB y, como (BF) es paralela a r, la paralcla
a (AB) que pasa por F corta a ren D, el punto buscado.

Si C ro ¢s la interseeetén de r y (AB), sea € esta interscccion ¥ sea DF sobre » 1al
que C’D’ = AB. Alora se construye CD sobre rcon CDd = C'D.

(91 Ly =ty + Lyt s by = 4 + (4 - 8d) + (4 = Bd'2) + ..+ (4a - 8d(-3)/2)
Ayuda siguiente: [51].

[1C] Trazar un circulo que corte los citculos C(A) v CiBig) en dos puntos fiviles
de determinar.
Ayuda siguiente: [131].

[11] Sepiin se ve en los problemas 1 y 2 de este mismo PEM, la elasticidad arco £
de una funcidn fentre dos puntos x y x*=x + rx es el cociente de la variacién rclativa s
de f por la variacién relativa r de x:
Al s

Efxr) = Avx 1

El problema se traduce entonces en hallar aquellas funcions f para las cuales su
elasticidad E(fx,7) no depende de r, sino séio de la variacién relativa  de x.
Ayuda siguiente: [112].

[12} Construir primero un tridngulo AFG rectangulo en G tal que AG =4 v
AF/AB = b/d,
Ayuda siguiente: [49].

[13] Sabemos que cos(n/3) = 1/2, Intentemos pues eseribir cos(n/9) en funcidn de
cos{n/3) teniendo en cuenta que ©/3 = 3-1/9,
Avuda siguiente: [114].
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[14] Si x es un aimero muy grande respecto a 1, el rcct;ingulo es “cast” un cuadra-
do y, per lo tanta, la variacion relativa de su superficie “casi” no depende de x. De he-
cho se tiene que, cuando x tiende a infinita, AB/B tiende a AA/A.

[15] Hay que demostrar que los puntos de interseccidn de una recta y un civeulo y
los puntos de interseccion de dos circulos son constructibles con la regla de dos bordes
paralelos, lo que conduce a las dos construcciones siguientes:

(a) Dados dos purtos A y B, construir dos puntos M y N de la recta (AB) que es-
tén a distancia dada r de un punto O dado {(suponemos r > d(O,(AB))).

{b) Dados dos puntos A y B, construir un tridngulo ABC de lados AC=b vy BC =2
dados (suponiendo AB=c<a + b).

Avuda sigmiente: [50].

[16] Al estar, para todo x. Fy(x) entre f{x) v f3{x). la funcidn F, siempre dard una
aproximacion igual o mejor quef, ¥ /- Para conacer ¢l error miximo cometido, lv mis
ficil es buscar un valor de & para el que F{x) sea S!mere mondtona. e esta manera
tendremos que el errar miximo serd e = IF,{1) - F,(2}l si tomamos inwialmente una
aproximacion de V2 en el intervalo (1;2), o bien e = [F,{14} - F,(1,5} s tomamos ini-
cialmente una aproumacmn de ¥Z en el mtervalo (1,4; I ,5).

Ayuda siguicnte: [15€].

[17} En el tendedero B |1av

-1 .
cuadrados de penimetros I £, .. | .. Si empe-

8d.

zamaos por el cuadrado exterior, tenemos {, =an v i, =4 -

E

d I

N\

Ayuda siguiente: [9].

ot 27 A . : . . .
[18) w=cos - +1sen — € umaraiz quinta de fa umidad {0F = 1} y se rienc -1

s{x— 1)t +x+x +x + 1)
Deducir que vos(27/5) ¢s solucion de la ccuacién de segundo grado 4x? + 20 -1 =0.
Ayuda siguienic: {82].

[19] (a) M es la interseccion de (O1) con la perpendicular 2 {O1) que pasa por P, v

N la iuterseccidn de (OI) con la perpendicular a {O)) que pasa por P, ambos puntos
constructibles comeo se ve en el PEM 12,
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{iv) Dado P{x,y), ¢l punto Q{y.x) es ¢l simétrico de P respecto de la recta (OK).
Una construccion posible es la siguiente: se traza una banda ()7} tal que r, = (OP);
sea E la interseccién de 7°; con (OK’) y sea (v, otra banda tal que r, pase por O y 77,
por E; sc traza entonces otra banda (r3,r’3) tal que ry=(EP}; r", corta (AA’) en un pun-
to F; {inalmente, se traza una banda (r,,r")) tal que r, pase por E y +’, por F; la intersec-
cién de r, con 7, es el punto Q buscado,

{c} Dados (x,,3) ¥ (x,,0), el punto {x +x,,0) se obtienc transportando en (x,.0) la
distancia x,, constructible segin sv ve el PEM 12,

{d) Dado ¢l puuto P(x,y,), quercmos construir un punto Q(x,p.) al que ¥, =

¥x,/%, o, lo que es lo mismo, L % Para ello trazamos la recta (OF) y la perpendi-
cular a {OI) en {x,,0), que se cortan én ¢l punto Q buscado, dado que los rectingulos
Ox,Py, v Ox,Qy, son semejantes,

{e) Dados (x,,0) y (x,.0}, para construir un punto de abscisa x = Vix,x,, basra con
construir un segmento [MN] tal que MN =z, + x, ¥ un punto P 1al gue e wridngulo
MPN sca rectingulo en P (ver PEM 12). Se tiene entonces que la alcura [PH] del tridn-
gulo cumnple PH? = x x,.

[20] El signo 13% cs otra mancra de designar el mimero decimal (que tam-

10¢
bién se escribe 0,03). S puede consultar un libro de matemiticas elementales (por
ejemple un manual de primer ciclo de ESO) que trate ¢l tema de los parcentajes o an-
tos por ciento.
Avyuda siguiente: [83].

[21] Los resultados conjeturados se confirman. Por ejemplo, en el caso de expre-
siones con dos radicales, llegariamos a las siguientes transformaciones:

22 W5 +VI-—1) W5 +VE- )

VE—v3+!l (VE-vA+ )(Vi+V3-1} (VB -(¥3- 1P
_ 22(V5 +V3-1) _ 224V5 + V3= 1) _ 22V +V3 - 1)1 - 2V
54+ 2v3 1+23 (1 +2V3)(1 —2v3)

= _1212 (77 + 3V3 + V5 - 2VI5) = {4 — 63~ V5 + 4415,

Para comprobar, ¢n cada caso, que se ba hallado fa expresion correcta, se puede
utilizar la calculadora de la manera siguiente:

1+w/5: u+\f§)(v§—z)rﬁﬂ_}ﬂﬁ:_“}ﬁ
3+2 -4 B ’

]\] ; ‘57 =0,7320508076 y -1+ 3v3 = 0,7320508076.
+ 2

Con la calculadora:

22
_ Va-Vi+l
y 14 - 6V3 - 2V5 + 4V15 = 14,627492585.

En el caso anterior, tendriamos: = 14,62749258.

[22] Hay que volver a derivar,
Ayuda siguicnte: |56],
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[23] Tenemos que % = =5 ad = be. Bsta tiltima igualdad indicz, en parucular,

d

que g divide al praducia fc. Como a v & no ticnen divisores comunes, entonces por
fuerza a divide = «. Se deduce, del mismo mode, que ¢ divide al producto «d v, por lo
tanto, que ¢ divide a a. Luego a = . Como ahora ad = ab, si dividimos los dos miem-
bros por «. egamos a la conclnsidn de que & = d.

Esta pequeda demostracion recurre constantemente a propicdades de la divisidali-
dad en Z, que constituye asi el marco redrico en el que toman sentido y se justifican las
aserciencs que hemos realizado.

[24] La luz dei sel tiene un comportamiento ondulas. Cuando fa onda [uminosa se
propaga de un medio {el are) a otro {el agua) sufre un fenémeno de refraccidn.
Consulrar algan hibro de fisica elemental.

Ayuda siguiente: [129].

[25] Representar los cuadrados de las figuras 1 ¥ 2 er una cuadricula, tomando por
ejemplo [a escala: | metro = 8 cuadritos {o también 1 cuadrito = 8,125 m.).

Avyuda siguiente: (3],

[26] Reducir el caso del senx ai estudio de cosx y buscar aigunos casos simples en

los que se puede hallar una férmula para cos ZTtk_
n

Ayuda siguiente: [85].

[27) La técruca utilizada en [111] consiste en buscar el mdxaamo M(y) de la fun-
cion x — fix,y) (miximo que depende de ) y hallar después el mixumo de la funcién
¥ — M{y).

Ayuda sigutente: [40].

[28] ;Qué edad renia el padre al nacer el hijo? ;Cudntos afios se llevan? ¢ Qué edad
tendran dentro de 5 afios, de 10, de 157 ; Cudnros afios se llevardn? Hallar dos relacio-
nes entre la edad £ del padre v la edad e del hijo.

Avyuda siguiente: [148].

[29] E! problema se reduce a construir un tridngulo recringulo de hipotenusa dada
a (lado del tridngulo isdsceles) y de cateto dado /2 (ver Problema 2(e) de este mismo
PEM).

[30] Si a la tabla cuadrada inicial le quitamos la diagonal, obrendremos dos tablas
triangulares con igual nimero de casillas.

Avuda siguiente: [102].

[31] Trazar C tal que B sea el punto medio de [AC] (C es ¢l simétrico de A respec-
to de B). Trazar después la mediatriz de [AC].

308



[32]

precio inicial p ap Ag 2l sp | error cometido
I g fiey p con Ja formula
6 1% -3,66% - 6% - 0,0034
10 1% -~ 1,96% —2% - 0,0004
45 1% -1,2% - 1,125% 0,00075
15 1% - 1,48% -1.5% —0,0002
14.56 1% -1.5% —1.523% —0,00023

En ningiin caso se obtiene un error menor en valor absoluto & 10,

[33] Tenemos cos(2x) = cos’x — sen’x = Zcos’x - 1. Por lo tanto, cos{2x) serd
expresable con racionales y radicales reales si y sélo si cosx lo es. De la expresion de
2n-2

2n 2t .. 2n
cos — se deducen las de cos y cos —. Mais en general, cos == serd expresable con
n n 25 ]

racionales y radicales si v sélo s, para todo rm > 0, también o es cos

n 2"
Avyuda siguiente: [65].

como la clase de

. . ] R
[34] Queremos racionalizar ———. Podemos considerar
2

e Fa

en ¢l anillo cociente -—QL
2-x ' - 3)Q[x]
Ayuda sigutenie: [71).

equivalencia de

[35] Sea #* 1al que senr™ = 0.76 = sen50°. Si r 2 r¥, no hay ningin rava de luz que
lleguc hasta ¢l punto T. La zona de la superficic del mar por la que se ve el cielo desde
el punto T ¢s un disco situado justo encima de T y de radio R = & 1gr®, donde hes la
distancia de T a la superficic del zpua.

. 2nk .
[36] Sea w = exp(ilnk/n) y o, = cos {k coprimo con 7). El Q-auromorfismo

oy(z) =" envia @ a 0} y pues ta . Lucgo o es raiz de @ (x) para to'do k, y como
hay un total de @(x)/2, es que son todas las raices. Por lo tanto, § (x) tiene todas las

. 2n .
raices reales. Segiin Isaacs (1983), s1 cos — es expresable con radicales rcales, entonces
n

(n)/2 es una porencia de 2 y todas las raices de @ (x} son constructibles con regla y compés.
Referencias bibliograficas: [68].

[37] Caso # par. Considerar la figura:

J,\L\ _

Ayuda siguiente: [89].
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- 100 p-f‘(p T
3811 = =
381/ 1) = f ) s

. Se acostumbra a nota {supo-

re(p)= £10) *;(j;(’”

ap

niendo — £1%).

Ayuda siguicnte: [32].

[391 (b} El punto C buscado es la interseccidn de un eirculo de centro A v radio
v otro circulo de centro B v radio . Como 4 + & > ¢ = AB, hay dos puntos C v C’ so-
luciones, siendo (AB) ia mediatriz de [CC). El problems se resuelve hallando un pun-
to de {CC"} constructible a partir de los darws.

Ayuda siguiente: [B7].

[48] Podemaos considerar una justificacién basada en el resultado siguiente:
Si f(x,y) es una funcidn continua en I % |, con I y ] campactos de IR?, entonces:
Max (Maxf{x,y) = Mix fix,y}.

rEL yE) Sl

Para demostrarlo, sea M = Max f{x,y). Como [ cs continua sobre un compacio,
14,7 1€ I}

existe (xg¥,} € [x] ral que M = flxg,a). Dado que, por definicion de maximo, flx,,y,)

2 Mix {Maxf{x,y)), sélo falta comprobar que la desigualdad estricta fix ) > Max

€4 €}

(Maxf{x,p)) tmplica contradiccion.
vE]

[41] Hacer un modclo geométrico (via 1) 0 un medelo algebraico (via 2).
Ayuda sigiente: via 1: [100]; via 2: [122],

[42] Lafuncidn f,(x) = 90 + 45x es una recta de pendiente positiva, es pues una
funcién estrictamente creciente. La imagen del intervalo (1:2) es {f,{(1}:f(2}) =
(135:180) y laimagen de (1,4:1,5) es (133;157,5).

. 1 . X .
La funcidn fo(x) = 98{1 + —} es una rama de hipérbola cstrictamente decreciente
- x

con una asintota vertical en el eje Oy. La imagen del intervalo (1;2) es (f(2),(1)) =
(135;180) v ka imagen de {1 4:1,5) ¢s (130;154,3).

La funcién f(x) = 45 taml‘nm es una rama de hipérbola estrictamente decre-

clente que tienc coma asintota w:mcal larectax=1. Laimagen de {1;2} cs {90;+e<) v la
unagen de (1,4;1,5) es {135;157,3).
20

La tuncién f{x} = S 05 una rama de hipérbala estrictamente ereciente y tene

una asintota en la recta x = 2. La imagen del intervalo (1;2) es el intervalo (90;++) v l2
imagen de (1,4;1.5) es (15C;180). N

Si tomamos un valor aproximado de ¥2 enwre i,4 ¥ 1.3, la funcidn ¢, nos dard up
valor aproximado de « con un error méximo ¢ = 157,5— 153 = 4,5, Con [, el error ind-
ximo serie = 4,3, conf_‘ el error miximo serd ¢ = 22,5 y con f, el error méximo serd e =
30. Vemos que la mejor aproximacién nos Ja dard la funcién f,.
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[43] Por simetria, debajo de la diagonal, cada segmento horizontal corresponde a
un segmento vertcal,
Avyuda siguiente: {96].

[44] Si cl grado de la extension Q C Q(iaw) es menor o igual a 4, entonees cosIn/n
es solucion de una ecuacidn resoluble por radicales {pero no forzosamente reales). Si el

2k sobre Q.

grade es mayor que 4, habria que conocer el polinomio minimo de cos

n
Fxiste una técnica para hallar ka expresion explicira de este polinomio para todo 7 (ver
el articula de Watkins y Zertin (1993} en la ayuda [68]). En algunos casos, hemos visto
que podemos concluir: si n = 27 con 12 0, 0 si # = 2ip,p,..p, con p, primo de Fermat

. 2n .
{esta es, primo y de la forma 2°Y), enconces el dngulo — es constructible con regla y
"

compis. ; Qué pasa en los otros casos?
Avyuda siguiente; [133],

[45] ;Ojo! Antes dc que las dos agnjas se crucen, la grande va habrd dado una voel-
ta. Hay que tencr en cuenta estos 60 minutos (o ¢stas 60 divisiones) que recorre de mids.
Ayuda siguiente: [139].

[46] A panir de la igualdad cos(34) = 4cos’as — 3cosa, se puede demostrar que
cos{r/9) es solucién de la ceuacién 8x°— 6x — 1 = O ¥ deducir que es un nimero irracio-
nal.

Para cos(r/S) y cos(r/7), hay que utilizar los nimeros complejos ¢™° y ™ que
son solucion de las ecuaciones x' - ¥+ —x+1=0 vaxf—x+x' -+ xi-x+1=0
respectivamnente {ver PEM 3).

Ayuda siguiente; [143],

[47] Sea fix) = 1 + x + x*+ .. + x*. Si derivamos esta funcién, es facil ver que
T=f{t)
Ayuda siguiente: [93].

[48] Hemos reducido el problema z lo siguiente: ;en qué casos cos2n/n es expresa-
ble mediante nmimeros racionales y raices de racionales? Buscar algunos casos particu-
lares simples para empezar ¢ estudio.

Avyuda siguiente: [109],

[49] Trazar D tal que AD = AC’ = 5. Sca E sobre (AD) tal que AE = 4, longitud de
la regla. Trazar F sobire (AB) wal que (DF) // (EB). Construir ahora cf widngulo AFG
rectingulo en G v tal que AG =« . La paralela a (FG) que pasa por B corta (AG) en el
punto C buscado.

[50] (a} Trazar la proyeccion ortogonal H de O sabre {AB). Los puntos M v N
buscados son tales que los tridngulos OHM v OHN deben ser rectingulos en H y de
hipotenusa de longitud 7 dada. Sea entonces P un punto cualquiera tal que OF = r.
Construir X tai que el tridngulo OPK sea rectingulo en K y con OK = OH. Basta
akora determinar M y N sohre {AB) tales que HM = HN = PK.

Ayuda siguiente: [39].

{51] La suma de los N primeros enicros es (ver Pequero Estudio Matemdnics 1):
§=N(N+1)/2 y la suma de los NV primeros términos de una progresidn ariimética cual-

N




) a4, +a,, ) ! L
quicraes: S =a; +a, + ..+ ay= ! 5 N D, donde D cs la diferencia entre dos térmi-

nos D=a ., -a,. Se puede establecer entonces que Ly=a(n + 1).
Avuda sigutente: [135].

[52] También se puede utilizar una definicién equivalente del cociente de a entre b

que, al igual que la téenica de divisidn presenarada, no hace intervenir ¢l resto r:
Definicion: El cociente de « antre & es el (inico entero ¢ tal que bg < a < big + 1)
Ayuda siguiente: [126].

in n{2-3-5 n2 2
[53} Observar que 2:3 - 5 = 1. Luegu cos o =¢us (—15—}: cos{ 5 JE

. n
Concluir para cos T y abordar el caso general cos con {nm) = L.
-

Ayuda siguiente: [113].

[54] 51 r es paralela a AB, 1a solucién es obvia. Si r no ¢s paralela a AB, suponer pri-
mero que C es la interseccién de (AB) con 7.
Ayuda siguicnre: [R].

{55] Sc sabe {ver Carrega (1981}, Jones (1991} o Edwards (1984}, cf. ayuda [68])

quesin= 2" osin=2pp,. p, coni20ypprima de Fermat {esto es, primo y de [
In n

forma 1+2%), entonces ¢! ingulo — (y por lo tanto cos —7} es constructible

n n

con regla v compds, por lo que su expresion séla contendri raices cuadradas. ; Qué pa-
sa en los otros casos?
Avuda siguiente: [84]

nl-n  n{n-1)
BeT="=—

[57] La posicion de la aguja grande después de ¢ minutos es: I’ = 14~ 60r, donde n
es ol cociente entero de # entre 60. Sc obticne entonces la solucién general: 1t — 60n =
(1/12)¢, 0 sea, t= 60n-12/11,

Para n =9 se tienc £ = 0, solucidn que corresponde a las doce en punto.

Para n = 1 se obtiene la solucién anterior (= 60'12/11; para n = 2 se vbtiene t=
60:2-12/11; etc.

En general, [as apujas se encuentran cada 60-12/11 minuros.

[58] Queremos dividir a entre & = b, b,5,.,.b . Seaq el cociente de a2 entre b v sean
g, ¢l cociente de 2 entre b, y 7, el resto. Tenemos que a - r es divisible por 4 y, como
b=bbyb,. b, cambicn es divisible por & . Luego resulta que ry <71y quea —r tienc el
mismo cociente que & al dividirlo entre &, Ademds, coma a — | = £,4,, el cociente de
a —r, entre b ¢s ygual al cociente de g, entre &,b,..b .

Sea g, el cociente de g emre &, y r, ¢l resto. g, tienc ¢f misma cociente entre
byb,.b queq -r, Comogq, —r,=byg,, cl cociente de g, - r, es bygual al cociente de ¢,
entre b,...b . Erc. Jrerando el proceso, resulta que @ entre & ¢s igual a g entre boby b,
agyentre b b Jagyente b, b, erc

n?
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[59] ¥2 es solucion de ta ecuacién 2 — 2 = 0. 5i ¢sta ecuacion muviera una solucién
racional 2 con (p.g) = 1, entonces p° = 2g% Como p v 4 no tienen divisores co-
q

munes, p dividiria 2 y ¢ dividiria 1. Por lo tanto, wendriamos g == 1 y p = £l 0 =2,
Como 1<V2-2,¥2 no puede ser racional.
¥r es solucién de la ecuacién x* — # = 0, Si esta ecyacion aviera una solucion ra-

cional £ con {(p.q) = 1, entonces p! = ng’, En particular, p dwidiria n y g dividirfa 1.

Luego tendriamos g = = | v p* = n. Por lo tantoe, Vr s6lo es racional cuando » es un
cuadrado perfecto.
Vn es solucién de la ecuacion x* — # = 0. 51 esta ecuacion tuviera una solucién ra-

cional £ con (pyg) = |, entonees p* = ng’. En particular, p dividiria # y g dividirfa 1.

Luego tendrfamos g = £ 1 y p* = £n. Por lo tanto ¥ s6lo es racional cuzndo 7 es un cu-
bo perfecto.
V3 + V5 es solucion de x*— 16x 2 + 4 = 0. 5i es1a ecuacién tuviera una solucién ra-

cional £ con (p.g) = t, entonces g dividirfa | ¥ p dividiria 4. Tendriamos asig =2 1 y

p=tl,+2, 4 Ahora bien, dado que 1 < Vi v2< V3 < 3, tenemos que 3 < V345
<5, Por lo tanto s6lo convendria el caso p/g = 4. que no es solncidn de la ecuacion,
Y2 + V3 + V5 es solucion de x* - 40x" + 352%* - 960x% + 576 = 0. 8i esta ecuacién

tuviera una solucion ractonal ? on (p.q) =1, entonces g dividiria 1 y p dividiria 576 =

23, Como 4 < ¥2Z + V3 + V5 < 7, s6lo convendria el caso p/g = 6 que no es solucién de
la ecuacion. Se concluye pues que vZ + V3 + V5 es irracional.

¥5 + V7 ¢s solucion de x - 21— 105 + 147 — 210x — 318 = 0. Si esta ecuacién
tuviera una solucién racional p/q con {p,9) = 1, ecntonces g = 1 y p dividiria 318 =
2-3-53. Imposible porque 3 <¥5 +v7 < 5.

V7 + V7 + 1 es solucion der x* — 8x7 - 464x° + 2714x° — 7912 + 1353657 - 12400x
+ 6201 = 0. Tenemos que 6201 = 3%13-53. Como 4 <V7 + Y7+ 1 < 6,97 + ¥7 + 1 no
puede ser racional.

Falta ahora hallar ccuaciones polindmicas que tengan como solucién cas(n/9},
cos(n/5) y cos{n/7).

Ayuda siguiente: [13].

[6¢] Considerar, para cada valor de y, la paribola de ecuacién T = F(Z) = yZ?
337 o bien, para cada valor de x, la pardbola de covacion T=G(Z) = 3122 + 57Z.
Ayuda siguiente: [2].

[61] Es evidente que, dada una recta (AB), se puede construir con regla v compds
la paralela a {(AB) a distancia d dada: basta con construir la perpendicular a (AB)en A y
transportar en ella la distancia &, Ahora bien, aparece aqui una dificultad imprevista:
podria ser que lz distancia d no nos venga dada cn la configuracién de puntos inicial, ni
sea constructible con regla ¥ compids. En este caso, y para la configuracién inicial con-
siderada, habria figuras constructbles con la regla de dos bordes paralelos que no se-
rian constructibles con regla y compds. Para que toda figura construcable con la regla
de dos bordes paralelos sea también constructible con regla v compds, debemos exigir
que la distancia d o bien nos venga dada en fa configuracién inicial (considerando por
cjemplo AB = 4), o bien sea constructible con regla ¥ compds a partir de los puntos
iniciales.
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Suponiendo lo anterior, para construir ahora una banda de amplitud & dada que
pase por dos puntos dados A y A’, basta con construir un tridngulo APA’ rectingulo
cn Py tal que AP = d. Para ello, se puede construir |, punto medio de AA’, ¥ ¢l cieculo
de cemtro [ y radio IA. Una de las intersccciones de este circulo con el circulo ClA,d)
es el punto P buscado. Notemos que st AA” < d, entonces los dos cireulos no intersec-
tam.

[62] Ver el PEM 7 para el tema de ia variacién relativa de una magnirud.
Avyuda siguiente: [6].

n D +w 2 in
{63] Tencmos @ = cos — = "—_,—"— donde @, = cos — + i sen — es una raiz
b 2 " n

Lo - . _ r n .
primiriva enésima de la unidad y @, = cos — —1 sen —- es su conjugado.
n #

Ayuda siguiente: [139],

[64]
Precio imicial  Preaio final  Variacion absoluta  Varviacidn relativa
2.000 pras | 2.260 ptas 260 pras 13%
200 pras 226 ptas 26 pras 13%
2.000 pras | 2.350 ptas 350 pras 17,5%
200 ptas 350 ptas 330 pras 175%
2.000 prias 1.9C0 ptas — 100 pras = 3%
200 pias 190 ptas — 10 ptas — 5%

Se ve muy claramente cn esta tabla que una misma variacidn relativa (por ejemplo,
del 13%) puede representar vanaciones absolutas muy distintas, v viceversa.

. 2n . . : :
[65] Si cos —— es cxpresable con racionales y radicales, (qué puede decirse de
n

cos ——7?
n

Avyuda siguiente: [141].

[66] La rcgla permite trazar bandas (r.r") de amplitud d formadas por dos rectas
paralelas r v " a distancia 4 una de otra, Trazar una banda (7"} tal que r pase por A v
r' por B. Trazar entonces otra banda {r',»”) de tal modo que r” no caincida con r. El
punto C es la interseccién de v y {(AB),

[67] Trazar la recta r paralela a (AB) que pasa por P (Problema 2 (2)) v después la
perpendicular a r que pasa par P (Problema 1 (d)).

[68] Referencias blblxograflcas

- W. Watkins & J. Zertlin, “The Minimal Polvnomlai of cos{2n/n)", American
Marhematical Monthly, 1993, pp. $71-474. (Se da i forma explicita del polinomio mi-
nimo @ {x) de cos(2n/n} sobre Q. se demuestra que su grada es @(n}/2 y que sus demds
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raices son cos{2mk/n} siendo (kn) =1 v k€5, cons=n/2 sim par 05 = {m—1)/2 si n 1m-
par.}

- 1. M. lsaacs, “Soletion of Polynomials by Real Radicals”, American Mathe-
matival Monchly, 1985, pp. 571-575. (E! principal resultado de este articulo es el si-
gutente: Sea f € Q[x] un polinomio irceductible con todas sus raices en R. 51 ftiene
una raiz expresable con radicales reales, entonces el grado de f es una potencia de 2 y
todas sus raices son constructibles con regla y compds. )

-]. C. Carrega, Théorie des corps. La régle et le compas. Tlermann, Paris, 1981,

- .M. Edwards, Galeis Theory. Springer-Verlag, New York, 1984,

- A. Jones (et al.}, Absiract Algebra and Famous [mpossibilities. Springer-Verla,
New York, 1991.

[69] Existen varias soluctones. Tal vez la mds simple consista en construir un para-
lelogramo de vértces A y P con un lado en la recta (AB).

Ayuda sigutente: {140].

@+ O

2n . L . .
[70] Se ricne cos — = con = exp(i2fl/n) raiz primitiva enésima de la unidad.
n

Caso # = 5. Resolviendo la ecuacidn de segundo grade 4% + 2x — 1 = 0, se tiene
I —1+vV5
que co§s —— = ——— .
5 4
Casor=7 Setiencw+ W+t +w’+ @ +o+ 1 =0y, comoa® =@ 0= &y
w* = @, se llega a:

2:056—n+2cosﬂ+2cosﬁ+1:0.
7 7 7

6n 41 -, 2 n
Expresando ahora cos — y cos — en {uncién de cos —, se ve que cos — es so-
7" 7 7 7

lucién de la ecnacidn de tercer grado 8x* + 4x2 — 4x — 1 = 0. Ahora bien, aunque esta
ecuacién sca resoluble por radicales (como rodas las ecuaciones polinémicas de grado
S 4}, la expresion de sus soluciones hace intervenir raices de racionales negativos ¥ no
intcamente radicales reales. (Para la resclucién de la ecuacién ciibica y la forma gene-
ral de sus soluciones, ver por ejemplo G. Birkhoff y S. MacLane (1970) Algebra
Moderna, Vicens-Vives 1980, o Jean Dieudonné (1987) En bonor del espiritu humano.
Las matemdticas boy, Allanza Editorial 1989.) Por lo tanto, no esté claro que cos2w/?
sea expresable mediante sumas, productos y radicales reales de mimeros racionales.

Caso 7 = 9. Se trata de manera simtlar al anterior, observando que @ = @, 0’ =@,
W = & v w® = @&, La solucidn de la ecuacién cibica obtenida tampoco es resoluble
mediante radicales reales.

Caso n+m, con (n,m) = 1. Por la identidad de Bézout, existen r y s tales que nr + ms
= 1. Luego, dado que

2 Inr  Ims 2nr 2ns 2nr 2ns
€05 —— = cos (— + ——) = cos —— €Os — — 50— -sen —
n-m n ] n i n m

cos serd expresable con racionales y radicales reales si y sélo si también lo son

n n
CO8 — ¥ cO§ ——.
n m
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[71] Como x° — 5 es irreducible sobre Q[x], ¢l anillo & es un cucrpo y el

(@ -5)Q0)
polinomio —:; (2 —x} tienc un inverso p{x) que cumple: (2 —x)p(x) = kb + (2’ - 5)-g(x}

para cierto & € Q% y clerto g{x) € Q|x].
Ayuda siguiente: [7],

{72] Maria Moliner (1990) Diccionario de wso del espariol, Editorial Gredos,
Madrid.

“elasticidad. Cualidad de clstice.”

Real Academia Espafiola (1992): Dicdonarto de la lengua espaiiola, Madrid.

“elasticidad. {. Cualidad de elastco. [...]7

Vemos que los diccienarios de |a lengua no san muy explicitos, Necesitamos con-
sultar algin diccionario de términos econémicos, algln libro elemental de economia o
una cnciclopedia. No hace falta buscar en la literatura muy especializada: si los profe-
sores hablan de intreduecir esta nocion en el curriculo de secundaria, es que no debe
tratarse de una nocién excesivamente técnica ni complicada.

Ayuda siguiente: [144],

[73] El nimero de intérpretes f viene dado por / = n” — n = n{n — 1), solucién logi-
ca puesto que cada lengua debe raducirse a los otros r — 1 idiomas, ¥ que en total hay
n lenguas distintas. Si se araden & nuevos idiomas, cl niimero de intérpreces [ es: {7 =
(n + &% - (7 + k). Se requicre asi un aumento de 2nk + k{&—1) intérpretes: los & nuevos
paises necesitarin, para traducirse entre ellos, a k(k-1) intérpretes, a los que hay que
afiadir los intérpretes que se necesitan para traducir las # lenguas anteriores a las & nue-
vas lenguas y viceversa (Ink).

[74] Si aparece un problema en la manipulacién de desiguaidades, se puede utilizar
el resultado siguiente:
Six ¢ ¥ 50N enteros positivos, cntonces x < v <=>x Sy —J.
Ayuda siguiente: [136].

[75] Sabemos que Q{V5) coincide con el anillo Q[V5] = Q5 ,¥25].

E es de la forma a + £¥5 + cV25. Se tiene entonces la igualdad:

3}
Por lo tanto
2

6= (24’/;’)(.} + b5 +cV25) = {28 —50) + (2b — a)¥5+ (20— B) V25

de donde:
2a—5¢c=4h a
2.'!)—12:0 =2 17
2c-k=0 ¢

6 : \
Ausi, =8 +4V5+2V1s,

8
4
2

245
Del mismo modo, _7—17]— e QN =QI7, ¥75 V7 esde laforma g + b7 +
V7 N7
53 , ‘ LI
V7 + d¥P ¥ T € QIS + V7) = QIVTIIVE] es de la forma o

{(a+a’™¥7) + (BHVTWE + {e+OVT 5.

. i .. .. .
En el caso de expresiones como ——, osta téenica conduciriz a considerar de entrada
1" 2
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que esde la formaa + BV3 y a deducir a v & de la igualdad: (V3 -2)(a + 5V3)=1.

Con {a técnica inicial (multplicacidn por el conjugado del denominador), el hecho
que la racionalizacién de fracciones con un radical conduzca a una expresion def tipo a
+ bVn , y que la de racionalizacién de fracciones con dos radicales conduzca a una ¢x-
presién del tipo a + bvn + o/m + d¥rim era un resultado tecnolégico que se podia con-
jeturar {como hacen los alumnos de Luis) v que quedaba par demuserar. En el dmbito
tedrico en ¢l gue nos situamos ahora, va no se trata de un resultado por establecer sino
del principio divector de la téenica, que se justificaria a su vez por las igualdades Q(vz)

= QVal y QW¥nVm) = QWVn)[vrm).

2n 2m{k—1} n 2n(k-1)
Q5 ————— — $8N —— "§en ——,
n n n

2mk .
[76] Dade que cos A cos si
n

también lo serd, lo se-

cus es expresable con racionales y radicales, como sen
. n n 61 om 2nk 2nk
rin cos — y sen , cos y sen s s ¥ PUES £O5 —— ¥ 581 para todo
" n ” n

k>0,
Ayuda siguiente: [48],

771
Longiond de hilo de tendido
Lado del cuadrado 1 metro 1,23 m 0.75 m i a
(8 cuadritos) | (10 cuad.) (6 cuad.)
N®segmentos ki 11 7 nimpar | n par
Tendedern A 9 metros 13,75 m 3,25m an an
L, {72 cuadritos) | (110 cuad.) | (42 cuad.)
N cadrados 4 5 3 -1 n
2 2
Tendedero B 10m 15 m &m aprel) |t
n—l
Ly (80 cuadritos) | (128 cuad.) | (48 cuad.)
Ly 1+ 2 L+ L 1+ X 1+ L 1+ L
Ly 9 1t 7 I n-1

[78] La aguja grande v la pequeiia no recorren las divisiones de la esfera a [a misma
velocidad. Por ¢jemplo: después de 60 min, la aguja grande estd en la divisidn 60 ¥ la
pequena esci en la divisién 5 (la que indica a la vez 5 minutos y 1 hora); después de 72
min, la aguja grande estd en la divisién 12 v la pequenia estd en 6; después de 100 min, la
aguja grande estd en la divisién 8 v la pequefia esti entre la § v 12 9; ¢te.

Hallar la velocidad a la que se mueva cada aguja v la davision en la que estdn des-
pués de 1 minutos. A partir de aqui, basta con supomner que, en ¢l minuro buscado, las
dos agujas estin en la misma division del reloj.

Avuda siguiente: [45].
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{791 En caso de que AB < o, podemos construir igualmente ¢l punto medio | de
[AB] considerando un punto O externo a {AB), las rectas {AO) v {BO) v recuas parale-
las a (AB) 2 distancia  unas de otras.

Avuda siguiente: [106].

[80] En la primera fila de la tabla hay n—1 casiflas. El nimero buscado T'es la suma
de los #—1 primeros nimeros naturales. Podemos escribir

I o= | 2+ + (=1}
T = (»1) + (n-2) + - 1
Al sumar rérmino a rérmino las dos igualdades, obtenemos una expresién simple

para 27.
Avuda siguiente: [56].

[81]5¢a ¢ el cociente de a entre &’ v g7 el cociente de g4 entre £7, tenemas:
bg'<a<big+1)-1. (1)
bPg"<g’<b™g" +1)- L. (2}
Queremos ver que {1) ¥ (2) implican que g7 es ¢l coviente de a cartre b, es decir que
b <a<big”+1)- L.
Deb’g’Say bg” < g se deduce inmediatamente que a 2 b°g° 2 607" = b 4™
Para demostrar fa sepunda desigualdad:
a<Bg' + D= <B(B g7+ )=+ 1= [ =
=b(b g7+ b =1 =bgT+ -t =By T+ - L
Luego a<big®+ 1)
{‘alta ahora demostrar el caso general.
Avuda siguiente: [116].

[82] Unlizar que o = @ ¥ ©° = @" para a = 3. Sc puede ver del mismo modo que
In 2

n ..
es solucion de

cos ¢s solucion de la ecuacion Bx® + 4x2 —4x — 1 = 0 v que vos
. n 2
8x'-6x + | =0, ¢ Qué pasaconcosl—_ocos o0 ?
5 2

Ayuda siguiente: [53].

[83] 'n el primer caso {articulo de 2.000 ptas cuyo precio aumenta un 139%), la va-
riacion relativa del precio es de un 13%. La variacién absoluta es el 13% de 2.000 pras,

es decir: 13% x 2.000 pras = %x 2.000 pras = 260 ptas. El articulo costard 2.260 pras.
Ayuda siguiente: [64)

. . 2n ..

[84] Se puede buscar primero en qué casos ¢ = cos = solugion de una ecua-
cién polinémica von coeficientes en ( resoluble por radicales. Después habrd que ver
en qué casos fa solucion se puede expresar mediante radicales reales.

Avuds siguienze: [63].

[85] De 1a igualdad cos®x + sentx = 1, se tene senx = = v | —cog’x. Por lo ranto, si
cosx es expresable mediante sumas, productos y raices de nimeros racionales, enton-
ces senx también lo serd.

Algunos casos simples: probar con 178, 3n/8, SA/8, etc.. n/16, In/16, etc, 0712,
n/24, e

Ayuda siguiente: [33].
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[B6] sen r = 0,75-sen 1 £ 0,76, Al desplazar el punro T hacia Ia superficie del agua, ¢l
angulo r aumenta.
Ayuda sigulente: [35],

[87] Utilizar fa siguiente propiedad:

Dados tres circulos C, C, ¥ C, de centros no alineadas y que se cortan dos a dos,
entonces las rectas R, R, ¥ R defuudas rcspcctwamente por los puntos interseecién
de C, ¥ CpCy ¥ Gy €, ¥ C, se cortan en un Grice punto W llamado centro radical de
C. C v C,.

Ayuda siguiente: [1C].

[88] Gran Enciclopedia Larowusse, Editorial Planera, Barcelona.

“ELASTICIDAD n. f. Cualidad de elistico. |...]

— Econ. pol. El concepto de elasticidad, introducide en economia por Alfred
Marshall, indica el grada de variacién de un fenémeno econdmico en funcidén de las
variables exdgenas. Sea la funeion y = flx) ; la clasticidad serd la relacidn entre ¢l por-
centaje de la variacidn de y y ¢f porcentaje de la variacién de x. El cocficicnte de elasti-
cidad verdri dado, pues, por la fdrmula general

dy dx dy «x dv X

pE——i—=—X—

¥y X y odx dx ¥y

o bien

81 se cansidera la férmula

se puede definir la elasticidad como la relacion envre el valor marginal dv la funcion y
su valor medio. ™

a . .
[89] Scad= | la distancia entre dos segmentos o entre dos cuadrados consceu-
n—

d
tivas. Al pasar del modelo A al modelo B faltan 7 trocits de longitud — (los de la par-

te inferiar).
Avyuda siguiente: [135]

[3C] £ {x) = M {x) + {1- A)Yf5(x) con & € (0,1) es una funcidn cuya grafica estd, para
todo x, entre las grficas de [, v f,. Tenemos de hecho que, para rade x, la ordenada
¥ = F,(x} pertenece al scgmento (f,{x);f5(x))} cuando f(x) es mayor que f {x} o al seg-
menzo (f; (t)f] {x}) cuando es menor.

Avuda siguiente: | 16],

[91] La construccién es evidente si consideramos que el dngulo adyacente a la base

™
C5

—= ingulo que se obtiene trazando la bisectrix del complementario del dngulo da-
2

“

do (ver ol Problema 1{e) de cste mismo PEM).

[92] Considerar la fraccidn

como un elemento de Q(¥5).
7

ﬁ

Ayuda siguiente: [75).
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[93] Establecer la igualdad (x—1)f{x) = x"~1 y derivarla.
Avuda siguiente: {22].

[94] Hay que distinguir dos casos: b= d v b 2 d.
Ayuda siguiente: [147],

[95] La extensién Q{m, ) 2 Q) es de grado ¢(n) donde ¢ es la funcién de Euler (g(n)
= niimero de enteros menores que » v primos con €l). Luego la extensién Qo) D Q es
de grado @(n)/2.

Avyuda siguiente: [44].

[96] Como en el tendedero total f [ado inferior de los dos primeros “cuadrantes”
coincide con el superior, al pasar del modelo A al modelo B faltard hile. Caso n par: re-
ducirse al case » impar.

Avyuda siguiente: [37].

[97] Establecer los resultados parciales indicados en la via 1.
Ayuda siguiente: [127].

[98] La dificultad estd en hallar la féninula para la variacion relativa. Resolver antes
el problema 1 de este PEM, e intentar hallar la férmula general a partir del trabajo rea-
lizado.

Avuda siguiente: [149].

94,34 - 100

[99] Para p = 6, q = fi6) = 100, § = 1,016, 4° = f(6.06) = 94,34 y 2L — ”14010

9
= _5.66%.

Agq

A
Parap = 10, 29
q

=-1,96% y para p = 45, 29 =~1,2%. Falra hallar p ral que
q

-15% =-0,015.
Avuda siguiente: [143),

[190] Caso # impar: considerar la figura siguicnte que representa un cuarto del

tendedero:

Ayuda siguiente: [43).

[101] Ch. Deane, J. Kuper, eds. {1986): Vocabnrlario bisico de economia, Editorial
Crittca, Barcelona.

“elasticidad [elasticiry]. Muchas proposiciones ¢n economia s¢ expresan en forma
de una relacién entre dos variables. En general, podemos escribur la relacién como y =
f{x), que se lee “y cs funcidn de x7. “La cantidad consumida (y) es una funcién del pre-
cio (x)" es un ejemplo de una proposicion semejante. Una caracteristica importante de
cualquier relacidn de este tipo es cémo responde ¥ a un cambio én x. 5 suponemos que
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Ax es el cambio eax y que Ay cs ¢l cambio correspondicnte en y, ¢l signo de Ay/ax nos
dice st ¥ aumenta o disminuye cuando se produce un meremento dado en x. As, “la
cantidad consumida disminuye cuando aumenta el precio” estaria representado por un
signo negativo de Ay/Ax.

Para muchas finalidades no basta con conocer simplemente la direcciin de la res-
puesta de y ante un cambio dade en x; también tenemos que saber la magnitad de csta
respuesta. ; Como medirla? Un candidato es el valor absaluto de Ay/Ax.

El problema de esta medida es que depende de las unidades en que se hayan medi-
do x e y, dado que Ax y Ay se miden ambos en sus respectvas untdades. $in embargo,
Ax/x v Ayly son medidas —independientes del tipo de unidad— del cambio en x, y del
correspondiente cambio en y. Por tanto,

Ayly

Avix
es una medida —independiente del tipo de unidad- de la sensibilidad de y ante un cam-
bio en x. El valor absoluto de esto se conoce comeo elasticidad de y con respecto ax, La
expresion pucde escribirse como (Ay/Ax}{x/y), ¥ pari variaciones infinitamcnte pe-
quenas de x se convierte en {(dy/dx}(x/y}), donde dy/dx es la derivada de y con respecto
ax. [

Ayuda siguiente: [B8].

[102] En una tabla cuadrada de # filas y # columnas, hay ur tstal de 7 casillas. En
la diagonal de la tabla bay # casillas.
Ayuda siguiente: [56].

[103] Podemos elegir dos ambiros tecniologico-tedricos distintos (aunque indma-
mente relacienados): ¢l de los anillos de polinomios (via 1} y el de las extensiones alge-
braicas de Q) {via 2).

Ayuda sigwente: via 1: [34]; via 2: [92].

[104] Basta con demostrar que los siguientes puntos son constructbies con la regla
de dos bordes paralelos:
{a) Dado un punto P(x,y), las proyecciones de P sobre los gjes; M{x,0) v N{0,y).
(b} Dado P{x,y), el punto Q de coordenadas (y,x}.
{c} Dados los puntos (x,0) y (x,,0), un punto de abscisa x = x +x,
PAREY
P
{e) Dados (x,0) y (x,,0), un punto de abscisa x= ﬁ
Avuda siguiente: [19].

(d) Dados (x,,»,) ¥ {x5,0), un punta de ordenada y, =
!

[105] Tenemos x* = (1+rjx con 7 > 0y f{x"y = {1+5)f(x). Sea E = #:
X
) - fi) x
fly  x-x
fix') - fix) = S} %)
Ayuda siguiente: [128].

. Seguin ¢l Teorema del Valor Medio, existe un ¢ € {x,x") tal que

[1C6] Sca O un punto exterior a {AB) y sean r), r,, ..., r, rectas paralelas a (AB) v a
distancia d unas de otras. La recta (OA) corta estas rectas en los puntos A AL ALy
la recta {OB}) en los puntos B, By, ..., B, . Para algtin » tendremaos AR > d. Podemm
entonces construir ¢| punta wedio I:de [A,B,] v obtencr el punto 1 como la intersec-

ciin de (O1 ) con (AB).

hon
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Para construir ¢l simérrico C de B respecto de A, se construye, a partir de los pun-
ros A, y B, construidos amenormente, cf simétrice C, de B, respecto de A C ¢s en-
ronces la interseeeion de (OC ) y (AB).

Para construir la perpendicular a (AB) en B, se puede empezar trazando una banda
{r.r'} tal que 7 pase por By r’ corte (AB) ¢n un punte A’. Tendremos enronces A'B 2 4.

La construccion de la bisectriz no requiere ninguna condicién sobre la distancia
entre A, By C.

[107] (1} Se da la igualdad E{fx,x") = e(f,x) cuande f{c) = f{x) para todos x, x', ¢ €
I, ¢s decir cuando f{x) es una funcidn afin.
{2) El errar absolure cometido al sustituir E(fuex’) por e(fx) es:

Fidyx (c-x)

< para cierto d € {x.g)

E(fxx)-clfo)l =< %s ) - =<

5 fix)
s% donde M, = Suplf (w) / # € [xx]l.
x
Asi, siaproximamos Af{x)/f{x} = E-Ax/x por Affx)/fix} = 0-Ax/x, el error cometido serd:

My Ay
fley

Serfa ahora interesante volver al Problema 2 del PEM 8 y comprobar, para la fun-

100
cion f{p) = PR

FEAx/x —eAx/ix)i<

que los errores hallados sen inferiores a la cora obtenida aqui,

[108] Setienca =&°¢" + 7’ con 0+ < b’y g’ = b"g” + r"con 07" < b ", Hay que
demostrar que existe rtal quea =bg" + rv 0<r< b
Avyuda siguiente: [74].

[109] Proponemos estudiar aqui los casos n = 5.7 =7.n =9 v los del tipo

T 2K ,
cuando se sabe de antemano que — ¥ — son expresables con radicales.
nom

Ayuda siguiente: [18].

[112] Si, en el caso de 7 jugadares, contamos el nimera de casillas de Ia tabla trian-
gular por filas y empezando por abajo, contaremos 1 casilla, luego 2 casillas, 3 casillas,
4. ctc., hasta llegar a las 6 casillas de la primera fila. El nimero rotal de casillas ¢s, para
n=7: T=1+2+3+44+5+6.

Avuda siguente: [30]

[111] Caso F(Z)y = yZ7 - 372 y V = (i,y - % .

La ordenada de V_ es minima para 3 = 1 y es también el minimo de la familia de
pardbolas. Por lo tanto, podemos afirmar que f{x,y) = x*y - 3xy* tiene un solo minimo
3 . 3 g
en (—, 1}, vuya imagen ¢5 f{-— 1} = - —.
(> 1 cuya imagen es fi-7 4
Como las paribolas tienen forma de U, ¢f méximo de cada una serd un extremo de!
irtervalo [0:1). Como f{0,y) = 0y f{1,9) = y — 337, ¢l mdximo serd el maximo de f1,y),
. 1 i
es decir f{1, —)=—.
£ 6 12
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x X LY
6 12

La ordenzda de V es mdxima para x = 1 y s tambén el miximo de [a familia de
paribolas. Por lo tanto, podemos afirmar que f{v,y} = 2 — 3x37 tiene un solo maximo

Caso GZ)==-3xZ'+xL y V =(—

1 o1 [ i . . . .
en (1, E)’ en vuyo caso f1, g—) = = Como las parabolas tienen forma de U invertida,

el minime de cada una serd un extremo del intervale [0;1]. Camo fix.0) =0y f{x,1) =
, , N . 3 9
x*—3x, el minimo serd ¢l minimo de f{x,1), es decurf(j.l) =— T
{112] $i £(f. x, ) no depende de x, entonces eif,x) hm E(fa,r) tampocao de-
penderi de x.
Ayuda siguiente: [124].

[113] En general, si (non) = 1, existen v, 5 € Z tales que v + ns = | (identadad de
Bézout).
Avuda siguiente: [70],

[114] Establecer que cas(3a) = 4cos’a - Jcosa.
Ayuda siguiente: [46].

[115] Podemos considerar que en lugar de idiomas e intérpreees tenemos jugado-
res de pimpon v partidos de ida v voelra: al intérprete alemin-italiano le corresponde-
ria el partidu Alemania-Ttalia, al traductor italiano-alemin cl partido ltalia-Alemania,
etc. De esta manera, se necesitardn rantos intérpreies como nimero de partidos por or-
ganivar. Ver PEM1.

Ayuda siguicnte: [73].

[116] Scan g ¥ r el cociente y resto de la divisién de a entre b = b b F,..b_. Sean g,
rralquea =g.6,+1,vq,_, —qb +rconQgr =g, —gb $b-lparai=1..»
Quercmos ver que ¢ = g, es decir, que C<r=a- bg, < <1, Veamos primero que 0
<, es decr que bg, = b byb..b g < a Como g < gb, wncmos: & bbb g,
Shbb. b g, ,sb bbb _g,.%Sbyg s

Veamos ahoraquea—bg b -1, esdecirque bg 2a-b + 1. Coma gl 2 q, -
b + 1, tencmos:

bbyb...b g

n=1

-
b+bbb b,
by

2hq-b+b za —”Z‘a",""»;"l"'l bab=a-b+)

[117] Hemos visto en el problema 2 (¢} v (d) que se puede transpartar un seginen-
o [AB] sobre upa recta . De ahi que también se puedan transportar dngulos dados
por dos semirrectas [QA) v [OB): sc transporta el segmento [QA] y el segmento [AH]
donde H es la interseccién de (OB) con la perpendicular a (OA) en A.

Para construir el tridngulo, basta pues con tomar OA igual 4 la longitud 2 dada v
trazar OB tal que el dngulo AOB sea igual al ingulo dado ¥ que OB = OA.
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[118] El lado del cuadrado pasa a serx’=x + r%-x = x{l + r%). Falta calcular la va-

Lo . - . AA A4 . Lo
riacidn relativa de su superficie A, es decir, — = o Y lo mismo con la variacion
A

relativa AB/B de la superficie B del rectdngulo, que pasade B=x(x + 1)a 8 = (1 +
r% {(1 + r%)x + 1),
Ayuda siguiente: [123].

[119]1 En el caso de expresiones con un radical, tenemaos que:i—‘a&-—ﬁ =
B+ Cvn
Mz a+b\f§,yesevidemequea=£ EQyb= AC

—eQ
B-Cv¥n B -Cn B-Cip Q

El caso de las expresiones con dos radicales se demostraria de manera aniloga.

Senalemos agui que estas transfurmaciones de la expresion general

A
— D e
B+ CVn
drian suscitar la necesidad de ser justificadas: ;es suficiente ia condicién A, B, CEQ®?
¢no habria que imponer también la condicidn B? - Cln 2 02 jpor qué se nene siempre
AB Lo T P
a4 = ———— € ete. Estas explicaciones y justificaciones de resultados tecnolé-
B:-Cn
gicos formarian parte entonces de la teoria de la organizacion matemadtica construida
en torne a la técnica de racionalizacion por "muliiplicacién del conjugado del denomi-

nador™.

[120] En los episodios, os profesores parecen referirse a la elasticidad como si fue-
ra 1na nocidn de economia, relacionada con la varacién en la demanda y el precio de
un articulo. Lo mis simple es empezar consultando el diccionaric de la lengua, por
esemplo:

- Marfa Moliner (1990), Diccronario de uso del Esparol, Editorial Gredos, Madrid.

- Real Academia Espafiola (1992), Dicaonario de la lengua espariola.

Ayuda siguiente: [72].

[121] Trazar una banda (r,7")) 1al que 7, = {AB). Sea A” un punto cualquiera de r’)
y sea B’ un punto de #*| tal que (AA’)//(BB’). Sca r, la recta paralela a (A’C) que pasa
por B’ r, corta (AB) en D y tenemos AB = CD.

[122] Caso n impar (¢l caso 7 par se estudia de manera znaloga): la distancia entre

. a . .
dos segmentos o eatre dos cuadradus consecutivos es = ——. El célculo de la longi-
-

tud de los segmentos del tendedere A no plantea ninguna dificultad. Para calcutar Ly,
se puede calcular cudntos cuadrados concéntricos hay v determinar la longinud de cada
uno respecto de la longitud del anterior,

Ayuda siguiente: [17].

[123] Para el caso del cuadrado, tenemos A =x7 v A" = x*(1+r% Y = <1 + 12070
. 5 .
£ —" ). La variacién relativa de l superficie del cuadrado es a4 S e S, B
10000 A 100 10000
={2+ ! )7 %. No depende de x.
100

Para el caso del recténgulo, tenemos B = '+ x v B = (1+r%)8 + (I+r%)r%x.?
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y_ o 0 , )
A8 £ 8 =r% + M, que si depende de x. A parur de csta

l+x
iiltima expresion, s¢ vc que, dada una vanacidn reladva r'% consiante, cuanta mayor es
x, menor es la variacion relativa AB/B del drea del rectangulo, Este fenomeno tiene una
explicacion simple.
Ayuda siguiente: [14].

[124] 51 E{f, x, r) no depende de x, entonces e{f.x) tampoco dependc de x v tene-

f(
()

mos que e = es una constante que solo depende de [0 Asi, ‘j:_(( ) — v flx) = Cxr
x

para clerta consmntc C > 0. Reciprocamentc, es ticil comprobar que Ias funcmnes del
tipo f{x) = Cx' con C y a constantes positivas tienen una clasticidad que no depende

(l+r)y' -1

de x. Se ticne ademids que £ {Cx', x, r} = y que e{Cx} = a.

Znk .
[125] De hecheo, las raices de & (x) son: cos con{kn)=1lvk<n/2sinparo

& <{n—1)/2 5in impar.
Avyuda siguicnte: [36].

[126] Scviene: by’ <a<big' + ) <=>bg <a<b{g+1)- 1.
Ayuda siguiente: [B1].

In
[127] El problema se reduce a hallar para qué # € N cos — es expresable me-
]
dianie sumas, producros v radicales reales de miimeros racionales. Se puede empezar
. B 2n , n .
por un caso particular; aquél en ¢l que cos -— (y pues el dngulo — o el puligono re-
n n

gular de 7 lados) es constructible con regla y compds, lo que equivale a decir que s ex-
presable mediante racionales v raices cuadradas.
Ayuda siguiente: [55].

[128]5ir = x es suficicntemente pequeiio, entonces [{o) = f{x) y £ = f(c)t
X fix)
xf(x)
= Fix) . Esta dltima expresidn es lo que se define como la elasticidad puntnal de fi
x
AfY
elfx) = o) L mientras que £ = A{/{ es la elasticidad arco de fentre x v x”. Surgen

ftx)
ahora dos cuestiones: (1) ¢En qué casos tenemos que £(fxx’) = e{fx)? (2} ;Cuil es el
crror comctido al sustinuir E(fx,x") por e(f.x)?

Ayuda siguiente: [107].

[129] Cuando la onda luminosa se propaga de un medio a otro, la transmisidn de la
onda sufre un cambio de direccién {ver figura). Asi, sila fuente de luz se hallaen §, el ra-
yo llegard hasta el punto T siempre que se cumpla la relacidn: senr=7sen: donde i es el
angulo entre el rayo de luz y la reeta perpendicular (normal) a la superficie del agua,

res el dngulo del rayo de luz en el agua con la misma recia,
I = w/v es el indice de refraccion, es decir la razdn entre la velocidad de 1a
luz en el agna (= = 2,3.10° m/s) v la velocidad de la luz en el aire (& = 3.10¥ m/s).
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rayoincidente AIRE senr=1Isen?

AGUA I=w/v=076

ravo refractado  w = velocidad de la luz en el aire
© = velocidad de la luz en el aire

T

Ayuda siguiente: [B6].

[130] Queremos saber de qué grado es la extension Q) D Q. Tenemos Qfw,) D
Q(a) 2 Q y w, raiz del polinomio irreductible sobre Qo) ©*— 2cos E’I—l:f:a: +1,
"

Axyuda siguiente: [95].

[131] Sean A’ y B’ tales que AA’ = b, BB’ =4, (AA") y (BB’) sean perpendiculares
a2 (AB) y A, B’ estén del mismo lado respecto a (AB). Sea I’ el punto medio de [A’B7].
Tenemos ahora tres cireulos C,(Asb), C,(Bja} y Cy(1:I'A%) con centros no alineados.
Para hallar ¢l punto W, trazar la perpendicular a (AT') que pasa por A’ y la perpendicu-
lar a {(B1') que pasa por B*. Trazar finalmente la recta r perpendicular a {(AB) por 2. El
problema se reduce 2hora a hallar ios puntos de interseccion de la recta » con los circu-

los C{A&) y C(B.a) {ver Prablema 2 de este mismo PEM).

[132] Trazar dos bandas (r,;7",} y {r,,r’;} tal que r, pase por Ay By r, pase por Ay
C.r’, v r’yse cortan en un punto D. (AD) es entonces la biseceriz del dngulo CAB.

[133] Resumames. Sea @ (x) el polinomio minimo de @ sobre Q. Hemos visto gue
@ (x) tene grado p(n)/2. Si p{n) < 8, entonces @ (x) es de grado £ 4, luego es resoluble
por radicales, $i @(r) 2 10, ® (x) puede ser resoluble por radicales o no serlo. En cual-
quier caso, el hecho de que sea resoluble por radicales no significa necesariamente que
sus raices vengan dadas por una expresidn con nimeros racionales y radicales reales
(casus frreducibilis de la ecuacidn cibica). Nos interesa entances el resultado siguiente
(ver Isaacs (1985) en la ayuda [68]):

Sea [ € Q[x] un polinomio irreductible con todas sus raices en R. Si fdene una
raiz expresable con radicales reales, entonces el grado de f es una potencia de 2 y rodas
sus raices son constructibles con regla y compds,

Para aplicar este resultado, hay que establecer que todas las raices de @ (x) son
reales.

Avuda siguiente: {125],

[134] Utilizar el resultado siguiente:

Sean q y r el cociente y el resto de la divisién entera de 4 entre b,

Entonces r es el menor entero tal que 2 —r es divisible por .

Yverqucsi0<x €7, entonces a,a —x v 2 —r tienen el mismo coctente al dividir-
los entre A,

Ayuda siguiente: [58].
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[135] Seticne L, = L - 2%—, luego Ly = L, +a paracl caso # impar. Para el caso

par, LAtLB—n% cond:ﬁ,lucgo Lg=L,+a :—l'
Ayuda siguiente: [77].

[136] Sea g’ el cociente de « entre &7 ¥ g7 el cociente de g° entre £, tenemos:

a=bg’ +7 con0<r<b’~ 1. (N
g'=b7g" +r"conCsr'<h”-1. (2)

Queremos ver gue (1) v (2} implican que ¢ " es el coclente de 2 entre b = 5’6", es decir
a=b6%"g"+v con0<r<p'b"- 1. {3

Considecremos r =g - bg™ = a - b'b"¢” Tenemos:
r=a-bbg"=a-blg - =a-by - b1 =
za—(a-r+Er7 =+ b
Es evidente que r 2 0. Utilizando las desigualdades de (1) v (2) se obtiene:
rer R T -1+ BB - 1B - < bb
Luego g7 es el cociente de a entre b.
Avyuda signiente: [52].

[137] Trazar dos bandas distintas (r,,r",) v (v, tal que ¥, ¥ rypasen por A y ', ¥
77, por B. Sza C el punto de interscecién de ry ¥ v, ¥ sea D |2 intersecaidn de r, y 7).
Se obtiene asi un rombo ACBD. Sus diagonales [AB] y [CD}] son perpendiculaves y se
cortan en el punto medio T de [AB].

[138] Dados cuaire enteros positivos v no nulos a, b. ¢, d. se trata de demostrar
que:

si f = gc con {a,0) = (cd) = |, cutoncesa=cy b=d.

Ayuda sigwente: [23].

[139] Velocidad de 1z aguja grande: V = 60 divisiones/hora = 1 divisidn/minuro.
Velocidad de la aguja pequefia: v = 60 div/12h = 5 div/h = 5div/60min = 1712 div/min,
Posicidn de {a aguja grande después de t minutos (60 <t < 120): P= Ir — 60
Posicién de fa aguja pequena después de z minutos (60 < £ < 120): p = {1/12) ¢
[as agujas coinciden cuando P = p, es deciv cuando:

1t — 60 = (1/12), 0 sea, £ = 60.12/11 = 65
¢En qué otros momentos se valverdn a encontrar?
Ayuda siguiente: (57].

[14C] Trazar una banda (r ;")) con r, = (AP); trazar otra banda (r,,7’,) tal que r, =
7’1y r'y# 1. Sea D lainterseccidn de r’, con (AB). (PD) cortar’, en E, punto medio de
(PD), y (AE} cortar', en un punta F simétrico de A respecto de E. Tenemos ahora que
APFD es un paralelogramo v pues que (PFi//(AD).

[141] Tenemos cos

= cas (ﬂ + —.?Tl:(k—l) ).
n

Ayuda siguiente: [76].
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[142] Dividir  entre & consiste en hallar dos nimeros q y r tales que a = &g + 7,
conQ=r <b,
Ayuda siguiente: [108].

[143] Unlizar que cos(4m/5) = cos(m — m/3) = - cos(/5) y cos(3n/5) = — cos(2n/3)
para demastrar que cos{n/5) es solucidn de la ecuacidn 4x° + 2x - 1 = 0.
Se puede ver de modo similar que cos{r/7) es solucién de B + 4x7 - 4x - | = 0.

[144] A. Seldom, F. G. Pennace: Diccionario de Economia, Qikos-tau ediciones,
Barcelona.

“elasticidad de demanda. Concepto que describe la sensibilidad de la demanda a
un cambio en el precio. En forma mds precisa, mide el cambio relativo en la demanda
de una mercancia cuando su precio varia en una pequefia praporeién.

La elasticidad puede definirse como el cambio relativo en la cantidad demandada,
dividide por el cambio rclativo en el precio. Si una baja del 1 % en el precio resulta en
un aumento del 2 % en la cantidad demandada, decimos que la elasticidad tiene un va-
lor de 2. (Hablando en términos precisos, esta cantidad serd negariva, puesto que la de-
manda aumenta cuando ¢l precio baja y viceversa y el numerador y el denominador de
la expresidn de la elasticidad tendrén signos distintos y, por lo tanto, toda la expresién
serd negativa. En la economia no matemdtica, normalmente se ignora el signo negati-
vo). [..}”

Ayuda siguiente: [101],

[145] Ag = f(p + 0.01p) - fip} = f(1.01p) - fip).
2 15% <=> f{1.01p) - flp) = - 0015fp) <=> [(1.01p) = 0,985/(p).

Resolviendo la ecuacién se obtiene p = 14,56.
La utilizacién de la férmula simplifica los cdlculos, una vez se ha derivado la fun-
.. 100
cion flg) = s

Ayuda sigurente: [38],

[146] Queremos ver que toda figura constructible con una regla de dos bordes pa-
ralelos es también constructible con regla y compis. Para ello, hay que construir con la
regla y el compds, por un lado, una banda de amplitud d dada que pase por dos puntos
dados A y A’ y, por otro lado, una banda de misma amplitud que pase por una recta
definida por dos puntos A y B.

Avyuda siguiente: [61].

[147]15t b = d, trazar una banda {r,#") tal que r pase por A v r' por B. Sea R la per-
pendicular a ¥’ en A. R corta ' en el punto C buscado. El caso & # d no es tan sencillo.
Ayuda stguiente: [12].

[148] Tenemos E = 2e (refacidn dada por el cnunciado) v £ — e = 23 (afios que se
ilevan). Por lo tanto, llegamos a 2e - ¢ = 23 => ¢ = 23. Luega E =33 + 23 =56. La solu-
¢ion es légica: si cnando nacié el hijo el padre tenia 23 afios, después de 23 afios (edad

del hijo) el padre tendrid el doble de edad.

[149] La variacién absaluta es Ap = p’ — p. Supongamos que fa vadacion reiativa
viene dada en forma de un tanto por ciento r% (si r > 0 la variacidn serd un aumento, si
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7 < 0 serd una disminucién). Sip varia unv%, entonces p’ = p + ¥%hp ={1+r%)p, por
r_p-p_ A
w T p

la tanto: 7% = e " =

1
[150] F(x) = 45 [M2 + x) + 2(1 ~ A}{1 + i—)]. La derivada respecto de x es
x

Fix) =452 - 2(L - 4) 11], que es positiva para x 2 V2{1 ~ 3)/A ¥ negativa para x <
X!

V2(1 - )/&. Como tomamos 1<x<2, podemos asegurar que F,(x) es una funcién de-

crecientc cuando 0 S A € —; y creciente cuando%s A<1. 5 tomamos A = -;—, entonces,

parax € (1,415}, la funcién F),, nos da una aproximacion de 4 con un error miximo
e= 14
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123, 125-126, 129, 133, 135-136,
141, 143, 165-167, 183, 187, 193,
197, 202, 248, 251-252, 256, 273-
274,275

obstaculo, 180, 224-225, 282-284,
286

obsticulo didderico, 225

obsticulo epistemolégico, 282-283,
286

organizacion del estudio, 58, 286

organizacién matemaética, 126, 135-
136, 144, 250-253, 255-256, 260,
264, 266-268, 272-274, 282, 292,
324

organizaci6n matemdtica escolar,
144, 282

organizacién praxeoldgica, 252

paradoja de la creatividad, 289

paradojas del contrato diddctico,
219

personalizacidn, 199

Piaget, 217, 222

Poincaré, 197

Polya, 130-131

porcentaje, 174, 307, 319

potencia n-ésima, 269

praxeologia, 251-254, 260, 267, 272-
275

praxeclogia matemdrtica, 251, 253-
254,267,272, 274-275

praxeologia didicrica, 254, 260

praxis, 250-251, 274

precio bruto, 151, 155, 158, 164, 166,
170, 174

primer encuentro, 262-263, 267-268,
275, 284
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problema del curriculo, 119, 122,
126-127, 136, 141, 144, 167, 200

problemas aislados, 132, 197, 290

problemdtica del profesor, 141

problemidtica diddctica, 71-73, 75-
76, 144

procedimientos, 120-121, 168

praceso de estudio, 13, 39-4C, 47, 57,
59, 62, 73, 76, 78-80, 121-122,
126, 132-133, 142, 168, 178-179,
i96, 199, 201, 227, 261-263, 275~
277,283-287, 289-29C, 295

proceso de ensefanza/aprendizaje,
40-41

proceso didactico, 13, 39-41, 57-58,
62,78, 80, 136, 168, 178-179, 196,
199-203, 282-284, 286

programa de cilculo, 188

radicales, 21-22, 37, 67, 229, 234-
238, 240-241, 243-244, 247, 249-
250, 252, 262, 266, 269, 272, 291-
292, 307, 309, 311, 314-315,
317-318, 322, 324, 326

razonamiento conjetural, 130

razonamiento plausible, 130

reconstruccién escolar de las mate-
miticas, 135

relacién diddcetea, 73, 200-201, 203,
217,220

resolver ecuaciones, 166, 186, 189,
280

ruptura técnica, 249

rutinizar, 279

saber, 18-19, 21-22, 27, 36-38, 41-43,
46, 48-5C, 54, 62, 66, 71-73, 80,
85, 87, 91, 97, 102, 105-1C6, 108,
113, 119-120, 128, 130-131, 141,
144-145, 154, 157-158, 160, 164-
165, 167, 170, 173, 178, 180181,
195, 201, 210, 213, 236, 238, 240,
242245, 247, 266-267, 297, 299,
321,326

secuenciacidn, 122, 141, 143

ser matemdrice, 26, 28-29, 32

sistema, 9, 55, 57, 61, 77, BC-81, 104-
1C5, 125, 143, 252, 276, 281, 286,
288-290

sisterna autodiddctico, 196-197

sistemna de ensefianza, 143, 168

sisterna de ecuaciones, 287

sistema diddcrico, 195-198, 203, 213,
276

situacidn adidictica, 215-218, 220-
223,225

situacion diddctica, 194, 213, 217-
218

situacién fundamental, 216, 219

situacidn matemdtica, 161, 214-215

skholé, 298

tarea problematica, 128, 130, 196

tareas, 58, 120-121, 123, 125-126,
130, 146, 182, 137, 189, 193, 205-
206, 224, 247-248, 250, 263, 274,
289

técmica, 32, 52-53, 60, 62, 70, 89, 93,
123-125, 132-133, 163-165, 176~
177, 183-187, 189-192, 194, 2C1,
205, 208, 230, 235-238, 247, 248-
250, 254-260, 262-270, 272-273,
275, 277, 279, 280-293, 295, 304
305, 308,311-312, 316-317, 324

técnica didactica, 163, 254-256, 259-
260

técnica docente, 163-164

tecnologia, 105, 125, 133, 236-238,
245, 247, 252, 264-265, 268, 274,
292

tékhne, 125

temporalizacidn, 121-122, 141, 143

tendedero, 17, 20, 65-66, 304, 306,
317,320,324

teoria, 73, 75-77, 96, 105, 125-126,
136, 141, 143, 147, 165-166, 172,
174-175, 180, 197, 203, 213-215,
217-218, 220-222, 224, 238, 252,
256, 259, 264, 268, 274, 277-278,
280-282, 290, 324

tearia de fas situaciones, 75-76, 203,
214, 218, 220, 224-225, 282

Tienda d¢ Matemdticas, 14, 17-18,
23,26, 32, 36-37, 39, 42, 51, 55

tipo de problemas, 62, 88, 124, 145,
161, 186, 197-198, 200-201, 209,
216, 234, 241, 247, 252, 254-255,
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261-263, 267268, 274-275, 278,
280, 283-284, 289

trabajo autdnomo, 168

trabajo de la téenica, 262-263, 275,
277,280, 284, 286-290

transposicién  didictica, 134, 136,
141, 143-144

tratamicnto diferencial, 168
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utilizar matematicas, 55

validacién, 223

variable diddctica, 168, 216, 224-225

variacion relativa, 136, 138-140, 305-
306, 314, 318, 320, 324-325, 329

variacion absoluta, 136, 138, 314,
318, 329

zona de desarrollo présamo, 175-176




Estudiar matemdticas. El eslabon perdido
entre ensefianza y aprendizaje,

se imprimio en los talleres de
A&M Grafic, S.L.
con domicilio en
Ctra, N-152, km. 14.9 - Santa Perpétua de Mogoda
en noviembre de 1998,

El tiraje fue de 20 000 ejemplares.
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