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Tema 1

Radiació electromagnètica
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Apèndix A

Solucions de les equacions de
Maxwell en el buit

D’acord amb l’electrodinàmica clàssica, els camps electromagnètics creats per una
distribució de càrrega lliure de densitat ρq i uns corrents elèctrics de densitat j⃗
estan determinats per les quatre lleis de Maxwell:

∇⃗ × F⃗ = −
∂B⃗

∂t
(A.1)

∇⃗ · B⃗ = 0 (A.2)

∇⃗ · D⃗ = ρq

∇⃗ × H⃗ =
∂D⃗

∂t
+ j⃗

on F⃗ i B⃗ són els camps elèctric i magnètic, i D⃗ i H⃗ són els camps elèctric i magnètic
auxiliars.1 Uns i altres estan relacionats per les equacions:

D⃗ = εF⃗ H⃗ =
B⃗

µ

on ε i µ són, respectivament, la permitivitat i la permeabilitat del medi. ∇⃗· i
∇⃗× són els operadors divergència i rotacional, que poden definir-se com productes
escalar i vectorial de l’operador vectorial nabla (eq. 2.35) i el camp vectorial sobre
el que actuen:

∇⃗ · F⃗ =
∂Fx

∂x
+

∂Fy

∂y
+

∂Fz

∂z
(A.3)

1Els noms recomanats per la IUPAC per a aquests quatre vectors són camp elèctric (F⃗ ),

inducció magnètica (B⃗), desplaçament elèctric (D⃗ ) i camp magnètic (H⃗). Com veurem a
continuació, els dos últims són innecesaris en un tractament microscòpic de la matèria la qual
cosa, juntament amb el paral·lelisme que existeix entre F⃗ i B⃗, ha fet que, en aquest context,
s’acostumi a utilitzar la denominació “camp magnètic” per a B⃗.
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∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣

u⃗x u⃗y u⃗z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣
(A.4)

= u⃗x

(
∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z

)
+ u⃗y

(
∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x

)
+ u⃗z

(
∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y

)

En l’estudi de la matèria a nivell atòmic els sistemes considerats estan formats per
càrregues que es mouen en el buit, de manera que la permitivitat i la permeabilitat
adopten els valors ε0 i µ0 que corresponen a aquest medi (vegeu l’apèndix M del
tom 1). Les dues últimes lleis de Maxwell se solen reescriure llavors en funció dels
camps F⃗ i B⃗:

∇⃗ · F⃗ =
ρq

ε0
(A.5)

∇⃗ × B⃗ = ε0µ0
∂F⃗

∂t
+ µ0j⃗ (A.6)

La primera llei de Maxwell palesa que un camp magnètic dependent del temps
genera un camp elèctric, i la quarta llei indica que un camp elèctric dependent
del temps (el mateix que un corrent elèctric) genera un camp magnètic. Això
suggereix que ambdós camps podran propagar-se com a d’ones electromagnètiques,
és a dir, de radiació electromagnètica. En efecte, Maxwell demostrà que les seves
equacions admetien solucions ondulatòries en zones desprovistes de càrregues, i
dedúı la velocitat de propagació que tindrien aquestes ones: 1/

√
εµ.2 L’excel·lent

concordància entre el valor d’aquesta velocitat per al buit:

c =
1

√
ε0µ0

= 2, 99792458× 108ms−1 (A.7)

i la velocitat de la llum en aquest medi constitúı una prova categòrica de la
naturalesa electromagnètica d’aquesta, i condúı a la unificació entre l’òptica i
l’electromagnetisme.3

✏ En una zona de l’espai desprovista de càrregues (ρq = 0 i j⃗ = 0⃗) les lleis de
Maxwell (A.5) i (A.6) adopten la forma (incorporant l’eq. (A.7)):

∇⃗ · F⃗ = 0 (A.8)

2Aquesta és la velocitat de fase introdüıda en l’apèndix L del tom 1 (pàgs. 305 i 306) per
a una ona plana complexa. Com veurem en aquest apèndix (eq. A.18), els camps elèctric i
magnètic d’una ona electromagnètica plana es regeixen per la mateixa equació que la part real
d’aquella ona complexa.

3El valor que pren en el Sistema Internacional d’unitats la velocitat de la llum en el buit és
exactament l’indicat en l’equació anterior. Això és conseqüència d’un conveni adoptat en aquell
sistema i, òbviament, no implica que s’hagi mesurat amb precisió absoluta el valor de l’esmentada
velocitat. De fet, fins el 1983 s’adoptaven definicions independents per a les unitats internacionals
de longitud i de temps, i el valor de la velocitat de la llum depenia de la precisió proporcionada
pels corresponents dispositius de mesura, però el progressiu augment en aquesta precisió propicià
un canvi en la definició del metre, que s’estableix actualment com la longitud que recorre la llum
en el buit en un interval de temps de 1/299792458 segons. El valor de µ0 també és exacte
(4π × 10−7), de manera que també ho serà el de ε0: 1/(µ0c2) = 1/(4π × 10−7 × 2997924582).

En el buit:
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genera un camp elèctric, i la quarta llei indica que un camp elèctric dependent
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dedúı la velocitat de propagació que tindrien aquestes ones: 1/

√
εµ.2 L’excel·lent

concordància entre el valor d’aquesta velocitat per al buit:

c =
1

√
ε0µ0

= 2, 99792458× 108ms−1 (A.7)

i la velocitat de la llum en aquest medi constitúı una prova categòrica de la
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on la freqüència angular ω (radians/s) i el nombre d’ones angular k (radians/m)
són paràmetres reals positius relacionats per l’equació

c =
ω

k
(A.14)

F i B són les amplituds dels camp elèctric i magnètic, i ϕ és la fase de l’ona.

✏ Per comprovar que les expressions (A.13) dels camps F⃗ i B⃗ compleixen les eqs.
(A.10) i (A.12) només cal substituir aquelles en aquestes. Aix́ı, si substituint
el camp elèctric (que només té component x) en el membre esquerre de l’eq.
(A.10) s’obté:

∇2Fx =
∂2Fx

∂x2
+

∂2Fx

∂y2
+

∂2Fx

∂z2
= −Fk2 cos(ωt − kz + ϕ)

El mateix resultat s’obté si el substitüım en el dret i fem ús de l’eq. (A.14),

1

c2

∂2Fx

∂t2
= −

1

c2
Fω2 cos(ωt − kz + ϕ) = −Fk2 cos(ωt − kz + ϕ)

D’altra banda, si substitüım les eqs. (A.13) en la primera llei de Maxwell
(eq. A.1) i utilitzem l’eq. (A.4) per desenvolupar el producte vectorial ∇⃗ × F⃗
obtenim:

u⃗yFk sin(ωt − kz + ϕ) = u⃗yBω sin(ωt − kz + ϕ)

d’on, tenint en compte l’eq. (A.14), es dedueix la següent relació entre les
amplituds dels camps elèctric i magnètic:

F = cB (A.15)

La densitat d’energia (energia per unitat de volum) d’un camp electromagnètic
(ρE) és ([Alonso II] §16.9 i §17.9):

ρE =
1

2
F⃗ · D⃗ +

1

2
B⃗ · H⃗

Expressem D⃗ i H⃗ en funció de F⃗ i B⃗ i calculem la densitat d’energia d’una ona
electromagnètica del tipus (A.13) en l’origen de coordenades (per a ϕ = 0):

ρE =
ε0

2
(F cosωt)2 +

1

2µ0
(B cosωt)2 (A.16)

Si expressem µ0 en funció de ε0 (eq. A.7) i B en funció de F (eq. A.15) es troba
que el component magnètic de la densitat d’energia és igual a l’elèctric, per la qual
cosa:

ρE = ε0F
2 cos2 ωt
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En l’estudi de la matèria a nivell atòmic els sistemes considerats estan formats per
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de longitud i de temps, i el valor de la velocitat de la llum depenia de la precisió proporcionada
pels corresponents dispositius de mesura, però el progressiu augment en aquesta precisió propicià
un canvi en la definició del metre, que s’estableix actualment com la longitud que recorre la llum
en el buit en un interval de temps de 1/299792458 segons. El valor de µ0 també és exacte
(4π × 10−7), de manera que també ho serà el de ε0: 1/(µ0c2) = 1/(4π × 10−7 × 2997924582).
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Figura 7.1: Representació dels camps d’una ona PML que avança segons la direcció
de l’eix z per a t = 0 (a) i per a z = 0 (b).

ϕ ∈ [0, 2π) és la fase de l’ona,4 i F i B són les amplituds dels camps elèctric i
magnètic, relacionades per l’equació:

F = cB (7.4)

Per visualitzar la variació espacial dels camps (7.2) els representarem davant la
coordenada z en l’instant t = 0, prenent l’origen de coordenades sobre un dels
màxims de l’ona (la qual cosa equival a prendre ϕ = 0) (fig. 7.1 a):

F⃗t=0 = u⃗xF cos(−kz) = u⃗xF cos kz

B⃗t=0 = u⃗yB cos kz

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si poguéssim fotograf́ıar els camps en l’instant
t = 0. La distància entre dos màxims consecutius de la funció s’anomena longitud
d’ona (λ), i és inversament proporcional al nombre d’ones angular:

cos k(z + λ) = cos kz (amb λ mı́nim i positiu)

⇒ λ =
2π

k
(7.5)

4El terme ‘fase’, introdüıt en l’apèndix A del volum 1 per referir-nos a un nombre complex
de mòdul 1 (eiϕ), s’usa ara per designar un angle que determina l’estat de l’oscil·lació en t =
0 i z = 0. En realidat ambdues accepcions estan relacionades, ja que el producte d’una ona
plana expressada en forma complexa, Fei(ωt−kx) (vegeu l’últim paràgraf de la pàg. 305), per
eiϕ equival a sumar ϕ a l’argument de l’ona: eiϕFei(ωt−kx) = Fei(ωt−kx+ϕ). Per això es diu
que multiplicar una funció d’ona per un complex de mòdul unitat equival a introduir un canvi
de fase en la funció.
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Figura 7.1: Representació dels camps d’una ona PML que avança segons la direcció
de l’eix z per a t = 0 (a) i per a z = 0 (b).

ϕ ∈ [0, 2π) és la fase de l’ona,4 i F i B són les amplituds dels camps elèctric i
magnètic, relacionades per l’equació:

F = cB (7.4)

Per visualitzar la variació espacial dels camps (7.2) els representarem davant la
coordenada z en l’instant t = 0, prenent l’origen de coordenades sobre un dels
màxims de l’ona (la qual cosa equival a prendre ϕ = 0) (fig. 7.1 a):

F⃗t=0 = u⃗xF cos(−kz) = u⃗xF cos kz

B⃗t=0 = u⃗yB cos kz

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si poguéssim fotograf́ıar els camps en l’instant
t = 0. La distància entre dos màxims consecutius de la funció s’anomena longitud
d’ona (λ), i és inversament proporcional al nombre d’ones angular:

cos k(z + λ) = cos kz (amb λ mı́nim i positiu)

⇒ λ =
2π

k
(7.5)

4El terme ‘fase’, introdüıt en l’apèndix A del volum 1 per referir-nos a un nombre complex
de mòdul 1 (eiϕ), s’usa ara per designar un angle que determina l’estat de l’oscil·lació en t =
0 i z = 0. En realidat ambdues accepcions estan relacionades, ja que el producte d’una ona
plana expressada en forma complexa, Fei(ωt−kx) (vegeu l’últim paràgraf de la pàg. 305), per
eiϕ equival a sumar ϕ a l’argument de l’ona: eiϕFei(ωt−kx) = Fei(ωt−kx+ϕ). Per això es diu
que multiplicar una funció d’ona per un complex de mòdul unitat equival a introduir un canvi
de fase en la funció.
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Per visualitzar l’evolució temporal de l’ona representarem els camps en l’origen de
coordenades en funció del temps (fig. 7.1 b):

F⃗z=0 = u⃗xF cosωt
B⃗z=0 = u⃗yB cosωt

}
(7.6)

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si registréssim els valors de Fx i By en l’origen
de coordenades sobre sengles fulls de paper perpendiculars que avancessin cap a
la direcció z < 0 a velocitat constant. L’interval de temps que separa dos màxims
consecutius s’anomena peŕıode de l’ona (τ ), i és inversament proporcional a la seva
freqüència angular:

cosω(t + τ ) = cosωt (amb τ mı́nim i positiu)

⇒ τ =
2π

ω
(7.7)

L’invers del peŕıode és la freqüència (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions
que efectuen els camps en la unitat de temps:

ν =
1

τ
=

ω

2π
(7.8)

La unitat internacional de freqüència és l’hertz (Hz ≡ s−1). L’invers de la longitud
d’ona és el nombre d’ones (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions que presenta
el camp en la unitat de longitud:

ν =
1

λ
(7.9)

Encara que la seva unitat en el sistema internacional es el m−1, sol usar-se el
cm−1 (equivalent a 100 m−1). De les relacions (7.3), (7.5), (7.7), (7.8) i (7.9) es
dedueixen immediatament aquestes altres:

c =
λ

τ
= νλ =

ν

ν̄
(7.10)

D’acord amb les relacions anteriors, els sis paràmetres ω, k, τ , λ, ν i ν contenen
la mateixa informació, i representen allò que anomenarem, de manera genèrica,
la freqüència de l’ona.5 Encara que els paràmetres més emprats a la pràctica són
ν, ν y λ, moltes equacions adopten una forma més senzilla si s’expressen en funció
de la freqüència angular, per la qual cosa aquest serà el paràmetre que usarem en

5Les relacions entre alguns d’aquests paràmetres canvien quan es treballa en un medi no buit,
com és el cas de l’aire. Aquesta és una de les raons per les quals s’utilitzen diferents paràmetres
per caracteritzar la freqüència de la radiació en diferents zones de l’espectre, tal i com es veurà
en la secció 7.2.
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Per visualitzar l’evolució temporal de l’ona representarem els camps en l’origen de
coordenades en funció del temps (fig. 7.1 b):

F⃗z=0 = u⃗xF cosωt
B⃗z=0 = u⃗yB cosωt

}
(7.6)

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si registréssim els valors de Fx i By en l’origen
de coordenades sobre sengles fulls de paper perpendiculars que avancessin cap a
la direcció z < 0 a velocitat constant. L’interval de temps que separa dos màxims
consecutius s’anomena peŕıode de l’ona (τ ), i és inversament proporcional a la seva
freqüència angular:

cosω(t + τ ) = cosωt (amb τ mı́nim i positiu)

⇒ τ =
2π

ω
(7.7)

L’invers del peŕıode és la freqüència (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions
que efectuen els camps en la unitat de temps:

ν =
1

τ
=

ω

2π
(7.8)

La unitat internacional de freqüència és l’hertz (Hz ≡ s−1). L’invers de la longitud
d’ona és el nombre d’ones (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions que presenta
el camp en la unitat de longitud:

ν =
1

λ
(7.9)

Encara que la seva unitat en el sistema internacional es el m−1, sol usar-se el
cm−1 (equivalent a 100 m−1). De les relacions (7.3), (7.5), (7.7), (7.8) i (7.9) es
dedueixen immediatament aquestes altres:

c =
λ

τ
= νλ =

ν

ν̄
(7.10)

D’acord amb les relacions anteriors, els sis paràmetres ω, k, τ , λ, ν i ν contenen
la mateixa informació, i representen allò que anomenarem, de manera genèrica,
la freqüència de l’ona.5 Encara que els paràmetres més emprats a la pràctica són
ν, ν y λ, moltes equacions adopten una forma més senzilla si s’expressen en funció
de la freqüència angular, per la qual cosa aquest serà el paràmetre que usarem en

5Les relacions entre alguns d’aquests paràmetres canvien quan es treballa en un medi no buit,
com és el cas de l’aire. Aquesta és una de les raons per les quals s’utilitzen diferents paràmetres
per caracteritzar la freqüència de la radiació en diferents zones de l’espectre, tal i com es veurà
en la secció 7.2.

ν =
1

λ
=

k

2π
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Per visualitzar l’evolució temporal de l’ona representarem els camps en l’origen de
coordenades en funció del temps (fig. 7.1 b):

F⃗z=0 = u⃗xF cosωt
B⃗z=0 = u⃗yB cosωt

}
(7.6)

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si registréssim els valors de Fx i By en l’origen
de coordenades sobre sengles fulls de paper perpendiculars que avancessin cap a
la direcció z < 0 a velocitat constant. L’interval de temps que separa dos màxims
consecutius s’anomena peŕıode de l’ona (τ ), i és inversament proporcional a la seva
freqüència angular:

cosω(t + τ ) = cosωt (amb τ mı́nim i positiu)

⇒ τ =
2π

ω
(7.7)

L’invers del peŕıode és la freqüència (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions
que efectuen els camps en la unitat de temps:

ν =
1

τ
=

ω

2π
(7.8)

La unitat internacional de freqüència és l’hertz (Hz ≡ s−1). L’invers de la longitud
d’ona és el nombre d’ones (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions que presenta
el camp en la unitat de longitud:

ν =
1

λ
(7.9)

Encara que la seva unitat en el sistema internacional es el m−1, sol usar-se el
cm−1 (equivalent a 100 m−1). De les relacions (7.3), (7.5), (7.7), (7.8) i (7.9) es
dedueixen immediatament aquestes altres:

c =
λ

τ
= νλ =

ν

ν̄
(7.10)

D’acord amb les relacions anteriors, els sis paràmetres ω, k, τ , λ, ν i ν contenen
la mateixa informació, i representen allò que anomenarem, de manera genèrica,
la freqüència de l’ona.5 Encara que els paràmetres més emprats a la pràctica són
ν, ν y λ, moltes equacions adopten una forma més senzilla si s’expressen en funció
de la freqüència angular, per la qual cosa aquest serà el paràmetre que usarem en

5Les relacions entre alguns d’aquests paràmetres canvien quan es treballa en un medi no buit,
com és el cas de l’aire. Aquesta és una de les raons per les quals s’utilitzen diferents paràmetres
per caracteritzar la freqüència de la radiació en diferents zones de l’espectre, tal i com es veurà
en la secció 7.2.
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proposat per Einstein, que combina la hipòtesi de Planck amb el formalisme se-
miclàssic. Malgrat això, presentarem també una discussió qualitativa dels trets
essencials de la descripció quàntica del problema, que permeti intuir les causes
f́ısiques de l’emissió espontània. Això ens permetrà també apreciar com sorgeix
la noció de “fotó”, que va jugar un paper important en el desenvolupament de la
teoria quàntica (apartats 1.2.2 i 1.2.3) i condueix a interpretacions molt senzilles
de certs resultats del tractament semiclàssic.

7.1 Radiació electromagnètica

La teoria clàssica dels camps electromagnètics i la seva interacció amb càrregues
i corrents eléctrics s’anomena electrodinàmica clàssica. Segons aquesta teoria,
els camps elèctric (F⃗ ) i magnètic (B⃗) creats per una distribució de càrregues
elèctriques vénen determinats per les lleis de Maxwell. Aquestes són quatre equa-
cions diferencials, les solucions de les quals en una zona de l’espai desprovëıda
de càrregues representen camps electromagnètics oscil·lants que es propaguen en
l’espai; és a dir, ones electromagnètiques o radiació electromagnètica (vegeu
l’apèndix A). Aquestes ones poden adoptar formes molt diverses, d’acord amb
les fonts que les hagin creades.

Un tipus particularment senzill són les ones planes, monocromàtiques i polarit-
zades linealment (PML), on els camps elèctric i magnètic oscil·len sinusöıdalment
en plans perpendiculars entre ells i es propaguen amb velocitat:

c = 2, 99792458× 108 ms−1 (7.1)

segons la direcció de la intersecció entre aquests plans.2 Si prenem els eixos car-
tesians x i y paral·lels als camps F⃗ i B⃗, l’ona es propagarà segons la direcció de
l’eix z i les equacions que descriuen els camps són:

F⃗ = u⃗xF cos(ωt − kz + ϕ)
B⃗ = u⃗yB cos(ωt − kz + ϕ)

(ona PML) (7.2)

on la freqüència angular ω (radians/s) i el nombre d’ones angular k (radians/m)
són paràmetres reals positius relacionats per l’equació:3

c =
ω

k
(7.3)

2En aquest caṕıtol farem ús majoritàriament del sistema internacional d’unitats, ja que les
mesures espectroscòpiques s’efectuen normalment sobre mostres macroscòpiques, per a les quals
les unitats atòmiques no resulten apropiades.

3La relació entre aquests dos paràmetres, com altres equacions relacionades amb ω i/o k que
aniran apareixent (eqs. (7.5), (7.7), (7.8), (7.9) y (7.10)), pot memoritzar-se fàcilment amb l’ajut

d’una anàlisi dimensional: rad/s
rad/m = m

s .

4
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la majoria dels desenvolupaments teòrics.

Exercici 7.1
L’ull humà és capaç de detectar radiació electromagnètica amb freqüència com-
presa entre 380 i 790 THz aproximadament. Determineu els valors de ω en rad/s,
k en m−1, τ en s, λ en nm i ν en cm−1 que corresponen a aquests ĺımits.
Resultats : 2, 39 × 1015 i 4, 96 × 1015; 7, 96 × 106 i 1, 66 × 107; 2, 63 × 10−15 i
1, 27 × 10−15; 789 i 379; 12675 i 26352.

El fet de tenir una freqüència ben definida confereix a l’ona (7.2) el seu caràcter
monocromàtic. A més a més, com que els camps F⃗ i B⃗ no depenen de les coor-
denades x i y, seran, a cada instant, constants sobre qualsevol pla perpendicular
a l’eix z; per això diem que l’ona és plana o que té un front pla. D’altra banda,
les direccions dels camps elèctric i magnètic es mantenen constants en l’espai i en
el temps, la qual cosa s’expressa dient que l’ona està polaritzada linealment. Per
conveni es defineix la direcció de polarització com la del vector F⃗ . També es diu
que té polarització plana, en referència al pla que defineix el camp elèctric quan
l’ona es propaga (el pla de polarització, xz). Com que els camps són, en tot lloc i
moment, perpendiculars a la direcció de propagació es diu que l’ona és transversal.

La linealitat de les equacions de Maxwell (vegeu les eqs. (A.10) i (A.12))
permet expressar la seva solució general com a suma, superposició o composició
d’ones PML. Un estudi de la interacció entre matèria i radiació restringit a aquest
tipus d’ones serà doncd, fàcilment extensible a formes de radiació més generals.

☞ Com a exemple de composició d’ones PML per obtenir ones d’un altre tipus,
sumarem dues ones d’igual freqüència, amplitud i direcció de propagació (z)
desfasades π/2 entre elles (per exemple, ϕ = 0 per a la primera i ϕ = π/2 per
a la segona) i polaritzades linealment segons direccions perpendiculars entre
elles (per exemple, x i y). Per analitzar el tipus d’ona resultant és suficient
considerar el camp elèctric:

F⃗ = u⃗xF cos(ωt − kz) + u⃗yF cos
(
ωt − kz +

π

2

)
(7.11)

= u⃗xF cos(ωt − kz) − u⃗yF sin(ωt − kz)

Si ens fixem en els components del camp elèctric sobre l’origen de coordenades:

(Fx)z=0 = F cosωt

(Fy)z=0 = −F sin ωt

veiem que representen un vector de mòdul F que gira al voltant de l’eix z amb
velocitat angular constant ω en sentit horari vist des del semieix z positiu, és
a dir, veient arribar l’ona (fig. 7.2 a). Direm, doncs, que és una ona plana (F⃗
no depèn de x ni de y), monocromàtica (ω definida) i polaritzada circularment
(PMC) cap a la dreta; també es diu que la seva polarització és dextrogira (D).
Si el desfasament de la segona ona hagués estat de −π/2 s’hagués obtingut

y

x

cos(!t)

–sin(!t)

!t

z !t

F2

F1

(a)

y

xz

(b)

D
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724 7.1. Radiació electromagnètica

Figura 7.2: Evolució del camp elèctric en l’origen de coordenades per a una ona
plana monocromàtica amb polarització circular dextrogira (a) i per a una ona
plana monocromàtica amb polarització el·ĺıptica levogira (b).

una ona polaritzada circularment els camps de la qual girarien en el sentit
antihorari, és a dir, amb sentit de polarització esquerrà o levogir (L). Si, a
més, les amplituds de les ones sumades no fossin iguals (i/o el desfasament fos
diferent de ±(2n + 1)π/2) s’obtindrien ones polaritzades el ·ĺıpticament, és a
dir, ones amb vectors camp elèctric (i magnètic) que descriuen un moviment
el·ĺıptic al voltant de l’eix de propagació (vegeu l’exercici 7.2 i la fig. 7.2 b).
Aquest és el tipus més general d’ona plana monocromàtica (PM ).

Exercici 7.2
✍ Comproveu que la suma de dues ones electromagnètiques PML de freqüència
angular ω i amplituds del camp elèctric F1 i F2 respectivament, que es propaguen
segons la direcció de l’eix z, polaritzades linealment la primera segons la direcció
de l’eix x i la segona segons la de l’eix y, i desfasada la segona −π/2 respecte de
la primera, és una ona polaritzada el·ĺıpticament, el camp elèctric de la qual gira
al voltant de l’eix z amb velocitat angular constant ω en sentit antihorari vist
des del semieix z positiu. Suggeriment: Tingueu en compte que els punts (Fx,
Fy) d’una el·lipse de semieixos F1 i F2 alineats amb els eixos x i y compleixen
l’equació: (F 2

x/F 2
1 ) + (F 2

y /F 2
2 ) = 1.

Una forma general d’expressar el camp elèctric d’una ona plana monocromàtica de
freqüència ω i estat de polarització arbitrari és (apèndix A):

F⃗ =
F
2

u⃗F ei(ωt−k⃗·r⃗) + cc (ona PM) (7.12)

y

x

cos(!t)

–sin(!t)

!t

z !t

F2

F1

(a)

y

xz

(b)

L
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elèctric: F⃗ = −∇⃗V (r⃗),8 és a dir,

Fx = −
∂V

∂x
Fy = −

∂V

∂y
Fz = −

∂V

∂z
(7.21)

i l’energia clàssica d’interacció entre el sistema de càrregues (la matèria, m) i el
camp (F⃗ ) serà:

Em−F =
n∑

j=1

qjV (r⃗j)

Quan el camp varia poc al llarg del sistema de càrregues (tal i com s’esdevé en el
cas d’un àtom o una molècula sotmesos a una ona electromagnètica), l’expressió
anterior pot aproximar-se mitjançant els primers termes del seu desenvolupament
en sèrie de potències de les coordenades de les part́ıcules referides a un origen
proper a elles, per exemple, el centre de massa del sistema:

Em−F =
n∑

j=1

qj

[
V0 +

(
∂V

∂x

)

0

xj +

(
∂V

∂y

)

0

yj +

(
∂V

∂z

)

0

zj

+
1

2

(
∂2V

∂x2

)

0

x2
j +

1

2

(
∂2V

∂x∂y

)

0

xjyj + . . . +
1

2

(
∂2V

∂z2

)

0

z2
j + . . .

]

on el sub́ındex 0 indica que s’ha de prendre el valor de la funció subindexada en
l’origen de coordenades. Si tenim en compte les relacions (7.21), podem escriure:

Em−F = V0

n∑

j=1

qj − (Fx)0

n∑

j=1

qjxj − (Fy)0

n∑

j=1

qjyj − (Fz)0

n∑

j=1

qjzj

−
1

2

(
∂Fx

∂x

)

0

n∑

j=1

qjx
2
j −

1

2

(
∂Fx

∂y

)

0

n∑

j=1

qjxjyj . . . −
1

2

(
∂Fz

∂z

)

0

n∑

j=1

qjz
2
j . . .

8Malgrat que a la resta del llibre hem emprat la lletra V per designar l’energia potencial, en
aquesta secció la farem servir per representar el potencial elèctric, és a dir, l’energia potencial
d’interacció per unitat de càrrega positiva.
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i, definint els moments multipolars elèctrics de la distribució de càrregues a través
de llurs components cartesians:9

moment
elèctric d’ordre zero
o monopolar elèctric

⎫
⎬

⎭ q ≡
n∑

j=1

qj (7.22)

moment
elèctric d’ordre u
o dipolar elèctric

⎫
⎬

⎭

⎧
⎨

⎩

dx ≡
∑n

j=1 qjxj

dx ≡
∑n

j=1 qjyj

dz ≡
∑n

j=1 qjzj

(7.23)

moment
elèctric d’ordre dos

o quadrupolar elèctric

⎫
⎬

⎭

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Qxx ≡
∑n

j=1 qjx2
j

Qxy ≡
∑n

j=1 qjxjyj

. . .
Qzz ≡

∑n
j=1 qjz2

j

(7.24)

etc.

obtenim:10

Em−F = V0q − F⃗0 · d⃗ −
1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Qxx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Qxy + . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Qzz

]
− . . .

(7.25)

D’acord amb les definicions (7.22) a (7.24), cal esperar que els moments multi-
polars d’ordre ≥ 1 depenguin de l’origen de coordenades escollit. Tanmateix, hom
pot demostrar que, si s’anul·len els moments d’ordre inferior a l, el d’ordre l és
independent de l’origen (exercici 7.4).

Exercici 7.4
✍a) Demostreu que els moments dipolars d’un sistema de n càrregues puntuals
referits a dos sistemes de coordenades S i S′ estan relacionats per l’equació:

d⃗ = d⃗′ + R⃗
n∑

j=1

qj

on R⃗ és el vector que part de l’origen del primer i termina al del segon.

9Els moments multipolars d’ordre l són, des d’un punt de vista matemàtic, tensors d’ordre o
rang l sobre l’espai R3. La càrrega neta és un tensor d’ordre zero o escalar. El moment dipolar és
un tensor d’ordre u o vector de R3. El moment quadrupolar és un tensor d’ordre dos o operador
sobre R3, el mateix que el tensor d’inèrcia introdüıt a la pàg. 675. Un tensor d’ordre l pot
representar-se mitjançant un conjunt de 3l components cartesians que s’identifiquen mitjançant
l ı́ndexs a, b, . . . , cadascun dels quals pot “prendre el valor” x, y o z. Aquests components
podrien agrupar-se en una “hipermatriu” de l dimensions: 3 × 3 . . . × 3.

10També es fa servir la següent definició alternativa del moment quadrupolar:

Θxx ≡
nX

j=1

qj

 
x2

j −
y2

j + z2
j

2

!
= Qxx −

Qyy + Qzz

2
Θxy ≡

3

2

nX

j=1

qjxjyj =
3

2
Qxy etc.

Si s’adopta aquesta definició s’ha de substituir el coeficient 1
2 del desenvolupament (7.25) per 1

3 .
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de llurs components cartesians:9
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obtenim:10

Em−F = V0q − F⃗0 · d⃗ −
1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Qxx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Qxy + . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Qzz

]
− . . .

(7.25)

D’acord amb les definicions (7.22) a (7.24), cal esperar que els moments multi-
polars d’ordre ≥ 1 depenguin de l’origen de coordenades escollit. Tanmateix, hom
pot demostrar que, si s’anul·len els moments d’ordre inferior a l, el d’ordre l és
independent de l’origen (exercici 7.4).

Exercici 7.4
✍a) Demostreu que els moments dipolars d’un sistema de n càrregues puntuals
referits a dos sistemes de coordenades S i S′ estan relacionats per l’equació:

d⃗ = d⃗′ + R⃗
n∑

j=1

qj

on R⃗ és el vector que part de l’origen del primer i termina al del segon.

9Els moments multipolars d’ordre l són, des d’un punt de vista matemàtic, tensors d’ordre o
rang l sobre l’espai R3. La càrrega neta és un tensor d’ordre zero o escalar. El moment dipolar és
un tensor d’ordre u o vector de R3. El moment quadrupolar és un tensor d’ordre dos o operador
sobre R3, el mateix que el tensor d’inèrcia introdüıt a la pàg. 675. Un tensor d’ordre l pot
representar-se mitjançant un conjunt de 3l components cartesians que s’identifiquen mitjançant
l ı́ndexs a, b, . . . , cadascun dels quals pot “prendre el valor” x, y o z. Aquests components
podrien agrupar-se en una “hipermatriu” de l dimensions: 3 × 3 . . . × 3.

10També es fa servir la següent definició alternativa del moment quadrupolar:

Θxx ≡
nX

j=1

qj

 
x2

j −
y2

j + z2
j

2

!
= Qxx −

Qyy + Qzz

2
Θxy ≡

3

2

nX

j=1

qjxjyj =
3

2
Qxy etc.
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2 del desenvolupament (7.25) per 1
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Figura 7.4: El primer moment elèctric no nul és el dipolar per al sistema de
l’esquerra i el quadrupolar per al de la dreta.

b) Demostreu que, si la càrrega neta d’un sistema és zero, el seu moment dipolar
elèctric és independent de l’origen de coordenades.

☞ Considerem els dos sistemes representats a la fig. 7.4. El de l’esquerra té
càrrega neta nul·la i, en conseqüència, el seu moment dipolar és independent
de l’origen de coordenandes:

d⃗ = qr⃗+ − qr⃗− = qa⃗

on a⃗ = r⃗+ − r⃗− és un vector dirigit des de la càrrega negativa a la positiva.11

En l’exercici 7.5 es fa palesa la dependència del moment dipolar d’un sistema
carregat respecte de l’origen de coordenades escollit.

El sistema de la fig. 7.4 (b) té càrrega neta i moment dipolar nuls:

dx = q
a

2
+ q

(
−

a

2

)
− q0 − q0 = 0 = dy = dz

En conseqüència, el moment quadrupolar haurà de ser independent de l’origen
de coordenades. En efecte, és fàcil veure que s’anul·len tots els components
del moment quadrupolar menys dos que depenen només de la distància a entre
càrregues del mateix signe:

Qxx = q
(a

2

)2
+ q

(
−

a

2

)2
− q0 − q0 =

1

2
qa2 = −Qyy

11En qúımica es representa de vegades el moment dipolar elèctric d’un enllaç com un vector
dirigit de l’àtom amb càrrega neta positiva al de càrrega neta negativa; d’aquesta manera, el seu
sentit indica la direcció en què es concentra la major part de la densitat electrònica de l’enllaç.
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b) Demostreu que, si la càrrega neta d’un sistema és zero, el seu moment dipolar
elèctric és independent de l’origen de coordenades.

☞ Considerem els dos sistemes representats a la fig. 7.4. El de l’esquerra té
càrrega neta nul·la i, en conseqüència, el seu moment dipolar és independent
de l’origen de coordenandes:

d⃗ = qr⃗+ − qr⃗− = qa⃗

on a⃗ = r⃗+ − r⃗− és un vector dirigit des de la càrrega negativa a la positiva.11

En l’exercici 7.5 es fa palesa la dependència del moment dipolar d’un sistema
carregat respecte de l’origen de coordenades escollit.

El sistema de la fig. 7.4 (b) té càrrega neta i moment dipolar nuls:

dx = q
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+ q

(
−
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2

)
− q0 − q0 = 0 = dy = dz

En conseqüència, el moment quadrupolar haurà de ser independent de l’origen
de coordenades. En efecte, és fàcil veure que s’anul·len tots els components
del moment quadrupolar menys dos que depenen només de la distància a entre
càrregues del mateix signe:

Qxx = q
(a

2

)2
+ q

(
−

a

2

)2
− q0 − q0 =

1
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qa2 = −Qyy

11En qúımica es representa de vegades el moment dipolar elèctric d’un enllaç com un vector
dirigit de l’àtom amb càrrega neta positiva al de càrrega neta negativa; d’aquesta manera, el seu
sentit indica la direcció en què es concentra la major part de la densitat electrònica de l’enllaç.
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Exercici 7.5
Determineu la càrrega neta i el moment dipolar elèctric d’un sistema format
per dues càrregues puntuals de magnitud −q separades una distància 2a i una
tercera càrrega de magnitud 3q situada en el punt mig de la ĺınia que uneix les
dues primeres, referit als oŕıgens següents:
a) la posició de la càrrega positiva, i
b) la posició d’una de les càrregues negatives.
Resultats : q; a) d⃗ = 0⃗; b) dx = dy = 0, dz = qa (si la càrrega positiva està en el
semieix z > 0).

Per a un sistema amb càrrega neta no nul·la es defineix el centre de càrrega
(cq) com el punt respecte del qual s’anul·la el moment dipolar:12

n∑

j=1

qj(r⃗cq)j = 0

És fàcil demostrar (exercici 7.6) que el moment dipolar d’un sistema que conté
n+ càrregues positives i n− negatives és el mateix que el del sistema format per
dues part́ıcules puntuals, una amb càrrega igual a la suma de les càrregues positives
(
∑n+

j=1 qj) situada en el centre de càrrega d’aquestes (r⃗cq+) i una altra amb càrrega

igual a la suma de les càrregues negatives (
∑n−

j=1 qj) situada en el centre de càrrega
d’aquestes (r⃗cq−):

d⃗ =

⎛

⎝
n+∑

j=1

qj

⎞

⎠ r⃗cq+ +

⎛

⎝
n−∑

j=1

qj

⎞

⎠ r⃗cq− (7.26)

D’acord amb aquest resultat, els centres de càrrega positiu i negatiu d’un sistema
neutre sense moment dipolar (com el representat en la fig. 7.4 b) han de ser
coincidents.

Exercici 7.6
✍Dedüıu l’eq. (7.26) fent servir el resultat de l’exercici 7.4 a).

Malgrat que haguem usat un problema f́ısic concret —la interacció d’un sis-
tema de càrregues fixes amb un camp elèctric estàtic extern— per justificar la
introducció dels moments multipolars, la definició d’aquests és més general: qual-
sevol sistema pot caracteritzar-se, pel que fa a les seves propietats elèctriques,

12Aquesta definició és anàloga a la del centre de massa (cm) del sistema, que és el punt respecte
del qual s’anul·la el moment d’ordre u de la distribució:

nX

j=1

mj(r⃗cm)j = 0

9
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⇥

R3
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⇥

R3
⇧r�q(⇧r)d⇧r

Exemple: àtom d’hidrogen
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⇥

R3
(. . .)�q(⌃r)d⌃r

⇥
�

���⇧dx�
⇤
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⌅
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⌅

R3
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vector zero coincideix amb el seu oposat (el lector que prefereixi una demostració
anaĺıtica pot resoldre l’exercici 7.9).

Exercici 7.8
Indiqueu si té moment dipolar cadascun dels següents àtoms o molècules, supo-
sats als seus respectius estats electrònics fonamentals amb els nuclis fixos en las
seves posicions d’equilibri. En cas afirmatiu, indiqueu l’eix que conté el vector
esmentat.
a) Ne; b) CO2; c) CO; d) H2O; e) CH4; f) CH3Cl; g) piridina (NC5H5).
Resultats : a) no; b) no; c) śı, eix internuclear; d) śı, bisectriu de l’angle HOH; e)
no; f) śı, eix C-Cl; g) śı, eix N-Cpara.

Exercici 7.9
✍Demostreu que, si una distribució discreta de càrrega té centre d’inversió (per
a qualsevol càrrega qj situada en un punt amb vector posició r⃗j relatiu a aquest
centre existeix una altra d’igual magnitud en el punt −r⃗j), s’anul·la el seu moment
dipolar elèctric respecte d’aquest punt.

7.3.2 Camps dependents del temps

En el cas d’un sistema de part́ıcules carregades en moviment sotmès a radiació elec-
tromagnètica (camps elèctric i magnètic que depenen del temps) pot efectuar-se un
desenvolupament anàleg de l’energia d’interacció en el qual, a part dels moments
multipolars elèctrics, apareixen moments multipolars magnètics. Aquests, comen-
cen en el d’ordre u o dipolar (no existeixen càrregues o ‘monopols’ magnètics) que,
per a una part́ıcula sense spin, es defineix de la següent manera:

moment magnètic d’ordre u
o dipolar magnètic

}
µ⃗ ≡

n∑

j=1

qj

2mj
l⃗j (7.30)

on l⃗j és el moment angular orbital de la part́ıcula j i mj la seva massa. Els moments
magnètics d’ordre superior són poc importants pel que fa a les tècniques espec-
troscòpiques més comunes. L’energia d’interacció entre el sistema de càrregues
(m) i els camps de la radiació (r) adopta la forma:13

Em−r =V0q − F⃗0 · d⃗ −
1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Qxx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Qxy + . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Qzz

]
− . . .

− B⃗0 · µ⃗ − . . . (7.31)

13Presentarem un tractament simplificat de les interaccions magnètiques on no es posen de
manifest certes dificultats, com la dependència del moment magnètic calculat mitjançant una
funció d’ona aproximada respecte de l’origen de coordenades. El lector interessat en una exposició
més rigorosa pot consultar la referència [Craig] i, per a una discussió més breu i pràctica, la secció
10.7 de la referència [Jensen].
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la dels components del moment dipolar serà, en lloc de (7.23),

dx =

∫

R3

xρq(r⃗)dr⃗ . . . (7.28)

i per als components del moment quadrupolar tindrem:

Qxx =

∫

R3

x2ρq(r⃗)dr⃗ . . . (7.29)

En l’apartat 6.5.15 (pág. 591) es va indicar que els sistemes habituals de
mesura de les posicions dels electrons en àtoms i molècules no proporcionen valors
instantanis sinó una densitat cont́ınua de càrrega electrònica, la qual pot expressar-
se com a producte de la càrrega de l’electró (−e) per la densitat monoelectrònica
ρ(r⃗) (pàg. 593):

ρq(r⃗) = −eρ(r⃗)

Si substituim aquesta expressió en les eqs. (7.28) i (7.29 ) i ho passem al sistema
d’unitats atòmiques obtenim les expressions dedüıdes en aquell apartat pels valors
esperats dels moments dipolar i quadrupolar elèctrics d’un sistema electrònic (eqs.
(6.325) i (6.327)). Això evidencia que aquests valors esperats poden calcular-se
aplicant les lleis de l’electrostàtica clàssica a un “núvol electrònic” amb densitat de
càrrega cont́ınua ρq. Òbviament, aquesta imatge clàssica només permet descriure
les propietats electròniques que depenen exclusivament de la densitat de càrrega;
altres propietats, com ara la repulsió interelectrònica, posen de manifest que es
tracta de càrregues discretes que es regeixen per les lleis de la mecànica quàntica.

Exercici 7.7
Calculeu el moment dipolar elèctric d’un àtom d’hidrogen en el seu estat fona-
mental en les dues situacions següents:
a) Àtom äıllat.
b) Àtom sotmès a un camp elèctric estàtic i uniforme d’intensitat F = 0,1 u.a.
dirigit segons la direcció del semieix z positiu.
Suggeriments : Prengueu com a origen de coordenades, la posició del nucli i, pel
cas b, empreu la funció d’ona aproximada (5.28).
Resultats : a) 0; b) (0,275 u.a.) u⃗z.

Una operació de simetria no pot afectar a cap propietat f́ısica del sistema
(apartat 6.4.1) i, per tant, haurà de conservar tots els seus moments multipolars.
Per exemple, si el sistema té un eix de simetria, el vector moment dipolar haurà de
trobar-se en aquest eix perquè no es vegi afectat per les rotacions al seu voltant.
Un raonament anàleg permet concloure que el moment dipolar ha d’estar contingut
en qualsevol pla de simetria i, si el sistema té més d’un pla o d’un eix (o un pla
i un eix no contingut en el pla), el moment dipolar ha d’anul·lar-se (només el
vector de mòdul zero pot trobar-se en diferents eixos a la vegada). La presència de
centre d’inversió exclou també l’existència de moment dipolar, atès que només el
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Aquestahade tendir azero quan ho faci la intensitat del camp, jaque la funció
de provahauràde tendir alafunció que descriu l’estat fonamental en absènciadel
camp (φ1s). Podem comprovar que això és aix́ı aplicant lareg lade l’Hôpital:

lim
F→0

c21

c11
= lim

F→0

3 6

2 23/2

− 224

312 F

2
√

1 + 223

312 F 2
= 0 .

Per aF = 0 ,1 u.a. s’obté c21/c11 = −0 , 1 9 1 . Ladeterminació dels coeficients
es completaemprant lacondició de normalització

c2
11 + c2

21 = 1 ,

que condueix a

c11 = 0 , 9 8 2 ; c21 = −0 , 1 8 8 ,

és adir,

Ψ1 = 0 , 9 8 2 φ1s − 0 , 1 8 8 φ2pz
. (5 .2 8 )

Com hav́ıem previst, lapetitacontribució neg ativade l’orbital 2 pz es sumaràala
funció 1 s al semiespai z < 0 i es restaràal semiespai z > 0 , distorsionant lafunció
en el sentit esperat (fig . 5 .7 ). L’asimetriaen ladensitat electrònicaes pot posar
de manifest calculant el valor esperat de lacoordenadaz de l’electró amb lafunció
de provaoptimitzadaΨ1:

⟨Ψ1 |zΨ1 ⟩ = 0 , 9 8 2 2
〈
φ1s

∣∣zφ1sz

〉
+ 0 , 1 8 8 2

〈
φ2pz

∣∣zφ2pz

〉
− 2 × 0 , 9 8 2 × 0 , 1 8 8

〈
φ1s

∣∣zφ2pz

〉
.

Totes les integ rals que apareixen aqúı han estat calculades en avaluar els elements
de lamatriu H, resultant, d’acord amb laprevisió, un valor esperat neg atiu:

⟨Ψ1 | zΨ1 ⟩ = 0 + 0 − 2 × 0 , 9 8 2 × 0 , 1 8 8 × 2 15/2

3 5
= −0 , 2 7 5 bohr,

és adir, el centre de lacàrreg aneg ativas’hadespla̧cat cap al’eix z < 0 per efecte

11
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vector zero coincideix amb el seu oposat (el lector que prefereixi una demostració
anaĺıtica pot resoldre l’exercici 7.9).

Exercici 7.8
Indiqueu si té moment dipolar cadascun dels següents àtoms o molècules, supo-
sats als seus respectius estats electrònics fonamentals amb els nuclis fixos en las
seves posicions d’equilibri. En cas afirmatiu, indiqueu l’eix que conté el vector
esmentat.
a) Ne; b) CO2; c) CO; d) H2O; e) CH4; f) CH3Cl; g) piridina (NC5H5).
Resultats : a) no; b) no; c) śı, eix internuclear; d) śı, bisectriu de l’angle HOH; e)
no; f) śı, eix C-Cl; g) śı, eix N-Cpara.

Exercici 7.9
✍Demostreu que, si una distribució discreta de càrrega té centre d’inversió (per
a qualsevol càrrega qj situada en un punt amb vector posició r⃗j relatiu a aquest
centre existeix una altra d’igual magnitud en el punt −r⃗j), s’anul·la el seu moment
dipolar elèctric respecte d’aquest punt.

7.3.2 Camps dependents del temps

En el cas d’un sistema de part́ıcules carregades en moviment sotmès a radiació elec-
tromagnètica (camps elèctric i magnètic que depenen del temps) pot efectuar-se un
desenvolupament anàleg de l’energia d’interacció en el qual, a part dels moments
multipolars elèctrics, apareixen moments multipolars magnètics. Aquests, comen-
cen en el d’ordre u o dipolar (no existeixen càrregues o ‘monopols’ magnètics) que,
per a una part́ıcula sense spin, es defineix de la següent manera:

moment magnètic d’ordre u
o dipolar magnètic

}
µ⃗ ≡

n∑

j=1

qj

2mj
l⃗j (7.30)

on l⃗j és el moment angular orbital de la part́ıcula j i mj la seva massa. Els moments
magnètics d’ordre superior són poc importants pel que fa a les tècniques espec-
troscòpiques més comunes. L’energia d’interacció entre el sistema de càrregues
(m) i els camps de la radiació (r) adopta la forma:13

Em−r =V0q − F⃗0 · d⃗ −
1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Qxx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Qxy + . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Qzz

]
− . . .

− B⃗0 · µ⃗ − . . . (7.31)

13Presentarem un tractament simplificat de les interaccions magnètiques on no es posen de
manifest certes dificultats, com la dependència del moment magnètic calculat mitjançant una
funció d’ona aproximada respecte de l’origen de coordenades. El lector interessat en una exposició
més rigorosa pot consultar la referència [Craig] i, per a una discussió més breu i pràctica, la secció
10.7 de la referència [Jensen].
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entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0 ,0 1 nm o inferiors).
L’espectroscòpiaMössbauer usaradiació de long itud d’onamolt curta(∼ 1 0 −10-
1 0 −11m) però, fins i tot, aquestaés llarg asi es comparaamb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona(∼ 1 0 −14-1 0 −15m).

Lacontribució dels termes mag nètics al’energ iad’interacció (eq. 7 .3 1 ) és, en
g eneral, inferior aladels elèctrics d’ig ual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’unaestimació de laforçaclàssicaexer-
cidapels camps elèctric i mag nètic d’unaonaplanasobre l’electró d’un àtom
d’hidrog en en el seu estat fonamental. Aquestaforçave determinadaper la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component mag nètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular aB⃗, de maneraque

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

Lavelocitat quadràticamitjanade l’electró és de 0 , 0 0 7 3 c (exercici 4 .1 2 ), per
laqual cosa larelació entre els components mag nètic i elèctric és inferior a
l’1 %:

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ 0 , 0 0 7 3 (7 .3 2 )

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
mog uin amb velocitats d’un ordre de mag nitud similar a la de l’electró de
l’hidrog en i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de lainteracció predominarà, en g eneral, sobre el mag nètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4 .3 , haurem de considerar que cada
part́ıculapot tenir, amés de moment ang ular orbital, un moment ang ular de spin
que aportaràunanovacontribució al moment mag nètic del sistema. Aix́ı doncs,
per aunamolècula formadaper n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4 .1 4 ) i
(4 .1 5 )):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7 .3 3 )

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2 me
l⃗i =

−e

2 me
L⃗ (7 .3 4 )

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2 me
s⃗i = ge

−e

2 me
S⃗ (7 .3 5 )

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2 mA
j⃗A (7 .3 6 )
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entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0 ,0 1 nm o inferiors).
L’espectroscòpiaMössbauer usaradiació de long itud d’onamolt curta(∼ 1 0 −10-
1 0 −11m) però, fins i tot, aquestaés llarg asi es comparaamb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona(∼ 1 0 −14-1 0 −15m).

Lacontribució dels termes mag nètics al’energ iad’interacció (eq. 7 .3 1 ) és, en
g eneral, inferior aladels elèctrics d’ig ual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’unaestimació de laforçaclàssicaexer-
cidapels camps elèctric i mag nètic d’unaonaplanasobre l’electró d’un àtom
d’hidrog en en el seu estat fonamental. Aquestaforçave determinadaper la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component mag nètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular aB⃗, de maneraque

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

Lavelocitat quadràticamitjanade l’electró és de 0 , 0 0 7 3 c (exercici 4 .1 2 ), per
laqual cosa larelació entre els components mag nètic i elèctric és inferior a
l’1 %:

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ 0 , 0 0 7 3 (7 .3 2 )

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
mog uin amb velocitats d’un ordre de mag nitud similar a la de l’electró de
l’hidrog en i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de lainteracció predominarà, en g eneral, sobre el mag nètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4 .3 , haurem de considerar que cada
part́ıculapot tenir, amés de moment ang ular orbital, un moment ang ular de spin
que aportaràunanovacontribució al moment mag nètic del sistema. Aix́ı doncs,
per aunamolècula formadaper n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4 .1 4 ) i
(4 .1 5 )):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7 .3 3 )

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2 me
l⃗i =

−e

2 me
L⃗ (7 .3 4 )

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2 me
s⃗i = ge

−e

2 me
S⃗ (7 .3 5 )

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2 mA
j⃗A (7 .3 6 )
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µ⃗I =
N∑

A=1

(gN)A

e

2 mp
I⃗A (7 .3 7 )

on l⃗i i s⃗i són els moments ang ulars orbital i de spin de l’electró i, L⃗ i S⃗ són els
moments ang ulars orbital i de spin electrònics totals i j⃗A i I⃗A són els moments
ang ulars orbital i de spin del nucli A.

Com que lamassadels electrons és molt menor que ladels nuclis, el moment
mag nètic dels primers és molt més g ran i determinalamajor part de les propietats
mag nètiques de lamatèria. Els sistemes que tenen unaestructuraelectrònicade
capes tancades (com ho són lamajoriade les molècules) no tenen moment mag nètic
electrònic, perquè s’anul·lael seu moment ang ular electrònic total.

✏ En efecte, l’únic terme espectral que correspon aunaconfig uració de capes
tancades és sempre un sing let (S = 0 ). En el cas dels àtoms aquest terme
té, amés, L = 0 (pàg s. 4 9 2 -4 9 3 ). Els termes espectrals moleculars no tenen
un valor de L2 ben definit perquè l’operador corresponent no commutaamb
l’hamiltonià electrònic; nog ensmenys, és fàcil comprovar que

〈
L2

〉
s’anul·la

per aqualsevol terme no deg enerat (1Σ, 1A o 1B): lafunció d’onaque descriu
l’únic estat del terme hade ser real (exercici 2 .3 6 , pàg . 8 5 ) i cadacomponent

de l’operador ̂⃗L conté el nombre imag inari i (eqs. (3 .6 7 ) a(3 .6 9 )); per tant,
els valors esperats d’aquests són nombres imag inaris i, tractant-se d’operadors
hermı́tics, han de ser també reals (teorema2 , pàg . 4 6 ). Això només és possible
si aquests valors esperats són nuls.

A lapàg . 2 0 0 es comentàque els nuclis amb nombres parells de protons i de
neutrons no tenen moment ang ular de spin, laqual cosas’explicaperquè ambdós
tipus de part́ıcules adopten estructures de capes tancades; els nuclis amb nombre
senar de part́ıcules d’un o d’altre tipus, però, (i la major part dels que tenen
ambdós nombres senars) tenen moments ang ular i mag nètic de spin no nuls, els
quals, com veurem en la secció 7 .1 3 , jug uen un paper cabdal en la ressonància
mag nèticanuclear.

Els desenvolupaments de tipus multipolar són útils no només per expressar
l’energ ia d’interacció d’un sistema de càrreg ues amb un camp electromag nètic,
sinó també per calcular els camps creats per un sistemade càrreg ues en un punt
allunyat del mateix, o la interacció entre dos sistemes de càrreg ues (que es pot
tractar com ainteracció d’un d’ells amb el camp creat per l’altre). Per exemple,
en desenvolupar l’energ iad’interacció entre dues molècules d’aig uaseparades una
certadistància, el primer terme no nul del desenvolupament conté els moments
dipolars d’ambdues molècules (jaque llurs càrreg ues netes són nul·les); larestade
termes són molt més petits, per laqual cosaes diu que lainteracció és, bàsicament,
de tipus dipol-dipol. De lamateixamanera, el terme dominant en la interacció
entre un ió en dissolució aquosai les molècules que el solvaten és del tipus càrrega
neta-dipol, etc.
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entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0 ,0 1 nm o inferiors).
L’espectroscòpiaMössbauer usaradiació de long itud d’onamolt curta(∼ 1 0 −10-
1 0 −11m) però, fins i tot, aquestaés llarg asi es comparaamb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona(∼ 1 0 −14-1 0 −15m).

Lacontribució dels termes mag nètics al’energ iad’interacció (eq. 7 .3 1 ) és, en
g eneral, inferior aladels elèctrics d’ig ual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’unaestimació de laforçaclàssicaexer-
cidapels camps elèctric i mag nètic d’unaonaplanasobre l’electró d’un àtom
d’hidrog en en el seu estat fonamental. Aquestaforçave determinadaper la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component mag nètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular aB⃗, de maneraque

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

Lavelocitat quadràticamitjanade l’electró és de 0 , 0 0 7 3 c (exercici 4 .1 2 ), per
laqual cosa larelació entre els components mag nètic i elèctric és inferior a
l’1 %:

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ 0 , 0 0 7 3 (7 .3 2 )

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
mog uin amb velocitats d’un ordre de mag nitud similar a la de l’electró de
l’hidrog en i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de lainteracció predominarà, en g eneral, sobre el mag nètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4 .3 , haurem de considerar que cada
part́ıculapot tenir, amés de moment ang ular orbital, un moment ang ular de spin
que aportaràunanovacontribució al moment mag nètic del sistema. Aix́ı doncs,
per aunamolècula formadaper n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4 .1 4 ) i
(4 .1 5 )):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7 .3 3 )

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2 me
l⃗i =

−e

2 me
L⃗ (7 .3 4 )

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2 me
s⃗i = ge

−e

2 me
S⃗ (7 .3 5 )

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2 mA
j⃗A (7 .3 6 )
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entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0 ,0 1 nm o inferiors).
L’espectroscòpiaMössbauer usaradiació de long itud d’onamolt curta(∼ 1 0 −10-
1 0 −11m) però, fins i tot, aquestaés llarg asi es comparaamb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona(∼ 1 0 −14-1 0 −15m).

Lacontribució dels termes mag nètics al’energ iad’interacció (eq. 7 .3 1 ) és, en
g eneral, inferior aladels elèctrics d’ig ual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’unaestimació de laforçaclàssicaexer-
cidapels camps elèctric i mag nètic d’unaonaplanasobre l’electró d’un àtom
d’hidrog en en el seu estat fonamental. Aquestaforçave determinadaper la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component mag nètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular aB⃗, de maneraque

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

Lavelocitat quadràticamitjanade l’electró és de 0 , 0 0 7 3 c (exercici 4 .1 2 ), per
laqual cosa larelació entre els components mag nètic i elèctric és inferior a
l’1 %:

forçamag nètica

forçaelèctrica
≤ 0 , 0 0 7 3 (7 .3 2 )

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
mog uin amb velocitats d’un ordre de mag nitud similar a la de l’electró de
l’hidrog en i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de lainteracció predominarà, en g eneral, sobre el mag nètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4 .3 , haurem de considerar que cada
part́ıculapot tenir, amés de moment ang ular orbital, un moment ang ular de spin
que aportaràunanovacontribució al moment mag nètic del sistema. Aix́ı doncs,
per aunamolècula formadaper n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4 .1 4 ) i
(4 .1 5 )):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7 .3 3 )

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2 me
l⃗i =

−e

2 me
L⃗ (7 .3 4 )

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2 me
s⃗i = ge

−e

2 me
S⃗ (7 .3 5 )

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2 mA
j⃗A (7 .3 6 )
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7 4 2 7 .3 . Desenvolupament multipolar de l’energiaclàssicad’interacció

7.3.3 Polaritzabilitat i magnetitzabilitat

Hem vist que els moments multipolars elèctrics d’un sistemade càrreg ues depenen
de les coordenades de posició de cadascunad’aquestes (eqs. (7 .2 3 ) i (7 .2 4 )). En
qualsevol sistemareal aquestes coordenades es veuran afectades per l’aplicació d’un
camp elèctric, jaque aquest deformarào polaritzarà el sistema. Considerem, per
exemple, un àtom d’hidrog en en el seu estat fonamental. En absènciade camps
externs, l’electró presentaunadistribució de probabilitat amb simetriaesfèricaal
voltant del nucli, tal i com correspon a la funció d’ona 1 s (fig . 4 .7 a), i el seu
moment dipolar elèctric és nul (exercici 7 .7 a). Tanmateix, sotal’acció d’un camp
elèctric estàtic la distribució de probabilitat electrònica es despla̧carespecte del
nucli en sentit contrari a la direcció del camp, com vàrem analitzar a l’apartat
5 .1 .2 (pàg s. 2 3 9 a2 4 2 ); com aresultat d’aquestadeformació l’àtom adquireix un
moment dipolar (exercici 7 .7 b). Veurem acontinuació com pot quantificar-se la
susceptibilitat d’un sistemade ser deformat per un camp extern, és adir, lareacció
o resposta del sistemaal’aplicació del camp.

Considerem un sistemaformat per part́ıcules carreg ades que interaccionen en-
tre elles (com és el cas d’un àtom o d’unamolècula) sotmès aun camp elèctric
estàtic F⃗ . L’energ iaclàssicad’interacció entre el sistemai el camp podràdesen-
volupar-se en laforma(7 .2 5 ), on els moments multipolars elèctrics dependran de
ladeformació que hag i prodüıt el camp sobre el sistemai, per tant, de la inten-
sitat i direcció del camp. Encaraque seriapossible tabular els moments de cada
molèculaper adiferents camps, és més pràctic expressar-los com adesenvolupa-
ments en sèrie de potències de F⃗ i de les seves derivades i determinar els coefi-
cients d’aquests desenvolupaments, que seran mag nituds independents del camp.
Aquests coeficients es coneixen amb el nom de polaritzabilitats i hiperpolaritzabi-
litats.

Per exemple, els components cartesians del moment dipolar elèctric d’un sis-
temaen presènciad’un camp elèctric estàtic F⃗ es poden expressar de laseg üent
manera:14

da(F⃗ ) = da (⃗0 ) +
z∑

b=x

αabFb +
1

2

z∑

b=x

z∑

c=x

βabcFbFc +
1

6

z∑

b=x

z∑

c=x

z∑

d=x

γabcdFbFcFd

+
1

3

z∑

b=x

z∑

c=x

Aa:bcF
′
bc +

1

3

z∑

b=x

z∑

c=x

z∑

d=x

Bab:cdFbF
′
cd + . . . (7 .3 8 )

on cada ı́ndex a, b, . . . representaunacoordenadacartesiana(x, y o z) i tots els
components del camp i llurs derivades estan calculats en l’orig en de coordenades

14Els sub́ındexs que apareixen a la dreta d’un signe ‘:’ corresponen a derivades del camp
elèctric.
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forma:
⎛

⎝
αxx αxy αxz

αyx αyy αyz

αzx αzy αzz

⎞

⎠

⎛

⎝
Fx

Fy

Fz

⎞

⎠ (7 .4 0 )

Aquestaequació evidenciaque el moment dipolar indüıt no és, en g eneral, paral·lel
al camp aplicat, laqual cosa és fàcil d’entendre. Per exemple, és previsible que
ladeformabilitat de ladensitat electrònicad’unamolèculadiatòmicaenfront d’un
camp elèctric que formi 4 5 ◦ amb l’eix internuclear sig ui més g ran seg ons ladirecció
d’aquest eix que seg ons unadirecció perpendicular aell, de maneraque el moment
dipolar indüıt formaràun ang le inferior a4 5 ◦ amb l’eix esmentat. Òbviament, el
moment dipolar indüıt seràparal·lel al camp en sistemes amb suficient simetria,
com és el cas d’un àtom d’hidrog en en el seu estat fonamental (exercici 7 .7 b). Com
que lamatriu α és real i simètrica(veg eu l’eq. (7 .4 7 ) o l’eq. (B.1 1 )), existiran uns
eixos cartesians (d, e, f) llig ats al sistemaen què lamatriu α és diag onal (apèndix
J del tom 1 ), tal i com s’esdevé amb el tensor d’inèrcia(pàg s. 6 7 6 a6 7 9 ). Són els
eixos principals de lapolaritzabilitat, i tenen lapropietat que, si el camp elèctric
extern és dirig it seg ons un d’ells, lacontribució de lapolaritzabilitat al moment
dipolar indüıt és paral·lelaal camp; aix́ı doncs, per aF⃗ = F u⃗f :

⎛

⎝
αdd 0 0
0 αee 0
0 0 αff

⎞

⎠

⎛

⎝
0
0
F

⎞

⎠ =

⎛

⎝
0
0

αffF

⎞

⎠ = αff

⎛

⎝
0
0
F

⎞

⎠

Una forma òbviade determinar les (hiper)polaritzabilitats consisteix en me-
surar o calcular les derivades dels corresponents moments multipolars respecte
del camp elèctric extern i les derivades d’aquest. Veg em, com a exemple, com
s’obtindrien les (hiper)polaritzabilitats de dipol. Si el camp elèctric aplicat és
uniforme s’anul·len totes les seves derivades i l’expressió (7 .3 8 ) es redueix a:

da(F⃗ ) = da(⃗0 ) +
z∑

b=x

αabFb +
1

2

z∑

b=x

z∑

c=x

βabcFbFc

+
1

6

z∑

b=x

z∑

c=x

z∑

d=x

γabcdFbFcFd + . . . (F⃗ uniforme) (7 .4 1 )

Si derivem aquestaexpressió respecte d’un component (Fb) del camp:18

(
∂da(F⃗ )

∂Fb

)

F⃗unif

= αab +
z∑

c=x

βabcFc +
1

2

z∑

c=x

z∑

d=x

γabcdFbFcFd + . . . (7 .4 2 )

18En derivar el tercer terme del desenvolupament desapareix el factor 1 / 2 . Per exem-
ple, ∂

∂Fx
(
Pz

b=x

Pz
c=x βabcFbFc) = ∂

∂Fx
(βaxxFxFx + βaxyFxFy + βaxzFxFz + βayxFyFx

+ βayyFyFy +βayzFyFz + βazxFzFx + βazyFzFy + βazzFzFz) = 2 βaxxFx + βaxyFy +
βaxzFz + βayxFy + βazxFz =

Pz
c=x βaxcFc +

Pz
c=x βacxFc. Bescanviant les lletres dels

ı́ndexs muts del doble sumatori de l’eq. (7 .4 1 ) es comprova que βabc = βacb, de manera que
∂

∂Fx
(
Pz

b=x

Pz
c=x βabcFbFc) = 2

Pz
c=x βaxcFc. Amb un raonament similar es demostra que el

factor 1 / 6 del quart terme queda multiplicat per 3 com aresultat de laderivació.
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no se sol considera r més que el terme linea l en el ca mp:

µa(B⃗) = µa(⃗0 ) +
z∑

b=x

ξabBb + . . . (7 .5 1 )

on µa(⃗0 ) són els components del moment dipolar magnètic permanent i ξab els de
la magnetitzabilitat estàtica(de dipol). L’equa ció a nterior reflecteix el fet que, ma l-
g ra t que la ma joria de les molècules té una estructura electrònica sense moment
dipola r ma g nètic perma nent (ca pes ta nca des), l’a plica ció d’un ca mp ma g nètic a l-
tera rà a questa estructura i produirà un moment dipola r ma g nètic indüıt.

La ma g netitza bilita t es pot expressa r mitja nça nt una equa ció pa ra l·lela a l’eq.
(7 .4 3 ) per a la pola ritza bilita t:

(
∂µa(B⃗)

∂Bb

)

B⃗unif,B⃗=0

= ξab (7 .5 2 )

i, com en el ca s d’a questa (eq. 7 .4 7 ), ta mbé pot expressa r-se com a deriva da seg ona
de l’energ ia respecte dels components d’un ca mp uniforme:

(
∂2 Ei(B⃗)

∂Ba∂Bb

)

B⃗unif,B⃗=0

= − (ξab)i (7 .5 3 )

Les deriva des primeres de l’energ ia respecte del ca mp proporcionen els components
del moment ma g nètic perma nent:

(
∂Ei(B⃗)

∂Ba

)

B⃗ unif,B⃗=0

= − (µa)i (⃗0 )

Un tra cta ment pertorba tiu simila r a l que condueix a l’eq. (7 .5 0 ) per a la pola rit-
za bilita t permet expressa r la ma g netitza bilita t com suma de dos termes ([Jensen]
§1 0 .7 .1 ):

(ξab)i = (ξp
ab)i +

(
ξd

ab

)

i
(7 .5 4 )

El primer, coneg ut com contribució paramagnètica:

(ξp
ab)i =

∑

k ̸=i

2 Re
(〈

Φi(⃗0 )
∣∣∣µ̂a Φk (⃗0 )

〉〈
Φk (⃗0 )

∣∣∣µ̂b Φi(⃗0 )
〉)

Ek (⃗0 ) − Ei(⃗0 )
(7 .5 5 )

té elements dia g ona ls positius per a l’esta t fona menta l:

(ξp
aa)i =

∑

k ̸=i

2
∣∣∣
〈

Φi(⃗0 )
∣∣∣µ̂a Φk (⃗0 )

〉∣∣∣
2

Ek (⃗0 ) − Ei(⃗0 )

Camp magnètic estàtic:
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Això implicaque el moment mag nètic indüıt estaràalineat, en major o menor
mesura, amb el camp extern. El seg on, anomenat contribució diamagnètica:

(
ξd

xx

)

i
= −

n∑

j=1

q2
j

4 mj

(〈
Φi(⃗0 )

∣∣∣(y2
j + z2

j )Φi(⃗0 )
〉)

(
ξd

xy

)

i
=

n∑

j=1

q2
j

4 mj

〈
Φi(⃗0 )

∣∣∣(xjyj)Φi(⃗0 )
〉

(7 .5 6 )

etc.

té elements diag onals neg atius, de maneraque aportaràunacomponent al moment
amb cert g rau d’alineació antiparal·lelaal camp.21 Lacontribució diamag nètica
dominaen lamajor part de les molècules, però laparamag nèticapot ser superior
quan existeixen nivells electrònics d’energ iaproperaalade l’estat considerat, a
causade les diferències energ ètiques que apareixen dividint en l’eq. (7 .5 5 ).

En absènciade camps externs, les mostres macroscòpiques ĺıquides o g asoses
(i, en lamajoriade casos, també les sòlides) no presenten moments elèctrics o
mag nètics g lobals. Laráo d’aquest comportament rau en el fet que, àdhuc si les
molècules posseeixen moments permanents, lasevaorientació aleatòriafaque la
sumad’aquests moments s’anul·li. Nog ensmenys, sota l’acció d’un camp extern
apareixen moments macroscòpics acausade dos efectes:

• l’aparició de moments moleculars indüıts amb unadistribució d’orientacions
determinadaen relació al camp, i

• latendènciadels moments moleculars (permanents i/ o indüıts) aalinear-se
amb el camp per tal de minimitzar l’energ iad’interacció (eq. 7 .3 1 ).

Els moments dipolars elèctric i mag nètic per unitat de volum de la mostra
reben els noms de polarització (P⃗ ) i magnetització (M⃗) respectivament. Per a
camps febles són aproximadament proporcionals alaintensitat del camp aplicat,
i les constants de proporcionalitat solen expressar-se en funció d’unes constants
adimensionals anomenades susceptibilitats elèctrica(χe) i magnètica(χm):

P⃗ = χeε0F⃗

M⃗ = χm
1

µ
B⃗

Aquestes, al seu torn, estan relacionades amb lapermitivitat i permeabilitat rela-

21Aquest desg lossament de lamag netitzabilitat no és únic, tot i que śı ho és lasumad’ambdues
contribucions. Això es deg ut aallò que es coneix com invariànçia gauge, questió que no desen-
voluparem en aquest text. Els diferents desg lossaments de lamag netitzabilitat deixen de ser
equivalents en càlculs efectuats amb funcions d’onaaproximades. Aquest problema, present a
qualsevol càlcul on el sistemaestig ui sotmés aun camp mag nètic, pot evitar-se si utilitzem bases
d’orbitals atòmics invariants g aug e (GIAOs: Gaug e Invariant Atomic Orbitals), que dependen
expĺıcitament del camp mag nètic aplicat.
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Fig ura 7 .6 : Alineament de moments mag nètics en sòlids ferromag nètics (a), ferri-
mag nètics (b) i antiferromag nètics (c).

tives:

χe =
ε

ε0
− 1

χm =
µ

µ0

− 1

Les susceptibilitats poden calcular-se com a suma de dos components: un, orig inat
pels moments dipolars indüıts, vindrà determinat per les polaritzabilitats o mag -
netitzabilitats moleculars, i l’altre, deg ut a l’orientació dels moments dipolars pel
camp, dependrà no només de propietats moleculars sinó també de la temperatura
de la mostra, atès que l’ag itació tèrmica de les molècules s’oposa a la tendència
orientadora prodüıda pel camp.22 En el cas de la susceptibilitat elèctrica ambdós
components són positius, però en el cas de la mag nètica el primer sol ser neg atiu
(diamagnètic) i el seg on és positiu (paramagnètic). Si les molècules de la mostra
tenen moment mag ètic permanent, la contribució paramag nètica és molt més g ran
que la diamag nètica.

Alg uns sòlids cristal·lins presenten moments dipolars macroscòpics en absència
de camps externs, la qual cosa s’explica pel fet que les interaccions entre els àtoms
o molècules que els constitueixen produeixen una alineació dels seus moments dipo-
lars suficientment forta com per contrarestar l’ag itació tèrmica. Els que presenten
polarització permanent s’anomenen ferroelèctrics , i els que tenen mag netització
permanent s’anomenen ferromagnètics o ferrimagnètics, en funció de si la mag -
netitzación prové d’una orientació paral·lela de dipols mag nètics del mateix tipus
(fig . 7 .6 a) o d’una orientació antiparal·lela de dipols de diferent mag nitud (fig . 7 .6
b). Quan es produeix una orientació antiparal·lela de dipols d’ig ual mag nitud, la
mag netització resultant és nul·la i diem, llavors, que el sòlid és antiferromagnètic
(fig . 7 .6 c).

22Les susceptibilitats dels sòlids poden tenir caràcter tensorial, com es desprèn de lasevarelació
amb la polaritzabilitat i la magnetitzabilitat.

(a) (b) (c)
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constitueix un sistema äıllat;23 per tant, es tracta d’un sistema conservatiu per
al que existeixen estats estacionaris amb energ ies ben definides (veg eu l’apartat
2 .9 .1 ):

Ĥ0Φk(x) = EkΦk(x) (7 .5 7 )

En aquestaequació, x representael conjunt de totes les coordenades de posició i
de spin de les part́ıcules que constitueixen lamolècula i, per tal de simplificar la

discussió, s’hasuposat que l’espectre de Ĥ0 és discret. Suposem que lamolècula
es trobaal’estat estacionari Φi(x) al’instant t = 0 :24

Ψ(x; 0 ) = Φi(x) (7 .5 8 )

A partir d’aquest instant, i fins t1, lainteracció amb laradiació faque l’hamiltonià
molecular passi aser:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥm−r(t) (7 .5 9 )

on Ĥm−r(t) s’obté substituint els moments multipolars pels seus corresponents
operadors quàntics al’eq. (7 .3 1 ):

Ĥm−r(t) = V0q − F⃗0 · ̂⃗d − B⃗0 · ̂⃗µ (7 .6 0 )

− 1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Q̂xx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Q̂xy + . . . . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Q̂zz

]
+ . . .

En aquestaequació el sub́ındex 0 indica l’orig en de coordenades (normalment, el
centre de massade lamolècula) i els operadors dels moments multipolars elèctrics
i mag nètics s’obtenen en substituir a les expressions clàssiques (7 .2 3 ), (7 .2 4 ), i
(7 .3 3 ) a (7 .3 7 ) les coordenades de posició i els moments ang ulars pels operadors
quàntics corresponents:

̂⃗
d =

n∑

j=1

qj
̂⃗rj

̂⃗µL =
−e

2 me

̂⃗L etc. (7 .6 1 )

Tant els camps al’orig en (F⃗0 i B⃗0) com les seves derivades varien amb el temps,

de maneraque passaràel mateix amb l’operador Ĥm−r, laqual cosas’ha indicat
expĺıcitament en les eqs. (7 .5 9 ) i (7 .6 0 ). Per exemple, en el cas de l’ona PML
descritaper les eqs. (7 .2 ), lasubstitució de (7 .6 ) en (7 .6 0 ) condueix (per aϕ = 0 )
a

Ĥm−r(t) = V0q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y

−kF sin(ωt)

2

[
Q̂xx + Q̂xy + Q̂xz

]
+ . . . (7 .6 2 )

23Tret dels instants en què xocaamb unaaltramolèculao amb les parets del recipient. Aquests
xocs poden afectar l’estat intern de les molècules, i els seus efectes es tindran en compte més
endavant, quan s’estudïı larelaxació (secció 7 .6 ).

24En aquest caṕıtol tornarem autilitzar lanotació introdüıdaalasecció 2 .9 : Ψ per afuncions
d’onaque inclouen expĺıcitament ladependència temporal i Φ per a lapart espacial d’un estat
estacionari.
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constitueix un sistema äıllat;23 per tant, es tracta d’un sistema conservatiu per
al que existeixen estats estacionaris amb energ ies ben definides (veg eu l’apartat
2 .9 .1 ):

Ĥ0Φk(x) = EkΦk(x) (7 .5 7 )

En aquestaequació, x representael conjunt de totes les coordenades de posició i
de spin de les part́ıcules que constitueixen lamolècula i, per tal de simplificar la

discussió, s’hasuposat que l’espectre de Ĥ0 és discret. Suposem que lamolècula
es trobaal’estat estacionari Φi(x) al’instant t = 0 :24

Ψ(x; 0 ) = Φi(x) (7 .5 8 )

A partir d’aquest instant, i fins t1, lainteracció amb laradiació faque l’hamiltonià
molecular passi aser:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥm−r(t) (7 .5 9 )

on Ĥm−r(t) s’obté substituint els moments multipolars pels seus corresponents
operadors quàntics al’eq. (7 .3 1 ):

Ĥm−r(t) = V0q − F⃗0 · ̂⃗d − B⃗0 · ̂⃗µ (7 .6 0 )

− 1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Q̂xx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Q̂xy + . . . . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Q̂zz

]
+ . . .

En aquestaequació el sub́ındex 0 indica l’orig en de coordenades (normalment, el
centre de massade lamolècula) i els operadors dels moments multipolars elèctrics
i mag nètics s’obtenen en substituir a les expressions clàssiques (7 .2 3 ), (7 .2 4 ), i
(7 .3 3 ) a (7 .3 7 ) les coordenades de posició i els moments ang ulars pels operadors
quàntics corresponents:

̂⃗
d =

n∑

j=1

qj
̂⃗rj

̂⃗µL =
−e

2 me

̂⃗L etc. (7 .6 1 )

Tant els camps al’orig en (F⃗0 i B⃗0) com les seves derivades varien amb el temps,

de maneraque passaràel mateix amb l’operador Ĥm−r, laqual cosas’ha indicat
expĺıcitament en les eqs. (7 .5 9 ) i (7 .6 0 ). Per exemple, en el cas de l’ona PML
descritaper les eqs. (7 .2 ), lasubstitució de (7 .6 ) en (7 .6 0 ) condueix (per aϕ = 0 )
a

Ĥm−r(t) = V0q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y

−kF sin(ωt)

2

[
Q̂xx + Q̂xy + Q̂xz

]
+ . . . (7 .6 2 )

23Tret dels instants en què xocaamb unaaltramolèculao amb les parets del recipient. Aquests
xocs poden afectar l’estat intern de les molècules, i els seus efectes es tindran en compte més
endavant, quan s’estudïı larelaxació (secció 7 .6 ).

24En aquest caṕıtol tornarem autilitzar lanotació introdüıdaalasecció 2 .9 : Ψ per afuncions
d’onaque inclouen expĺıcitament ladependència temporal i Φ per a lapart espacial d’un estat
estacionari.
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La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0 , t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig . 7 .7 ):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7 .6 3 )

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2 .1 0 3 ) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malg rat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0 , t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 4 )

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sig ui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2 .1 0 3 ):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7 .6 5 )

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7 .6 6 )

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7 .6 4 ) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 7 )

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7 .6 7 )
a l’equació de Schröding er depenent del temps (eq. 2 .9 7 ):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7 .6 8 )

25En les seg üents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imag inari i =

√
−1 .

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2 .1 0 3 ), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució g eneral de l’equació de Schröding er depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schröding er
corresponent a bH.

16
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7 5 2 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

constitueix un sistema äıllat;23 per tant, es tracta d’un sistema conservatiu per
al que existeixen estats estacionaris amb energ ies ben definides (veg eu l’apartat
2 .9 .1 ):

Ĥ0Φk(x) = EkΦk(x) (7 .5 7 )

En aquestaequació, x representael conjunt de totes les coordenades de posició i
de spin de les part́ıcules que constitueixen lamolècula i, per tal de simplificar la

discussió, s’hasuposat que l’espectre de Ĥ0 és discret. Suposem que lamolècula
es trobaal’estat estacionari Φi(x) al’instant t = 0 :24

Ψ(x; 0 ) = Φi(x) (7 .5 8 )

A partir d’aquest instant, i fins t1, lainteracció amb laradiació faque l’hamiltonià
molecular passi aser:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥm−r(t) (7 .5 9 )

on Ĥm−r(t) s’obté substituint els moments multipolars pels seus corresponents
operadors quàntics al’eq. (7 .3 1 ):

Ĥm−r(t) = V0q − F⃗0 · ̂⃗d − B⃗0 · ̂⃗µ (7 .6 0 )

− 1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Q̂xx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Q̂xy + . . . . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Q̂zz

]
+ . . .

En aquestaequació el sub́ındex 0 indica l’orig en de coordenades (normalment, el
centre de massade lamolècula) i els operadors dels moments multipolars elèctrics
i mag nètics s’obtenen en substituir a les expressions clàssiques (7 .2 3 ), (7 .2 4 ), i
(7 .3 3 ) a (7 .3 7 ) les coordenades de posició i els moments ang ulars pels operadors
quàntics corresponents:

̂⃗
d =

n∑

j=1

qj
̂⃗rj

̂⃗µL =
−e

2 me

̂⃗L etc. (7 .6 1 )

Tant els camps al’orig en (F⃗0 i B⃗0) com les seves derivades varien amb el temps,

de maneraque passaràel mateix amb l’operador Ĥm−r, laqual cosas’ha indicat
expĺıcitament en les eqs. (7 .5 9 ) i (7 .6 0 ). Per exemple, en el cas de l’ona PML
descritaper les eqs. (7 .2 ), lasubstitució de (7 .6 ) en (7 .6 0 ) condueix (per aϕ = 0 )
a

Ĥm−r(t) = V0q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y

−kF sin(ωt)

2

[
Q̂xx + Q̂xy + Q̂xz

]
+ . . . (7 .6 2 )

23Tret dels instants en què xocaamb unaaltramolèculao amb les parets del recipient. Aquests
xocs poden afectar l’estat intern de les molècules, i els seus efectes es tindran en compte més
endavant, quan s’estudïı larelaxació (secció 7 .6 ).

24En aquest caṕıtol tornarem autilitzar lanotació introdüıdaalasecció 2 .9 : Ψ per afuncions
d’onaque inclouen expĺıcitament ladependència temporal i Φ per a lapart espacial d’un estat
estacionari.
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La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0 , t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig . 7 .7 ):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7 .6 3 )

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2 .1 0 3 ) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malg rat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0 , t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 4 )

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sig ui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2 .1 0 3 ):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7 .6 5 )

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7 .6 6 )

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7 .6 4 ) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 7 )

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7 .6 7 )
a l’equació de Schröding er depenent del temps (eq. 2 .9 7 ):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7 .6 8 )

25En les seg üents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imag inari i =

√
−1 .

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2 .1 0 3 ), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució g eneral de l’equació de Schröding er depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schröding er
corresponent a bH.

• si �H = ⇥H0

⇥(x; t) =
�

k

cke�iEkt/��k(x)

⇥k(x; t) = e�iEkt/��k(x)

• solucions en variables separades (estats estacionaris):

• solució general (estats no estacionaris):

⇥(x; t) =
�

k

ck(t) e�iEkt/� �k(x)
ak(t) = ck(t) e�iEkt/�

⇥(x; t) =
�

k

ak(t) �k(x)

• si �H = ⇥H0 + ⇥H �(t)
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7 5 2 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

constitueix un sistema äıllat;23 per tant, es tracta d’un sistema conservatiu per
al que existeixen estats estacionaris amb energ ies ben definides (veg eu l’apartat
2 .9 .1 ):

Ĥ0Φk(x) = EkΦk(x) (7 .5 7 )

En aquestaequació, x representael conjunt de totes les coordenades de posició i
de spin de les part́ıcules que constitueixen lamolècula i, per tal de simplificar la

discussió, s’hasuposat que l’espectre de Ĥ0 és discret. Suposem que lamolècula
es trobaal’estat estacionari Φi(x) al’instant t = 0 :24

Ψ(x; 0 ) = Φi(x) (7 .5 8 )

A partir d’aquest instant, i fins t1, lainteracció amb laradiació faque l’hamiltonià
molecular passi aser:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥm−r(t) (7 .5 9 )

on Ĥm−r(t) s’obté substituint els moments multipolars pels seus corresponents
operadors quàntics al’eq. (7 .3 1 ):

Ĥm−r(t) = V0q − F⃗0 · ̂⃗d − B⃗0 · ̂⃗µ (7 .6 0 )

− 1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Q̂xx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Q̂xy + . . . . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Q̂zz

]
+ . . .

En aquestaequació el sub́ındex 0 indica l’orig en de coordenades (normalment, el
centre de massade lamolècula) i els operadors dels moments multipolars elèctrics
i mag nètics s’obtenen en substituir a les expressions clàssiques (7 .2 3 ), (7 .2 4 ), i
(7 .3 3 ) a (7 .3 7 ) les coordenades de posició i els moments ang ulars pels operadors
quàntics corresponents:

̂⃗
d =

n∑

j=1

qj
̂⃗rj

̂⃗µL =
−e

2 me

̂⃗L etc. (7 .6 1 )

Tant els camps al’orig en (F⃗0 i B⃗0) com les seves derivades varien amb el temps,

de maneraque passaràel mateix amb l’operador Ĥm−r, laqual cosas’ha indicat
expĺıcitament en les eqs. (7 .5 9 ) i (7 .6 0 ). Per exemple, en el cas de l’ona PML
descritaper les eqs. (7 .2 ), lasubstitució de (7 .6 ) en (7 .6 0 ) condueix (per aϕ = 0 )
a

Ĥm−r(t) = V0q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y

−kF sin(ωt)

2

[
Q̂xx + Q̂xy + Q̂xz

]
+ . . . (7 .6 2 )

23Tret dels instants en què xocaamb unaaltramolèculao amb les parets del recipient. Aquests
xocs poden afectar l’estat intern de les molècules, i els seus efectes es tindran en compte més
endavant, quan s’estudïı larelaxació (secció 7 .6 ).

24En aquest caṕıtol tornarem autilitzar lanotació introdüıdaalasecció 2 .9 : Ψ per afuncions
d’onaque inclouen expĺıcitament ladependència temporal i Φ per a lapart espacial d’un estat
estacionari.
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La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0 , t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig . 7 .7 ):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7 .6 3 )

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2 .1 0 3 ) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malg rat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0 , t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 4 )

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sig ui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2 .1 0 3 ):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7 .6 5 )

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7 .6 6 )

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7 .6 4 ) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 7 )

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7 .6 7 )
a l’equació de Schröding er depenent del temps (eq. 2 .9 7 ):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7 .6 8 )

25En les seg üents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imag inari i =

√
−1 .

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2 .1 0 3 ), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució g eneral de l’equació de Schröding er depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schröding er
corresponent a bH.
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7 . Matèriai radiació 7 5 3

La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0 , t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig . 7 .7 ):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7 .6 3 )

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2 .1 0 3 ) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malg rat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0 , t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 4 )

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sig ui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2 .1 0 3 ):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7 .6 5 )

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7 .6 6 )

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7 .6 4 ) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0 , t1) (7 .6 7 )

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7 .6 7 )
a l’equació de Schröding er depenent del temps (eq. 2 .9 7 ):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7 .6 8 )

25En les seg üents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imag inari i =

√
−1 .

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2 .1 0 3 ), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució g eneral de l’equació de Schröding er depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schröding er
corresponent a bH.
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7 .6 9 ):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım lanotació ωfk per desig nar ladiferènciaEf − Ek expressadaen
unitats de freqüènciaang ular:

ωfk ≡ Ef − Ek

!
(7 .7 1 )

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 2 )

El conjunt d’equacions anàlog ues ala(7 .7 2 ) per ales diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7 .6 7 ), determinen lafunció d’onaΨ(x; t) al’interval (0 , t1 ). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent al’equació de Schröding er depenent del temps, ja
que en ladeducció d’aquelles apartir d’aquestano s’haintrodüıt cap aproximació.
Tanmateix, en lamajoriade casos caldràadoptar alg unes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem acontinuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7 .7 2 ) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en g eneral, no sapig uem
resoldre’l de manera exacta. Nog ensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és adir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de ladreta
de l’eq. (7 .7 2 ) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7 .5 8 ) i (7 .6 7 ),
s’anul·len per atot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0 ) = δki ∀k (7 .7 3 )

Aquestaaproximació desacoblales equacions (7 .7 2 ) i condueix aunaequació di-
ferencial independent per acadacoeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0 , t1 )
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7 .6 9 ):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım lanotació ωfk per desig nar ladiferènciaEf − Ek expressadaen
unitats de freqüènciaang ular:

ωfk ≡ Ef − Ek

!
(7 .7 1 )

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 2 )

El conjunt d’equacions anàlog ues ala(7 .7 2 ) per ales diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7 .6 7 ), determinen lafunció d’onaΨ(x; t) al’interval (0 , t1 ). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent al’equació de Schröding er depenent del temps, ja
que en ladeducció d’aquelles apartir d’aquestano s’haintrodüıt cap aproximació.
Tanmateix, en lamajoriade casos caldràadoptar alg unes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem acontinuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7 .7 2 ) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en g eneral, no sapig uem
resoldre’l de manera exacta. Nog ensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és adir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de ladreta
de l’eq. (7 .7 2 ) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7 .5 8 ) i (7 .6 7 ),
s’anul·len per atot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0 ) = δki ∀k (7 .7 3 )

Aquestaaproximació desacoblales equacions (7 .7 2 ) i condueix aunaequació di-
ferencial independent per acadacoeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0 , t1 )
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resoldre’l de manera exacta. Nog ensmenys, si els efectes de la interacció no són
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considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de ladreta
de l’eq. (7 .7 2 ) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7 .5 8 ) i (7 .6 7 ),
s’anul·len per atot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0 ) = δki ∀k (7 .7 3 )

Aquestaaproximació desacoblales equacions (7 .7 2 ) i condueix aunaequació di-
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∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉
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∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 2 )
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considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de ladreta
de l’eq. (7 .7 2 ) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7 .5 8 ) i (7 .6 7 ),
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cki(t) ≈ cki(0 ) = δki ∀k (7 .7 3 )
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7 5 6 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

on s’ha afeg it el supeŕındex ‘(1 )’ als coeficients cki(t) per indicar que es tracta d’una
aproximació de primer ordre als mateixos. Si integ rem entre l’instant inicial t =
0 i un instant t ∈ (0 , t1 ), per a un estat Φf diferent de Φi —la qual cosa implica

que c(1)
fi (0 ) = 0 (eq. 7 .7 3 )— s’obté:28

c(1)
fi (t) =

1

i!

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t
′)Φi

〉
dt′ t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 4 )

on hem afeg it una prima a la variable d’integ ració per disting ir-la del ĺımit superior
de la integ ral. Per millorar aquesta aproximació podem substituir els coeficients

de primer ordre c(1)
fi (t)) en el membre de la dreta de les eqs. (7 .7 2 ) i integ rar-les de

nou, la qual cosa conduirà a una aproximació de segon ordre (c(2)
fi (t)), i aix́ı succes-

sivament. Aquest procediment es coneix com mètode de pertorbacions depenents
del temps. La major part de les tècniques espectroscòpiques convencionals poden
explicar-se en base als coeficients de primer ordre. A la secció 7 .1 1 considerarem
breument els ordres pertorbacionals superiors al primer i a l’apartat 7 .1 3 .2 presen-
tarem una alternativa al mètode pertorbacional que permet analitzar les tècniques
de polsos en ressonància mag nètica nuclear.

Aquest mètode pertorbacional té diversos punts en comú amb el que s’ha dis-
cutit a la secció 5 .2 :

• la descomposició de Ĥ com a suma d’un hamiltonià no pertorbat (Ĥ0 ) i una

pertorbació (Ĥm−r(t)) “petita”, en el sentit que no altera massa l’estat del
sistema no pertorbat,

• la necessitat de conèixer les funcions i valors propis de Ĥ0 , en funció dels
quals s’expressarà la solució al problema pertorbat, i

• la possibilitat de calcular successius ordres d’aproximació a la solució bus-
cada.

Existeix, malg rat tot, una diferència evident entre ambdós mètodes: en el de
la secció 5 .2 la pertorbació era independent del temps i els sistemes pertorbat i
no pertorbat eren conservatius, essent el nostre objectiu la resolució de l’equació
de Schröding er independent del temps del sistema pertorbat; ara, en canvi, ens
proposem resoldre l’equació de Schröding er depenent del temps per a un sistema
l’hamiltonià del qual depèn del temps a través de la pertorbació. Quan hi hag i la
possibilitat de confondre’s, indicarem el caràcter independent del temps o estacio-
nari de la pertorbació per referir-nos al primer mètode.

28Tal i com veurem en el seg üent apartat, aquests són els coeficients que interessen per explicar
els processos rellevants en espectroscòpia, que són aquells en què l’estat de lamatèriacanviaper
efecte de lainteracció. Tanmateix, el coeficient cii(t) podriadeterminar-se apartir de lacondició
de normalització, laqual, acausade l’ortonormalitat de les funcions Φk(x), s’expressa:

⟨Ψ(x; t) |Ψ(x; t) ⟩ =
X

f

˛̨
cfi(t)

˛̨2
= 1

Per a qualsevol Φf ≠ Φi (cii(t) es pot obtenir normalitzant Ψ):
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7 . Matèriai radiació 7 5 7

Aproximacío dipolar

Calcularem expĺıcitament els coeficients de primer ordre c(1)
fi (t). Per tal de fer-

ho, haurem de substituir Ĥm−r(t) pel seu desenvolupament multipolar (7 .6 0 ).
La majoria de les tècniques espectroscòpiques es poden analitzar a partir dels
termes dipolars d’aquest desenvolupament,29 per laqual cosaometrem els d’ordre
superior:

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − F⃗0 (t) ·
̂⃗
d − B⃗0 (t) · ̂⃗µ (7 .7 5 )

on hem indicat expĺıcitament ladependènciatemporal dels camps de laradiació.
Pel cas de l’onaPML descritaper les eqs. (7 .2 ) amb ϕ = 0 , l’equació anterior

es redueix a(veg eu l’eq. (7 .6 2 ))

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y (onaPML)

i, si tenim en compte que B = F/c (eq. 7 .4 ), podem expressar-la:

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − FŴ cos(ωt) (onaPML) (7 .7 6 )

amb

Ŵ ≡ d̂x +
1

c
µ̂y (7 .7 7 )

D’araendavant ens limitarem aaquest tipus d’onaen lamajor part de ladiscussió,
encaraque, através d’exercicis, s’il· lustraràl’extensió dels resultats obting uts aal-
tres tipus de radiació. En substituir l’expressió (7 .7 6 ) al’eq. (7 .7 4 ), el terme V0 (t)q

no contribueix al producte escalar
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t′)Φi

〉
, acausade l’ortonormalitat

de labase (eq. 7 .7 0 ):

⟨Φf |V0 (t)qΦi ⟩ = V0 (t)q ⟨Φf |Φi ⟩ = 0

amb laqual cosas’obté

c(1)
fi (t) =

1

i"

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
cos(ωt′) dt′ t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 8 )

Lainteg ral del seg on membre es resol de maneraimmediatasi tenim en compte

que el producte escalar
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
no depèn del temps i que cos(ωt) =

29L’excepció més destacable és laressonànciade quadrupol nuclear, que requereix lainclusió
del terme quadrupolar elèctric. A més amés, pot ser necessari incloure termes quadrupolars o
d’ordre superior per explicar aspectes puntuals d’altres tècniques espectroscòpiques; per exemple,
lainteracció de radiació UV amb unamolèculade gran volum (dimensions comparables amb λ).
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d − B⃗0 (t) · ̂⃗µ (7 .7 5 )

on hem indicat expĺıcitament ladependènciatemporal dels camps de laradiació.
Pel cas de l’onaPML descritaper les eqs. (7 .2 ) amb ϕ = 0 , l’equació anterior

es redueix a(veg eu l’eq. (7 .6 2 ))

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y (onaPML)

i, si tenim en compte que B = F/c (eq. 7 .4 ), podem expressar-la:

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − FŴ cos(ωt) (onaPML) (7 .7 6 )

amb

Ŵ ≡ d̂x +
1

c
µ̂y (7 .7 7 )

D’araendavant ens limitarem aaquest tipus d’onaen lamajor part de ladiscussió,
encaraque, através d’exercicis, s’il· lustraràl’extensió dels resultats obting uts aal-
tres tipus de radiació. En substituir l’expressió (7 .7 6 ) al’eq. (7 .7 4 ), el terme V0 (t)q
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∣∣∣Ĥm−r(t′)Φi

〉
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que el producte escalar
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no depèn del temps i que cos(ωt) =
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7 . Matèriai radiació 7 5 7
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Pel cas de l’onaPML descritaper les eqs. (7 .2 ) amb ϕ = 0 , l’equació anterior
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ho, haurem de substituir Ĥm−r(t) pel seu desenvolupament multipolar (7 .6 0 ).
La majoria de les tècniques espectroscòpiques es poden analitzar a partir dels
termes dipolars d’aquest desenvolupament,29 per laqual cosaometrem els d’ordre
superior:

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − F⃗0 (t) ·
̂⃗
d − B⃗0 (t) · ̂⃗µ (7 .7 5 )

on hem indicat expĺıcitament ladependènciatemporal dels camps de laradiació.
Pel cas de l’onaPML descritaper les eqs. (7 .2 ) amb ϕ = 0 , l’equació anterior

es redueix a(veg eu l’eq. (7 .6 2 ))

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y (onaPML)

i, si tenim en compte que B = F/c (eq. 7 .4 ), podem expressar-la:

Ĥm−r(t) = V0 (t)q − FŴ cos(ωt) (onaPML) (7 .7 6 )

amb

Ŵ ≡ d̂x +
1

c
µ̂y (7 .7 7 )

D’araendavant ens limitarem aaquest tipus d’onaen lamajor part de ladiscussió,
encaraque, através d’exercicis, s’il· lustraràl’extensió dels resultats obting uts aal-
tres tipus de radiació. En substituir l’expressió (7 .7 6 ) al’eq. (7 .7 4 ), el terme V0 (t)q

no contribueix al producte escalar
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t′)Φi

〉
, acausade l’ortonormalitat

de labase (eq. 7 .7 0 ):

⟨Φf |V0 (t)qΦi ⟩ = V0 (t)q ⟨Φf |Φi ⟩ = 0

amb laqual cosas’obté

c(1)
fi (t) =

1

i"

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
cos(ωt′) dt′ t ∈ (0 , t1 ) (7 .7 8 )

Lainteg ral del seg on membre es resol de maneraimmediatasi tenim en compte

que el producte escalar
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
no depèn del temps i que cos(ωt) =

29L’excepció més destacable és laressonànciade quadrupol nuclear, que requereix lainclusió
del terme quadrupolar elèctric. A més amés, pot ser necessari incloure termes quadrupolars o
d’ordre superior per explicar aspectes puntuals d’altres tècniques espectroscòpiques; per exemple,
lainteracció de radiació UV amb unamolèculade gran volum (dimensions comparables amb λ).
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1
2

(
eiωt + e−iωt

)
(eq. (A.1 1 ), pàg . 2 6 7 ):30

c(1)
fi (t) =

−F
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

i!

∫ t

0
eiωfit

′ 1

2

(
eiωt′ + e−iωt′

)
dt′

=
−F

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

2 i!

∫ t

0
ei(ωfi+ω)t′ + ei(ωfi−ω)t′dt′ (ona PML)

=
F

〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2 !

(
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
+

ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

)
(7 .7 9 )

Exercici 7.13
✍a) Si partim de l’expressió de l’hamiltonià d’interacció per a un camp electro-
mag nètic arbitrari (eq. 7 .7 5 ) en lloc de l’expressió particular per a una ona PML
(eq. 7 .7 6 ), comproveu, mitjançant un raonament anàleg al que ens ha portat des
d’aquesta equació fins a l’eq. (7 .7 9 ), que els coeficients de primer ordre per a
un sistema irradiat mitjançant una ona plana monocromàtica amb polarització
arbitrària (eqs. (7 .1 2 ) i (7 .1 3 )) són:

c(1)
fi (t) =

F

2 !

(
u⃗F ·

〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗B ·

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PM)

+
F

2 !

(
u⃗∗

F ·
〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗∗

B ·
〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7 .8 0 )

b) A partir de l’eq. (7 .1 7 ), comproveu que, per a una ona plana, monocromàtica
i polaritzada circularment (eqs. (7 .1 7 ) i (7 .1 8 )) amb ϕ = 0 ,

(
c(1)
fi

)

D/L
(t) =

F

2 !
u⃗D/L ·

(〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓ i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PMC)

+
F

2 !
u⃗∗

D/L ·
(〈

Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓ i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7 .8 1 )

on u⃗D/L ≡ 1√
2

(u⃗x ± iu⃗y) i els dobles sig nes corresponen als dos sentits de pola-

rització: el primer a D i el seg on a L.

7.4.2 Probabilitat de tran sició

L’equació (7 .7 9 ) determina, en primer ordre de l’aproximació pertorbacional i sota
l’aproximació dipolar, els coeficients del desenvolupament (7 .6 7 ) de la funció d’ona

30Observeu que, per aω = ±ωfi, l’integ rand d’unade les integ rals que apareixen alaseg üent

equació pren el valor constant e0 = 1 , i el resultat d’aquesta integ ral passa a ser t. És fàcil
comprovar, però, que s’obté el mateix resultat si prenem el ĺımit per aω → ±ωfi del resultat
(7 .7 9 ); no és necessari, per tant, diferenciar aquells casos particulars.
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1
2

(
eiωt + e−iωt

)
(eq. (A.1 1 ), pàg . 2 6 7 ):30

c(1)
fi (t) =

−F
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

i!

∫ t

0
eiωfit

′ 1

2

(
eiωt′ + e−iωt′

)
dt′

=
−F

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

2 i!

∫ t

0
ei(ωfi+ω)t′ + ei(ωfi−ω)t′dt′ (ona PML)

=
F

〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2 !

(
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
+

ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

)
(7 .7 9 )

Exercici 7.13
✍a) Si partim de l’expressió de l’hamiltonià d’interacció per a un camp electro-
mag nètic arbitrari (eq. 7 .7 5 ) en lloc de l’expressió particular per a una ona PML
(eq. 7 .7 6 ), comproveu, mitjançant un raonament anàleg al que ens ha portat des
d’aquesta equació fins a l’eq. (7 .7 9 ), que els coeficients de primer ordre per a
un sistema irradiat mitjançant una ona plana monocromàtica amb polarització
arbitrària (eqs. (7 .1 2 ) i (7 .1 3 )) són:

c(1)
fi (t) =

F

2 !

(
u⃗F ·

〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗B ·

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PM)

+
F

2 !

(
u⃗∗

F ·
〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗∗

B ·
〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7 .8 0 )

b) A partir de l’eq. (7 .1 7 ), comproveu que, per a una ona plana, monocromàtica
i polaritzada circularment (eqs. (7 .1 7 ) i (7 .1 8 )) amb ϕ = 0 ,

(
c(1)
fi

)

D/L
(t) =

F

2 !
u⃗D/L ·

(〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓ i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PMC)

+
F

2 !
u⃗∗

D/L ·
(〈

Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓ i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7 .8 1 )

on u⃗D/L ≡ 1√
2

(u⃗x ± iu⃗y) i els dobles sig nes corresponen als dos sentits de pola-

rització: el primer a D i el seg on a L.

7.4.2 Probabilitat de tran sició

L’equació (7 .7 9 ) determina, en primer ordre de l’aproximació pertorbacional i sota
l’aproximació dipolar, els coeficients del desenvolupament (7 .6 7 ) de la funció d’ona

30Observeu que, per aω = ±ωfi, l’integ rand d’unade les integ rals que apareixen alaseg üent

equació pren el valor constant e0 = 1 , i el resultat d’aquesta integ ral passa a ser t. És fàcil
comprovar, però, que s’obté el mateix resultat si prenem el ĺımit per aω → ±ωfi del resultat
(7 .7 9 ); no és necessari, per tant, diferenciar aquells casos particulars.
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pot neg lig ir-se en front de l’a ltre.

✏ En efecte, l’exponencia l complexa ei(ωfi±ω)t té mòdul 1 , per la qua l cosa el
numera dor de C± està fita t per ± 2 :

∣∣∣ei(ωfi±ω)t1 − 1
∣∣∣ ≤ 2

En el denomina dor, ta nt ωfi com ω prenen va lors que va n des dels 1 0 8 ra d/ s
de les freqüències més ba ixes utilitza des en ressonà ncia ma g nètica nuclea r fins
a va lors de 1 0 20ra d/ s en espectroscòpia Mössba uer. Per ta nt, els quocients C±
sera n neg lig ibles a no ser que el seu denomina dor sig ui proper a zero. Si Ef >
Ei, ωfi serà positiva (eq. 7 .7 1 ) i, com que la freqüència de la ra dia ció és sempre
positiva , el quocient C+ serà sempre neg lig ible. Per contra , C− presenta rà una
indetermina ció del tipus 0

0 qua n ω tendeix a ωfi que, un cop resolta mitja nça nt
la reg la de l’Hôpita l, condueix a un va lor ĺımit no menysprea ble:

lim
ω→ωfi

ei(ωfi−ω)t1 − 1

ωfi − ω
= lim

ω→ωfi

−it1ei(ωfi−ω)t1

−1
= it1 (7 .8 5 )

I, viceversa , si Ef < Ei, ωfi serà neg a tiva i podrem neg lig ir C− en front
de C+, que tendeix a it1 qua n ω s’a costa a −ωfi = |ωfi|. En el primer ca s
(Ef > Ei),32

Pt1(Ef ) ≡ P (f ← i) =
F2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2

4 !2

∣∣∣∣
ei(ωfi−ω)t1 − 1

ωfi − ω

∣∣∣∣
2

=
F2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2

4 !2

(
e−i(ωfi−ω)t1 − 1

ωfi − ω

) (
ei(ωfi−ω)t1 − 1

ωfi − ω

)

=
F2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2

4 !2

1 − e−i(ωfi−ω)t1 − ei(ωfi−ω)t1 + 1

(ωfi − ω)2

Com que e−iα + eiα = 2 cosα (eq. (A.1 1 ), pá g . 2 6 7 ),

P (f ← i) =
F2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2

4 !2

2 − 2 cos(ωfi − ω)t1

(ωfi − ω)2

i, si tenim en compte la rela ció 1 − cosα = 2 sin2(α/2 ) (eq. (D.1 ), pà g . 2 7 7 ),

P (f ← i) =
F2

!2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2 sin2[(ωsi − ω)t1/2 ]

(ωfi − ω)2
(Ef > Ei, ona PML)

(7 .8 6 )

32Lanotació que utilitzarem d’araendavant per assenyalar les transicions s’ajustaalarecoma-
nació de laIUPAC d’escriure primer l’estat d’energ iamés g ran i després el d’energ iamés petita,
separats per unafletxaque assenyalaladirecció de latransició. Ax́ı doncs, P (f ← i) represen-
tarà laprobabilitat de transició d’un estat i aun altre d’energ iasuperior f, i P (i → f) serà la
probabilitat de transició d’un estat i aun altre d’energ ı́ainferior f. Amb lafinalitat de simplificar
lanotació ometrem laindicació del temps d’interacció t1 en laprobabilitat de transició.
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Ψ(x; t) que descriu el sistema a l’interval (0 , t1). Aquesta funció conté tota la
informació f́ısica sobre el sistema (primer postulat) i, en particular, ens permetrà
saber quins valors podrem obtenir si mesurem l’energ ia i amb quines probabilitats
(tercer postulat). Ja hem vist que a partir de t1 el sistema torna a ser conservatiu
(fig . 7 .7 ) però, a diferència del que succëıa abans del peŕıode d’interacció, l’estat
del sistema ja no serà en g eneral, estacionari, perquè en el desenvolupament (7 .6 4 )
hi poden participar estats amb diferents energ ies. La probabilitat que s’obting ui

un valor propi Ef de Ĥ0, en mesurar l’energ ia del sistema a t1ve determinada per
l’eq. (2 .7 4 ), la qual, per aEf no degenerat, es redueix a (veg eu l’eq. (7 .6 6 )):31

Pt1(Ef ) = |afi(t1)|2=
∣∣∣cfi(t1) e−iEf t1/!

∣∣∣
2

= |cfi(t1)|2 (Ef no deg enerat)

(7 .8 2 )

Suposem que efectuem tal mesura i obtenim un valor Ef diferent de l’energ ia inicial
Ei. El quart postulat afirma que, immediatament després, el sistema quedarà a
l’estat propi de l’hamiltonià amb energ ia Ef (fig . 7 .7 ), la qual cosa indica que
s’haurà prodüıt un intercanvi energ ètic entre la molècula i la radiació per efecte
de la interacció que ha existit durant l’interval (0 , t1). Direm, per tant, que s’ha
prodüıt una transició radiativaentre ambdós estats (Φi → Φf ) i ens referirem a
(7 .8 2 ) com la probabilitat de transició des de l’estat Φi a l’estat Φf o des del nivell
Ei al Ef . La probabilitat de transició des de l’estat Φi a un nivell Ef deg enerat
s’obtindrà en sumar les probabilitats de transició (7 .8 2 ) per a cadascun dels estats
Φf,1, . . .Φf,df que corresponen al nivell esmentat (eq. 2 .7 4 ):

Pt1(Ef ) =

df∑

j=1

∣∣a(f,j) i(t1)
∣∣2=

df∑

j=1

∣∣c(f,j) i(t1)
∣∣2 (Ef deg enerat) (7 .8 3 )

Els coeficients que determinen aquesta probabilitat es calcularien de la mateixa
manera que en el cas no deg enerat, al qual ens cenyirem a partir d’ara a fi i efecte
que la notació sig ui el més senzilla possible.

Anomenem espectre al reg istre experimental de les transicions radiatives que
tenen lloc en una mostra formada per moltes molècules. Si les interaccions entre
aquestes no jug uen un paper important, podrem deduir la forma d’un espectre a
partir de les probabilitats de les transicions que pot experimentar cada molècula
de la mostra. Substituirem l’aproximació de primer ordre als coeficients cfi(t1)
per al cas d’una ona PML (eq. 7 .7 9 ) en l’eq. (7 .8 2 ):

Pt1 (Ef ) =
F2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2

4 !2

∣∣∣∣
ei(ωfi+ω)t1 −1

ωfi + ω
+

ei(ωfi−ω)t1 −1

ωfi −ω

∣∣∣∣
2

(ona PML)

(7 .8 4 )

Anem a veure que, en aquesta expressió, un dels quocients

C± ≡ ei(ωfi±ω)t1 −1

ωfi ± ω

31A partir de l’instant t1 aquestaprobabilitat es manté constant, atès que el sistematornaa
ser conservatiu i l’eq. (7 .6 6 ) es redueix ala(7 .6 5 ).
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Fig ura 7 .8 : Proba bilita t d’una tra nsició ra dia tiva en funció de la freqüència de la
ra dia ció per a un temps d’intera cció t1 i ωfi > 0 .

La representa ció de P (f ← i) en front de ω (fig . 7 .8 ) presenta , ta l i com ha v́ıem
a nticipa t, un mà xim pronuncia t i estret a ωfi i deca u rà pida ment qua n ω s’a llunya
de ωfi (exercici 7 .1 5 ). Per ta nt, si Ef > Ei la proba bilita t de la tra nsicióΦf ← Φi

serà molt petita a no ser que ω ≈ωfi, és a dir,

Ef −Ei ≈!ω (Ef > Ei) (7 .8 7 )

De la ma teixa ma nera s’obté, per a Ef < Ei (exercici 7 .1 4 ),

P (i → f) =
F 2

!2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2 sin2 [(ωsi + ω)t1/2 ]

(ωfi + ω)2
(Ef < Ei, ona PML)

(7 .8 8 )

y la proba bilita t de la tra nsició Φi → Φf serà neg lig ible a no ser que ω ≈−ωfi,
és a dir,

Ei −Ef ≈!ω (Ef < Ei) (7 .8 9 )

Exercici 7.14
✍Dedüıu les eqs. (7 .8 8 ) i (7 .8 9 ) pa rtint de l’eq. (7 .8 4 ) a mb Ef < Ei.

En el ca s Ef > Ei la tra nsició implica un g ua ny de l’energ ia !ω per pa rt de la
molècula , i direm que a questa ha absorbit un quantum d’energ ia electroma g nètica

P(f i)

!

Ei

Ef

Ef

Ei

  

(a) (b)

⇥(x; t) =
�

k

ak(t) �k(x)

• Si  Ef > Ei
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Fig ura 7 .8 : Proba bilita t d’una tra nsició ra dia tiva en funció de la freqüència de la
ra dia ció per a un temps d’intera cció t1 i ωfi > 0 .

La representa ció de P (f ← i) en front de ω (fig . 7 .8 ) presenta , ta l i com ha v́ıem
a nticipa t, un mà xim pronuncia t i estret a ωfi i deca u rà pida ment qua n ω s’a llunya
de ωfi (exercici 7 .1 5 ). Per ta nt, si Ef > Ei la proba bilita t de la tra nsicióΦf ← Φi

serà molt petita a no ser que ω ≈ωfi, és a dir,

Ef −Ei ≈!ω (Ef > Ei) (7 .8 7 )

De la ma teixa ma nera s’obté, per a Ef < Ei (exercici 7 .1 4 ),

P (i → f) =
F 2

!2

∣∣∣
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2 sin2 [(ωsi + ω)t1/2 ]

(ωfi + ω)2
(Ef < Ei, ona PML)

(7 .8 8 )

y la proba bilita t de la tra nsició Φi → Φf serà neg lig ible a no ser que ω ≈−ωfi,
és a dir,

Ei −Ef ≈!ω (Ef < Ei) (7 .8 9 )

Exercici 7.14
✍Dedüıu les eqs. (7 .8 8 ) i (7 .8 9 ) pa rtint de l’eq. (7 .8 4 ) a mb Ef < Ei.

En el ca s Ef > Ei la tra nsició implica un g ua ny de l’energ ia !ω per pa rt de la
molècula , i direm que a questa ha absorbit un quantum d’energ ia electroma g nètica

Ei

Ef

Ef

Ei

  

(a) (b)
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o d’una emissió ho indica rem mitja nça nt una doble fletxa : Φs ↔ Φi:

P (s ↔ i) =
F 2

!2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉∣∣∣
2 sin2 [(ωsi −ω)t1/2 ]

(ωsi −ω)2
(Es > Ei, ona PML)

(7 .9 3 )

A mesura que a ug menta el temps d’intera cció, el mà xim que presenta P (s ↔ i)
a ω = ωsi creix i s’estreny (fig . 7 .8 i exercici 7 .1 5 a ), per la qua l cosa , en el ĺımit
t1 → ∞, la rela ció (7 .9 2 ) es complirà estricta ment; és a dir, només podrà a bsorbir-
se o emetre’s ra dia ció de freqüència ωsi. Les condicions experimenta ls que es donen
a la ma joria de les tècniques espectroscòpiques s’a proximen molt a a questa situa ció
ĺımit però, per a temps d’intera cció molt curts l’a mpla da de la corba P (s ↔ i) en
funció de ω deixa de ser menysprea ble i poden detecta r-se tra nsicions a freqüències
sensiblement diferents de ωsi. Aquestes són les condicions en què treba lla la RMN
de polsos (irra dia cions de curta dura da i eleva da intensita t), que serà considera da
a la secció 7 .1 3 (veg eu ta mbé l’exercici 7 .5 2 , pà g . 8 4 2 ), i poden a rriba r a dona r-se
a l visible (i zones properes) si es fa n servir com a fonts de ra dia ció là sers polsa nts
(veg eu l’a pa rta t 7 .1 0 .1 i l’exercici 7 .1 5 c i d).

Exercici 7.15
✍Considereu la funció:

f(ω) =
sin2 [(ωsi −ω)t1/2 ]

(ωsi −ω)2
(7 .9 4 )

a ) Demostreu que f(ω) s’a nul·la per a ω = ωsi +(n2 π/t1 ), a mb n = ±1 , ±2 , . . . ,
i que tendeix a l va lor (t1/2 )2 qua n ω → ωsi.
b) Demostreu que f(ω) presenta extrems per a va lors de ω ta ls que (ωsi−ω)t1/2 =
ta n [(ωsi −ω)t1/2 ] (a més dels zeros troba ts a l’a pa rta t a ) i en ω = ωsi). Els va lors
esmenta ts de ω poden determina r-se empra nt el mètode de Newton-Ra pson per
obtenir els zeros de la funció x−ta n x, la qua l cosa condueix a l seg üent resulta t:

(ωsi −ω)t1
2

= ±1 , 4 3 π, ±2 , 4 6 π, ±3 , 4 7 π, . . . (7 .9 5 )

Ca da scun d’a quests va lors es troba entre dos zeros consecutius de la funció posi-
tiva f(ω) ( (ωsi−ω)t1

2 = ±π, ±2 π, ±3 π, . . . ) i, en conseqüència , ha de correspondre
a un mà xim d’a questa funció. El ma teix pa ssa a mb ω = ωsi, que es troba entre
els dos zeros més propers a ωsi. Comproveu que, si a nomenem ω±1 , ω±2 , ω±3 ,
. . . a ls va lors de ω en la sèrie (7 .9 5 ), es compleix:

f(ω±1 )

f(ωsi)
=

sin2 1 , 4 3 π

(1 , 4 3 π)2
= 0 , 0 4 7

f(ω±2 )

f(ωsi)
= 0 , 0 1 6

f(ω±3 )

f(ωsi)
= 0 , 0 0 8 . . .
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Tema 1

Radiació policromàtica
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7 6 6 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

Com que l’integ ra nd d’a questa expressió conté un quocient que tendeix rà pida -
ment a zero qua n ω s’a pa rta del va lor positiu ωsi, podem substituir u(ω) per
u(ωsi) i estendre el ĺımit inferior de la integ ra l fins a −∞. Això permet empra r
el resulta t (veg eu l’eq. (F.9 ), pà g . 2 8 3 )

∫ ∞

−∞

sin2 ax

x2
dx =

∫ ∞

−∞

sin2 a(−x)

(−x)2
dx = 2

∫ ∞

0

sin2 ax

x2
dx = πa

per ta l de resoldre la integ ra l:37

P (s ↔ i) =
2

!2ε0

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣ŴΦi

〉∣∣∣
2
u(ωsi)

∫ ∞

−∞

sin2 [(ωsi − ω)t1/2 ]

(ωsi − ω)2
d(ω − ωsi)

=
πt1
!2ε0

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣ŴΦi

〉∣∣∣
2
u(ωsi)

Introduint, fina lment, la definició (7 .7 7 ) de Ŵ s’obté:

P (s ↔ i) =
πt1
!2ε0

∣∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉
+

1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉∣∣∣∣
2

u(ωsi) (ona PL) (7 .9 9 )

Si es treba lla en unita ts de freqüència no a ng ula r (més usua ls a la prà ctica
espectroscòpica ) s’ha de substituir u(ω) per la densita t d’energ ia per unita t de
freqüència u(ν), la rela ció de la qua l a mb u(ω) és immedia ta (veg eu les eqs.
(7 .9 8 ) i (7 .8 )):

u(ν) ≡ dρ̄E

dν
=

dρ̄E

dω

dω

dν
= 2 πu(ω)

Si a ı̈llem u(ω) i substituim en l’eq. (7 .9 9 ), a rribem a l resulta t:

P (s ↔ i) =
t1

2 !2ε0

∣∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉
+

1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉∣∣∣∣
2

u(νsi) (ona PL)

(7 .1 0 0 )

on

νsi ≡
ωsi

2 π
=

Es − Ei

h
(7 .1 0 1 )

37Aquesta aproximació introdueix molt poc error si el temps d’interacció és suficientment
llarg (veg eu l’exercici 7 .1 5 ), la qual cosa sembla que entra en contradicció amb la hipòtesi de
partidadel mètode pertorbacional: els temps d’interacció han de ser suficientment curts perquè
els coeficients cfi(t1) s’apartin poc dels seus valors inicials (eq. 7 .7 3 ). Nog ensmenys, es pot
comprovar que ambdues condicions es compleixen simultàniament en lamajoriade les tècniques
espectroscòpiques. Laprincipal excepció laconstitueix laRMN de polsos, en laqual els coeficients
pateixen canvis massa importants com perquè hom pug ui descriure el fenomen mitjançant el
mètode de pertorbacions depenents del temps (apartat 7 .1 3 .2 ).
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7 . Matèria i radiació 7 6 5

c) D’a cord a mb els resulta ts de l’a pa rta t a ), les coordena des dels zeros de f(ω)
rela tives a l mà xim a bsolut ωsi són ω −ωsi = n2 π/t1 o, en unita ts de freqüència ,
ν − νsi = n/t1. El va lor de ν − νsi per a l primer zero (n = 1 ) és una me-
sura de l’a mpla da de la corba f(ν). Ca lculeu a questa a mpla da per a un temps
d’intera cció de 1 0 µs, t́ıpic dels polsos que s’empren en RMN i dels là sers de pol-
sos curts. Comproveu que l’a mpla da de f és g ra n en compa ra ció a mb l’interva l
de freqüències que comprèn un espectre de RMN de protó obting ut empra nt ra di-
a ció de 5 0 0 MHz, que és d’uns 7 kHz; a ixò fa que la funció f pug ui considera r-se
consta nt a l lla rg de l’espectre. Els espectres visibles, en ca nvi, a ba sten interva ls
de freqüències molt més g ra ns que l’a mpla da de f ; a ix́ı l’espectre visible del I2
(fig . 7 .3 8 ) va des de uns 4 6 0 fins a 6 0 0 THz, és a dir, un interva l d’uns 1 4 0 THz.
d) Repetiu el cà lcul de l’a pa rta t a nterior per a un temps d’intera cció d’1 s, que
pot considera r-se representa tiu de la RMN d’ona cont́ınua (secció 7 .1 3 ) i d’un
là ser de pols lla rg , i comproveu que l’a mpla da de f és petita respecte de l’interva l
de freqüències en els dos tipus d’espectres considera ts.
Resultats : c) 1 0 0 kHz; d) 1 Hz.

Radiacío policromàtica

La ma joria de les fonts de ra dia ció no són monocromà tiques i, per ta nt, ha urem
d’estendre a a quests ca sos l’expressió (7 .9 3 ) per a la proba bilita t de tra nsició.

✏ Aquesta és proporciona l a F 2 que, a l seu torn, és proporciona l a la densita t
d’energ ia mitja na que tra nsporta l’ona electroma g nètica (eq. (A.1 7 ), pà g .
1 2 0 9 ):

ρ̄E =
1

2
ε0F

2 (ona PML) (7 .9 6 )

Expressa nt F 2 en funció de ρ̄E , l’eq. (7 .9 3 ) a dopta la forma :

P (s ↔ i) =
2

!2ε0
ρ̄E

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣ŴΦi

〉∣∣∣
2 sin2 [(ωsi − ω)t1/2 ]

(ωsi − ω)2
(ona PML)

(7 .9 7 )

Per ta l d’estendre a questa expressió a una font de ra dia ció no monocromà tica ,
pola ritza da seg ons l’eix x i que es propa g ui seg ons l’eix z (ona PL) només
ca ldrà substituir la densita t d’energ ia ra dia nt ρ̄E per la densita t d’energ ia que
correspon a la ra dia ció a mb freqüència a ng ula r compresa en un interva l dω
centra t en ω:

dρ̄E

dω
dω = u(ω)dω (7 .9 8 )

—on u(ω) és la densitat d’energia per unitat de freqüència angular (energ ia
per unita t de volum i unita t de freqüència a ng ula r)— i integ ra r sobre ω:

P (s ↔ i) =
2

!2ε0

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣ŴΦi

〉∣∣∣
2
∫ ∞

0

sin2 [(ωsi − ω)t1/2 ]

(ωsi − ω)2
u(ω)dω
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ïın

am
b

el
tem

ps
;a

ix́ı
do

nc
s,

pe
ra

un
ins

ta
nt

t∈
(0

,t 1
),

tin
dr

em
:

Ψ(
x;

t)
=

∑ k

a k
i(t

)Φ
k(

x)
t∈

(0
,t 1

)
(7

.64
)

on
s’h

a
inc

lòs
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de

la
fu

nc
ió
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ió
no

és
mo

lt
int

en
sa

,e
lc

an
vi

de
no

ta
ció
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ió
d’

aq
ue

sta
no

és
ap

lic
ab

le
al

pr
ob

lem
a

qu
e

ar
a

es
te

m
ab

or
da

nt
.

En
efe

ct
e,

aq
ue

lla
de

du
cc

ió
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Tema 1

Exemple: oscil. harm. monodim.
• Transició  1 ↔ 0: 
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✐
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✐

✐

✐

7 6 8 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

direm que la transició està permesaper dipol elèctric (o que es tracta d’una tran-
sició per dipol elèctric o dipolar elèctrica) i, en cas contrari, direm que està prohi-
bidaper dipol elèctric. De la mateixa manera, si

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉
̸= 0 (7 .1 0 6 )

direm que la transició està permesa per dipol magnètic i, en cas contrari, direm
que està prohibida per dipol magnètic. La contribució del moment mag nètic a la
probabilitat d’una transició és, normalment, petita en front de la de l’elèctric (eq.
7 .3 2 ); per tant, si una transició està permesa per dipol elèctric podrem neg lig ir,
en la majoria de casos, el terme mag nètic:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈

〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉

Aquest és el cas, per exemple, de les transicions que orig inen els espectres d’absorció
i d’emissió atòmics i els moleculars rotacional, vibracional i electrònic. Contrària-
ment, les transicions que donen lloc als espectres de ressonància mag nètica nuclear
i ressonància de spin electrònic estan prohibides per dipol elèctric i permeses per
dipol mag nètic (són transicions per dipol magnètic o dipolars magnètiques), de
manera que:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈ 1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉

☞ Considerem un oscil·lador harmònic unidimensional amb massa m, càrreg a
elèctrica q i constant de força k que es mou al llarg de l’eix x. Si, estant en el
seu estat fonamental Φ0, és irradiat mitjançant una ona PML de freqüència
ν10 = 1

2π

√
k/m polaritzada seg ons la direcció de l’eix x, podrà produir-se la

transició de Φ0 a Φ1 per dipol elèctric si:
〈
Φ1

∣∣∣d̂xΦ0

〉
̸= 0

ja que, seg ons les eqs. (3 .2 6 ) i (3 .1 8 ), es compleix la condició de conservació
de l’energ ia (eq. 7 .9 2 ):

E1 − E0 = hν10 (7 .1 0 7 )

La integ ral de l’equació anterior pot resoldre’s introduint les expressions de
Φ1(x) (eq. 3 .3 0 ) i Φ0(x) (eq. 3 .2 9 ) i emprant l’eq. (F.5 ) (pàg . 2 8 3 ):

∫ ∞

−∞
Φ∗

1(x) qxΦ0(x) dx =

∫ ∞

−∞

(
4 α3

π

)1/4

xe−αx2/2 qx
(α

π

)1/4
e−αx2/2 dx

=

(
2 α2

π

)1/2

2 q

∫ ∞

0
x2e−αx2

dx =
q√
2 α

̸= 0 (7 .1 0 8 )

La conclusió és, doncs, que la transició Φ1 ← Φ0 està permesa per dipol
elèctric, i la seva probabilitat podrà determinar-se introduint el resultat ante-
rior en l’eq. (7 .1 0 0 ).
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elèctrica q i constant de força k que es mou al llarg de l’eix x. Si, estant en el
seu estat fonamental Φ0, és irradiat mitjançant una ona PML de freqüència
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〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi
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Si la freqüència de la radiació fos 2 ν10 podŕıem esperar que fóra possible la
transició Φ2 ← Φ0 , atès que E2 −E0 = 2 ν10 . Tanmateix, aquesta transició
estàprohibidaper dipol elèctric:

〈
Φ2

∣∣∣d̂xΦ0

〉
=

∫ ∞

−∞
Φ∗

2 (x) qxΦ0 (x) dx = 0 (7 .1 0 9 )

a causa de que l’integ rand és una funció senar de x: Φ0 i Φ2 són parells
(veg eu l’eq. (3 .3 1 )) i qx és senar. Per tant, la sevaprobabilitat serà nul·lao
molt petita (podria rebre contribucions d’altres termes del desenvolupament
multipolar o d’ordres pertorbacionals superiors).

Lainterpretació f́ısicadels resultats anteriors és senzilla. Com que latransició
Φ1 ← Φ0 estàpermesa, lairradiació produiràun aug ment del coeficient c10 (t)
de Φ1 (x) (inicialment nul) acompanyat de la disminució del coeficient c00 (t)
de Φ1 (x) (inicialment ig ual alaunitat) necessàriaper mantenir normalitzada
lafunció d’ona(eq. 7 .6 7 ):39

Ψ(x; t) = c00 (t) e−iE0t/! Φ0 (x) + c10 (t) e−iE1t/! Φ1 (x) t ∈ (0 , t1 )

Calculem el valor esperat del component x del moment dipolar elèctric per a
aquestafunció d’ona:

⟨dx⟩ (t) =
〈
Ψ(x; t)|d̂xΨ(x; t)

〉

=
〈
c00 (t)e

−iE0t/!Φ0 (x) + c10 (t)e
−iE1t/!Φ1 (x)

∣∣∣qx
[
c00 (t)e

−iE0t/!Φ0 (x) + c10 (t)e
−iE1t/!Φ1 (x)

]〉

=q
{

c00 (t)
∗c00 (t) ⟨Φ0 (x)|xΦ0 (x)⟩ + c00 (t)

∗c10 (t)e
i(E0−E1)t/! ⟨Φ0 (x)|xΦ1 (x)⟩

+c10 (t)
∗c00 (t)e

i(E1−E0)t/! ⟨Φ1 (x)|xΦ0 (x)⟩ + c10 (t)
∗c10 (t) ⟨Φ1 (x)|xΦ1 (x)⟩

}

Els valors esperats de x en els estats Φ0 i Φ1 s’anul·len perquè són integ rals
amb integ rand senar i ĺımits simètrics respecte de l’orig en (veg eu les pàg s. 7 7
i 7 8 ), i els productes creuats jahan estat calculats (eq. 7 .1 0 8 ), de maneraque,
tenint en compte que l’últim terme és complex conjug at de l’anterior (veg eu
l’eq. (A.9 ), pàg . 2 6 7 ):

⟨dx⟩ (t) =
q√
2 α

2 Re
[
c00 (t)

∗c10 (t)e
i(E0−E1)t/!

]

El coeficient c10 (t) pot obtenirse apartir de les eqs. (7 .7 9 ) i (7 .8 5 ):

cfi(t) = i
F

〈
Φf

∣∣∣d̂xΦi

〉

2 !
t per aω = ωfi (7 .1 1 0 )

39Hem prescindit del supeŕındex (1 ) que indical’ordre pertorbacional.

1/!10
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x
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Tema 1

Exemple: oscil. harm. monodim.

• Transició  2 ↔ 1: 
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una transferència energ ètica important. Això s’explica fàcilment calculant
⟨dx⟩ (t) per aunafunció d’onadel tipus:

Ψ(x; t) = c00(t) e−iE0t/! Φ0(x) + c20(t) e−iE2t/! Φ2(x)

Com que Φ0 i Φ2 són funcions parelles, ⟨Φ0(x)|xΦ2(x)⟩ = ⟨Φ2(x)|xΦ0(x)⟩ = 0
i ⟨dx⟩ s’anul·laen tot moment; és adir, les oscil·lacions de lacàrreg aq en un
estat no estacionari combinació lineal de Φ0 i Φ2 no produeixen un moment
dipolar elèctric que pug ui interaccionar amb el camp elèctric de la radiació
i absorbir energ ia d’aquesta. Es fàcil comprovar que aquestes oscil·lacions
produeixen un moment quadrupolar elèctric oscil·lant que interaccionaràamb
el g radient del camp elèctric, de maneraque latransició estaràpermesaper
quadrupol elèctric. Per tant, es produirà una certa transferènciaenerg ètica
entre matèriai radiació, encaraque menys intensaque en el cas de latransició
permesaper dipol elèctric Φ1← Φ0.

Un estudi paral·lel a l’anterior pot ser aplicat a les transicions per dipol
mag nètic (veg eu els exercicis 7 .1 8 i 7 .1 9 ).

Exercici 7.17
Indiqueu si estaràpermesaper dipol elèctric latransició entre el primer i el seg on
estats excitats d’un oscil· lador harmònic unidimensional carreg at que es mou
seg ons ladirecció de l’eix x, irradiat mitjançant unaonaplanapolaritzadaseg ons
ladirecció d’aquest mateix eix. Indiqueu també la freqüènciaque correspon a
l’esmentada transició expressadaen funció de la massa, càrreg a i constant de
forçade l’oscil·lador.
Resultat: Śı; 1

2π

√
k/m.

Exercici 7.18
✍Un àtom d’hidrog en que es trobaal’estat 1 sα és irradiat mitjançant unaona
planapolaritzadaseg ons ladirecció de l’eix z i que avançaseg ons lade l’eix y
(camp mag nètic dirig it seg ons l’eix x).
a) Indiqueu si estàpermesaper dipol elèctric i/ o per dipol mag nètic latransició
al’estat 2 pzα. Suggeriments : Prescindiu dels efectes relativistes. En el càlcul de
lainteg ral del moment mag nètic empreu les eqs. (4 .1 9 ) i (4 .2 0 ) per expressar l̂x
o ŝx en funció de l̂+ i l̂− o ŝ+ i ŝ− i poder usar l’eq. (4 .3 2 ).
b) Determineu lafreqüènciaque correspon alatransició i indiqueu en quinazona
de l’espectre electromag nètic se situa. ¿Quina tècnica espectroscòpica estudia
aquest tipus de transicions?
c) Determineu ⟨dz⟩ i ⟨µx⟩ en funció de t prenent l’expressió de primer ordre per
al coeficient de lafunció 2 pzα (eq. (7 .1 1 0 ) amb dx substitüıt per dz o per µx/c)
i aproximant el coeficient de la 1 sα per launitat. Interpreteu els resultats de
l’apartat a) en funció de les expressions obting udes.

• Transició  2 ↔ 0: 
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Si la freqüència de la radiació fos 2 ν10 podŕıem esperar que fóra possible la
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〈
Φ2

∣∣∣d̂xΦ0

〉
=

∫ ∞

−∞
Φ∗

2 (x) qxΦ0 (x) dx = 0 (7 .1 0 9 )

a causa de que l’integ rand és una funció senar de x: Φ0 i Φ2 són parells
(veg eu l’eq. (3 .3 1 )) i qx és senar. Per tant, la sevaprobabilitat serà nul·lao
molt petita (podria rebre contribucions d’altres termes del desenvolupament
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Φ1 ← Φ0 estàpermesa, lairradiació produiràun aug ment del coeficient c10 (t)
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aquestafunció d’ona:
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⟨dx⟩ (t) =
q√
2 α

2 Re
[
c00 (t)

∗c10 (t)e
i(E0−E1)t/!

]

El coeficient c10 (t) pot obtenirse apartir de les eqs. (7 .7 9 ) i (7 .8 5 ):

cfi(t) = i
F

〈
Φf

∣∣∣d̂xΦi

〉

2 !
t per aω = ωfi (7 .1 1 0 )

39Hem prescindit del supeŕındex (1 ) que indical’ordre pertorbacional.
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= a sin(n′ − n′′)π +
a

(n′ − n′′)π

[
cos

(n′ − n′′)πx

a

]a

0

=
a

(n′ − n′′)π
[cos(n′ − n′′)π − 1 ]

Aquesta expressió s’a nul·la qua n la diferència n′ − n′′ és un nombre pa rell,

però no ho fa si és sena r. La seg ona pa rt de la integ ra l (
∫ a
0 x cos (n′+n′′)πx

a dx)
momés difereix de la primera en la substitució de n′ − n′′ per n′ + n′′, de
ma nera que no s’a nul·la rà si n′ + n′′ és sena r. Però les condicions “n′ − n′′

sena r” i “n′ + n′′ sena r” són equiva lents, de ma nera que podem esta blir la
seg üent reg la de selecció per a tra nsicions per dipol elèctric entre nivells de la
ca ixa de potencia l:

∆n = sena r (7 .1 1 2 )

☞ Anà log a ment, es pot demostra r, fent servir certes propieta ts dels polinomis
d’Hermite que intervenen en l’expressió g enera l de les funcions d’ona esta -
cionà ries d’un oscil·la dor (eqs. (3 .2 7 ) i (3 .2 8 )), que:

⟨Φn′ |qxΦn′′ ⟩ =

√
n′′

2 α
δn′,n′′− 1+

√
n′′ + 1

2 α
δn′,n′′+1 (7 .1 1 3 )

(veg eu [Levine II] eq. (3 .6 1 )). Aquesta integ ra l s’a nul·la a no ser que els
nombres quà ntics n′ i n′′ difereixin en una unita t; per ta nt, la reg la de selecció
per a tra nsicions per dipol elèctric entre els esta ts esta ciona ris d’a quest sistema
és:

∆n = ± 1 (7 .1 1 4 )

Exercici 7.20
Demostreu que, per a una pa rt́ıcula a mb moviment restring it a un eix (x) l’energ ia
potencia l de la qua l és una funció pa rella de x, les tra nsicions entre esta ts a mb
la ma teixa pa rita t esta n prohibides per dipol elèctric (regla de Laporte).

Exercici 7.21
Per a un à tom d’hidrog en, demostreu que la reg la de selecció que determina
els ca nvis permesos en el nombre quà ntic m en tra nsicions per dipol elèctric
prodüıdes per una ona PML a mb direcció de pola ritza ció z és ∆m = 0 . Suggeri-
ment : Prescindiu del spin electrònic i expresseu els esta ts esta ciona ris de l’à tom
en la forma φnlm = Rnl(r)Slm(θ)(2 π)− 1/2eimϕ (eqs. (3 .8 2 ) i (3 .8 5 )).
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cionà ries d’un oscil·la dor (eqs. (3 .2 7 ) i (3 .2 8 )), que:

⟨Φn′ |qxΦn′′ ⟩ =

√
n′′

2 α
δn′,n′′− 1+

√
n′′ + 1

2 α
δn′,n′′+1 (7 .1 1 3 )

(veg eu [Levine II] eq. (3 .6 1 )). Aquesta integ ra l s’a nul·la a no ser que els
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potencia l de la qua l és una funció pa rella de x, les tra nsicions entre esta ts a mb
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Exercici 7.21
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Suggeriment: Llegiu el paràgraf que precedeix l’execici 3.14 (pàg. 150).
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7 7 4 7 .4 . Tractament quàntic de la interacció

Radiacío isòtropa

Lamajoriade les fonts de radiació produeixen ones no polaritzades, amb un camp
elèctric que evolucionade maneradesordenadaen un plaperpendicular aladirecció
de propag ació, laqual, al seu torn, pot canviar en l’espai i en el temps (front no
pla). En un cas com aquest, laprobabilitat de transició pot rebre contribucions
dels tres components cartesians dels camps elèctric i mag nètic. La contribució
total del camp elèctric pot expressar-se com a suma de tres termes anàleg s als
dedüıts per aones PL (eq. 7 .1 0 0 ):

P (s ↔ i) = t1
2!2ε0

{∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉∣∣∣
2
ux(νsi)

+
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂yΦi

〉∣∣∣
2
uy(νsi)

+
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂zΦi

〉∣∣∣
2
uz(νsi)

}

⎧
⎨

⎩

transició per
dipol elèctric,
onaarbitrària

(7 .1 1 5 )

on ux(ν), uy(ν) i uz(ν) són densitats d’energ iaper unitat de freqüènciaassociades
als components x, y, z del camp elèctric. Ladensitat d’energ iatotal de laradiació
és lasumad’aquestes densitats parcials:

u(ν) = ux(ν) + uy(ν) + uz(ν)

i, per al cas d’unaradiació isòtropa (tal que laradiació que rep cadamolèculaes
distribueix uniformement sobre totes les direccions de l’espai i no estàpolaritzada):

ux(ν) = uy(ν) = uz(ν) =
1

3
u(ν) (7 .1 1 6 )

de formaque:

P (s ↔ i) =
t1

6 !2ε0

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

u(νsi)

⎧
⎨

⎩

transició per dipol elèctric,
radiació isòtropao
molèculaen rotació

(7 .1 1 7 )

amb
∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

=

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∗

·
〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉

=
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉∣∣∣
2

+
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂yΦi

〉∣∣∣
2

+
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣d̂zΦi

〉∣∣∣
2

Unafont de radiació isòtropaés poc comú, però laradiació que reben les molècules
d’unamostraflüıda(ĺıquidao g asosa) pot considerar-se isòtropaalamajoriadels
efectes, atès que el moviment continu de les molècules faque canvïı ràpidament la
sevaorientació respecte de la font.41 D’acord amb l’eq (7 .1 1 7 ), només farà falta

41Un procediment més rig orós que el que hem exposa t a qúı per mitja na r la proba bilita t de
tra nsició respecte de les rota cions molecula rs pot troba r-se en la referència [Cra ig ] §4 .7 .
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que un dels components del vector

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
sig ui diferent de zero perquè la

transició estig ui permesa per dipol elèctric:
〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉
̸= 0 i/ o

〈
Φs

∣∣∣d̂yΦi

〉
̸= 0 i/ o

〈
Φs

∣∣∣d̂zΦi

〉
̸= 0 (7 .1 1 8 )

Tot i que aquest vector no representacap propietat mesurable directament (no és
cap valor esperat), se l’anomenamoment dipolar elèctric de la transició. Anàlog ament,
unatransició estaràpermesa per dipol magnètic si no s’anul·laalg un dels compo-

nents del moment dipolar magnètic de la transició
(〈

Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
:

⟨Φs |µ̂xΦi ⟩ ≠ 0 i/ o
〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉
̸= 0 i/ o ⟨Φs |µ̂zΦi ⟩ ≠ 0 (7 .1 1 9 )

i, si estàprohibidaper dipol elèctric, lasevaprobabilitat per aunafont de radiació
isòtropas’obtindràeliminant el terme dipolar elèctric de l’eq. (7 .1 0 0 ) i aplicant-li
el mateix tractament que ens hacondüıt al’eq. (7 .1 1 7 ):

P (s ↔ i) =
t1

6 !2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2
u(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol mag nètic,
radiació isòtropao
molèculaen rotació

(7 .1 2 0 )

amb
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2

= |⟨Φs |µ̂xΦi ⟩|2 +
∣∣〈Φs

∣∣µ̂yΦi

〉∣∣2 + |⟨Φs |µ̂zΦi ⟩|2

L’explicació d’alg uns fenòmens espectroscòpics, com l’activitat òptica que presen-
ten les molècules quirals, requereix la inclusió dels termes elèctric i mag nètic si-
multàniament, com veurem alasecció 7 .1 2 .

Exercici 7.22
a) Indiqueu si estan permeses per dipol elèctric les transicions Φ110 ↔ Φ000 i
Φ010 ↔ Φ000 per a una part́ıcula carreg ada de massa m sotmesa a l’energ ia
potencial harmònica V (x, y, z) = 1

2kxx2 + 1
2kyy2 + 1

2kzz2 irradiada mitjançant
radiació isòtropa(veg eu l’exercici 3 .7 , pàg . 1 3 4 ).
b) Determineu lafreqüènciade les transicions permeses de l’apartat a).

Resultats : a) Laprimerano i laseg onaśı; b) 1
2π

√
ky

m .

Exercici 7.23
Dedüıu lareg lade selecció ∆m = 0 , ± 1 per atransicions per dipol elèctric en un
àtom d’hidrog en sotmès aradiació isòtropa. Suggeriments : Ting ueu en compte
les indicacions i el resultat de l’exercici 7 .2 1 . Expresseu les variables x i y en
coordenades esfèriques i feu ús de les eqs. (A.1 1 ) i seg üent del primer tom.

28



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2014

Tema 1

Exercicis

QC3
2 0 0 3 / 7 / 1 2
pag e 7 7 5

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

7 . Matèria i radiació 7 7 5

que un dels components del vector

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
sig ui diferent de zero perquè la
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el mateix tractament que ens hacondüıt al’eq. (7 .1 1 7 ):

P (s ↔ i) =
t1

6 !2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2
u(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol mag nètic,
radiació isòtropao
molèculaen rotació

(7 .1 2 0 )

amb
∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2

= |⟨Φs |µ̂xΦi ⟩|2 +
∣∣〈Φs

∣∣µ̂yΦi

〉∣∣2 + |⟨Φs |µ̂zΦi ⟩|2

L’explicació d’alg uns fenòmens espectroscòpics, com l’activitat òptica que presen-
ten les molècules quirals, requereix la inclusió dels termes elèctric i mag nètic si-
multàniament, com veurem alasecció 7 .1 2 .

Exercici 7.22
a) Indiqueu si estan permeses per dipol elèctric les transicions Φ110 ↔ Φ000 i
Φ010 ↔ Φ000 per a una part́ıcula carreg ada de massa m sotmesa a l’energ ia
potencial harmònica V (x, y, z) = 1

2kxx2 + 1
2kyy2 + 1

2kzz2 irradiada mitjançant
radiació isòtropa(veg eu l’exercici 3 .7 , pàg . 1 3 4 ).
b) Determineu lafreqüènciade les transicions permeses de l’apartat a).

Resultats : a) Laprimerano i laseg onaśı; b) 1
2π

√
ky

m .

Exercici 7.23
Dedüıu lareg lade selecció ∆m = 0 , ± 1 per atransicions per dipol elèctric en un
àtom d’hidrog en sotmès aradiació isòtropa. Suggeriments : Ting ueu en compte
les indicacions i el resultat de l’exercici 7 .2 1 . Expresseu les variables x i y en
coordenades esfèriques i feu ús de les eqs. (A.1 1 ) i seg üent del primer tom.
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Fig uraA.2 : Vectors que representen un nombre complex i el seu conjug at.

d’on es dedueixen immediatament les relacions

(zz′)∗ = z∗(z′)∗ (A.6 )

(z∗)∗ = z. (A.7 )

Els vectors que representen els nombres z i z∗ són simètrics respecte de l’eix x (fig .
A.2 ). El mòdul d’un complex es pot expressar fàcilment en funció d’aquest i del
seu conjug at emprant lanotació polar (A.3 ) i tenint en compte que e0 = 1 :

z∗z = zz∗ = |z|eiα|z|e− iα = |z|2eiα− iα = |z|2. (A.8 )

L’expressió de les parts real i imag inàriaen funció de z i z∗, en canvi, s’obté més
fàcilment apartir de lanotació cartesiana(A.1 ):

x =
z + z∗

2
, (A.9 )

y =
z − z∗

2 i
. (A.1 0 )

Si apliquem aquestes relacions al complex eiα (eq. A.2 ), obtenim expressions
per al sinus i el cosinus en funció d’exponencials complexes:

cosα =
1

2

(
eiα + e− iα

)
, (A.1 1 )

sinα =
1

2 i

(
eiα − e− iα

)
.

Un nombre real és un complex lapart imag inàriadel qual és nul·la (y = 0 ),
d’on es desprèn immediatament que un real coincideix amb el seu conjug at:

x + i0 = x − i0 ⇒ z = z∗
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doncs, un increment de la probabilitat de l’estat final per unitat de temps. El
seu valor per a una absorció o emissió indüıda permesa per dipol elèctric s’obté
immediatament derivant l’eq. (7 .1 1 7 ) respecte de t1:42

wsi =
dP (s ↔ i)

dt1
=

1

6 !2ε0

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

u(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol elèctric,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

(7 .1 3 8 )

L’eq. (7 .1 3 8 ) (o equacions similars que s’obtenen per a altres tipus d’ones i/ o de
transicions) es coneix com a reglad’or de Fermi, i expressa la constant de velocitat
wsi com a producte de dos factors: un depenent de la font de radiació (u(νsi))
i l’altre depenent de l’àtom o molècula considerat i dels estats implicats en la
transició. Aquest es desig na mitjançant la notació Bsi i es coneix com a coeficient
d’Einstein per al’absorció Φs ← Φi o l’emissió indüıdaΦs → Φi per dipol elèctric:

Bsi ≡
1

6 !2ε0

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol elèctric,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

(7 .1 3 9 )

Si substituim aquesta definició en l’eq. (7 .1 3 8 ) tenim:

wsi = Bsiu(νsi) (7 .1 4 0 )

Si la transició està pemesa per dipol mag nètic i prohibida per dipol elèctric, wsi

s’obtindrà derivant l’eq. (7 .1 2 0 ) respecte de t1:

wsi = 1
6!2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2
u(νsi)

= Bsiu(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol mag nètic,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

on s’ha introdüıt un coeficient d’Einstein d’absorció o emissió indüıdaper dipol
magnètic definit de la seg üent manera:43

Bsi ≡
1

6 !2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol mag nètic,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

42No hade confondre’s laconstant de velocitat de la transició, wsi, amb la seva freqüència
ang ular ωsi.

43Normalment no es fa la puntualització indicada entre parèntesi, sobreentenent-se que
l’expressió matemàticadel coeficient d’Einstein depèn del “mecanisme” de latransició.
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molèc. en rotació
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Bsi ≡
1

6 !2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol mag nètic,
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Exercici 7.25
Un oscil·lador harmònic unidimensional de massam, constant de forçak i càrreg a
elèctricaq, que es mou sobre l’eix x i es trobaen el seu primer estat excitat Φ1,
és sotmès a radiació isòtropano polaritzadaamb densitat d’energ iaelevadaal
voltant de lafreqüènciaν0 = 1

2π

√
k/m.

a) Determineu larelació entre les probabilitats per unitat de temps de l’emissió
indüıdaE1 → E0 i l’absorció E2 ← E1.
b) Determineu larelació entre les probabilitats per unitat de temps de l’emissió
indüıdaE1 → E0 i l’absorció E1 ← E0 (aquestaúltimaper aun oscil·lador de
les mateixes caracteŕıstiques que es trobi en el seu estat fonamental).
Resultats : a) w1→0/w2←1 = 1 / 2 ; b) w1→0/w1←0 = 1 .

Les tècniques espectroscòpiques impliquen mesures sobre mostres amb un alt
nombre de molècules, de maneraque el nombre de molécules que experimenten
unatransició en launitat de temps seràig ual al producte entre laprobabilitat per
unitat de temps del procés i el nombre de molècules en el nivell de partida.44 Per
exemple, si unamostraconté Ni molècules en un estat Φi, sotmeses aradiació de
densitat d’energ iaper unitat de freqüènciau(ν), el nombre de les que passen a
l’estat Φs en launitat de temps per absorció de radiació serà:

Molècules que passen de Φi aΦs en launitat de temps : Niw
abs
si = NiBsiu(νsi)

(7 .1 4 1 )

Multiplicant aquest nombre per lavariació energ èticaque experimentacadamolè-
cula(Es−Ei = hνsi) obtindrem l’energ iatotal que absorbeix lamostraper unitat
de temps en les transicions Φs ← Φi. Aquesta energ ia pot mesurar-se a partir
de les variacions que es produeixen en ladensitat d’energ iade la radiació quan
aquestatravessalamostra. El paràmetre que habitualment es reg istraés (tret de
canvis d’unitats) laintensitat radiant (o irradiancia) per unitat de freqüència I(ν)
del feix de radiació, que és l’energ iaper unitat de freqüènciaque travessaen la
unitat de temps launitat de superf́ıcie perpendicular aladirecció de propag ació
del feix. Com veurem en lasecció 7 .8 , laintensitat de laradiació és proporcional
a la sevadensitat d’energ ia i, per brevetat, s’emprade veg ades el terme “inten-
sitat” per referir-se auna o altramag nitud indistintament. En lamajoriadels
espectres es reg istralaintensitat de laradiació absorbidao emesaper lamostrao
alg unamag nitud proporcional (directao inversament) aellaper aun interval de
freqüències determinat. Aquest reg istre sol presentar-se en formade g ràfic de lain-
tensitat en front de lafreqüència(o alg unamag nitud equivalent aaquesta), laqual
presentaràmàxims (o mı́nims, seg ons el tipus d’espectre i lamag nitud reg istrada)
que correspondran atransicions permeses de les molècules de lamostra. Aquests
màxims o pics s’anomenen ĺınies espectrals si corresponen auna únicatransició

44Això és cert si totes les molècules de la mostra estan sotmeses a radiació de la mateixa
intensitat. En realitat, l’absorció de radiació per part de la mostra produeix una disminució
progressivade la intensitat, tal i com s’estudiarà en la secció 7 .8 .
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31



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2014

Tema 1

Emissió espontània

QC3
2 0 0 3 / 7 / 1 2
pa g e 7 8 1

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

7 . Matèria i radiació 7 8 1

Fig ura 7 .1 1 : (a ) Ĺınia espectra l. (b) Ba nda no resolta . (c) Ba nda resolta .
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long itud d’ona entre les ĺınies més properes que poden disting ir-se. Si un espectre
té suficient resolució perqué les ĺınies d’una ba nda no se sola pin g a ire direm que
la ba nda té una estructurafina resolta (fig . 7 .1 1 c).
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En una mostra forma da per 1 mol de HCl g a sós a una tempera tura de 1 5 ◦C,
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considera r l’emissió espontà nia ) per unita t de temps per a wsi = 2 × 1 0 − 4s− 1.
Resultats : a ) 3 × 1 0 6; b) 7 Js− 1.
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de radiació electromag nètica, procés coneg ut com d’emissió espontània. El forma-
lisme semiclàssic és incapa̧c de proporcionar unaexplicació coherent per aaquest
fenomen, jaque, en absènciade radiació, desapareix ladependènciade l’hamiltonià

molecular amb el temps (Ĥm−r(t) = 0 en l’eq. (7 .6 3 )) i s’anul·len exactament els
coeficients que determinen les probabilitats de transició (eqs. (7 .7 2 ) o (7 .7 4 )). Per
tal de comprendre l’orig en de l’emissió espontània és necessari endinsar-se en la
teoriaquàntica de la radiació electromag nètica, la qual cosa sobrepassael nivell
del present text. Intentarem, però, donar alg unes indicacions sobre aquestateoria
que permetin intuir les claus de l’explicació d’aquell fenomen.

Ladescripció clàssicad’unaonaelectromag nèticaPML presentaclares analo-
g ies formals amb lad’un oscil·lador harmònic unidimensional (secció 3 .4 ): ambdós
sistemes es caracteritzen per l’oscil·lació sinusoidal de certes mag nituds (laposició
i el moment en l’oscil·lador, i els camps elèctric i mag nètic en la radiació) i en
ambdós casos el quadrat de l’amplitud de l’oscil·lació determinal’energ iatotal del
sistema (eqs. (3 .1 9 ) i (7 .9 6 )), la qual pot prendre qualsevol valor ≥ 0 . Aquest
paral·lelisme apareix també en les descripcions quàntiques d’un i altre sistema i,
en particular, les energ ies de tots dos estan quantitzades i els seus nivells energ ètics
vénen determinats per lamateixaexpressió matemàtica(eq. 3 .2 6 ):45

En =

(
n +

1

2

)
hν, n = 0 , 1 , 2 , . . . (onaPML) (7 .1 4 2 )

Cada nivell s’identifica mitjançant un nombre quàntic n que indica el seu g rau
d’excitació: n és ig ual a0 per al nivell fonamental; 1 per al primer nivell excitat,
que té un “quàntum” d’energ iahν per sobre del fonamental; 2 per al seg on nivell
excitat, que té dos quàntums d’energ ia hν per sobre del fonamental; etc. En
el cas d’una ona electromag nètica, aquests quàntums d’energ ia reben el nom de
fotons,46 de maneraque l’ona“no posseeix fotons” quan estàen el seu nivell més
baix, “posseeix un fotó” d’energ iahν quan es trobaen el seu primer nivell excitat,
“dos fotons” d’energ iahν en el seg on nivell excitat, etc. (fig . 7 .1 2 ), d’acord amb la
hipòtesi efectuadaper Einstein en els naixements de lateoriaquàntica(veg eu l’eq.
(1 .2 ) i ladiscussió que l’acompanya). Lateoriaquànticade la radiació condueix
també a la quantizació del moment lineal de l’ona, de manera que a cada fotó
d’energ iahν li correspon un moment de mòdul

pfotón,ν =
hν

c
=

h

λ
(7 .1 4 3 )

tal i com observà Compton el 1 9 2 1 (apartat 1 .2 .3 ). A més a més, l’equació
d’Einstein E = mc2 permet assig nar unamassaacadafotó:

mfotón,ν =
Efotón,ν

c2
=

hν

c2
=

pfotón,ν

c

Tot això confereix als fotons caràcter de part́ıcules, en contraposició amb laimatg e
ondulatòriade la radiació que proporcional’electrodinàmica clàssica. Quan una

45El lector interessa t en una breu introducció a la teoria quà ntica de la ra dia ció i la seva
intera cció a mb la ma tèria pot consulta r la referència [Gomes].

46Els quà ntums d’energ ia d’excita ció d’un oscil·la dor ha rmònic reben el nom de fonons.

(x-p ↔ E-B)
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del present text. Intentarem, però, donar alg unes indicacions sobre aquestateoria
que permetin intuir les claus de l’explicació d’aquell fenomen.
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que té un “quàntum” d’energ iahν per sobre del fonamental; 2 per al seg on nivell
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(1 .2 ) i ladiscussió que l’acompanya). Lateoriaquànticade la radiació condueix
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macroscòpic, la discretització de l’energia passi desapercebuda (vegeu la fig. 3.13,
pàg. 110). Contràriament, cal esperar que els efectes quàntics cobrin importància
quan hom fa ús de radiació de baixa intensitat (n petit). En particular, per a n =
0 (intensitat nul·la) es fa palesa la principal diferència amb el tractament clàssic,
com veurem a continuació.

L’estat fonamental de la radiació, com el de l’oscil·lador harmònic, té una
energia no nul·la:47

E0 =
1

2
hν > 0 (onda PM)

i, si en el cas de l’oscil·lador això implicava la impossibilitat que la part́ıcula
estigués en repòs (p = 0) en el mı́nim d’energia potencial (x = 0) (vegeu l’apartat
3.7.1), en el cas de la radiació comporta la impossibilitat que s’anul·lin simultània-
ment els camps elèctric i magnètic. En efecte, l’energia quàntica de la radiació pot
descompondre’s en contribucions elèctrica i magnètica positives i iguals (el mateix
que l’energia clàssica; vegeu l’eq. (A.16)):

En =

∫

R3

(
ε0

2

〈
F 2

〉
+

1

2µ0

〈
B2

〉)
dr⃗

i el fet que l’energia En no pugui anul·lar-se fa que tampoc puguin fer-ho els valors
esperats de F 2 i de B2. Aquest resultat és tan sorprenent com interessant. Aix́ı
con en el tractament clàssic la radiació desapareix quan la seva energia tendeix
al seu valor mı́nim —que és zero (eq. 7.96)— i, en conseqüència, és inconcebi-
ble que pugui provocar la desexcitació d’un sistema äıllat, el tractament quàntic
condueix a una radiació mı́nima omnipresent que, encara que no pugui transferir
energia a la matèria (doncs no pot passar a un nivell energètic inferior), podrà
interaccionar amb els estats excitats d’aquesta provocant la seva desexcitació per
emissió radiativa (fig. 7.13 b). Aquesta desexcitació que no requereix la presència
de fotons és el que anomenem emissió espontània. Els camps electromagnètics de
l’estat fonamental de la radiació no són fàcils de detectar i, de fet, llurs oscil·lacions
condueixen a una mitjana vectorial nul·la (⟨F⃗ ⟩ = ⟨B⃗⟩ = 0⃗) i a una intensitat de
radiació nul·la en qualsevol direcció (com exigeix la isotropia de l’espai buit); no
obstant això, els seus efectes es palesen de forma indirecta no només en l’emissió
espontànea, sino també en l’efecte Lamb (apartat 7.5.1), en la divergència del
factor g de Landé respecte del valor exacte 2 (vegeu la pàg. 200), etc.48

47En realitat cada freqüència contribueix amb dos termes d’aquest tipus (un per cada estat de
polarització) a l’energia de l’estat fonamental de la radiació; malgrat això, per explicar l’emissió
espontània podem prescindir dels termes energètics que corresponen a freqüències i polarització
diferents de les del fotó emès, els valors de n dels quals es mantenen constants.

48L’origen dels camps fluctuants de l’estat fonamental de la radiació pot atribuir-se a una ràpida
aparició i desaparació de parells part́ıcula/antipart́ıcula en qualsevol punt de l’espai. L’equació
d’Einstein E = mc2 exigeix un aport d’energia 2mc2 per crear un d’aquests parells, per exemple,
un electró i un positró (antipart́ıcula de l’electró amb massa me i càrrega e) i, de fet, un fotó
d’energia hν ≥ 2mec2 (raigs γ) pot transformarse en un parell electró/positró. No obstant això,
si la vida mitjana de l’estat creat és suficientmente petita, la relació d’indeterminació energia-
temps (eq. 3.56) conduirà a un ∆H mès gran que 2mec2, de manera que l’energia necessària
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energia no nul·la:47

E0 =
1

2
hν > 0 (onda PM)
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condueixen a una mitjana vectorial nul·la (⟨F⃗ ⟩ = ⟨B⃗⟩ = 0⃗) i a una intensitat de
radiació nul·la en qualsevol direcció (com exigeix la isotropia de l’espai buit); no
obstant això, els seus efectes es palesen de forma indirecta no només en l’emissió
espontànea, sino també en l’efecte Lamb (apartat 7.5.1), en la divergència del
factor g de Landé respecte del valor exacte 2 (vegeu la pàg. 200), etc.48

47En realitat cada freqüència contribueix amb dos termes d’aquest tipus (un per cada estat de
polarització) a l’energia de l’estat fonamental de la radiació; malgrat això, per explicar l’emissió
espontània podem prescindir dels termes energètics que corresponen a freqüències i polarització
diferents de les del fotó emès, els valors de n dels quals es mantenen constants.

48L’origen dels camps fluctuants de l’estat fonamental de la radiació pot atribuir-se a una ràpida
aparició i desaparació de parells part́ıcula/antipart́ıcula en qualsevol punt de l’espai. L’equació
d’Einstein E = mc2 exigeix un aport d’energia 2mc2 per crear un d’aquests parells, per exemple,
un electró i un positró (antipart́ıcula de l’electró amb massa me i càrrega e) i, de fet, un fotó
d’energia hν ≥ 2mec2 (raigs γ) pot transformarse en un parell electró/positró. No obstant això,
si la vida mitjana de l’estat creat és suficientmente petita, la relació d’indeterminació energia-
temps (eq. 3.56) conduirà a un ∆H mès gran que 2mec2, de manera que l’energia necessària
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macroscòpic, la discretització de l’energia passi desapercebuda (vegeu la fig. 3.13,
pàg. 110). Contràriament, cal esperar que els efectes quàntics cobrin importància
quan hom fa ús de radiació de baixa intensitat (n petit). En particular, per a n =
0 (intensitat nul·la) es fa palesa la principal diferència amb el tractament clàssic,
com veurem a continuació.

L’estat fonamental de la radiació, com el de l’oscil·lador harmònic, té una
energia no nul·la:47

E0 =
1

2
hν > 0 (onda PM)

i, si en el cas de l’oscil·lador això implicava la impossibilitat que la part́ıcula
estigués en repòs (p = 0) en el mı́nim d’energia potencial (x = 0) (vegeu l’apartat
3.7.1), en el cas de la radiació comporta la impossibilitat que s’anul·lin simultània-
ment els camps elèctric i magnètic. En efecte, l’energia quàntica de la radiació pot
descompondre’s en contribucions elèctrica i magnètica positives i iguals (el mateix
que l’energia clàssica; vegeu l’eq. (A.16)):
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∫

R3

(
ε0

2

〈
F 2

〉
+

1

2µ0

〈
B2

〉)
dr⃗

i el fet que l’energia En no pugui anul·lar-se fa que tampoc puguin fer-ho els valors
esperats de F 2 i de B2. Aquest resultat és tan sorprenent com interessant. Aix́ı
con en el tractament clàssic la radiació desapareix quan la seva energia tendeix
al seu valor mı́nim —que és zero (eq. 7.96)— i, en conseqüència, és inconcebi-
ble que pugui provocar la desexcitació d’un sistema äıllat, el tractament quàntic
condueix a una radiació mı́nima omnipresent que, encara que no pugui transferir
energia a la matèria (doncs no pot passar a un nivell energètic inferior), podrà
interaccionar amb els estats excitats d’aquesta provocant la seva desexcitació per
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factor g de Landé respecte del valor exacte 2 (vegeu la pàg. 200), etc.48
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condueix a una radiació mı́nima omnipresent que, encara que no pugui transferir
energia a la matèria (doncs no pot passar a un nivell energètic inferior), podrà
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3 . Aplicacions preliminars 1 4 1

3.7.2 Indeterminació energia-temps

A diferència dels observables d’un sistema, el temps no té un operador quàntic
associat i jug aun paper diferent: apareix com un paràmetre respecte del qual pot
variar l’estat i, amb aquest, les seves propietats. Tanmateix, hi ha una relació
d’indeterminació energ ia–temps formalment idènticaa laque llig a les indetermi-
nacions en x i px (eq. 3 .5 2 ):

τΨ∆ΨH ≥ !/2 , (3 .5 6 )

on∆ΨH representa, com de costum, laindeterminació en l’energ iai τΨ és l’interval
de temps necessari per poder detectar alg un canvi sig nificatiu en l’estat del sistema
com aconseqüènciade l’evolució temporal de lasevafunció d’ona, temps al qual
ens referirem com la vidamitjanade l’estat.

✏ Per demostrar ladesig ualtat (3 .5 6 ) començarem per calcular laderivadatem-
poral del valor esperat d’un observable qualsevol A en un estat descrit per la
funció d’onaΨt:

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

〈
∂Ψt

∂t

∣∣∣ÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣Â
∂Ψt

∂t

〉
.

L’equació de Schröding er depenent del temps (eq. 2 .9 7 ) permet substituir la
derivadatemporal de Ψt per 1

i!ĤΨt:

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

〈
1

i!
ĤΨt

∣∣∣ÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣Â
1

i!
ĤΨt

〉

=
−1

i!

〈
Ψt

∣∣∣ĤÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣ÂĤΨt

〉

i, introduint el commutador
[
Â, Ĥ

]
= ÂĤ − ĤÂ,

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣
[
Â, Ĥ

]
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
. (3 .5 7 )

Si l’operador corresponent a l’observable no depèn expĺıcitament del temps,
com ocorre, per exemple, amb els observables d’un sistemaconservatiu, s’anu-

l·laràel terme
〈
Ψt

∣∣∣(∂Â/∂t)Ψt

〉
, quedant

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣
[
Â, Ĥ

]
Ψt

〉
. (3 .5 8 )

Aplicant la relació d’indeterminació (3 .4 6 ) als observables A i H i tenint en
compte l’equació anterior, s’obté:

∆ΨA∆ΨH ≥ 1

2

∣∣∣∣i!
d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉∣∣∣∣ =
!

2

∣∣∣∣
d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉∣∣∣∣ . (3 .5 9 )

→     creació de parells electró-positró si

→

→

.....

0

E0 = (1/2)h!

E1 = E0 + h!

E
n

1 fotó

1 fotó

estat amb 0 fotons

estat amb 1 fotó

estat amb 2 fotonsE2 = E0 + 2h!
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nacions en x i px (eq. 3 .5 2 ):

τΨ∆ΨH ≥ !/2 , (3 .5 6 )

on∆ΨH representa, com de costum, laindeterminació en l’energ iai τΨ és l’interval
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∣∣∣ÂΨt

〉
=

〈
∂Ψt

∂t

∣∣∣ÂΨt
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∆ΨA∆ΨH ≥ 1

2

∣∣∣∣i!
d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉∣∣∣∣ =
!

2
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és a dir:

Ni

Ns
= 1 +

Asi

Bsiu(νsi)

o, també:

u(νsi) =
Asi

Bsi

1
Ni
Ns

− 1
(7 .1 4 7 )

El quocient Ni/Ns ve determinat per la llei de distribució de poblacions de
Boltzmann:

Ni

Ns
=

die−Ei/kBT

dse−Es/kBT
= ehνsi/kBT (7 .1 4 8 )

on di i ds són les deg eneracions dels estats inferior i superior, que hem supo-
sat ig uals a la unitat, kB és la constant de Boltzmann (pág . 3 0 7 ) i T és la
temperatura absoluta del cos. Si substituim aquesta equació en l’eq. (7 .1 4 7 )
s’obté:

u(νsi) =
Asi

Bsi

1

ehνsi/kBT − 1
(7 .1 4 9 )

D’altra banda, la llei de Planck relaciona u(ν) amb la temperatura mitjanant
l’eq. (1 .1 ):

u(ν) =
8 πhν3

c3

1

ehν/kBT − 1

Particularitzant aquesta equació per a ν = νsi i comparant amb (7 .1 4 9 ) obte-
nim:

Asi =
8 πhν3

si

c3
Bsi

i, si introduim l’eq. (7 .1 3 9 ):

Asi =
8 π2ν3

si

3 !ε0c3

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

(7 .1 5 0 )

Malg rat les particularitats de la deducció d’aquesta expressió (molècules amb
només dos estats no deg enerats, radiació i matèria en equilibri, ús de l’eq. (7 .1 4 1 )
dedüıda per a molècules que canvien ràpidament d’orientació, etc.) la seva validesa
és molt g eneral.

El coeficient Asi està relacionat amb la vida mitjana τsi de l’estat superior Φs.

✏ Ho comprovarem, en primer lloc, per a una mostra macroscòpica formada per
molècules amb dos estats no deg enerats sobre la qual no incideix radiació i
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7 . Matèriai radiació 7 8 7

que perd toda la radiació que aquelles emeten espontàniament. Suposarem
neg lig ible qualsevol altre mecanisme de transferènciad’energ iaao des de les
molècules de lamostra, com passaen un g as molt dilüıt. Lavariació del nombre
de molècules en l’estat superior per unitat de temps seg ueix unacinèticade
primer ordre en Ns (eq. 7 .1 4 6 ):

dNs

dt
= Nsw

em esp
si = −NsAsi (7 .1 5 1 )

Integ rant aquestaequació entre els instants 0 i t:

∫ Ns(t)

Ns(0)

dNs

Ns
=

∫ t

0
−Asidt′

obtenim

ln
Ns(t)

Ns(0 )
= −Asit

En äıllar Ns(t) veiem que la població del nivell superior decau de manera
exponencial:

Ns(t) = Ns(0 )e− Asit (7 .1 5 2 )

Per aaquest tipus de decäıment, es defineix lavidamitjanade l’estat superior
(τ si) com el temps necessari perquè lasevapoblació es redueixi en un factor
e:

Ns(τ si) = Ns(0 )e− Asiτsi =
Ns(0 )

e

és adir:

τ si =
1

Asi
(7 .1 5 3 )

El paràmetre τsi representa el valor mitjà del temps de residència de les
molècules de lamostraen l’estat Φs.

✏ En efecte, aquestamitjanaserà lainteg ral de cadavalor de t multiplicat per
laprobabilitat que unamolèculaque es trobavaal’estat Φs a t = 0 seg ueixi
en aquest estat al’instant t (Ns(t)/Ns(0 ) = e− Asit) i per laprobabilitat que
passi al’estat Φi en el dt immediatament posterior (Asidt). Usant l’eq. (F.2 )
(pàg . 2 8 3 ) per resoldre lainteg ral s’obté:

∫ ∞

0
te− AsitAsidt = Asi

1

A2
si

= τsi
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molècules de lamostra, com passaen un g as molt dilüıt. Lavariació del nombre
de molècules en l’estat superior per unitat de temps seg ueix unacinèticade
primer ordre en Ns (eq. 7 .1 4 6 ):

dNs

dt
= Nsw

em esp
si = −NsAsi (7 .1 5 1 )

Integ rant aquestaequació entre els instants 0 i t:

∫ Ns(t)

Ns(0)

dNs

Ns
=

∫ t

0
−Asidt′

obtenim

ln
Ns(t)

Ns(0 )
= −Asit

En äıllar Ns(t) veiem que la població del nivell superior decau de manera
exponencial:

Ns(t) = Ns(0 )e− Asit (7 .1 5 2 )

Per aaquest tipus de decäıment, es defineix lavidamitjanade l’estat superior
(τ si) com el temps necessari perquè lasevapoblació es redueixi en un factor
e:

Ns(τ si) = Ns(0 )e− Asiτsi =
Ns(0 )

e

és adir:

τ si =
1

Asi
(7 .1 5 3 )

El paràmetre τsi representa el valor mitjà del temps de residència de les
molècules de lamostraen l’estat Φs.

✏ En efecte, aquestamitjanaserà lainteg ral de cadavalor de t multiplicat per
laprobabilitat que unamolèculaque es trobavaal’estat Φs a t = 0 seg ueixi
en aquest estat al’instant t (Ns(t)/Ns(0 ) = e− Asit) i per laprobabilitat que
passi al’estat Φi en el dt immediatament posterior (Asidt). Usant l’eq. (F.2 )
(pàg . 2 8 3 ) per resoldre lainteg ral s’obté:

∫ ∞

0
te− AsitAsidt = Asi

1

A2
si

= τsi
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7 . Matèriai radiació 7 8 5

Tot i que la discussió anterior s’ha centrat sobre una forma particular de
radiació, les conclusions obting udes són fàcilment extrapolables a ones electro-
mag nètiques més g enerals. Aix́ı com qualsevol onaelectromag nèticaclàssicapot
expressar-se com a superposició d’ones planes monocromátiques, el tractament
quàntic permet també expressar l’estat més g eneral de laradiació com asuperpo-
sició d’estats monocromàtics. Aquest tractament és matemàticament equivalent
al d’un sistema format per oscil·ladors harmònics unidimensionals independents
de diferents freqüències, el mateix que s’esdevé amb el tractament quàntic dels
modes normals de vibració d’unamolècula(pàg s. 6 8 6 a6 9 1 ). Com en aquest cas,
l’energ iatotal és unasumade termes del tipus (7 .1 4 2 ), cadascun amb un nombre
quàntic independent nν .

L’expressió que determina la constant de velocitat dels processos d’emissió
espontània pot deduir-se, sense recórrer expĺıcitament a la teoria quàntica de la
radiació, mitjançant un raonament proposat per Einstein. Aquest es basa en
combinar la hipòtesi de Planck sobre la quantització de l’energ ia intercanviada
entre un cos neg re i laradiació que hi hadins seu (apartat 1 .2 .1 ) amb un balanç
energ ètic aplicat atot el sistema.

✏ Suposem que les molècules d’un cos neg re poden estar en un dels estats es-
tacionaris no deg enerats Φi i Φs, amb energ ies Ei < Es, i sig uin Ni i Ns els
nombres de molècules que es troben en un i altre. El nombre de molècules que
passaràde l’estat Φi al Φs per absorció de radiació en launitat de temps serà
(eq. 7 .1 4 1 ):

Niw
abs
si = NiBsiu(νsi) (7 .1 4 4 )

En el procès invers hi contribuiran els mecanismes d’emissió indüıdai emissió
espontània; la contribució del primer es reg eix per una equació anàlog aa la
d’absorció:

Nsw
em ind
si = NsBsiu(νsi) (7 .1 4 5 )

mentre que ladel seg on had’ésser independent de laintensitat de laradiació.
Aquestaúltimacontribució podràexpressar-se com aproducte del nombre de
molècules en l’estat superior per la probabilitat per unitat de temps de que
passi a l’inferior per emissió espontània, Asi, la qual es denomina coeficient
d’Einstein per al’emissió espontàniaΦs → Φi:

Nsw
em esp
si = NsAsi (7 .1 4 6 )

Quan el sistema està en equilibri termodinàmic, el nombre de molécules en
cadaestat es manté constant, i per tant, el nombre de les que passen de Φi a
Φs en launitat de temps hauràde coincidir amb el de les que experimenten la
transició inversa:

NiBsiu(νsi) = NsBsiu(νsi) + NsAsi

per crear el sistemaentraria en el marg e d’indeterminació del nivell resultant. Aix́ı l’aparició
d’ef́ımers parells part́ıcula/ antipart́ıcula(part́ıcules “virtuals”) és compatible amb les lleis de la
f́ısica.

+ llei de Plank    →

• Si u(ν) = 0:

→

→

i

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣ / CmTransició τsi

6,3 × 10–30 10–9 s

25 × 10–30 20 anys
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• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.

→

• Equilibri termod.: dNs/i/dt = 0

dNs

dt
= �Nsw

em esp
si = �NsAsi
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Exercici 7.45/1 
El mòdul del moment dipolar elèctric de la transició entre l’estat fonamental i el primer 
estat excitat de les molècules d’un gas és de 1 u.a.. Calculeu la vida mitjana de la 
transició per als següents valors de la freqüència: 
a) 10 000 THz (UV); b) 500 THz (visible); c) 200 THz (IR proper); d) 30 THz (IR mig); 
e) 3 THz (IR llunyà); f ) 100 GHz (MW); g) 500 MHz (radiofreqüències).
Resultats : a) 1,3 × 10−11 s; … g) 3,4 × 103 anys.
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• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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Figura 7.16: Esquema d’un espectroscopi.

l’apartat 7.9.3).

Exercici 7.30
Un oscil·lador harmònic unidimensional de massa m, constant de força k i càrrega
elèctrica q, que es mou sobre l’eix x i es troba en el seu primer estat excitat Φ1,
és sotmès a radiació isòtropa no polaritzada amb densitat d’energia elevada al
voltant de la freqüència ν0 = 1

2π

√
k/m. Calculeu la relació entre les probabilitats

per unitat de temps dels processos radiatius Φ1 → Φ0 i Φ2 ← Φ1 (incloent-hi
l’emissió espontània). Interpreteu f́ısicament el resultat obtingut per als casos de
freqüències baixes i freqüències altes.
Resultat: w1→0/w2←1 =

[
u(ν0) + 8hν3

0c
−3

]
/2u(ν0).

7.5 Espectroscòpia atòmica monofotònica

Tot i que queden algunes questions pendents per completar una visió general de les
técniques espectroscòpiques monofotòniques, farem una pausa en el desenvolupa-
ment teòric per discutir algunes aplicacions pràctiques extretes de l’espectroscòpia
atòmica.

7.5.1 Àtoms amb un electró de valència

Hidrogen

En el primer quart del segle XIX, el f́ısic Joseph von Fraunhofer es dedicà a analitzar
la llum procedent del sol i d’altres estrelles amb un espectroscopi (fig. 7.16),
instrument que filtra la radiació a analitzar mitjançant una làmina opaca provista
d’una reixeta estreta (colimador) i la fa passar per un element dispersor (prisma o
xarxa de difracció) que separa els seus components monocromàtics. Si enfoquem

π
Suggeriment: teniu en compte els resultats de l’exercici 7.25.
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Estats metaestables:
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• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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7 . Matèria i radiació 7 8 9

• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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Exercici 7.24
Un producte de spinorbitals ψ1 (w⃗1 ) . . . ψn(w⃗n) és parell o senar seg ons sig ui

ψ1 (−r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(−r⃗n, ωn) = ± ψ1 (r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(r⃗n, ωn)

a) Demostreu que laparitat d’un determinant de Slater d’un àtom n-electrònic
1√
n!

∣∣∣ψn1l1m1ms1

(w⃗1 ) . . . ψnnlnmnmsn
(w⃗n)

∣∣∣ és ig ual alaparitat de
∑n

i=1 li.

b) Dedüıu laseg üent reg lade selecció per ales transicions per dipol elèctric entre
dos estats electrònics atòmics en l’aproximació orbital:

∆
n∑

i=1

li = senar

laqual és unaextensió de la reg lade Laporte (exercici 7 .2 0 ) a funcions d’ona
monoconfig uracionals d’àtoms: les transicions entre estats amb lamateixaparitat
estan prohibides per dipol elèctric.
c) Indiqueu si seran possibles transicions per dipol elèctric entre dos estats
atòmics amb lamateixaconfig uració electrònica.
Resposta: c) no.

A continuació indicarem les principals regles de selecció que reg eixen en siste-
mes atòmics i moleculars per aprocessos de primer ordre (absorcions i emissions
monofotòniques) provocats per radiació isòtropa no polaritzada (o qualsevol al-
tre tipus de radiació si els àtoms o molècules de lamostra canvien d’orientació
ràpidament). Totes les reg les s’apliquen a transicions per dipol elèctric excepte
les de RMN, que es refereixen a transicions per dipol mag nètic. La deducció
d’alg unad’elles i lasevaaplicació es discutiran quan s’analitzin les tècniques es-
pectroscòpiques corresponents (seccions 7 .5 , 7 .9 i 7 .1 3 ).

Àtoms:

Reg lade Laporte: ∆
n∑

i=1

li = senar (n = nombre d’electrons) (7 .1 2 1 )

∆L = 0 , ± 1 ∆S = 0 (7 .1 2 2 )

∆M = 0 , ± 1 ∆MS = 0

Si lainteracció spin-
òrbitaés important

} {
∆J = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0
∆MJ = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0 si ∆J = 0

(7 .1 2 3 )

Mol̀ecules diatòmiques:

• Transicions rotacionals (∆v = 0 ) i/ o vibracionals (∆v ̸= 0 ) en un estat electrònic
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7 . Matèria i radiació 7 8 9

• En ellaapareix lamateixainteg ral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda(per amolècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es reg iran per les mateixes reg les de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), aug mentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això faque la
probabilitat d’emissió espontàniacanvïı dràsticament en passar d’unazona
de l’espectre electromag nètic aunaaltra. Aix́ı, lavidamitjanaque correspon
alatransició 2 pz → 1 s d’un àtom d’hidrog en és de l’ordre de 1 0 −9 s; en canvi,
al procès (2 s) 2S1/2 → (2 p) 2P1/2 del mateix sistema, que implicaun canvi
energ ètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vidamitjanad’uns 2 0 anys, tot i que el moment dipolar de laseg onatransició
és unes quatre veg ades superior (exercici 7 .2 8 ).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2 pz → 1 s d’un àtom
d’hidrog en, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
janade l’estat 2 pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 2 15/2/3 5 u.a.

(pàg . 2 4 1 ).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2 s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrog en té unaenerg ialleug erament superior aladel nivell (2 p) 2P1/2, essent
lafreqüènciade latransició entre ambdós de 1 0 5 7 ,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de latransició 2 s → 2 pz i estimeu lavidamitjanade lacorrespo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de lapart de spin de les
funcions d’onadels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg . 2 6 0 ).

Resultats : a) –0 ,7 4 4 9 4 u.a. = –6 ,3 1 5 8 × 1 0 −30 Cm; 2 4 6 7 ,4 THz; 1 ,5 9 5 × 1 0 −9

s; b) 3 u.a. = 2 ,5 4 3 5 × 1 0 −29 Cm; 1 ,2 5 × 1 0 9 s ≈ 4 0 anys (càlculs més precisos
condueixen aun valor d’uns 2 0 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les reg ions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 1 0 −6s i 1 0 −11s; veg eu l’exercici 7 .4 5 , pàg . 8 2 3 ). Nog ensmenys, aquests
valors poden aug mentar notablement quan les transicions anivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1 s2 s) 3S1, és metaestable a
causade lasevadesexcitació cap al fonamental, (1 s2) 1S0, estàprohibidaper
lareg lade selecció ∆S = 0 (eq. 7 .1 2 2 ), jaque S passaŕıade 3 a 2 , i per la
reg lade Laporte (eq. 7 .1 2 1 ), jaque l1 + l2 = 0 per ales dues config uracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0 . Lavidamitjanaés en aquest cas anormalment alta(8 0 0 0 s ≈ 2 ,2 hores),
molt més g ran, per exemple, que ladel seg on nivell excitat, (1 s2 s) 1S0 (0 ,0 2
s). Ladesexcitación d’aquest cap al fonamental violalareg lade Laporte y la
reg la(7 .1 2 3 ) (J passade 0 a0 ), però manté lamultiplicitat.
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Exercici 7.24
Un producte de spinorbitals ψ1 (w⃗1 ) . . . ψn(w⃗n) és parell o senar seg ons sig ui

ψ1 (−r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(−r⃗n, ωn) = ± ψ1 (r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(r⃗n, ωn)

a) Demostreu que laparitat d’un determinant de Slater d’un àtom n-electrònic
1√
n!

∣∣∣ψn1l1m1ms1

(w⃗1 ) . . . ψnnlnmnmsn
(w⃗n)

∣∣∣ és ig ual alaparitat de
∑n

i=1 li.

b) Dedüıu laseg üent reg lade selecció per ales transicions per dipol elèctric entre
dos estats electrònics atòmics en l’aproximació orbital:

∆
n∑

i=1

li = senar

laqual és unaextensió de la reg lade Laporte (exercici 7 .2 0 ) a funcions d’ona
monoconfig uracionals d’àtoms: les transicions entre estats amb lamateixaparitat
estan prohibides per dipol elèctric.
c) Indiqueu si seran possibles transicions per dipol elèctric entre dos estats
atòmics amb lamateixaconfig uració electrònica.
Resposta: c) no.

A continuació indicarem les principals regles de selecció que reg eixen en siste-
mes atòmics i moleculars per aprocessos de primer ordre (absorcions i emissions
monofotòniques) provocats per radiació isòtropa no polaritzada (o qualsevol al-
tre tipus de radiació si els àtoms o molècules de lamostra canvien d’orientació
ràpidament). Totes les reg les s’apliquen a transicions per dipol elèctric excepte
les de RMN, que es refereixen a transicions per dipol mag nètic. La deducció
d’alg unad’elles i lasevaaplicació es discutiran quan s’analitzin les tècniques es-
pectroscòpiques corresponents (seccions 7 .5 , 7 .9 i 7 .1 3 ).

Àtoms:

Reg lade Laporte: ∆
n∑

i=1

li = senar (n = nombre d’electrons) (7 .1 2 1 )

∆L = 0 , ± 1 ∆S = 0 (7 .1 2 2 )

∆M = 0 , ± 1 ∆MS = 0

Si lainteracció spin-
òrbitaés important

} {
∆J = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0
∆MJ = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0 si ∆J = 0

(7 .1 2 3 )

Mol̀ecules diatòmiques:

• Transicions rotacionals (∆v = 0 ) i/ o vibracionals (∆v ̸= 0 ) en un estat electrònic
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Exercici 7.24
Un producte de spinorbitals ψ1 (w⃗1 ) . . . ψn(w⃗n) és parell o senar seg ons sig ui

ψ1 (−r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(−r⃗n, ωn) = ± ψ1 (r⃗1 , ω1 ) . . .ψn(r⃗n, ωn)

a) Demostreu que laparitat d’un determinant de Slater d’un àtom n-electrònic
1√
n!

∣∣∣ψn1l1m1ms1

(w⃗1 ) . . . ψnnlnmnmsn
(w⃗n)

∣∣∣ és ig ual alaparitat de
∑n

i=1 li.

b) Dedüıu laseg üent reg lade selecció per ales transicions per dipol elèctric entre
dos estats electrònics atòmics en l’aproximació orbital:

∆
n∑

i=1

li = senar

laqual és unaextensió de la reg lade Laporte (exercici 7 .2 0 ) a funcions d’ona
monoconfig uracionals d’àtoms: les transicions entre estats amb lamateixaparitat
estan prohibides per dipol elèctric.
c) Indiqueu si seran possibles transicions per dipol elèctric entre dos estats
atòmics amb lamateixaconfig uració electrònica.
Resposta: c) no.

A continuació indicarem les principals regles de selecció que reg eixen en siste-
mes atòmics i moleculars per aprocessos de primer ordre (absorcions i emissions
monofotòniques) provocats per radiació isòtropa no polaritzada (o qualsevol al-
tre tipus de radiació si els àtoms o molècules de lamostra canvien d’orientació
ràpidament). Totes les reg les s’apliquen a transicions per dipol elèctric excepte
les de RMN, que es refereixen a transicions per dipol mag nètic. La deducció
d’alg unad’elles i lasevaaplicació es discutiran quan s’analitzin les tècniques es-
pectroscòpiques corresponents (seccions 7 .5 , 7 .9 i 7 .1 3 ).

Àtoms:

Reg lade Laporte: ∆
n∑

i=1

li = senar (n = nombre d’electrons) (7 .1 2 1 )

∆L = 0 , ± 1 ∆S = 0 (7 .1 2 2 )

∆M = 0 , ± 1 ∆MS = 0

Si lainteracció spin-
òrbitaés important

} {
∆J = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0
∆MJ = 0 , ± 1 excepte 0 ↔ 0 si ∆J = 0

(7 .1 2 3 )

Mol̀ecules diatòmiques:

• Transicions rotacionals (∆v = 0 ) i/ o vibracionals (∆v ̸= 0 ) en un estat electrònic

τ = 0,02 s
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Exercici 7.29
El primer terme espectra l excita t de l’à tom de ca lci és el triplet de la config ura ció
[Ar]4 s4 p i els tres termes que el seg ueixen en ordre creixent d’energ ia són el triplet
de la config ura ció [Ar]4 s3 d, el sing let d’a questa ma teixa config ura ció i el sing let
de la config ura ció [Ar]4 s4 p (veg eu la fig . 7 .1 9 , pà g . 8 0 3 ).
a ) Indiqueu les tra nsicions permeses entre els cinc termes de menor energ ia de
l’à tom.
b) És meta esta ble a lg un d’ells? En ca s a firma tiu, indiqueu les reg les de selecció
que prohibeixen la seva desexcita ció.
Resultats : a ) 3D ↔ 3P i 1P ↔ 1S. b) El 3P i 1D. La desexcita ció del primer
està prohibida per la reg la ∆S = 0 . La del 1D a l fona menta l ho està per les reg les
de La porte i ∆L = 0 , ±1 ; la seva tra nsició a l primer i seg on termes excita ts ho
està per la reg la ∆S = 0 , i a questa última ho està ta mbé per la reg la de La porte.

Qua n un à tom o una molècula s’excita electrònica ment per a bsorció de ra dia ció
pot perdre pa rt de l’energ ia a dquirida mitja nça nt processos no ra dia tius (com les
col·lisions intermolecula rs o a mb les pa rets del recipient) o ra dia tius (emissió de
ba ixa freqüència ) i la resta per emissió espontà nia de freqüència un poc inferior a
la de la ra dia ció prèvia ment a bsorbida . Si a questa emissió es produeix mitja nça nt
una tra nsició permesa , el procés és rà pid (vida mitja na inferior a uns 1 0 −5s) i rep
el nom de fluorescència; si es tra cta d’una tra nsició prohibida , el procés és més
lent (vida mitja na superior a uns 1 0 −3s) i s’a nomena fosforescència (fig . 7 .1 4 ).

☞ Un ca s t́ıpic de fosforescència consisteix en una excita ció ra dia tiva ca p a un
esta t electrònic de la ma teixa multiplicita t que el fona menta l prodüıda per ra -
dia ció visible o UV seg uida d’una pèrdua d’energ ia vibra ciona l per col·lisions o
emissió IR a compa nya da del pa s ca p a un a ltre esta t electrònic de multiplicita t
diferent que es creui a mb el primer (fig . 7 .1 4 b). Aquest pa s ca p a un esta t
meta esta ble pot dona r-se a mb certa fa cilita t, a tès que les col·lisions no es re-
g eixen per les reg les de selecció dels processos ra dia tius. Qua n la desexcita ció
de l’esta t meta esta ble és molt improba ble, ta nt per meca nismes ra dia tius com
no ra dia tius, pot a lla rg a r-se en el temps un cop deixa de produir-se l’a bsorció
prèvia . Aquestes condicions es donen, per exemple, en g a sos dilüıts, en els
qua ls la desexcita ció per col·lisions és poc eficient. Aix́ı, els à toms d’oxig en de
les ca pes a ltes de la a tmosfera poden a cumula r energ ia lluminosa dura nt el dia
i torna r-la en forma d’emissió fosforescent dura nt la nit, produint les a urores
borea ls i a ustra ls. En les condicions de densita t que existeixen norma lment so-
bre la terra , les intera ccions intermolecula rs proporcionen una via a lterna tiva
per a la desexcita ció dels esta ts meta esta bles que competeix a mb la ra dia tiva ,
a tenua nt en molts ca sos l’emissió fosforescent.

Un exemple ben coneg ut de fluorescència el proporcionen els tubs fluores-
cents. En el seu interior contenen va por de mercuri que és excita t per un feix
d’electrons; el mercuri es desexcita espontà nia ment emetent principa lment ra -
dia ció UV, la qua l és a bsorbida per unes sa ls que recobreixen la ca ra interior

Estats metaestables

1P ↔ 1D
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8 1 0 7 .6 . Relaxació

Fig ura 7 .2 2 : Desdobla ment per efecte Zeema n de les ĺınies d’un multiplet 3S ↔ 3P
qua n els nivells del terme 3P constitueixen un multiplet reg ula r (a ) i invertit (b).

col·lisions intermolecula rs o a mb les pa rets del recipient, redistribucions entre di-
ferents formes d’energ ia interna , intera ccions entre spins de diferents nuclis d’una
molècula , intera ccions a mb les vibra cions de l’estructura crista l·lina en una mostra
sòlida , etc.

Considera rem una mostra a mb un a lt nombre de molècules repa rtides entre
dos esta ts Φi i Φs (a mbdós no deg enera ts), sotmesa a ra dia ció a mb una densita t
d’energ ia u(νsi) a la freqüència νsi. Si les molècules ting uessin a ltres esta ts pobla ts
suposa rem, per ta l de simplifica r la discussió, que les seves pobla cions es ma ntenen
consta nts. El nombre d’a bsorcions ra dia tives que es produeixen per unita t de
temps és, en el ca s de ra dia ció isòtropa o de molècules en rota ció (eq. 7 .1 4 4 ):

Niw
abs
si = NiBsiu(νsi)

i el nombre d’emissions ra dia tives per unita t de temps és (eqs. (7 .1 4 5 ) i (7 .1 4 6 )):

Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
= Ns [Bsiu(νsi) + Asi]
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molècula , intera ccions a mb les vibra cions de l’estructura crista l·lina en una mostra
sòlida , etc.

Considera rem una mostra a mb un a lt nombre de molècules repa rtides entre
dos esta ts Φi i Φs (a mbdós no deg enera ts), sotmesa a ra dia ció a mb una densita t
d’energ ia u(νsi) a la freqüència νsi. Si les molècules ting uessin a ltres esta ts pobla ts
suposa rem, per ta l de simplifica r la discussió, que les seves pobla cions es ma ntenen
consta nts. El nombre d’a bsorcions ra dia tives que es produeixen per unita t de
temps és, en el ca s de ra dia ció isòtropa o de molècules en rota ció (eq. 7 .1 4 4 ):

Niw
abs
si = NiBsiu(νsi)

i el nombre d’emissions ra dia tives per unita t de temps és (eqs. (7 .1 4 5 ) i (7 .1 4 6 )):

Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
= Ns [Bsiu(νsi) + Asi]
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on Ni i Ns són les pobla cions dels esta ts Φi i Φs respectiva ment. Les tra nsicions no
ra dia tives seg ueixen, a proxima da ment, cinètiques de primer ordre en la pobla ció
de l’esta t de pa rtida :56

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φi a Φs per mec. no ra d. : NiRs←i

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φs a Φi per mec. no ra d. : NsRs→i

on Rs←i i Rs→i són les constants de velocitat de relaxació no radiativacorrespo-
nents a ls processos Φs ← Φi i Φs → Φi, i representen les proba bilita ts per unita t
de temps que una molècula pa ssi de l’esta t Φi a l Φs i viceversa per meca nismes no
ra dia tius. Aquestes proba bilita ts no poden deduir-se mitja nça nt un estudi efec-
tua t sobre una molècula individua l (com el que hem presenta t per a ls processos
ra dia tius), ja que resulten de fenòmens coopera tius en què esta implica t el conjunt
de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
riria un tra cta ment esta d́ıstic ba sa t en un model microscòpic de les intera ccions,
la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57

dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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nents a ls processos Φs ← Φi i Φs → Φi, i representen les proba bilita ts per unita t
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ra dia tius. Aquestes proba bilita ts no poden deduir-se mitja nça nt un estudi efec-
tua t sobre una molècula individua l (com el que hem presenta t per a ls processos
ra dia tius), ja que resulten de fenòmens coopera tius en què esta implica t el conjunt
de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
riria un tra cta ment esta d́ıstic ba sa t en un model microscòpic de les intera ccions,
la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57

dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57
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si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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onNiiNssónlespoblacionsdelsestatsΦiiΦsrespectivament.Lestransicionsno
radiativessegueixen,aproximadament,cinètiquesdeprimerordreenlapoblació
del’estatdepartida:56

Molèc.quepassenperunitatdetdeΦiaΦspermec.norad.:NiRs←i

Molèc.quepassenperunitatdetdeΦsaΦipermec.norad.:NsRs→i

onRs←iiRs→isónlesconstantsdevelocitatderelaxaciónoradiativacorrespo-
nentsalsprocessosΦs←ΦiiΦs→Φi,irepresentenlesprobabilitatsperunitat
detempsqueunamolèculapassidel’estatΦialΦsiviceversapermecanismesno
radiatius.Aquestesprobabilitatsnopodendeduir-semitjançantunestudiefec-
tuatsobreunamolèculaindividual(comelquehempresentatperalsprocessos
radiatius),jaqueresultendefenòmenscooperatiusenquèestaimplicatelconjunt
delesmolèculesdelamostraielrecipientquelesconté.Lasevadeduccióreque-
ririauntractamentestad́ısticbasatenunmodelmicroscòpicdelesinteraccions,
laqualcosasuperaelsobjectiusd’aquesttext;enconseqüència,enshemlimitata
introduir-lescomunfetemṕıric.L’equacióquedeterminal’evoluciódelapoblació
delnivellsuperiorserà,doncs:57

dNs

dt
=Niw

abs
si−Ns

(
w

emind
si+w

emesp
si

)
+NiRs←i−NsRs→i

=NiBsiu(νsi)−Ns[Bsiu(νsi)+Asi]+NiRs←i−NsRs→i

=(Ni−Ns)Bsiu(νsi)+NiRs←i−Ns(Asi+Rs→i)(7.159)

Elsprocessosderelaxaciónoradiativajuntamentambl’emissióespontània
(alaqualensreferiremtambécomrelaxacióradiativa)sónelsresponsablesque,
enabsènciaderadiacióexterna(u(νsi)=0),lespoblacionsNsiNievolucionin
irreversiblementcapalsseusvalorsd’equilibriperalatemperaturadetreball
(Ns,eqiNi,eq),talicomexigeixelsegonprincipidelatermodinàmica.Uncop
assolitl’equilibriaquestespoblacionsesmantindranconstantsil’eq.(7.159)es
reduiràa:

Ns,eq(Asi+Rs→i)=Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi)=0

(7.160)

Aı̈llantelquocientNs,eq/Ni,eqitenintencomptequeaquestarelaciódepoblacions
variaamblatemperaturasegonslalleideBoltzmann(eq.7.148):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi+Rs→i
=e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi)=0

(7.161)

56Lescol·lisionsintermolecularssónprocessosdesegonordre,jaquesónproporcionalsal
nombredemolèculesenl’estatdepartidaialnombredemolèculesamblesqueaquellespoden
xocar;malgrataixò,aquestúltimnombreésaproximadamentconstantipotserinclòsenla
constantdevelocitatcorresponent.

57Estemsuposantquepodemnegligirlesreabsorcionsdelaradiacióemesaperlesmolécules
delamostra,laqualcosaconstitueixunabonaaproximacióenlamajorpartdelscasos.
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de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
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dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )
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(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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on Ni i Ns són les pobla cions dels esta ts Φi i Φs respectiva ment. Les tra nsicions no
ra dia tives seg ueixen, a proxima da ment, cinètiques de primer ordre en la pobla ció
de l’esta t de pa rtida :56

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φi a Φs per mec. no ra d. : NiRs←i

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φs a Φi per mec. no ra d. : NsRs→i

on Rs←i i Rs→i són les constants de velocitat de relaxació no radiativacorrespo-
nents a ls processos Φs ← Φi i Φs → Φi, i representen les proba bilita ts per unita t
de temps que una molècula pa ssi de l’esta t Φi a l Φs i viceversa per meca nismes no
ra dia tius. Aquestes proba bilita ts no poden deduir-se mitja nça nt un estudi efec-
tua t sobre una molècula individua l (com el que hem presenta t per a ls processos
ra dia tius), ja que resulten de fenòmens coopera tius en què esta implica t el conjunt
de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
riria un tra cta ment esta d́ıstic ba sa t en un model microscòpic de les intera ccions,
la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57

dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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s’apreciaque, adiferènciadel que succeeix amb Asi (eq. 7 .1 5 0 ), les constants de
velocitat de relaxació no radiativadepenen de latemperaturade lamostra.

Exercici 7.42
Calculeu larelació entre les poblacions d’equilibri a2 5 ◦C i a−1 5 0 ◦C de dos nivells
moleculars no deg enerats laseparació energ éticadels quals sig ui, en unitats de
freqüència,
a) 1 0 0 0 0 THz (UV),
b) 5 0 0 THz (visible),
c) 2 0 0 THz (IR proper),
d) 3 0 THz (IR mig ),
e) 3 THz (IR llunyà),
f) 1 0 0 GHz (MW),
g ) 5 0 0 MHz (radiofreqüències).
Resultats : a) Ns/Ni = 1 0 − 699 a2 5 ◦C i ≈ 0 a−1 5 0 ◦C; b) 1 0 − 35 i 1 0 − 85; c) 1 0 − 14

i 1 0 − 34; d) 1 0 − 2 i 1 0 − 5; e) 0 ,6 i 0 ,3 ; f) 0 ,9 8 i 0 ,9 6 ; g ) 0 ,9 9 9 9 2 i 0 ,9 9 9 8 9 .

✏ Canviem les variables Ni i Ns per lasevasumai lasevadiferència:

N ≡ Ni + Ns i n ≡ Ni − Ns

és adir:

Ni =
1

2
(N + n) i Ns =

1

2
(N − n)

Com que hem suposat que Φs i Φi són els únics estats les poblacions dels
quals poden variar, N es mantindràconstant en el temps i, derivant l’última
equació, s’obtindrà:

dNs

dt
= − 1

2

dn

dt
(7 .1 6 2 )

Substituim (7 .1 6 2 ) en (7 .1 5 9 ):

dn

dt
= −2 nBsiu(νsi) − (N + n)Rs←i + (N − n) (Asi + Rs→i)

= −2 nBsiu(νsi) + N(Asi + Rs→i − Rs←i) − n(Asi + Rs→i + Rs←i) (7 .1 6 3 )

i anomenem neq aladiferènciaentre les poblacions d’equilibri dels nivells en
absènciade radiació, que s’obtindràimposant que dn/dt = 0 i u(νsi) = 0 en
l’equació anterior:

neq = N
Asi + Rs→i − Rs←i

Asi + Rs→i + Rs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0
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on Ni i Ns són les pobla cions dels esta ts Φi i Φs respectiva ment. Les tra nsicions no
ra dia tives seg ueixen, a proxima da ment, cinètiques de primer ordre en la pobla ció
de l’esta t de pa rtida :56

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φi a Φs per mec. no ra d. : NiRs←i

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φs a Φi per mec. no ra d. : NsRs→i

on Rs←i i Rs→i són les constants de velocitat de relaxació no radiativacorrespo-
nents a ls processos Φs ← Φi i Φs → Φi, i representen les proba bilita ts per unita t
de temps que una molècula pa ssi de l’esta t Φi a l Φs i viceversa per meca nismes no
ra dia tius. Aquestes proba bilita ts no poden deduir-se mitja nça nt un estudi efec-
tua t sobre una molècula individua l (com el que hem presenta t per a ls processos
ra dia tius), ja que resulten de fenòmens coopera tius en què esta implica t el conjunt
de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
riria un tra cta ment esta d́ıstic ba sa t en un model microscòpic de les intera ccions,
la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57

dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.
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on Ni i Ns són les pobla cions dels esta ts Φi i Φs respectiva ment. Les tra nsicions no
ra dia tives seg ueixen, a proxima da ment, cinètiques de primer ordre en la pobla ció
de l’esta t de pa rtida :56

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φi a Φs per mec. no ra d. : NiRs←i

Molèc. que pa ssen per unita t de t de Φs a Φi per mec. no ra d. : NsRs→i

on Rs←i i Rs→i són les constants de velocitat de relaxació no radiativacorrespo-
nents a ls processos Φs ← Φi i Φs → Φi, i representen les proba bilita ts per unita t
de temps que una molècula pa ssi de l’esta t Φi a l Φs i viceversa per meca nismes no
ra dia tius. Aquestes proba bilita ts no poden deduir-se mitja nça nt un estudi efec-
tua t sobre una molècula individua l (com el que hem presenta t per a ls processos
ra dia tius), ja que resulten de fenòmens coopera tius en què esta implica t el conjunt
de les molècules de la mostra i el recipient que les conté. La seva deducció reque-
riria un tra cta ment esta d́ıstic ba sa t en un model microscòpic de les intera ccions,
la qua l cosa supera els objectius d’a quest text; en conseqüència , ens hem limita t a
introduir-les com un fet emṕıric. L’equa ció que determina l’evolució de la pobla ció
del nivell superior serà , doncs:57

dNs

dt
= Niw

abs
si −Ns

(
wem ind

si + wem esp
si

)
+ NiRs←i −NsRs→i

= NiBsiu(νsi) −Ns [Bsiu(νsi) + Asi] + NiRs←i −NsRs→i

= (Ni −Ns)Bsiu(νsi) + NiRs←i −Ns (Asi + Rs→i) (7 .1 5 9 )

Els processos de rela xa ció no ra dia tiva junta ment a mb l’emissió espontà nia
(a la qua l ens referirem ta mbé com relaxació radiativa) són els responsa bles que,
en a bsència de ra dia ció externa (u(νsi) = 0 ), les pobla cions Ns i Ni evolucionin
irreversiblement ca p a ls seus va lors d’equilibri per a la tempera tura de treba ll
(Ns,eq i Ni,eq), ta l i com exig eix el seg on principi de la termodinà mica . Un cop
a ssolit l’equilibri a questes pobla cions es ma ntindra n consta nts i l’eq. (7 .1 5 9 ) es
reduirà a :

Ns,eq(Asi + Rs→i) = Ni,eqRs←i

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 0 )

Aı̈lla nt el quocient Ns,eq/Ni,eq i tenint en compte que a questa rela ció de pobla cions
va ria a mb la tempera tura seg ons la llei de Boltzma nn (eq. 7 .1 4 8 ):

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs←i

Asi + Rs→i
= e−hνsi/kBT

{
equilibri,
u(νsi) = 0

(7 .1 6 1 )

56Les col·lisions intermoleculars són processos de segon ordre, ja que són proporcionals al
nombre de molècules en l’estat de partida i al nombre de molècules amb les que aquelles poden
xocar; malgrat això, aquest últim nombre és aproximadament constant i pot ser inclòs en la
constant de velocitat corresponent.

57Estem suposant que podem negligir les reabsorcions de la radiació emesa per les molécules
de la mostra, la qual cosa constitueix una bona aproximació en la major part dels casos.

• ν alta:  Ni,eq >> Ns,eq   i   Asi + Rs→i >> Rs←i   ⇒   un petit augment de Ns 
respecte de Ns,eq provocat per u de seguida es compensat per la relaxació (*)

Ni es manté ≈ Ni,eq ≈ N       →
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Fig ura7 .2 4 : L’emissió espontàniano afectasig nificativament el detector, però śı
ho falaindüıda.

7.6.1 Absorció n eta

Considerem unamostraque absorbeix energ iad’un feix unidireccional que latra-
vessa(fig . 7 .2 4 ) i suposem que el recorreg ut que efectuael feix en passar per la
mostra és petit, de maneraque totes les seves molècules reben aproximadament
la mateixa intensitat de radiació. Un detector situat davant del feix que emer-
g eix de la mostra percebrà una intensitat de radiació inferior a la que incideix
sobre lamostraacausade l’absorció neta(absorció – emissió indüıda) per part
d’aquesta. En efecte, l’emissió indüıda, que és paral·lelaa la radiació incident,
arribaràal detector i compensaràparcialment l’absorció. L’emissió espontània, al-
trament, redistribueix laradiació per ig ual en totes les direccions del espai, influint
de formaneg lig ible sobre lalecturadel detector; amés amés, l’energ iadissipada
per larelaxació no radiativaes transformaen energ iatèrmicaque tampoc afecta
sig nificativament al detector. L’absorció d’energ iaradiant per unitat de temps que
detectarem serà, doncs, ig ual al nombre net d’absorcions radiatives per unitat de
temps multiplicat per l’energ iaabsorbidaen cadascunad’elles:

dEabs

dt
= NiBsiu(νsi)(Es − Ei) − NsBsiu(νsi)(Es − Ei)

= (Ni − Ns) Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 6 9 )

El pes relatiu que tenen l’absorció i l’emissió indüıdaen aquestaequació depèn
dràsticament de lafreqüènciade laradiació. Quan hom treballaamb radiació de
freqüència elevada (IR mig i proper, visible, UV, . . . ) hνsi és molt més g ran
que kBT (atemperaturaambient o inferior); això comportaque l’exponencial de
l’eq. (7 .1 6 1 ) preng ui un valor molt petit i que la població d’equilibri del nivell
superior sig ui molt menor que lade l’inferior (exercici 7 .4 2 ):

Ns,eq << Ni,eq (νsi elevada, T ≤ ambient)

Com que el coeficient Asi és proporcional al cub de lafreqüènciaνsi (eq. 7 .1 5 0 ),
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el temps de relaxació seràpetit (eq. 7 .1 6 5 )59 i laradiació no modificaràsig nifica-
tivament les poblacions d’equilibri (eq. 7 .1 6 7 ), de maneraque l’efecte de l’emissió
indüıdaen l’eq. (7 .1 6 9 ) seràneg lig ible:

dEabs

dt
= NiBsiu(νsi)hνsi (νsi elevada, T ≤ ambient) (7 .1 7 0 )

En lamajoriadels casos Φi seràl’estat fonamental i lapoblació de larestad’estats
seràneg lig ible en comparació amb aquell; per tant, podrem substituir Ni per N
en l’eq. (7 .1 7 0 ):

dEabs

dt
= NBsiu(νsi)hνsi (νsi elevada, Φi fonamental, T ≤ ambient)

(7 .1 7 1 )

Laproporcionalitat entre dEabs/dt i N permet emprar les tècniques espectroscòpi-
ques d’absorció de freqüènciaelevadaper determinar concentracions d’espècies
absorbents en unamostraapartir de l’atenuació que pateix el feix de radiació
en travessar-la. D’aqúı derivalautilitat de les tècniques d’IR i visible-UV per
al’anàlisi qúımic quantitatiu (veg eu lasecció 7 .8 ). Lasensibilitat d’aquestes
tècniques seràelevadaperquè, per un costat, l’energ iahνsi absorbidaen cada
procès és relativament g ran i, per l’altre, dEabs/dt és proporcional al nombre to -
tal de molècules de l’espècie analitzada. Laseparació entre els nivells implicats
en latransició és caracteŕısticade l’espècie absorbent, laqual seràd’utilitat per
identificar aquestaespècie apartir de lafreqüènciaalaqual es detectal’absorció
(anàlisi qúımic qualitatiu) i per a—amb l’ajudad’un model— extreure informació
estructural sobre l’esmentadaespècie (secció 7 .9 ).

Per atransicions que corresponen afreqüències baixes de l’espectre (radi-
ofreqüències, MW i lapart més “llunyana”de l’IR llunyà) hνsi és —per atem-
peratures no molt inferiors al’ambient— petit en comparació amb kBT (exercici
7 .4 4 a), per laqual cosa, l’exponencial de l’eq. (7 .1 6 1 ) adoptaràun valor proper a
launitat i les poblacions d’equilibri dels nivells implicats en latransició seran del
mateix ordre (exercicis 7 .4 2 i 7 .4 4 b)):

Ns,eq ! Ni,eq (νsi baixa, T ≥ ambient) (7 .1 7 2 )

L’absorció d’energ iaradiant faràque aquestes poblacions s’aproximin encaramés
(eq. 7 .1 6 6 ), i conseqüentment, no podrem neg lig ir l’emissió indüıdaen front de
l’absorció en l’eq. (7 .1 6 9 ). El valor del coeficient Asi, proporcional aν3

si, serà
relativament petit i lavidamitjanade l’estat superior (per alamolèculaäıllada)
seràelevada(exercicis 7 .2 8 b i 7 .4 4 c); l’emissió espontània, per tant, jug aràun
paper neg lig ible en larelaxació (Asi << Rs→i). Les tècniques espectroscòpiques
que operen aaquestes freqüències són, en g eneral, poc sensibles. Això es deu, en
part, al fet que l’energ iahνsi intercanviadaen cadaprocès es més petitaque a

59Si l’estat Φs és metaestable, el coeficient Asi serà petit malg rat que la freqüència sig ui
elevada; tret de casos de mostres g asoses a pressió molt baixa, però, els mecanismes de relaxació
no radiativa mantenen petit el temps de relaxació.

anàlisi quantitativa

emissió espontània

feix incident

detector

feix emergent
(radiació no absorbida

+ emisió induïda)

mostra

(*)
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• ν baixa:  Ni,eq ≈ Ns,eq  i  Asi ↓↓

anàlisi qualitativa,
determinació estructural

dNs

dt
≈ (Ni − Ns) Bsiu(νsi) + NiRs←i − NsRs→i

dEabs

dt
= (Ni − Ns) Bsiu(νsi)hνsi

Ns,eqRs→i = Ni,eqRs←i

Rs→i > Rs←i
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ció (7.1

38)

L’e
q.(

7.13
8)(

oeq
uac

ion
ssi

mil
ars

que
s’ob

ten
en

per
aa

ltre
sti

pus
d’o

nes
i/o

de
tran

sici
ons

)es
con

eix
com

are
gla

d’or
deF

erm
i,i

exp
ress

ala
con

stan
tde

velo
cita

t
w si

com
ap

rod
uct

ed
ed

osf
act

ors:
un

dep
ene

ntd
ela

fon
td

era
dia

ció
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óis
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En condicions estacionàries (amb radiació)
Ni  – Ns és més petit encara que Ni,eq  – Ns,eq

→ si Rs → i no es prou gran saturació
(si u ↑ Ni  – Ns ↓ ⇒ dEabs/dt no ↑ i soroll ↑)
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üıd
ap

erm
esa

per
dip

ole
lèct
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B si
ies

con
eix

com
aco

efic
ient

d’E
inst

ein
per

al’
abs

orc
ióΦ
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ind
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7 . Matèria i radiació 7 8 1

Fig ura 7 .1 1 : (a ) Ĺınia espectra l. (b) Ba nda no resolta . (c) Ba nda resolta .

i bandes si resulten del sola pa ment entre diferents ĺınies properes entre elles (fig .
7 .1 1 a y b). Anomenem resolució d’un espectre a la diferència de freqüència o de
long itud d’ona entre les ĺınies més properes que poden disting ir-se. Si un espectre
té suficient resolució perqué les ĺınies d’una ba nda no se sola pin g a ire direm que
la ba nda té una estructurafina resolta (fig . 7 .1 1 c).

Exercici 7.26
En una mostra forma da per 1 mol de HCl g a sós a una tempera tura de 1 5 ◦C,
la rela ció a proxima da entre el nombre de molècules que es troben en el nivell
vibra ciona l fona menta l (Evib(0 )) i en el primer esta t excita t (Evib(1 )) és de 3 ×1 0 6,
essent neg lig ible la pobla ció dels esta ts vibra ciona ls més excita ts.
a ) Si s’irra dia la mostra a mb ra dia ció de la freqüència a dequa da , és a dir, a mb
densita t d’energ ia eleva da a l volta nt de la freqüència [Evib(1 ) − Evib(0 )]/h ≈
8 6 ,5 2 THz (ν̄ ≈ 2 8 8 6 cm− 1), indiqueu el nombre a proxima t de molècules que
pa ssa ra n del nivell fona menta l a l’excita t en la unita t de temps per ca da scuna
que experimenta la tra nsició inversa per emissió indüıda de ra dia ció (prescindiu
de l’energ ia rota ciona l).
b) Determineu l’a bsorció neta d’energ ia (a bsorció menys emissió indüıda , sense
considera r l’emissió espontà nia ) per unita t de temps per a wsi = 2 × 1 0 − 4s− 1.
Resultats : a ) 3 × 1 0 6; b) 7 Js− 1.

7.4.5 Emissió espontània

D’a cord a mb l’eq. (2 .1 0 1 ), una molècula a ı̈lla da que es trobi en un esta t esta ciona ri
ha uria de roma ndre indefinida ment en a quest esta t, a tès que la seva funció d’ona
es ma nté (tret d’un ca nvi de fa se) consta nt en el temps:

Ψ(x; t) = e− iEit/!Φi(x)

No obsta nt a ixò, l’experiència indica que els esta ts esta ciona ris excita ts evolucionen
espontà nia ment ca p a esta ts de menor energ ia emetent l’energ ia sobra nt en forma
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Fig ura7 .2 6 : Lasuperposició de ĺınies amb amplades superiors alaseparació entre
elles produeix unabandano resoltael perfil de laqual és la sumadels perfils de
les ĺınies.

component monocromàtica mitjançant un monocromador, que sol constar d’un
element dispersor que separaels components i un filtre que seleccionaun d’ells.
Aquest procès implica el desaprofitament d’una part important de la radiació
prodüıdaper lafont. Com aalternativaals espectròmetres d’escombratg e, els de
transformadade Fourier reg istren un senyal en què la informació corresponent a
totes les freqüències de l’interval es trobamescladai, després de sotmetre aquest
senyal aun tractament matemàtic coneg ut com transformació de Fourier, s’obté
l’espectre en laformaconvencional f(ν) (fig . 7 .2 5 abaix).

D’acord amb la discussió que seg ueix a l’eq. (7 .9 3 ), pàg . 7 6 4 , hauŕıem de
ser capa̧cos d’obtenir ĺınies espectrals arbitràriament estretes aug mentant sufici-
entement el temps d’interacció (veg eu la fig . 7 .8 , pàg . 7 6 1 ), però a la pràctica,
aquest estretament té un ĺımit i, de fet, les ĺınies de la majoria dels espectres
tenen amplades molt superiors a les que prediu aquella equació (veg eu l’exercici
7 .4 6 ). Això s’explica per diversos factors que considerarem breument en aquest
apartat. A més, si diverses ĺınies properes entre elles tenen amplades superiors a
les distàncies entre els seus màxims es confondran en bandes d’ampladasuperior
(fig . 7 .2 6 ).

Existeix un factor d’eixamplament inherent atotatransició espectroscòpica: la
indeterminació en l’energ iadels estats excitats. En el desenvolupament teòric previ
al’apartat 7 .4 .5 s’hasuposat que cadaestat estacionari d’unamolèculaäılladaté
una energ ia ben definida (fig . 7 .9 , 7 6 2 ) però, tal i com vàrem veure en aquell
apartat, l’emissió espontàniacondueix aunaindeterminació finitaper al’energ ia
dels estats excitats, relacionadaamb lasevavidamitjanamitjançant l’eq. (7 .1 5 5 ):

∆sH ≥ !

2 τs
(7 .1 7 3 )

Totatransició espectroscòpicaimplica, almenys, un estat excitat i, per tant, pre-
sentaràunaampladamı́nimaig ual alasumade les indeterminacions energ ètiques
dels estats superior i inferior (fig . 7 .2 7 a). Les conseqüències de l’emissió es-
pontània poden introduir-se aposteriori en el tractament semiclàssic de la in-
teracció entre matèriai radiació multiplicant cadacoeficient csi(t) de l’eq. (7 .6 7 ),(a) (b)

!
si !
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Fig ura 7 .2 7 : La indetermina ció en l’energ ia dels nivells implica ts en una tra nsició
fa que a questa no ting ui una freqüència ben definida (a ) i confereix un perfil
lorentzià a la corresponent ĺınia espectra l (b).

7 5 3 , per un fa ctor de deca ı̈ment exponencia l e−t/2τs que incorpora el fet que les
pobla cions |csi(t)|2dels esta ts excita ts disminueixen com a conseqüència d’a quella
emissió (veg eu l’eq. (7 .1 5 2 , pà g . 7 8 7 )). Un tra cta ment d’a quest tipus condueix a
un perfil lorentzià per a les ĺınies espectra ls ([Moss] §1 3 .8 ):

f(ω) =
asi

(ω − ωsi)2+
(

τ−1
s +τ−1

i
2

)2

on asi és una consta nt per a ca da tra nsició. Aquesta funció f(ω) presenta un
mà xim en ω = ωsi i tendeix monòtona ment a zero qua n ω s’a llunya de ωsi (fig .
7 .2 7 b). La semiamplada ∆ω de la corba lorentzia na es defineix com l’increment
de la va ria ble que fa que la funció deca ig ui des del seu va lor mà xim fins a la meita t
d’a quest:

f(ωsi ± ∆ω) =
1

2
f(ωsi) (7 .1 7 4 )
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2
o
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s + τ−1
i

4 π
(semia mpla da na tura l) (7 .1 7 5 )

QC3
2 0 0 3 / 7 / 1 2
pa g e 8 2 0

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

8 2 0 7 .7 . Forma de les ĺınies espectrals

Fig ura 7 .2 7 : La indetermina ció en l’energ ia dels nivells implica ts en una tra nsició
fa que a questa no ting ui una freqüència ben definida (a ) i confereix un perfil
lorentzià a la corresponent ĺınia espectra l (b).

7 5 3 , per un fa ctor de deca ı̈ment exponencia l e−t/2τs que incorpora el fet que les
pobla cions |csi(t)|2dels esta ts excita ts disminueixen com a conseqüència d’a quella
emissió (veg eu l’eq. (7 .1 5 2 , pà g . 7 8 7 )). Un tra cta ment d’a quest tipus condueix a
un perfil lorentzià per a les ĺınies espectra ls ([Moss] §1 3 .8 ):

f(ω) =
asi

(ω − ωsi)2+
(

τ−1
s +τ−1

i
2

)2

on asi és una consta nt per a ca da tra nsició. Aquesta funció f(ω) presenta un
mà xim en ω = ωsi i tendeix monòtona ment a zero qua n ω s’a llunya de ωsi (fig .
7 .2 7 b). La semiamplada ∆ω de la corba lorentzia na es defineix com l’increment
de la va ria ble que fa que la funció deca ig ui des del seu va lor mà xim fins a la meita t
d’a quest:
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Aquest fa ctor d’eixa mpla ment, inherent a tota ĺınia espectra l, s’a nomena amplada
natural de la ĺınia (2∆ν). Com que la vida mitja na de l’esta t fona menta l és infinita ,
l’a mpla da na tura l d’una tra nsició l’esta t inferior de la qua l sig ui el fona menta l
esta rà determina da per la vida mitja na de l’esta t superior:

∆ν =
τ−1

s

4 π
(7 .1 7 6 )

i proporciona una mesura a proxima da de la indetermina ció en l’energ ia d’a quest
esta t:

∆sH ≈ h∆ν

Observem que asi = (∆ω)2f(ωsi).
En la ma jor pa rt de les mesures espectroscòpiques existeixen a ltres ca uses

d’eixa mpla ment de les ĺınies, controla bles en ma jor o menor g ra u, que fa n que
llur a mpla da sig ui més g ra n que la na tura l. Una d’a questes és l’efecte Doppler,
és a dir, la va ria ció de la freqüència observa da d’una ona a mb la velocita t de
la font rela tiva a l’observa dor. Aquest efecte és ben coneg ut en rela ció a mb les
ones sonores: la g ent que s’espera a l’a nda na d’una esta ció percep un to més
a g ut (de ma jor freqüència ) en el xiulet d’un tren qua n a quest s’a propa que qua n
s’a llunya .61 En una mostra g a sosa les molècules es mouen en direccions a lea tòries.
Si una molècula que s’està movent ca p a l detector emet un fotó, a quest reg istra rà
una freqüència una mica més g ra n que la del fotó emès per una molècula que
experimenti la ma teixa tra nsició qua n s’està a llunya nt del detector. Anà log a ment,
perquè una molècula pa teixi una determina da tra nsició per a bsorció d’energ ia
d’una font ra dia nt, necessita rà fotons d’energ ia una mica menor si es mou ca p
a la font que si s’està a llunya nt d’ella . Per a velocita ts molecula rs petites en
compa ra ció a mb la de la llum, la va ria ció de la freqüència de la ra dia ció per efecte
Doppler ve determina da per la rela ció ([Alonso II] §1 9 .1 4 )

ν − νsi

νsi
=

vz

c
(7 .1 7 7 )

on ν és la freqüència observa da qua n la font es mou a mb una velocita t rela tiva a
l’observa dor a mb component vz sobre la direcció que uneix a quella a mb a quest i
νsi és la freqüència que s’observa qua n vz = 0 . En una mostra g a sosa en equi-
libri tèrmic la distribució de velocita ts està determina da per la llei de Ma xwell-
Boltzma nn ([Ag uila r] eq. 6 .3 7 ):

fra cció de molècules a mb vz compresa entre vz i vz + dvz ∝ e−mv2

z/2kBT (7 .1 7 8 )

on m és la ma ssa molecula r, kB la consta nt de Boltzma nn i T la tempera tura
a bsoluta . Aı̈lla nt vz de l’eq. (7 .1 7 7 ) i si substituim en (7 .1 7 8 ) obtindrem la fra cció
de molècules que emeten o a bsorbeixen a una determina da freqüència :

f(ν) = f(νsi)e
−mc2(ν−νsi)

2/2ν2

sikBT (7 .1 7 9 )

61Tot i que el nom d’aquest efecte es deu al matemàtic i f́ısic austriac Johann Christian Doppler,
qui el formulàper ales ones acústiques el 1 8 4 2 , fou el f́ısic francés Armand Hippolyte Louis Fizeau
qui el formulà, independentment, per al’óptica.
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natural de la ĺınia (2∆ν). Com que la vida mitja na de l’esta t fona menta l és infinita ,
l’a mpla da na tura l d’una tra nsició l’esta t inferior de la qua l sig ui el fona menta l
esta rà determina da per la vida mitja na de l’esta t superior:

∆ν =
τ−1

s

4 π
(7 .1 7 6 )

i proporciona una mesura a proxima da de la indetermina ció en l’energ ia d’a quest
esta t:

∆sH ≈ h∆ν

Observem que asi = (∆ω)2f(ωsi).
En la ma jor pa rt de les mesures espectroscòpiques existeixen a ltres ca uses

d’eixa mpla ment de les ĺınies, controla bles en ma jor o menor g ra u, que fa n que
llur a mpla da sig ui més g ra n que la na tura l. Una d’a questes és l’efecte Doppler,
és a dir, la va ria ció de la freqüència observa da d’una ona a mb la velocita t de
la font rela tiva a l’observa dor. Aquest efecte és ben coneg ut en rela ció a mb les
ones sonores: la g ent que s’espera a l’a nda na d’una esta ció percep un to més
a g ut (de ma jor freqüència ) en el xiulet d’un tren qua n a quest s’a propa que qua n
s’a llunya .61 En una mostra g a sosa les molècules es mouen en direccions a lea tòries.
Si una molècula que s’està movent ca p a l detector emet un fotó, a quest reg istra rà
una freqüència una mica més g ra n que la del fotó emès per una molècula que
experimenti la ma teixa tra nsició qua n s’està a llunya nt del detector. Anà log a ment,
perquè una molècula pa teixi una determina da tra nsició per a bsorció d’energ ia
d’una font ra dia nt, necessita rà fotons d’energ ia una mica menor si es mou ca p
a la font que si s’està a llunya nt d’ella . Per a velocita ts molecula rs petites en
compa ra ció a mb la de la llum, la va ria ció de la freqüència de la ra dia ció per efecte
Doppler ve determina da per la rela ció ([Alonso II] §1 9 .1 4 )

ν − νsi

νsi
=

vz

c
(7 .1 7 7 )

on ν és la freqüència observa da qua n la font es mou a mb una velocita t rela tiva a
l’observa dor a mb component vz sobre la direcció que uneix a quella a mb a quest i
νsi és la freqüència que s’observa qua n vz = 0 . En una mostra g a sosa en equi-
libri tèrmic la distribució de velocita ts està determina da per la llei de Ma xwell-
Boltzma nn ([Ag uila r] eq. 6 .3 7 ):

fra cció de molècules a mb vz compresa entre vz i vz + dvz ∝ e−mv2

z/2kBT (7 .1 7 8 )

on m és la ma ssa molecula r, kB la consta nt de Boltzma nn i T la tempera tura
a bsoluta . Aı̈lla nt vz de l’eq. (7 .1 7 7 ) i si substituim en (7 .1 7 8 ) obtindrem la fra cció
de molècules que emeten o a bsorbeixen a una determina da freqüència :

f(ν) = f(νsi)e
−mc2(ν−νsi)

2/2ν2

sikBT (7 .1 7 9 )

61Tot i que el nom d’aquest efecte es deu al matemàtic i f́ısic austriac Johann Christian Doppler,
qui el formulàper ales ones acústiques el 1 8 4 2 , fou el f́ısic francés Armand Hippolyte Louis Fizeau
qui el formulà, independentment, per al’óptica.

• Eixamplament per col·lisions o per pressió
• Eixamplament per saturació
• Eixamplament per limitacions tècniques (resolució, truncament del FID…)

• Eixamplament per efecte Doppler
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en equilibri tèrmic. Les molècules d’un feix molecula r via tg en prà ctica ment en la
ma teixa direcció, de forma que si disposem la font i el detector en direcció perpen-
dicula r a la del feix s’a nul·la rà vz i l’eixa mpla ment Doppler serà qua si inexistent.
A més, les col·lisions intermolecula rs sera n molt improba bles i l’eixa mpla ment per
pressió serà ta mbé petit. D’a questa ma nera , i treba lla nt en una zona de l’espectre
(MW) en què l’emissió espontà nia és neg lig ible i, en conseqüència , l’a mpla da na -
tura l molt petita (exercici 7 .4 5 f) s’ha n pog ut reg istra r corbes com la de la fig .
7 .8 , pà g . 7 6 1 (veg eu l’exercici 7 .5 2 , pà g . 8 4 2 ).

La disminució en la intensita t de les ĺınies que comporta la saturació d’una
mostra va a compa nya da d’un eixa mpla ment de les ma teixes. Aquest fenomen
no pot explica r-se mitja nça nt un tra cta ment pertorba ciona l de primer ordre a
ca usa dels importa nts ca nvis pobla ciona ls que es produeixen ([Townes] §1 3 -1 5 ).
No obsta nt a ixò, pot obtenir-se una justifica ció simplista del ma teix a ssocia nt-lo
a la disminució de la vida mitja na efectiva dels esta ts com a conseqüència de les
tra nsiciones provoca des per una ra dia ció intensa (veg eu l’eq. (7 .1 7 5 )).

S’ha de tenir en compte ta mbé que diferents elements de l’espectròmetre empra t
poden introduir eixa mpla ments a ddiciona ls en les ĺınies espectra ls. A més, en els
espectres de tra nsforma da de Fourier el tra cta ment del senya l introdueix fa ctors
d’eixa mpla ment a ddiciona ls que no discutirem.

Exercici 7.45
El mòdul del moment dipola r elèctric de la tra nsició entre l’esta t fona menta l i el
primer esta t excita t de les molècules d’un g a s és de 1 u.a ., i la ma ssa molecula r
és de 3 0 mu. Ca lculeu la vida mitja na de la tra nsició (eqs. (7 .1 5 0 ) i (7 .1 5 3 )),
l’a mpla da na tura l rela tiva (2∆ν/ν) de la ĺınia espectra l corresponent (eq. 7 .1 7 6 )
i l’eixa mpla ment rela tiu per efecte Doppler a 2 5 ◦C (eq. 7 .1 8 0 ) per a ls seg üents
va lors de la freqüència de la tra nsició:
a ) 1 0 0 0 0 THz (UV),
b) 5 0 0 THz (visible),
c) 2 0 0 THz (IR proper),
d) 3 0 THz (IR mig ),
e) 3 THz (IR llunyà ),
f) 1 0 0 GHz (MW),
g ) 5 0 0 MHz (ra diofreqüències).
Resultats : a ) 1 ,3 × 1 0 − 11 s; 1 ,2 × 1 0 − 6; 2 ,3 × 1 0 − 6 (independent de la
freqüència ); b) 1 ,1 × 1 0 − 7 s; 3 ,0 × 1 0 − 9; c) 1 ,7 × 1 0 − 6 s; 4 ,8 × 1 0 − 10; d)
4 ,9 × 1 0 − 4 s; 1 ,1 × 1 0 − 11; e) 0 ,4 9 s; 1 ,1 × 1 0 − 13; f) 3 ,7 hores; 1 ,2 × 1 0 − 16; g )
3 × 1 0 3 a nys; 3 × 1 0 − 21.

Exercici 7.46
a ) Ca lculeu l’a mpla da na tura l a bsoluta que correspon a ls ca sos considera ts en els
a pa rta ts b) i g ) de l’exercici 7 .4 5 .
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8 2 2 7 .7 . Forma de les ĺınies espectrals

Si definim lasemiampladad’aquestafunció g aussianade lamateixamaneraque
ho hem fet en el cas de la lorentziana(eq. 7 .1 7 4 ), és adir, com l’increment de
lavariable que faque lafunció decaig ui des del seu valor màxim fins alameitat
d’aquest:

f(νsi)e
−mc2(∆ν)2/2ν2

sikBT =
1

2
f(νsi)

obtenim:

∆ν = νsi

√
kBT 2 ln 2

mc2
(semiampladaDoppler) (7 .1 8 0 )

Aquesta equació fa palès que l’eixamplament per efecte Doppler disminueix en
baixar latemperaturade lamostra(perquè disminueix l’energ iacinèticamitjana
de les molècules) i en aug mentar lamassamolecular (perquè disminueix lavelocitat
molecular per auna energ ia cinèticadeterminada). Per a una mostra g asosaa
temperaturaambient, l’eixamplament d’unaĺıniaper efecte Doppler sol ser molt
més g ran que lasevaampladanatural excepte afreqüències elevades (exercici 7 .4 5 );
en conseqüència, el perfil de laĺıniaadquireix unaformag aussiana, resultat de la
superposició de moltes corbes lorentzianes distribüıdes al voltant de νsi d’acord
amb lafunció (7 .1 7 9 ) (fig . 7 .2 6 ). Nog ensmenys, com que el decäıment d’unafunció
g aussianaés, per afreqüències suficientement allunyades del màxim, més ràpid que
el d’una lorentziana, és possible, de veg ades, obtenir informació sobre l’amplada
natural apartir de laformade les “cues” de laĺıniaespectral.

Les interaccions intermoleculars constitueixen unaaltracausad’eixamplament
de les ĺınies espectrals: l’eixamplament per col ·lisions o per pressió. Aquest fe-
nomen pot explicar-se de la seg üent manera: quan una molècula entra en in-
teracció amb unaaltra(o amb les parets del recipient) el seu hamiltoniàdiferirà
del de lamolèculaäıllada, jaque hauràd’incloure els termes que representen la
interacció amb l’altre cos. D’unabanda, aquests termes afectaran l’energ ı́adels
estats estacionaris de lamolèculai alafreqüènciadels fotons que pug ui absorbir
o emetre durant lacol·lisió. D’unaaltra, com que els termes d’interacció depenen
del temps poden provocar transicions no radiatives entre els estats estacionaris
de la molècula, les quals contribueixen a la relaxació no radiativa discutida en
la secció anterior. L’efecte d’aquestes transicions és una disminució de la vida
mitjanaefectivadels estats implicats (eq. 7 .1 6 5 ) i, d’acord amb l’eq. (7 .1 7 3 ), un
aug ment de lasevaindeterminació que comportaràun eixamplament de les ĺınies.
Aquest serà, en g eneral, més g ran en fase ĺıquidaque en fase vapor i, en aquest
últim cas, aug mentaràamb lapressió del g as. Lasevamag nitud acostumaaser
superior alade l’eixamplament per efecte Doppler excepte en mostres g asoses a
baixapressió. Les transicions rotacionals són les més afectades per l’eixamplament
per col·lisions, perquè aquestes interfereixen molt en el moviment rotacional. En
RMN les interaccions intermoleculars afecten poc als spins nuclears, proteg its per
l’entorn electrònic, i larelaxació es deu principalment ainteraccions entre diferents
nuclis amb spin d’unamateixamolècula(apartat 7 .1 3 .1 ).

Unamanerade reduir dràsticament els eixamplaments per efecte Doppler i per
col·lisions consisteix en emprar com amostraun feix molecular en lloc d’un g as

3,4
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Exercici 7.46 
a) Calculeu l’amplada natural absoluta que correspon als casos considerats en els 
apartats g) i b) de l’exercici 7.45.
b) Tenint en compte que, per a temps d’interacció compresos entre 10 µs 1 s l’amplada 
de la corba de probabilitat P(s↔i) en funció de la freqüència (eq. 7.93, pàg. 764) varia 
entre 100 kHz i 1 Hz (exercici 7.15 c i d), comproveu que l’amplada natural és 
negligible respecte la de P(s↔i) en RMN i, en canvi, és molt més gran que aquesta en 
el visible. 
Resultats: a) 1,5 × 10−12 Hz en RMN i 1,5 MHz en el visible.

P(f i)

!

Erratum!

49



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2014

Tema 1

Llei de Lambert-Beer

0 zldz

feix
incident

feix
emergent

S

I

QC3
2 0 0 3 / 7 / 1 2
pa g e 8 2 5

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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conté una única espècie a bsorbent C en una concentra ció [C] mol/ m3, la là mina
contindrà [C]Sdz = [C]dz mols de C, que pa ssa ts a nombre de molècules són

NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:

dEabs

dt
= (NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 8 1 )

Al fina l de l’a pa rta t 7 .4 .4 hem comenta t que els espectres solen representa r-se
mitja nça nt corbes d’intensitat radiant per unitat de freqüència(I(ν)), que és
l’energ ia ra dia nt per unita t de freqüència que tra vessa en la unita t de temps
la unita t de superf́ıcie perpendicula r a la direcció de propa g a ció del feix. Per
obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
per unita t de freqüència conting uda en la là mina de mostra a nteriorment con-
sidera da és u(ν)Sdz = u(ν)dz, i que a questa ra dia ció a ba ndona la là mina en
un temps dz/c; si dividim a mbdues qua ntita ts obtindrem l’energ ia per unita t
de freqüència que tra vessa la là mina en la unita t de temps:

I(ν) =
u(ν)dz

dz/c
= c u(ν)

Qua n el feix tra vessa la là mina I(νsi) pa tirà una disminució dI(νsi) ig ua l a
l’energ ia ra dia nt de freqüència νsi a bsorbida per la là mina en la unita t de
temps (eq. 7 .1 8 1 ):

dI(νsi) = −(NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi

= −NABsihνsi

c
I(νsi)[C]dz

o, definint el coeficient d’absorció neperiàmolar com:62

κsi ≡
NABsihνsi

c
(7 .1 8 2 )

dI(νsi) = −κsiI(νsi)[C]dz

Si integ rem a questa equa ció entre z = 0 (punt d’entra da del feix a la mostra )
i l (recorreg ut del feix a tra vés de la mostra ) obténim:

ln
Il(νsi)

I0(νsi)
= −κsi[C]l

62Si la mostra està en fase condensada haurà de substituir-se c per la velocitat de la llum en
aquest medi. Observem que κsi depèn de la transició considerada i, per tant, de la freqüència,
però no de la manera en què aquesta s’especifiqui (freqüència, freqüència ang ular, nombre d’ones,
long itud d’ona, etc.).
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7 . Matèriai radiació 8 2 5

conté una única espècie a bsorbent C en una concentra ció [C] mol/ m3, la là mina
contindrà [C]Sdz = [C]dz mols de C, que pa ssa ts a nombre de molècules són

NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:

dEabs

dt
= (NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 8 1 )

Al fina l de l’a pa rta t 7 .4 .4 hem comenta t que els espectres solen representa r-se
mitja nça nt corbes d’intensitat radiant per unitat de freqüència(I(ν)), que és
l’energ ia ra dia nt per unita t de freqüència que tra vessa en la unita t de temps
la unita t de superf́ıcie perpendicula r a la direcció de propa g a ció del feix. Per
obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
per unita t de freqüència conting uda en la là mina de mostra a nteriorment con-
sidera da és u(ν)Sdz = u(ν)dz, i que a questa ra dia ció a ba ndona la là mina en
un temps dz/c; si dividim a mbdues qua ntita ts obtindrem l’energ ia per unita t
de freqüència que tra vessa la là mina en la unita t de temps:

I(ν) =
u(ν)dz

dz/c
= c u(ν)

Qua n el feix tra vessa la là mina I(νsi) pa tirà una disminució dI(νsi) ig ua l a
l’energ ia ra dia nt de freqüència νsi a bsorbida per la là mina en la unita t de
temps (eq. 7 .1 8 1 ):

dI(νsi) = −(NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi

= −NABsihνsi

c
I(νsi)[C]dz

o, definint el coeficient d’absorció neperiàmolar com:62

κsi ≡
NABsihνsi

c
(7 .1 8 2 )

dI(νsi) = −κsiI(νsi)[C]dz

Si integ rem a questa equa ció entre z = 0 (punt d’entra da del feix a la mostra )
i l (recorreg ut del feix a tra vés de la mostra ) obténim:

ln
Il(νsi)

I0(νsi)
= −κsi[C]l

62Si la mostra està en fase condensada haurà de substituir-se c per la velocitat de la llum en
aquest medi. Observem que κsi depèn de la transició considerada i, per tant, de la freqüència,
però no de la manera en què aquesta s’especifiqui (freqüència, freqüència ang ular, nombre d’ones,
long itud d’ona, etc.).
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conté una única espècie a bsorbent C en una concentra ció [C] mol/ m3, la là mina
contindrà [C]Sdz = [C]dz mols de C, que pa ssa ts a nombre de molècules són

NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:

dEabs

dt
= (NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 8 1 )

Al fina l de l’a pa rta t 7 .4 .4 hem comenta t que els espectres solen representa r-se
mitja nça nt corbes d’intensitat radiant per unitat de freqüència(I(ν)), que és
l’energ ia ra dia nt per unita t de freqüència que tra vessa en la unita t de temps
la unita t de superf́ıcie perpendicula r a la direcció de propa g a ció del feix. Per
obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
per unita t de freqüència conting uda en la là mina de mostra a nteriorment con-
sidera da és u(ν)Sdz = u(ν)dz, i que a questa ra dia ció a ba ndona la là mina en
un temps dz/c; si dividim a mbdues qua ntita ts obtindrem l’energ ia per unita t
de freqüència que tra vessa la là mina en la unita t de temps:

I(ν) =
u(ν)dz

dz/c
= c u(ν)

Qua n el feix tra vessa la là mina I(νsi) pa tirà una disminució dI(νsi) ig ua l a
l’energ ia ra dia nt de freqüència νsi a bsorbida per la là mina en la unita t de
temps (eq. 7 .1 8 1 ):

dI(νsi) = −(NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi

= −NABsihνsi

c
I(νsi)[C]dz

o, definint el coeficient d’absorció neperiàmolar com:62

κsi ≡
NABsihνsi

c
(7 .1 8 2 )

dI(νsi) = −κsiI(νsi)[C]dz

Si integ rem a questa equa ció entre z = 0 (punt d’entra da del feix a la mostra )
i l (recorreg ut del feix a tra vés de la mostra ) obténim:

ln
Il(νsi)

I0(νsi)
= −κsi[C]l

62Si la mostra està en fase condensada haurà de substituir-se c per la velocitat de la llum en
aquest medi. Observem que κsi depèn de la transició considerada i, per tant, de la freqüència,
però no de la manera en què aquesta s’especifiqui (freqüència, freqüència ang ular, nombre d’ones,
long itud d’ona, etc.).
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contindrà [C]Sdz = [C]dz mols de C, que pa ssa ts a nombre de molècules són

NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:
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= (NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 8 1 )
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obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
per unita t de freqüència conting uda en la là mina de mostra a nteriorment con-
sidera da és u(ν)Sdz = u(ν)dz, i que a questa ra dia ció a ba ndona la là mina en
un temps dz/c; si dividim a mbdues qua ntita ts obtindrem l’energ ia per unita t
de freqüència que tra vessa la là mina en la unita t de temps:

I(ν) =
u(ν)dz

dz/c
= c u(ν)

Qua n el feix tra vessa la là mina I(νsi) pa tirà una disminució dI(νsi) ig ua l a
l’energ ia ra dia nt de freqüència νsi a bsorbida per la là mina en la unita t de
temps (eq. 7 .1 8 1 ):

dI(νsi) = −(NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi

= −NABsihνsi

c
I(νsi)[C]dz

o, definint el coeficient d’absorció neperiàmolar com:62

κsi ≡
NABsihνsi

c
(7 .1 8 2 )

dI(νsi) = −κsiI(νsi)[C]dz

Si integ rem a questa equa ció entre z = 0 (punt d’entra da del feix a la mostra )
i l (recorreg ut del feix a tra vés de la mostra ) obténim:

ln
Il(νsi)

I0(νsi)
= −κsi[C]l

62Si la mostra està en fase condensada haurà de substituir-se c per la velocitat de la llum en
aquest medi. Observem que κsi depèn de la transició considerada i, per tant, de la freqüència,
però no de la manera en què aquesta s’especifiqui (freqüència, freqüència ang ular, nombre d’ones,
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ió

in
dü

ıd
a

pe
r

di
po

l
m

ag
nè
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c.

en
ro

ta
ció
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ió
m

at
em

àt
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7 . Matèriai radiació 8 2 5

conté una única espècie a bsorbent C en una concentra ció [C] mol/ m3, la là mina
contindrà [C]Sdz = [C]dz mols de C, que pa ssa ts a nombre de molècules són

NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:

dEabs

dt
= (NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi (7 .1 8 1 )

Al fina l de l’a pa rta t 7 .4 .4 hem comenta t que els espectres solen representa r-se
mitja nça nt corbes d’intensitat radiant per unitat de freqüència(I(ν)), que és
l’energ ia ra dia nt per unita t de freqüència que tra vessa en la unita t de temps
la unita t de superf́ıcie perpendicula r a la direcció de propa g a ció del feix. Per
obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
per unita t de freqüència conting uda en la là mina de mostra a nteriorment con-
sidera da és u(ν)Sdz = u(ν)dz, i que a questa ra dia ció a ba ndona la là mina en
un temps dz/c; si dividim a mbdues qua ntita ts obtindrem l’energ ia per unita t
de freqüència que tra vessa la là mina en la unita t de temps:

I(ν) =
u(ν)dz

dz/c
= c u(ν)

Qua n el feix tra vessa la là mina I(νsi) pa tirà una disminució dI(νsi) ig ua l a
l’energ ia ra dia nt de freqüència νsi a bsorbida per la là mina en la unita t de
temps (eq. 7 .1 8 1 ):

dI(νsi) = −(NA[C]dz)Bsiu(νsi)hνsi

= −NABsihνsi

c
I(νsi)[C]dz

o, definint el coeficient d’absorció neperiàmolar com:62

κsi ≡
NABsihνsi

c
(7 .1 8 2 )

dI(νsi) = −κsiI(νsi)[C]dz

Si integ rem a questa equa ció entre z = 0 (punt d’entra da del feix a la mostra )
i l (recorreg ut del feix a tra vés de la mostra ) obténim:

ln
Il(νsi)

I0(νsi)
= −κsi[C]l

62Si la mostra està en fase condensada haurà de substituir-se c per la velocitat de la llum en
aquest medi. Observem que κsi depèn de la transició considerada i, per tant, de la freqüència,
però no de la manera en què aquesta s’especifiqui (freqüència, freqüència ang ular, nombre d’ones,
long itud d’ona, etc.).
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NC = NA[C]dz

on NA és el nombre d’Avog a dro. Si substituim a quest resulta t en l’eq. (7 .1 7 1 )
obtindrem l’energ ia que a bsorbeix la là mina en la unita t de temps:
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obtenir la rela ció entre I(ν) i u(ν) només ca l tenir present que l’energ ia ra dia nt
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8 2 6 7 .8 . Llei de Lambert-Beer

és a dir, la intensita t de la ra dia ció deca u exponencia lment a l lla rg de la mos-
tra :63

Il(νsi) = I0(νsi)e
−κsi[C]l (7 .1 8 3 )

ta l i com s’ha indica t a la pa rt inferior de la fig . 7 .2 8 .

L’a tenua ció del feix pot qua ntifica r-se ta mbé mitja nça nt l’absorbància Asi de
la mostra per a la freqüència νsi, la qua l, per ra ons històriques, es defineix com el
log a ritme decimal del quocient I0(νsi)/Il(νsi) :

Asi ≡ log
I0(νsi)

Il(νsi)
= κsi[C]l log e

Si introduim el coeficient d’absorció molar (o absortivitat molar) per a la freqüència
νsi:

ϵsi ≡ αsi log e = κsi × 0 , 4 3 4 3

obtenim:

Asi = ϵsil[C]

En l’a pa rta t a nterior hem vist que les ĺınies espectra ls tenen certa a mpla da i, ta l
i com veurem en la secció 7 .9 , els espectres IR i visible-UV presenten, norma lment,
ba ndes a mples forma des per la superposició de diferents ĺınies. En a quests ca sos,
la a bsorbà ncia se sol mesura r en el mà xim de la ba nda (ν), i s’ha urà de substituir
νsi per ν en les equa cions a nteriors; per exemple:

Aν = ϵν l[C] (7 .1 8 4 )

Una a lterna tiva més precisa consisteix en integ ra r Aν y ϵν sobre tota la ba nda i uti-
litza r a questes integ ra ls en lloc de les corresponents ma g nituds monocromà tiques.

En el seg le XVIII, Joha nn Heinrich La mbert observà el deca ı̈ment exponencia l
de la intensita t de la llum qua n tra vessa un medi a bsorbent i, en el XIX, Au-
g ust Beer descobŕı la proporciona lita t entre l’a bsorbà ncia i la concentra ció d’una
espècie a bsorbent en dissolució, per la qua l cosa la eq. (7 .1 8 4 ) es coneix com a llei
de Lambert-Beer . Tot i que el coeficient d’a bsorció mola r d’una espècie podria
ca lcula r-se per via teòrica (veg eu l’eq. (7 .1 8 2 )) és més prà ctic, de ca ra a l’a nà lisi
qúımic qua ntita tiu, determina r el producte ϵν l per a ca da espectròmetre a pa rtir
de les a bsorbà ncies de dissolucions pa tró a mb diferents concentra cions coneg udes
de l’espècie a bsorbent: ϵν l serà el pendent de la recta obting uda en un a just linea l
entre els va lors de Aν i els de [C]. Un cop coneg ut a quest producte, podrem deter-

63Aquesta equación s’expressa de veg ades en funció del paràmetre molecular secció eficaç
d’absorció, σsi = κsi/NA = Bsihνsi/c, adoptant laforma: Il(νsi) = I0(νsi)e−σsiNCl.
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transicions
electròniques

transicions
vibracionals
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Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2009

Tema 2

Espectroscòpia traslacional?
• Espectre esencialment continu

• Una molècula no pot absorbir un fotó augmentant només la seva 
energia traslacional (conservació de l’energia i el moment en el 
sistema de referència cm; ap. C) 

• Energia de retrocés:

• hν d’un fotó capaç d’ionitzar un àtom d’hidrogen = 0,5 hartree = 
2,2 x 10–18 J

• Velocitat de retrocés = 4,4 m/s (apèndix C) (vm, 20ºC = 2700 m/s)

• Energia cinètica de retrocés = 1,6 x 10–26 J ≈ hν x 10–8!

• Espectroscòpia Mössbauer: només hi ha ressonància en mostres 
sòlides (molt poc retrocés) amb radiació γ de “baixa” energia, i 
estats excitats amb vida mitjana petita (amplada natural gran) 

53



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2009

Tema 2

Espectroscòpia rotacional

• MW i IR llunyà
• Absorció (o emissió: matèria interestelar)
• Mostra:

• fase gasosa i pressió baixa (T)
• feix molecular (eixampl. Doppler i per col·lisions)

• Font monocromàtica (klystron)
• Detector: antena conectada a díode cristal·lí
• Registre de l’espectre:

• escombratge de freqüència
• pols + transformada de Fourier
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Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2009

Tema 2

Molècules diatòmiques
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J
Erot(0, J)/h
≈ J(J + 1)B0

ν(0, J + 1 ← 0, J)
= ∆Erot/h ≈ (J + 1)2B0

−(J + 1)34De

0 0 2B0 −4De

1 2B0 4B0 −32De

2 6B0 6B0 −108De

3 12B0 8B0 −256De

. . . . . . . . . . . .

Taula 7.2: Energies rotacionals sense distorsió centŕıfuga dels quatre primers ni-
vells rotacionals del nivell vibracional v = 0 d’una molècula diatòmica (segona
columna), increments entre aquestes energies (tercera columna) i correccions a
aquests increments degudes a la distorsió centŕıfuga (quarta columna).

Figura 7.30: Primeres ĺınies de l’espectre rotacional d’una molècula diatòmica amb
un sol nivell vibracional apreciablement poblat. Les de la part superior han estat
calculades negligint la distorsió centŕıfuga, i en les de la part inferior s’ha tingut
en compte l’efecte d’aquella correcció.

i en la part superior de la fig. 7.30. La quarta columna recull les correccions que
introdueix la distorsió centŕıfuga sobre les esmentades freqüències. Com que la
constant De és petita enfront de B0 (vegeu la pàg. 653), la correcció corresponent
serà relativament petita per a valors petits de J. Aquesta correcció, però, creix com
el cub de J i el terme rotor ŕıgid creix com J), per la qual cosa el primer guanya
importància a mesura que augmenta aquest nombre quàntic. El seu efecte és un
apropament progressiu de les ĺınies en augmentar J respecte del patró equiespaiat
que hem obtingut per al rotor ŕıgid (part inferior de la fig. 7.30).

A partir de les freqüències de les ĺınies de l’espectre és fàcil determinar els
valors de B0 i De, com es mostra en el següent exemple.

☞ L’espectre rotacional d’absorció del 12C16O(g) presenta una sèrie de ĺınies
consecutives a les freqüències indicades en la primera columna de la taula
següent (G. Jones and W. Gordy, Phys. Rev. 135, A295 (1964)):

I
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En la majoria de les molècules la separació energètica entre l’estat electrònic fo-
namental i el primer excitat és molt més gran que kBT (a les temperatures de
treball ordinàries), la qual cosa fa que només el primer estigui apreciablement
poblat (exercici 7.42 a i b, pàg. 812); per tant, només s’observaran transicions
rotacionals dintre d’aquest estat.

Molècules diatòmiques

Ens limitarem a considerar molècules diatòmiques heteronuclears en estats electrònics
1Σ (les homonuclears tenen centre de simetria i, per tant, moment dipolar nul). En
absència de camps externs, la seva energia rotacional és independent del nombre
quàntic MJ i augmenta amb J (apartat 6.6.1). Referirem la discussió a un espec-
tre d’absorció, de manera que serà suficient considerar els canvis positius d’aquest
nombre quàntic, els quals, d’acord amb la regla de selecció (7.125), es redueixen
a ∆J = +1. Emprant l’expressió de l’energia rotacional que inclou correccions
de distorsió centŕıfuga i interacció vibració-rotació (pàg. 652) s’obté la següent
equació per a la freqüència d’una transició del nivell v, J al v, J + 1:

ν(v, J + 1 ← v, J) =
Erot(v, J + 1) − Erot(v, J)

h
= (J + 1)(J + 2)Bv − (J + 1)2(J + 2)2eDe −

[
J(J + 1)Bv − J2(J + 1)2De

]

= (J + 1)2Bv − (J + 1)34De (7.194)

on v = 0, 1, 2, . . . i J = 0, 1, 2, . . . Com que Bv canvia lleugerament d’un nivell
vibracional a l’altre (pàg. 651):

Bv = Be −
(

v +
1

2

)
αe (7.195)

la freqüència de la transició entre dos nivells rotacionals dependrà del nivell vi-
bracional al que corresponguin. A una temperatura absoluta T, les molècules de
la mostra es reparteixen entre els diferents nivells vibracionals d’acord amb la llei
de distribució de poblacions de Boltzmann (eq. 7.148). Per obtenir l’ordre de
magnitud de la relació entre les poblacions d’un nivell vibracional excitat v i el
fonamental (ambdós no degenerats), podem negligir els termes d’anharmonicitat
de l’energia vibracional (eq. 6.421):65

Nv

N0
=

e−(v+ 1
2 )hνe/kBT

e−
1
2hνe/kBT

= e−vhνe/kBT (7.196)

on (eq. 6.415):

νe =
1

2π

√
ke

µ

65Per a cada nivell vibracional existeix una col·lecció de nivells rotacionals (fig. 7.29), de
manera que el que en realitat estem calculant és la relació entre les poblacions totals dels nivells
rotacionals que corresponen a cada nivell vibracional. El càlcul és aproximat, ja que negligim les
diferències entre energies rotacionals però, essent aquestes diferències petites en comparació a les
diferències entre energies vibracionals, l’ordre de magnitud del resultat obtingut serà correcte.
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Figura 7.31: Primeres ĺınies de l’espectre rotacional d’una molècula diatòmica amb
dos nivells vibracionals apreciablement poblats (relació de poblacions 5:1).

Aquestes constants també poden determinar-se, encara que de forma més apro-
ximada, substituint les freqüències de dues de les ĺınies en l’eq. (7.194) i reso-
lent el sistema resultant; aix́ı, escollint les dues primeres s’obté:

115, 27120 GHz = 2B0 − 4De

230, 53797 GHz = 4B0 − 32De

}
=⇒

{
B0 = 57, 63597 GHz

De = 1, 846× 10−4 GHz

Com que la precisió de les dades és elevada (8 xifres significatives), la constant
rotacional calculada d’aquesta manera coincideix amb l’obtinguda en l’ajust
fins a la setena xifra significativa, però la manca de compensació d’errors alea-
toris en el segon mètode afecta més al valor, relativament petit, de la constant
de distorsió centŕıfuga.

L’espectre rotacional d’una molècula diatòmica que tingui diversos nivells vi-
bracionals apreciablement poblats constarà de diverses sèries de ĺınies: la sèrie
més intensa inclourà les que corresponen a transicions dintre del nivell v = 0, que
apareixeran a intervals aproximats de 2B0; una segona sèrie menys intensa corres-
pondrà a transicions dintre del nivell v = 1, separades 2B1; etc. Si, com acostuma
a passar, αe > 0, Bv disminuirà en augmentar v (eq. 7.195) i cada ĺınia de la sèrie
v = 1 (1, J + 1 ← 1, J) apareixerà a una freqüència una mica més baixa que la de
la ĺınia corresponent en la sèrie v = 0 (0, J + 1 ← 0, J) (fig. 7.31). Si efectuem
un ajust per a cada sèrie (o resolem el sistema d’equacions corresponent) podem
obtenir els valors de les constants rotacionals dels nivells vibracionals implicats,
aix́ı com la constant de distorsió centŕıfuga. L’eq. (7.195) permet obtenir Be i αe

a partir de aquelles dues constants rotacionals, i emprant les eqs. (6.417) i (6.418)
podem determinar la distància internuclear d’equilibri Re:

Re =

√
h

8π2µBe
(7.198)

Vegem-ne un exemple.

☞ Per observar espectres rotacionals d’halurs alcalins cal escalfar la mostra a alta
temperatura, per tal que s’evapori una quantitat suficient de la sal. L’espectre

→ B0

→ B0, B1
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Tema 2

Molècules poliatòmiques

• Rotor esfèric: 2 o més eixos de simetria d’ordre ≥3; Ia = Ib = Ic 
• 1 constant rotacional (B)
• moment dipolar elèctric null (o molt petit)

• Rotor simètric: un sol eix de simetria d’ordre ≥3
• aplanat: Ia = Ib < Ic 
• allargat: Ia < Ib = Ic

• 2 constants rotacionals (B i C o A i B)
• pot haver-hi moment dipolar elèctric

• Rotors asimètric: cap eix de simetria d’ordre ≥3; Ia < Ib < Ic

• 3 constants rotacionals (A, B i C)
• pot haver-hi moment dipolar elèctric
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Tema 2

Aplicacions

• Constants rotacionals, constants de distorsió centrífuga, freqüències 
vibracionals (> 1 nivell poblat)...
• Geometries moleculars (substitucions isotòpiques, H2CO, HOOF)
• Abundàncies isotòpiques, posició d’una substitució isotòpica
• Identificació de molècules petites (matèria interestelar)
• Moment dipolar molecular (modulació Stark, components)
• Constants d’acoblament quadrupolar (I > 1, gradient de F electrónic 
prop dels nuclis, densitat electrónica)
• Moment quadrupolar molecular (efecte Zeeman)
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Tema 2

Espectroscòpia (roto)vibracional
• IR
• Absorció
• Fase gasosa, líquida o sòlida; superfícies

• espectroscòpia infrarroja de reflexió-absorció (RAIRS o IRAS)
• Fonts:

• policromàtica (conductor elèctric incandescent, 1000-1500 K)
• monocromàtica (làser IR)

• Detectors:
• bolómetre (resistència que varia amb la temperatura)
• material foto-conductor (semiconductor que adquireix conductivitat 
després de l’absorció de radiació de freqüència suficient)
• termoparell
• ...

• Registre de l’espectre:
• escombratge de freqüència (monocromador)
• rad. policromática + interferòmetre + transformada de Fourier (FT-IR)

58



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2009

Tema 2

Espectroscòpia
(roto)vibracional
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Espectroscòpia (roto)vibracional
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Espectroscòpia (roto)vibracional
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Tema 2

Aplicacions

• Freqüències vibracionals, constants de força, constants d’anharmonicitat, 
constans d’interacció vibració rotació, constants rotacionals, constants de 
distorsió centrífuga, geometries...
• Anàlisi qualitativa / determinació estructural

• freqüències de grup característiques d’enllaços, grups funcionals...
• empremta digital (identificació molecular)

• Anàlisi quantitativa (Lambert-Beer)
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Tema 2

Espectroscòpia electrònica
(rovibrònica)

• UV i visible (raigs X, IR proper...)
• Absorció o emissió (fluorescència/fosforescència; ν menor)
• Fase gasosa, líquida o sòlida
• Fonts:

• absorció: làmpada de tungstè, tub de descàrrega, làser...
• emissió: tub de descàrrega, flama, làser, reacció química...

• Detectors: cèl·lules fotoelèctriques, plaques fotogràfiques...
• Registre de l’espectre: escombratge de freqüència, placa...
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“Principi” de Franck-Condon
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s’observà en relació amb les transicions vibracionals (pas de l’eq. (7.192) a
l’eq. (7.199)), la integral:

∫

vib
Ψ′∗

vibΨ
′′
vibdvvib ≡ ⟨Ψ′

vib |Ψ′′
vib ⟩

no s’anul·la necessàriament en el cas de les electròniques. En efecte, en una
transició vibracional les funcions Ψ′

vib i Ψ′′
vib són ortogonals per ser pròpies

d’un mateix operador —l’hamiltonià vibracional corresponent a l’únic estat
electrònic implicat— amb valors propis diferents, però en una transició electrònica
Ψ′

vib i Ψ′′
vib són funcions pròpies de dos hamiltonians vibracionals diferents, ja

que l’energia potencial U(A) que regeix el moviment dels nuclis depèn de l’estat
electrònic (vegeu, per exemple, la fig. 6.5, pàg. 328). Per tant, aquestes fun-
cions no tenen per què ser ortogonals, i la probabilitat de la transició serà
proporcional al quadrat del mòdul del seu producte escalar, també anomenat
factor de Franck-Condon de la transició (eq. 7.136):

probabilitat ∝ |⟨Ψ′
vib |Ψ′′

vib ⟩|
2

(7.217)

Els canvis d’energia vibracional més probables per a una transició electrònica
donada seran, doncs, els que s’efectüın entre estats vibracionals les funcions d’ona
dels quals se solapin més entre elles. Considerem, per exemple, una mostra for-
mada per molècules diatòmiques l’únic nivell apreciablement poblat de les quals
sigui el nivell vibracional més baix de l’estat electrònic fonamental. Suposem que
les corbes U(R) per a aquest estat i per a un excitat tinguin les formes indicades
en la fig. 7.37 a, i que irradiem la mostra en un marge de freqüències suficient
perquè les seves molècules puguin passar a qualsevol nivell vibracional de l’estat
electrònic excitat. Les transicions més probables aniran a parar als nivells v′ = 4,
5, 6, 7, 8 i 9, les funcions d’ona vibracionals dels quals se solapen apreciablement
amb la del nivell v′′ = 0. En canvi, si les dues corbes U(R) tenen mı́nims molt
propers entre ells, les transicions més probables aniran a parar als estats v′ = 0,
1, 2 . . . (fig. 7.37 b). El resultat (7.217) rep la impròpia designació de “principi”
de Franck-Condon, i admet la següent interpretació f́ısica: com que els electrons
es mouen molt més ràpidament que els nuclis (pàgs. 323 i 324), aquests no poden
desplaçar-se gaire en el temps que tarden els primers en reorganitzar-se d’acord
amb la nova funció d’ona electrònica. En conseqüència, les transicions més proba-
bles es produiran entre estats vibracionals que presentin densitats de probabilitat
apreciables per a les mateixes geometries; això exigeix que les dues funcions d’ona
vibracionals se solapin apreciablement. En els esquemes de la figura 7.37 les tran-
sicions més probables poden representar-se mitjançant ĺınies verticals, imatge que
és directament extrapolable a funciones U de més variables. Per això se sol dir
que les transicions més probables d’una banda electrònica són les verticals, i el
màxim de la banda determinarà l’energia d’excitació vertical. Aquesta serà més
gran (o igual) que l’energia d’excitació adiabàtica, que és la diferència entre els
nivells vibracionals fonamentals dels estats electrònics implicats.
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Progressions (I2)
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pot prendre qualsevol valor positiu (fig. 7.39 a). L’energia mı́nima necessària per
excitar la molècula des del seu estat fonamental fins a un estat dissociat del nivell
electrònic superior serà, doncs, hν(lc ← 0):

ν(lc ← 0) =
U ′(∞) − [U ′′

e + E′′
vib(0)]

h

De la fig. 7.39 (a) es desprèn que l’energia de dissociació de l’estat electrònic
superior és:

D′
0 = hν(lc ← 0) − hν(0 ← 0) (7.223)

Si, a més a més, coneixem la diferència d’energia entre els fragments que produeix
la dissociació en un i altre estat electrònic:

∆U(∞) ≡ U ′(∞) − U ′′(∞)

podrem calcular també l’energia de dissociació de l’estat electrònic inferior:

D′′
0 = hν(lc ← 0) −∆U(∞) (7.224)

Aquests valors poden transformar-se en energies de dissociació d’equilibri afegint
la corresponent energia vibracional del punt zero (vegeu la pàg. 652):79

De = D0 + Evib(0) (7.225)

Exercici 7.61
Una anàlisi detallada de la banda B − X de l’espectre electrònic del I2, anteri-
orment considerada (fig. 7.38), ha permès situar el ĺımit de convergència de la
progressió v′ ← 0 en 499,5 nm (R. Mecke, Ann. Physik 71, 104 (1923)).
a) Utilizant els resultats de l’exercici 7.60 (apartat a), calculeu els valors que
prenen D̄0 i D̄e en l’estat electrònic superior.
b) L’estat electrònic B3Π+

0u del I2 dissocia en un àtom de iode en el seu nivell
fonamental ((5p5)2P3/2) i l’altre en en el seu primer nivell excitat ((5p5)2P1/2),
mentre que l’estat electrònic fonamental d’aquella molècula dissocia en dos àtoms
en els seus respectius nivells fonamentals. Tenint en compte que el iode atòmic
en el nivell ((5p5)2P1/2) emet espontàniament radiació de 1315,24 nm, calculeu
els valors de D̄0 i D̄e per a l’estat electrònic fonamental del I2.
Resultats : a) 4289 cm−1, 4354 cm−1; b) 12417 cm−1, 12524 cm−1.

Si no ha estat possible identificar l’origen i el ĺımit de convergència de cap
progressió, haurem de conformar-nos amb una estimació més crua de les energies
de dissociació derivada d’una extrapolació de les dades de què hom disposa. La

79Evib(0) sol calcular-se com 1
2hνe− 1

4hνeχe; és a dir, negligint el terme constant hY00. Aquest
terme no pot determinar-se a partir dels ajustos (7.220) o (7.222), però l’error que introdueix
la seva omissió acostuma a ser menor que els que impliquen altres aproximacions habituals; per
exemple, la d’identificar el màxim de cada banda vibracional amb el seu origen.
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amb

a ≡
∆Ue

h
+ ∆Y00 + ν′

e

(
v′ +

1

2

)
− ν′

eχ
′
e

(
v′ +

1

2

)2

b ≡ −ν′′
e

c ≡ ν′′
eχ′′

e

Exercici 7.60
La taula següent recull les longituds d’ona en nm d’algunes ĺınies (caps de bandes
vibracionals) de la banda electrònica B − X de l’espectre visible d’absorció del
vapor de 127I2 (espectròmetre Shimadzu UV-2101 PC amb làmpada halògena;
resolució: 0,2 nm):

v′\v′′ 0 1 2
14 577,64 584,75 592,25
15 574,35 581,30 588,60
16 571,05 578,10 585,15
17 567,85 574,90 581,85
18 564,70 571,80 578,70
19 561,75 568,65 575,60
20 559,00 565,60 572,67

a) Si disposeu d’alguna eina de càlcul que permeti ajustar funcions de dues vari-
ables, useu l’eq. (7.218) per determinar ν̄ ′

e, ν̄′
eχ

′
e, ν̄′′

e , ν̄′′
eχ′′

e i l’origen de la banda
electrònica

(
∆Ue
hc + ∆Ȳ00

)
. Compareu els resultats obtinguts amb els valors re-

sultants d’estudis més detallats: 125,7; 0,76; 214,5; 0,61 y 15769, i indiqueu les
causes possibles de les discrepàncies observades.
b) Si no podeu efectuar l’ajust a dues variables, useu les dades de la progressió
v′ ← 2 per determinar ν̄ ′

e i ν̄′
eχ

′
e (eq. 7.220) i els de la progressió 15 ← v′′ per

determinar ν̄ ′′
e i ν̄′′

eχ′′
e (eq. 7.222) (resultats més precisos, coincidents amb els de

l’ajust a dues variables, poden obtenir-se en fer la mitjana dels resultats d’ajusts
efectuats individualment per a cada progressió).
Resultats : a) 130,7 cm−1, 0,98 cm−1, 214,3 cm−1, 0,54 cm−1, 15731 cm−1; iden-
tificació dels màxims de les bandes vibracionals amb els seus oŕıgens, manca de
correccions d’anharmonicitat d’ordre superior, manca de reducció al buit de les
longituds d’ona, inclusió de ∆Ȳ00 en l’origen de la banda; b) 137,2 cm−1, 1,15
cm−1, 219,7 cm−1, 1,8 cm−1.

Els espectres electrònics proporcionen també informació sobre les energies de
dissociació dels estats electrònics implicats. Un cas en què això és especialment
senzill es presenta quan pot identificar-se una progressió completa; per exemple, la
v′ ← 0. La freqüència a la qual desapareix l’estructura vibracional de la progressió,
en adquirir aquesta un perfil continu, és el seu ĺımit de convergència, ν(lc ← 0).
A freqüències més grans l’energia de l’estat superior no està quantitzada, ja que
la molècula es troba dissociada en dos àtoms l’energia cinètica relativa dels quals

a) 4331 cm–1,   4396 cm–1 67



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2009

Tema 2

Progressions i seqüències

0!0
1!0

2!0
3!0

4!0
5!0

6!0
7!0

8!0
9!0
10!0

154,55 136,81"/nm

!

v'=0

1

2

7

4
3

6

5

4

3

2

1

v''=0

"v=–3 "v=–2 "v=–1 "v=0 "v=1 "v=2

CO:

QC3
2003/7/12
page 874

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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Figura 7.41: Representació esquemàtica de les seqüències que es distingeixen en
una banda de l’espectre electrònic d’emissió d’una molècula amb ν ′

e = ν′′
e i χ′

e =
3χ′′

e = 0,02ν′
e.

224-195 nm (UV) que correspon a transicions des de l’estat electrònic excitat
(σg5p)1(πu5p)4(π∗

g5p)4(σ∗
u5p)1 H3Σ+

1u a l’estat electrònic fonamental
((σg5p)2(πu5p)4(π∗

g5p)4 X1Σ+
g ). Com en l’exemple anterior, es compleixen

les regles de selecció (7.126) i (7.127) excepte ∆S = 0. La taula 7.4 recull
les longituds d’ona dels màxims d’algunes ĺınies de la banda i la seva assig-
nació. Després de convertir aquestes longituds d’ona a nombres d’ona (ν̄ =
1/λ) expressats en cm−1, un ajust d’aquests a una expressió del tipus (7.218)
condueix al resultat següent:78

ν̄(v′ ← v′′)/cm−1 = 48088 + 76, 2

(
v′ +

1

2

)
− 0, 26

(
v′ +

1

2

)2

−214, 1

(
v′′ +

1

2

)
+ 0, 65

(
v′′ +

1

2

)2

78Encara que la resolució estimada de les dades (entre 3 i 5 cm−1) és inferior a la correcció
deguda a l’́ındex de refracció de l’aire, no val la pena reduir els nombres d’ona al buit, ja que
aquesta correcció és petita enfront de l’error introdüıt en identificar els màxims de les bandes
vibracionals (els caps de banda) amb llurs oŕıgens.
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Figura 7.41: Representació esquemàtica de les seqüències que es distingeixen en
una banda de l’espectre electrònic d’emissió d’una molècula amb ν ′
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1

2

)2

−214, 1

(
v′′ +

1

2

)
+ 0, 65

(
v′′ +

1

2

)2

78Encara que la resolució estimada de les dades (entre 3 i 5 cm−1) és inferior a la correcció
deguda a l’́ındex de refracció de l’aire, no val la pena reduir els nombres d’ona al buit, ja que
aquesta correcció és petita enfront de l’error introdüıt en identificar els màxims de les bandes
vibracionals (els caps de banda) amb llurs oŕıgens.
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Figura 7.41: Representació esquemàtica de les seqüències que es distingeixen en
una banda de l’espectre electrònic d’emissió d’una molècula amb ν ′

e = ν′′
e i χ′

e =
3χ′′

e = 0,02ν′
e.

224-195 nm (UV) que correspon a transicions des de l’estat electrònic excitat
(σg5p)1(πu5p)4(π∗

g5p)4(σ∗
u5p)1 H3Σ+

1u a l’estat electrònic fonamental
((σg5p)2(πu5p)4(π∗

g5p)4 X1Σ+
g ). Com en l’exemple anterior, es compleixen

les regles de selecció (7.126) i (7.127) excepte ∆S = 0. La taula 7.4 recull
les longituds d’ona dels màxims d’algunes ĺınies de la banda i la seva assig-
nació. Després de convertir aquestes longituds d’ona a nombres d’ona (ν̄ =
1/λ) expressats en cm−1, un ajust d’aquests a una expressió del tipus (7.218)
condueix al resultat següent:78

ν̄(v′ ← v′′)/cm−1 = 48088 + 76, 2

(
v′ +

1

2

)
− 0, 26

(
v′ +

1

2

)2

−214, 1

(
v′′ +

1
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)
+ 0, 65

(
v′′ +
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78Encara que la resolució estimada de les dades (entre 3 i 5 cm−1) és inferior a la correcció
deguda a l’́ındex de refracció de l’aire, no val la pena reduir els nombres d’ona al buit, ja que
aquesta correcció és petita enfront de l’error introdüıt en identificar els màxims de les bandes
vibracionals (els caps de banda) amb llurs oŕıgens.

∆ν < 0 se separan
∆ν > 0 se juntan
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(d)(c)

Fotodissociació i predissociació

A+ + B–
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Aplicacions

• ∆ energies electróniques
• ajuda de càlculs teòrics
• interpretacions basades en salts d’electrons entre OMs

• Freqüències vibracionals, constants de força, constants d’anharmonicitat, 
(constans d’interacció vibració rotació, constants rotacionals, constants de 
distorsió centrífuga, geometries)
• Energies de dissociació
• Anàlisi qualitativa / determinació estructural

• freqüències característiques de grups cromòfors
• C=C: π–π* a 185 nm (1620 THz)
• C=O: n–π* a 280-305 nm per a aldehids; 265-300 per a cetones
• etc.

• Anàlisi quantitativa (Lambert-Beer)
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Figura 7.43: Interpretació basada en el teorema de Koopmans dels processos U-
PES (a) i X-PES (b).

igual a n, i si aquesta suma es restringeix als estats derivats de l’excitació d’un
sol electró el seu valor és igual a la unitat. Normalment l’estat de partida és
el fonamental, i en aquest cas tant les freqüències νsi com els fsi sean positius.
Llavors, les intensitats d’oscil·lador de les monoexcitacions estaran compreses entre
0 i 1 i, si una d’elles és molt més intensa que la resta, tindrà un valor de fsi proper
a la unitat.

Espectroscòpia fotoelectrònica

Existeixen diverses tècniques espectroscòpiques basades en transicions electròniques
que s’aparten en major o menor grau de l’esquema anterior i reben noms espećıfics.
Entre aquestes cal destacar l’espectroscòpia fotoelectrònica (PES : PhotoElectron
Spectroscopy), en la qual la mostra s’excita mitjançant radiació aproximadament
monocromàtica de freqüència suficient per produir la ionització dels seus àtoms o
molècules (M); és a dir, es tracta de transicions electròniques en les quals l’estat
superior representa un catió i un electró lliure:

M + hν −→ M+ + e−

Ens trobem, doncs, davant d’una aplicació de l’efecte fotoelèctric, introdüıt en
l’apartat 1.2.2. L’energia de l’estat superior no està quantitzada, ja que inclou
l’energia cinètica de l’electró relativa al catió; en conseqüència podrem emprar
radiació de qualsevol freqüència superior al llindar d’ionització (ν0) per excitar la
mostra (fig. 1.3). Si s’usa radiació de l’UV llunyà (U-PES o UV-PES) el catió
resultant queda en el seu estat electrònic fonamental o en un estat excitat de baixa
energia; d’acord amb el teorema de Koopmanns (teorema 5, pàg. 406), aquests
estats poden interpretar-se com el resultat d’“arrencar” un electró d’un orbital HF
de valència del sistema neutre (fig. 7.43 a). En canvi, si irradiem amb raigs X tous
(X-PES) és possible arrencar electrons interns o, si fem ús d’un llenguatge més
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Figura 7.44: Transicions entre l’estat electrònic fonamental del N2 i els tres estats
electrònics més baixos del N+

2 .

prećıs, arribar a estats electrònics més excitats del catió (fig. 7.43 b). Si igualem
les energies del sistema abans i després de la ionització:

E(M) + hν = E(M+) + T (e−)

i reordenem l’equació resultant:

hν − T (e−) = E(M+) − E(M) ≡ EI (7.227)

veiem que és possible determinar energies d’ionització (EI) del sistema mesurant
la freqüència ν de la radiació incident i les energies cinètiques T (e−) dels electrons
arrencats (fig. 7.44).

La representació del nombre d’electrons detectats per unitat de temps (mit-
jançant un tub multiplicador d’electrons) en funció de la seva energia cinètica (fig.
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Figura 7.44: Transicions entre l’estat electrònic fonamental del N2 i els tres estats
electrònics més baixos del N+

2 .

prećıs, arribar a estats electrònics més excitats del catió (fig. 7.43 b). Si igualem
les energies del sistema abans i després de la ionització:

E(M) + hν = E(M+) + T (e−)

i reordenem l’equació resultant:

hν − T (e−) = E(M+) − E(M) ≡ EI (7.227)

veiem que és possible determinar energies d’ionització (EI) del sistema mesurant
la freqüència ν de la radiació incident i les energies cinètiques T (e−) dels electrons
arrencats (fig. 7.44).

La representació del nombre d’electrons detectats per unitat de temps (mit-
jançant un tub multiplicador d’electrons) en funció de la seva energia cinètica (fig.
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Espectroscòpia fotoelectrònica
• Font: 

• U-PES: tub de descàrrega de He (monocromàtica)
• He I:                                           (58,4 nm, 21,22 eV)
• He II:  n = 2 → n = 1  (30,4 nm, 40,82 eV)

• X-PES:
• metalls bombardejats per electrons (Mg: 1253,7 eV i 1253,4 eV)
• radiació de sincrotró, làser...

• Detecció: comptatge d’electrons (tub multiplicador) en funció de T(e–)
(potencial elèctric necessari per aturar-los)

• menor resolució que en espectroscòpia electrònica
• ZEKE-PES: es detecten els electrons amb energia cinètica nul·la 
produïts mitjançant una font de radiació monocromàtica sintonitzable
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Figura 7.45: Espectre U-PES del N2.

7.45) produeix un espectre que té molt en comú amb els espectres electrònics or-
dinaris. En particular, les transicions de l’estat electrònic fonamental del sistema
neutre a diferents nivells vibracionals d’un estat electrònic del catió constituiran
una banda electrònica amb una estructura vibracional anàloga a la de les bandes
que s’obtenen en espectroscòpia electrònica. Com que el mecanisme d’absorció de
radiació és el mateix en ambdues tècniques, també ho seran les regles de selecció,
i podrem emprar el principi de Franck-Condon per explicar la intensitat relativa
de les bandes vibracionals que constitueixen cada banda electrònica.84 El mètode
habitualment usat per mesurar l’energia cinètica dels electrons expulsats consisteix
en determinar el potencial elèctric que s’ha d’aplicar per frenar-los, la qual cosa ha
fet que s’acostumi a utilitzar la unitat electró-volt (eV) per expressar l’esmentada
energia (vegeu la pàg. 194).

☞ La fig. 7.45 mostra l’espectre fotoelectrònic obtingut excitant una mostra
de N2 amb radiació de 58,4 nm (21,22 eV) emesa per un tub de descàrrega
de He I.85 La major part de la radiació que produeix aquesta font es deu a
la intensa desexcitació (1s2p) 1P1 → (1s2) 1S0 d’àtoms prèviament excitats
per les col·lisions dels electrons (recordem —apartat 7.4.5— que els nivells
de la configuració 1s2s són metaestables). Aquesta font s’utilitza molt en

84Observem que M i M+ han de tenir necessàriament valors diferents de S (que serà enter o
semienter segons sigui parell o senar el nombre d’electrons); però, això no implica que s’hagi de
violar la regla de selecció ∆S = 0, ja que aquesta exigeix que el moment angular de spin total
de M sigui igual al del sistema format pel catió M+ i l’electró expulsat. Igualment, la regla de
selecció ∆L = 0, ±1 no restringeix les transicions permeses en una espècie atòmica, atès que el
fotoelectró sempre pot ser expulsat amb un moment angular orbital que, sumat amb el catió,
compleixi la regla.

85Els espectroscopistes anomenen He I a l’heli neutre, He II al He+, etc. Si modifiquem les
condicions de la descàrrega pot ionitzar-se part de l’heli del tub i fer que aquest emeti radiació
de 30,4 nm (40,82 eV) prodüıda per la transició n = 2 → n = 1 del He II.
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Espectre U-PES del H2O
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Figura 7.46: Espectre U-PES del H2O.

obtingut amb un tub de descàrrega de He I, en què es distingeixen tres bandes
electròniques. L’estat electrònic i vibracional de partida és en els tres casos el
fonamental del H2O, la configuració electrònica del qual és (eq. 6.152):

(1a1)
2(2a1)

2(1b2)
2(3a1)

2(1b1)
2

La banda que apareix a energies d’ionització més baixes correspon a processos
en els quals s’arrenca un electró de l’HOMO (1b1) del H2O, resultant un ió
H2O+ en el seu estat fonamental X2B1. Com que aquest orbital és no enllaçant
(cinquè OM de la fig. 6.53, pàg. 457), la seva pèrdua no afebleix gaire l’enllaç
entre els àtoms i la geometria de la molècula no pateix una variació important.
En conseqüència, les transicions més probables són aquelles en les quals els
nombres quàntics vibracionals no canvien o experimenten canvis petits, donant
lloc a una banda electrònica estreta (amb poques components vibracionals). A
energies d’ionització una mica més grans apareix una segona banda electrònica
associada a l’expulsió d’un electró 3a1, que deixa el catió en el seu primer estat
excitat A2A1. L’orbital 3a1 és lleugerament enllaçant a causa del lòbul que
presenta entre els dos enllaços OH (quart OM de la fig. 6.53), i els seus
electrons afavoreixen l’estructura angular del H2O, tal i com s’aprecia en la
fig. 6.60 (pàg. 473). La pèrdua d’un d’ells té un notable efecte sobre el valor
d’aquest angle, que s’obre fins a un valor proper als 180◦. El mode normal més
afectat per aquesta variació és la flexió de l’angle HOH, el nombre quàntic del
qual admet una àmplia sèrie de canvis; això confereix a la banda electrònica
una amplada considerable. La tercera banda correspon a l’expulsió d’un electró
de l’OM fortament enllaçant 1b2 (el tercer de la fig. 6.53), procés que afectarà
tant a la longitud dels enllaços com a l’angle. Això es tradueix en un ampli
marge de canvis en els nombres quàntics de flexió i tensió i condueix a una
banda àmplia amb una estructura vibracional complexa.

l’angle HOH s’obre molt
(fins a ≈ 180º) ⇒ flexió

augmenten les distàncies OH ⇒ 
tensions simètrica i asimètrica
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Aplicacions

• Energies d’ionització
• ajuda de càlculs teòrics
• “energies” d’OMs

• Freqüències vibracionals, constants de força, constants d’anharmonicitat, 
(constans d’interacció vibració rotació, constants rotacionals, constants de 
distorsió centrífuga, geometries)
• Energies de dissociació
• Anàlisi: 

• X-PES = ESCA, ϵ(1s) depèn de Z i de l’entorn electrònic (mostres 
gasoses, líquides o sòlides)
• U-PES (mostres gasoses a baixa P)
• Superfícies (espectroscòpia de fotoemissió): 0,1-1 mm
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Ex. novembre de 2006

Examen parcial de Espectroscòpia, fotoqúımica i làsers

Departament de Qúımica F́ısica, Universitat de Barcelona, 27 de novembre de 2006

1. (1 punto) Una molécula que, en el instante t = 0, se encuentra en el estado estacionario de-
scrito por la función de onda ⇥i interacciona con una onda electromagnética durante el intérvalo
(0, t1). Escribe la expresión más general para la función de onda que describirá el estado de la
molécula durante dicho intérvalo y en un instante t2 posterior a t1 en el supuesto de que la onda
electromagnética es el único agente externo que actúa sobre la molécula.

2. (1 punto) ¿Es posible que una onda electromagnética PML de frecuencia ⇥ provoque transiciones

entre dos niveles energéticos no degenerados Es y Ei de un sistema tales que ⇤⇥s|
�⌘d ⇥i⌅ ⇥= ⌘0 y

Es � Ei ⇥= h⇥?

3. (1 punto) Indica razonadamente si la enerǵıa del estado 2pz� de un átomo de hidrógeno está
perfectamente definida (es decir, tiene una indeterminación �E nula).

4. (1 punto) En qué se diferencia la fluorescencia de la fosforescencia?

5. (1 punto) ¿Cómo se puede reducir el ensanchamiento por efecto Doppler de una ĺınea espectral?

6. (1 punto) ¿Qué condición indespensable se requiere para que se produzca emisión láser en un
medio?

7. (1 punto) ¿Es posible que una transición vibracional está permitida en IR (absorción mono-
fotónica) y en Raman a la vez?

8. (1 punto) Si una onda electromagnética plana monocromática polarizada linealmente según la
dirección del eje x atraviesa un medio ópticamente activo parcialmente transparente ¿mantendrá
esta misma dirección el campo eléctrico en el punto en que la onda abandona el medio? ¿cómo
evolucionará este campo una vez abandonado el medio?

9. (2 puntos) Un oscilador armónico unidimensional de masa m, constante de fuerza k y carga
q que se mueve según la dirección del eje x es irradiado mediante una onda plana polarizada
linealmente según la dirección de ese mismo eje. Indica razonadamente si estará permitida por
cuadrupolo eléctrico la transición entre el estado fundamental (⇥0) y el segundo estado excitado
(⇥2 = (�/4⇤)1/4(1 � 2�x2)e��x2/2) del oscilador (podéis dejar el resultado expresado en función
de � =

⌃
km/h̄).

10. (2 puntos) El espectro UPS del argon obtenido mediante radiación de un tubo de descarga de He
I presenta dos ĺıneas que corresponden a enerǵıas de ionización de 15,759 y 15,937 eV respectiva-
mente. ¿Teniendo en cuenta que la enerǵıa necesaria para arrancar un electrón 3s de un átomo
de argon es casi el doble de la que se requiere para arrancar un electrón 3p, ¿a qué transiciones
crees que corresponden aquellas dos ĺıneas? La intensidad de la primera es aproximadamente el
doble que la de la segunda. ¿A qué crees puede deberse este hecho?
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nul·la prodüıts mitjançant una font de radiació monocromàtica sintonitzable (nor-
malment un làser) la freqüència de la qual escombra la zona de l’espectre que
volem estudiar.

Quan la PES s’usa per analitzar superf́ıcies sòlides, hom sol anomenar-la espec-
troscòpia de fotoemissió (les sigles són les mateixes). La profunditat màxima dels
electrons arrencats és de 0,1-1 nm, la qual cosa assegura que només s’analitzin les
capes d’àtoms més superficials. Una altra tècnica molt útil per a l’anàlisi elemental
de superf́ıcies, pel·ĺıcules fines i interfases i que està estretament emparentada amb
la X-PES és l’espectroscòpia Auger (AES : Auger Electron Spectroscopy). L’efecte
Auger86 implica l’expulsió d’un electró intern (el fotoelectró) seguida d’una desex-
citació no radiativa del catió resultant que provoca l’expulsió d’un segon electró
(l’electró Auger):

M + hν −→ M+ + e−fotoelectró

M+ −→ M2+ + e−Auger

La segona etapa del procès pot interpretar-se com una “caiguda” d’un dels elec-
trons de valència del monocatió al “forat” deixat pel fotoelectró, invertint-se
l’energia despresa en l’expulsió d’un electró de valència (fig. 7.47 a). La desexci-
tació de M+ també pot produir-se per emissió espontània de radiació (fig. 7.47
b), produint el que es coneix amb el nom de fluorescència de raigs X. Els espectres
Auger són representacions del nombre d’electrons Auger emesos en funció de la
seva energia cinètica, i presenten pics caracteŕıstics dels elements que constitueixen
la superf́ıcie analitzada (a excepió de l’hidrogen i de l’heli, que no tenen electrons
interns). Per provocar la primera ionització d’un procés Auger es pot emprar un
feix d’electrons d’entre 3 i 20 keV en lloc d’un de raigs X. La microscòpia Auger
d’escombratge (SAM : Scanning Auger Microscopy) és una variant de la tècnica on
s’obté un mapa de la superf́ıcie a partir d’una sèrie d’escombratges amb un feix
d’electrons finament focalitzat.

En l’espectroscòpia d’estructura fina d’absorció de raigs X estesa (EXAFS : Ex-
tended X-ray Absorption Fine Structure Spectroscopy) s’analitzen certes oscil·la-
cions que presenten les corbes d’absorció de raigs X, que són causades per in-
terferències entre les funcions d’ona que corresponen a diferents trajectòries dels
fotoelectrons. Algunes d’aquestes trajectòries són dispersades pels àtoms propers,
i les interferències entre unes i altres proporcionen informació sobre el nombre
atòmic i la disposició dels esmentats àtoms. S’usa per determinar la disposició
dels lligands al voltant de metalls de transició, l’estructura de superf́ıcies (SE-
XAFS : Surface EXAFS), etc. Com a font de radiació s’utilitza un sincrotró, que
permet escombrar l’interval de freqüències apropiat amb radiació monocromàtica.

86Pierre Victor Auger descobŕı aquest efecte el 1923, però la tècnica espectroscòpica relacionada
inicià el seu desenvolupament el 1967.
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Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2008

Tema 3

Efecte làser

Pabs(s←i) = Pem ind(s→i)
• si Ns < Ni no hi ha emissió induïda neta
• si Ns > Ni hi ha emissió induïda neta (làser)
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Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2008

Tema 3

Radiació làser

cavitat ressonant

medi actiu

mirall mirall parcialment transparent

emissió
làser

font de bombeig

• intensa
• direccional
• monocromàtica 

• factor de qualitat: Q = ν/∆ν (es pot arribar a ∆ν propera a la natural) 
• coherent

• polaritzada linealment (angle de Brewster)

s +

=
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Tema 3

Amplificació teòrica
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892 7.10. Làsers

Figura 7.50: Interferència constructiva entre diferents ones en fase.

a l’eix del cilindre. Com que cada fotó indüıt conserva la direcció de l’inductor,
la radiació amplificada tindrà caràcter direccional. Els miralls augmenten el re-
corregut d’aquesta radiació al llarg de la cavitat, afavorint la seva amplificació i
accentuant el seu caràcter direccional. Un d’aquests és parcialment transparent,
i permet que part de la radiació làser surti de la cavitat i pugui ser utilitzada.
Cada fotó indüıt conserva també la freqüència de l’inductor, de manera que, si la
inversió de poblacions afecta només a una o a unes poques transicions, la radiació
làser serà essencialment monocromàtica o contindrà un nombre redüıt de compo-
nents monocromàtiques. Amb dispositius especials, és possible reduir l’interval de
freqüències de l’emissió molt per sota de l’eixamplament Doppler d’una única tran-
sició en fase gasosa. Quan una ona monocromàtica indueix l’emissió de radiació,
aquesta no només conserva la direcció i la freqüència de la primera, sinó també
la seva fase, per la qual cosa els màxims i mı́nims d’ambdues ones se superposen
i produeixen una interferència constructiva (fig. 7.50). Per això, hom diu que la
radiació làser és coherent . Es pot aconseguir que la radiació làser estigui també
polaritzada linealment; per exemple, col·locant en els extrems de la cavitat resso-
nant dues finestres de vidre que formin un determinat angle (angle de Brewster)
respecte de l’eix de la cavitat (fig. 7.49). Aquestes finestres eliminen la component
de la radiació polaritzada segons la direcció horitzontal i en conseqüència només
s’amplifica la component vertical.

Vegem amb una mica més de detall com es produeix l’amplificació de la radi-
ació. En la secció 7.6 hem vist que, en una mostra que conté molècules amb dos
nivells d’energia no degenerats Es > Ei, la variació del nombre de molècules en el
nivell superior per unitat de temps és (eq. 7.159):

dNs

dt
= (Ni − Ns) Bsiu(νsi) + NiRs←i − Ns (Asi + Rs→i) (7.228)

Si no incideix radiació sobre el medi actiu només actuen els mecanismes de rela-
xació (els termes independents de u(ν)), per la qual cosa, després de produir-se
una inversió de poblacions, s’iniciarà una emissió radiativa espontània. Aquesta
produirà una densitat d’energia radiant u(ν) que induirà emissions i absorcions
però, com que Ns > Ni, predominaran les primeres i la densitat d’energia u(ν)
augmentarà sostingudament mentre duri la inversió.87 Aquest ràpid augment farà

87Es fàcil comprovar que, si els nivells Es i Ei tenen degeneracions ds i di, la condició perquè
augmenti la intensitat passa a ser:

Ns

Ni
>

ds

di
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7. Matèria i radiació 893

que el terme proporcional a u(ν) de l’eq. (7.228) predomini de seguida sobre el
d’emissió espontània, amb la qual cosa l’energia neta emesa per unitat de temps
serà:

dEem

dt
= (Ns − Ni)Bsiu(νsi)hνsi (7.229)

Un desenvolupament paral·lel al que ens va permetre deduir la llei de Lambert-
Beer (de l’eq. (7.171) a l’eq. (7.183)) condueix, a partir de l’eq. (7.229), al resultat
següent:

Il(νsi) = I0(νsi)e
κsi([Cs]−[Ci])l (7.230)

on Il(ν) és la intensitat radiant per unitat de freqüència en el medi actiu, [Cs] i
[Ci] són les concentracions de molècules en els estats superior i inferior i κsi és
el coeficient d’absorció neperià molar de la transició (eq. 7.182). Com que [Cs]
> [Ci], la intensitat radiant augmentarà exponencialment al llarg de la mostra
i es produirà efecte làser. Els miralls de la cavitat ressonant fan que els fotons
la recorrin diverses vegades abans d’abandonar-la, la qual cosa es tradueix en un
important augment en la longitud efectiva de la cavitat (l) i fa que la intensitat
s’amplifiqui encara molt més. La monocromaticitat de la radiació amplificada
fa que l’energia d’aquesta es concentri en un interval de freqüències molt petit,
podent-se aconseguir valors elevad́ıssims de la intensitat radiant per unitat de
freqüència. Òbviament, el creixement exponencial de la intensitat no és il·limitat
atès que produeix una disminució de [Cs] que, a falta d’una aportació energètica
que mantingui la inversió poblacional, acabarà canviant el signe de l’exponent i
farà desaparèixer l’efecte làser.88

En la pràctica, la condició [Cs] > [Ci] no és suficient perquè es produeixi
l’autoamplificació de la radiació, atès que, en dedüır l’eq. (7.230), no hem tingut
en compte la radiació que escapa a través dels miralls o de les parets laterals
de la cavitat. Si multipliquem la intensitat radiant pels coeficients de reflexió o
reflectivitats (tants per u de radiació reflectida) de cada mirall, R1 i R2, i englobem
la resta de pèrdues en un paràmetre emṕıric γ que rebaixi el ritme de l’emissió,
obtenim una equació més realista:

Il(νsi) = I0(νsi)R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}l.

El guany del làser, que es defineix com la relació d’amplificació de la intensitat en
un recorregut d’anada i tornada al llarg de la cavitat:

G =
I2l(νsi)

I0(νsi)
= R1R2e

{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l

ha de ser superior a la unitat perquè es produeixi efecte làser:

R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l > 1

88Com que l’eq. (7.230) s’ha dedüıt a partir d’equacions basades en un tractament pertorba-
cional de la interacció, descriurà bé la primera fase de l’emissió, quan les concentracions no han
variat molt respecte dels seus valors inicials.
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que el terme proporcional a u(ν) de l’eq. (7.228) predomini de seguida sobre el
d’emissió espontània, amb la qual cosa l’energia neta emesa per unitat de temps
serà:

dEem

dt
= (Ns − Ni)Bsiu(νsi)hνsi (7.229)

Un desenvolupament paral·lel al que ens va permetre deduir la llei de Lambert-
Beer (de l’eq. (7.171) a l’eq. (7.183)) condueix, a partir de l’eq. (7.229), al resultat
següent:

Il(νsi) = I0(νsi)e
κsi([Cs]−[Ci])l (7.230)

on Il(ν) és la intensitat radiant per unitat de freqüència en el medi actiu, [Cs] i
[Ci] són les concentracions de molècules en els estats superior i inferior i κsi és
el coeficient d’absorció neperià molar de la transició (eq. 7.182). Com que [Cs]
> [Ci], la intensitat radiant augmentarà exponencialment al llarg de la mostra
i es produirà efecte làser. Els miralls de la cavitat ressonant fan que els fotons
la recorrin diverses vegades abans d’abandonar-la, la qual cosa es tradueix en un
important augment en la longitud efectiva de la cavitat (l) i fa que la intensitat
s’amplifiqui encara molt més. La monocromaticitat de la radiació amplificada
fa que l’energia d’aquesta es concentri en un interval de freqüències molt petit,
podent-se aconseguir valors elevad́ıssims de la intensitat radiant per unitat de
freqüència. Òbviament, el creixement exponencial de la intensitat no és il·limitat
atès que produeix una disminució de [Cs] que, a falta d’una aportació energètica
que mantingui la inversió poblacional, acabarà canviant el signe de l’exponent i
farà desaparèixer l’efecte làser.88

En la pràctica, la condició [Cs] > [Ci] no és suficient perquè es produeixi
l’autoamplificació de la radiació, atès que, en dedüır l’eq. (7.230), no hem tingut
en compte la radiació que escapa a través dels miralls o de les parets laterals
de la cavitat. Si multipliquem la intensitat radiant pels coeficients de reflexió o
reflectivitats (tants per u de radiació reflectida) de cada mirall, R1 i R2, i englobem
la resta de pèrdues en un paràmetre emṕıric γ que rebaixi el ritme de l’emissió,
obtenim una equació més realista:

Il(νsi) = I0(νsi)R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}l.

El guany del làser, que es defineix com la relació d’amplificació de la intensitat en
un recorregut d’anada i tornada al llarg de la cavitat:

G =
I2l(νsi)

I0(νsi)
= R1R2e

{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l

ha de ser superior a la unitat perquè es produeixi efecte làser:

R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l > 1

88Com que l’eq. (7.230) s’ha dedüıt a partir d’equacions basades en un tractament pertorba-
cional de la interacció, descriurà bé la primera fase de l’emissió, quan les concentracions no han
variat molt respecte dels seus valors inicials.
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816 7.6. Relaxació

el temps de relaxació serà petit (eq. 7.165)59 i la radiació no modificarà significa-
tivament les poblacions d’equilibri (eq. 7.167), de manera que l’efecte de l’emissió
indüıda en l’eq. (7.169) serà negligible:

dEabs

dt
= NiBsiu(νsi)hνsi (νsi elevada, T ≤ ambient) (7.170)

En la majoria dels casos Φi serà l’estat fonamental i la població de la resta d’estats
serà negligible en comparació amb aquell; per tant, podrem substituir Ni per N
en l’eq. (7.170):

dEabs

dt
= NBsiu(νsi)hνsi (νsi elevada, Φi fonamental, T ≤ ambient)

(7.171)

La proporcionalitat entre dEabs/dt i N permet emprar les tècniques espectroscòpi-
ques d’absorció de freqüència elevada per determinar concentracions d’espècies
absorbents en una mostra a partir de l’atenuació que pateix el feix de radiació
en travessar-la. D’aqúı deriva la utilitat de les tècniques d’IR i visible-UV per
a l’anàlisi qúımic quantitatiu (vegeu la secció 7.8). La sensibilitat d’aquestes
tècniques serà elevada perquè, per un costat, l’energia hνsi absorbida en cada
procès és relativament gran i, per l’altre, dEabs/dt és proporcional al nombre to-
tal de molècules de l’espècie analitzada. La separació entre els nivells implicats
en la transició és caracteŕıstica de l’espècie absorbent, la qual serà d’utilitat per
identificar aquesta espècie a partir de la freqüència a la qual es detecta l’absorció
(anàlisi qúımic qualitatiu) i per a —amb l’ajuda d’un model— extreure informació
estructural sobre l’esmentada espècie (secció 7.9).

Per a transicions que corresponen a freqüències baixes de l’espectre (radi-
ofreqüències, MW i la part més “llunyana” de l’IR llunyà) hνsi és —per a tem-
peratures no molt inferiors a l’ambient— petit en comparació amb kBT (exercici
7.44 a), per la qual cosa, l’exponencial de l’eq. (7.161) adoptarà un valor proper a
la unitat i les poblacions d’equilibri dels nivells implicats en la transició seran del
mateix ordre (exercicis 7.42 i 7.44 b)):

Ns,eq ! Ni,eq (νsi baixa, T ≥ ambient) (7.172)

L’absorció d’energia radiant farà que aquestes poblacions s’aproximin encara més
(eq. 7.166), i conseqüentment, no podrem negligir l’emissió indüıda en front de
l’absorció en l’eq. (7.169). El valor del coeficient Asi, proporcional a ν3

si, serà
relativament petit i la vida mitjana de l’estat superior (per a la molècula äıllada)
serà elevada (exercicis 7.28 b i 7.44 c); l’emissió espontània, per tant, jugarà un
paper negligible en la relaxació (Asi << Rs→i). Les tècniques espectroscòpiques
que operen a aquestes freqüències són, en general, poc sensibles. Això es deu, en
part, al fet que l’energia hνsi intercanviada en cada procès es més petita que a

59Si l’estat Φs és metaestable, el coeficient Asi serà petit malgrat que la freqüència sigui
elevada; tret de casos de mostres gasoses a pressió molt baixa, però, els mecanismes de relaxació
no radiativa mantenen petit el temps de relaxació.
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826 7.8. Llei de Lambert-Beer

és a dir, la intensitat de la radiació decau exponencialment al llarg de la mos-
tra:63

Il(νsi) = I0(νsi)e
−κsi[C]l (7.183)

tal i com s’ha indicat a la part inferior de la fig. 7.28.

L’atenuació del feix pot quantificar-se també mitjançant l’absorbància Asi de
la mostra per a la freqüència νsi, la qual, per raons històriques, es defineix com el
logaritme decimal del quocient I0(νsi)/Il(νsi) :

Asi ≡ log
I0(νsi)

Il(νsi)
= κsi[C]l log e

Si introduim el coeficient d’absorció molar (o absortivitat molar) per a la freqüència
νsi:

ϵsi ≡ αsi log e = κsi × 0, 4343

obtenim:

Asi = ϵsil[C]

En l’apartat anterior hem vist que les ĺınies espectrals tenen certa amplada i, tal
i com veurem en la secció 7.9, els espectres IR i visible-UV presenten, normalment,
bandes amples formades per la superposició de diferents ĺınies. En aquests casos,
la absorbància se sol mesurar en el màxim de la banda (ν), i s’haurà de substituir
νsi per ν en les equacions anteriors; per exemple:

Aν = ϵν l[C] (7.184)

Una alternativa més precisa consisteix en integrar Aν y ϵν sobre tota la banda i uti-
litzar aquestes integrals en lloc de les corresponents magnituds monocromàtiques.

En el segle XVIII, Johann Heinrich Lambert observà el decäıment exponencial
de la intensitat de la llum quan travessa un medi absorbent i, en el XIX, Au-
gust Beer descobŕı la proporcionalitat entre l’absorbància i la concentració d’una
espècie absorbent en dissolució, per la qual cosa la eq. (7.184 ) es coneix com a llei
de Lambert-Beer . Tot i que el coeficient d’absorció molar d’una espècie podria
calcular-se per via teòrica (vegeu l’eq. (7.182)) és més pràctic, de cara a l’anàlisi
qúımic quantitatiu, determinar el producte ϵν l per a cada espectròmetre a partir
de les absorbàncies de dissolucions patró amb diferents concentracions conegudes
de l’espècie absorbent: ϵν l serà el pendent de la recta obtinguda en un ajust lineal
entre els valors de Aν i els de [C]. Un cop conegut aquest producte, podrem deter-

63Aquesta equación s’expressa de vegades en funció del paràmetre molecular secció eficaç
d’absorció, σsi = κsi/NA = Bsihνsi/c, adoptant la forma: Il(νsi) = I0(νsi)e−σsiNCl.

Lambert-Beer:

Làser:

intensitat radiant per unitat de freqüència en el medi actiu
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B s
ii

es
co

ne
ix

co
m

ac
oefi

cie
nt

d’E
ins

tei
np

er
al

’ab
sor

ció
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ió

isò
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lèc
.e

nr
ota

ció
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èti
c,

rad
iac

ió
isò
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7. Matèria i radiació 893

que el terme proporcional a u(ν) de l’eq. (7.228) predomini de seguida sobre el
d’emissió espontània, amb la qual cosa l’energia neta emesa per unitat de temps
serà:

dEem

dt
= (Ns − Ni)Bsiu(νsi)hνsi (7.229)

Un desenvolupament paral·lel al que ens va permetre deduir la llei de Lambert-
Beer (de l’eq. (7.171) a l’eq. (7.183)) condueix, a partir de l’eq. (7.229), al resultat
següent:

Il(νsi) = I0(νsi)e
κsi([Cs]−[Ci])l (7.230)

on Il(ν) és la intensitat radiant per unitat de freqüència en el medi actiu, [Cs] i
[Ci] són les concentracions de molècules en els estats superior i inferior i κsi és
el coeficient d’absorció neperià molar de la transició (eq. 7.182). Com que [Cs]
> [Ci], la intensitat radiant augmentarà exponencialment al llarg de la mostra
i es produirà efecte làser. Els miralls de la cavitat ressonant fan que els fotons
la recorrin diverses vegades abans d’abandonar-la, la qual cosa es tradueix en un
important augment en la longitud efectiva de la cavitat (l) i fa que la intensitat
s’amplifiqui encara molt més. La monocromaticitat de la radiació amplificada
fa que l’energia d’aquesta es concentri en un interval de freqüències molt petit,
podent-se aconseguir valors elevad́ıssims de la intensitat radiant per unitat de
freqüència. Òbviament, el creixement exponencial de la intensitat no és il·limitat
atès que produeix una disminució de [Cs] que, a falta d’una aportació energètica
que mantingui la inversió poblacional, acabarà canviant el signe de l’exponent i
farà desaparèixer l’efecte làser.88

En la pràctica, la condició [Cs] > [Ci] no és suficient perquè es produeixi
l’autoamplificació de la radiació, atès que, en dedüır l’eq. (7.230), no hem tingut
en compte la radiació que escapa a través dels miralls o de les parets laterals
de la cavitat. Si multipliquem la intensitat radiant pels coeficients de reflexió o
reflectivitats (tants per u de radiació reflectida) de cada mirall, R1 i R2, i englobem
la resta de pèrdues en un paràmetre emṕıric γ que rebaixi el ritme de l’emissió,
obtenim una equació més realista:

Il(νsi) = I0(νsi)R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}l.

El guany del làser, que es defineix com la relació d’amplificació de la intensitat en
un recorregut d’anada i tornada al llarg de la cavitat:

G =
I2l(νsi)

I0(νsi)
= R1R2e

{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l

ha de ser superior a la unitat perquè es produeixi efecte làser:

R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l > 1

88Com que l’eq. (7.230) s’ha dedüıt a partir d’equacions basades en un tractament pertorba-
cional de la interacció, descriurà bé la primera fase de l’emissió, quan les concentracions no han
variat molt respecte dels seus valors inicials.

El guany del làser:

ha de ser > 1  ⇒  no basta que sigui Ns > Ni, cal que
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7. Matèria i radiació 893
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que mantingui la inversió poblacional, acabarà canviant el signe de l’exponent i
farà desaparèixer l’efecte làser.88

En la pràctica, la condició [Cs] > [Ci] no és suficient perquè es produeixi
l’autoamplificació de la radiació, atès que, en dedüır l’eq. (7.230), no hem tingut
en compte la radiació que escapa a través dels miralls o de les parets laterals
de la cavitat. Si multipliquem la intensitat radiant pels coeficients de reflexió o
reflectivitats (tants per u de radiació reflectida) de cada mirall, R1 i R2, i englobem
la resta de pèrdues en un paràmetre emṕıric γ que rebaixi el ritme de l’emissió,
obtenim una equació més realista:

Il(νsi) = I0(νsi)R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}l.

El guany del làser, que es defineix com la relació d’amplificació de la intensitat en
un recorregut d’anada i tornada al llarg de la cavitat:

G =
I2l(νsi)

I0(νsi)
= R1R2e

{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l

ha de ser superior a la unitat perquè es produeixi efecte làser:

R1R2e
{κsi([Cs]−[Ci])−γ}2l > 1

88Com que l’eq. (7.230) s’ha dedüıt a partir d’equacions basades en un tractament pertorba-
cional de la interacció, descriurà bé la primera fase de l’emissió, quan les concentracions no han
variat molt respecte dels seus valors inicials.

reflectivitats altre pèrdues
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és a dir,

{κsi([Cs] − [Ci]) − γ}2l > − lnR1R2

κsi([Cs] − [Ci]) > γ +
1

2l
ln

1

R1R2
.

Si la població del nivell superior no supera la de l’inferior en una proporció tal que
es compleixi aquesta desigualtat, el medi actiu actuarà com una font convencional,
produint la major part de la radiació per emissió espontània.

Exercici 7.64
¿Com es pot saber que és indüıda l’emissió procedent del CO2 de l’atmosfera de
Mart il·luminada pel sol?
Solució: Ha de dependre dràsticament de la disposició del planeta respecte del
Sol i serà màxima quan els dós astres i la Terra estiguin alineats.

7.10.1 Tipus de làsers

Hom pot emprar diversos criteris per tal de classificar els làsers: el tipus de ma-
terial del medi actiu, el mètode usat per aconseguir la inversió de poblacions o
mecanisme de bombeig, el caràcter pulsant o continu de l’emissió làser, el nombre
de nivells energètics implicats en el procés, el caràcter fix o sintonitzable de la
freqüència emesa, la zona de l’espectre en què emeten, la seva potència, etc. En
lloc de procedir a una classificació sistemàtica ens limitarem a explicar breument
les diferències entre els diferents tipus i descriure alguns làsers importants.

El medi actiu d’un làser pot ser un sòlid cristal·ĺı o vitri, un ĺıquid, un gas, un
plasma (gas ionitzat a alta temperatura) o inclús un feix d’electrons lliures en els
làsers de raigs X. El mecanisme de bombeig sol ser òptic (una làmpada de flash,
un altre làser, . . . ), elèctric (una descàrrega de corrent a través d’un gas, un flux
electrònic a través d’una unió n-p entre dos semiconductors, . . . ) o qúımic (una
reacció que produeixi molècules excitades), tot i que existeixen altres mecanismes,
com l’accelerador de part́ıcules d’un làser d’electrons lliures. En els làsers pulsants
les transicions Es → Ei provoquen una ràpida despoblació del nivell superior que
restableix les condicions d’equilibri tèrmic, amb la qual cosa s’atura l’emissió làser.
Aquesta emissió de curta durada o pols pot repetir-se després d’un nou bombeig,
i aix́ı successivament. En els làsers de polsos ultracurts (inferiors a 1 ps) tots
els fotons del pols provenen d’un sol fotó emès espontàniament, cosa que garan-
titza un elevat grau de coherència. En l’extrem oposat estan els làsers continus,
el mecanisme de bombeig dels quals és capaç de mantenir la inversió poblacional
indefinidament. En teoria, només calen dos nivells energètics per produir emissió
làser, però, en la pràctica, solen estar implicats tres o més nivells en el procés de
bombeig-emissió, com veurem de seguida. El grau de monocromaticitat s’acostuma
a mesurar mitjançant el factor de qualitat Q, que és la relació entre la freqüència
de la radiació i l’interval de freqüències que abarca (ν/∆ν) o, equivalentment, la
inversa de l’amplada relativa. L’interval ∆ν pot reduir-se introduint un dispo-
sitiu de selecció de freqüències en el ressonador; aix́ı, s’aconsegueixen fàcilment
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Tipus de làsers
 Criteris:

• tipus de material del medi actiu
• sòlid cristal·lí o vitri, líquid, gas, plasma, feix d’electrons lliures, …

• temperatura de treball (–200ºC fins a milers)
• mecanisme de bombeig

• òptic (làmpada de flash, un altre làser), elèctric (descàrrega de corrent a 
través d’un gas, flux electrònic a través d’una unió n-p), químic (productes 
excitats), accelerador de partícules, …

• caràcter pulsant o continu (polsos ultracurts: elevada coherència)
• nombre de nivells (2, 3, 4, …)
• caràcter fix o sintonitzable de la freqüència
• zona de l’espectre (MW - raigs X)
• potència

• polsos des de µW x µs fins a MW x s
• rendiments des de 1-2% (bombeta incandescent) fins a 70%

• …
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Els inicis

• 1954 Townes (nobel 1964)
• màser de NH3

• 1958 Schawlow (nobel 1981) i Townes
• condicions per a un làser

• 1959 Schawlow proposa una vareta de 
robí vermell artificial com a medi actiu
• 1960 Maiman: làser polsant de robí 
(0,05% de Cr2O3 en Al2O3)

• s’escalfa molt (temps entre polsos)

4T2

4A2

emissió làser
(694,3 nm: vermell)

violeta

verd

transicions no radiatives

ràpides (!
R 

< 10–9 s)

4T1

2E

(metaestable:

!!  4 "!10–3 s)
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Figura 7.51: Transicions implicades en l’emissió del làser de rob́ı. Les fletxes
discont́ınues representen transicions no radiatives.

casos el bombeig és òptic, i en el primer, l’elevada conductivitat tèrmica del YAG
el fa especialment adequat per al funcionament en mode continu.

Exercici 7.65
Té relació el color vermell del rob́ı amb el fet que el làser de rob́ı sigui de color
vermell?
Resposta: No; el color vermell del cristall es deu al fet que les excitacions (per-
meses) des del nivell fonamental als nivells excitats segon i tercer absorbeixen les
components verda i violeta de la llum blanca que el travessa; en canvi, l’emissió
làser vermella és deguda al fet que aquest és el color de la radiació produida en
la desexcitació (prohibida) des del primer nivell excitat.

En els làsers de semiconductor el medi actiu també és un sòlid, però el seu
funcionament difereix considerablement dels anteriors. Si apliquem una diferència
de potencial a una unió entre un semiconductor de tipus n i un de tipus p es
produeix una caiguda energètica d’electrones des de la banda de conducció del
primer fins a la de valència del segon, amb la consegüent emissió de radiació
(fig. 7.52). Aquest és, en essència, el funcionament d’un LED (Light Emitting
Diode). Un disseny adequat del medi emissor condueix a l’amplificació làser de
l’emissió, que es manté mentre existeixi un flux suficient de corrent elèctric. Es
poden construir làsers de semiconductor més petits que un gra de sal, tot i que
tindran divergències relativament grans que hauran de ser corregides mitjançant
instruments òptics. El seu ús en els capçals lectors dels discs compactes és ben
conegut.

Entre els que utilitzen un medi actiu gasós el més popular és el làser de He-Ne
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El desenvolupament
Làsers amb medi actiu sòlid:

• Nd-YAG (Nd-Yttrium Aluminium Garnet) Y3Al5O12 (granat) amb 
impuresa de Nd (bon conductor tèrmic → continu)
• Nd-vidre
• Làsers de semiconductor ≈ LED (Light Emitting Diode) + amplificació 
(més petits que un gra de sal!)

cristall de
tipus p

cristall de
tipus n

banda de
conducció

banda de
valència

emissió làser

flux d'electrons
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Làsers amb 
medi actiu 

gasós: 
He-Ne

Primer continu i primer
comercialitzat (1962!)

≈ 1 hPa He + 0,1 hPa Ne

Potència: uns mW 
(1s)2 1S0

(1s2s) 1S0

(1s2s) 3S1

(2p)6 1S0

2p53s

2p54s

2p55s

2p53p

2p54p

632,8 nm

3391,3 nm

1152,3 nm

60,0503 nm

62,5747 nm

He Ne

col·lisions amb les
parets del tub

col·lisions amb
els electrons

col·lisions
He-Ne
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cada transició depèn dels nivells rotacionals implicats, la qual cosa permet selecci-
onar diferents longituds d’onda properes als valors indicats avans. D’altra banda,
podem modificar la freqüència de la emissió usant CO2 substitüıt isotòpicament.
Els làsers de CO2 poden assolir rendiments superiors al 50%; la potència t́ıpica és
de l’ordre de les desenes de vat, tot i que poden aconseguir-se potències de l’ordre
del quilovat amb els models més grans. Els làsers de CO2 s’utilitzen molt en la
indústria per perforar, tallar o soldar materiales, per induir reaccions qúımiques,
en cirurgia, etc. Aquesta última aplicació es basa en la vaporització instantània
de l’aigua de les cèl·lules i la simultània cauterització dels teixits que envolten el
punt d’aplicació del làser, la qual cosa permet tallar teixits amb pèrdues de sang
molt menors que les prodüıdes per un bistuŕı convencional.

En els làsers qúımics, una reacció qúımica produeix una espècie excitada,
la qual presentarà inversió poblacional respecte del seu estat fonamental. Alguns
d’aquests no necessiten subministrament de corrent (atès que l’aportació energètica
la proporcionen els reactius de la reacció), i és per això que tenen importants àmbits
d’aplicació. Un exemple de làser qúımic és el de iode, on es produeixen àtoms
excitats d’aquest element per fotodissociació d’un compost seu, provocada per
una làmpada de flash ultraviolada. En aquesta categoria es poden incloure també
els làsers d’exćıplex , en els quals una reacció qúımica produeix una espècie
diatòmica en un estat electrònic excitat enllaçant que, en desexcitar-se, passa
a l’estat fonamental, que és no enllaçant (o molt poc enllaçant), i es dissocia.
D’aquesta manera, no es produeix acumulació de molècules en l’estat fonamental
i es manté fàcilment la inversió poblacional.

Per acabar, direm quelcom dels làsers de colorant, que es diferencien en al-
guns aspectes dels anteriors. El seu medi actiu està constitüıt per una dissolució
d’un colorant orgànic, que acostuma a ser una molècula força gran amb molts
modes normals de vibració. Els nivells de vibració-rotació estan molt propers en-
tre ells i se solapen a causa de l’eixamplament prodüıt per les fortes interaccions
intermoleculars presents en fase ĺıquida, donant lloc a un continu de nivells per a
cada estat electrònic. Després del bombeig òptic des de l’estat electrònic fonamen-
tal al continu de nivells del primer nivell excitat, es produeix un ràpid decäıment
no radiatiu cap al nivell inferior d’aquell continu, seguit de desexcitació fluores-
cent cap al continu de nivells de l’estat electrònic fonamental. Aquesta emissió
cobrirà un marge continu de freqüències, i necessitrà un element dispersor dintre
de la cavitat ressonant perquè l’autoamplificació làser afecti només a una compo-
nent monocromàtica de l’emissió. Si girem aquest element dispersor pot variar-se
cont́ınuament la freqüència de la radiació amplificada, per la qual cosa es tractarà
de làsers sintonitzables. Aquesta propietat els fa especialment útils en aplicacions
espectroscòpiques.

Exercici 7.66
Les tres longituds d’ona que pot produir el làser de He-Ne corresponen a transi-
cions del neó on l’estat superior té configuració 2p54s o 2p55s i l’inferior 2p53p o
2p54s.
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a) Indiqueu els nivells que corresponen a una i altra configuració i les transicions
radiatives permeses entre ells.
b) ¿Quines vies de desexcitació existeixen per als estats de les configuracions
inferiors?
Resultats : a) 3P2,1,0 i 1P1 a la superior; 3D3,2,1, 3P2,1,0, 3S1, 1D2, 1P1 i 1S0 a
la inferior. 3P2 → 3D3,2,1, 3P2,1, 3S1; 3P1 → 3D2,1, 3P2,1,0, 3S1; 3P0 → 3D1,
3P1, 3S1; 1P1 → 1D2, 1P1 i 1S0 (18 ĺınies). b) Els estats de la configuració 2p54p
poden passar als de les configuracions 2p54s i 2p53s per emissió de radiació, i els
de la configuració 2p53p només poden passar als de la configuració 2p53s; dels
quatre nivells d’aquesta tres són metaestables; per consegüent, els mecanismes
no radiatius jugaran un paper important en la repoblació de l’estat fonamental.

Exercici 7.67
En el làser de vapor de coure (configuració fonamental [Ar]3d104s), un feix
d’electrons vaporitza àtoms d’una superf́ıcie de coure metàl·lic, molts dels quals
queden en estats de la configuració electrònica excitada 3d104p. La població
d’aquests estats en el vapor de coure supera a la de la configuració menys
energètica 3d94s2, per la qual cosa es produeix emissió làser entre els nivells
d’ambdues configuracions.
a) Feu un esquema amb tots els nivells d’energia que corresponen a la configuració
fonamental i a les dues configuracions excitades esmentades, aix́ı com de les
transicions radiatives permeses entre ells.
b) ¿De quantes ĺınies cal esperar que consti la radiació làser emesa, si tenim en
compte la interacció spin-òrbita?
Resultats : b) 3.

7.11 Processos multifotònics

Des que vàrem introduir el mètode de pertorbacions depenents del temps per
estudiar la interacció entre matèria i radiació (apartat 7.4.1) ens hem limitat a
analitzar les conseqüències que es deriven del primer ordre pertorbacional ; en par-
ticular, la possibilitat (subjecta a les regles de selecció pertinents) que els sistemes
materials experimentin transicions per absorció o emissió de fotons d’energia igual
(o molt propera a) la diferència energètica entre els nivells implicats. En cadascun
d’aquests processos s’absorbeix o emet un sol fotó, per la qual cosa els hem qua-
lificat de “monofotònics”. En aquest apartat veurem que, si estenem el mètode
pertorbacional a ordres superiors al primer, s’obre la possibilitat de processos mul-
tifotònics,on la matèria intercanvia més d’un fotó amb la radiació.

Considerem un sistema sotmès a radiació de freqüència angular ω, que presenta

QC3
2003/7/12
page 901

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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a) Indiqueu els nivells que corresponen a una i altra configuració i les transicions
radiatives permeses entre ells.
b) ¿Quines vies de desexcitació existeixen per als estats de les configuracions
inferiors?
Resultats : a) 3P2,1,0 i 1P1 a la superior; 3D3,2,1, 3P2,1,0, 3S1, 1D2, 1P1 i 1S0 a
la inferior. 3P2 → 3D3,2,1, 3P2,1, 3S1; 3P1 → 3D2,1, 3P2,1,0, 3S1; 3P0 → 3D1,
3P1, 3S1; 1P1 → 1D2, 1P1 i 1S0 (18 ĺınies). b) Els estats de la configuració 2p54p
poden passar als de les configuracions 2p54s i 2p53s per emissió de radiació, i els
de la configuració 2p53p només poden passar als de la configuració 2p53s; dels
quatre nivells d’aquesta tres són metaestables; per consegüent, els mecanismes
no radiatius jugaran un paper important en la repoblació de l’estat fonamental.

Exercici 7.67
En el làser de vapor de coure (configuració fonamental [Ar]3d104s), un feix
d’electrons vaporitza àtoms d’una superf́ıcie de coure metàl·lic, molts dels quals
queden en estats de la configuració electrònica excitada 3d104p. La població
d’aquests estats en el vapor de coure supera a la de la configuració menys
energètica 3d94s2, per la qual cosa es produeix emissió làser entre els nivells
d’ambdues configuracions.
a) Feu un esquema amb tots els nivells d’energia que corresponen a la configuració
fonamental i a les dues configuracions excitades esmentades, aix́ı com de les
transicions radiatives permeses entre ells.
b) ¿De quantes ĺınies cal esperar que consti la radiació làser emesa, si tenim en
compte la interacció spin-òrbita?
Resultats : b) 3.

7.11 Processos multifotònics

Des que vàrem introduir el mètode de pertorbacions depenents del temps per
estudiar la interacció entre matèria i radiació (apartat 7.4.1) ens hem limitat a
analitzar les conseqüències que es deriven del primer ordre pertorbacional ; en par-
ticular, la possibilitat (subjecta a les regles de selecció pertinents) que els sistemes
materials experimentin transicions per absorció o emissió de fotons d’energia igual
(o molt propera a) la diferència energètica entre els nivells implicats. En cadascun
d’aquests processos s’absorbeix o emet un sol fotó, per la qual cosa els hem qua-
lificat de “monofotònics”. En aquest apartat veurem que, si estenem el mètode
pertorbacional a ordres superiors al primer, s’obre la possibilitat de processos mul-
tifotònics,on la matèria intercanvia més d’un fotó amb la radiació.

Considerem un sistema sotmès a radiació de freqüència angular ω, que presenta

p
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Tema 3

Làser 
de 

CO2

CO2 + N2 + He
≈ 1:4:5

IR mitjà

Rend. > 50%

10 W - kW

Perforar, tallar, 
soldar, cirurgia, 
química…

v = 0

v = 1
(metaestable)

(0, 0, 0)

9600 nm

N2 CO2

col·lisions CO2-He

col·lisions amb
els electrons

col·lisions
N2-CO2

(0, 0, 1)

10600 nm

(1, 0, 0) (0, 2, 0)

(0, 1, 0)

(0, 3, 0)

bandes de combinació permeses per simetria
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Tema 3

Altres làsers

• Làsers químics
• I2 + hν (flash) → 2I* 
• làsers d’excíplex: estat fonamental no (o poc ) enllaçant
• alguns no necessiten subministrament de corrent

• Làsers de colorant
• dissolució de colorant (molècula orgànica gran amb molts mnv)
• element dispersor en la cavitat ressonant → sintonitzable
• fluxe amb canvi de concentració per ampliar marge de ν 

• etc.
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Processos d’ordre ≥2

QC3
2003/7/12
page 755

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım la notació ωfk per designar la diferència Ef − Ek expressada en
unitats de freqüència angular:

ωfk ≡
Ef − Ek

!
(7.71)

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0, t1) (7.72)

El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)
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La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0, t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig. 7.7):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7.63)

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2.103) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malgrat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0, t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0, t1) (7.64)

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sigui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2.103):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7.65)

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7.66)

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7.64) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0, t1) (7.67)

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7.67)
a l’equació de Schrödinger depenent del temps (eq. 2.97):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7.68)

25En les següents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imaginari i =

√
−1.

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2.103), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució general de l’equació de Schrödinger depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schrödinger
corresponent a bH.
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La inclusió del terme oscil·lant Ĥm−r(t) a l’hamiltonià fa que el sistema deixi de
ser conservatiu durant l’interval (0, t1), tot i que tornarà a ser-ho a partir de t1
(fig. 7.7):

Ĥ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ĥ0 per a t ≤ 0

Ĥ0 + Ĥm−r(t) per a 0 < t < t1
Ĥ0 per a t ≥ t1

(7.63)

En conseqüència, no podrem fer ús de l’eq. (2.103) per expressar l’evolució de
l’estat del sistema durant la irradiació. Malgrat tot, com que les funcions pròpies

de Ĥ0 constitueixen una base del mateix espai de Hilbert al qual pertany la funció
d’ona del sistema irradiat (el nombre i tipus de part́ıcules és el mateix en ambdós
casos), podrem expressar aquesta (Ψ(x; t)) com a combinació lineal d’aquelles. La
dependència temporal de Ψ(x; t) fa que els coeficients de la combinació canvïın
amb el temps; aix́ı doncs, per a un instant t ∈ (0, t1), tindrem:

Ψ(x; t) =
∑

k

aki(t)Φk(x) t ∈ (0, t1) (7.64)

on s’ha inclòs un sub́ındex ‘i’ per destacar que els coeficients de la combinació
depenen també de quin sigui l’estat inicial Φi(x). Aquesta equació trasllada el
problema de l’evolució de la funció d’ona al càlcul dels coeficients aki en funció de
t. Donat que, en absència d’interacció (sistema conservatiu), l’evolució d’aquests
coeficients ve determinada per l’eq. (2.103):

aki(t) = ckie
−iEkt/! (7.65)

és d’esperar que, si la interacció no és molt intensa, el canvi de notació:25

aki(t) = cki(t) e−iEkt/! (7.66)

condueixi a funcions cki(t) que varïın poc amb el temps. Amb aquest canvi, el
desenvolupament (7.64) queda aix́ı:26

Ψ(x; t) =
∑

k

cki(t) e−iEkt/! Φk(x) t ∈ (0, t1) (7.67)

✏ Per determinar les funcions cki(t) caldrà substituir el desenvolupament (7.67)
a l’equació de Schrödinger depenent del temps (eq. 2.97):

i"
∂Ψ(x; t)

∂t
= ĤΨ(x; t) (7.68)

25En les següents explicacions s’haurà de tenir cura de no confondre l’́ındex i usat per identificar
l’estat inicial amb el nombre imaginari i =

√
−1.

26Encara que aquest desenvolupament s’assembla molt a l’eq. (2.103), la deducció d’aquesta
no és aplicable al problema que ara estem abordant. En efecte, aquella deducció es basa en
expressar la solució general de l’equació de Schrödinger depenent del temps com a combinació
lineal de certes solucions particulars: els estats estacionaris. Ara, les funcions e−iEkt/! Φk(x) re-

presenten estats estacionaris de cH0, però no són solucions particulars de l’equació de Schrödinger
corresponent a bH.
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım la notació ωfk per designar la diferència Ef − Ek expressada en
unitats de freqüència angular:

ωfk ≡
Ef − Ek

!
(7.71)

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0, t1) (7.72)

El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)
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unitats de freqüència angular:
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7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
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molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
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902 7.11. Processos multifotònics

Figura 7.55: Absorció bifotònica no ressonant (a) i ressonant (b), i successió
d’absorcions monofotòniques (c) entre dos nivells Ei i Ef .

dos estats Φi i Φf no degenerats89 d’energies Ei i Ef que compleixen:

|Ef − Ei| ≠ !ω (7.231)

de manera que no puguin produir-se transicions monofotòniques entre els mateixos,
i suposem que !ω no coincideix amb la diferència energètica entre l’estat inicial o
final i qualsevol altre estat estacionari Φk del sistema:

|Ek − Ei| ≠ !ω
|Ef − Ek| ≠ !ω

}
(7.232)

de manera que tampoc puguin produir-se transicions monofotòniques entre els uns
i els altres (fig. 7.55 a). La condició (7.231) fa que el coeficient de primer ordre

c(1)
fi (t) sigui virtualment nul (apartat 7.4.2), però poden no ser-ho els coeficients

d’ordre superior.

✏ Tal i com indicàrem en l’apartat 7.4.1, les equacions que determinen els coefi-
cients de segon ordre s’obtenen substituint les dels coeficients de primer ordre
(eqs. 7.74) en el membre dret de les eqs. (7.72):

dcfi(t)

dt
≈

1

i!

∑

k

c(1)
ki (t) eiωfkt

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉

=
1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉

−
1

!2

∑

k

eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉 ∫ t

0
eiωkit

′
〈
Φk

∣∣∣Ĥm−r(t
′) Φi

〉
dt′

Integrem entre t = 0 i un instant t ∈ (0, t1) (tenint en compte que cfi(0) = 0

89En aquest apartat tornarem a utilitzar la notació emprada fins a l’eq. (7.89): sub́ındex ‘i’
per a l’estat inicial i ‘f ’ per al final.
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1
2

(
eiωt + e−iωt

)
(eq. (A.11), pàg. 267):30

c(1)
fi (t) =

−F
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

i!

∫ t

0
eiωfit

′ 1

2

(
eiωt′ + e−iωt′

)
dt′

=
−F

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

2i!

∫ t

0
ei(ωfi+ω)t′ + ei(ωfi−ω)t′dt′ (ona PML)

=
F

〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2!

(
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
+

ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

)
(7.79)

Exercici 7.13
✍a) Si partim de l’expressió de l’hamiltonià d’interacció per a un camp electro-
magnètic arbitrari (eq. 7.75) en lloc de l’expressió particular per a una ona PML
(eq. 7.76), comproveu, mitjançant un raonament anàleg al que ens ha portat des
d’aquesta equació fins a l’eq. (7.79), que els coeficients de primer ordre per a
un sistema irradiat mitjançant una ona plana monocromàtica amb polarització
arbitrària (eqs. (7.12) i (7.13)) són:

c(1)
fi (t) =

F

2!

(
u⃗F ·

〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗B ·

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PM)

+
F

2!

(
u⃗∗

F ·
〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗∗

B ·
〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7.80)

b) A partir de l’eq. (7.17), comproveu que, per a una ona plana, monocromàtica
i polaritzada circularment (eqs. (7.17) i (7.18)) amb ϕ = 0,

(
c(1)
fi

)

D/L
(t) =

F

2!
u⃗D/L ·

(〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓

i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PMC)

+
F

2!
u⃗∗

D/L ·
(〈

Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓

i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7.81)

on u⃗D/L ≡ 1√
2

(u⃗x ± iu⃗y) i els dobles signes corresponen als dos sentits de pola-

rització: el primer a D i el segon a L.

7.4.2 Probabilitat de transició

L’equació (7.79) determina, en primer ordre de l’aproximació pertorbacional i sota
l’aproximació dipolar, els coeficients del desenvolupament (7.67) de la funció d’ona

30Observeu que, per a ω = ±ωfi, l’integrand d’una de les integrals que apareixen a la següent

equació pren el valor constant e0 = 1, i el resultat d’aquesta integral passa a ser t. És fàcil
comprovar, però, que s’obté el mateix resultat si prenem el ĺımit per a ω → ±ωfi del resultat
(7.79); no és necessari, per tant, diferenciar aquells casos particulars.
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1
2

(
eiωt + e−iωt

)
(eq. (A.11), pàg. 267):30

c(1)
fi (t) =

−F
〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

i!

∫ t

0
eiωfit

′ 1

2

(
eiωt′ + e−iωt′

)
dt′

=
−F

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉

2i!

∫ t

0
ei(ωfi+ω)t′ + ei(ωfi−ω)t′dt′ (ona PML)

=
F

〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2!

(
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
+

ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω

)
(7.79)

Exercici 7.13
✍a) Si partim de l’expressió de l’hamiltonià d’interacció per a un camp electro-
magnètic arbitrari (eq. 7.75) en lloc de l’expressió particular per a una ona PML
(eq. 7.76), comproveu, mitjançant un raonament anàleg al que ens ha portat des
d’aquesta equació fins a l’eq. (7.79), que els coeficients de primer ordre per a
un sistema irradiat mitjançant una ona plana monocromàtica amb polarització
arbitrària (eqs. (7.12) i (7.13)) són:

c(1)
fi (t) =

F

2!

(
u⃗F ·

〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗B ·

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PM)

+
F

2!

(
u⃗∗

F ·
〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
+

1

c
u⃗∗

B ·
〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7.80)

b) A partir de l’eq. (7.17), comproveu que, per a una ona plana, monocromàtica
i polaritzada circularment (eqs. (7.17) i (7.18)) amb ϕ = 0,

(
c(1)
fi

)

D/L
(t) =

F

2!
u⃗D/L ·

(〈
Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓

i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi+ω)t − 1

ωfi + ω
(ona PMC)

+
F

2!
u⃗∗

D/L ·
(〈

Φf

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉
∓

i

c

〈
Φf

∣∣∣̂⃗µΦi

〉)
ei(ωfi−ω)t − 1

ωfi − ω
(7.81)

on u⃗D/L ≡ 1√
2

(u⃗x ± iu⃗y) i els dobles signes corresponen als dos sentits de pola-

rització: el primer a D i el segon a L.

7.4.2 Probabilitat de transició

L’equació (7.79) determina, en primer ordre de l’aproximació pertorbacional i sota
l’aproximació dipolar, els coeficients del desenvolupament (7.67) de la funció d’ona

30Observeu que, per a ω = ±ωfi, l’integrand d’una de les integrals que apareixen a la següent

equació pren el valor constant e0 = 1, i el resultat d’aquesta integral passa a ser t. És fàcil
comprovar, però, que s’obté el mateix resultat si prenem el ĺımit per a ω → ±ωfi del resultat
(7.79); no és necessari, per tant, diferenciar aquells casos particulars.
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7. Matèria i radiació 903

per a f ̸= i) i anomenem t′′ a la nova variable d’integració:

cfi(t) ≈
1

i!

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t
′) Φi

〉
dt′

−
1

!2

∑

k

∫ t

0
eiωfkt′′

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t
′′)Φk

〉∫ t′′

0
eiωkit

′
〈
Φk

∣∣∣Ĥm−r(t
′)Φi

〉
dt′dt′′

El primer terme del segon membre és igual a c(1)
fi (t) i el segon serà la contribució

de segon ordre a cfi(t):

c(2)
fi (t) = −

1

!2

∑

k

∫ t

0
eiωfkt′′

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t
′′)Φk

〉 ∫ t′′

0
eiωkit

′
〈
Φk

∣∣∣Ĥm−r(t
′)Φi

〉
dt′dt′′

Si substituim c(2)
fi (t) a la dreta de les eqs. (7.72) obtindrem les equacions que

determinen els coeficients de tercer ordre, i aix́ı successivament. Introdüım

l’expressió de l’operador Ĥm−r(t) per a una ona PML en l’aproximació dipolar
(eqs. (7.76) i (7.77)):

c(2)
fi (t) =

−1

!2

∑

k

∫ t

0
eiωfkt′′

〈
Φf

∣∣∣−FŴΦk

〉
cos(ωt′′)

×
∫ t′′

0
eiωkit

′
〈
Φk

∣∣∣−FŴΦi

〉
cos(ωt′)dt′dt′′

i utilitzem la relació cos(ωt) = 1
2

(
eiωt + e−iωt

)
(eq (A.11), pàg. 267):

c(2)
fi (t) =

−F 2

4!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉 〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
∫ t

0

[
ei(ωfk+ω)t′′ + ei(ωfk−ω)t′′

] ∫ t′′

0

[
ei(ωki+ω)t′ + ei(ωki−ω)t′

]
dt′dt′′

=
−F 2

4i!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉 〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
∫ t

0

[
ei(ωfk+ω)t′′ + ei(ωfk−ω)t′′

] [
ei(ωki+ω)t′′ − 1

ωki + ω
+

ei(ωki−ω)t′′ − 1

ωki − ω

]
dt

′′

=
−F 2

4i!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉 〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
∫ t

0

[
ei(ωfk+ωki+2ω)t′′ − ei(ωfk+ω)t′′

ωki + ω
+

ei(ωfk+ωki)t
′′ − ei(ωfk+ω)t′′

ωki − ω

+
ei(ωfk+ωki)t

′′ − ei(ωfk−ω)t′′

ωki + ω
+

ei(ωfk+ωki−2ω)t′′ − ei(ωfk−ω)t′′

ωki − ω

]
dt

′′

…
91
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Tema 4

Processos d’ordre ≥2
Φi i Φf no degenerats amb  |Ef – Ei | ≠ ℏω i

per a qualsevol altre estat estacionari Φk.
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902 7.11. Processos multifotònics

Figura 7.55: Absorció bifotònica no ressonant (a) i ressonant (b), i successió
d’absorcions monofotòniques (c) entre dos nivells Ei i Ef .

dos estats Φi i Φf no degenerats89 d’energies Ei i Ef que compleixen:

|Ef − Ei| ≠ !ω (7.231)

de manera que no puguin produir-se transicions monofotòniques entre els mateixos,
i suposem que !ω no coincideix amb la diferència energètica entre l’estat inicial o
final i qualsevol altre estat estacionari Φk del sistema:

|Ek − Ei| ≠ !ω
|Ef − Ek| ≠ !ω

}
(7.232)

de manera que tampoc puguin produir-se transicions monofotòniques entre els uns
i els altres (fig. 7.55 a). La condició (7.231) fa que el coeficient de primer ordre

c(1)
fi (t) sigui virtualment nul (apartat 7.4.2), però poden no ser-ho els coeficients

d’ordre superior.

✏ Tal i com indicàrem en l’apartat 7.4.1, les equacions que determinen els coefi-
cients de segon ordre s’obtenen substituint les dels coeficients de primer ordre
(eqs. 7.74) en el membre dret de les eqs. (7.72):

dcfi(t)

dt
≈

1

i!

∑

k

c(1)
ki (t) eiωfkt

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉

=
1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉

−
1

!2

∑

k

eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉 ∫ t

0
eiωkit

′
〈
Φk

∣∣∣Ĥm−r(t
′) Φi

〉
dt′

Integrem entre t = 0 i un instant t ∈ (0, t1) (tenint en compte que cfi(0) = 0

89En aquest apartat tornarem a utilitzar la notació emprada fins a l’eq. (7.89): sub́ındex ‘i’
per a l’estat inicial i ‘f ’ per al final.
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=
F 2

4!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
[

ei(ωfk+ωki+2ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki + 2ω)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ω)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ω)
(7.233)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk − ω)

+
ei(ωfk+ωki−2ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki − 2ω)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk − ω)

]

El mateix raonament usat a l’hora d’analitzar el primer ordre pertorbacional
(apartat 7.4.2) ens permetrà negligir els termes entre claudàtors el denomi-
nador dels quals no pugui anul·lar-se. En efecte, les hipòtesis (7.232) per-
meten negligir els quatre termes el denominador dels quals és de la forma
(ωki ± ω)(ωfk ± ω) i els dos que tenen:

(ωki ± ω)(ωfk + ωki) = (ωki ± ω)ωfi (7.234)

Si expressem els dos termes restants en funció de ωfi = ωfk +ωki i traiem fora
del sumatori els quocients:

C± ≡
ei(ωfi±2ω)t1 − 1

ωfi ± 2ω

que no depenen de l’́ındex k, ens queda:

c(2)
fi (t) =

F 2

4!2

⎡

⎣C+

∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki + ω
(7.235)

+ C−
∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki − ω

⎤

⎦ (ona PML)

Observem que, si efectuem la substitució:

∑

k

F 2
〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

4!2(ωki ± ω)
−→

F
〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2!
(7.236)

i la de 2ω per ω en l’expressió (7.235) per a c(2)
fi (t), aquesta es redueix a l’expressió

(7.79) per a c(1)
fi (t). En conseqüència, un raonament anàleg al que es va utilitzar en

l’apartat 7.4.2 per passar de l’eq. (7.84) a l’eq. (7.86) demostrarà que, si Ef > Ei
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=
F 2

4!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
[

ei(ωfk+ωki+2ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki + 2ω)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ω)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ω)
(7.233)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk − ω)

+
ei(ωfk+ωki−2ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki − 2ω)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk − ω)

]

El mateix raonament usat a l’hora d’analitzar el primer ordre pertorbacional
(apartat 7.4.2) ens permetrà negligir els termes entre claudàtors el denomi-
nador dels quals no pugui anul·lar-se. En efecte, les hipòtesis (7.232) per-
meten negligir els quatre termes el denominador dels quals és de la forma
(ωki ± ω)(ωfk ± ω) i els dos que tenen:

(ωki ± ω)(ωfk + ωki) = (ωki ± ω)ωfi (7.234)

Si expressem els dos termes restants en funció de ωfi = ωfk +ωki i traiem fora
del sumatori els quocients:

C± ≡
ei(ωfi±2ω)t1 − 1

ωfi ± 2ω

que no depenen de l’́ındex k, ens queda:

c(2)
fi (t) =

F 2

4!2

⎡

⎣C+

∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki + ω
(7.235)

+ C−
∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki − ω

⎤

⎦ (ona PML)

Observem que, si efectuem la substitució:

∑

k

F 2
〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

4!2(ωki ± ω)
−→

F
〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2!
(7.236)

i la de 2ω per ω en l’expressió (7.235) per a c(2)
fi (t), aquesta es redueix a l’expressió

(7.79) per a c(1)
fi (t). En conseqüència, un raonament anàleg al que es va utilitzar en

l’apartat 7.4.2 per passar de l’eq. (7.84) a l’eq. (7.86) demostrarà que, si Ef > Ei

2ω → ω

esp. no lineal
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=
F 2

4!2

∑

k

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉

×
[

ei(ωfk+ωki+2ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki + 2ω)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ω)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk+ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ω)
(7.233)

+
ei(ωfk+ωki)t − 1

(ωki + ω)(ωfk + ωki)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki + ω)(ωfk − ω)

+
ei(ωfk+ωki−2ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk + ωki − 2ω)
−

ei(ωfk−ω)t − 1

(ωki − ω)(ωfk − ω)

]

El mateix raonament usat a l’hora d’analitzar el primer ordre pertorbacional
(apartat 7.4.2) ens permetrà negligir els termes entre claudàtors el denomi-
nador dels quals no pugui anul·lar-se. En efecte, les hipòtesis (7.232) per-
meten negligir els quatre termes el denominador dels quals és de la forma
(ωki ± ω)(ωfk ± ω) i els dos que tenen:

(ωki ± ω)(ωfk + ωki) = (ωki ± ω)ωfi (7.234)

Si expressem els dos termes restants en funció de ωfi = ωfk +ωki i traiem fora
del sumatori els quocients:

C± ≡
ei(ωfi±2ω)t1 − 1

ωfi ± 2ω

que no depenen de l’́ındex k, ens queda:

c(2)
fi (t) =

F 2

4!2

⎡

⎣C+

∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki + ω
(7.235)

+ C−
∑

k

〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

ωki − ω

⎤

⎦ (ona PML)

Observem que, si efectuem la substitució:

∑

k

F 2
〈
Φf

∣∣∣ŴΦk

〉 〈
Φk

∣∣∣ŴΦi

〉

4!2(ωki ± ω)
−→

F
〈
Φf

∣∣∣ŴΦi

〉

2!
(7.236)

i la de 2ω per ω en l’expressió (7.235) per a c(2)
fi (t), aquesta es redueix a l’expressió

(7.79) per a c(1)
fi (t). En conseqüència, un raonament anàleg al que es va utilitzar en

l’apartat 7.4.2 per passar de l’eq. (7.84) a l’eq. (7.86) demostrarà que, si Ef > Ei
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Absorció i emissió bifotòniques
• Si Ef > Ei,  C+ ≈ 0 i C– apreciable quan  Ef – Ei  = 2ℏω = 2hν

absorció de 2 fotons de freqüència ν ≈ νfi/2

• Si Ef < Ei,  C_ ≈ 0 i C+ apreciable quan  Ei – Ef  = 2ℏω = 2hν
emissió induïda de 2 fotons de freqüència ν ≈ νfi/2

• Probabilidad petita (ωki ± ω dividint) però ∝ E4 (espectroscòpia no lineal)
   Imatge corpuscular: intensitat ∝ densitat de fotons

• Si ∃ un Φk tal que ωki ± ω ≈ 0  →  absorció o emissió ressonant

Ei

Ef

Ek'

h!

h!

Ek

(a)

Ei

Ef

Ek'

h!

h!

Ek

(b)

Ei

Ef

Ek'

h!

Ek

h!
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QC3
2003/7/12
page 906

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

906 7.11. Processos multifotònics

cessos bifotònics o multifotònics en aquestes zones de l’espectre,93 però en l’IR, el
visible i l’UV es fan necessàries fonts de tipus làser. La possibilitat d’absorcions
bifotòniques fou suggerida el 1931 per Maria Göppert-Mayer (premi Nobel de f́ısica
el 1963), però les tècniques basades en aquest tipus de processos no s’han desen-
volupat fins a la creació dels primers làsers (anys 60), per a l’IR i el visible, i la
introducció dels polsos en la zona de radiofreqüències (anys 70).

S’ha de remarcar que un procés bifotònic és diferent a una successió de dos
processos monofotònics: en el segon cas es tracta de dos successos independents que
poden estar més o menys separats en el temps i l’energia es conserva en cadascun
d’ells (fig. 7.55 c); en canvi, en el primer cas, els dos fotons s’absorbeixen (o
emeten) de manera essencialment simultània i l’energia només s’ha de conservar per
al procés global. Per exemple, una molècula amb els nivells energètics representats
en la fig. 7.55 (a) no pot absorbir un fotó de freqüència ν, ja que no disposa d’un
nivell amb energia Ei + hν i, si quedés en qualsevol altre nivell, no es conservaria
l’energia.94 Evidentment, si existeix un estat Φk amb energia molt propera a la
mitjana aritmètica entre Ei i Ef , serà |ωki| ≈ |ωfk| ≈ ω i es conservarà l’energia en
el pas de Φi a Φf tant si es produeix per absorció (o emissió) bifotònica ressonant
(fig. 7.55 b) com si ho fa a través de dos processos monofotònics consecutius (fig.
7.55 c).

Les regles de selecció que regeixen les transicions bifotòniques són diferents de
les que afecten els processos monofotònics (vegeu l’eq. (7.236)): d’acord amb l’eq.
(7.235), una absorció o emissió bifotònica entre els estats Φi i Φf estarà permesa
si existeix algun estat Φk tal que

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉 〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0

la qual cosa exigeix que es compleixin les dues desigualtats següents:

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉
≠ 0 i

〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0 (7.237)

mentre que les regles de selecció per a transicions monofotòniques entre aquests
mateixos estats es dedueixen de la desigualtat:

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0

☞ Aix́ı, la transició entre els estats Φ0 i Φ2 d’un oscil·lador harmònic unidimensi-
onal carregat està prohibida per dipol elèctric en processos monofotònics (eq.

93S’ha de tenir en compte que l’interval de freqüències entorn de la de ressonància que contribu-
eixen significativament a la probabilitat de transició per a un temps d’interacció donat (∼ 2π/t1)
és relativament més gran a freqüències baixes (vegeu la fig. 7.8, pàg. 761).

94De vegades s’atribueix una existència real, encara que fugaç, als estats intermedis Φk (també
anomenats “virtuals”) que apareixen en els desenvolupaments pertorbacionals d’ordre superior
al primer. Perquè això no violi el principi de conservació de l’energia s’ha d’admetre que el pas
de la molècula per aquests estats és tan breu que la indeterminació en la seva energia, exigida
per la relació d’indeterminación energia-temps (eq. 7.155), englobi l’excés o defecte energètic
necessari per restablir la conservació.
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7.109) però estarà permesa per dipol elèctric en processos bifotònics, ja que,
d’acord amb l’eq. (7.113),

〈
Φ2

∣∣∣d̂x Φ1

〉
̸= 0 i

〈
Φ1

∣∣∣d̂x Φ0

〉
̸= 0

L’eq. (7.113) o la regla de selecció (7.114) condueixen a la següent genera-

lització del resultat anterior: si
〈
Φn′

∣∣∣d̂xΦn′′

〉
s’anul·la per a n′ − n′′ ̸= ±1,

el producte
〈
Φn′

∣∣∣d̂x Φn

〉 〈
Φn

∣∣∣d̂x Φn′′

〉
s’anul·larà a no ser que n difereixi en

una unitat de n′ i de n′′. Les transicions permeses hauran de tenir, doncs,
n′ = n′′ o n′ = n′′ ± 2, de manera que la regla de selecció per a transicions
bifotòniques serà:95

∆n = 0,±2

Els processos bifotònics seran, en aquest cas, ressonants, ja que la conservació
de l’energia exigirà que la freqüència de la radiació sigui ν = 1

2ν20 = ν10 =
ν21.96

Les diferències entre les regles de selecció dels processos monofotònics i bi-
fotònics fan que, en molts casos, l’espectroscòpia bifotònica permeti obtenir infor-
mació no assequible mitjançant tècniques monofotòniques, i viceversa. Per exem-
ple, l’espectroscòpia electrònica d’absorció monofotònica no permet obtenir infor-
mació sobre estats excitats d’una molècula diatòmica homonuclear amb la mateixa
simetria que el fonamental, ja que ho prohibeix la regla de Laporte g ↔ u (eq.
7.127); aquests estats són accessibles, però, mitjançant absorcions bifotòniques
(exercici 7.68 b).

Exercici 7.68
a) Tenint en compte que les transicions monofotòniques per dipol elèctric entre
nivells d’energia d’una part́ıcula que es mou al llarg de l’eix x sota una energia
potencial parell compleixen la regla de Laporte (vegeu l’exercici 7.20, pàg. 773),
comproveu que aquest sistema només pot experimentar absorcions o emissions
bifotòniques per dipol elèctric entre estats de la mateixa paritat.
b) Esteneu el resultat de l’apartat anterior a transicions entre estats electrònics
de molècules diatòmiques homonuclears.
Resultat : b) Regla de selecció per a processos bifotònics: g ↔ g, u ↔ u.

95En realitat, el cas ∆n = 0 no representa un canvi energètic en l’oscil·lador, i correspon a una
col·lisió elàstica entre un fotó i l’oscil·lador.

96Aquestes igualtats mai es compliran exactament en un oscil·lador real a causa de l’existència
d’anharmonicitats.
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908 7.11. Processos multifotònics

Figura 7.56: (a) Absorció bifotònica (no ressonant) de dos fotons de diferent
freqüència. (b) Dispersió Raman estimulada (els fotons entrant i sortint tenen
freqüències ν1 i ν2 respectivament).

Exercici 7.69
Tenint en compte que la regla de selecció per a transicions monofotòniques per
dipol elèctric entre nivells d’energia d’una part́ıcula carregada en una caixa de
potencial unidimensional és ∆n = senar (eq. 7.112), dedüıu la regla de selecció
que correspon a transicions bifotòniques per dipol elèctric.
Resultat : ∆n = parell.

Un desenvolupament anàleg al que ens ha condüıt a l’eq. (7.235), aplicat a
un sistema sotmès a dos fonts de radiació de freqüències ν1 i ν2 condueix a

una expressió una mica més complicada per a c(2)
fi (t) on apareixen termes que

representen absorcions i emissions de dos fotons d’una i altra freqüència (fig. 7.56
a) subjectes a la següent condició de conservació de l’energia:

|Ef − Ei| = hν1 + hν2

Les freqüències ν1 i ν2 poden correspondre a la mateixa zona de l’espectre o a
zones diferents. Aix́ı, un làser IR juntament amb un feix intens de MW poden
produir transicions bifotòniques a estats vibracionals no assequibles mitjançant
l’espectroscòpia IR convencional. S’ha comprovat que la probabilitat d’aquestes
transicions augmenta de manera pronunciada quan la freqüència del segon feix
s’aproxima a la d’alguna ĺınia de l’espectre rotacional (monofotònic) de l’estat
vibracional inferior (absorció bifotònica ressonant).

L’expressió de c(2)
fi (t) per a dos feixos també conté termes que representen

processos de dispersió o difusió on la molècula absorbeix radiació d’una de les
freqüències (per exemple, ν1) alhora que emet a l’altra freqüència (ν2). La imatge
corpuscular de la radiació mostra aquests processos com col ·lisions inelàstiques

Regles de selecció

Exemple: o. a. m. 
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906 7.11. Processos multifotònics

cessos bifotònics o multifotònics en aquestes zones de l’espectre,93 però en l’IR, el
visible i l’UV es fan necessàries fonts de tipus làser. La possibilitat d’absorcions
bifotòniques fou suggerida el 1931 per Maria Göppert-Mayer (premi Nobel de f́ısica
el 1963), però les tècniques basades en aquest tipus de processos no s’han desen-
volupat fins a la creació dels primers làsers (anys 60), per a l’IR i el visible, i la
introducció dels polsos en la zona de radiofreqüències (anys 70).

S’ha de remarcar que un procés bifotònic és diferent a una successió de dos
processos monofotònics: en el segon cas es tracta de dos successos independents que
poden estar més o menys separats en el temps i l’energia es conserva en cadascun
d’ells (fig. 7.55 c); en canvi, en el primer cas, els dos fotons s’absorbeixen (o
emeten) de manera essencialment simultània i l’energia només s’ha de conservar per
al procés global. Per exemple, una molècula amb els nivells energètics representats
en la fig. 7.55 (a) no pot absorbir un fotó de freqüència ν, ja que no disposa d’un
nivell amb energia Ei + hν i, si quedés en qualsevol altre nivell, no es conservaria
l’energia.94 Evidentment, si existeix un estat Φk amb energia molt propera a la
mitjana aritmètica entre Ei i Ef , serà |ωki| ≈ |ωfk| ≈ ω i es conservarà l’energia en
el pas de Φi a Φf tant si es produeix per absorció (o emissió) bifotònica ressonant
(fig. 7.55 b) com si ho fa a través de dos processos monofotònics consecutius (fig.
7.55 c).

Les regles de selecció que regeixen les transicions bifotòniques són diferents de
les que afecten els processos monofotònics (vegeu l’eq. (7.236)): d’acord amb l’eq.
(7.235), una absorció o emissió bifotònica entre els estats Φi i Φf estarà permesa
si existeix algun estat Φk tal que

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉 〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0

la qual cosa exigeix que es compleixin les dues desigualtats següents:

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φk

〉
≠ 0 i

〈
Φk

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0 (7.237)

mentre que les regles de selecció per a transicions monofotòniques entre aquests
mateixos estats es dedueixen de la desigualtat:

〈
Φf

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≠ 0

☞ Aix́ı, la transició entre els estats Φ0 i Φ2 d’un oscil·lador harmònic unidimensi-
onal carregat està prohibida per dipol elèctric en processos monofotònics (eq.

93S’ha de tenir en compte que l’interval de freqüències entorn de la de ressonància que contribu-
eixen significativament a la probabilitat de transició per a un temps d’interacció donat (∼ 2π/t1)
és relativament més gran a freqüències baixes (vegeu la fig. 7.8, pàg. 761).

94De vegades s’atribueix una existència real, encara que fugaç, als estats intermedis Φk (també
anomenats “virtuals”) que apareixen en els desenvolupaments pertorbacionals d’ordre superior
al primer. Perquè això no violi el principi de conservació de l’energia s’ha d’admetre que el pas
de la molècula per aquests estats és tan breu que la indeterminació en la seva energia, exigida
per la relació d’indeterminación energia-temps (eq. 7.155), englobi l’excés o defecte energètic
necessari per restablir la conservació.
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7.109) però estarà permesa per dipol elèctric en processos bifotònics, ja que,
d’acord amb l’eq. (7.113),

〈
Φ2

∣∣∣d̂x Φ1

〉
̸= 0 i

〈
Φ1

∣∣∣d̂x Φ0

〉
̸= 0

L’eq. (7.113) o la regla de selecció (7.114) condueixen a la següent genera-

lització del resultat anterior: si
〈
Φn′

∣∣∣d̂xΦn′′

〉
s’anul·la per a n′ − n′′ ̸= ±1,

el producte
〈
Φn′

∣∣∣d̂x Φn

〉 〈
Φn

∣∣∣d̂x Φn′′

〉
s’anul·larà a no ser que n difereixi en

una unitat de n′ i de n′′. Les transicions permeses hauran de tenir, doncs,
n′ = n′′ o n′ = n′′ ± 2, de manera que la regla de selecció per a transicions
bifotòniques serà:95

∆n = 0,±2

Els processos bifotònics seran, en aquest cas, ressonants, ja que la conservació
de l’energia exigirà que la freqüència de la radiació sigui ν = 1

2ν20 = ν10 =
ν21.96

Les diferències entre les regles de selecció dels processos monofotònics i bi-
fotònics fan que, en molts casos, l’espectroscòpia bifotònica permeti obtenir infor-
mació no assequible mitjançant tècniques monofotòniques, i viceversa. Per exem-
ple, l’espectroscòpia electrònica d’absorció monofotònica no permet obtenir infor-
mació sobre estats excitats d’una molècula diatòmica homonuclear amb la mateixa
simetria que el fonamental, ja que ho prohibeix la regla de Laporte g ↔ u (eq.
7.127); aquests estats són accessibles, però, mitjançant absorcions bifotòniques
(exercici 7.68 b).

Exercici 7.68
a) Tenint en compte que les transicions monofotòniques per dipol elèctric entre
nivells d’energia d’una part́ıcula que es mou al llarg de l’eix x sota una energia
potencial parell compleixen la regla de Laporte (vegeu l’exercici 7.20, pàg. 773),
comproveu que aquest sistema només pot experimentar absorcions o emissions
bifotòniques per dipol elèctric entre estats de la mateixa paritat.
b) Esteneu el resultat de l’apartat anterior a transicions entre estats electrònics
de molècules diatòmiques homonuclears.
Resultat : b) Regla de selecció per a processos bifotònics: g ↔ g, u ↔ u.

95En realitat, el cas ∆n = 0 no representa un canvi energètic en l’oscil·lador, i correspon a una
col·lisió elàstica entre un fotó i l’oscil·lador.

96Aquestes igualtats mai es compliran exactament en un oscil·lador real a causa de l’existència
d’anharmonicitats.
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7.109) però estarà permesa per dipol elèctric en processos bifotònics, ja que,
d’acord amb l’eq. (7.113),

〈
Φ2

∣∣∣d̂x Φ1

〉
̸= 0 i

〈
Φ1

∣∣∣d̂x Φ0

〉
̸= 0

L’eq. (7.113) o la regla de selecció (7.114) condueixen a la següent genera-

lització del resultat anterior: si
〈
Φn′

∣∣∣d̂xΦn′′

〉
s’anul·la per a n′ − n′′ ̸= ±1,

el producte
〈
Φn′

∣∣∣d̂x Φn

〉 〈
Φn

∣∣∣d̂x Φn′′

〉
s’anul·larà a no ser que n difereixi en

una unitat de n′ i de n′′. Les transicions permeses hauran de tenir, doncs,
n′ = n′′ o n′ = n′′ ± 2, de manera que la regla de selecció per a transicions
bifotòniques serà:95

∆n = 0,±2

Els processos bifotònics seran, en aquest cas, ressonants, ja que la conservació
de l’energia exigirà que la freqüència de la radiació sigui ν = 1

2ν20 = ν10 =
ν21.96

Les diferències entre les regles de selecció dels processos monofotònics i bi-
fotònics fan que, en molts casos, l’espectroscòpia bifotònica permeti obtenir infor-
mació no assequible mitjançant tècniques monofotòniques, i viceversa. Per exem-
ple, l’espectroscòpia electrònica d’absorció monofotònica no permet obtenir infor-
mació sobre estats excitats d’una molècula diatòmica homonuclear amb la mateixa
simetria que el fonamental, ja que ho prohibeix la regla de Laporte g ↔ u (eq.
7.127); aquests estats són accessibles, però, mitjançant absorcions bifotòniques
(exercici 7.68 b).

Exercici 7.68
a) Tenint en compte que les transicions monofotòniques per dipol elèctric entre
nivells d’energia d’una part́ıcula que es mou al llarg de l’eix x sota una energia
potencial parell compleixen la regla de Laporte (vegeu l’exercici 7.20, pàg. 773),
comproveu que aquest sistema només pot experimentar absorcions o emissions
bifotòniques per dipol elèctric entre estats de la mateixa paritat.
b) Esteneu el resultat de l’apartat anterior a transicions entre estats electrònics
de molècules diatòmiques homonuclears.
Resultat : b) Regla de selecció per a processos bifotònics: g ↔ g, u ↔ u.

95En realitat, el cas ∆n = 0 no representa un canvi energètic en l’oscil·lador, i correspon a una
col·lisió elàstica entre un fotó i l’oscil·lador.

96Aquestes igualtats mai es compliran exactament en un oscil·lador real a causa de l’existència
d’anharmonicitats.
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Figura 7.56: (a) Absorció bifotònica (no ressonant) de dos fotons de diferent
freqüència. (b) Dispersió Raman estimulada (els fotons entrant i sortint tenen
freqüències ν1 i ν2 respectivament).

Exercici 7.69
Tenint en compte que la regla de selecció per a transicions monofotòniques per
dipol elèctric entre nivells d’energia d’una part́ıcula carregada en una caixa de
potencial unidimensional és ∆n = senar (eq. 7.112), dedüıu la regla de selecció
que correspon a transicions bifotòniques per dipol elèctric.
Resultat : ∆n = parell.

Un desenvolupament anàleg al que ens ha condüıt a l’eq. (7.235), aplicat a
un sistema sotmès a dos fonts de radiació de freqüències ν1 i ν2 condueix a

una expressió una mica més complicada per a c(2)
fi (t) on apareixen termes que

representen absorcions i emissions de dos fotons d’una i altra freqüència (fig. 7.56
a) subjectes a la següent condició de conservació de l’energia:

|Ef − Ei| = hν1 + hν2

Les freqüències ν1 i ν2 poden correspondre a la mateixa zona de l’espectre o a
zones diferents. Aix́ı, un làser IR juntament amb un feix intens de MW poden
produir transicions bifotòniques a estats vibracionals no assequibles mitjançant
l’espectroscòpia IR convencional. S’ha comprovat que la probabilitat d’aquestes
transicions augmenta de manera pronunciada quan la freqüència del segon feix
s’aproxima a la d’alguna ĺınia de l’espectre rotacional (monofotònic) de l’estat
vibracional inferior (absorció bifotònica ressonant).

L’expressió de c(2)
fi (t) per a dos feixos també conté termes que representen

processos de dispersió o difusió on la molècula absorbeix radiació d’una de les
freqüències (per exemple, ν1) alhora que emet a l’altra freqüència (ν2). La imatge
corpuscular de la radiació mostra aquests processos com col ·lisions inelàstiques
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entre un fotó d’energia hν1 i una molècula en un nivell Ei on aquesta passa a
un altre nivell Ef i el fotó surt rebotat amb energia hν2. L’energia del sistema
molècula + fotó ha de conservar-se:

Ei + hν1 = Ef + hν2

o, dit d’una altra manera, l’energia que guanya (o perd) la molècula ha de ser igual
a la que perd (o guanya) el fotó (fig. 7.56 b):

Ef − Ei = hν1 − hν2 (7.238)

Aquest procés es coneix com dispersió Raman indüıda o estimulada (pel feix de
freqüència ν2). D’acord amb els resultats anteriors és fàcil entendre que si estenem
el mètode pertorbacional al tercer ordre s’obrirà la possibilitat de diversos tipus
de processos trifotònics, i aix́ı successivament.

En els processos multifotònics que es deriven del tractament semiclàssic les
emissions són sempre indüıdes per la radiació incident. Si es descriu la radiació
mitjançant un formalisme quàntic es fa palès que, a més a més dels processos
explicables en el context semiclàssic, poden donar-se altres en què s’emeten fotons
de freqüències diferents que la(les) de la(les) font(s) —com la dispersió Raman,
que considerarem a continuació— o, àdhuc, emissions multifotòniques espontànies.
Aquestes últimes són, en general, poc probables, però poden adquirir importància
en determinades condicions.

☞ Aix́ı, la transició monofotònica (2s) 2S1/2 → (1s) 2S1/2 de l’àtom d’hidrogen
està prohibida per les regles de Laporte i ∆l = ±1, i, malgrat que la desexci-
tació espontània del nivells superior a través del (2p) 2P1/2 està permesa per
dipol elèctric, és un procés molt poc probable (li correspon una vida mitjana
de desenes d’anys) a causa de la baixa freqüència de la transició (2s) 2S1/2

→ (2p) 2P1/2 (vegeu l’exercici 7.28, pàg. 789, i la fig. 7.18 b, pàg. 799).
En canvi, la vida mitjana de la desexcitació bifotònica ressonant (2s) 2S1/2

→ (1s) 2S1/2, en què es produeix un fotó de la freqüència que correspon al
procés (2s) 2S1/2 → (2p) 2P1/2 (MW) i un altre ressonant amb la transició
(2p) 2P1/2 → (1s) 2S1/2 (UV), és de 1/7s.

Un procés trifotònic de considerable interès pràctic és la duplicació de freqüèn-
cies o generació del segon harmònic, en el qual en incidir sobre una mostra un
feix intens de freqüència ν es produeixen fotons de freqüència 2ν. La generació
d’harmònics s’usa per obtenir radiació UV monocromàtica a partir de làsers
que emeten en el visible.

7.11.1 Espectroscòpia Raman

Entre les tècniques espectroscòpiques basades en processos bifotònics cal destacar,
pel seu interès pràctic, l’espectroscòpia Raman. En aquesta, la mostra és irra-
diada mitjançant un intens feix monocromàtic de freqüència νexc —la freqüència
excitatriu, normalment en el visible o l’UV— i s’analitza la radiació dispersada
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Ef − Ei = hν1 − hν2 (7.238)
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En els processos multifotònics que es deriven del tractament semiclàssic les
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7.11.1 Espectroscòpia Raman

Entre les tècniques espectroscòpiques basades en processos bifotònics cal destacar,
pel seu interès pràctic, l’espectroscòpia Raman. En aquesta, la mostra és irra-
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Esp. Raman induïda o estimulada
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entre un fotó d’energia hν1 i una molècula en un nivell Ei on aquesta passa a
un altre nivell Ef i el fotó surt rebotat amb energia hν2. L’energia del sistema
molècula + fotó ha de conservar-se:
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o, dit d’una altra manera, l’energia que guanya (o perd) la molècula ha de ser igual
a la que perd (o guanya) el fotó (fig. 7.56 b):
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Aquestes últimes són, en general, poc probables, però poden adquirir importància
en determinades condicions.

☞ Aix́ı, la transició monofotònica (2s) 2S1/2 → (1s) 2S1/2 de l’àtom d’hidrogen
està prohibida per les regles de Laporte i ∆l = ±1, i, malgrat que la desexci-
tació espontània del nivells superior a través del (2p) 2P1/2 està permesa per
dipol elèctric, és un procés molt poc probable (li correspon una vida mitjana
de desenes d’anys) a causa de la baixa freqüència de la transició (2s) 2S1/2

→ (2p) 2P1/2 (vegeu l’exercici 7.28, pàg. 789, i la fig. 7.18 b, pàg. 799).
En canvi, la vida mitjana de la desexcitació bifotònica ressonant (2s) 2S1/2

→ (1s) 2S1/2, en què es produeix un fotó de la freqüència que correspon al
procés (2s) 2S1/2 → (2p) 2P1/2 (MW) i un altre ressonant amb la transició
(2p) 2P1/2 → (1s) 2S1/2 (UV), és de 1/7s.

Un procés trifotònic de considerable interès pràctic és la duplicació de freqüèn-
cies o generació del segon harmònic, en el qual en incidir sobre una mostra un
feix intens de freqüència ν es produeixen fotons de freqüència 2ν. La generació
d’harmònics s’usa per obtenir radiació UV monocromàtica a partir de làsers
que emeten en el visible.

7.11.1 Espectroscòpia Raman

Entre les tècniques espectroscòpiques basades en processos bifotònics cal destacar,
pel seu interès pràctic, l’espectroscòpia Raman. En aquesta, la mostra és irra-
diada mitjançant un intens feix monocromàtic de freqüència νexc —la freqüència
excitatriu, normalment en el visible o l’UV— i s’analitza la radiació dispersada
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(2p) 2P1/2 → (1s) 2S1/2 (UV), és de 1/7s.
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permesa, τ ≈ 20 anys (ex. 7.28)

emissió espontània bifotònica (fotons MW i UV): τ ≈ 1/7 s

emissió espontània monofotònica prohibida per ∆l = ±1
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Figura 7.57: Esquema d’un espectròmetre Raman. En els espectròmetres de trans-
formada de Fourier el monocromador es substitueix per un interferòmetre.

per la mostra (fig. 7.57). Els processos Raman són col·lisions inelàstiques entre
una molècula i un fotó anàlegs als que hem trobat en la dispersió Raman esti-
mulada, amb la diferència que en els primers la mostra és irradiada a una sola
freqüència νexc i en la segona se li aplica un segon feix que estimula la dispersió.
A més, aquesta és essencialment paral·lela al feix estimulador, mentre que la dis-
persió Raman, que és de caràcter espontani, es reparteix en totes les direccions.
La intensitat de la radiació dispersada mostrarà màxims pronunciats per a les
freqüències ν que compleixin la condició de conservació de l’energia (eq. 7.238),
que expressarem:

Ef − Ei = hνexc − hν (7.239)

Òbviament, també es produiran col ·lisions elàstiques en què no existeix intercanvi
energètic entre la molècula i el fotó, tot i que aquest pot canviar de direcció i/o
polarització.97 Aquest fenomen es coneix com a dispersió Rayleigh en honor a
lord John William Strut Rayleigh (premi Nobel de f́ısica el 1904), el qual estabĺı
una llei de proporcionalitat entre la intensitat de radiació dispersada i la quarta
potència de la freqüència de la radiació. Aquesta llei explica, per exemple, que les
molècules del cel dispersin millor la llum blava que la blanca, com es fa palès durant
el crepuscle si comparem la llum groguenca que ens arriba desde les proximitats
del sol amb la blava del cel sobre la nostra vertical. La distribució angular de
la dispersió Rayleigh proporciona informació sobre la grandària i la massa molar
mitjana de les molècules dispersants.98

97Observem que, dels termes que hem negligit en l’eq. (7.233), els dos que tenen el terme
(7.234) en el denominador adquireixen importància quan decreix ωfi. En el ĺımit ωfi → 0 la
molècula no experimenta canvi energètic i la radiació és dispersada sense que es vegi afectada la
seva freqüència.

98La llei de Rayleigh és vàlida quan les part́ıcules dispersants són molt menors que la longitud
d’ona de la radiació, i en aquest cas es diu que la dispersió és de tipus Rayleigh. Si les part́ıcules
tenen una grandària comparable amb λ, com s’esdevé en el visible amb les part́ıcules d’aigua
d’un núvol i amb macromolècules en dissolució, el mecanisme de la dispersió és diferent, malgrat
que s’acostuma a designar també com a dispersió Rayleigh.
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Figura 7.58: Esquema d’un espectre Raman d’una molècula diatòmica.

La dispersió Raman s’anomena Stokes quan és de freqüència inferior a l’excita-
triu (ν < νexc), és a dir, quan la molècula guanya energia en el procés, i anti-Stokes
quan implica una transferència d’energia molecular cap al fotó (ν > νexc). Les ener-
gies Ei i Ef corresponen normalment a diferents estats vibracionals i/o rotacio-
nals de l’estat electrònic fonamental de la molècula, encara que poden observar-se
també transicions electròniques. Tal i com vàrem veure en la secció 7.9, la població
dels nivells vibracionals d’una molècula disminueix, normalment, en augmentar el
seu grau d’excitació, raó per la qual la banda Stokes corresponent a una transició
vibracional serà més intensa que la banda anti-Stokes que correspon a la transició
inversa (fig. 7.58). Els intercanvis energètics que es produeixen entre el fotó inci-
dent i la molècula en un procés Raman poden arribar a ser molt petits comparats
amb l’energia del fotó; llavors, la freqüència d’aquest experimentarà canvis petits
(|νexc − ν| << νexc) i es necessitaran fonts de radiació molt monocromàtiques per
detectar-los. Aquest fet, juntament amb la importància que adquireix la intensi-
tat de la font en els processos multifotònics, expliquen que, malgrat que l’efecte
Raman fou descobert el 1928 pel f́ısic indi Sir Chandrasekhara Venkata Raman
(premi Nobel de f́ısica el 1930), l’ús de la tècnica espectroscòpica basada en aquest
efecte no s’hagi generalitzat fins els anys 60. La resolució t́ıpica que s’assoleix amb
aquestes fonts és de l’ordre dels cm−1. Per evitar que el gruix de la radiació (que
travessa la mostra sense dispersar-se) incideixi sobre el detector, aquest es col·loca
en angle amb el feix incident (fig. 7.57).

Si s’utilitza una descripció quàntica de la radiació i es negligeixen les contri-
bucions de moments diferents del dipolar elèctric, es dedueix ([Craig] §6.4) una
expressió per a la intensitat de la dispersió corresponent a una transició entre dos
estats vibracionals Ψ′

vib i Ψ′′
vib d’un estat electrònic (Ψel)i que és quadràtica en les

integrals:

⟨Ψ′
vib |[αab(νexc)]i Ψ′′

vib⟩ (7.240)
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on

[αab(νexc)]i ≡
∑

k ̸=i

⎡

⎣

〈
(Ψel)i

∣∣∣d̂a (Ψel)k

〉 〈
(Ψel)k

∣∣∣d̂b (Ψel)i

〉

(Ue)k − (Ue)i − hνexc

+

〈
(Ψel)i

∣∣∣d̂b (Ψel)k

〉〈
(Ψel)k

∣∣∣d̂a (Ψel)i

〉

(Ue)k − (Ue)i + hνexc

⎤

⎦

és el component ab (a, b = x, y o z) de la polaritzabilitat (de dipol) dinàmica
electrònica de l’estat electrònic considerat i la suma s’estén als estats electrònics
de la molècula.99 En la major part dels casos l’estat (Ψel)i és el fonamental, i
s’omet la indicació d’aquest en la notació de la polaritzabilitat: αab(νexc). Llavors,
(Ue)k > (Ue)i ∀k, i

(Ue)k − (Ue)i + hνexc >> |(Ue)k − (Ue)i − hνexc|

la qual cosa permet negligir el segon sumand de cada terme del sumatori:

αab(νexc) =
∑

k ̸=0

〈
(Ψel)0

∣∣∣d̂a (Ψel)k

〉 〈
(Ψel)k

∣∣∣d̂b (Ψel)0
〉

(Ue)k − (Ue)0 − hνexc
(7.241)

Com en el cas de les absorcions o emissions bifotòniques, les regles de selecció per
a processos Raman podran deduir-se a partir de les que regeixen els processos mo-
nofotònics (eq. 7.237). Nogensmenys, la teoria de grups permet establir aquestes
regles de manera més directa. Els components cartesians de la polaritzabilitat
tenen el mateix comportament enfront de les operacions del grup de simetria pun-
tual de la molècula que els productes de les coordenades cartesianes que apareixen
com a sub́ındexs d’aquells components: x2, xy, xz, . . . z2 (vegeu [Schonland] App.
E); això permet emprar el teorema 1 del tom 2 (pàg. 374) juntament amb la in-
formació dels apèndixs A i B del mateix tom per establir regles de selecció. Un
tractament similar pot aplicar-se a les absorcions i emissions bifotòniques.

☞ Vegem, com a exemple, si està permesa en espectroscòpia Raman la tran-
sició entre l’estat vibracional fonamental del CO2 i el (1, 0, 0). Ambdós són
totalment simètrics (vegeu l’exemple de les pàgs. 690-691), i també ho és la

99Per deduir el resultat anterior s’ha de suposar que la freqüència de la radiació dispersada
és semblant a la de la incident i que ni una ni l’altra estan properes a cap banda de l’espectre
electrònic monofotònic de la molècula; és a dir, que hνexc i hν difereixin substancialment de
|(Ue)k − (Ue)i| per a qualsevol estat electrònic (Ψel)k diferent de l’inicial. Això permet negligir
el canvi en l’energia vibracional enfront de (Ue)k − (Ue)i ± hνexc. A més, s’ha prescindit de
la part rotacional de la funció d’ona i del canvi energètic corresponent. D’aquesta manera es
comprova fàcilment que la definició de la polaritzabilitat dinàmica es redueix a la de l’estàtica
(eq. 7.50) per a νexc = 0. Si la freqüència de la radiació incident està propera a alguna banda de
l’espectre electrònic d’absorció de la molècula (dispersió Raman ressonant), no podem negligir
el canvi en l’energia vibracional. S’obté doncs una expressió diferent per a la probabilitat de
transició, i certes transicions prohibides en espectroscòpia Raman no ressonant passen a estar
permeses.

polaritzabilitat (de dipol) dinàmica

αxx, αxy, αxz, … αz, es 
comporten enfront de les 
operacions de simetria 

com x2, xy, xz, … z2 
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914 7.11. Processos multifotònics

Exercici 7.71
✍Tenint en compte que, en l’eq. (7.212), el vector

∫
el Ψ

′
el,A(i)

̂⃗
delΨ′′

el,A(i)di no
representa un observable i, en conseqüència, no ha de tenir necessàriament la
simetria de la molècula, justifiqueu el fet que les molècules diatòmiques homo-
nuclears (que, com es va veure en la secció 7.9, no tenen espectres monofotònics
rotacional ni vibracional) presenten espectre Raman vibracional i rotacional.
Solució: D’acord amb les eqs. (7.240) i (7.241), per cada transició monofotònica
desde l’estat electrònic fonamental cap a un d’excitat, permesa per dipol elèctric,
hi haurà una contribució a la probabilitat de dispersió Raman.

A continuació indicarem algunes regles de selecció que regeixen en sistemes
moleculars per a processos de dispersió Raman provocats per radiació isòtropa
no polaritzada (o qualsevol altre tipus de radiació si els àtoms o molècules de la
mostra canvien d’orientació ràpidament).101

Transicions rotacionals:

La matriu αab(ω) ha de ser anisotròpica

(no ha de tenir els seus tres valors propis iguals)

Molèc. lineals (estat electrònic 1Σ) : ∆J = 0,±2 (7.242)

Molèc. no lineals : ∆J = ±1,±2 (rotor asimètric: J ′ + J ′′ ≥ 2)

Rotor simètric : ∆K = 0

Transicions vibracionals:

∆vi = ±1; ∆vj = 0 ∀j ≠ i

⎧
⎨

⎩

si (∂αab(ω)/∂Qi)e ≠ 0
per a algun parell de coord. a, b
(mode i actiu en Raman)

(7.243)

Molèc. lineals (estat electrònic 1Σ): ∆J = 0,±2

Molèc. no lineals: ∆J = 0,±1,±2 (J ′ + J ′′ ≥ 2)

Les ĺınies que formen cada banda vibracional (estructura fina rotacional) es
designen mitjançant les lletres O, P, Q, R i S segons corresponguin a ∆J ≡
J ′ − J ′′ = −2,−1, 0, 1 i 2. En molècules amb nuclis indistingibles, la intensitat
d’aquestes ĺınies presentarà alternàncies del mateix tipus que les que s’observen
en els espectres IR de molècules poliatòmiques (vegeu [Levine II] § 4.8 i 6.10).

Els canvis permesos en els nombres quàntics vibracionals es dedueixen sotme-
tent la integral (7.240) a un tractament similar al que aplicàrem a la integral (7.199)
en relació amb l’espectroscòpia infraroja. Com en aquella tècnica, poden observar-
se, a més de les transicions vibracionals representades per l’eq. (7.243), transicions

101Tot i que no ho discutirem, la utilizació de fonts de radiació polaritzada, comú en aquestes
tècniques espectroscòpiques, proporciona informació addicional (per exemple, sobre la simetria
dels estats implicats en una transició vibracional) en mostres les molècules de les quals estiguin
totalment o parcial orientades. Les regles de selecció depenen, llavors, de l’estat de polarització
de la radiació i són més restrictives.

(per a radiació isòtropa no polaritzada o molècules en rotació)
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Molècules diatòmiques (lineals)
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Aplicacions

• Complementaritat amb la esp. MW i IR (no només en molècules amb centre 
de simetria)

• Més fàcil detectar freqüències petites (≈100 cm–1) (vibracions metall-ligand)

• L’agua, i altres disolvents polars quasi no interfereixen (ions poliatòmics en 
disolució, biomolècules, …)

• Esp. Raman resonante: elevada intensitat i selectivitat (biomolècules que 
absorbeixen en el visible o el UV)
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Dispersió 
Rayleigh

27/10/2006 04:56 PMCone-response.png 550!346 píxeles

Página 1 de 1http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c2/Cone-response.png

(Font: wikipedia)

Distribució angular → M, grandària i 
forma de macromolècules (proteines...)
• SAXS: Small Angle X-ray Scattering
• SANS: Small Angle Neutron Scattering
• USAXS: Ultra SAXS
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CARS i CSRS
• Processos tetrafotònics:

• Un làser a ν0 pot produir dispersió 
(tetrafotónica) a ν1 i ν2 = 2ν0 – ν1.

• Si afegim un segon làser sintonitzable a ν1 (< 
ν0) les dispersions a ν1 (induïda) i ν2 són molt 
direccionals (k2 ≈ 2k0 – k1) ⇒ sensibilitat 
elevada. 

• Quan ν0 – ν1 ≈ νvib activa en Raman augmenta 
molt la probabilitat de dispersió (ressonància): 
senyal 104-105 vegades més intensa que en la 
dispersió Raman (antistokes) espontània.

• Si ν1 > ν0 → CSRS.

ν0

ν0

ν1

ν1 < ν0

ν2 = 2ν0 – ν1

ν0ν1 ν2

νvib νvib

ν1

0
ν0 – ν1 ν0 – ν1
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Quiralitat

Medi quiral → activitat óptica (òpticament actiu, propietats quiròptiques)
• molècules quirals en proporció no racèmica
• estructura cistal·lina quiral
• quiralitat induïda per un agent quiral

• una molècula quiral propera (dicroisme circular induït)
• un camp magnètic (efecte Faraday i dicroisme circular magnètic)
• una ona electromagnètica polaritzada circularment (efecte Kerr òptic)
• …

F
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F
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z
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7. Matèria i radiació 919

es troba més allunyada de la freqüència excitatriu que la branca O (fig. 7.58). El
càlcul de constants vibracionals i/o rotacionals a partir de les ĺınies d’un espectre
Raman vibracional és similar a l’efectuat per als espectres monofotònics (apartat
7.9.2).

Exercici 7.73
L’espectre Raman d’una mostra de I2 gasós presenta una banda Stokes intensa,
el màxim de la qual es troba a 213 cm−1 de la ĺınia excitatriu, i una banda
d’intensitat menor a 424 cm−1 d’aquesta ĺınia (W. Holzer, W. F. Murphy i H.
J. Bernstein: J. Chem. Phys. 52, 399 (1970)). Calculeu la freqüència vibraci-
onal d’equilibri de la molècula (en cm−1) i la seva constant d’anharmonicitat.
Compareu els resultats amb els valors obtinguts a partir de la banda H − X de
l’espectre electrònic (eq. 7.219).
Resultats : ν̄e = 215 cm−1; ν̄eχe = 1 cm−1; χe = 0,005.

7.12 Activitat òptica

Diem que una molècula és quiral quan no es pot superposar amb la seva imatge es-
pecular; en aquest cas, ambdues estructures constitueixen diferents isòmers òptics
o enantiòmers del mateix compost qúımic. Dit d’una altra manera, si apliquem
una reflexió a un dels enantiòmers obtenim una estructura que no pot fer-se coin-
cidir amb l’original sense deformar-la, és a dir, efectuant només translacions i
rotacions pròpies. En l’apartat 6.4.1 hem vist que una rotació impròpia equival
a una rotació pròpia seguida d’una reflexió (l’ordre d’aquestes dues operacions és
irrellevant); per tant, els elements de simetria d’una molècula quiral no poden
incloure eixos de rotació impròpia (Sn), inclosos els plans de simetria (S1) i el
centre d’inversió (S2). En efecte, l’existència d’un d’aquests elements implicaria la
coincidència entre la molècula i l’estructura que resulta en aplicar-li un gir i una
reflexió i, com que aquesta transforma la molècula en la seva imatge especular, una
i altra es podrien superposar. Això redueix els grups de simetria puntual possibles
per a les molècules quirals als que només tenen rotacions pròpies: Cn, Dn, T , O
e I (apartat 6.4.2). La major part de les molècules aquirals tenen algun pla de
simetria o centre d’inversió, la qual cosa fa que sigui fàcil reconèixer la seva aqui-
ralitat. Això no és tan evident, però, en molècules amb grup de simetria puntual
que tingui eixos impropis però no plans ni de centre d’inversió (S4, S8, . . . ).

☞ Considerem, per exemple, la molècula representada en la fig. 7.60 (grup S4).
La reflexió sobre un pla perpendicular a l’eix z que contingui el carboni cen-
tral transforma aquest tetrafluoroespirononà en la seva imatge especular, la
qual, mitjançant un gir de 90◦ entorn de l’eix z es superposa amb l’estructura
original. La molècula és, doncs, aquiral, malgrat que no té centre d’inversió ni
plans de simetria.

Un medi que conté molècules quirals en proporció no racèmica (diferent pro-
porció d’ambdós enantiòmers) presenta certes peculiaritats en relació amb la seva

Molècula quiral 
• no superposable amb la seva imatge especular sense deformar-la (efectuant només 
rotacions pròpies)
• isòmers óptics o enantiòmers
• no pot tenir eixos de rotació impròpia (plans de simetria, centre d’inversió...)
• grups de simetria                          i
• molècules aquirals sense plans 

ni centre:
2F’s → 2Cl’s: quiral 
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QC3
2003/7/12
page 919

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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7.9.2).

Exercici 7.73
L’espectre Raman d’una mostra de I2 gasós presenta una banda Stokes intensa,
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d’intensitat menor a 424 cm−1 d’aquesta ĺınia (W. Holzer, W. F. Murphy i H.
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pecular; en aquest cas, ambdues estructures constitueixen diferents isòmers òptics
o enantiòmers del mateix compost qúımic. Dit d’una altra manera, si apliquem
una reflexió a un dels enantiòmers obtenim una estructura que no pot fer-se coin-
cidir amb l’original sense deformar-la, és a dir, efectuant només translacions i
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a una rotació pròpia seguida d’una reflexió (l’ordre d’aquestes dues operacions és
irrellevant); per tant, els elements de simetria d’una molècula quiral no poden
incloure eixos de rotació impròpia (Sn), inclosos els plans de simetria (S1) i el
centre d’inversió (S2). En efecte, l’existència d’un d’aquests elements implicaria la
coincidència entre la molècula i l’estructura que resulta en aplicar-li un gir i una
reflexió i, com que aquesta transforma la molècula en la seva imatge especular, una
i altra es podrien superposar. Això redueix els grups de simetria puntual possibles
per a les molècules quirals als que només tenen rotacions pròpies: Cn, Dn, T , O
e I (apartat 6.4.2). La major part de les molècules aquirals tenen algun pla de
simetria o centre d’inversió, la qual cosa fa que sigui fàcil reconèixer la seva aqui-
ralitat. Això no és tan evident, però, en molècules amb grup de simetria puntual
que tingui eixos impropis però no plans ni de centre d’inversió (S4, S8, . . . ).

☞ Considerem, per exemple, la molècula representada en la fig. 7.60 (grup S4).
La reflexió sobre un pla perpendicular a l’eix z que contingui el carboni cen-
tral transforma aquest tetrafluoroespirononà en la seva imatge especular, la
qual, mitjançant un gir de 90◦ entorn de l’eix z es superposa amb l’estructura
original. La molècula és, doncs, aquiral, malgrat que no té centre d’inversió ni
plans de simetria.

Un medi que conté molècules quirals en proporció no racèmica (diferent pro-
porció d’ambdós enantiòmers) presenta certes peculiaritats en relació amb la seva
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Dicroisme circular
Bsi (ona D) ≠ Bsi (ona L)  ⇒  ≠ color amb llum blanca polar. circularment

(a) (b)
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924 7.12. Activitat òptica

Si derivem respecte de t1 i substituim la definició (7.246) de T⃗ obtenim la
constant de velocitat per a la transició:

(wsi)D/L =
1
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on s’han introdüıt els coeficients d’Einstein d’absorció (per dipols elèctric i
magnètic) per a radiació polaritzada circularment :
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radiació isòtropa o
molèc. en rotació,

polarització circular

Si desenvolupem el quadrat del mòdul que apareix en la definició anterior:
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veiem que la diferència entre els coeficients d’absorció per als components D i
L es deu al terme creuat:
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Si defininim la intensitat rotatòria òptica Rsi com

Rsi ≡ Im

(〈
Φi

∣∣∣∣
̂⃗
d Φs

〉
·
〈

Φs

∣∣∣̂⃗µ Φi

〉)
(7.247)

obtenim, finalment,

(Bsi)D − (Bsi)I =
2

3!2ε0c
Rsi

⎧
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⎩

radiació isòtropa o
molèc. en rotació,

polarització circular
(7.248)

QC3
2003/7/12
page 924

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

924 7.12. Activitat òptica

Si derivem respecte de t1 i substituim la definició (7.246) de T⃗ obtenim la
constant de velocitat per a la transició:

(wsi)D/L =
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on s’han introdüıt els coeficients d’Einstein d’absorció (per dipols elèctric i
magnètic) per a radiació polaritzada circularment :

(Bsi)D/L ≡
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radiació isòtropa o
molèc. en rotació,

polarització circular

Si desenvolupem el quadrat del mòdul que apareix en la definició anterior:
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veiem que la diferència entre els coeficients d’absorció per als components D i
L es deu al terme creuat:

(Bsi)D − (Bsi)I =
2

3!2ε0c
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Si defininim la intensitat rotatòria òptica Rsi com

Rsi ≡ Im
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∣∣∣∣
̂⃗
d Φs

〉
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∣∣∣̂⃗µ Φi
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(7.247)

obtenim, finalment,

(Bsi)D − (Bsi)I =
2

3!2ε0c
Rsi

⎧
⎨

⎩

radiació isòtropa o
molèc. en rotació,

polarització circular
(7.248)

Radiació polaritzada circularment i isòtropa (o molècules en rotació):

absorció diferencial  ↔  el·lipticitat: θ = arctan (a/b)

y

x
z

a

b

!

θ = π/4  ⇒  filtre pol. circ.

Imatge especular ≡ D ↔ L  ⇒  Rsi → –Rsi
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Tema 5

Dicroisme circular

• ECD: CD electrònic
• VCD: CD vibracional

Aplicacions:

• determinació de la puresa enantiomèrica
• estructura secundària de proteïnes i àcids nucleics en dissolució 
(bandes associades a centres quirals + regles empíriques per obtenir 
configuracions absolutes)
• seguiment de canvis conformacionals provocats per agents 
desnaturalitzants, canvis de T, pH,...
• elucidació estructural de productes naturals (gas, líquid, dissolució...)
• …

107



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2010

Tema 5

Rotació òptica

nD ≠ nL   (birrefringència circular)

⇒  les components D i L viatgen amb ≠ cmedi

⇒  es desfasen  ⇒  gir (exercici 7.3e)
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928 7.12. Activitat òptica

Figura 7.64: Rotació òptica.

i, donat el caràcter hermı́tic de l’operador
̂⃗
d · ̂⃗µ, concloure que la suma de les

intensitats rotatòries òptiques estesa a un conjunt ortonormal complet d’estats
estacionaris Φs del sistema (per a un estat Φi determinat) és nul·la:

∑

s

Rsi = 0

7.12.2 Rotació òptica

Una propietat quiròptica que està estretament relacionada amb el dicroisme circu-
lar és la rotació òptica o birrefringència circular. Consisteix en una rotació gradual
del pla de polarització de la llum linealment polaritzada a mesura que aquesta tra-
vessa un medi quiral (fig. 7.64 a). El raonament que sol utilitzar-se per explicar
aquest fenomen parteix d’una consideració de tipus macroscòpic: un medi quiral
presenta ı́ndexs de refracció diferents per a ones polaritzades circularment en un
i altre sentit (per això es fa ús també del terme birrefringència circular). L’́ındex
de refracció és la relació entre les velocitats de fase de la radiació en el buit i en el
medi considerat (vegeu les eqs. (7.19) i (A.7)):

nmedi =
c

cmedi
=

√
εµ

ε0µ0

de manera que els components D i L d’una ona PML viatjaran amb velocitats
de fase diferents a través del medi. Això implica un desfasament progressiu entre
ambdós components que condueix a l’esmentada rotació del pla de polarització de
l’ona PML que resulta en sumar-los (vegeu l’exercici 7.3 e, pàg. 725).

L’estudi de la rotació òptica des del punt de vista molecular comporta una
anàlisi de la dispersió Rayleigh “cap endavant” (sense canvi en la direcció de pro-
pagació, però amb possibilitat de canvi en la polarització) per part d’una molècula
quiral. Com que les dispersions són processos bifotònics (secció 7.11), aquesta
anàlisi requereix un tractament pertorbacional de segon ordre. Com a resultat
del mateix s’obté ([Craig] §8.4 i 8.5) que, per a una dissolució dilüıda amb Ni/V
molècules quirals per unitat de volum(totes en l’estat Φi), l’angle de rotació del

Explicació macroscòpica:
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Tema 5

Rotació òptica

!1
!2

!3

!
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7. Matèria i radiació 929

Figura 7.65: Espectres de dicroisme circular (traç continu) i de dipersió rotatòria
òptica (traç discontinu) d’una mateixa mostra amb tres bandes de absorció a les
freqüències ν1, ν2 i ν3.

pla de polarització de la llum per unitat de longitud recorreguda per l’ona a través
de la dissolució (rotació espećıfica) és:

αi =
2Ni

3!ε0c2V

∑

s

ν2
siRsi

ν2
si − ν2

(7.249)

on l’́ındex ‘i’ identifica l’estat de les molècules quirals en la dissolució (normalment
el fonamental) i el sumatori s’estén a un conjunt complet d’estats estacionaris
{. . .Φs . . . }. En la zona visible de l’espectre, αi augmenta amb la freqüència, pel
fet que les substàncies transparents (en el visible) presenten absorcio en l’UV i el
quocient ν2

siRsi/(ν2
si − ν2) creix quan ν s’apropa a la freqüència νsi de la primera

d’aquestes absorcions. En sobrepassar aquesta freqüència es produeix un canvi
brusc de signe en aquell quocient (passa de ∞ a −∞). Aquesta discontinüıtat
és conseqüència de no haver-se inclòs l’absorció en la deducció de l’eq. (7.249), i
apareix suavitzada en el comportament real de αi.

La representació de la rotació espećıfica enfront de la freqüència constitueix un
espectre de dispersió rotatòria òptica (ORD : Optical Rotatory Dispersion), i les
oscil·lacions que presenten aquests espectres en les proximitats de les freqüències
d’absorció es coneixen com efecte Cotton, en honor a Aimé Cotton que les observà
per primer cop el 1896 (ĺınia discont́ınua de la fig. 7.65). Es diu que aquest efecte
és positiu quan el màxim apareix a una longitud d’ona més gran (freqüència més
petita) que el mı́nim i negatiu en cas contrari. L’efecte Cotton positiu/negatiu es
correspon amb una absorció diferencial positiva/negativa en l’espectre de CD (ĺınia
cont́ınua de la fig. 7.65). Molts productes naturals contenen alguna ciclohexanona
el grup cabonil de la qual produeix una absorció sobre els 280 nm (transició π∗ ←
n) amb efecte Cotton positiu o negatiu segons la disposició dels substituents d’un
carboni asimètric proper. El signe d’aquest efecte, juntament amb certes regles
emṕıriques (com la dels “octants”) permeten deduir la disposició dels substituents
entorn del carboni asimètric; és a dir, la seva configuració absoluta.

Tractament quàntic (dissolució diluïda amb Ni/V molècules quirals en Φi / V)

rotació específica (angle/l)    →

CD

ORD
efecte cotton > 0

efecte cotton < 0

Regles empíriques (octants...)  →  disposició de substituents entorn C asimètric 
(configuració absoluta)

ORD + CD  →  rotació + el·liptització
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Tema 6

Procesos fotoquímicos

Reaciones fotoquímicas (vs reaciones térmicas):

• iniciadas por radiación (excitación o activación)

• caso más favorable: estado excitado metaestable (fosforescencia)

• más selectivas que las térmicas

• normalmente UV/visible

• compiten con procesos fotofísicos (desexcitación radiativa o no radiativa)

• Proceso “inverso”: quimiluminiscencia

• Importancia en la naturaleza, la industria, ...
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Tema 6

MecanismosIonización (A⇥ �⇤ A+ + e�):

NO⇥ �⇤ NO+ + e�; � ⇥ 134 nm.

Transferencia electrónica (A⇥ + B �⇤ A+ + B�):

[Ru(2,2’-bipiridina)2+
3 ]⇥+Fe3+ �⇤ Ru(2,2’-bipiridina)3+

3 +Fe2+; � ⇥ 452 nm.

Rotura de enlaces (fotólisis):

Śıntesis de la vitamina D3 iniciada por la absorción de radiación UV B (� ⇥ 280 - 315 nm) por parte del
7-dehidrocolesterol.

Caso particular: fotodisociación (A⇥ �⇤ B + C):

O⇥
3 �⇤ O2 + O; � ⇥ 210 - 300 nm.

Adición (A⇥ + B �⇤ AB o 2A⇥ �⇤ B):

2(CH2=CH2)⇥ �⇤ C4H4; � ⇥ 230 nm.

Abstracción (A⇥ + BC �⇤ AB + C):

Hg⇥ + H2 �⇤ HgH + H; � ⇥ 254 nm

Isomerización (A⇥ �⇤ A⇤):

Retina = transductor. 11-cis-retinal + h⇥ ⇤ 11-todo-trans-retinal (transición ⇤ ⇤ ⇤⇥) ⇤ cascada bio-
qúımica ⇤ pulso eléctrico. El retinal recupera su conformación cis mediante una serie de procesos no
radiativos que requieren enerǵıa proporcionada por el ATP. La protéına a la que está unido este pigmento
determina la zona del espectro en la que se centra la banda de absorción.

Fotosensibilización (A actúa como catalizador fotoqúımico):

A⇥ + B �⇤ A + B⇥, B⇥ + C �⇤ . . . o A⇥ + BC �⇤ A + B + C

Hg⇥ + CH4 �⇤ Hg + CH3 + H; � = 254 nm

27/10/2006 04:56 PMCone-response.png 550!346 píxeles

Página 1 de 1http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/c/c2/Cone-response.png
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Tema 6

Cinética fotoquímica
Etapa inicial:

2 Juan Carlos Paniagua

Rotura de enlaces (fotólisis): Śıntesis de la vitamina D3 iniciada por la absorción de
radiación UV B (� ⇥ 280 - 315 nm) por parte del 7-dehidrocolesterol (se abre un
ciclo de 6 carbonos; véase “vitamin D” en la wikipedia).

Caso particular: fotodisociación (A� �⇤ B + C): O�
3 �⇤ O2 + O; � ⇥ 210 - 300

nm.

Adición (A� + B �⇤ AB o 2A� �⇤ B): 2(CH2=CH2)� �⇤ C4 H4; � ⇥ 230
nm.

Abstracción (A� + BC �⇤ AB + C): Hg� + H2 �⇤ HgH + H; � ⇥ 254 nm

Isomerización (A� �⇤ A⇥): La retina del ojo de actúan como un transductor
(micrófonos, altavoces, etc.), transformando las variaciones de intensidad de un
tipo de enerǵıa (lumı́nica) en variaciones de otro tipo de enerǵıa (eléctrica). Los
conos y bastoncillos que cubren la retina tienen, en su parte exterior, moléculas
del pigmento 11-cis-retinal unidas a proteinas. Este pigmento se transforma en 11-
todo-trans-retinal por absorción de un fotón que provoca una transición ⇤ ⇤ ⇤�. El
isómero trans es más voluminoso que el cis y presiona la cadena proteica que lo rodea
activandola. Una cadena de procesos bioqúımicos (cascada bioqúımica) convierte la
enerǵıa de activación en un pulso eléctrico que viaja por el nervio óptico hasta el
córtex cerebral, donde se interpreta el conjunto de pulsos enviados desde la retina.
El retinal recupera su conformación cis mediante una serie de procesos no radiativos
que requieren enerǵıa proporcionada por el ATP. La protéına a la que está unido
este pigmento determina la zona del espectro en la que se centra la banda de ab-
sorción, de modo que diferentes protéınas permiten distinguir los componentes del
color (Spectral Sensitivity of the Eye: www.rwc.uc.edu/koehler/biophys/6d.html).
Todo este proceso de activación, emisión del impulso nervioso y recuperación del
estado inicial para poder responder ante nuevos fotones se efectua en una fracción
de segundo.

Fotosensibilización (A actúa como catalizador fotoqúımico: A� + B �⇤ A + B�,
B� + C �⇤ . . . o A� + BC �⇤ A + B + C): Hg� + CH4 �⇤ Hg + CH3 + H;
� = 254 nm

3. Cinética fotoqúımica

La etapa inicial de una reacción fotoqúımica es:

A + h⇥ �⇤ A� v1 =
d[A�]

dt
= Ia

donde Ia es el número de moles de fotones absorbidos por unidad de tiempo y de volumen
y hemos supuesto que A es la única especie absorbente. Si el haz de radiación tiene
intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh⇥ = (I0 � Il) S

= número de moles de fotones absorbidos por A en la unidad de volumen y de tiempo
(d[A*]/dt es la velocidad de producción de A* en moles por unidad de volumen y de tiempo)

2 Juan Carlos Paniagua

Rotura de enlaces (fotólisis): Śıntesis de la vitamina D3 iniciada por la absorción de
radiación UV B (� ⇥ 280 - 315 nm) por parte del 7-dehidrocolesterol (se abre un
ciclo de 6 carbonos; véase “vitamin D” en la wikipedia).

Caso particular: fotodisociación (A� �⇤ B + C): O�
3 �⇤ O2 + O; � ⇥ 210 - 300

nm.

Adición (A� + B �⇤ AB o 2A� �⇤ B): 2(CH2=CH2)� �⇤ C4 H4; � ⇥ 230
nm.

Abstracción (A� + BC �⇤ AB + C): Hg� + H2 �⇤ HgH + H; � ⇥ 254 nm

Isomerización (A� �⇤ A⇥): La retina del ojo de actúan como un transductor
(micrófonos, altavoces, etc.), transformando las variaciones de intensidad de un
tipo de enerǵıa (lumı́nica) en variaciones de otro tipo de enerǵıa (eléctrica). Los
conos y bastoncillos que cubren la retina tienen, en su parte exterior, moléculas
del pigmento 11-cis-retinal unidas a proteinas. Este pigmento se transforma en 11-
todo-trans-retinal por absorción de un fotón que provoca una transición ⇤ ⇤ ⇤�. El
isómero trans es más voluminoso que el cis y presiona la cadena proteica que lo rodea
activandola. Una cadena de procesos bioqúımicos (cascada bioqúımica) convierte la
enerǵıa de activación en un pulso eléctrico que viaja por el nervio óptico hasta el
córtex cerebral, donde se interpreta el conjunto de pulsos enviados desde la retina.
El retinal recupera su conformación cis mediante una serie de procesos no radiativos
que requieren enerǵıa proporcionada por el ATP. La protéına a la que está unido
este pigmento determina la zona del espectro en la que se centra la banda de ab-
sorción, de modo que diferentes protéınas permiten distinguir los componentes del
color (Spectral Sensitivity of the Eye: www.rwc.uc.edu/koehler/biophys/6d.html).
Todo este proceso de activación, emisión del impulso nervioso y recuperación del
estado inicial para poder responder ante nuevos fotones se efectua en una fracción
de segundo.

Fotosensibilización (A actúa como catalizador fotoqúımico: A� + B �⇤ A + B�,
B� + C �⇤ . . . o A� + BC �⇤ A + B + C): Hg� + CH4 �⇤ Hg + CH3 + H;
� = 254 nm

3. Cinética fotoqúımica

La etapa inicial de una reacción fotoqúımica es:

A + h⇥ �⇤ A� v1 =
d[A�]

dt
= Ia

donde Ia es el número de moles de fotones absorbidos por unidad de tiempo y de volumen
y hemos supuesto que A es la única especie absorbente. Si el haz de radiación tiene
intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh⇥ = (I0 � Il) S

Energía radiante absorbida por unidad de tiempo:

2 Juan Carlos Paniagua

Rotura de enlaces (fotólisis): Śıntesis de la vitamina D3 iniciada por la absorción de
radiación UV B (� ⇥ 280 - 315 nm) por parte del 7-dehidrocolesterol (se abre un
ciclo de 6 carbonos; véase “vitamin D” en la wikipedia).

Caso particular: fotodisociación (A� �⇤ B + C): O�
3 �⇤ O2 + O; � ⇥ 210 - 300

nm.

Adición (A� + B �⇤ AB o 2A� �⇤ B): 2(CH2=CH2)� �⇤ C4 H4; � ⇥ 230
nm.

Abstracción (A� + BC �⇤ AB + C): Hg� + H2 �⇤ HgH + H; � ⇥ 254 nm

Isomerización (A� �⇤ A⇥): La retina del ojo de actúan como un transductor
(micrófonos, altavoces, etc.), transformando las variaciones de intensidad de un
tipo de enerǵıa (lumı́nica) en variaciones de otro tipo de enerǵıa (eléctrica). Los
conos y bastoncillos que cubren la retina tienen, en su parte exterior, moléculas
del pigmento 11-cis-retinal unidas a proteinas. Este pigmento se transforma en 11-
todo-trans-retinal por absorción de un fotón que provoca una transición ⇤ ⇤ ⇤�. El
isómero trans es más voluminoso que el cis y presiona la cadena proteica que lo rodea
activandola. Una cadena de procesos bioqúımicos (cascada bioqúımica) convierte la
enerǵıa de activación en un pulso eléctrico que viaja por el nervio óptico hasta el
córtex cerebral, donde se interpreta el conjunto de pulsos enviados desde la retina.
El retinal recupera su conformación cis mediante una serie de procesos no radiativos
que requieren enerǵıa proporcionada por el ATP. La protéına a la que está unido
este pigmento determina la zona del espectro en la que se centra la banda de ab-
sorción, de modo que diferentes protéınas permiten distinguir los componentes del
color (Spectral Sensitivity of the Eye: www.rwc.uc.edu/koehler/biophys/6d.html).
Todo este proceso de activación, emisión del impulso nervioso y recuperación del
estado inicial para poder responder ante nuevos fotones se efectua en una fracción
de segundo.

Fotosensibilización (A actúa como catalizador fotoqúımico: A� + B �⇤ A + B�,
B� + C �⇤ . . . o A� + BC �⇤ A + B + C): Hg� + CH4 �⇤ Hg + CH3 + H;
� = 254 nm

3. Cinética fotoqúımica

La etapa inicial de una reacción fotoqúımica es:

A + h⇥ �⇤ A� v1 =
d[A�]

dt
= Ia

donde Ia es el número de moles de fotones absorbidos por unidad de tiempo y de volumen
y hemos supuesto que A es la única especie absorbente. Si el haz de radiación tiene
intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh⇥ = (I0 � Il) S

Fotoqúımica 3

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
1� e��[A]l

⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

Ley de Lambert-Beer:
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Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

Sea X un producto de la reacción:

Fotoqúımica 3

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
1� e��[A]l

⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

Rend. cuántico = moles de X formados / moles de fot. absorb.:
• puede ser < 1 (procesos fotofísicos, reacciones inversas...)
• puede ser > 1 (reacciones en cadena)
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Ejemplo:
ΦHCl = 105; mecanismo en cadena:

Fotoqúımica 3

intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh� = (I0 � Il) S

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
1� e��[A]l

⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

Fotoqúımica 3

intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh� = (I0 � Il) S

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
1� e��[A]l

⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

Ecuación que determina ΦX para una reacción de mecanismo conocido:
• dimerización del antraceno (A) disuelto en benceno e irradiado con UV

Fotoqúımica 3

intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
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A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt
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Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
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Fotoqúımica 3

intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh� = (I0 � Il) S

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
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⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

velocidad de la reacción global 2A → A2:
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Fotoqúımica 3

intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh� = (I0 � Il) S

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il

lNAh�
=

I0

�
1� e��[A]l

⇥

lNAh�

Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3

aproximación del estado estacionario para A*:
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intensidades I0 e Il al entrar en la celda de reacción y después de atravesar una longitud l
de ésta, y el área perpendicular al haz es S, la enerǵıa radiante absorbida por unidad de
tiempo será

IaSlNAh� = (I0 � Il) S

Introduciendo la ley de Lambert-Beer (ec. 7.183):

v1 = Ia =
I0 � Il
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⇥
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Si la reacción fotoqúımica produce un producto X:

A⇥ �⇤ . . . �⇤ X + . . .

su rendimiento cuántico �X se define como el número de moles de X formados por unidad
de tiempo dividido entre el número de fotones absorbidos por unidad de tiempo:

�X ⇥
d[X]/dt

Ia

Los procesos fotof́ısicos que compiten con una reacción fotoqúımica aśı como reacciones
inversas a las que conducen al producto X pueden hacer que el rendimiento cuántico sea
menor que la unidad. Por otra parte, reacciones en cadena pueden dar lugar a rendimientos
cuánticos muy superiore (hasta de 106). Por ejemplo, el rendimiento cuántico de la reacción

H2 + Cl2 + h� (400 nm) �⇤ 2HCl

es de 105, gracias a un mecanismo en cadena (cada fotón puede generar muchas moléculas
de HCl):

Cl2 + h� �⇤ Cl⇥2 �⇤ 2Cl

Cl + H2 �⇤ HCl + H (1)

H + Cl2 �⇤ HCl + Cl

Veamos cómo puede obtenerse la ecuación que determina el rendimiento cuántico de
una reacción fotoqúımica de mecanismo conocido. Cuando una disolución de antraceno (A)
en benceno se irradia con luz UV el primero se dimeriza a través del siguiente mecanismo:

A + h� �⇤ A⇥ v1 = Ia

A⇥ + A �⇤ A2 v2 = k2[A
⇥][A]

A⇥ �⇤ A + h� ⇤ v3 = k3[A
⇥]

A2 �⇤ 2A v4 = k4[A2]

La velocidad de la reacción global 2A �⇤ A2 es

v =
d[A2]

dt
= k2[A

⇥][A]� k4[A2]

Aplicando la aproximación del estado estacionario a A⇥:

d[A⇥]

dt
= 0 = Ia � k2[A

⇥][A]� k3[A
⇥]

[A⇥] =
Ia

k2[A] + k3
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y substituyendo en la expresión de v:

v =
k2[A]Ia

k2[A] + k3
� k4[A2]

El rendimiento cuántico será:

�X ⇥
d[A2]/dt

Ia
=

k2[A]

k2[A] + k3
� k4[A2]

Ia

Si no hubiera desexcitación fluorescente de A� (k3 = 0) y el producto no se descompu-
siera (k4 = 0) el rendimiento cuántico seŕıa 1; es decir, cada fotón absorbido conduciŕıa a
una molécula de d́ımero. Estos procesos tienen lugar, y hacen �X tenga valorés t́ıpicos en
torno a 0,2. Este rendimiento aumenta con [A]:

�X =
k2

k2 + k3/[A]
� k4[A2]

Ia

debido a que aumenta v2 sin que vaŕıen v3 ni v4.
También se define un rendimiento cuántico primario (⇥ ) para la reacción que agrupa

la absorción de radiación y la primera etapa de la reacción qúımica (proceso primario):

A + h� �⇤ B ⇥ =
d[B]/dt

Ia

el cual vaŕıa entre 0 y 1, según el peso que tengan la desexcitación fotof́ısica de A� y
las reacciones que regeneran B a partir de productos posteriores. Por ejemplo, para la
reacción en cadena (1) seŕıa

Cl2 + h� �⇤ 2Cl ⇥ =
d[Cl]/dt

Ia

Las fotodisociaciones de moléculas diatómicas que no implican cruce entre sistemas (véase
la fig. 7.42 y la discusión de la pág. 880) acostumbran a ser más rápidas que los procesos
fotof́ısicos con los que compiten, por lo que su rendimiento cuántico suele ser próximo a
la unidad.

La definición de rendimiento cuántico primario se puede aplicar también a los procesos
fotof́ısicos de desexcitación de A� (rendimiento cuántico de la fluorescencia, etc.).

Cuando un sistema reaccionante en equilibrio es irradiado a una frecuencia a la que
absorbe alguno de los reactivos cambia la velocidad de la reacción hacia la derecha y el
sistema evoluciona a un estado fotoestacionario en el que las concentraciones permanecen
estables en valores distintos de los de equilibrio. Es el caso de muchas reacciones de las
capas altas de la atmósfera, como las de formación y destrucción de ozono.

4. Algunos procesos fotoqúımicos importantes

4.1. Ciclo del ozono

El aire contiene, además de los componentes principales N2 y O2 , un gran número
de componentes minoritarios, tanto de origen natural como producidos por el hombre.

Si A* no se desexcita (k3=0) y A2 no se descompone (k4=0) ΦX=1  (≈0,2)
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y substituyendo en la expresión de v:

v =
k2[A]Ia

k2[A] + k3
� k4[A2]

El rendimiento cuántico será:

�A2 ⇥
d[A2]/dt

Ia
=

k2[A]

k2[A] + k3
� k4[A2]

Ia

Si no hubiera desexcitación fluorescente de A� (k3 = 0) y el producto no se descompu-
siera (k4 = 0) el rendimiento cuántico seŕıa 1; es decir, cada fotón absorbido conduciŕıa
a una molécula de d́ımero. Estos procesos tienen lugar, y hacen �A2 tenga valorés t́ıpicos
en torno a 0,2. Este rendimiento aumenta con [A]:

�A2 =
k2

k2 + k3/[A]
� k4[A2]

Ia

debido a que aumenta v2 (aumenta la probabilidad de que cada A� choque con una
molécula A) sin que vaŕıen v3 ni v4.

También se define un rendimiento cuántico primario (⇥) para el proceso que agrupa la
absorción de radiación, la desactivación fotof́ısica de la especie activada, la primera etapa
de reacción qúımica propiamente dicha, y la reacción inversa que transforma B en A:

A + h� �⇤ B ⇥ =
d[B]/dt

Ia

Esta reacción global se conoce como proceso primario. El rendimientocuántico primario
seŕıa igual a la unidad si no hubiera desexcitación fotof́ısica de A� ni regeneración de
A a partir de B, procesos que contribuyen a disminuir su valor. Las fotodisociaciones de
moléculas diatómicas que no implican cruce entre sistemas (véase la fig. 7.42 y la discusión
de la pág. 880) acostumbran a ser bastante más rápidas que los procesos fotof́ısicos con los
que compiten y que la recombinación de los átomos formados, por lo que su rendimiento
cuántico suele ser próximo a la unidad. Si los productos del proceso primario intervienen
en otras etapas de un mecanismo de reacción complejo puede ser dif́ıcil establecer el
rendimiento cuántico primario. Aśı, el proceso primario para la reacción en cadena (1)
seŕıa:

Cl2 + h� �⇤ 2Cl

pero tanto el reactivo Cl2 como el producto formado en este proceso (Cl) intervienen en
otras etapas elementales, las cuales afectarán a las concentraciones de estas especies.

La definición de rendimiento cuántico primario se puede aplicar también a los procesos
fotof́ısicos de desexcitación de A� (rendimiento cuántico de la fluorescencia, etc.).

Cuando un sistema reaccionante en equilibrio es irradiado a una frecuencia a la que
absorbe alguno de los reactivos (productos) cambia la velocidad de la semirreacción que
consume dicho reactivo (producto), y el sistema evoluciona hacia un estado fotoestacio-
nario en el que las concentraciones permanecerán estables en valores distintos de los de
equilibrio inicial. Es el caso de muchas reacciones de las capas altas de la atmósfera, como
las de formación y destrucción de ozono.
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Tema 6

Cinética fotoquímica

Rendimiento cuántico primario φ:
• proceso primario = absorción + desactivación fotofísica
 + primera etapa de reacción química + reacción inversa

ΦX aumenta con [A]:
(v2 aumenta y v3 y v4 no varían)
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�X ⇥
d[A2]/dt

Ia
=

k2[A]

k2[A] + k3
� k4[A2]

Ia

Si no hubiera desexcitación fluorescente de A� (k3 = 0) y el producto no se descompu-
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Las fotodisociaciones de moléculas diatómicas que no implican cruce entre sistemas (véase
la fig. 7.42 y la discusión de la pág. 880) acostumbran a ser más rápidas que los procesos
fotof́ısicos con los que compiten, por lo que su rendimiento cuántico suele ser próximo a
la unidad.

La definición de rendimiento cuántico primario se puede aplicar también a los procesos
fotof́ısicos de desexcitación de A� (rendimiento cuántico de la fluorescencia, etc.).

Cuando un sistema reaccionante en equilibrio es irradiado a una frecuencia a la que
absorbe alguno de los reactivos cambia la velocidad de la reacción hacia la derecha y el
sistema evoluciona a un estado fotoestacionario en el que las concentraciones permanecen
estables en valores distintos de los de equilibrio. Es el caso de muchas reacciones de las
capas altas de la atmósfera, como las de formación y destrucción de ozono.

4. Algunos procesos fotoqúımicos importantes

4.1. Ciclo del ozono

El aire contiene, además de los componentes principales N2 y O2 , un gran número
de componentes minoritarios, tanto de origen natural como producidos por el hombre.
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y substituyendo en la expresión de v:

v =
k2[A]Ia

k2[A] + k3
� k4[A2]

El rendimiento cuántico será:

�A2 ⇥
d[A2]/dt

Ia
=

k2[A]

k2[A] + k3
� k4[A2]

Ia

Si no hubiera desexcitación fluorescente de A� (k3 = 0) y el producto no se descompu-
siera (k4 = 0) el rendimiento cuántico seŕıa 1; es decir, cada fotón absorbido conduciŕıa
a una molécula de d́ımero. Estos procesos tienen lugar, y hacen �A2 tenga valorés t́ıpicos
en torno a 0,2. Este rendimiento aumenta con [A]:

�A2 =
k2

k2 + k3/[A]
� k4[A2]

Ia

debido a que aumenta v2 (aumenta la probabilidad de que cada A� choque con una
molécula A) sin que vaŕıen v3 ni v4.

También se define un rendimiento cuántico primario (⇥) para el proceso que agrupa la
absorción de radiación, la desactivación fotof́ısica de la especie activada, la primera etapa
de reacción qúımica propiamente dicha, y la reacción inversa que transforma B en A:

A + h� �⇤ B ⇥ =
d[B]/dt

Ia

Esta reacción global se conoce como proceso primario. El rendimientocuántico primario
seŕıa igual a la unidad si no hubiera desexcitación fotof́ısica de A� ni regeneración de
A a partir de B, procesos que contribuyen a disminuir su valor. Las fotodisociaciones de
moléculas diatómicas que no implican cruce entre sistemas (véase la fig. 7.42 y la discusión
de la pág. 880) acostumbran a ser bastante más rápidas que los procesos fotof́ısicos con los
que compiten y que la recombinación de los átomos formados, por lo que su rendimiento
cuántico suele ser próximo a la unidad. Si los productos del proceso primario intervienen
en otras etapas de un mecanismo de reacción complejo puede ser dif́ıcil establecer el
rendimiento cuántico primario. Aśı, el proceso primario para la reacción en cadena (1)
seŕıa:

Cl2 + h� �⇤ 2Cl

pero tanto el reactivo Cl2 como el producto formado en este proceso (Cl) intervienen en
otras etapas elementales, las cuales afectarán a las concentraciones de estas especies.

La definición de rendimiento cuántico primario se puede aplicar también a los procesos
fotof́ısicos de desexcitación de A� (rendimiento cuántico de la fluorescencia, etc.).

Cuando un sistema reaccionante en equilibrio es irradiado a una frecuencia a la que
absorbe alguno de los reactivos (productos) cambia la velocidad de la semirreacción que
consume dicho reactivo (producto), y el sistema evoluciona hacia un estado fotoestacio-
nario en el que las concentraciones permanecerán estables en valores distintos de los de
equilibrio inicial. Es el caso de muchas reacciones de las capas altas de la atmósfera, como
las de formación y destrucción de ozono.

φ∈(0,1):
• ≈1 para fotodisociaciones de mol. diatómicas que no impliquen cruce entre sistemas
• difícil de establecer si B interviene en otras etapas:
• también en procesos fotofísicos (fluorescencia)

Equilibrio químico + hv → estado fotoestacionario (ciclo O3)
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Tema 6

Ciclo del ozono

Concentraciones muy bajas de H, OH, NO, 
Cl, ClO... catalizan la terminación:  

Fotoqúımica 5

4. Algunos procesos fotoqúımicos importantes

4.1. Ciclo del ozono

El aire contiene, además de los componentes principales N2 y O2 , un gran número
de componentes minoritarios, tanto de origen natural como producidos por el hombre.
Muchos de ellos participan en reacciones qúımicas complejas que han contribuido a la
proliferación de la vida en la tierra.

En la troposfera (hasta 10 o 15 km), donde se produce la mayor parte de los fenómenos
meteorológicos, la temperatura disminuye con la altitud debido a que el aire se calienta
principalmente por contacto con la tierra y asciende enfriándose de manera casi adiabáti-
ca. En la estratosfera (desde 10 o 15 hasta 50 km), en cambio, se producen reacciones
fotoqúımicas que absorben radiación solar, sobre todo UV B y UV C, y hacen que la
temperatura aumente con la altitud. Entre las más importantes están las que intervienen
en la formación y destrucción del ozono. El modelo simplificado de Chapman explica este
ciclo del siguiente modo:

• Iniciación (absorbe radiación UV C):

O2 + h� (185-220 nm) �⇤ O + O

• Propagación (absorbe radiación UV C y B y transmite calor a M):

O + O2 + M �⇤ O3 + M (�H = �106, 6 kJ/mol)

O3 + h� (210-300 nm) �⇤ O2 + O

• Terminación (produce calor):

O + O3 �⇤ 2O2 (�H = �391, 9 kJ/mol)

O + O + M �⇤ O2 + M

En la fase de terminación intervienen también otras especies (H, OH, NO, Cl, ClO,. . . )
presentes en concentraciones muy bajas:

X + O3 �⇤ XO + O2

XO + O �⇤ X + O2

que actúan como catalizadores de la reacción:

O3 + O
X,XO�⇤ 2O2

Algunos contaminantes, como los compuestos cloro-fluorocarbonados (CFCs) son fotoli-
zados por la radiación UV produciendo Cl; por ejemplo,

CF2Cl2 + h� �⇤ CF2Cl + Cl

Los espectros de emisión de microondas del ClO y del O3 en la estratosfera antártica
muestran una fuerte correlación entre el incremento del ClO y la disminución del O3, lo
cual indica que en el proceso de destrucción de ozono juega un papel importante el efecto
catalizador del Cl:

O3 + O
Cl, ClO�⇤ 2O2

Esto hace pensar en la emisión de CFCs como una de las principales causas de la paula-
tina disminución observada en el ozono estratosférico durante las últimas décadas. Sobre
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4.1. Ciclo del ozono

El aire contiene, además de los componentes principales N2 y O2 , un gran número
de componentes minoritarios, tanto de origen natural como producidos por el hombre.
Muchos de ellos participan en reacciones qúımicas complejas que han contribuido a la
proliferación de la vida en la tierra.

En la troposfera (hasta 10 o 15 km), donde se produce la mayor parte de los fenómenos
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fotoqúımicas que absorben radiación solar, sobre todo UV B y UV C, y hacen que la
temperatura aumente con la altitud. Entre las más importantes están las que intervienen
en la formación y destrucción del ozono. El modelo simplificado de Chapman explica este
ciclo del siguiente modo:

• Iniciación (absorbe radiación UV C):

O2 + h� (185-220 nm) �⇤ O + O

• Propagación (absorbe radiación UV C y B y transmite calor a M):

O + O2 + M �⇤ O3 + M (�H = �106, 6 kJ/mol)

O3 + h� (210-300 nm) �⇤ O2 + O

• Terminación (produce calor):

O + O3 �⇤ 2O2 (�H = �391, 9 kJ/mol)

O + O + M �⇤ O2 + M

En la fase de terminación intervienen también otras especies (H, OH, NO, Cl, ClO,. . . )
presentes en concentraciones muy bajas:

X + O3 �⇤ XO + O2

XO + O �⇤ X + O2
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principalmente por contacto con la tierra y asciende enfriándose de manera casi adiabáti-
ca. En la estratosfera (desde 10 o 15 hasta 50 km), en cambio, se producen reacciones
fotoqúımicas que absorben radiación solar, sobre todo UV B y UV C, y hacen que la
temperatura aumente con la altitud. Entre las más importantes están las que intervienen
en la formación y destrucción del ozono. El modelo simplificado de Chapman explica este
ciclo del siguiente modo:

• Iniciación (absorbe radiación UV C):

O2 + h� (180-240 nm) �⇤ O + O

• Propagación (absorbe radiación UV C y B y transmite calor a M):

O + O2 + M �⇤ O3 + M (�H = �106, 6 kJ/mol)

O3 + h� (200-300 nm) �⇤ O2 + O

• Terminación (produce calor):

O + O3 �⇤ 2O2 (�H = �391, 9 kJ/mol)

O + O + M �⇤ O2 + M

En la fase de terminación intervienen también otras especies (H, OH, NO, Cl, ClO,. . . )
presentes en concentraciones muy bajas:

X + O3 �⇤ XO + O2

XO + O �⇤ X + O2

que actúan como catalizadores de la reacción:

O3 + O
X,XO�⇤ 2O2

Algunos contaminantes, como los compuestos cloro-fluorocarbonados (CFCs) son fotoli-
zados por la radiación UV produciendo Cl; por ejemplo,

CF2Cl2 + h� �⇤ CF2Cl + Cl

Los espectros de emisión de microondas del ClO y del O3 en la estratosfera antártica
muestran una fuerte correlación entre el incremento del ClO y la disminución del O3, lo
cual indica que en el proceso de destrucción de ozono juega un papel importante el efecto
catalizador del Cl:

O3 + O
Cl, ClO�⇤ 2O2

Esto hace pensar en la emisión de CFCs como una de las principales causas de la paula-
tina disminución observada en el ozono estratosférico durante las últimas décadas. Sobre
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Fotosíntesis

6 Juan Carlos Paniagua

la estación de esqúı de Arosa, en los alpes suizos, el nivel medio de ozono se mantu-
vo constante desde 1926 hasta 1973, y desde entonces desciende un 3% cada década
(www.epa.gov/ozone/science/). El consiguiente aumento de la radiación UV que alcanza
la superficie terrestre incrementa la incidencia de ciertos procesos fotoqúımicos, como los
cánceres de piel y las cataratas, y tendrá sin duda también efectos sobre el clima, las
cosechas, etc. que pueden ser dif́ıciles de predecir. Aunque en 1992 se acordó eliminar
casi totalmente la producción de CFCs, se calcula que la larga vida de estos compuestos
hará que continue la destrucción del ozono estratosférico hasta el 2050.

4.2. Fotośıntesis

Hemos visto que el ox́ıgeno y el ozono de la estratosfera filtran gran parte de la radia-
ción UV solar. Por otra parte, el CO2 y el H2O de la tropósfera absorben una proporción
considerable de radiación IR. En cambio, la atmósfera es muy transparente a la radia-
ción visible, por lo que los seres vivos se han especializado en aprovecharla para producir
carbohidratos a partir de CO2 y H2O (fotośıntesis), captar imágenes del espacio que les
rodea (visión), etc.

Las clorofilas a y b y los carotenoides de las plantas forman con ciertas proteinas
complejos recolectores de luz que absorben radiación solar y desencadenan reacciones de
transferencia electrónica ultrarápidas que culminan en la oxidación del H2O y la reducción
del CO2. El proceso global, en el caso de la śıntesis de glucosa seŕıa:

6CO2 + 6H2O + nh�
clorofila�⇥ C6H12O6 + 6O2

La clorofila tiene bandas de absorción en torno a 450 nm (azul, complementario del ama-
rillo) y 650 nm (rojo, complementario del cian), lo cual explica el color verde de la mayor
parte de las plantas.

4.3. Cáncer de piel

La radiación UV B puede dañar el ADN de las células de la piel según un mecanismo
que implica la fotodimerización de bases adyacentes de timina. Esta puede consistir en
una cicloadición para formar un ciclobutano a partir de los dobles enlaces CC de una
y otra base, o en la formación de un enlace CC entre el C6 de una base y el C4 de la
otra. En el primer caso se puede producir la muerte de la célula, y el segundo puede
derivar en una mutación de ADN que desemboque en un tumor. Existen mecanismos
naturales de protección contra y reparación del daño producido por tales procesos. Por
ejemplo, la enzima fotoliasa del ADN cataliza la destrucción de los d́ımeros ciclobutano.
Por otra parte, la radiación UV induce la formación del pigmento mielina, que protege a
la piel contra dicha radiación. La exposición prolongada al sol reduce la eficacia de estos
mecanismos.

4.4. Terapia fotodinámica

La terapia fotodinámica (PDT) para el tratamiento de tumores consiste irradiar la
zona afectada mediante un láser que excita una substancia A previamente suministrada
al paciente. Esta sufre un cruce de estados pasando a un estado triplete que transfiere

absorción a 450 nm (azul) y 650 nm (rojo) (RGB → verde)

Cáncer de piel
• Mutación del ADN de la células de la piel por un proceso iniciado fotoquímicamente 
por los UV (¡sobre todo los A!, aunque los B sean los que más queman la piel, y no 
todas cremas protectoras los filtran!) 
• Los UV también inducen la formación de mielina, vitamina D…

Terapia fotodinámica

Fotoqúımica 7

enerǵıa al ox́ıgeno excitándolo a un estado singulete muy reactivo:

1A + h� �⇥ 1A�

1A� �⇥ 3A
3A +3 O2 �⇥ 1A +1 O2

El ox́ıgeno singulete destruye ciertos componentes celulares, reduciendo el tumor y eli-
minándolo por completo en algunos casos. La substancia A, que actúa como catalizador
fotoqúımico, suele ser una hematoporfirina, pero se están investigando nuevos productos
que tengan rendimientos cuánticos elevados y se activen mediante longitudes de onda que
se absorban poco por la piel y la sangre (> 650 nm), todo lo cual reduciŕıa los efectos
secundarios del tratamiento. La PDT se ha aplicado con éxito al tratamiento de cánceres
de pulmón, vejiga, piel, esófago y retina, entre otros.

5. Bibliograf́ıa
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26.

I. N. Levine, Fisicoqúımica 5a edición, McGraw Hill, Madrid (2004), § 21.16.

• El 1O2 destruye ciertos componentes celulares y reduce el tumor 
(A = hematoporfirina…): pulmón, vejiga, piel, esófago, retina…
• Tratamiento de varices (A = polidocanol): destrucción térmica 
del vaso varicoso con mínima afectación del tejido circundante.
• Investigación: mejorar ΦX, aumentar λ (los tejidos son más 
transparentes para λ > 650 nm)

Ej.:
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RMN-RSE (EPR)
• Prohibides per d i permitides por µ
• Tractament pertorbacional / evolució “exacta”
• CW-NMR / FT-NMR

RMN: tractament pertorbacional
Nuclis no acoblats:
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per a altres tècniques espectroscòpiques: determinació dels nivells d’energia im-
plicats i de les regles de selecció que determinen les transicions permeses entre
ells en el primer ordre pertorbacional. Aquest tractament proporciona una ex-
plicació pràcticament completa de la —avui obsoleta— RMN d’escombratge o
d’ona cont́ınua (CW-NMR: Continuous Wave NMR), i molts dels seus resultats
són aplicables també a la versió moderna de la tècnica, basada en l’ús de polsos de
radiació i transformada de Fourier del senyal (pulsed NMR o FT-NMR: Fourier
Transform NMR). Nogensmenys, els aspectes més rellevants d’aquesta última no
poden explicar-se mitjançant aquell tractament, la qual cosa ens obligarà a re-
considerar el problema de l’evolució temporal des d’una òptica diferent: resolent
l’equació de Schrödinger dependent del temps de manera essencialment exacta.

7.13.1 Tractament pertorbacional de l’evolució

Analitzarem en primer lloc el cas de molècules els spins nuclears de les quals no
interaccionen entre ells i introduirem després l’acoblament internuclear.

Nuclis no acoblats

Considerem un nucli äıllat amb nombre quàntic de spin I (vegeu el segon paràgraf
de la pàg. 200) sobre el que apliquem un camp magnètic estàtic i uniforme
B⃗0. L’energia clàssica d’interacció entre el nucli i el camp és, d’acord amb l’eq.
(7.31),104

−B⃗0 · µ⃗ (7.250)

i l’operador hamiltonià del nucli (en absència de radiació i sense correccions re-
lativistes) serà la suma de l’operador energia cinètica del nucli i l’hamiltonià
d’interacció amb B⃗0:

Ĥ0 = T̂nuc − B⃗0 · ̂⃗µ

Si prenem l’eix z segons la direcció de B⃗0 i expressem µ̂z en funció de Îz (ec. 7.37)
obtenim:

Ĥ0 = T̂nuc − B0gN
e

2mp
Îz = T̂nuc − B0γÎz (7.251)

on la constant γ, raó giromagnètica del nucli, és un paràmetre emṕıric relacionat
amb el factor g nuclear de la següent manera:

γ ≡ gN
e

2mp
(7.252)

Aquesta constant depèn dels nombres atòmic i màssic del nucli; és a dir, del núclid

considerat. L’operador Ĥ0 és separable en dos termes, T̂nuc i −B0γÎz , que depenen

104Com que, en aquesta secció, ens referirem sempre al spin nuclear, prescindirem del sub́ındex
I en el moment magnètic associat (µ⃗) i en el nombre quàntic associat al seu component z (m).

Eix z en la direcció del camp:
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l’equació de Schrödinger dependent del temps de manera essencialment exacta.

7.13.1 Tractament pertorbacional de l’evolució
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Ĥ0 = T̂nuc − B0gN
e

2mp
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932 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Figura 7.66: Desdoblament de les energies dels estats d’un nucli amb spin I = 3/2
i γ > 0, sotmès a un camp magnètic estàtic uniforme B0u⃗z.

de coordenades diferents: les d’espai (X, Y, Z) el primer i la de spin nuclear (Ω)
el segon. Per tant, podrem escollir les seves funcions pròpies com a productes
d’una funció pròpia del primer terme, que dependrà de les coordenades espaials
(eqs. (3.3) o (3.4)), i una altra pròpia del segon, que dependrà de la coordenada
de spin (observem l’analogia amb les funcions pròpies del hamiltonià d’un àtom
hidrogenoide, eq. (4.38)):

Ĥ0φnuc(R⃗)gm(Ω) = T̂nucφnuc(R⃗)gm(Ω) − B0γÎzφnuc(R⃗)gm(Ω)

= gm(Ω)T̂nucφnuc(R⃗) − B0γφnuc(R⃗)Îzgm(Ω)

= (Tnuc − B0γm!)φnuc(R⃗)gm(Ω)

amb m = I, I−1, . . .−I. En absència de camps externs, els estats que comparteixen
la mateixa part espacial i difereixen en la de spin tenen la mateixa energia, però
el camp magnètic estàtic B⃗0 els desdobla en 2I + 1 nivells amb una separació de
B0γ! entre cada dos consecutius (fig. 7.66):

Em = Tnuc − B0γ!m amb m = I, I − 1, . . . − I (7.253)

Si, a més del camp estàtic B⃗0, apliquem sobre el nucli una ona electromagnètica
PML de freqüència igual a la separació energètica entre dos nivells dividida entre
h podran produir-se transicions monofotòniques entre aquests nivells, sempre que
ho permetin les regles de selecció pertinents. Vegem quines regles es deriven del
primer ordre pertorbacional.

✏ El fet que l’operador moment dipolar elèctric no depengui de la coordenada de
spin, juntament amb la ortogonalitat entre funcions de spin amb diferent valor
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Figura 7.66: Desdoblament de les energies dels estats d’un nucli amb spin I = 3/2
i γ > 0, sotmès a un camp magnètic estàtic uniforme B0u⃗z.
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Figura 7.66: Desdoblament de les energies dels estats d’un nucli amb spin I = 3/2
i γ > 0, sotmès a un camp magnètic estàtic uniforme B0u⃗z.

de coordenades diferents: les d’espai (X, Y, Z) el primer i la de spin nuclear (Ω)
el segon. Per tant, podrem escollir les seves funcions pròpies com a productes
d’una funció pròpia del primer terme, que dependrà de les coordenades espaials
(eqs. (3.3) o (3.4)), i una altra pròpia del segon, que dependrà de la coordenada
de spin (observem l’analogia amb les funcions pròpies del hamiltonià d’un àtom
hidrogenoide, eq. (4.38)):

Ĥ0φnuc(R⃗)gm(Ω) = T̂nucφnuc(R⃗)gm(Ω) − B0γÎzφnuc(R⃗)gm(Ω)

= gm(Ω)T̂nucφnuc(R⃗) − B0γφnuc(R⃗)Îzgm(Ω)

= (Tnuc − B0γm!)φnuc(R⃗)gm(Ω)

amb m = I, I−1, . . .−I. En absència de camps externs, els estats que comparteixen
la mateixa part espacial i difereixen en la de spin tenen la mateixa energia, però
el camp magnètic estàtic B⃗0 els desdobla en 2I + 1 nivells amb una separació de
B0γ! entre cada dos consecutius (fig. 7.66):

Em = Tnuc − B0γ!m amb m = I, I − 1, . . . − I (7.253)

Si, a més del camp estàtic B⃗0, apliquem sobre el nucli una ona electromagnètica
PML de freqüència igual a la separació energètica entre dos nivells dividida entre
h podran produir-se transicions monofotòniques entre aquests nivells, sempre que
ho permetin les regles de selecció pertinents. Vegem quines regles es deriven del
primer ordre pertorbacional.

✏ El fet que l’operador moment dipolar elèctric no depengui de la coordenada de
spin, juntament amb la ortogonalitat entre funcions de spin amb diferent valor
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RMN: tractament pertorbacional
I = 3/2, γ > 0:
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propi de Îz , fan que qualsevol transició que comporti un canvi de m estigui
prohibida per dipol elèctric (eq. 7.118):

〈
φnucgm

∣∣∣d̂aφnucgm′

〉
=

〈
φnuc

∣∣∣d̂aφnuc

〉
⟨gm |gm′ ⟩ = 0 a = x, y o z

(7.254)

Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105

⟨φnucgm |µ̂zφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎzgm′

〉
= γ!m′ ⟨gm |gm′ ⟩ = 0

(7.255)

No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):

⟨φnucgm |µ̂xφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎxgm′

〉

=

〈
gm

∣∣∣∣γ
1

2

(
Î+ + Î−

)
gm′

〉

=
γ

2

√
I(I + 1) − m′(m′ + 1) ⟨gm |gm′+1 ⟩ (7.256)

+
γ

2

√
I(I + 1) − m′(m′ − 1) ⟨gm |gm′−1 ⟩

Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:
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= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
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(7.257)
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estan normalitzades per separat.

Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007

RMN: tractament pertorbacional

I = 3/2, ! > 0:

B0

h!
i

T
nuc

E
m

m = –3/2

m = 1/2

m = 3/2

h!
i

h!
i

(3/2)B0"!h

(1/2)B0"!h

(–3/2)B0"!h

(–1/2)B0"!h

m = –1/2

Ona PML con v = B0!/2" (pertorb. 1er ordre): 

QC3
2003/7/12
page 933

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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Î+ + Î−
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= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
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moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
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ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:

ν =
|Em+1 − Em|

h
=

B0γ

2π
o ω =

|Em+1 − Em|
!

= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.

Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007

RMN: tractament pertorbacional

I = 3/2, ! > 0:

B0

h!
i

T
nuc

E
m

m = –3/2

m = 1/2

m = 3/2

h!
i

h!
i

(3/2)B0"!h

(1/2)B0"!h

(–3/2)B0"!h

(–1/2)B0"!h

m = –1/2

Ona PML con v = B0!/2" (pertorb. 1er ordre): 

QC3
2003/7/12
page 933

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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propi de Îz , fan que qualsevol transició que comporti un canvi de m estigui
prohibida per dipol elèctric (eq. 7.118):

〈
φnucgm

∣∣∣d̂aφnucgm′

〉
=

〈
φnuc

∣∣∣d̂aφnuc

〉
⟨gm |gm′ ⟩ = 0 a = x, y o z

(7.254)

Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105

⟨φnucgm |µ̂zφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎzgm′

〉
= γ!m′ ⟨gm |gm′ ⟩ = 0

(7.255)

No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):

⟨φnucgm |µ̂xφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
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I(I + 1) − m′(m′ + 1) ⟨gm |gm′+1 ⟩ (7.256)

+
γ

2

√
I(I + 1) − m′(m′ − 1) ⟨gm |gm′−1 ⟩

Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:

∆m = ±1 (transicions monofotòniques per dipol magnètic)

Com que els nivells (7.253) estan equiespaiats (fig. 7.66), totes les transici-
ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:

ν =
|Em+1 − Em|

h
=

B0γ

2π
o ω =

|Em+1 − Em|
!

= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.
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Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105

⟨φnucgm |µ̂zφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎzgm′

〉
= γ!m′ ⟨gm |gm′ ⟩ = 0

(7.255)

No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):

⟨φnucgm |µ̂xφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
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Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:

∆m = ±1 (transicions monofotòniques per dipol magnètic)

Com que els nivells (7.253) estan equiespaiats (fig. 7.66), totes les transici-
ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:

ν =
|Em+1 − Em|

h
=

B0γ

2π
o ω =

|Em+1 − Em|
!

= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.
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propi de Îz , fan que qualsevol transició que comporti un canvi de m estigui
prohibida per dipol elèctric (eq. 7.118):
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∣∣∣d̂aφnucgm′

〉
=
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〉
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Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105

⟨φnucgm |µ̂zφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎzgm′

〉
= γ!m′ ⟨gm |gm′ ⟩ = 0

(7.255)

No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):
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+
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√
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Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:

∆m = ±1 (transicions monofotòniques per dipol magnètic)

Com que els nivells (7.253) estan equiespaiats (fig. 7.66), totes les transici-
ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:

ν =
|Em+1 − Em|

h
=

B0γ

2π
o ω =

|Em+1 − Em|
!

= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.
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propi de Îz , fan que qualsevol transició que comporti un canvi de m estigui
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Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105

⟨φnucgm |µ̂zφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎzgm′

〉
= γ!m′ ⟨gm |gm′ ⟩ = 0

(7.255)

No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):

⟨φnucgm |µ̂xφnucgm′ ⟩ = ⟨φnuc |φnuc ⟩
〈
gm

∣∣∣γÎxgm′
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Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:

∆m = ±1 (transicions monofotòniques per dipol magnètic)

Com que els nivells (7.253) estan equiespaiats (fig. 7.66), totes les transici-
ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:

ν =
|Em+1 − Em|

h
=

B0γ

2π
o ω =

|Em+1 − Em|
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= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.
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Per veure si està permesa per dipol magnètic (eq. 7.119) hem de calcular el
moment magnètic de la transició. Si tenim en compte que l’operador mo-
ment magnètic de spin no depèn de coordenades espacials és fàcil veure que el
component z d’aquell vector s’anul·la:105
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〉
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No s’esdevé el mateix amb el component x; per comprovar-ho expressarem Îx

en funció d’operadors escala (eqs. (4.19) i (4.20)) i usarem l’eq. (4.32):
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Aquest resultat només difereix de zero si m = m′ + 1 (⟨gm |gm′+1 ⟩ = 1) o i
si m = m′ − 1 (⟨gm |gm′−1 ⟩ = 1), de manera que el component x del moment
magnètic de la transició només pot contribuir a la probabilidad d’aquesta si m
= m′ ± 1. Per al component y s’obté el mateix resultat, la qual cosa permet
establir la següent regla de selecció:

∆m = ±1 (transicions monofotòniques per dipol magnètic)

Com que els nivells (7.253) estan equiespaiats (fig. 7.66), totes les transici-
ons permeses s’observaran en la mateixa posició de l’espectre: la freqüència (o
freqüència angular) de ressonància del nucli äıllat:
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= B0γ (nucli äıllat)

(7.257)

Els camps magnètics estàtics dels espectròmetres comercials abarquen, actual-
ment, des de 1,41 T fins a 21,14 T. Aquests valors corresponen a freqüències de

105Com en el cas dels spinorbitals, suposarem que les parts espacial i de spin de la funció d’ona
estan normalitzades per separat.

B0 = 1,41-21,14 T  →  60-900 MHz per al 1H,  15,1-226,3 MHz per al 13C…

122



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2010

Tema 7

RMN: esquema de l’aparell

123



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2010

Tema 7

Apantallament

QC3
2003/7/12
page 934

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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ressonància entre 60 i 900 MHz per al protó (γ = 26,75 × 107 T−1s−1) i entre
15,1 i 226,3 MHz per al 13C (γ = 6,728 × 107 T−1s−1), que són els nuclis més
importants en RMN. Totes elles es troven en la zona de radiofreqüències. La in-
tensitat del camp magnètic estàtic sol expressar-se a través de la freqüència de
ressonància del protó; aix́ı, diem que un espectròmetre és de 500 MHz quan el seu
camp magnètic és tal que la freqüència de ressonància del protó pren aquell valor.
El máxim aprofitament de la radiació per induir transicions s’obté disposant el seu
camp magnètic perpendicularment al camp estàtic B⃗0, atès que el component z
del primer no contribueix a la probabilitat de transició; en efecte, aquesta depèn
del producte escalar entre el camp magnètic de la radiació i el moment magnètic
de la transició (eq. 7.102), i aquest és perpendicular a l’eix z (eq. 7.255).

D’acord amb la llei de Boltzmann (eq. 7.148) els nivells energètics inferiors
estaran més poblats que els superiors quan la mostra es troba en equilibri tèrmic.
Quan la sotmetem a radiació electromagnètica de la freqüència de ressonància,
es produirà una absorció neta d’energia, resultat d’un balanç entre l’absorció i
l’emissió indüıda (recordem que l’emissió espontània és negligible per a les transi-
cions de baixa freqüència, tal i com es va fer palès en l’exercici 7.45 g, pàg. 823).
En la RMN d’ona cont́ınua aquesta absorció es detecta, bé efectuant un escom-
bratge de freqüències entorn de la de ressonància, o bé mantenint la freqüència de
la radiació en un valor fix νesp i escombrant el camp magnètic entorn del valor que
resulta d’äıllar B0 en l’eq. (7.257):

B0 =
2πνesp

γ

Tot i que l’anàlisi anterior s’ha efectuat a partir d’un nucli äıllat, l’extensió dels
resultats obtinguts a un nucli que forma part d’una molècula és immediata
si la interacció del seu moment magnètic de spin amb els dels altres nuclis de la
molécula és negligible, tal i com s’esdevé quan aquests estan allunyats del nucli
considerat. 106 En efecte, el camp que actua sobre un nucli i d’una molècula
sotmesa a un camp estàtic B⃗0 serà la suma d’aqest camp i el creat pels electrons
sobre el nucli:

B⃗i = B⃗0 + B⃗el,i (7.258)

Aquest últim pot expressar-se, en bona aproximació, com a producte d’un tensor
d’apantallament pel camp extern:107

⎛

⎝
Bel,x

Bel,y

Bel,z

⎞

⎠ = −

⎛

⎝
σxx σxy σxz

σyx σyy σyz

σzx σzy σzz

⎞

⎠

⎛

⎝
B0,x

B0,y

B0,z

⎞

⎠ (7.259)

106Els nuclis d’una molècula tenen un moment magnètic orbital, associat al seu moment angular
rotacional, que també pot donar lloc a desdoblaments per efecte Zeeman i a les consegüents
transicions. Això no obstant, és improbable que aquestes transicions s’observin en els espectres
de RMN pel fet que aquests cobreixen intervals de freqüències molt estrets.
107A fi i efecte d’alleugerir la notació, prescindirem del sub́ındex i que fa referència al nucli

considerat en el camp electrònic, el tensor d’apantallament i altres magnituds relacionades.
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de la transició (eq. 7.102), i aquest és perpendicular a l’eix z (eq. 7.255).
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bratge de freqüències entorn de la de ressonància, o bé mantenint la freqüència de
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resulta d’äıllar B0 en l’eq. (7.257):
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Tot i que l’anàlisi anterior s’ha efectuat a partir d’un nucli äıllat, l’extensió dels
resultats obtinguts a un nucli que forma part d’una molècula és immediata
si la interacció del seu moment magnètic de spin amb els dels altres nuclis de la
molécula és negligible, tal i com s’esdevé quan aquests estan allunyats del nucli
considerat. 106 En efecte, el camp que actua sobre un nucli i d’una molècula
sotmesa a un camp estàtic B⃗0 serà la suma d’aqest camp i el creat pels electrons
sobre el nucli:

B⃗i = B⃗0 + B⃗el,i (7.258)

Aquest últim pot expressar-se, en bona aproximació, com a producte d’un tensor
d’apantallament pel camp extern:107
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106Els nuclis d’una molècula tenen un moment magnètic orbital, associat al seu moment angular
rotacional, que també pot donar lloc a desdoblaments per efecte Zeeman i a les consegüents
transicions. Això no obstant, és improbable que aquestes transicions s’observin en els espectres
de RMN pel fet que aquests cobreixen intervals de freqüències molt estrets.
107A fi i efecte d’alleugerir la notació, prescindirem del sub́ındex i que fa referència al nucli

considerat en el camp electrònic, el tensor d’apantallament i altres magnituds relacionades.
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7. Matèria i radiació 935

En mostres flüıdes el ràpid moviment molecular fa que els nuclis percebin un camp
electrònic amitjanat sobre les rotacions, el qual resulta ser paral·lel al camp extern:

〈
B⃗el

〉
= −σB⃗0 (7.260)

La constant de proporcionalitat σ és la mitjana dels elements diagonals del tensor
d’apantallament:

σ ≡
1

3
(σxx + σyy + σzz) (7.261)

i s’anomena constant d’apantallament. Un tractament pertorbatiu similar al que
condueix a l’eq. (7.50) per a la polaritzabilitat (apèndix B) permet expressar la
constant d’apantallament com a suma de dos termes: un diamagnètic i l’altre
paramagnètic (vegeu la descomposició anàloga (eq. 7.54) de la magnetitzabilitat):

σ = σd + σp

El primer, positiu, produeix una disminució del camp que sent el nulci i el se-
gon, negatiu, el reforça. El primer és més gran que el segon per als protons, de
manera que resulta un valor positiu per a σ (aquest és el motiu que s’inclogui el
signe menys en l’eq. (7.259) que defineix l’apantallament). Com en el cas de la
magnetitzabilitat, la component paramagnètica és dif́ıcil de calcular pel fet que
inclou un sumatori sobre els estats estacionaris del sistema. Aquesta supera a la
diamagnètica en molècules amb estats electrònics excitats de baixa energia.108

D’acord amb l’eq. (7.260), el camp mitjà total que actua sobre un nucli en una
mostra flüıda és:

〈
B⃗

〉
= B⃗0 − σB⃗0 = (1 − σ)B⃗0

La freqüència de ressonància del nucli en aquest entorn s’obtindrà en substituir
B0 per (1 − σ)B0 en l’eq. (7.257):

ν =
(1 − σ)B0γ

2π
(nucli apantallat) (7.262)

Les constants d’apantallament prenen valors molt petits (de l’ordre de 10−6 o
10−5 per al protó, de 10−4 per al 13C, etc.), de manera que les freqüències de res-
sonància de nuclis del mateix tipus (mateix núclid) en entorns qúımics diferents
seran molt semblants. Aix́ı, en un espectròmetre de 900 MHz, tots els protons
tindran freqüències molt properes als 900 MHz, tots els 13C tindran freqüències
properes als 226,3 MHz, etc. (exercici 7.75). En un espectre de RMN s’escombra
l’estreta franja de freqüències que correspon a un sol núclid; aix́ı, un espectre de
protó recollirà els senyals prodüıts pels nuclis de 1H, però no els del 13C o els del

108El càlcul de constants d’apantallament es veu afectat pel problema de la invariançia gauge,
anotat en la pàg. 749.
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seran molt semblants. Aix́ı, en un espectròmetre de 900 MHz, tots els protons
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σ ≈ 10–6-10–5 per al 1H,  10–4 per al 13C… (els espectres de nuclis ≠ no se solapen)

Desplaçament químic (ppm):
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936 7.13. Ressonància magnètica nuclear

19F. Com més gran sigui el camp magnètic més gran será la freqüència de res-
sonància de cada nucli i la separació entre senyals d’un mateix núclid en diferents
entorns (eq. 7.262), la qual cosa facilita la identificació d’aquests senyals. Això pro-
porciona una valuosa informació per tal de determinar l’estructura de les molècules
presents en la mostra, ja que cada entorn té una constant d’apantallament carac-
teŕıstica. Com que l’error impĺıcit en la mesura de B0 no permet obtenir valors
absoluts suficientement precisos d’aquestes constants, es tabulen els seus valors re-
latius a una substància de referència afegida a la mostra. Aquesta ha de contenir
nuclis del mateix tipus que els estudiats, i és convenient que aquests produeixin
un senyal únic, intens i ben diferenciat d’altres senyals del mateix núclid. Per
als espectres de protó i de 13C sol emprar-se el tetrametilsilà, Si(CH3)4 (TMS),
els 12 protons del qual produeixen un únic i intens senyal que no acostuma a in-
terferir amb els de la mostra (l’apantallament d’aquests protons és molt elevat).
La diferència relativa entre les freqüències del senyal prodüıt per un nucli de la
substància analitzada (ν) i el de la substància de referència (νref ), multiplicada per
106 per obtenir una xifra més manipulable, es coneix amb el nom de desplaçament
qúımic del nucli analitzat:

δ ≡
ν − νref

νref
× 106

Si introduim l’eq. (7.262) i tenim en compte que σref << 1 , obtenim:

δ =
(1 − σ)B0γ − (1 − σref )B0γ

(1 − σref )B0γ
× 106 =

σref − σ

1 − σref
× 106 ≈ (σref − σ) × 106

(7.263)

i, en conseqüència, el desplaçament qúımic representa també una constant d’apan-
tallament relativa a la de la substància de referència i multiplicada pel factor
d’escala 106. La presència d’aquest factor fa que els valors de δ acostumin a
acompanyar-se de la indicació “ppm” (parts per milió). El lector interessat pot
trobar una recopilació força extensa de desplaçaments qúımics en la referència
[Pretsch] (§2.2, 2.3, 4 i 5).

Exercici 7.75
Calculeu la diferència entre les freqüències dels senyals de dos protons amb des-
plaçaments qúımics que difereixen en 10 ppm en un espectròmetre de 900 MHz.
Resultat : 0,009 MHz.

Exercici 7.76
✍L’energia d’interacció entre un nucli d’un sòlid o d’una molècula que no gira
i un camp magnètic estàtic apantallat pels electrons és (eqs. (7.250), (7.258) i
(7.259)):
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Tema 7

Acoblament internuclear
• dipolar o directe (sólids o fluids parcialment orientats)
• escalar o indirecte (fluids no orientats)
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938 7.13. Ressonància magnètica nuclear

dels electrons i desestabilitza l’altre, trencant parcialment l’aparellament entre ells.
Aquesta asimetria fa que les interaccions d’un i altre electró amb un segon spin
nuclear no tinguin la mateixa magnitud, amb la qual cosa, els electrons transmeten
al segon nucli informació sobre l’spin del primer. Per tenir en compte la interacció
escalar entre dos nuclis, A i X, s’ha d’incloure en el hamiltonià un terme de la
forma:

hJAX

̂⃗
IA · ̂⃗IX

!2
(7.264)

on la constant d’acoblament JAX és un paràmetre amb unitats de freqüència que
pot ser positiu o negatiu i mesura la intensitat de l’acoblament entre els nuclis.
Com que les transicions de RMN només afecten als spins nuclears, podem prescin-
dir de la part espacial de les funcions d’ona i emprar un hamiltonià que contingui
només els termes dependents d’aquests spins. Per al cas d’una molècula en rotació
amb dos nuclis acoblats sotmesa a un camp magnètic estàtic B⃗0, aquest hamiltonià
de spin contindrà els termes d’interacció de cada nucli amb el camp efectiu i el
terme d’acoblament escalar:

Ĥ0 = −(1 − σA)B⃗0 · ̂⃗µA − (1 − σX)B⃗0 · ̂⃗µX + hJAX

̂⃗
IA · ̂⃗IX

!2

= −(1 − σA)B⃗0γAÎzA − (1 − σX)B⃗0γX ÎzX + hJAX

̂⃗
IA · ̂⃗IX

!2

Si multipliquem i dividim els dos primers termes per ! i introdüım les freqüències
de ressonància dels nuclis A i X en absència d’acoblament (eq. 7.262):

νA =
(1 − σA)B0γA

2π
νX =

(1 − σX)B0γX

2π
(7.265)

podem reescriure Ĥ0 en la forma:

Ĥ0 = −hνA
ÎzA

!
− hνX

ÎzX

!
+ hJAX

̂⃗IA · ̂⃗IX

!2
(7.266)

Tot i que l’equació de Schrödinger independent del temps que correspon a aquest
hamiltonià admet solució anaĺıtica (vegeu [Levine II] §8.5), és suficient, en la ma-
jor part dels casos (espectre és de primer ordre), obtenir solucions aproximades
emprant el mètode de pertorbacions estacionàries a primer ordre, ja que el terme
d’acoblament sol ser petit enfront dels d’interacció amb el camp (acoblament fe-
ble) i l’equació de valors propis d’aquests és trivial. 109 Veiem com són aquelles
solucions aproximades en el cas IA = IX = 1/2.

109Observem que estem usant el mètode de pertorbacions estacionàries a primer ordre per
resoldre l’equació de Schrödinger independent del temps i, després, utilitzarem el mètode de
pertorbacions dependents del temps (també a primer ordre) per determinar les regles de selecció.
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ÎzA

!
− hνX
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amb dos nuclis acoblats sotmesa a un camp magnètic estàtic B⃗0, aquest hamiltonià
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dir de la part espacial de les funcions d’ona i emprar un hamiltonià que contingui
només els termes dependents d’aquests spins. Per al cas d’una molècula en rotació
amb dos nuclis acoblats sotmesa a un camp magnètic estàtic B⃗0, aquest hamiltonià
de spin contindrà els termes d’interacció de cada nucli amb el camp efectiu i el
terme d’acoblament escalar:

Ĥ0 = −(1 − σA)B⃗0 · ̂⃗µA − (1 − σX)B⃗0 · ̂⃗µX + hJAX

̂⃗
IA · ̂⃗IX

!2

= −(1 − σA)B⃗0γAÎzA − (1 − σX)B⃗0γX ÎzX + hJAX

̂⃗
IA · ̂⃗IX

!2

Si multipliquem i dividim els dos primers termes per ! i introdüım les freqüències
de ressonància dels nuclis A i X en absència d’acoblament (eq. 7.262):

νA =
(1 − σA)B0γA

2π
νX =

(1 − σX)B0γX

2π
(7.265)

podem reescriure Ĥ0 en la forma:

Ĥ0 = −hνA
ÎzA

!
− hνX

ÎzX

!
+ hJAX

̂⃗IA · ̂⃗IX

!2
(7.266)

Tot i que l’equació de Schrödinger independent del temps que correspon a aquest
hamiltonià admet solució anaĺıtica (vegeu [Levine II] §8.5), és suficient, en la ma-
jor part dels casos (espectre és de primer ordre), obtenir solucions aproximades
emprant el mètode de pertorbacions estacionàries a primer ordre, ja que el terme
d’acoblament sol ser petit enfront dels d’interacció amb el camp (acoblament fe-
ble) i l’equació de valors propis d’aquests és trivial. 109 Veiem com són aquelles
solucions aproximades en el cas IA = IX = 1/2.

109Observem que estem usant el mètode de pertorbacions estacionàries a primer ordre per
resoldre l’equació de Schrödinger independent del temps i, després, utilitzarem el mètode de
pertorbacions dependents del temps (també a primer ordre) per determinar les regles de selecció.
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✏ L’operador que queda en eliminar del hamiltonià el terme d’acoblament és
separable en dos termes que depenen de coordenades de spin nuclear dife-
rents, ΩA y ΩX , la qual cosa ens permet recórrer al teorema 6 (pàg. 129) per
expressar funcions i valors propis a partir dels d’aquells termes:110

(
−hνA

ÎzA

!
− hνX

ÎzX

!

)
gmA(ΩA)gmX (ΩX)

= (−hνAmA − hνXmX) gmA(ΩA)gmX (ΩX)

Les energies d’ordre zero són, llavors,

E(0)
mAmX

= −hνAmA − hνXmX (7.267)

on mA = ±1/2 i mX = ±1/2. Calculem ara les correccions de primer ordre a
aquestes energies no pertorbades (eq. 5.38):

E(1)
mAmX

=

〈
gmAgmX

∣∣∣∣∣∣
hJAX

̂⃗IA · ̂⃗IX

!2
gmAgmX

〉

Desenvolupem el producte escalar ̂⃗IA ·̂⃗IX en components cartesians i introdüım
els operadors escala (4.19) i (4.20):

̂⃗
IA · ̂⃗IX = ÎxA ÎxX + ÎyA ÎyX + ÎzA ÎzX

=

(
Î+A + Î−A

2

) (
Î+X + Î−X

2

)
+

(
Î+A − Î−A

2i

)(
Î+X − Î−X

2i

)
+ ÎzA ÎzX

=
1

4

(
Î+A Î+X + Î−A Î−X + Î+A Î−X + Î−A Î+X

)

−
1

4

(
Î+A Î+X + Î−A Î−X − Î+A Î−X − Î−A Î+X

)
+ ÎzA ÎzX

=
1

2

(
Î+A Î−X + Î−A Î+X

)
+ ÎzA ÎzX (7.268)

Usarem la notació g1/2 = α, g−1/2 = β, introdüıda en la pàg. 207 per designar
funcions de spin electròniques. D’acord amb l’eq. (4.32),

Î+α = Î−β = 0 Î+β = !α Î−α = !β

d’on
(
Î+A Î−X + Î−A Î+X

)
αAαX = Î+AαAÎ−X αX + Î−AαAÎ+X αX = 0

110El supeŕındex ‘0’ que porta el hamiltonià (7.266) fa referència al caràcter conservatiu (sense
termes dependents del temps) del sistema que descriu (vegeu la secció ??). Ara, hauŕıem d’afegir
un segon supeŕındex ‘0’ per designar els dos primers termes d’aquell operador, que constitueixen

el hamiltonià no pertorbat en el tractament de pertorbacions estacionàries:
“

cH0
”0

. No obstant

això, evitarem aquesta sobrecarregada notació escrivint expĺıcitament aquells dos termes.
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Les energies d’ordre zero són, llavors,

E(0)
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= −hνAmA − hνXmX (7.267)

on mA = ±1/2 i mX = ±1/2. Calculem ara les correccions de primer ordre a
aquestes energies no pertorbades (eq. 5.38):
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̂⃗
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2

) (
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2

)
+

(
Î+A − Î−A

2i

)(
Î+X − Î−X

2i

)
+ ÎzA ÎzX

=
1

4

(
Î+A Î+X + Î−A Î−X + Î+A Î−X + Î−A Î+X

)

−
1

4
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)
+ ÎzA ÎzX

=
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2
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Î+A Î−X + Î−A Î+X

)
+ ÎzA ÎzX (7.268)

Usarem la notació g1/2 = α, g−1/2 = β, introdüıda en la pàg. 207 per designar
funcions de spin electròniques. D’acord amb l’eq. (4.32),

Î+α = Î−β = 0 Î+β = !α Î−α = !β

d’on
(
Î+A Î−X + Î−A Î+X

)
αAαX = Î+AαAÎ−X αX + Î−AαAÎ+X αX = 0

110El supeŕındex ‘0’ que porta el hamiltonià (7.266) fa referència al caràcter conservatiu (sense
termes dependents del temps) del sistema que descriu (vegeu la secció ??). Ara, hauŕıem d’afegir
un segon supeŕındex ‘0’ per designar els dos primers termes d’aquell operador, que constitueixen

el hamiltonià no pertorbat en el tractament de pertorbacions estacionàries:
“

cH0
”0

. No obstant

això, evitarem aquesta sobrecarregada notació escrivint expĺıcitament aquells dos termes.

QC3
2003/7/12
page 940

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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i la correcció a l’energia de l’estat αα es redueix a

E(1)
αα =

〈
αAαX

∣∣∣∣∣hJAX
ÎzA ÎzX

!2
αAαX

〉
=

〈
αAαX

∣∣∣∣hJAX

1
2! 1

2!

!2
αAαX

〉
=

1

4
hJAX

(7.269)

De la mateixa manera s’obté:

E(1)
ββ =

1

4
hJAX (7.270)

Per a l’estat αβ,

E(1)
αβ =

〈
αAβX

∣∣∣∣∣∣
hJAX

1
2

(
Î+A Î−X + Î−A Î+X

)
+ ÎzA ÎzX

!2
αAβX

〉

= hJAX

(
0 +

1

2
⟨αAβX |βAαX ⟩ +

〈
αAβX

∣∣∣∣
1
2!−1

2 !

!2
αAβX

〉)

= −
1

4
hJAX (7.271)

i, anàlogament,

E(1)
βα = −

1

4
hJAX (7.272)

Observem que l’únic terme del desenvolupament (7.268) que contribueix a les
correccions de primer ordre és ÎzA ÎzX , per la qual cosa podem escriure el terme
perturbatiu de la següent manera:111

hJAX
ÎzA ÎzX

!2
(7.273)

La interpretació f́ısica d’aquests resultats és evident: en absència d’acoblament,
els nuclis són independents i l’energia del sistema que formen és la suma de les
energies d’interacció de cadascun amb el camp magnètic extern (eq. 7.267); com
que cadascuna d’aquestes energies pot prendre dos valors, el sistema format pels
dos nuclis tindrà quatre nivells energètics:

E(0)
αα = −

1

2
hνA −

1

2
hνX E(0)

αβ = −
1

2
hνA +

1

2
hνX

E(0)
βα = +

1

2
hνA −

1

2
hνX E(0)

ββ = +
1

2
hνA +

1

2
hνX

El terme d’acoblament és proporcional al producte entre els components z dels
spins d’un i altre nucli (eq. 7.273), la qual cosa explica que, per a JAX > 0, la
correcció energètica de primer ordre (eqs. (7.269) a (7.272)) sigui positiva quan

111No passa el mateix amb nuclis de spin superior a 1/2.
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7. Matèria i radiació 941

els spins són paral·lels entre ells i negativa quan són antiparal·lels (a l’inreves si
JAX < 0):

E(0)
mAmX

+ E(1)
mAmX

= −hνAmA − hνXmX + hJAXmAmX (7.274)

L’esquema de nivells energètics corregits fins a primer ordre serà, doncs, el repre-
sentat en la fig. 7.67 a). Les regles de selecció per a transicions monofotòniques
permeten canvis d’un sol spin en cada transició.

✏ En efecte, suposem que la molècula interacciona amb una ona electromagnètica
PML amb el seu camp elèctric dirigit segons la direcció de l’eix x (com en el
cas de nuclis no acoblats, aquest camp ha de ser perpendicular a B⃗0 perquè el
seu aprofitament sigui màxim). La probabilitat d’una transició monofotònica
entre dos estats mAmX i m′

Am′
X dependrà del component x del seu moment

dipolar magnètic:
〈
gmAgmX

∣∣(µ̂xA
+ µ̂xX

)
gm′

A
gm′

X

〉
=

〈
gmAgmX

∣∣µ̂xA
gm′

A
gm′

X

〉

+
〈
gmAgmX

∣∣µ̂xX
gm′

A
gm′

X

〉

Aquestes “integrals binuclears” poden separar-se en productes d’“integrals mo-
nonuclears”, de la mateixa manera que les integrals bielectròniques es varen
separar en productes d’integrals monoelectròniques en la pàg. 384:

〈
gmAgmX

∣∣(µ̂xA
+ µ̂xX

)
gm′

A
gm′

X

〉
=

〈
gmA

∣∣µ̂xA
gm′

A

〉 〈
gmX

∣∣gm′
X

〉

+
〈
gmA

∣∣gm′
A

〉 〈
gmX

∣∣µ̂xX
gm′

X

〉

Si tenim en compte l’eq. (7.256) i l’ortonormalitat de les funcions de spin, arri-
bem a la conclusió que el primer terme de l’equació anterior haurà d’anul·lar-se
a no ser que sigui mA = m′

A ± 1 i mX = m′
X . Anàlogament, el segon terme

s’anul·larà si no es compleixen les condicions: mA = m′
A i mX = m′

X ± 1. Les
regles de selecció per dipol magnètic permeten, doncs, transicions en les quals
el component z d’un dels spins canvia en una unitat i la de l’altre es manté
constant (eq. 7.137).

Això condueix a quatre transicions possibles entre els quatre nivells d’energia
(7.274), les freqüències de les quals apareixen agrupades en dos doblets centrats
en les freqüències de ressonància dels nuclis no acoblats (fig. 7.67 b):

ναβ←αα = νX −
JAX

2
νββ←βα = νX +

JAX

2

νβα←αα = νA −
JAX

2
νββ←αβ = νA +

JAX

2

La condició perquè l’espectre sigui de primer ordre (acoblament feble) és que la
constant d’acoblament sigui petita enfont de la diferència entre les freqüències de
ressonància dels dos nuclis:

|JAX | << |νA − νX | (acoblament feble) (7.275)
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els spins són paral·lels entre ells i negativa quan són antiparal·lels (a l’inreves si
JAX < 0):

E(0)
mAmX

+ E(1)
mAmX

= −hνAmA − hνXmX + hJAXmAmX (7.274)

L’esquema de nivells energètics corregits fins a primer ordre serà, doncs, el repre-
sentat en la fig. 7.67 a). Les regles de selecció per a transicions monofotòniques
permeten canvis d’un sol spin en cada transició.

✏ En efecte, suposem que la molècula interacciona amb una ona electromagnètica
PML amb el seu camp elèctric dirigit segons la direcció de l’eix x (com en el
cas de nuclis no acoblats, aquest camp ha de ser perpendicular a B⃗0 perquè el
seu aprofitament sigui màxim). La probabilitat d’una transició monofotònica
entre dos estats mAmX i m′

Am′
X dependrà del component x del seu moment

dipolar magnètic:
〈
gmAgmX
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+ µ̂xX

)
gm′

A
gm′

X

〉
=
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A
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X

〉

+
〈
gmAgmX

∣∣µ̂xX
gm′

A
gm′

X

〉

Aquestes “integrals binuclears” poden separar-se en productes d’“integrals mo-
nonuclears”, de la mateixa manera que les integrals bielectròniques es varen
separar en productes d’integrals monoelectròniques en la pàg. 384:

〈
gmAgmX

∣∣(µ̂xA
+ µ̂xX

)
gm′

A
gm′

X

〉
=

〈
gmA

∣∣µ̂xA
gm′

A

〉 〈
gmX

∣∣gm′
X

〉

+
〈
gmA

∣∣gm′
A

〉 〈
gmX

∣∣µ̂xX
gm′

X

〉

Si tenim en compte l’eq. (7.256) i l’ortonormalitat de les funcions de spin, arri-
bem a la conclusió que el primer terme de l’equació anterior haurà d’anul·lar-se
a no ser que sigui mA = m′

A ± 1 i mX = m′
X . Anàlogament, el segon terme

s’anul·larà si no es compleixen les condicions: mA = m′
A i mX = m′

X ± 1. Les
regles de selecció per dipol magnètic permeten, doncs, transicions en les quals
el component z d’un dels spins canvia en una unitat i la de l’altre es manté
constant (eq. 7.137).

Això condueix a quatre transicions possibles entre els quatre nivells d’energia
(7.274), les freqüències de les quals apareixen agrupades en dos doblets centrats
en les freqüències de ressonància dels nuclis no acoblats (fig. 7.67 b):

ναβ←αα = νX −
JAX

2
νββ←βα = νX +

JAX

2

νβα←αα = νA −
JAX

2
νββ←αβ = νA +

JAX

2

La condició perquè l’espectre sigui de primer ordre (acoblament feble) és que la
constant d’acoblament sigui petita enfont de la diferència entre les freqüències de
ressonància dels dos nuclis:

|JAX | << |νA − νX | (acoblament feble) (7.275)

Regles de selecció:
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Aquestes “integrals binuclears” poden separar-se en productes d’“integrals mo-
nonuclears”, de la mateixa manera que les integrals bielectròniques es varen
separar en productes d’integrals monoelectròniques en la pàg. 384:

〈
gmAgmX

∣∣(µ̂xA
+ µ̂xX

)
gm′

A
gm′

X

〉
=

〈
gmA

∣∣µ̂xA
gm′

A

〉 〈
gmX

∣∣gm′
X

〉

+
〈
gmA

∣∣gm′
A

〉 〈
gmX

∣∣µ̂xX
gm′

X

〉

Si tenim en compte l’eq. (7.256) i l’ortonormalitat de les funcions de spin, arri-
bem a la conclusió que el primer terme de l’equació anterior haurà d’anul·lar-se
a no ser que sigui mA = m′

A ± 1 i mX = m′
X . Anàlogament, el segon terme

s’anul·larà si no es compleixen les condicions: mA = m′
A i mX = m′

X ± 1. Les
regles de selecció per dipol magnètic permeten, doncs, transicions en les quals
el component z d’un dels spins canvia en una unitat i la de l’altre es manté
constant (eq. 7.137).

Això condueix a quatre transicions possibles entre els quatre nivells d’energia
(7.274), les freqüències de les quals apareixen agrupades en dos doblets centrats
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2

La condició perquè l’espectre sigui de primer ordre (acoblament feble) és que la
constant d’acoblament sigui petita enfont de la diferència entre les freqüències de
ressonància dels dos nuclis:

|JAX | << |νA − νX | (acoblament feble) (7.275)
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✏ En efecte, suposem que la molècula interacciona amb una ona electromagnètica
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Aquestes “integrals binuclears” poden separar-se en productes d’“integrals mo-
nonuclears”, de la mateixa manera que les integrals bielectròniques es varen
separar en productes d’integrals monoelectròniques en la pàg. 384:
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Si tenim en compte l’eq. (7.256) i l’ortonormalitat de les funcions de spin, arri-
bem a la conclusió que el primer terme de l’equació anterior haurà d’anul·lar-se
a no ser que sigui mA = m′

A ± 1 i mX = m′
X . Anàlogament, el segon terme

s’anul·larà si no es compleixen les condicions: mA = m′
A i mX = m′

X ± 1. Les
regles de selecció per dipol magnètic permeten, doncs, transicions en les quals
el component z d’un dels spins canvia en una unitat i la de l’altre es manté
constant (eq. 7.137).

Això condueix a quatre transicions possibles entre els quatre nivells d’energia
(7.274), les freqüències de les quals apareixen agrupades en dos doblets centrats
en les freqüències de ressonància dels nuclis no acoblats (fig. 7.67 b):

ναβ←αα = νX −
JAX

2
νββ←βα = νX +

JAX

2

νβα←αα = νA −
JAX

2
νββ←αβ = νA +

JAX

2

La condició perquè l’espectre sigui de primer ordre (acoblament feble) és que la
constant d’acoblament sigui petita enfont de la diferència entre les freqüències de
ressonància dels dos nuclis:

|JAX | << |νA − νX | (acoblament feble) (7.275)
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I = 1/2, γ > 0, J > 0:
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7. Matèria i radiació 943

Això permet identificar amb facilitat els senyals que constitueixen cada doblet,
atès que estaran molt properes a la que produiria el nucli corresponent en absència
d’acoblament.

El desdoblament prodüıt per l’acoblament escalar admet una interpretació
anàloga a la indicada per a l’acoblament dipolar al principi d’aquest apartat: el
nucli A de cada molècula sent un camp una mica afeblit o reforçat per l’efecte del
nucli X segons l’orientació de l’spin d’aquest últim, la qual cosa es traduirà en
una disminució o un augment de la seva freqüència de ressonància. Si designem
per νAα (νAβ) la freqüència del senyal prodüıt pels nuclis A acoblats a un nucli X
amb spin α (β), tindrem:

νAα ≡ νβα←αα = νA −
JAX

2
(7.276)

νAβ ≡ νββ←αβ = νA +
JAX

2
(7.277)

i equacions análogues per al nucli X.
La condició (7.275) es compleix sobradament quan els nuclis A i X són de

diferent tipus (diferent núclid), a causa de la diferència en llurs constants giro-
magnètiques (eqs. 7.265). Aix́ı, la constant d’acoblament entre el 13C i els protons
del 13CH4 és de 125 Hz, i, en els espectròmetres de camp més baix, els senyals
d’uns i altres apareix al voltant dels 60 i 15,1 MHz, respectivament. Per a nuclis
del mateix tipus (γA = γX = γ) en entorns qúımics diferents, la condició es
complirà si les constants d’apantallament d’un i altre entorn difereixen apreciable-
ment i el camp magnètic és suficientement intens; en efecte, aquests dos factors
tendeixen a augmentar la diferència |νA − νX |:

νA − νX =
(1 − σA)B0γ

2π
−

(1 − σX)B0γ

2π
=

(σX − σA)B0γ

2π
(7.278)

i, en canvi, no afecten a JAX . Aix́ı doncs, pot ocórrer que l’espectre d’una mateixa
mostra sigui de primer ordre en un espectròmetre de camp elevat i no ho sigui en
un de camp baix. Aquest és un dels motius que justifiquen l’interès per aconseguir
camps magnètics estables d’elevada intensitat. Un altre motiu és potenciar la
intensitat del senyal: un augment de B0 implica un increment de la separació
entre els nivells energètics implicats en les transicions (fig. ??) i de la diferència
poblacional entre ells (eq. 7.148), dos factors que contribueixen a augmentar la
intensitat de l’absorció (eq. 7.169).

Si introdüım en l’eq. (7.278) la freqüència del nucli sense apantallar (eq. 7.257)
i la definició del desplaçament qúımic (eq. 7.263):

νA − νX = (σX − σA) ν = (δA − δX) ν × 10−6

s’obté una expressió més pràctica que la (7.275) per a la condició sota la qual
l’acoblament entre dos nuclis del mateix tipus pot considerar-se feble:

|JAX | << |δA − δX | ν × 10−6 (acoblament feble) (7.279)
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per νAα (νAβ) la freqüència del senyal prodüıt pels nuclis A acoblats a un nucli X
amb spin α (β), tindrem:

νAα ≡ νβα←αα = νA −
JAX

2
(7.276)

νAβ ≡ νββ←αβ = νA +
JAX

2
(7.277)
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tendeixen a augmentar la diferència |νA − νX |:

νA − νX =
(1 − σA)B0γ
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−

(1 − σX)B0γ
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=

(σX − σA)B0γ

2π
(7.278)

i, en canvi, no afecten a JAX . Aix́ı doncs, pot ocórrer que l’espectre d’una mateixa
mostra sigui de primer ordre en un espectròmetre de camp elevat i no ho sigui en
un de camp baix. Aquest és un dels motius que justifiquen l’interès per aconseguir
camps magnètics estables d’elevada intensitat. Un altre motiu és potenciar la
intensitat del senyal: un augment de B0 implica un increment de la separació
entre els nivells energètics implicats en les transicions (fig. ??) i de la diferència
poblacional entre ells (eq. 7.148), dos factors que contribueixen a augmentar la
intensitat de l’absorció (eq. 7.169).

Si introdüım en l’eq. (7.278) la freqüència del nucli sense apantallar (eq. 7.257)
i la definició del desplaçament qúımic (eq. 7.263):

νA − νX = (σX − σA) ν = (δA − δX) ν × 10−6

s’obté una expressió més pràctica que la (7.275) per a la condició sota la qual
l’acoblament entre dos nuclis del mateix tipus pot considerar-se feble:

|JAX | << |δA − δX | ν × 10−6 (acoblament feble) (7.279)

v: nucli no apantallat ≈ vesp

• nuclis químicament equivalents o isòcrons: igual δ
• nuclis magnèticament equivalents o isògams:
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944 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Figura 7.68: Aquestes tres molècules tenen protons qúımicament equivalents, però
només en les dues primeres aquests nuclis són, a més, magnèticament equivalents.

☞ Per exemple, els protons units al primer carboni del CH2=CHCH2CH3 tenen
desplaçaments qúımics de 4,87 i 4,94 ppm, i la seva constant d’acoblament
és de 2,0 Hz. En un aparell de 60 MHz la separació entre les freqüències de
ressonància d’un i altre protó és del mateix ordre que aquesta constant ((4,94–
4,87) × 60 = 4,2 Hz), i l’acoblament no podrà considerar-se feble; śı ho serà,
en canvi, en un de 600 MHz, on l’esmentada separació (42 Hz) és 21 vegades
més gran que J. S’ha d’assenyalar que, encara que el desdoblament causat per
l’acoblament no depengui del camp, es veurà més petit en l’espectre de camp
alt, que abasta un interval de freqüències més gran.

Diem que dos o més nuclis del mateix tipus són qúımicament equivalents o
isòcrons quan els seus desplaçaments qúımics són iguals. És el cas dels dos protons
de la molècula CH2FD (fig. 7.68 a), que són equivalents per simetria (la reflexió
sobre el pla FCD els intercanvia). Els tres protons del grup metil de l’etanal, CH3–
CHO, són qúımicament equivalents a causa de la facilitat amb què s’intercanvien
llurs posicions mitjançant el gir del grup CH3 entorn de l’enllaç C–C (fig. 7.68 b).
La condició (7.279) mai es compleix per a dos nuclis equivalents acoblats, ja que
δA − δX = 0. En aquest cas l’acoblament no pot tractar-se com a pertorbació, i
l’equació de Schrödinger independent del temps ha de resoldre’s de manera exacta.
Les energies que s’obtenen (vegeu [Levine II] §8.5) s’han representat en la fig. 7.69,
i només estan permeses les dues transicions indicadas. Ambdues tenen la mateixa
freqüència, la qual coincideix amb la freqüència de ressonància que tindrien els
nuclis en absència d’acoblament. L’espectre constarà, doncs, d’un únic senyal la
intensitat del qual (mesurada integrant l’àrea sota la ĺınia que conforma el senyal)
serà el doble de la que correspondria a un sol nucli no acoblat.

Es diu que dos o més nuclis qúımicament equivalents, A1, A2, . . . An, són
magnèticament equivalents o isògams quan tenen la mateixa constant d’acoblament
amb qualsevol altre nucli X de la molècula:

JA1X = JA2X = . . . = JAnX ∀X

Els dos protons del CH2FD són qúımicament i magnèticament equivalents, el ma-
teix que els del grup metil del CH3–CHO; en canvi, els del CH2=CF2 (fig. 7.68
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Regles generals
• sistema An: 1 senyal d’intensitat ∝ n
• sistema AnXm (I=1/2, magn. equiv.): m+1 línies en vA i n+1 en vX, int.        i
• sistema AnMmXl (I=1/2, magn. equiv.): …
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7. Matèria i radiació 945

Figura 7.69: Espectre de RMN de dos nuclis de spin 1/2 qúımicament equivalents
amb freqüència de ressonància νA i constant d’acoblament J > 0.

c) són qúımicament equivalents però no magnèticament equivalents, ja que les se-
ves constants d’acoblament amb un (qualsevol) dels nuclis F són diferents: JH1F

̸= JH2F . Les equivalències qúımica o magnètica entre nuclis són importants fac-
tors a tenir en compte a l’hora d’interpretar un espectre, tal i com evidencien les
següents generalitzacions d’alguns dels resultats que hem discutit per a sistemes
de dos spins 1/2:

• Un grup de n nuclis qúımicament equivalents no acoblats amb altres nuclis
de la molècula (sistema An) produeix un sol senyal d’intensitat proporcional
a n.

• Un sistema format per un grup de n nuclis A de spin 1/2 magnèticament
equivalents acoblats feblement als d’un altre grup de m nuclis X de spin
1/2 magnèticament equivalents (sistema AnXm) dóna lloc a un conjunt de
m + 1 ĺınies centrades en νA i a un altre conjunt de n + 1 ĺınies centrades en
νX . La separació entre ĺınies d’un o altre multiplet és JAX . Les intensitats
totals dels multiplets An i Xm són proporcionals a n i m respectivament. Les
intensitats de cada ĺınia del multiplet An són proporcionals als coeficients
binomials

(m
k

)
amb k = 0, 1, . . . m, i les de les ĺınies del multiplet Xm són

proporcionals a
(n

k

)
amb k = 0, 1, . . . n.
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intensitats de cada ĺınia del multiplet An són proporcionals als coeficients
binomials

(m
k

)
amb k = 0, 1, . . . m, i les de les ĺınies del multiplet Xm són
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Aplicacions
Determinació estructural:

• desplaçament: taules
• acoblament escalar → nuclis enllaçacts (taules, fórmules empíriques…)
• desacoblament (saturant X): concentrar senyals febles i/o disperses, 
• …
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Exercici 7.77
El cloropropà (C3H7Cl) presenta dos isòmers amb espectres de RMN de protó
molt diferents. El d’un d’ells consta d’un heptuplet (7 ĺınies) i un doblet
d’intensitat 7 vegades superior a la de l’heptuplet. El de l’altre presenta dos
triplets i un sextuplet, tots ells amb una separació entre ĺınies similar. Teniu en
compte que el clor no desdobla els senyals dels protons (a causa d’un efecte del seu
quadrupol nuclear que no hem discutit), que l’acoblament entre protons separats
per més de tres enllaços senzills sol ser menyspreable, i que, en l’1-cloropropà,
les constants d’acoblament dels protons del C2 amb els del C1 i els del C3 són
semblants, per dedüır a quin isòmer correspon cada espectre.
Resultat : El primer correspon al 2-cloropropà i el segon a l’1-cloropropà.

7.13.2 Tractament exacte de l’evolució

En l’apartat anterior hem vist que els fets essencials de la RMN d’ona cont́ınua,
forma habitual de la RMN fins a principis de la dècada dels setenta, poden explicar-
se usant el mètode de pertorbacions dependents del temps aplicat en primer ordre
(amb o sense el recurs del mètode de pertorbacions estacionàries per determinar
els nivells energètics). Un dels principals inconvenients d’aquesta tècnica espec-
troscòpica és la seva baixa sensibilitat, conseqüència, sobretot, de la petita di-
ferència que existeix entre les poblacions dels dos nivells implicats en cada transició.
L’acumulació d’espectres és un mètode eficaç per millorar la relació senyal/soroll,
però resulta un procés tediós en els espectròmetres d’escombratge, pel fet que la
durada dels escombratges ha de ser llarga comparada amb els temps de relaxació
(que per a mostres ĺıquides varien entre 10−2 i 102s), a fi i efecte d’evitar distorsions
dels senyals que es produeixen quan la mostra s’aparta molt del règim estacionari.
Aquest és un dels motius que ha portat a substituir la RMN d’escombratge per
la RMN de polsos, la qual permet una acumulació d’espectres molt més ràpida.
Altres motius són la infinitat de possibilitats que proporciona per manipular els
espectres l’aplicació successiva de polsos de durada, freqüència i direcció de polarit-
zació convenientment escollides, separats per intervals en què la mostra evoluciona
lliurement. D’aquesta manera, s’aconsegueix simplificar l’assignació dels senyals
separant la informació que contenen i/o eliminant certs desdoblaments, transferir
intensitat de senyals intensos a altres més febles amb la finalitat de facilitar la
detecció d’aquests últims i, en definitiva, extreure la màxima informació possible
de cada espectre. Tot això ha fet de la RMN una tècnica de gran utilitat en
camps molt diversos; especialment, en la determinació d’estructures de molècules
complexes, com les protëınes o els àcids nucleics.

Un pols és una irradiació d’elevada intensitat i curta durada (de l’ordre dels µs)
els camps elèctric i magnètic del qual evolucionen sinusöıdalment durant el temps
que dura la irradiació. Tot i que és possible associar una freqüència a aquest
tipus d’ona (la freqüència nominal del pols o portadora), la seva limitació en el
temps la distingeix de les ones monocromàtiques infinites descrites en la secció

6
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7. Matèria i radiació 755

això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!
〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım la notació ωfk per designar la diferència Ef − Ek expressada en
unitats de freqüència angular:

ωfk ≡
Ef − Ek

!
(7.71)

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0, t1) (7.72)

El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)

no es compleix (inversió de poblacions!)

Mostra fluïda, N molècules amb un sol nucli amb spin:
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i en substituir aquest resultat en l’eq. (7.280):

d

dt
⟨Ψ |µ̂xΨ⟩ = γ

〈
Ψ

∣∣(µ̂yBz − µ̂zBy

)
Ψ

〉

=
〈
Ψ

∣∣µ̂yΨ
〉
Bzγ − ⟨Ψ |µ̂zΨ ⟩Byγ

=
(〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗

)

x
γ

Resultats anàlegs s’obtenen per a la resta de components cartesians de ⟨µ⃗⟩ ,
de manera que

d

dt

〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉

=
〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗γ (evolució quàntica) (7.281)

Anem a veure que aquest resultat és idèntic al que s’obté mitjançant un trac-
tament clàssic del problema. L’equació clàssica d’evolució del moment angular
L⃗ d’un sistema sotmès a unes forces amb moment o parell τ⃗ és (vegeu la secció
3.10):

dL⃗

dt
= τ⃗

Si el sistema té un moment magnètic µ⃗ = γL⃗ i està sotmès a un camp magnètic
B⃗, aquest exercirà un parell µ⃗× B⃗ ([Alonso II] §15.6) sobre aquell, de manera
que

dL⃗

dt
= µ⃗ × B⃗

i, multiplicant per γ,

dµ⃗

dt
= µ⃗ × B⃗γ (evolució clàssica) (7.282)

El moment magnètic clàssic evoluciona, doncs, de la mateixa manera que el
valor esperat del moment magnètic quàntic (eq. 7.281). Aquesta coincidència
permet utilitzar raonaments clàssics per explicar els aspectes més elementals de la
RMN de polsos (model vectorial). En endavant, designarem el moment magnètic
nuclear mitjançant la notació clàssica µ⃗, la qual haurà de substituir-se per ⟨µ⃗⟩ per
passar al context quàntic.

Si la mostra conté N molècules iguals per unitat de volum, cadascuna amb un
nucli amb spin, la magnetització serà la suma dels moments magnètics d’aquelles:

M⃗ =
N∑

j=1

µ⃗j (7.283)

Eq. Schrödinger dependent de t   → 
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i en substituir aquest resultat en l’eq. (7.280):

d

dt
⟨Ψ |µ̂xΨ⟩ = γ

〈
Ψ

∣∣(µ̂yBz − µ̂zBy

)
Ψ

〉

=
〈
Ψ

∣∣µ̂yΨ
〉
Bzγ − ⟨Ψ |µ̂zΨ ⟩Byγ

=
(〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗

)

x
γ

Resultats anàlegs s’obtenen per a la resta de components cartesians de ⟨µ⃗⟩ ,
de manera que

d

dt

〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉

=
〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗γ (evolució quàntica) (7.281)

Anem a veure que aquest resultat és idèntic al que s’obté mitjançant un trac-
tament clàssic del problema. L’equació clàssica d’evolució del moment angular
L⃗ d’un sistema sotmès a unes forces amb moment o parell τ⃗ és (vegeu la secció
3.10):

dL⃗

dt
= τ⃗

Si el sistema té un moment magnètic µ⃗ = γL⃗ i està sotmès a un camp magnètic
B⃗, aquest exercirà un parell µ⃗× B⃗ ([Alonso II] §15.6) sobre aquell, de manera
que

dL⃗

dt
= µ⃗ × B⃗

i, multiplicant per γ,

dµ⃗

dt
= µ⃗ × B⃗γ (evolució clàssica) (7.282)

El moment magnètic clàssic evoluciona, doncs, de la mateixa manera que el
valor esperat del moment magnètic quàntic (eq. 7.281). Aquesta coincidència
permet utilitzar raonaments clàssics per explicar els aspectes més elementals de la
RMN de polsos (model vectorial). En endavant, designarem el moment magnètic
nuclear mitjançant la notació clàssica µ⃗, la qual haurà de substituir-se per ⟨µ⃗⟩ per
passar al context quàntic.

Si la mostra conté N molècules iguals per unitat de volum, cadascuna amb un
nucli amb spin, la magnetització serà la suma dels moments magnètics d’aquelles:

M⃗ =
N∑

j=1

µ⃗j (7.283)

Evolució clàssica:
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i en substituir aquest resultat en l’eq. (7.280):

d

dt
⟨Ψ |µ̂xΨ⟩ = γ

〈
Ψ

∣∣(µ̂yBz − µ̂zBy

)
Ψ

〉

=
〈
Ψ

∣∣µ̂yΨ
〉
Bzγ − ⟨Ψ |µ̂zΨ ⟩Byγ

=
(〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗

)

x
γ

Resultats anàlegs s’obtenen per a la resta de components cartesians de ⟨µ⃗⟩ ,
de manera que

d

dt

〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉

=
〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗γ (evolució quàntica) (7.281)

Anem a veure que aquest resultat és idèntic al que s’obté mitjançant un trac-
tament clàssic del problema. L’equació clàssica d’evolució del moment angular
L⃗ d’un sistema sotmès a unes forces amb moment o parell τ⃗ és (vegeu la secció
3.10):

dL⃗

dt
= τ⃗

Si el sistema té un moment magnètic µ⃗ = γL⃗ i està sotmès a un camp magnètic
B⃗, aquest exercirà un parell µ⃗× B⃗ ([Alonso II] §15.6) sobre aquell, de manera
que

dL⃗

dt
= µ⃗ × B⃗

i, multiplicant per γ,

dµ⃗

dt
= µ⃗ × B⃗γ (evolució clàssica) (7.282)

El moment magnètic clàssic evoluciona, doncs, de la mateixa manera que el
valor esperat del moment magnètic quàntic (eq. 7.281). Aquesta coincidència
permet utilitzar raonaments clàssics per explicar els aspectes més elementals de la
RMN de polsos (model vectorial). En endavant, designarem el moment magnètic
nuclear mitjançant la notació clàssica µ⃗, la qual haurà de substituir-se per ⟨µ⃗⟩ per
passar al context quàntic.

Si la mostra conté N molècules iguals per unitat de volum, cadascuna amb un
nucli amb spin, la magnetització serà la suma dels moments magnètics d’aquelles:

M⃗ =
N∑

j=1

µ⃗j (7.283)
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i en substituir aquest resultat en l’eq. (7.280):

d

dt
⟨Ψ |µ̂xΨ⟩ = γ

〈
Ψ

∣∣(µ̂yBz − µ̂zBy

)
Ψ

〉

=
〈
Ψ

∣∣µ̂yΨ
〉
Bzγ − ⟨Ψ |µ̂zΨ ⟩Byγ

=
(〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗

)

x
γ

Resultats anàlegs s’obtenen per a la resta de components cartesians de ⟨µ⃗⟩ ,
de manera que

d

dt

〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉

=
〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗γ (evolució quàntica) (7.281)

Anem a veure que aquest resultat és idèntic al que s’obté mitjançant un trac-
tament clàssic del problema. L’equació clàssica d’evolució del moment angular
L⃗ d’un sistema sotmès a unes forces amb moment o parell τ⃗ és (vegeu la secció
3.10):

dL⃗

dt
= τ⃗

Si el sistema té un moment magnètic µ⃗ = γL⃗ i està sotmès a un camp magnètic
B⃗, aquest exercirà un parell µ⃗× B⃗ ([Alonso II] §15.6) sobre aquell, de manera
que

dL⃗

dt
= µ⃗ × B⃗

i, multiplicant per γ,

dµ⃗

dt
= µ⃗ × B⃗γ (evolució clàssica) (7.282)

El moment magnètic clàssic evoluciona, doncs, de la mateixa manera que el
valor esperat del moment magnètic quàntic (eq. 7.281). Aquesta coincidència
permet utilitzar raonaments clàssics per explicar els aspectes més elementals de la
RMN de polsos (model vectorial). En endavant, designarem el moment magnètic
nuclear mitjançant la notació clàssica µ⃗, la qual haurà de substituir-se per ⟨µ⃗⟩ per
passar al context quàntic.

Si la mostra conté N molècules iguals per unitat de volum, cadascuna amb un
nucli amb spin, la magnetització serà la suma dels moments magnètics d’aquelles:

M⃗ =
N∑

j=1

µ⃗j (7.283)

QC3
2003/7/12
page 951

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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i en substituir aquest resultat en l’eq. (7.280):

d

dt
⟨Ψ |µ̂xΨ⟩ = γ

〈
Ψ

∣∣(µ̂yBz − µ̂zBy

)
Ψ

〉

=
〈
Ψ

∣∣µ̂yΨ
〉
Bzγ − ⟨Ψ |µ̂zΨ ⟩Byγ

=
(〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗

)

x
γ

Resultats anàlegs s’obtenen per a la resta de components cartesians de ⟨µ⃗⟩ ,
de manera que

d

dt

〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉

=
〈
Ψ

∣∣∣̂⃗µΨ
〉
× B⃗γ (evolució quàntica) (7.281)

Anem a veure que aquest resultat és idèntic al que s’obté mitjançant un trac-
tament clàssic del problema. L’equació clàssica d’evolució del moment angular
L⃗ d’un sistema sotmès a unes forces amb moment o parell τ⃗ és (vegeu la secció
3.10):

dL⃗

dt
= τ⃗

Si el sistema té un moment magnètic µ⃗ = γL⃗ i està sotmès a un camp magnètic
B⃗, aquest exercirà un parell µ⃗× B⃗ ([Alonso II] §15.6) sobre aquell, de manera
que

dL⃗

dt
= µ⃗ × B⃗

i, multiplicant per γ,

dµ⃗

dt
= µ⃗ × B⃗γ (evolució clàssica) (7.282)

El moment magnètic clàssic evoluciona, doncs, de la mateixa manera que el
valor esperat del moment magnètic quàntic (eq. 7.281). Aquesta coincidència
permet utilitzar raonaments clàssics per explicar els aspectes més elementals de la
RMN de polsos (model vectorial). En endavant, designarem el moment magnètic
nuclear mitjançant la notació clàssica µ⃗, la qual haurà de substituir-se per ⟨µ⃗⟩ per
passar al context quàntic.

Si la mostra conté N molècules iguals per unitat de volum, cadascuna amb un
nucli amb spin, la magnetització serà la suma dels moments magnètics d’aquelles:

M⃗ =
N∑

j=1

µ⃗j (7.283)
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.

(model vectorial)
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.

Sistema giratori:
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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elèctric
d’ordre

zero
o

m
on

opolar
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à
g
.

6
7
5
.

U
n

ten
so

r
d
’o

rd
re

l
p
o
t

rep
resen

ta
r-se

m
itja

n
ça

n
t

u
n

co
n
ju

n
t

d
e

3
l

co
m

p
o
n
en

ts
ca

rtesia
n
s

q
u
e

s’id
en

tifi
q
u
en

m
itja

n
ça

n
t

l
ı́n

d
ex

s
a
,

b,
...

,
ca

d
a
scu

n
d
els

q
u
a
ls

p
o
t

“
p
ren

d
re

el
va

lo
r”

x
,

y
o

z
.

A
q
u
ests

co
m

p
o
n
en

ts
p
o
d
rien

a
g
ru

p
a
r-se

en
u
n
a

“
h
ip

erm
a
triu

”
d
e

l
d
im

en
sio

n
s:

3
×

3
...×

3
.

1
0
T
a
m

b
é
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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7. Matèria i radiació 935

En mostres flüıdes el ràpid moviment molecular fa que els nuclis percebin un camp
electrònic amitjanat sobre les rotacions, el qual resulta ser paral·lel al camp extern:

〈
B⃗el

〉
= −σB⃗0 (7.260)

La constant de proporcionalitat σ és la mitjana dels elements diagonals del tensor
d’apantallament:

σ ≡
1

3
(σxx + σyy + σzz) (7.261)

i s’anomena constant d’apantallament. Un tractament pertorbatiu similar al que
condueix a l’eq. (7.50) per a la polaritzabilitat (apèndix B) permet expressar la
constant d’apantallament com a suma de dos termes: un diamagnètic i l’altre
paramagnètic (vegeu la descomposició anàloga (eq. 7.54) de la magnetitzabilitat):

σ = σd + σp

El primer, positiu, produeix una disminució del camp que sent el nulci i el se-
gon, negatiu, el reforça. El primer és més gran que el segon per als protons, de
manera que resulta un valor positiu per a σ (aquest és el motiu que s’inclogui el
signe menys en l’eq. (7.259) que defineix l’apantallament). Com en el cas de la
magnetitzabilitat, la component paramagnètica és dif́ıcil de calcular pel fet que
inclou un sumatori sobre els estats estacionaris del sistema. Aquesta supera a la
diamagnètica en molècules amb estats electrònics excitats de baixa energia.108

D’acord amb l’eq. (7.260), el camp mitjà total que actua sobre un nucli en una
mostra flüıda és:

〈
B⃗

〉
= B⃗0 − σB⃗0 = (1 − σ)B⃗0

La freqüència de ressonància del nucli en aquest entorn s’obtindrà en substituir
B0 per (1 − σ)B0 en l’eq. (7.257):

ν =
(1 − σ)B0γ

2π
(nucli apantallat) (7.262)

Les constants d’apantallament prenen valors molt petits (de l’ordre de 10−6 o
10−5 per al protó, de 10−4 per al 13C, etc.), de manera que les freqüències de res-
sonància de nuclis del mateix tipus (mateix núclid) en entorns qúımics diferents
seran molt semblants. Aix́ı, en un espectròmetre de 900 MHz, tots els protons
tindran freqüències molt properes als 900 MHz, tots els 13C tindran freqüències
properes als 226,3 MHz, etc. (exercici 7.75). En un espectre de RMN s’escombra
l’estreta franja de freqüències que correspon a un sol núclid; aix́ı, un espectre de
protó recollirà els senyals prodüıts pels nuclis de 1H, però no els del 13C o els del

108El càlcul de constants d’apantallament es veu afectat pel problema de la invariançia gauge,
anotat en la pàg. 749.

La molècula sent
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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952 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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7. Matèria i radiació 953

Figura 7.73: Moviment de precessió al voltant d’un camp magnètic B⃗0 del moment
magnètic d’un nucli amb γ > 0 i constant d’apantallament σ.

i el mateix passarà amb δµ⃗/δt (eq. 7.286). Per tant, µ⃗ es mantindrà fix en el
sistema giratori i, en conseqüència, girarà en el sistema inercial amb la velocitat
angular del primer (fig. 7.73). Aquesta rotació de µ⃗ al voltant de B⃗0 s’anomena
moviment de precessió, i la seva freqüència de gir:

ν =
ω

2π
=

(1 − σ)B0γ

2π
(freqüència de ressonància o de Larmor) (7.288)

és la freqüència de ressonància del nucli (eq. 7.262). En el context clàssic se
l’anomena també freqüència de Larmor.

En absència de camps externs, una mostra en equilibri termodinàmic té els
moments magnètics dels seus nuclis orientats a l’atzar, i consegüentment la mag-
netització resultant és nul·la. Si sotmetem la mostra a un camp estàtic i uniforme
B⃗0 els moments de cada nucli precessaran al voltant de la direcció d’aquest vector
amb la velocitat angular indicada en l’eq. (7.287). Com que aquests girs s’inicien
a partir d’una distribució aleatòria d’orientacions, les seves fases115 es distribuiran
aleatòriament entre 0 i 2π, i els components perpendiculars a B⃗0 dels moments µ⃗i

produiran una magnetització transversal resultant nul·la. La magnetització serà,
doncs, paral·lela a B⃗0 i la mostra es comportarà com un imant amb els seus pols
alineats amb B⃗0.

Introdüım ara un pols de freqüència ω que es propagui segons la direcció de B⃗0.
Prendrem l’eix z segons aquesta direcció i l’origen de coordenades en la posició del
nucli. Tot i que les fonts de radiació que s’empren emeten ones amb polarització
aproximadament lineal, una ona d’aquest tipus pot expressar-se com superposició
de dues ones polaritzades circularment (ones PMC) amb sentits de polarització
oposats (exercici 7.3 d, pàg. 725 i fig. 7.74). Es pot comprovar que aquestes dues

115El terme ‘fase’ es refereix aqúı a l’angle inicial de gir de cada moment magnètic al voltant
de B⃗0 (vegeu la nota a peu de pàg. 721).

moviment de precessió:

freqüència de ressonància
o de Larmor

Fases aleatòries ⇒            //
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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932 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Figura 7.66: Desdoblament de les energies dels estats d’un nucli amb spin I = 3/2
i γ > 0, sotmès a un camp magnètic estàtic uniforme B0u⃗z.

de coordenades diferents: les d’espai (X, Y, Z) el primer i la de spin nuclear (Ω)
el segon. Per tant, podrem escollir les seves funcions pròpies com a productes
d’una funció pròpia del primer terme, que dependrà de les coordenades espaials
(eqs. (3.3) o (3.4)), i una altra pròpia del segon, que dependrà de la coordenada
de spin (observem l’analogia amb les funcions pròpies del hamiltonià d’un àtom
hidrogenoide, eq. (4.38)):

Ĥ0φnuc(R⃗)gm(Ω) = T̂nucφnuc(R⃗)gm(Ω) − B0γÎzφnuc(R⃗)gm(Ω)

= gm(Ω)T̂nucφnuc(R⃗) − B0γφnuc(R⃗)Îzgm(Ω)

= (Tnuc − B0γm!)φnuc(R⃗)gm(Ω)

amb m = I, I−1, . . .−I. En absència de camps externs, els estats que comparteixen
la mateixa part espacial i difereixen en la de spin tenen la mateixa energia, però
el camp magnètic estàtic B⃗0 els desdobla en 2I + 1 nivells amb una separació de
B0γ! entre cada dos consecutius (fig. 7.66):

Em = Tnuc − B0γ!m amb m = I, I − 1, . . . − I (7.253)

Si, a més del camp estàtic B⃗0, apliquem sobre el nucli una ona electromagnètica
PML de freqüència igual a la separació energètica entre dos nivells dividida entre
h podran produir-se transicions monofotòniques entre aquests nivells, sempre que
ho permetin les regles de selecció pertinents. Vegem quines regles es deriven del
primer ordre pertorbacional.

✏ El fet que l’operador moment dipolar elèctric no depengui de la coordenada de
spin, juntament amb la ortogonalitat entre funcions de spin amb diferent valor

−h̄

B0

h!
i

T
nuc

E
m

m = –3/2

m = 1/2

m = 3/2

h!
i

h!
i

(3/2)B0" h

(1/2)B0" h

(–3/2)B0" h
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m = –1/2

∆Iz = −h̄

γ > 0

Si γ < 0 s’ha de canviar –ω per ω.
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954 7.13. Ressonància magnètica nuclear

Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
el moment angular total es conservi. Això fa que només una de les ones PMC
pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió
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Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
el moment angular total es conservi. Això fa que només una de les ones PMC
pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió

Sistema giratori amb ωz = –ω:                                     amb       estàtic
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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Si sumem les equacions del tipus (7.282) corresponents a les N molècules (i tenim
present que γ i σ són iguals per a totes elles) obtenim l’equació d’evolució de M⃗ :

dM⃗

dt
= M⃗ × B⃗γ (7.284)

Molts aspectes de la RMN són més fàcils d’analitzar des d’un sistema de re-
ferència en rotació que des d’un inercial. Vegem com afecta a l’equació d’evolució
(7.282) (o a les eqs. (7.281) o (7.284)) el canvi de sistema.

✏ El mateix raonament que permet deduir la relació que existeix entre les veloci-
tats d’una part́ıcula vistes des de dos sistemes amb el mateix origen i moviment
relatiu giratori (vegeu [Alonso I] §6.4), condueix a una relació anàloga entre
les derivades temporals de µ⃗ calculades en un sistema inercial (dµ⃗/dt) i en un
que giri amb una velocitat angular ω⃗ (δµ⃗/δt):

δµ⃗

δt
=

dµ⃗

dt
+ µ⃗ × ω⃗

Si substituim l’eq. (7.282) obtenim:

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗γ + µ⃗ × ω⃗ = µ⃗ ×

(
B⃗ +

ω⃗

γ

)
γ

i, si definim el camp magnètic efectiu B⃗ef com

B⃗ef ≡ B⃗ +
ω⃗

γ
(7.285)

arribem a

δµ⃗

δt
= µ⃗ × B⃗efγ (sistema giratori) (7.286)

És a dir, l’evolució de µ⃗ en el sistema giratori sota un camp B⃗ és igual que la
que s’observaria en un sistema inercial (eq. 7.282) sota el camp efectiu (7.285).

Il·lustrarem la utilitat d’aquest tipus de canvi de sistema analitzant l’evolució
de µ⃗ sota un camp magnètic estàtic B⃗0, que serà percebut com (1 − σ)B⃗0 per
un nucli apantallat.114 Si passem a un sistema que giri amb velocitat angular:

ω⃗ = −(1 − σ)B⃗0γ (7.287)

B⃗ef s’anul·larà:

B⃗ef = (1 − σ)B⃗0 +
−(1 − σ)B⃗0γ

γ
= 0

114En aquestes condicions el sistema és conservatiu (secció 2.9) i, si es troba en un estat esta-
cionari, els valors esperats dels seus observables no canvien amb el temps (apartat 2.9.1). Tot i
aix́ı, la qüestió plantejada és rellevant per a la RMN, ja que els polsos prèviament aplicats sobre
la mostra poden haver condüıt els seus spins a estats no estacionaris.
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Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
el moment angular total es conservi. Això fa que només una de les ones PMC
pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió
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Figura 7.75: Evolució de la magnetització en el sistema giratori durant un pols
ressonant de 90◦ al voltant de l’eix x′ per a un nucli amb J > 0.

amb velocitat angular −B⃗efγ. Si tots els nuclis amb spin de la mostra tenen iguals
γ i σ els seus moments descriuran moviments de precessió amb la mateixa velocitat
angular, i el mateix succeirà amb la magnetització M⃗ de la mostra. Aix́ı, un pols
de durada t1 provocarà un gir en la magnetització d’angle ϑ = −Befγt1 al voltant

de la direcció de B⃗ef (en el sistema giratori). Si la freqüència de la radiació és
igual a la de ressonància (eq. 7.288), l’últim terme de l’eq. (7.290) es compensa
amb el primer i

B⃗ef ≡ B⃗1 (pols ressonant) (7.291)

Direm, llavors, que s’ha aplicat a la mostra un pols ressonant d’angle ϑ segons
la direcció de l’eix x′ (l’eix x del sistema giratori), i el designarem com ϑx. Per
exemple, si apliquem un pols ressonant de 90◦ segons la direcció de l’eix x′ a una
mostra en equilibri (magnetització paral·lela a B⃗0), M⃗ girarà entorn de l’eix x′

fins a alinear-se amb l’eix y′ (el −y′ si fos γ < 0) (fig. 7.75). Per a freqüències
diferents de la de ressonància, l’eix del gir de la magnetizació no coincidirà amb la
direcció B⃗1, atès que B⃗ef tindrà un component segons la direcció de l’eix z. Això
no obstant, la freqüència portadora del pols s’escull normalment propera a les de
ressonància dels nuclis que volem observar (eq. 7.288), de manera que serà:

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ << B1 (pols quasiressonant)

i l’eix sobre el que gira la magnetització serà proper a B⃗1. El cas oposat es presenta
quan apliquem un pols a una freqüència molt diferent de la de ressonància (per
exemple, a la freqüència de ressonància d’un altre núclid):

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ >> B1 (pols no ressonant) (7.292)

Llavors el camp B⃗ef serà pràcticament paral·lel a l’eix z, i l’angle que forma la
magnetització amb aquest eix no es veurà afectat (aquesta evoluciona sota l’efecte
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mostra en equilibri (magnetització paral·lela a B⃗0), M⃗ girarà entorn de l’eix x′

fins a alinear-se amb l’eix y′ (el −y′ si fos γ < 0) (fig. 7.75). Per a freqüències
diferents de la de ressonància, l’eix del gir de la magnetizació no coincidirà amb la
direcció B⃗1, atès que B⃗ef tindrà un component segons la direcció de l’eix z. Això
no obstant, la freqüència portadora del pols s’escull normalment propera a les de
ressonància dels nuclis que volem observar (eq. 7.288), de manera que serà:

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ << B1 (pols quasiressonant)

i l’eix sobre el que gira la magnetització serà proper a B⃗1. El cas oposat es presenta
quan apliquem un pols a una freqüència molt diferent de la de ressonància (per
exemple, a la freqüència de ressonància d’un altre núclid):
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Figura 7.75: Evolució de la magnetització en el sistema giratori durant un pols
ressonant de 90◦ al voltant de l’eix x′ per a un nucli amb J > 0.

amb velocitat angular −B⃗efγ. Si tots els nuclis amb spin de la mostra tenen iguals
γ i σ els seus moments descriuran moviments de precessió amb la mateixa velocitat
angular, i el mateix succeirà amb la magnetització M⃗ de la mostra. Aix́ı, un pols
de durada t1 provocarà un gir en la magnetització d’angle ϑ = −Befγt1 al voltant

de la direcció de B⃗ef (en el sistema giratori). Si la freqüència de la radiació és
igual a la de ressonància (eq. 7.288), l’últim terme de l’eq. (7.290) es compensa
amb el primer i

B⃗ef ≡ B⃗1 (pols ressonant) (7.291)

Direm, llavors, que s’ha aplicat a la mostra un pols ressonant d’angle ϑ segons
la direcció de l’eix x′ (l’eix x del sistema giratori), i el designarem com ϑx. Per
exemple, si apliquem un pols ressonant de 90◦ segons la direcció de l’eix x′ a una
mostra en equilibri (magnetització paral·lela a B⃗0), M⃗ girarà entorn de l’eix x′

fins a alinear-se amb l’eix y′ (el −y′ si fos γ < 0) (fig. 7.75). Per a freqüències
diferents de la de ressonància, l’eix del gir de la magnetizació no coincidirà amb la
direcció B⃗1, atès que B⃗ef tindrà un component segons la direcció de l’eix z. Això
no obstant, la freqüència portadora del pols s’escull normalment propera a les de
ressonància dels nuclis que volem observar (eq. 7.288), de manera que serà:

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ << B1 (pols quasiressonant)

i l’eix sobre el que gira la magnetització serà proper a B⃗1. El cas oposat es presenta
quan apliquem un pols a una freqüència molt diferent de la de ressonància (per
exemple, a la freqüència de ressonància d’un altre núclid):

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ >> B1 (pols no ressonant) (7.292)

Llavors el camp B⃗ef serà pràcticament paral·lel a l’eix z, i l’angle que forma la
magnetització amb aquest eix no es veurà afectat (aquesta evoluciona sota l’efecte
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Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
el moment angular total es conservi. Això fa que només una de les ones PMC
pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió
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Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
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pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió
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Figura 7.74: Descomposició d’una ona PML en dues ones PMC amb sentits de
polarització oposats.

ones transporten moments angulars amb components oposats sobre la direcció de
propagació ([Alonso II] §19.3). Una transició de RMN implica una variació en el
component z del moment angular de spin nuclear (exercici 7.78 a), la qual haurà de
compensar-se amb una variació oposada del moment angular de la radiació perquè
el moment angular total es conservi. Això fa que només una de les ones PMC
pugui induir la transició i puguem prescindir de l’altra. Per a γ > 0 aquesta és
l’ona destrógira (exercici 7.78 b) (per tractar el cas γ < 0 només cal canviar el signe
de ω en les equacions que segueixen). El camp magnètic d’aquesta, representat
amb ĺınia cont́ınua en la fig. 7.74, evoluciona amb el temps de la següent manera
(exercici 7.79):

B⃗1 = B1 (u⃗x cosωt − u⃗y sin ωt) (7.289)

Aquest camp es veurà estàtic des d’un sistema que giri al voltant de l’eix z amb
velocitat angular de mòdul ω i sentit horari vist des del semieix z > 0, la qual
cosa simplifica molt l’anàlisi de l’evolució de µ⃗. En efecte, l’evolució en el sistema
giratori vindrà determinada per l’eq. (7.286) amb:

B⃗ef ≡ (1 − σ)B⃗0 + B⃗1 +
ω⃗

γ
(7.290)

Aquesta equació és formalment idèntica a la que determina la seva evolució en un
sistema inercial (eq. 7.282), amb les correspondències

dµ⃗

dt
←→

δµ⃗

δt
i B⃗ ←→ B⃗ef

Per tant, si en un sistema inercial µ⃗ segueix un moviment de precessió al voltant
d’un camp estàtic B⃗ = (1 − σ)B⃗0 amb velocitat angular −B⃗γ (eq. 7.287), en el
sistema giratori considerat (en què B⃗ef és estàtic) µ⃗ farà un moviment de precessió

QC3
2003/7/12
page 955

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐
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Figura 7.75: Evolució de la magnetització en el sistema giratori durant un pols
ressonant de 90◦ al voltant de l’eix x′ per a un nucli amb J > 0.

amb velocitat angular −B⃗efγ. Si tots els nuclis amb spin de la mostra tenen iguals
γ i σ els seus moments descriuran moviments de precessió amb la mateixa velocitat
angular, i el mateix succeirà amb la magnetització M⃗ de la mostra. Aix́ı, un pols
de durada t1 provocarà un gir en la magnetització d’angle ϑ = −Befγt1 al voltant

de la direcció de B⃗ef (en el sistema giratori). Si la freqüència de la radiació és
igual a la de ressonància (eq. 7.288), l’últim terme de l’eq. (7.290) es compensa
amb el primer i

B⃗ef ≡ B⃗1 (pols ressonant) (7.291)

Direm, llavors, que s’ha aplicat a la mostra un pols ressonant d’angle ϑ segons
la direcció de l’eix x′ (l’eix x del sistema giratori), i el designarem com ϑx. Per
exemple, si apliquem un pols ressonant de 90◦ segons la direcció de l’eix x′ a una
mostra en equilibri (magnetització paral·lela a B⃗0), M⃗ girarà entorn de l’eix x′

fins a alinear-se amb l’eix y′ (el −y′ si fos γ < 0) (fig. 7.75). Per a freqüències
diferents de la de ressonància, l’eix del gir de la magnetizació no coincidirà amb la
direcció B⃗1, atès que B⃗ef tindrà un component segons la direcció de l’eix z. Això
no obstant, la freqüència portadora del pols s’escull normalment propera a les de
ressonància dels nuclis que volem observar (eq. 7.288), de manera que serà:

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ << B1 (pols quasiressonant)

i l’eix sobre el que gira la magnetització serà proper a B⃗1. El cas oposat es presenta
quan apliquem un pols a una freqüència molt diferent de la de ressonància (per
exemple, a la freqüència de ressonància d’un altre núclid):

∣∣∣∣(1 − σ)B⃗0 +
ω⃗

γ

∣∣∣∣ >> B1 (pols no ressonant) (7.292)

Llavors el camp B⃗ef serà pràcticament paral·lel a l’eix z, i l’angle que forma la
magnetització amb aquest eix no es veurà afectat (aquesta evoluciona sota l’efecte
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Figura 7.73: Moviment de precessió al voltant d’un camp magnètic B⃗0 del moment
magnètic d’un nucli amb γ > 0 i constant d’apantallament σ.

i el mateix passarà amb δµ⃗/δt (eq. 7.286). Per tant, µ⃗ es mantindrà fix en el
sistema giratori i, en conseqüència, girarà en el sistema inercial amb la velocitat
angular del primer (fig. 7.73). Aquesta rotació de µ⃗ al voltant de B⃗0 s’anomena
moviment de precessió, i la seva freqüència de gir:

ν =
ω

2π
=

(1 − σ)B0γ

2π
(freqüència de ressonància o de Larmor) (7.288)

és la freqüència de ressonància del nucli (eq. 7.262). En el context clàssic se
l’anomena també freqüència de Larmor.

En absència de camps externs, una mostra en equilibri termodinàmic té els
moments magnètics dels seus nuclis orientats a l’atzar, i consegüentment la mag-
netització resultant és nul·la. Si sotmetem la mostra a un camp estàtic i uniforme
B⃗0 els moments de cada nucli precessaran al voltant de la direcció d’aquest vector
amb la velocitat angular indicada en l’eq. (7.287). Com que aquests girs s’inicien
a partir d’una distribució aleatòria d’orientacions, les seves fases115 es distribuiran
aleatòriament entre 0 i 2π, i els components perpendiculars a B⃗0 dels moments µ⃗i

produiran una magnetització transversal resultant nul·la. La magnetització serà,
doncs, paral·lela a B⃗0 i la mostra es comportarà com un imant amb els seus pols
alineats amb B⃗0.

Introdüım ara un pols de freqüència ω que es propagui segons la direcció de B⃗0.
Prendrem l’eix z segons aquesta direcció i l’origen de coordenades en la posició del
nucli. Tot i que les fonts de radiació que s’empren emeten ones amb polarització
aproximadament lineal, una ona d’aquest tipus pot expressar-se com superposició
de dues ones polaritzades circularment (ones PMC) amb sentits de polarització
oposats (exercici 7.3 d, pàg. 725 i fig. 7.74). Es pot comprovar que aquestes dues

115El terme ‘fase’ es refereix aqúı a l’angle inicial de gir de cada moment magnètic al voltant
de B⃗0 (vegeu la nota a peu de pàg. 721).
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Detecció: el FID
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7. Matèria i radiació 957

Figura 7.76: Després d’un pols d’angle ϑ la magnetització fa un moviment de
precessió entorn de B⃗0 amb la freqüència de Larmor.

el primer adopta la forma:

dM⃗

dt
= M⃗ × (1 − σ)B⃗0γ +

M⃗eq − M⃗∥

τ1
−

M⃗⊥

τ2

El terme en τ1 fa que M⃗∥ augmenti fins a assolir el seu valor d’equilibri M⃗eq, i el

terme en τ2, negatiu, produirà una disminució de M⃗⊥ fins fer-la desaparèixer.118

La magnetització transversal ha d’haver desaparegut quan la longitudinal recuperi
el seu valor d’equilibri, de manera que τ2 ≤ τ1. La disminució de M⃗⊥ fa que el
senyal registrat pel detector vagi perdent amplitud amb el temps (fig. 7.72 a), per
la qual cosa aquest registre s’anomena decaiment lliure de la inducció (FID : Free
Induction Decay). Les propietats matemàtiques de la transformació de Fourier fan
que el senyal corresponent de l’espectre en funció de la freqüència sigui més ample
com més ràpid és el decäıment (fig. 7.72 b), la qual cosa constitueix una forma
particular d’eixamplament per col·lisions (secció 7.7) en la que les interaccions
intermoleculars intervenen de manera indirecta: aquestes provoquen un moviment
desordenat de les molècules que fa fluctuar les interaccions entre spins i entre
aquests i el camp estàtic. Aquests camps fluctuants indueixen transicions que
tendeixen a restaurar la magnetització d’equilibri. Els electrons desaparellats i
els nuclis amb moment quadrupolar (I > 1/2) produeixen interaccions fluctuants
adicionals que acceleren notablement la relaxació. Les inhomogeneitats del camp
estàtic provoquen diferencies entre les freqüències de precessió en diferents punts
de la mostra que desfasen les seves contribucions a la magnetització transversal i
favoreixen la desaparició d’aquesta, tot disminuint el valor efectiu de τ2. D’altra
banda, el registre del senyal s’ha d’interrompre quan la seva intensitat s’aproxima

118En la secció 7.6 es considerà únicament l’efecte de la relaxació sobre les poblacions dels
nivells implicats en la transició, les quals determinen la magnetizació longitudinal (M∥ = nγ!m).

Això no obstant, com que en RMN es detecta M⃗⊥, adquireix major importància la relaxació
transversal.

Equació de Bloch:
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7. Matèria i radiació 957

Figura 7.76: Després d’un pols d’angle ϑ la magnetització fa un moviment de
precessió entorn de B⃗0 amb la freqüència de Larmor.

el primer adopta la forma:

dM⃗

dt
= M⃗ × (1 − σ)B⃗0γ +

M⃗eq − M⃗∥

τ1
−

M⃗⊥

τ2

El terme en τ1 fa que M⃗∥ augmenti fins a assolir el seu valor d’equilibri M⃗eq, i el

terme en τ2, negatiu, produirà una disminució de M⃗⊥ fins fer-la desaparèixer.118

La magnetització transversal ha d’haver desaparegut quan la longitudinal recuperi
el seu valor d’equilibri, de manera que τ2 ≤ τ1. La disminució de M⃗⊥ fa que el
senyal registrat pel detector vagi perdent amplitud amb el temps (fig. 7.72 a), per
la qual cosa aquest registre s’anomena decaiment lliure de la inducció (FID : Free
Induction Decay). Les propietats matemàtiques de la transformació de Fourier fan
que el senyal corresponent de l’espectre en funció de la freqüència sigui més ample
com més ràpid és el decäıment (fig. 7.72 b), la qual cosa constitueix una forma
particular d’eixamplament per col·lisions (secció 7.7) en la que les interaccions
intermoleculars intervenen de manera indirecta: aquestes provoquen un moviment
desordenat de les molècules que fa fluctuar les interaccions entre spins i entre
aquests i el camp estàtic. Aquests camps fluctuants indueixen transicions que
tendeixen a restaurar la magnetització d’equilibri. Els electrons desaparellats i
els nuclis amb moment quadrupolar (I > 1/2) produeixen interaccions fluctuants
adicionals que acceleren notablement la relaxació. Les inhomogeneitats del camp
estàtic provoquen diferencies entre les freqüències de precessió en diferents punts
de la mostra que desfasen les seves contribucions a la magnetització transversal i
favoreixen la desaparició d’aquesta, tot disminuint el valor efectiu de τ2. D’altra
banda, el registre del senyal s’ha d’interrompre quan la seva intensitat s’aproxima

118En la secció 7.6 es considerà únicament l’efecte de la relaxació sobre les poblacions dels
nivells implicats en la transició, les quals determinen la magnetizació longitudinal (M∥ = nγ!m).

Això no obstant, com que en RMN es detecta M⃗⊥, adquireix major importància la relaxació
transversal.
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i,definintelsmomentsmultipolarselèctricsdeladistribuciódecàrreguesatravés
dellurscomponentscartesians: 9

moment
elèctricd’ordrezero
omonopolarelèctric ⎫⎬⎭

q≡
n∑j=1 qj

(7.22)

moment
elèctricd’ordreu
odipolarelèctric

⎫⎬⎭

⎧⎨⎩

dx ≡ ∑
nj=1 qj xj

dx ≡ ∑
nj=1 qj yj

dz ≡ ∑
nj=1 qj zj

(7.23)

moment
elèctricd’ordredos

oquadrupolarelèctric ⎫⎬⎭

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

Q
xx ≡ ∑

nj=1 qj x 2j

Q
xy ≡ ∑

nj=1 qj xj yj
...Q

zz ≡ ∑
nj=1 qj z 2j

(7.24)

etc.

obtenim: 10

E
m−F

=
V0 q−
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0 ·d⃗−

12 [(∂F
x
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0 Q
xx + (∂F
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0 Q
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D’acordamblesdefinicions(7.22)a(7.24),calesperarqueelsmomentsmulti-
polarsd’ordre≥

1depenguindel’origendecoordenadesescollit.Tanmateix,hom
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l,eld’ordrelés

independentdel’origen(exercici7.4).
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Θ
xx ≡

nXj=1 qj  x 2j −
y 2j +

z 2j

2

!
=

Q
xx −

Q
yy +

Q
zz

2
Θ

xy ≡
32

nXj=1 qj xj yj =
32 Q

xy
etc.

Sis’adoptaaquestadefiniciós’hadesubstituirelcoeficient
12 deldesenvolupament(7.25)per

13 .

gir recuperació del valor d’equilibri
137



Juan C. Paniagua - Depart. de Química Física - UB - 2007-2010

Tema 7

2 nuclis no acoblats
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1 nucli de spin 1/2 acoblat 
feblement amb un altre
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Tècniques multipols: eco
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Exercici
El temps de relaxació transversal d’un nucli de 13C acoblat feblement amb un protó 
es pot determinar fent servir la seqüència de polsos següent:

a) Fes una representació esquemàtica de l’evolució de la magnetització del 13C al 
llarg de la seqüència de polsos indicada des d’un sistema de referència que giri amb 
la freqüència angular de ressonància que tindria el 13C si no hi haguès acoblament. 
Justifica la utilització d’aquesta seqüència de polsos per mesurar el temps de 
relaxació transversal del 13C.
b) Si no s’apliqués el segon pols, ¿quin senyal es detectaria quan t = 1/(2JCH)? 

t

!/2!/2

("/2)
x "y

1 3 52 4

t/2 t/2

t2

13C

1H
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Tècniques multidimensionals
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Tècniques multidimensionals
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COSY homonuclear
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MRI

 18 

 Los fenómenos de relajación longitudinal y transversal (ó relajación 1T  y 2T ) son 

fenómenos mucho más lentos que la precesión en sí misma. Para tejidos biológicos, 1T  y 

2T  varían desde unos pocos centenares de microsegundos hasta varios segundos, pero se 
mantienen del orden del centenar de milisegundos para la gran mayoría de los tejidos 
(ver Tabla 2.3). 
 
 La diferencia en los tiempos de relajación de los distintos tejidos es un 
mecanismo muy importante que se utiliza para la generación de contraste entre los 
distintos tejidos que conforman una imagen. Por ejemplo, el agua ligada tiende a tener 
unos tiempos 1T  y 2T  más cortos que los del agua libre, es decir, la magnetización 
longitudinal en el agua ligada se recuperará más rápidamente que en el agua libre, pero 
el decaimiento de la magnetización transversal es, igualmente, más rápido. Los distintos 
parámetros de una secuencia de pulsos pueden ser manipulados de muy variadas formas 
con el fin de poner de manifiesto una potenciación 1T  ó 2T  predominante en el contraste 
de la imagen adquirida (Figura 2.14) 
 

 
 

Figura 2.14: Adquisición cerebral sagital con potenciación 1T (izquierda, líquido 

cefalorraquídeo negro) y potenciación 2T  (derecha, líquido cefalorraquídeo blanco).  

 
2.3.4 Simulación por ordenador 
 

Cuando finaliza la fase de excitación podemos simular la relajación pulsando el 
botón “Relajar”. Cabe destacar que solo podremos pulsar este botón cuando haya 
terminado la excitación o la relajación, nunca durante alguno de estos procesos.  
 

 
 

Figura 2.15: Localización del botón Relajar dentro del 
panel de control. 
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Figura 3.1: Las tres componentes de los gradientes: 
x

G , yG  y 
z

G . 

 

 
 

Figura 3.2: Se puede observar la función de cada uno de los gradientes 

de campo magnético dentro de un mismo vóxel: 
y

G , o gradiente de 

codificación de fase; 
x

G , o gradiente de codificación de frecuencia. 

 
 El objetivo de los gradientes de campo es el de producir una variación de la 
componente longitudinal del campo magnético ( zB ) con la posición: 
 

0zB B Gr= +      (3.1) 

 
donde G  es el vector gradiente, y r  es el vector posición, con respecto a un origen 
central donde los gradientes no tienen efecto alguno sobre el campo. La variación de la 
intensidad de campo longitudinal resulta en una variación lineal correspondiente de la 
frecuencia de resonancia con la posición. Esta diferencia de la frecuencia de resonancia 
es lo que se utiliza para determinar la posición en la imagen final (en el proceso de 
reconstrucción de la imagen). 
 
3.1.2 Codificación de frecuencia 
 

Para la formación de la imagen como una matriz de píxeles, la señal obtenida se 
codifica en fase y frecuencia, para independizar las filas y columnas (ejes ,x y ) (Figura 
3.3). 
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