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Abstract

The aim of this project is to study the maximum flow problem in a flow network. It
consists of finding the maximum flow capacity that any given flow network can hold, from
a source node to a sink node. We will use the generic preflow-push algorithm, the FIFO
preflow-push algorithm and the highest-label preflow-push algorithm. Furthermore, we
will use an adaptation of the generic preflow-push specific for bipartite networks that will
be used in a real life situation such as the Baseball Elimination. Finally, we would be able
to analyse the direct implementation of the algorithms as well as examining the results
in a simulator.

Resum

El tema principal d’aquest treball és estudiar el problema de flux maxim en una xarxa
de flux, que consisteix en trobar la quantitat maxima de flux que pot passar per una
xarxa de flux, des d’'un node font fins un node pou. Farem servir I'algorisme generic
preflow-push, I'algorisme FIFO preflow-push i I'algorisme highest-label preflow push. A
més d’una adaptacio del generic preflow-push per xarxes de flux bipartides, que ens servira
per veure una aplicacié directa a la vida real com és el Baseball Elimination. Finalment,
podrem veure la implementacié directe dels algorismes i visualitzar els resultats amb un
simulador.

2010 Mathematics Subject Classification. 68R10, 90C35, 94C15
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Introduccio

La teoria de grafs és una branca de les matematiques i la informatica que es dedica a
I'estudi dels grafs, definits com un conjunt de vertexs units per unes arestes, els quals sén
un dels principals objectes d’estudi de la matematica discreta.

Es creu que el seu origen prové del famds problema FEls set ponts de Konigsberg sorgit
I'any 1736 a la ciutat russa Konigsberg (actualment anomenada Kaliningrad), perd que
fou alemanya fins a la fi de la II Guerra Mundial. A la ciutat hi passava el riu Pregel que
envoltava dues grans illes a les quals es podia accedir mitjangant un total de set ponts. El
problema plantejava si era possible creuar-los tots sense repetir-ne cap i tornar al mateix
punt de sortida.

A la Figura [1] podem apreciar I'abstraccié que va fer servir Leonhard Euler per demos-
trar que el problema no tenia solucid. Concretament va substituir les illes i les riberes per
vertexs i els ponts per arestes que els enllacaven. El resultat final conforma 'estructura
que anomenem graf i, per aquest motiu, es creu que l'origen prové d’aqui.

Figura 1

A partir d’aquest primer problema, la teoria de grafs ha evolucionat molt i, gracies a
aixo, altres branques de les matematiques, com la topologia i el calcul diferencial, també.
A més a més, juga un paper vital per a diversos problemes de modelatge en el mén real com
ara en viatges, transport, control del transit, comunicacions, aplicacions informatiques...

Quan les arestes d’un graf son dirigides i tenen una capacitat associada, podem dir
que sorgeix el concepte de xarxa. Hi ha moltes xarxes per les quals circula flux, i en elles
es plantegen diversos problemes com podria ser el problema de flux maxim, un dels més
estudiats en aquest ambit.

Pero no va ser fins a 'any 1947, durant la Guerra Freda, que en va apareixer el primer.
El problema consistia en saber quin era el minim nombre d’estacions del sistema ferroviari
que s’havien de bombardejar per tal que cap tren es pogués desplagar entre la Unio
Sovietiva i qualsevol pais de 'est d’Europa.



2 Introduccid

No obstant, no es va trobar un metode per resoldre el problema fins al 1956, que
Lester Randolph Ford i Delbert Ray Fulkerson van desenvolupar l’algorisme de Ford-
Fulkerson per trobar el flux maxim. Un algorisme que es basa en buscar camins on es
pugui augmentar el flux fins que aconsegueixi el flux maxim.

Des de llavors, els metodes han evolucionat molt fent servir noves tecniques de disseny
que han conduit a una disminucié del temps d’execucié. Una d’elles seria la que fa
servir el concepte preflow, referit a 'empenta de flux a través de la xarxa, i que Alexander
Viktorovich Karzanov I'any 1974 va ser el primer que en va parlar. Gracies a aixo, Andrew
Vladislav Goldberg i Robert Tarjan van desenvolupar ’algorisme preflow-push, que és tal
i com es coneix avui en dia.

Actualment es coneixen diverses aplicacions al mén real on poder aplicar aquests algo-
rismes, com podrien ser problemes per trobar els fluxos maxims de corrent en un circuit
electric; d’aigua, gas o petroli en una xarxa de canonades; de transit en una xarxa viaria;
de productes en un sistema de linia de produccid; de persones en un sistema de transport
public...

Motivacid

Al llarg del grau només hem cursat una assignatura de grafs, fet que m’ha motivat a
realitzar un treball que tingués una base de teoria de grafs. A més a més, volia combinar-
ho amb una part de programacié ja que, a part de considerar-lo un ambit molt interessant,
també és una eina molt 1til per diferents blocs a la vida real.

Estructura de la memoria

Aquesta memoria consta de 4 capitols diferents. El primer d’ells, conté unes definicions
necessaries per tal de comprendre el cos del treball.

El segon capitol, conté la descripcio dels algorismes utilitzats per resoldre el problema
de flux maxim, juntament amb uns exemples per veure'n la resolucié pas a pas.

Al tercer hi trobem una aplicacio directa d’un dels algorismes, concretament el proble-
ma d’eliminaci6 del beisbol.

I finalment, I'altim conté I'explicacié detallada de la implementacié dels algorismes i
el funcionament del simulador creat per visualitzar els resultats.



Capitol 1

Preliminars

En aquest treball resolem un problema de flux maxim en xarxes de flux mitjangant uns
algorismes concrets. Per tal d’entendre’ls bé, previament hem d’introduir unes nocions
basiques sobre teoria de grafs i presentar-ne la notacio.

Per comencar, és necessari saber que és un digraf.

Definicié 1.0.1. Un graf dirigit o digraf G = (IV, A) és un parell ordenat on

1) N és un conjunt no buit de nodes.

2) A C NxN és un conjunt d’arcs.

Un element a = (u,v) € A és un arc que va des del node u fins al node v on u,v € N.
Anomenem D, al conjunt de nodes adjacents a u € N, que son tots aquells nodes enllagats
a u per un arc. I, en funcié de si 'arc surt del node u (arc de sortida) o l'arc entra al
node u (arc d’entrada), podem definir els dos subconjunts de nodes adjacents des de u i
cap a u de la manera segiient, respectivament:

D} = {v e N|(u,v) € A},

u

D, ={v € N|(v,u) € A}.

u

Un cop definit que és un digraf, podem passar a definir el concepte de xarxa de flux.

Definicié 1.0.2. Una xarxa de flux NF' = (G, ¢, f, s,t) és un graf dirigit G = (N, A) on
cada arc a € A té associats uns valors de capacitat i de flux i del conjunt de nodes N,
en distingim dos: 1I’s anomenat font, que és el node per on comencga a sortir el flux i pel
qual no n’hi entra; i el ¢ anomenat pou, que és el node que I'hi arriba el flux pero que no
n’hi surt. Definim la funcié capacitat dels arcs d'una xarxa de flux N F' com una aplicacio
c: A— RT. Ilafuncié flux com l'aplicacié f: A — R que compleix les dues propietats
segiients:

i) Condici6 de viabilitat: Requereix que cada arc porti una quantitat de flux no nega-
tiva que mai pot superar la seva capacitat, és a dir,

0< f(a) <c(a) VYae€ A.

3



4 Cap. 1. Preliminars

ii) Conservaci6 de flux: Requereix que, per a qualsevol node v € N diferent dels nodes
font i pou, el flux que hi entra ha de ser el mateix que el que hi surt, és a dir,

Z f<u7v) = Z f(v,u).

veDF veDy

Es intuitiu que el flux total que surt des del node font ha de ser el mateix que el flux total
que arriba al node pou. A continuacié proporcionem una prova formal:

Lema 1.0.3. Sigui una zarza de flur NF = (G, c, f,s,t). Aleshores
Z’UGDj f(S, ?}) - Z’UED; f(U, 8) = ZUED; f('U, t) - ZUED;r f(t7 U)'

Demostracio: ZveDj f(S, U)_‘_ZUGD;L f(t7 U>+Zu7§s,t ZUED;r f(“? U) = Zu,vEN,u;év f(“? U) =
ZveDs_ fv,s) + ZueD; [l 1)+ Zu;és,t ZUGD; [, ). [

Vist aix0, com hem dit previament a la introduccio, les xarxes de fluxos tenen moltes
aplicacions a la vida real i una d’elles seria el problema d’eliminacié al beisbol, al qual
dedicarem un espai en aquest treball. En aquest cas, necessitem coneixer el concepte de
xarxa de flux bipartida.

Definicié 1.0.4. Una xarxa de flux NF' = (G,c, f,s,t) és bipartida si el conjunt de
nodes N del graf dirigit G' es pot partir en 2 subconjunts N; i N tal que per a cada arc
a = (u,v) € A es compleix que u € Ny iv € Ny, 0 bé que u € Ny i v € N;. Solem
representar la xarxa bipartida usant la notacié G = (NyU Ny, A) on ny = |Ny|ing = | Ny



Capitol 2

Algorismes de Hux maxim

Al llarg de la historia s’han estudiat diversos algorismes per resoldre el problema de flux
maxim en una xarxa de flux. En aquest problema ens trobem una xarxa on cada arc
té associat una capacitat i es desitja enviar el maxim de flux possible entre dos nodes
especials, el node font i el node pou, sense superar en cap cas la capacitat dels arcs.

Els algorismes que analitzem al llarg del treball sén algorismes de tipus preflow-push,
on la seva idea principal és empenyer el flux des de vertexs amb excés de flux cap al node
pou t, utilitzant camins que no sén necessariament els camins més curts d’s a ¢, sind només
estimacions actuals per a aquests camins. Per descomptat, es pot produir que I'excés de
flux no es pugui impulsar cap endavant des d’un vertex v; en aquest cas, s’ha d’enviar de
nou a la font per un cami adequat. L’eleccié de tots aquests camins esta controlada per
una determinada funcié d’etiquetatge al conjunt de vertexs. Aquesta estrategia permet
a aquests algorismes obtenir una velocitat que els fa ser un dels algorismes més eficients
del problema de flux maxim.

Durant el procés d’aquests algorismes, s’utilitza el concepte “preflow” que tradui-
rem com a “preflux”, on la condicié de conservacié de flux a la xarxa de flux definida
previament no es complira, és a dir, els nodes no necessariament han de conservar el flux
durant el procés, per tant la quantitat de flux que entra en un node pot ser més gran que
la quantitat de flux que en surt. Aquesta propietat es manté al llarg de tot I’algorisme;
només és al final que el preflux es converteix en flux, i aleshores ja és maxim.

Per realitzar els algorismes, partim d’una xarxa de flux NF amb un flux determinat
f. Aleshores, podem considerar els subconjunts segiients:

e [; := Conjunt d’arcs on es pot augmentar el flux.

e Ry := Conjunt d’arcs on es pot disminuir el flux.

Si f(a) > 0 llavors a € Ry, és a dir, podem disminuir el flux de 'arc a. Mentre que si
f(a) < c(a) aleshores a € Iy, per tant podem augmentar el flux de l'arc a.

Per tant podem definir el conjunt d’arcs en que es pot augmentar o disminuir el flux
com Ay = I; U Ry.
En aquest punt, podem definir que és una xarxa residual associada a la xarxa de flux.

Definici6é 2.0.1. Una xarxa residual NF(f) = ((N, Ay),r, f,s,t) és una xarxa de flux
associada a la xarxa de flux NF' = ((N, A), ¢, f,s,t) amb una capacitat residual definida
com una funcié r : Ay — RT que esta formada de la manera segtient:

>
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e Sil'arc a = (u,v) € Iy, aleshores construim un arc a’ = (u,v) (amb el mateix sentit
que l'arc a) amb el valor de la capacitat residual r(u,v) = c¢(a) — f(a).

e Sil'arc a = (u,v) € Ry, aleshores construim un arc ¢’ = (v,u) = —a (amb sentit
contrari a 'arc a) amb el valor de la capacitat residual r(v,u) = f(a).

A continuacié, necessitem definir el concepte de preflux, introduit préviament quan no
es complia la condicié de conservacié de flux. I a més a més, també definirem el concepte
d’excés d'un node que va lligat al mateix context.

Definicié 2.0.2. Definim el concepte preflux com la funcié f : A — R que compleix les
dues propietats segiients:

i) Condici6 de viabilitat: Requereix que cada arc porti una quantitat de flux no nega-
tiva que mai pot superar la seva capacitat, és a dir,

0 < f(a) <c(a) Vae A.

ii) No hi ha necessariament conservacié de flux: Per a qualsevol node u € N amb

w7 {s,t},
Z flu,v) = Z f(v,u) > 0.

veDF veDy

Definicié 2.0.3. I per a aquests fluxos no conservatius definim ’excés dels nodes com la
funcié e : N — R tal que e(u) = >, p+ f(u,v) = > cp- f(v,u) on u € N. Ten el cas
que e(u) > 0, direm que el node u esta actiu.

Finalment, abans de passar a explicar els algorismes, necessitem definir el concepte
d’etiquetatge d’'un node, també introduit previament i el concepte d’arc admissible.

Definicié 2.0.4. Definim la funcié d’etiquetatge com 'aplicacié d : N — N que compleix
les 3 propietats segiients:

i) d(t) = 0.
ii) d(s) = |N|.
iii) d(u) < d(v) + 1 per qualsevol arc a = (u,v) € A.

Aquestes etiquetes de distancia del node u € N on u # {s,t}, realment representen la fita
inferior de la longitud del cami més curt des del node u fins al node ¢ de la xarxa residual.

Definicié 2.0.5. Un arc a = (u,v) € Ay de la xarxa residual és admissible si d(u) =
d(v) + 1.
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2.1 Algorisme generic preflow-push

Per aplicar I'algorisme generic partirem d’una xarxa NF amb flux nul. Aix{ doncs, com
que no hi ha cap arc a = (u,v) € Ry, la xarxa residual associada coincideix amb la inicial.
Primerament, s’empeny tot el preflux possible des del node font fins a tots els seus nodes
adjacents i s’estableixen les etiquetes de distancia inicials de tots els nodes, de tal manera
que compleixin les propietats esmentades previament. Aquest etiquetatge es duu a terme
de la manera segiient:

1) Etiquetem el node font i el node pou tal com s’havia definit, és a dir, d(s) = |N| i
d(t) = 0.

2) Etiquetem un node qualsevol u € N amb u # {s,t}, a partir de les etiquetes
de distancia dels nodes de D, és a dir, si tenim larc @ = (u,v) € Ay aleshores
d(u) = d(v) + 1. En cas que aquests no tinguin etiquetes de distancia, realitzarem

el pas 2 per a aquests nodes, i aixi successivament fins a tenir-los tots etiquetats.

Un cop establertes totes les etiquetes de distancia, se selecciona un node actiu u € N
(cal tenir en compte que, en el primer pas, es converteixen tots els nodes adjacents al node
font en nodes actius). Llavors, si la xarxa residual conté un arc admissible a = (u,v) € Ay
on v € N és qualsevol altre node i es compleix que r(u,v) > 0, podem empényer ¢ unitats
de preflux des de u fins a v on ¢ ve descrit de la manera segiient:

d = min{e(u), r(u,v)}.
Aleshores, el valor d’excés del node u disminueix en § unitats, mentre que el valor d’excés
del node v augmenta en ¢ unitats.

En canvi, si la xarxa no conté cap arc admissible, reeetiquetem el node u per:
d(u) = min(d(v) + 1)

on v ha de ser un node adjacent a u i complir que r(u,v) > 0. Finalment, si no trobem
cap node actiu, ’algorisme parara. En aquest punt, com que no hi haura cap node en
excés, el preflux complira la propietat de conservacié del flux i per tant, ja podrem parlar
de flux. Aleshores, haurem trobat el flux maxim que es defineix com:

FM = Z f(U, t)
veED,
Aquest ltim resultat ens ’assegura el teorema segiient:

Teorema 2.1.1. L’algorisme de preflow-push ens dona un flux i aquest és mazxim.

Demostracié: La podem trobar a la referéncia [Hochstéttler & Schliep 2010]. O

2.2 Algorisme FIFO preflow-push

Abans de poder descriure aquest algorisme, necessitem introduir el concepte d’“examinacio
dels nodes”. A cada iteracié de 'algorisme generic preflow-push, com hem vist anterior-
ment, se selecciona un node u que estigui amb excés i a continuacio es realitza un impuls
de preflux (que pot ser que sigui saturant o que no ho sigui) o es reetiqueta el node.
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Definicié 2.2.1. Direm que un impuls de § unitats de preflux d'un node v a un node v
és saturant si 0 = r((u,v)) i no saturant si 0 # r((u,v)).

Observacié 2.2.2. Un impuls no saturant del node u, aconsegueix que el node u passi
d’estar actiu a no estar-ho, és a dir, e(u) = 0.

Si l'algorisme generic realitza doncs un impuls de preflux, llavors el node u podria
ser que encara estigués actiu, pero no és una condicié obligatoria que 1’algorisme torni a
seleccionar aquest node a la iteraci6 seglient.

No obstant, és facil incorporar la regla que sempre que ’algorisme seleccioni un node
actiu, continui impulsant preflux des d’aquest node fins que 'excés d’aquest node sigui 0
o fins que 'algorisme reetiqueti el node, en el cas que no hi haguessin arcs admissibles.

Conseqiientment, ’algorisme realitzara diversos impulsos saturants seguits d’impulsos
no saturants o reetiquetatges. I ens referim a aquesta seqiiencia d’operacions com a
“examinaci6 dels nodes”.

Per tant, el que introduim a l'algorisme FIFO preflow-push respecte al generic és
aquesta regla de seleccio dels nodes. A continuacid, procedim a explicar ’algorisme:

Partim d’una xarxa de flux N F amb preflux nul, empenyem tot el preflux possible des
del node font fins a tots els seus nodes adjacents i establim les etiquetes de distancia a
tots els nodes seguint la mateixa estructura que a l’algorisme generic.

Llavors, es crea un vector que 'anomenem LLIST A on es posen tots els nodes actius
de la xarxa ordenats. Se selecciona el primer node u € N del vector i es realitza 'impuls
de ¢ unitats de preflux o la reetiquetacié del node en funcié de si hi ha arcs admissibles
0 no.

Posteriorment, s’observa si hi ha més nodes actius a la xarxa i, en cas afirmatiu,
s’afegeixen a la cua del vector LLIST A.

L’algorisme va examinant el primer node del vector fins que aquest es torna inactiu o
és reetiquetat; en el primer cas, el node s’elimina del vector, mentre que en 1'iltim cas,
s’afegeix el node examinat a la cua del vector. En tots dos casos, es passa a examinar el
node segiient.

[’algorisme s’acabara en el moment que LLISTA = () ja que no tindrem nodes actius
a la xarxa i, per tant, el preflux es convertira en flux. Haurem trobat el flux maxim F),
que esta definit de la mateixa manera que en ’algorisme generic.

Exemple 2.2.3. Un cop explicat el procediment de l’algorisme, procedim a veure un
exemple.

Volem trobar el flux maxim de la xarxa de flux que tenim a la figura [2.1]. En cadascun
dels arcs hi ha la informacié del preflux i de la capacitat (preflux|[capacitat]). En primer
lloc, s’envia el maxim de preflux des de la font als nodes adjacents, com podem observar
a la figura [2.2] i es posa 'etiqueta de distancia a tots els nodes.

En aquest punt, les etiquetes de distancia sén: d(s) =5, d(1) =2, d(2) =1,d(3) =1
id(t) =0. Iel vector dels nodes amb excés és: LLISTA = {1,2} ja que e(1) =2 > 0,
e(2)=3>0ie(3)=0.

Aleshores, seleccionem el node 1 que és el primer element del vector i mirem si té cap
arc admissible per passar el preflux en excés. N’hi ha 3 de possibles: {(1,s), (1,2),(1,3)}.
I triem Parc a = (1,2) que és I"inic admissible ja que d(1) = d(2) + 11 r((1,2)) =3 # 0,



2.2. Algorisme FIFO preflow-push 9
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mentre que els altres dos no compleixen una de les dues condicions. Per tant, enviem

0 = min{e(1),7((1,2))} = min{2,3} = 2 unitats de preflux, com podem observar a la
figura [2.3].

Ara tenim que e(1) =2 —2 =101 e(2) = 3+ 2 = 5, aleshores podem eliminar el node
1 del vector: LLISTA = {2}.

En aquest punt, seleccionem el node 2 que té 3 possibles arcs admissibles, pero 1'inic
que compleix les condicions d’arc admissible és 'a = (2,¢) ja que d(2) # d(1) + 1 i
d(2) # d(s) + 1. Aixi que enviem 0 = min{e(2),r((2,¢))} = min{5,2} = 2 unitats de
preflux, com podem observar a la figura [2.4].

3 3
AN AN
. \
S 202 — 1 t s 202 — 1 t
/
Z & © % 0§ ®
N7 ANV
2 2
Figura 2.3 Figura 2.4

En aquest cas e(2) = 5 — 2 = 3, mentre que els excessos dels nodes 1 i 3 no s’han

modificat, aleshores el vector LLIST A = {2} és el mateix. Per tant, tornem a seleccionar
el node 2.

Ara no té cap arc admissible, aixi que el reetiquetem: d(2) = min{d(s)+1,d(1)+1} =
min{5 + 1,2 + 1} = 3. No tenim en compte el valor de d(t) + 1, ja que r((2,t)) =01 la
condicié de reetiquetar imposa que r((u,v)) > 0 per a qualsevol parella de nodes.
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Com que al vector LLIST A només hi ha un element, tornem a seleccionar el node
2 1 ara tenim que l'arc a = (2,1) és admissible ja que d(2) = d(1) + 11 r((2,1)) # 0.
Aleshores enviem 6 = min{e(2),7((2,1))} = min{3,2} = 2 unitats de preflux, com podem
observar a la figura [2.5].

Si actualitzem els excessos, tenim que e(1) =0+2=2,¢(2) =3-2=11¢(3) =0.
Per tant, LLISTA = {2,1} i tornem a seleccionar el node 2, perd en aquest cas no torna
a tenir arcs admissibles, aixi que el reetiquetem: d(2) = min{d(s) + 1} = 6 i per tant
posem el node 2 a la cua del vector: LLISTA = {1,2}.

A continuacid, seleccionem el node 1 i dels tres possibles arcs admissibles, I'inic que
compleix les condicions de ser-ho és 'a = (1, 3). Per tant, enviem § = min{e(1),7((1,3))} =
min{2,4} = 2 unitats de preflux, com podem observar a la figura [2.6].

S

a—t N
\ /N

% 8 ® %z 5 ®
2 2
Figura 2.5 Figura 2.6

Els excessos dels nodes seran e(1) =2 -2 =0,¢(2) =11e(3) =0+2 =21ien
conseqiliencia, eliminem el node 1 del vector i hi afegim el node 3: LLISTA = {2,3}.

Les etiquetes de distancia en aquest moment sén: d(s) = 5, d(1) = 6, d(2) = 2,
d(3)=11id(t) =0.

Ara seleccionem el node 2 i I'arc admissible a = (2,s). Aleshores podem empényer
0 = min{e(2),7((2,s))} = min{1,3} = 1 unitats de preflux, com podem observar a la
figura [2.7].

Podem observar que e(1) = 0, e(2) =1 —1 =01 e(3) = 2, és a dir, el node 2 s’ha
tornat inactiu, aixi que LLISTA = {3}. Aleshores seleccionem I'inic node del vector,
el 3; prenem 1"inic arc admissible que té, 'a = (3,t) i enviem § = min{e(3),7((3,¢))} =
min{2, 1} = 1 unitats de preflux, com podem observar a la figura [2.8].

Ara e(3) = 2 —1 = 1, aixi que el tornem a seleccionar pero en aquest cas no té

arcs admissibles. Per tant reetiquetem el node 3: d(3) = mind(1) +1 = 3 i el vector
LLISTA = {3} no ha variat.

Novament prenem el node 3 que ara té I’arc admissible a = (3,1) jaque d(3) = d(1)+11
r((3,1)) =2 # 01 empenyem ¢ = min{e(3),7((3,1))} = min{1, 2} = 1 unitats de preflux,
com podem observar a la figura [2.9].
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Figura 2.7 Figura 2.8

Els excessos dels nodes seran e(1) = 0+1 =1,¢2) =0ie3) =1—-1=01
en conseqiiencia, LLISTA = {1}. Per tant, seleccionem el node 1 que no té cap arc
admissible, aixi que el reetiquetem: d(1) = min{d(s) + 1,d(2) + 1,d(3) + 1} = min{5 +
1,6 + 1,341} =4 1iel vector LLIST A no es modifica.

Les etiquetes de distancia en aquest moment sén: d(s) = 5, d(1) = 6, d(2) = 4,
d(3)=31d(t) =0.

Prenem el node 1 que ara té com a arc admissible 'arc a = (1,3), per tant enviem

9 = min{e(1),7((1,3))} = min{1,3} = 1 unitats de preflux, com podem observar a la
figura [2.10].

3 3
S 28] — 1 £ s 28] — 1 £
"Q@\§/%\%\ ‘9@\§/%\%\
2 2
Figura 2.9 Figura 2.10

Novament modifiquem els excessos: e¢(1) =1—-1=0,¢(2) =0ie(3) =0+1= 1.
Aleshores LLIST A = {3} i seleccionem el node 3 que no té arcs admissibles, aixi que el
reetiquetem: d(3) = min{d(1) + 1} = 5.

Com que el vector LLIST A no s’ha modificat, tornem a seleccionar el node 3 que ara
té 'arc a = (3,1) que és admissible i enviem 6 = min{e(3),7((3,1))} = min{l1,2} =1
unitats de preflux, com podem observar a la figura [2.11].
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El node 3 ha passat a estar inactiu mentre que el node 1 ha passat a estar actiu amb
e(l) =1, aix{ que LLISTA = {1} i prenem aquest node que no té arcs admissibles. De
manera que el reetiquetem: d(1) = min{d(s)+1,d(2)+1,d(3)+1} = min{5+1,6+1,5+
1} =61 el vector LLIST A no es modifica.

Per tant seleccionem novament el node 1, que té 'arc a = (1, s) que és admissible i

enviem 0 = min{e(1),7((1,s))} = min{1,2} = 1 unitats de preflux, com podem observar
a la figura [2.12].

3 3
S 2[2] — 1 /t S 12l — 1 /t
%\i/%\%\ %\i/&\
2 2
Figura 2.11 Figura 2.12

En aquest punt, e(1) =1—-1=10, e(2) =01 e(3) = 0, aixi que LLISTA = (), és a
dir, ja no tenim nodes actius i per tant I’algorisme parara. En aquest punt, el preflux
compleix les condicions per ser flux en tots els nodes i podem calcular el flux maxim que
en aquest cas és:

Fy=)Y_ flv,t)=3

veD,

2.3 Algorisme highest-label preflow-push

Aquest algorisme manté el concepte introduit d’“examinacié dels nodes” de ’algorisme
FIFO i, a més a més, sempre empeny preflux des del node actiu amb 'etiqueta de distancia
més gran.

Per poder explicar-lo, primer definim:

h* = max{d(u)|u és un node actiu}.

L’algorisme comenga de la mateixa manera que ho feien els dos anteriors, és a dir,
parteix d’una xarxa N F amb preflux nul, a continuacié s’empeny tot el preflux possible
des del node font fins a tots els seus nodes adjacents i s’estableixen les etiquetes de
distancia inicials de tots els nodes.

Llavors a I’hora de seleccionar un node, I’algorisme examina els nodes amb 'etiqueta
de distancia igual a h* i empeny el preflux als nodes amb distancia igual a h* — 1, i aquests
al seu torn, empenyen preflux als nodes amb distancia h* — 2 i aixi successivament fins
que l'algorisme reetiqueti un node o tots els nodes estiguin inactius.
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En el cas que es reetiqueti un node, I'algorisme repeteix el mateix procés; mentre que
en el cas que tots els nodes estiguin inactius, 1’algorisme haura acabat. I per tant haurem
trobat el flux maxim F)y.

Aquest algorisme és actualment el metode més eficient per resoldre el problema de flux
maxim a la practica perque realitza el menor nombre d’impulsos no saturants.

Exemple 2.3.1. Per il-lustrar intuitivament aquest fet, considerem ’exemple segiient on
farem una comparacié entre 1’algorisme FIFO preflow-push i ’algorisme highest-label.

Volem trobar el flux maxim F); de la xarxa de flux mostrada a la figura [2.13].

/S\ t

//O\X\Q\X\ Q\\\ Q\\\ % O/J/ 0/1/0/]/\\ §

1 £ 0foo] + 2 = 0foo] + 3 - 0foo] + 4 0foo] 5 - 0foo] » 6 - 0foo] > 7 - 0joo] 3 8
Figura 2.13

Al primer pas, qualssevol dels dos algorismes envia el preflux des del node s fins als seus
nodes adjacents i per tant, tots els nodes exceptuant el node font i el node pou estaran

actius, és a dir, e(1) = ... = e(8) =1 > 0, com ho podem veure a la figura [2.14].
/ i \
//X\X\ X\X\ ’\\x\ \\\\ % Z/J/ J/J/]///\\ §
1< 0foo] » 2 = 0foo] + 3 - 0foo] + 4 Ofoc] 5 - 0foo] > 6 - 0foo] > 7 - Ofoo] 3 8
Figura 2.14

En aquest punt tenim les etiquetes de distancia segiients: d(s) = 10, d(1) = 8,d(2) =7,
d(3) =06, d(4) =5,d(5) =4,d(6) =3,d(7)=2,d8) =1id(t) =0.

A continuaci6 Ialgorisme de highest-label examina els nodes {1,2, ..., 7,8} amb aquest
ordre ja que d(1) =d(2) + 1, d(2) =d(3) + 1, ..., d(7) = d(8) + 11 d(8) = d(t) + 1. Per
tant, el node 1 empeny tot I'excés al node 2, aquest al node 3 i aixi successivament fins
que el node 8 empeny tot el preflux al node pou. Ho mostra la figura [2.15].

En canvi, l'algorisme FIFO realitza moltes més empentes. Com que al final del primer
pas, hem vist que tots els nodes exceptuant dels nodes font i pou estaven en excés, tenim
que el vector LLISTA = {1,2,...,7,8}. Aleshores examinarem el node 1, seleccionarem
I'arc admissible a = (1, 2) i realitzarem I'empenta d’1 unitat de preflux com podem veure
a la figura [2.16].
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Figura 2.15
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1< 1fo0] > 2= 0foc] + 3 - Ofoc] + 4 0f>c] 5 - 0foc] » 6 - 0fo0] 3 7 - 0[] 3 8
Figura 2.16

En aquest punt, observarem que el node 1 es tornara inactiu i en conseqiiencia s’elimi-
nara del vector LLIST A.

Al pas segiient, seleccionarem el node 2 que tindra I'arc admissible a = (2, 3) i per tant
es fara una empenta de 2 unitats de preflux com podem veure a la figura [2.17].

1< 1foo] » 2 = 2foo] » 3 - 0foo] » 4 Ofoc] 5 - 0foo] » 6 - 0foo] 3 7 - 0fo0] 3 8

Figura 2.17

I aixi successivament ho fariem amb tots els nodes del vector LLIST A fins que acon-
seguissim que LLISTA = (). En aquest moment obtindriem la mateixa xarxa que a la
figura [2.15].

Es facil comprovar que l'algorisme FIFO haura realitzat 8 passos, tants com nodes hi
havia al vector LLIST A, mentre que I'algorisme highest-label només ha necessitat 1 pas.
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2.4 Algorisme preflow-push en xarxes bipartides

En aquest apartat descriurem una especialitzacié dels algorismes de tipus preflow-push
pero adaptats a resoldre problemes de flux maxim en xarxes bipartides.

En el pitjor dels casos, és a dir, quan els subconjunts de nodes N; i Ny son d'una mida
comparable, el comportament d’aquests algorismes és similar als algorismes originals; en
canvi, si un dels subconjunts és substancialment més gran que 'altre, els algorismes en
xarxes bipartides sén més rapids que els originals.

Assumirem que n; < ny i que el node s € Ny. En el cas hipotetic que s € Ny,
podriem crear un nou node s/ € Ny i afegir un nou arc a = (s/,s) € A amb una capacitat
suficientment gran.

En aquest treball examinarem només 'algorisme generic preflow-push per a xarxes
bipartides, tot i que les idees que comentarem es poden aplicar de la mateixa manera pels
algorismes FIFO i highest-label.

L’algorisme comenca de la mateixa manera que els altres, és a dir, parteix d'una xarxa
amb flux nul, s’empeny tot el preflux possible des del node font cap a tots els seus nodes
adjacents (en el cas que s € Nj, previament enviariem tot el preflux possible des del
node s/ al node s) i s’estableixen les etiquetes de distancia inicials a tots els nodes, amb
I"inica diferencia als algorismes anteriors que 'etiqueta de distancia del node font sera
d(s) = 2n;.

Aquesta modificacié construeix la idea segiient: per enllacar els impulsos no saturants
de qualsevol algorisme preflow-push, normalment fem servir una funcié definida en termes
de tots els nodes actius de la xarxa. Si tots els nodes de la xarxa poden estar actius,
I’algorisme realitzara un nombre d’impulsos no saturants. No obstant, si només permetem
que estiguin actius els nodes de Ny, com que n; < n podem obtenir un limit més ajustat
al nombre d’impulsos no saturants.

Afortunadament, 'estructura especial de les xarxes bipartides ens permet idear un
algorisme que sempre aconsegueix mantenir els nodes d’ /N, inactius. Aconseguim aquest
objectiu comencant per una solucié on els tnics nodes actius es trobin a N i realitzant
impulsos de longitud 2; és a dir, empenyem el preflux sobre 2 arcs admissibles consecutius
perque qualsevol excés sempre torni a un node de N7 i cap node de N; es faci actiu.

L’empenta sera de § = min{e(u), r(u,v),r(v,w)} unitats, on (u,v) i (v, w) sén els dos
arcs admissibles consecutius.

Com passa a ’algorisme generic, en el cas que no hi hagi arcs admissibles reetiquetarem
el node corresponent, és a dir, si és el primer node el que no té arcs admissibles, doncs sera
aquest el que reetiquetem; mentre que si és el segon, reetiqueterem el segon. L’algorisme
acabara quan no hi hagin nodes actius.

En aquest punt, com que no hi haura cap node en excés, el preflux complira la propietat
de conservacié del flux i per tant, ja podrem parlar de flux. Aleshores, haurem trobat el
flux maxim Fiy = >° cp- f(v, 7).

Exemple 2.4.1. Un cop explicat el procediment de ’algorisme, procedim a veure’n un
exemple.
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Volem trobar el flux maxim de la xarxa de flux que tenim a la figura [2.18]. En primer
lloc, s’envia el maxim de preflux des de la font als nodes adjacents, com podem observar
a la figura [2.19] i es posa l'etiqueta de distancia a tots els nodes.

1 1
. .
\/ 0///\ \/ 0/]/\
Q\% - 3 ~ %\% = 3 ~
/ = < Y / = < Y
S t S t
7 7
N & o) N & PR
% o %, o
AN ol AN o>
- ~
2 2
Figura 2.18 Figura 2.19

En aquest punt tenim que tots els nodes de N; estan actius, mentre que els d’Ny
inactius, és a dir, e(1) =2 > 0, e(2) =3 >0, e(3) = 01 e(4) = 0. I les etiquetes de
distancia sén: d(s) =6, d(1) =2, d(2) =2,d(3) =1,d(4) =11id(t) =0.

Seleccionarem el node 1 que té aquests 2 arcs admissibles: {(1,3),(1,4)} ja que d(1) =
d3)+1=d(4)+1,r((1,3)) >0ir((1,4)) > 0. I ens quedarem amb el primer. Llavors el
node 3 només té 'arc admissible (3,¢). Aleshores enviem 6 = min{e(1),7((1,3)),7((1,4))} =
min{2, 1,1} = 1 unitats de preflux, com podem observar a la figura [2.20].

D’aquesta manera, tenim que e(l) = 2 —1 = 11 ¢(3) = 3. Aixi que tornem a
seleccionar el node 1. En aquest cas només té com a arc admissible I'a = (1,4) i el node
4 només té l'arc (4,t) que compleix les condiccions de ser admissible. Aleshores enviem
d = min{e(1),7((1,4)),7((4,t))} = min{1,4,5} = 1 unitats de preflux. Ho podem veure
a la figura [2.21].

~

/ 2/ S / 2/
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AN & ol AN N 0
% - 2 -
< / 4 . / 4
N / AR N / AR

2 2

Figura 2.20 Figura 2.21

Ara tenim que el node 1 ha passat a estar inactiu, mentre que el node 2 segueix
actiu amb e(2) = 3. Llavors, observem que aquest node té 2 possibles arcs admissibles:
{(2,3),(2,4)}. Seleccionem el primer, perd comprovem que el node 3 no té cap arc
admissible, aixi que el reetiquetem: d(3) = min{d(1)+1} = 3; no tenim present l’etiqueta
de distancia dels nodes 2 i t ja que r((3,2)) = r((3,t)) = 0.

Continuem tenint només el node 2 actiu, per tant el seleccionem i en aquest cas només
té larc (2,4) com a admissible. Llavors, el node 4 té 'arc (4,t) que compleix les propietats
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d’admissible. Per tant enviem § = min{e(2),7((2,4)),7((4,t))} = min{3, 2,4} = 2 unitats
de preflux, com podem observar a la figura [2.22].

Com a conseqiiencia, e(2) = 3 —2 = 1 i tornem a seleccionar el node 2 que és 1'inic
que esta actiu tot i que ara no té arcs admissibles, aixi que el reetiquetem: d(2) =
min{d(s) +1,d(3) + 1} = min{6 + 1,3+ 1} = 4.

En aquest punt tenim les segiients etiquetes de distancia: d(s) =6, d(1) = 2, d(2) = 4,
d(3)=3,d(4)=11id(t) =0.

Novament ens quedem amb I'inic node actiu, el 2; que després de reetiquetar-lo ha
aconseguit ’arc admissible (2,3) amb 7((2,3)) = 2 i el node 3 té I'arc (3,1) que també és
admissible. Aixi que enviem § = min{e(2),7((2,3)),7((3,1))} = min{1,2,1} = 1 unitats
de preflux, com podem observar a la figura [2.23].

~
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Figura 2.22 Figura 2.23

Després d’aquesta empenta, tenim que e(1) = 0+1=1ie(2) =1—-1=0,4és a
dir, el node 1 ha passat d’estar inactiu a actiu i el node 2 el cas contrari. Aleshores
seleccionem el node 1 que té com a tunic arc admissible 'arc (1,4) amb r((1,4)) =3 iel
node 4 també té només un arc admissible, 'arc (4,¢) amb r((4,t)) = 4. D’aquesta manera
enviem 0 = min{e(1),7((1,4)),7((4,¢))} = min{1,3,2} = 1 unitats de preflux, com ho
mostra la figura [2.24].
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Figura 2.24

Finalment podem comprovar que e(1) = e(2) = 0, és a dir, tots els nodes d’N; han
deixat d’estar actius i per tant ’algorisme parara. En aquest punt, el preflux compleix
les condicions per ser flux en tots els nodes i podem calcular el flux maxim:

Fy =Y f(v,t)=5.

veED,






Capitol 3

Problema d’eliminacié del beisbol

Una de les aplicacions a la vida real dels algorismes que acabem de veure seria el problema
d’eliminaci6 del beisbol, que tracta del segiient:

En un moment concret de la temporada, cadascun dels (n + 1) equips de la lliga
americana, que els enumerem des de I'equip 0 fins I'equip n, han jugat una serie de
partits. Suposem que 'equip “/” ha guanyat w; dels partits que ja ha jugat i g;; és el
nombre de partits que els equips “i” i “j” encara han de jugar 'un contra I’altre. I a més
a més, suposem que els partits no poden acabar en empat.

Llavors, un aficionat ansiés i optimista d’un dels equips vol saber si el seu equip encara
té 'oportunitat de guanyar la lliga.

Direm que podem eliminar un equip en concret de la lliga, suposem que és 1’equip 0, si
per a cada resultat dels partits sense jugar, un equip almenys obtindra més victories que
I’equip 0. En aquest cas, no sera el campié.

Deixem que wp,.,; denoti wy més el nombre total de partits que encara ha de jugar
I'equip 0, que en el millor de tots els casos sera el maxim nombre de victories que pot
aconseguir ’equip 0.

Aleshores, podem transformar aquest problema en un problema de flux maxim en una
xarxa bipartida de la manera segiient:

Definim el conjunt de tots els equips de la lliga excepte 'equip 0 com S = {1,...,n} i
el digraf G = (N1 U Ny, A) amb Ny = {my, |z,y € S,z #y} U {t} i Ny ={s} U S on

[199%)] (139

Mg, representa un partit entre 'equip “z” il'equip “y”, s el node font i ¢ el node pou.

Llavors, cada node “partit” mg, té un arc d’entrada a = (s,m,,) € A amb una
Ko s W,

capacitat de g,, ja que els partits que juguen entre els equips “z” 1 “y” tenen un total de
Jzy Victories per assignar.

A més a més, cada node my, té dos arcs de sortida (my,,z) € A i (Mmyy,y) € A on
els fluxos d’aquests arcs representen al nombre de victories de 'equip “z” i de I'equip
“,

y” respectivament, entre els partits g,, addicionals que aquests dos equips encara han
de jugar I'un contra l'altre, i els assignem una capacitat d’co.

I per ultim, cada node “equip” i € S, té un arc de sortida a = (i,t) € A amb un flux
Ty que representa al nombre total de partits addicionals que guanya l'equip “7” i una
capacitat d'(wpqe — w;), que garanteix que I'equip “i” no pugui rebre prou flux dels nodes
de “partits” per superar ’equip 0 en el total de victories ja que si 'equip 0 vol guanyar

19
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la lliga, necessitem una manera d’assignar totes les victories dels altres partits que no
impliquin 'equip 0, de manera que el total de victories de qualsevol equip no superi w4z
Es a dir,

Wynae > Wi + Ty VI € S.

Que ho podem reescriure com:

Tit < Wppazw — W; Vi € S.

El teorema segilient ens assegura quan l’equip escollit pot o no guanyar la lliga després
d’haver trobat el flux maxim a la xarxa de flux:

Teorema 3.0.1. L’equip 0 pot acabar la temporada en la posicio < hi ha un flux factible
al digraf, és a dir, que satisfa les condicions de viabilitat © de conservacio de flux, que
satura totes les arestes (s, myy) € A.

Demostracié:
=) Suposem que l'equip 0 pot acabar la temporada en la posicid, aleshores cada equip
i € S guanya com a molt (wy + go; — w;) dels partits que queden, Vj € S.

W W
2

Llavors per cada partit entre els equips i “5”7 que guanya l'equip
unitat de flux al llarg del cami s — m;; — i — t.

“”, afegim una

“sn
7

Com que hi ha exactament g;; partits entre els equips i“57, tots els arcs (s, m;;) € A
estan saturats. I com que cada equip 7 € S guanya com a molt (wo+ go; —w;) dels partits
que queden (Vj € S), el flux resultant és factible ja que 0 < f(a) < ¢(a), Ya € A.

<) Suposem ara que tenim un flux factible f que satura tots els arcs a = (s,my,) € A,
és a dir, f(a) = c(a). I també que l'equip “i” guanya exactament f(m;;, i) partits contra
Iequip “j7, Vi,j € S.

“2’77 WM

Aleshores tenim que els equips i %97 juguen f(myj;, i)+ f(mij, 7)) = f(s,miy) = gi
partits, de manera que podem assegurar que es juguen tots els partits restants.

A més a més, cada equip i € S guanya un total de } . ¢ f(mij,i) = f(i,t) < (wo +
go; — w;) dels propers partits (Vj € S), on a la desigualtat hem fet servir la hipotesi que
tenim un flux factible. I per tant, si arreglem la desigualtat, tenim que:

wi+2f(mz‘j,i) < wo+ goj ,Vj €S,

jes

Es a dir, si a I'equip “” 1li sumem els partits guanyats fins llavors més tots els que li
queden per jugar, com a molt sera igual a wy + go;. De manera que en podem concloure
que si 'equip 0 guanya tots els partits que li queden, acabara la temporada en 1a posicio.

O

Exemple 3.0.2. Podem considerar ’exemple de la lliga americana de 1'est de Beisbol al
30 d’agost del 1996 formada per 5 equips amb les dades mostrades a la taula [3.1], on
hi podem observar els partits guanyats i perduts per cada equip, el total de partits que
els hi falten jugar per acabar la lliga i el total de partits que han de jugar uns contra els
altres, respectivament.
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EQUIP WIN-LOST | PENDENTS | NYY | BAL | BOS | TOR | DET
New York Yankees 75-59 28 - 3 8 7 3
Baltimore Orioles 71-63 28 3 - 2 7 4
Boston Red Sox 69-66 27 8 2 0 0
Toronto Blue Jays 63-72 27 7 7 0 - 0
Detroit Tigers 49-86 27 3 4 0 0
Taula 3.1

Suposem que en aquest precis moment de la temporada, els aficionats de qualsevol
equip volguessin saber si el seu equip encara té opcions de guanyar la lliga.

Comencem pel cas d'un aficionat de Detroit Tigers. Com hem explicat previament,
hem de crear una xarxa de flux amb 4 nodes ”equips”, 6 nodes ”partits”, el node font,
el node pou i els arcs corresponents amb les seves capacitats, com podem visualitzar a la
Figura [3.1].

NYY-BAL
\\ 78 Y
¢ \
NYY-BOS Ofoc] —— NYY
Q\O‘)\ 0{00}

N NYY-TOR BAL %,
/Om / O/Cb ) 0/5/&
g / OO\ t

\ )
- & ol 7
% . X%\
> BAL-BOS 0fc] ; BOS \\
0/\\0/

Figura 3.1

Es facil veure que la capacitat total de les arestes (s, Myy) € Aés (34+84+T74+24+7+0) =
27. D’altra banda, la capacitat total de les arestes (i,t) € A és 26, la qual cosa implica
que el flux maxim seria com a maxim 26, per tant al realitzar ’algorisme preflow-push per
xarxes bipartides no trobarem cap flux factible que saturi totes les arestes (s,my,) € A.

Si ara ens fixem en el cas d’un aficionat de Toronto Blue Jays, podem crear la xarxa
de flux amb els nodes adients i els arcs amb les seves capacitats corresponents. La veiem
a la Figura [3.2].
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Figura 3.2

Llavors, a 'aplicar ’algorisme generic preflow-push per a xarxes bipartides obtenim la
xarxa de la Figura [3.3].

NYY-BAL

/ N T -

NYY-BOS — 8foo] — NYY

O / 3(00) < N
7

Figura 3.3

Podem comprovar que hem trobat un flux factible que satura les arestes (s, my,) € A,
d’aquesta manera pel Teorema [3.0.1] podem assegurar que els Toronto Blue Jays encara
tenen opcions de guanyar la lliga.

Si féssim el mateix pels equips de Boston Red Sox i Baltimore Orioles, és facil assegurar
que també trobariem un flux factible que saturés les arestes que surten del node font. I
com a conseqiiencia encara tenen opcions de quedar primers.



Capitol 4

Implementacio

Els algorismes treballats al llarg del treball s’han dut a terme amb una aplicacié in-
formatica anomenada simulador mitjancant el programa Visual Studio.

Es tracta d’un programa central que té diversos moduls *.cpp on a cada un d’ells es
realitzen diferents tasques. L’objectiu d’aquest apartat és explicar el funcionament de
cada un i com interactuen entre ells per tal d’arribar al resultat desitjat.

4.1 Entrada i sortida d’informacio

El primer modul que tractem és ’'NF _inout.cpp. Es I’encarregat de llegir la informacid,
guardar-la en memoria i fer-ne la sortida.

Per als algorismes utilitzats necessitem les dades d'una xarxa de flux o bé les d'una
xarxa de flux bipartida. El primer cas 'obtenim llegint les dades d’uns fitxers anomenats
NF*.dat. Quan el simulador rep aquestes dades té les opcions d’aplicar els algorismes
generic i FIFO preflow-push. Mentre que si es llegeixen les dades d’uns fitxers anome-
nats BPNF*.dat obtindrem una xarxa de flux bipartida. En el cas que el simulador
rebi aquestes, podra aplicar 1’algorisme preflow-push en xarxes bipartides. El simbol *
representa un nombre que va canviant en funcié de I'arxiu que vulguem usar.

Tant els arxius NF*.dat com els arxius BPNF*.dat tenen l'estructura segiient:

1) A la primera linia trobem 2 valors, el de vn i el d’an que representen al nombre
total de nodes i al nombre total d’arcs de les xarxes de flux, respectivament.

2) A les vn linies segiients tenim la informacié de cada un dels nodes. En cada linia
trobem 3 valors: el primer correspon a l'identificador numeric del node i els altres
dos als valors posicionals, comencant per la columna en que es troba i acabant per
la fila.

3) A les an linies segiients tenim la informacié de cada un dels arcs. En cada linia
trobem 4 valors: el primer correspon a l'identificador de I'arc, els dos segiients al
node sortida i al node arribada de I’arc respectivament i, per ultim, la capacitat de
I’arc.

4) Finalment, a 'dltima linia trobem 2 valors: els identificadors del node font i del
node pou.

23
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Lectura dels fitxers NF*.dat

Un cop hem vist el format dels fitxers, podem passar a veure com guardem la informacio
llegida en memoria. En aquest cas utilitzem la funcié anomenada NF _read que usa les
variables vn i an i les funcions segiients:

e Eldigraf D construit com un vector<vector<vertex>> on guardem tots els nodes
i per cada un d’aquests nodes v, es crea la seva llista d’adjacencia D,,.

e Un vector de punts Np construit com un vector<point> on cada point és un
parell de coordenades.

e Un vector de capacitats NC construit com un vector<capacity> on cada capacity
representa a la capacitat d’un arc.

e Un vector de fluxos NF construit com un vector<flow> on cada flow representa
al flux d’un arc. Inicialment és un vector de zeros.

Els arcs estan guardats a les llistes d’adjacencies del digraf D i s’identifiquen amb un
vip pair<vertex, index> anomenat NA, on vip és una parella d'un vertex i un index
associada a un element de les llistes d’adjacencies. S’hi identifiquen el doble d’arcs que
hi ha a la xarxa de flux inicial per tal de poder crear la xarxa residual corresponent. A
continuacio observem el procés d’identificacié dels arcs:

Si volem guardar 'arc @ = (v,u), aleshores busquem la llista d’adjaceéncia del node
v i posem el node u com a adjacent del node v incorportant-lo a 1'iltima posicié de la
llista. I en aquest arc li assignem l’identificador d’arc a. Seguidament, busquem la llista
d’adjacencia del node u i hi afegim el node v a I'iltima posicié. 1 en aquest arc a’ = (u,v)
li assignem l'identidicador d’arc a4+-an. Podem veure-ho graficament a la Figura [4.1].

v f . u —
. i
V=1 »
U o v a -+ an
;‘.
Figura 4.1

Un cop tenim tota aquesta informacid, podem afegir la capacitat dels arcs als que
tinguin associat un index a<an ja que sén els arcs de la xarxa de flux inicial. T a partir
d’aqui ja es podria construir la xarxa residual necessaria per poder realitzar els algorismes.

Sortida d’informacio

Els arxius NF*.out o BPNF*.out i els arxius NF*.tex o BPNF*.tex se centren en
la sortida d’informacio. En ells hi trobem els diferents passos realitzats pels algorismes,
a més del flux maxim.

NF _write és la funcié encarregada d’escriure la informacié dels arxius NF*.out i
BPNF*.out. En primer lloc, escriu el nombre total de nodes vn i el nombre total d’arcs
an.
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A continuacid, per a cada un dels nodes, escriu la seva llista d’adjacencia i, per a cada
arc que tingui identificador a<an, ens dona la seva capacitat i el seu flux.

I per dltim, escriu el flux maxim F}; de la xarxa de flux.

A la Figura [4.2] en podem veure un exemple.

Network with 5 wvertices and 6 arcs
2  Adjacencies lists

2] 1 (e)[2/e] 2 (1)[3/e] {e}
1 @ (8) 2 (2)[3/8] 3 (3)[4/8] {e}
2 @ (7) 1(8) 4 (4)[2/e] {e}

6 3 : 1 (9) 4 (5)[1/8] {e}

7 4 : 2 (18) 3 (11) {0}

B Arcs

5 @1 (e) [2/0]
10 @ 2 (1) [3/0]

11 12 (2) [3/0]
12 13 (3) [4/8]
13 2 4 (4) [2/0]
14 3 4 (5) [1/0]

15 FLOW from © to 4: @

Figura 4.2

Mentre que NF _tex és la funcié encarregada d’escriure la informacié dels arxius
NF*.tex i BPNF*.tex. Ens proporcionen un diagrama de la xarxa de flux al pla.
Sempre es mostraran els arcs amb index a<an amb la seva capacitat i flux corresponent.

Totes les figures del Capitol [2] estan fetes amb aquests dos arxius.

4.2 Algorismes

En aquest apartat explicarem com hem programat els algorismes generic i FIFO preflow-
push per a xarxes de flux i el generic per a xarxes de flux bipartides que els trobem a
I’arxiu NF_compute.cpp.

La tria entre els tres algorismes la fa I'usuari a través del simulador com explicarem
més endavant.

4.2.1 Algorisme generic preflow-push

Aquest algorisme parteix de la xarxa residual obtinguda utilitzant les funcions descrites
previament i al primer pas es fa servir la funci6 NF_PreflowlInit que fa el segiient:

Envia tot el preflux possible des del node font imposant que N F[a] = NC|a] per als
arcs que surten d’aquest node. A continuacid, crea dos vectors nous:

e Un vector de distancies ND construit com un vector<length> on cada length
representa l'etiqueta de distancia d’'un node.

e Un vector d’excessos NE construit com un vector<excess> on cada excess repre-
senta el flux de cada node que ens servira per veure si aquest té excés o no.
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Llavors utilitza la funcié NF _distances per etiquetar cada node, tenint en compte
que ND[s] = |N|, ND[t] = 01 per la resta de nodes es troba el cami més curt de la xarxa
residual des del propi node fins al node pou. I finalment s’escriuen els excessos dels nodes.

Un cop fet aixo, per trobar el flux maxim de la xarxa de flux s’utilitza la funcio
NF_PreflowPush:

A cada pas, es busca un node amb excés xv. I llavors, per trobar-li un arc admissible
de la xarxa residual on poder-li enviar preflux es fa el segiient:

Es busca un node axv que pertanyi a la llista d’adjacencia del node xv, es crea I'arc
a corresponent i es mira que compleixi una de les dues condicions:

e Sia<an, (NCla] — NF[a]) > 01 ND[zv] = ND[axv] + 1, llavors haurem trobat
un arc admissible i s’enviaran ¢ unitats de preflux des de xv fins a axn on J esta
definit com:

d = min{ NE[zv], NC[a] — NF[a]}.

e Sia>an, NF[a—an] > 01i ND[zv] = ND[azv] + 1, llavors haurem trobat un arc
admissible i s’enviaran 0 unitats de preflux des de xv fins a axn on J esta definit
com:

d = min{ NE[zv], NF[a — anl}.

En el cas de no complir-se cap de les dues condicions, significara que no hi ha arcs
admissibles i, per tant, es reetiquetara el node xv fent el segiient:

Es consideren tots els nodes adjacents axn del node xv, es crea ’arc a corresponent i
per a cada un d’ells es fa:

e Sia <an, NF|a] < NC[a]i ND[zv] > ND|azv]+1, llavors N D[zv] > N D[axv]|+1.
e Sia>an, NFla—an] > 01 ND[zv] > N Dlazv|+1, llavors N D[zv] > N D[azv]+1.

Fet que ens assegura que N D[zv] = min{ N Dlazv] + 1}, V azv € D,,.
En el moment que no es pugui trobar cap node amb excés, I'algorisme para i el flux
maxim és:
Fy = NETt.

4.2.2 Algorisme FIFO preflow-push

Aquest algorisme comenca d’igual forma que l'algorisme generic, fent servir la mateixa
funci6 NF _PreflowlInit. Pero, a 1'hora de trobar el flux maxim, fem servir la funcio
NF_FIFOPreflowPush:

Primer de tot es creen dos vectors nous:

e Un vector de nodes NV construit com un vector<vertex> on cada vertex repre-
sentara un node actiu de la xarxa de flux.

e Un vector de booleans NI construit com un vector<bool> que tindra la mida dels
nodes totals de la xarxa, i marcarem cada posicié com a “true” o “false” en funcié
de si el node corresponent estara actiu o no, respectivament.
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Llavors, es busquen els nodes actius xv, s’afegeixen al vector de nodes i s’escriu “true”
al vector de booleans a I'index corresponent.

A continuacié es busca un node axv que pertanyi a la llista d’adjacencia del primer
node xv del vector, es crea l'arc a i es mira si compleix les mateixes condicions que
I’algorisme anterior per trobar un arc admissible. En cas de no complir-se’'n cap, es
reetiqueta el node també de la mateixa manera.

En aquest punt es mira si han variat els excessos dels nodes. En el cas que algun
s’hagi tornat actiu, s’afegeix a la cua del vector de nodes i es canvia “false” per “true” al
seu index del vector de booleans. Mentre que si el node seleccionat s’ha tornat inactiu,
s’elimina de la primera posicié del vector de nodes, tota la resta avanca una posicio i es
canvia “true” per “false” al seu index del vector de booleans.

Finalment, en el cas que s’hagi reetiquetat el node xv, aquest es trasllada a la cua del
vector de nodes i tota la resta avanca una posicio.

En el moment que el vector de nodes no tingui mida, voldra dir que no hi ha cap node
amb excés. Per tant ’algorisme es para i el flux maxim és:

Fy = NE[t].

4.2.3 Algorisme generic preflow-push per xarxes bipartides

Finalment, ens centrem en la programaci6 de ’algorisme per xarxes bipartides que també
comenca igual que els dos algorismes anteriors, fent servir la funci6 NF_Preflowlnit.
Pero en aquest cas, fem servir la funci6 BPNF_PreflowPush per trobar el flux maxim:

A cada pas, es busca un node amb excés xv. Llavors, per trobar-li un arc admissible
de la xarxa residual es busca un node axv que pertanyi a la llista d’adjacencia del node
XV, es crea ’arc a corresponent i es mira que compleixi una de les dues condicions:

e Sia<an, (NCla] — NF[a]) > 01 ND[zv] = ND[axv] + 1, llavors haurem trobat
un arc admissible i per trobar-li un arc admissible al node axv, es busca un node
bxv que pertanyi a la llista d’adjacéncia del node axv, es crea I’arc b corresponent
i es mira que compleixi:

— Sib<an, (NC] — NF[b]) > 01 ND[axv] = ND[bxv] + 1, aleshores haurem
trobat el segon arc admissible i s’enviaran 0 unitats de preflux des de xv fins
a bxn on J esta definit com:

0 = min{ NE[zv], NC[a] — NF[a], NC[b] — NF[b]}.

— Sib>an, NF[b—an] > 01 NDlazv] = ND[bxv]+ 1, aleshores haurem trobat
el segon arc admissible i s’enviaran ¢ unitats de preflux des de xv fins a bxn
on § esta definit com:

0 = min{ NE[zv], NC[a| — NF[a], NF[b— an]}.

e Sia>an, NF[a—an] > 01 ND[zv| = NDlazv] + 1, llavors haurem trobat un arc
admissible i per trobar-li un arc admissible al node axv, es busca un node bxv que
pertanyi a la llista d’adjacencia del node axv, es crea I’arc b corresponent i es mira
que compleixi:
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— Sib<an, (NC[b] — NF[b]) > 01i ND|[azxv] = ND[bxv] + 1, aleshores haurem
trobat el segon arc admissible i s’enviaran ¢ unitats de preflux des de xv fins
a bxn on J esta definit com:

d = min{ NE[zv], NF[a — an], NC[b] — NF[b]}.

— Sib>an, NF[b—an] > 01 ND[axv] = ND[bxv]+ 1, aleshores haurem trobat
el segon arc admissible i s’enviaran ¢ unitats de preflux des de xv fins a bxn
on § esta definit com:

d = min{ N E[zv], NF[a — an], NF[b — an]}.

I ara tenim les dues situacions segiients:

1) En el cas de no trobar el primer arc admissible a, es reetiquetara el node xv fent el
segiient:

Es consideren tots els nodes adjacents axn del node xv, es crea I’arc a corresponent
i per cada un d’ells es fa:

e Sia < an, NF[a] < NC|a] i ND[zv] > NDJazv] + 1, llavors ND[zv] >
NDlazxv] + 1.

e Sia > an, NF[a —an] > 0 i ND[zv] > NDJazv] + 1, llavors ND|xv] >
NDlazv] + 1.

Fet que ens assegura que N D[zv] = min{ N D[azv] + 1}, V azv € D,,.

2) En el cas d’haver trobat el primer arc admissible a pero no el segon, el b, es reeti-
quetara el node axv fent:

Es consideren tots els nodes adjacents bxn del node axv, es crea I’arc b corresponent
i per cada un d’ells es fa:

e Sib < an, NF[b] < NCI[b] i ND[axv] > ND[bxv] + 1, llavors N D[axv] >
NDl[bzv] + 1.

e Sib>an, NF[b— an] > 01 NDlazv] > ND[bxv] + 1, llavors ND|azv] >
NDl[bzv] + 1.

Fet que ens assegura que N D[azv] = min{ N D[bxv] + 1}, ¥V bxv € D yp.

Tant si passa una situacié com I’altra, es torna a l’inici de la funcié BPNF_PreflowPush.
En el moment que no es pugui trobar cap node amb excés, 'algorisme para i el flux
maxim és:
Fy = NEJt].
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4.3 Visualitzacio

A Tarxiu NF_View.cpp hi trobem les funcions encarregades de la visualitzacié de les
xarxes de flux.

Es fa servir la biblioteca grafica Opengl i a 'apartat [4.5] podrem veure que repre-
sentem cada node amb un quadrat on a l'interior d’ell hi ha l'identificador corresponent,
i cada arc amb una fletxa que indica el seu sentit i sobre la qual es pot visualitzar el seu
flux i la seva capacitat.

4.4 Controls

En aquest apartat parlem de I'arxiu MF _Control.cpp que utilitza els arxius GL_glut.cpp
i GL_util.cpp. Aqui es fa servir la biblioteca Fast Light Toolkit.

Sén els encarregats de la programacié dels controls que observem al simulador, fet que
ens permet escollir amb el cursor quin és l'algorisme que volem dur a terme i veure'n
resultats grafics i numerics.

4.5 Simulador

A la Figura [4.3] podem veure el simulador encarregat per dur a terme els algorismes de
flux maxim.

Previous | tient

Figura 4.3

A la part central, hi ha una finestra grafica on es poden visualitzar les xarxes de flux
que desitgem.

A la part superior esquerra, hi ha 'opcié de triar entre fitxers NF i fitxers BPNF, que
representen a xarxes de flux i xarxes de flux bipartides, respectivament. I, a través de
les fletxes que hi ha al costat del nimero 0, es poden escollir entre diversos exemples de
xXarxes.

En aquesta part, també podem escollir quin dels 3 algorismes es vol dur a terme.
Per realitzar 'algorisme genéric preflow-push, se selecciona MF i FAP/PFP alhora; per
realitzar el FIFO preflow-push, se selecciona MF, FAP /PFP i FIFO alhora també; i perque
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es dugui a terme I’algorisme generic per xarxes de flux bipartides, se selecciona BPMF i
FAP/PFP alhora.

A la seccié Maximum Flow hi trobarem el resultat del flux maxim en cada pas de
I’algorisme que haguem escollit.

En el moment que tinguem activades totes aquelles opcions desitjades, fem un clic al
boté Compute, encarregat d’iniciar el calcul del flux maxim.

A la part dreta, hi trobem la informacié de qualsevol node o arc seleccionat, donant-nos
I'identificador que li corresponen. I en el cas dels arcs, a més a més ens mostra el flux i
la capacitat que té. Els botons Previous i Next ens permeten moure’ns per tota la xarxa

de flux.

A la Figura [4.4] es pot veure un exemple d'una xarxa de flux un cop s’ha realitzat
I'algorisme FIFO. Com podem observar, les caselles MF, FAP/PFP i FIFO estan selecci-
onades. El flux maxim és 4 i I’arc seleccionat és el ntimero 2, que va des del node 1 fins
al node 2, té 0 de flux i una capacitat d’1 unitat.

Figura 4.4

I finalment a la Figura [4.5] es pot visualitzar un exemple d’una xarxa de flux bipar-
tida un cop s’ha realitzat 1’algorisme generic per xarxes de flux bipartides. Com podem
observar, les caselles BPMF i FAP/PFP estan seleccionades. El flux maxim és 5 i en
aquest cas hem seleccionat el node niimero 1.

Compuin

Cagacity

Figura 4.5



Capitol 5

Resultats 1 conclusions

5.1 Resultats

Com he explicat a la introduccié, els algorismes de flux maxim tenen moltes aplicacions
directes al mén real. Al capitol 3, n’hem vist una al problema d’eliminacié del beisbol. I
a continuacio, n’observarem una altra on l'objectiu és calcular el flux maxim d’una xarxa
de canonades de distribucié d’aigua d’un municipi.

En aquest cas, representem la xarxa de canonades mitjancant un digraf connectat
ponderat en el qual les arees de districte es representen, mitjancant vertexs; les linies per
les quals circula 1’aigua, mitjangat arcs; i la maxima quantitat d’aigua que pot circular
per cada linia, representara la capacitat de ’arc corresponent.

A la Figura [5.1] podem observar 'abstraccié a una xarxa de flux de la xarxa de
canonades del municipi de Pyigyitagon, Mandalay, Myanmar.

Figura 5.1

La xarxa de flux de canonades és un graf dirigit amb dos nodes distingits: font i pou.
Com que les mides de les canonades utilitzades en aquesta xarxa no son les mateixes, la
capacitat de cada arc també és diferent. Per tant, només pot mantenir un flux d’una certa
quantitat d’aigua. En qualsevol lloc on es trobin aquestes canonades, la quantitat total
d’aigua que entra a la cruilla ha de ser igual a la quantitat que en surt. Cada arc entre
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dos nodes té una capacitat no negativa c i rep un flux f, on la quantitat de flux no pot
excedir la seva capacitat.

A la Figura [5.2] tenim la xarxa de flux on cada arc té 2 nimeros: el primer representa
a les capacitats i el segon al flux que hi circula en un moment determinat(litres/segon).

55,40

Figura 5.2

Finalment, si apliquem l'algorisme preflow-push, tenim que el flux maxim que va des
del node font fins al node pou és de 110. Per tant, podem concloure que la maxima
quantitat d’aigua que pot circular des de l'area de districte 1 fins I'area de districte 6
del municipi de Pyigyitagon és de 110 litres/segon. A la figura [5.3] en podem veure el
resultat del simulador.

-_FE /! ‘.\ f—
”;' N, saue [
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Figura 5.3

5.2 Conclusions

Conclou aqui I'estudi d'un problema que ha abarcat tant teoria de grafs com programacio,
dos dels camps que he trobat més interessants al llarg del grau. Concretament el problema
de flux maxim tot veient diferents algorismes de tipus preflow-push. I he escollit estudiar
aquests tipus d’algorismes, i no d’altres, per la seva eficiencia.

A més a més, m’interessava trobar una aplicacié directa dels algorismes, i aixi ho hem
vist al problema d’eliminaci6 del beisbol on, en un moment concret d’'una temporada, es
pot comprovar si un equip encara pot ser campio o no.
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Finalment, gracies al simulador, he pogut incrementar el meu coneixement d’un lleguat-
ge informatic que no tenia gaire familiaritzat i m’ha permes entendre millor els algorismes
ja que els he pogut visualitzar pas a pas.

Per acabar, voldria especificar alguna possible continuacié d’aquest treball. Als algo-
rismes de tipus preflow-push que hem utilitzat, cada arc a € A tenia una una capacitat
c(a), 1 buscavem un flux f que satisfés les desigualtats 0 < f(a) < c(a); aixi doncs, una
modificacié natural del problema seria permetre que cada arc especifiqués un limit inferior
en el seu valor de flux, a més de la seva capacitat o limit superior. Es a dir, que existis
una altra funcié [ : A — R* tal que, a ’hora de buscar el flux maxim f, s’hagués de
complir que {(a) < f(a) < ¢(a), per a cada arc a € A.

I una altra modificacié seria que la xarxa de flux tingués més d’un node font i/o més
d’un node pou.
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