)
¥
/I

=i

UNIVERSITAT e
BARCELONA

1

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRAU DE MATEMATIQUES
Treball final de grau

SISTEMAS DINAMICOS
UNIDIMENSIONALES Y SU
TRANSICION AL CAOS

Autor: Jesus Farrera Ochoa

Director: Dr. Angel Jorba Monte

Realitzat a: Departament de Matematiques i Informatica

Barcelona, 24 de enero de 2021



Abstract

The main objective of this project is to answer the following question: given a dynami-
cal system with simple dynamics, how and when does the transition to chaotic dynamics
occur? To answer this question, we will use a specific model as example, the quadratic
family F,, = px(1 — x).

However, before we can give an answer, we will study its behavior, give a definition of
chaotic application, and see the changes that undergo by varying its parameter.

Resumen

El objetivo principal de esta memoria es responder a la siguiente pregunta: dado un
sistema dindmico con una dindmica simple, cémo y cuédndo ocurre la transicion a la
dindmica cadtica? Para responder esta pregunta, usaremos un modelo en concreto como
ejemplo, la familia cuadratica F), = pxz(1 — x).

No obstante, antes de poder dar una respuesta, estudiaremos su comportamiento,
daremos una definicion de aplicacién cadtica y veremos los cambios que experimenta al
variar su parametro.
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1. Introduccion

El proyecto

La Teoria del caos surge en la segunda mitad del siglo XX y su precursor fue el
meteordlogo y matemdatico Edward Lorenz. En 1963 trabajaba en unas ecuaciones sim-
plificadas para modelar el clima, y trataba de ver graficamente el comportamiento de sus
ecuaciones mediante un ordenador. Lorenz observé que pequenas diferencias en los datos
de partida llevaban a grandes diferencias en las predicciones del modelo. De tal forma que
cualquier pequena perturbacién, o error, en las condiciones iniciales del sistema podian
tener una gran influencia sobre el resultado final.

Las ideas de Lorenz dieron lugar al comienzo de un nuevo campo de estudio que afecto
no solo a las matematicas, sino practicamente a cada rama de las ciencias; biolégicas, fisi-
cas y sociales. En meteorologia, llegd a la conclusién de que puede ser fundamentalmente
imposible hacer predicciones més alld de dos o tres semanas con un grado razonable de
exactitud.

Por medio de la Teoria del Caos también se puede estudiar fenémenos tales como el
control de la poblacién y epidemias, el movimiento de bancos de peces, aves e insectos
migratorios, el comportamiento del cerebro, los espasmos del corazén en pleno ataque
cardiaco, etc.

Estructura de la Memoria

Para enfatizar el hecho de que la dindmica cadtica ocurre en el mas simple de los sis-
temas, llevamos a cabo la mayor parte del andlisis de nuestra memoria sobre un modelo
bésico, la aplicacién cuadratica dada por F,, = px(1—x), que ilustra practicamente todos
los conceptos que deseamos presentar. Algunas ideas topoldgicas, como la nocién de un
conjunto denso o un conjunto de Cantor; o conceptos clave de la memoria como la estabi-
lidad estructural, presencia de bifurcaciones y nuestro principal objetivo la transicién al
caos. La aplicacién cuadratica es usada en modelos como el crecimiento de poblaciones o
propagacion de enfermedades epidémicas.

Los primeros capitulos iran relacionados a introducir este modelo y veremos herramien-
tas muy potentes para comprender su dindmica, daremos una equivalencia para aplicacio-
nes que nos ayudara a relacionarlas. Comprender la dindmica de una aplicacién compleja
sera mas facil analizando la de una aplicacion sencilla equivalente.

Mais adelante daremos la definicién de caos y un estudio de las érbitas periddicas de
las aplicaciones; como varian en funcién de su parametro, si aparecen de pronto o por lo
contrario desaparecen, etc. Estos cambios en el parametro a veces produciran cambios en
la aplicacion llamados bifurcaciones.

Finalmente gracias a la teoria de bifurcacion y la dindmica de las érbitas de la aplica-
cién cuando aumenta el pardmetro, veremos como y cuando ocurre la transiciéon de una
dindmica simple a una cadtica.

Hemos usado de guia principal el libro de Robert L. Devaney, An Introduction to
Chaotic Dynamical Systems, utilizando otras pocas referencias a causa de su buena com-
prensién y calidad. Algunos resultados y demostraciones que no hemos incluido en la
memoria pueden encontrase en él.



2. La familia cuadratica

En este primer capitulo presentamos la familia cuadratica: F,(z) = px(1 —x), que nos
acompanard en practicamente toda esta memoria. Estudiaremos su dindmica dependiendo
del pardmetro p.

Proposicién 2.1. Sea Fu(x) la familia cuadrdtica, tenemos:
Z) F#(O) = Fu(l) =0.
g -1 ) ,
i) pp = “T es un punto fijo, es decir, F,,(p,) = pu-

i) 0 < py <1 sip>1.

La demostracion de esta proposicién es directa al substituir valores. A partir de ahora
nos centraremos en las funciones F, con x> 1. Vamos a ver que todos los puntos fuera
del intervalo I = [0, 1] tienden a —oo al iterar F,.

Proposicion 2.2. Suponemos p > 1:
i) x < 0= F}}(z) - —o0, cuando n — oo.

i) v > 1= F}(xr) — —o0, cuando n — oo.

Demostracion. Para la primera parte con z < 0 tenemos que pz(l — x) < x, asi que
0>z > Fy(z) > F2(z) > ... > F'(z) de manera que, F)} es una secuencia decreciente
de puntos. Manejamos dos opciones, o bien [} converge a p, o diverge a -co cuando
n — oo. No puede converger a p, ya que Fy(z) < z < 0y p, € (0,1). Por lo tanto
Fjl(z) — —oo En la segunda parte, del mismo modo, como Fj}(z) < 0, tenemos otra
secuencia decreciente, entonces F)}(x) — —oo. O

Podemos deducir que nos encontraremos dindmicas mucho més interesantes dentro de
1. Vemos que ocurre al restringir méas la cota de pu.

Proposicion 2.3. Sea 1 < p < 3 entonces:

p—1

i) F,, tiene dos puntos fijos, uno atractor en p, = Y otro repulsor en p, = 0.

it) i 0 < x <1 entonces 17,113010 Fil(x) = py.

Demostracién. Para la primera parte, F), tiene dos puntos fijos, 0 y p,, por la Propo-
sicién 2.1. Evaluamos los puntos fijos en la derivada de Fj;:

F(0) = > 1= 0 es un punto fijo repulsor.
F[L(p#) =2—pu < 1= p, es un punto fijo atractor.
Para la segunda parte separamos por casos:

Sea 1 < p1 < 2, suponemos z € (0, 1/2] analizando la Figura 1 vemos que |F,(z)—p,| <
|z — p,| siempre que x # p,, (en tal caso tendriamos igualdad). Vemos que cada vez que
aplicamos F), la distancia con el punto fijo se hace més pequena, llegamos pues a la
conclusién que F}}(x) — p, cuando n — oo. Por otro lado si z € (1/2,1) tenemos que
F,(z) € (0,1/2] de manera que aplicamos el argumento anterior.

Suponemos ahora 2 < p < 3, en este caso tenemos que p, € (1/2,1), denotamos por
Pu €l inico punto del intervalo (0,1/2) que se asigna a p,, por F),. Observando la Figura 2
deducimos que aplicando F’ 3 a un punto del intervalo [p,, p,| caemos dentro del intervalo
[1/2,p,]. Al seguir aplicando F), cada vez nos acercamos mas a p, asi que deducimos



Figura 1: Anélisis gréafico de F),(x) cuando 1 < p < 2.

Y

Y
N

Figura 2: Analisis gréafico de F),(x) cuando 2 < p < 3.



que lim F(z) = p, para todo = € [Py, pu]. Suponemos ahora x € (0,p,), nuevamente
n—oo

observando la figura vemos que existe k > 0 tal que F' /If (x) € [Py, pul, al igual que en el caso
anterior tiende al punto fijo cuando n tiende al infinito. Finalmente suponemos x € (p, 1),
tenemos que al aplicar F}, el resultado esta dentro del intervalo (0, p,) que como es unién
de los dos intervalos estudiados anteriormente llegamos a la misma conclusiéon. Queda
demostrado entonces que para todo = € (0, 1), nh_}ngo F{(x) = pp.

Por 1ltimo vemos el caso u = 2, tenemos que Fy(z) = 2z(1 — x), queremos ver que

converge a p = 251 =1 /2 cuando n — oo. Expresdndolo como sucesién recurrente:

2
F"(2) = 2F" " (2)(1 = F"~!(2)),

aplicando limites:
lim F"(z) =2 lim (F" Y(z)(1 — F"(2)),

n—oo n—o0o
resolviendo la ecuacion llegamos a que:
lim F"(z) =1/2.

n—0o0

O

Resumiendo lo visto hasta ahora, para 1 < pu < 3, F), tiene dos puntos fijos, uno
atractor y otro repulsor, el resto de puntos del intervalo I = (0,1) son asintéticos a p,, y
los puntos de fuera del intervalo tienden a —oo.

Nos encontramos frente a una dindmica sencilla, cosa que poco a poco va desaparecien-
do a medida que aumentamos el valor de u. Estudiamos ahora el caso p > 4, denotamos
por I a la funcién cuadratica F), para el resto del capitulo para simplificar la escritura.

Como el valor méximo de F' es uu/4, al suponer p > 4 es posible que al iterar F', ciertos
puntos salgan de I. Denotamos el conjunto formado por dichos puntos Agy. Sabemos que
si z € Ag entonces Fy,(r) > 1 = F}}(z) — —oo cuando n — oo. Ahora sea A; = {x €
[0,1]| F(z) € Ao}, tenemos que si z € Ay = F?(z) > 1= F}(z) — —o0 cuando n — oc.
Inductivamente los puntos de A, = {x € I | F"(x) € Ap}, son los puntos que salen de [
en la iteracién n+1. Igual que en Ag y Ay si x € A, = F)}(z) — —oo cuando n — oo.

Vemos que pasa con todos los puntos que escapan de este destino. Denotamos por A
el conjunto de todos ellos:

A:I—DAn.
n=0

Explicamos paso a paso la construccion de este conjunto. Tenemos que Ag es un intervalo
abierto centrado en 1/2; entonces I — Ay consta de dos intervalos cerrados, los denotamos
Iy v 11, tal y como muestra la Figura 3.

Dentro de Iy hay un intervalo de puntos que se asignan a Ag por F),, andlogamente
en I, la unién de ambos denota A;. Ahora consideramos I — (Ap U A;), consta de 4
intervalos cerrados, de manera similar existe un intervalo de puntos en cada uno de estos
4 intervalos que se asigna a Ag por Fi El conjunto de estos 4 intervalos que escapan de
I en su tercera iteracién lo denotamos por As.

Inductivamente deducimos que A,, consta de 2" intervalos abiertos disjuntos. Por tanto
I -2y Ay esté formado por 27+ intervalos cerrados disjuntos. El grafico de F corta
al menos 2" veces la recta z = y cosa que implica que F};" tenga al menos 2" puntos fijos.

Ahora demostraremos que nuestro conjunto A es un conjunto de Cantor. Primero de
todo definimos que es un conjunto de Cantor.



Figura 3: Representacion del conjunto Ag.

Definicion 2.4. Un conjunto A es un conjunto de Cantor si es un subconjunto cerrado,
totalmente desconectado y perfecto de I. Un conjunto estd totalmente desconectado si no
contiene intervalos y un conjunto es perfecto si cada punto en €l es un punto limite de
otros puntos del conjunto.

Para garantizar que A es de Cantor necesitaremos imponer alguna condicién extra.
Suponemos p suficientemente grande tal que |F'(z)| > 1 para todo x € Iy U Iy, con
p > 24 /5 serd suficiente.

Pasamos a demostrar que A estd totalmente desconectado. Para p > 2++/5 existe A > 1
tal que |F'(x)| > X para todo x € A. De la misma manera |(F™) (x)| > A". Suponemos
que A si contiene intervalos, escogemos x,y € A tal que z # y y [z,y] C A. Entonces
existe a € [z,y| de manera que [(F™)'(«)| > A". Escogemos n tal que A"|y — x| > 1, por
el Teorema del Valor Medio:

[ (y) — F"(2)| = A"y — x| > 1,

cosa que implica que F™(y) o F™(x) estd fuera de I, lo que nos hace llegar a una
contradiccion pues x,y € A y por lo tanto A totalmente desconectado.

Probamos ahora que A es perfecto. Primero de todo destacamos que cualquier punto
limite de un Ay, estd en A, de hecho eventualmente se asignan al punto fijo en 0. Ahora, si
p € A estd aislado, cualquier punto cercano pertenece a algin Ay. Tenemos dos opciones
o bien p es el punto limite de los puntos de A o dichos puntos salen de I. En el primer
caso ya hemos dicho que se asignan en 0 y por lo tanto pertenecen a A. En el otro caso
suponemos que F" asigna p a 0 y todos los demds puntos cercanos de p al eje negativo.
Entonces tenemos que F™ tiene un maximo en p que implica que (F™)'(p) = 0. Por la
regla de la cadena: F'(F'(p)) = 0 para algtin i < n, por tanto F(p) = 1/2. Pero entonces
F*1(p) ¢ I que implica que F™(p) — —oo que entra en contradiccién con el hecho de
que F"(p) = 0. Por lo tanto A es perfecto.

Formalizamos lo que acabamos de probar.

Teorema 2.5. Si p > 2+ /5, entonces A es un conjunto de Cantor.



Acabamos de entender el comportamiento general de las érbitas de F' cuando p > 4,
o bien tiende a —oo cuando iteramos F' o de lo contrario toda su orbita pertenece a A,
siempre y cuando los puntos no se encuentren en A. En capitulos posteriores veremos que
ocurre con la dindmica de F), en A.

3. Dinamica simbdlica

En este capitulo introducimos un modelo equivalente a F),, que describe la misma
dinamica. En el espacio en el que nuestro modelo actuard los puntos seran secuencias
infinitas de 0’s y 1’s.

Definicién 3.1. ¥y = {s = (s¢s1...) | s; = 0,1}.
Y9 se llama espacio de secuencia en dos simbolos 0 y 1. De forma mas general X, es
un espacio de secuencia de simbolos entre 0 y n — 1. Podemos convertir 39 en un espacio

métrico, dadas dos secuencias s = (s9s1...) vy t = (tot1...) definimos la distancia entre
ambos:

o |si — ti
d[s,t] = Z T

1=0

Observamos que |s; — t;| es 0 o 1, que implica que la serie estd dominada por:

y por lo tanto la serie converge.

Ejemplo 3.2. Sea s = (000...), r = (111...) y ¢ = (100100...) entonces:
d[s,r] =2
dfs,t] = Y02 35 = 1711/8 =8/7

Proposicién 3.3. (d, X2) es un espacio métrico.

La demostraciéon es directa aplicando la definicién de métrica.

Proposicién 3.4. Sea s,t € 3o y suponemos s; = t; parai = 0,1,...,n. Entonces d[s,t] <
1/2™. Inversamente si d[s,t] < 1/2", entonces s; = t; para i < n.

Demostracion. Si s; = t; para i < n tenemos:

n o0 o

Si — S s — t; 1 1
d[svt]:ZlQi“rZ = S 21 on

1=0 i=n+1 i=n+1

Por otro lado, demostrando por contrareciproco, si s; # t; para algun i < n tenemos:
d[s,t] > 1/20 > 1/2".

Por lo tanto si d[s,t] < 1/2™, implica que s; = t; para i < n. O

Este resultado nos ayuda a decidir si dos secuencias estdn cerca o no. Pasamos a la
definicién mas importante de este capitulo.



Definicién 3.5. La aplicacion shift o : Yo — Xo se define por o(sps152...) = ($15283...).

Elimina la primera entrada de una secuencia y mueve todas las demds a la izquierda
una posicién. Obviamente cada elemento de la imagen de o tiene dos antiimagenes, ya que
la posiciéon nimero uno puede ser 0 o 1. Ademas, en la métrica definida anteriormente, o
es una aplicacién continua.

Proposicién 3.6. o : X9 — Yo es continua.

Demostracion. Sean € > 0y s = (s0s152...) escogemos n tal que 1/2" < ey § = 1/2"+1,
Sit = (totits...) satisface que d[s,t] < J, entonces por la Proposicién 3.4 tenemos que
s; = t; para i < n+ 1. Por lo tanto la entrada i-esima de o(s) y o(t) coinciden para ¢ < n.
Llegando a que d[o(s),o(t)] < 1/2" < e. O

Mostramos como la dindmica de ¢ puede entenderse completamente. Por ejemplo, los
puntos periédicos corresponden exactamente a secuencias repetidas, por lo tanto hay 2"
puntos periédicos de periodo n para o, cada uno generado por una de las 2" secuencias
finitas de ceros y unos de longitud n. Denotamos por Per, (o) los puntos periédicos de o
de periodo n.

Otro hecho interesante sobre o es que los puntos periédicos forman un subconjunto
denso de 5. Recordamos que un subconjunto es denso en Yo siempre que su clausura sea
todo el espacio ¥9. Para probar que Per(o) es denso, debemos producir una secuencia de
puntos periédicos 7, que convergen a un punto arbitrario s = (s¢$12...) en L. Definimos
T, como la secuencia repetitiva cuyas entradas coinciden con s hasta la entrada niimero
n. Por la Proposicién 3.4, d[1,, s] < 1/2"™, por tanto llegamos a que 7,, — s.

Por supuesto, no todos los puntos en X5 son periédicos o eventualmente periédicos.
Cualquier secuencia que no se repita puede no ser periddica nunca. De hecho, las secuencias
no periédicas superan en gran medida a las secuencias peridédicas en Y. Ademds, hay
orbitas no periddicas en Yo que giran densamente alrededor de ¥, es decir, la clausura
de la érbita es 35 mismo. Otra forma de decir esto es que hay puntos en ¥o cuya orbita
se acerca arbitrariamente a cualquier secuencia dada en Y,. Formalizamos todos estos
resultados.

Proposicién 3.7.

1. El cardinal de Pery(o) es 2™.
2. Per(o) es denso en Y.

3. Eziste una orbita densa para o en Xq.

En el préximo capitulo veremos que la aplicacion shift en Yo es de alguna manera,
igual, que la aplicacién F), en A que vimos en el capitulo anterior.

4. Conjugacién topoldégica

Como avanzamos en el capitulo anterior el objetivo de este capitulo es relacionar la
aplicacién shift con la aplicacién cuadrética F), = pz(l — x) cuando u es suficientemente
grande.
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Figura 4: Preimagen de un intervalo cerrado J.

Denotamos por R, el conjunto de ntimeros reales, recordamos que todos los puntos de
R tienden a —oo bajo cierta iteracién de F), salvo los puntos pertenecientes a A y que
A C IyU 4. Si x € A entonces todos los puntos de la érbita de z también permaneceran a
A, de hecho en uno de estos dos intervalos. Podremos tener una idea del comportamiento
de dicha orbita observando en cual de estos dos intervalos se encuentran al iterar.

Definicién 4.1. FEl itinerario de x es una secuencia S(x) = (s9s152...) donde s; = 0 si
Fi(x)€lyysj=1siFi(z) € L.

S actia como una aplicacion de A a Y.

Teorema 4.2. Sipu > 2+ V5 entonces S : A — Yo es un homeomorfismo.

Demostracion. Para demostrar que S es un homeomorfismo tendremos que ver que es
biyectiva, continua y con inversa continua.

Primero de todo vemos que S es inyectiva. Sean x,y € A con x # y y suponemos que
S(z) = S(y). Entonces por cada n, F}(r) y F}}(y) caen al mismo lado de 1/2, dejando
F,, mondtona en el intervalo entre ambos. Por tanto todos los puntos de dicho intervalo
pertenecen a Iy U I, contradiciendo el hecho que A estd totalmente desconectado. Por
tanto S(z) # S(y) = S inyectiva.

Vemos ahora que S es exhaustiva. Sea J C I intervalo cerrado tenemos que la anti-
imagen de J es:

F"(J) = {w € I|F}(z) € J}.

Observamos que F}; 1(J) est4 formado por dos intervalos uno de Iy y otro en I; tal y como
se muestra en la Figura 4. Ahora sea s = (sgs1...) y * € A con S(z) = s, definimos:

Lisy.sn, ={z €Iz € Iy, Fu(x) € Ly, ..., F}(z) € I, } = I, mF;l(Isl) N..NF"(I,).

8



Teniendo en cuenta que:
Isosl.“sn - IS() N F,u_l([sl.“sn)-

Por induccién vemos que I, 5, es un subintervalo no vacio, por lo tanto F, N 1([ 1.5 )
esta formado por dos intervalos cerrados uno en Iy y otro en Iy y I, N FJI(Isl...sn) es un
Unico intervalo. Por lo tanto:

‘[5()51---5n = ‘[5051---571,71 N Fﬁn(Isn) C ISO---Snfl‘

En conclusion:

() Leo...sn # 0.

n>0

Vemos que si @ € ()50 sgs;...s,, entonces z € Iy, ..., Fj}(z) € I,,. Por lo tanto S(z) =
(sps1...). Asi pues como la imagen de S coincide con el conjunto de llegada tenemos que
S es exhaustiva, y por lo tanto biyectiva.

Vemos ahora que es continua. Escogemos € A y suponemos que S(z) = (spsi...).
Sea € > 0 y n tal que 1/2" < e. Consideramos los subintervalos cerrados y disjuntos
Iiot,.. 1, definido por todas las combinaciones de (%y...t,,). Tenemos que A estd contenida
en la unién de dichos intervalos. Existen 2"t posibles intervalos siendo Lsos . .sm
de ellos. Por lo tanto podemos escoger ¢ tal que |z — y| < d con y € A que implica que
y € Igys,..s,- Tenemos entonces que S(z) coincide con S(y) en los primeros n+1 términos.
Por la Proposicién 3.4:

uno

d[S(z), S(y)] < 1/2" < e.

Demostrando que S es continua. Andlogamente se prueba la continuidad de S~'. Queda
probado que S biyectiva, continua y con inversa continua, por lo tanto S homeomorfismo.[]

Con este teorema acabamos de ver que A y Yo, como conjuntos, son iguales. De manera
similar S da una equivalencia entre la dindmica de F), en A y o en ¥3. Lo vemos con otro
teorema.

Teorema 4.3. SoF;, =0c0S.

Demostracion. Sea © € A, puede definirse de manera tnica por la secuencia de inter-

valos:
) Lso.sn

n>0

que viene dada por el itinerario S(z). Entonces:
Logosn = Lsg N F  (Ig) NN F(I,)
Tenemos que:
Fu(Lsg..sp) = Isy NF (L)) N N FVN(IG) = I,
Por lo tanto:

SE,(x) = SE,(MZolsy...sn) = S(MpZi1s,..s,) = (5152...) = 0S(z).

O

Definicién 4.4. Sean f : A — A y g : B — B dos aplicaciones, se dice que son
topologicamente conjugadas si existe un homeomorfismo h: A — B tal que ho f = goh.
El homeomorfismo h se llama conjugacion topolégica.



Aplicaciones que son topolégicamente conjugadas son equivalentes en lo que a su
dindmica se refiere. Vemos entonces que si F, en A es topolégicamente conjugada a o,
F,, tendré las mismas propiedades de o que vimos en el capitulo anterior. Las resumimos
con el siguiente teorema.

Teorema 4.5. Sea F,(z) = px(1 —z) con u > 2+ /5, se cumple:

1. El cardinal de Per,(F)) es 2".
2. Per(F)) es denso en A.

3. Ewiste una orbita densa para F,, en A.

Este teorema nos muestra la importancia de la dindmica simbdlica y la conjugacion
topoldgica, gracias a la aportacion de ambas obtenemos més propiedades acerca de la
dindmica de F),.

5. Caos

En este capitulo la aplicaciéon cuadratica nos servira de ejemplo para visualizar el tema
principal de esta memoria, el comportamiento cadtico de las érbitas de un sistema dinami-
co. Daremos una definicién de aplicacion cadtica con un enfoque topolégico. Empezamos
con unas definiciones previas.

Definicion 5.1. Sea f: J — J se dice que f es topoldgicamente transitiva si para cada
par de conjuntos abiertos U,V C J existe k > 0 tal que f*(U) NV # 0.

Deducimos que una aplicacién topoldégicamente transitiva tiene puntos que bajo ite-
racion se mueven de un intervalo arbitrariamente pequeno a otro. Tenemos entonces que
un sistema dindmico no se puede descomponer en dos conjuntos abiertos disjuntos que
sean invariantes en la aplicacion. Claramente si la aplicaciéon contiene una érbita densa
entonces es topoldgicamente transitiva. El reciproco también es cierto para subconjuntos
compactos de R o S*.

Definicion 5.2. Sea f: J — J se dice que f tiene dependencia sensitiva en condiciones
iniciales si existe § > 0 tal que, para cada x € J y cualquier entorno N de x, existe y € N
yn >0 tal que |f"(z) — ["(y)] > .

Ejemplo 5.3. La aplicacién cuadrética F,, = ux(1—x) con > 2++/5 tiene dependencia
sensitiva en condiciones iniciales en A. Para demostrarlo escogemos § menor al didmetro
de Ap. Sean x,y € A, si x # y entonces S(z) # S(y), es decir x e y difieren en al menos
una posicién, la nombramos n'”. Eso significa que Fjl(z) y F/}(y) se encuentran en lados
opuestos de Ag, cosa que implica que:

|F (x) = Fi(y)] > 0.

Ejemplo 5.4. Una rotacion irracional de una circunferencia es topolégicamente transitiva
pero no tiene dependencia sensible en condiciones iniciales.

Pasamos al plato fuerte de este capitulo, la definicién de caos. Hay muchas maneras de
definirlo, nosotros escogemos esta en lugar de otras porque nos ayudara con lo que vendra
en capitulos posteriores.
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Definicion 5.5. Sea f:V — V decimos que f es cadtica en V' si:
i) f tiene dependencia sensitiva en condiciones iniciales.
i1) f es topoldgicamente transitiva.

i11) Los puntos periddicos de f son densos en V.

Explicado de una forma mas informal; un sistema cadtico es un sistema impredeci-
ble, que es indivisible en sistemas independientes y a pesar de todo esto posee cierta
regularidad, en forma de puntos periédicos que son densos.

Ejemplo 5.6. f : S' — S! con f(f) = 20 es cadtica. Claramente hay dependencia
sensitiva en condiciones iniciales ya que la distancia angular se dobla con cada iteracién
de f. Lo mismo pasa con la transitividad topolégica, ya que dado cualquier arco de S*
existird alguna iteracién de f tal que envuelva S' al completo. Por tltimo tenemos que los
puntos periédicos de f son las (27 — 1) raices de la unidad, asf que para cualquier arco
de S! existird un n tal que contendrd un punto periédico. Este ejemplo también cumple
la siguiente definicion.

Definicion 5.7. Sea f: J — J se dice que es expansiva si existe v > 0 tal que para todo
x,y € J con x #y existe n tal que:

1" (@) = ()l > v

Observacién 5.8. La expansibilidad requiere de una condicién mas fuerte que la de-
pendencia sensitiva en condiciones iniciales, a diferencia de esta tltima, la expansibilidad
requiere que todos los puntos eventualmente cercanos se separen por al menos v.

Ejemplo 5.9. Las aplicaciones cuadréticas Fy,(z) = px(1 — z) cuando p > 2+ /5 son
cadticas en A.

6. Estabilidad estructural

En este capitulo introducimos el concepto de estabilidad estructural. Si al cambiar
la aplicacién f ligeramente, obtenemos otra aplicacién equivalente, entonces estaremos
hablando de que la dindmica de f tiene una estructura estable. Cuando nos referirnos a
sistemas dindmicos equivalentes usaremos el concepto de conjugacién topoldgica. Imagi-
nemos que tenemos que estudiar la dindmica de un problema real, como es légico se harian
ciertas suposiciones y aproximaciones en la recogida de datos del mismo, por lo tanto el
modelo a estudiar seria ligeramente distinto al real. Es aqui donde vemos la importancia
de la estabilidad estructural, si el sistema es estable no importaran esos pequenos cambios
pues la dinamica de ambos sistemas serian equivalentes. Por el contrario si nuestro siste-
ma es inestable, el resultado al que llegariamos estaria muy lejos de la realidad pues esas
aproximaciones repercutirian a gran escala en la dindmica del modelo. La pregunta sera
hasta que punto podemos cambiar f para que la aplicacién resultante sea topolégicamente
conjugada, o lo que es lo mismo, que margen de error nos permite la estabilidad de f.

Definicién 6.1. Sean f y g dos aplicaciones. La C°-distancia entre f y g es:

do(f,9) = supzerlf(x) — g()|.

Y la C"-distancia viene dada por:

dr(f,9) = supser(|f(x) = g(@)|, | (@) = g (@)], s [f7) (@) = ) ().
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Definicion 6.2. Sean f y g dos aplicaciones y € > 0 se dice que son C"-cercanas siempre
que para todo r > 0:

|fD (@) = g7 (@)] <.

También se dice que f y g son C" — € cercanas.

Observacion 6.3. Observamos que d no proporciona una métrica util para el conjunto de
todas las funciones, por tanto usaremos d como una herramienta para medir proximidades
y no como una métrica global para aplicaciones.

Ejemplo 6.4. Sean f(z) = 3z y g(z) = 2(3 + ¢€) tienen C’-distancia infinita. Sea ahora
g(x) = 3z + € tenemos que d,(f,g) = €.

Definicion 6.5. Sea f : J — J, se dice que f es C"-estructuralmente estable en J,
si existe € > 0 tal que siempre que d.(f,g) < € para g : J — J, tenemos que f es
topoldgicamente conjugada a g.

Ejemplo 6.6. Sea L(x) = /2, para demostrar que L es C'-estructuralmente estable
en R tenemos que ver que existe € > 0 tal que, dada una g, si di(L,g) < € entonces L
y g son topoldgicamente conjugadas. Nos vale cualquier € < 1/2. Tenemos entonces que
si di(L,g) < € implica que 0 < ¢'(z) < 1 para todo x de R. Tenemos pues que g tiene
un unico punto fijo atractor p. Para acabar de demostrar que L y g son topoldgicamente
conjugados introducimos el concepto de dominio fundamental, conjunto el cual es visita-
do una vez por cada drbita a excepcién del punto fijo, dado el intervalo 5 < |z| < 10,
notamos que la L—odrbita de cualquier punto entra exactamente una vez. Para g tenemos
de forma similar dominio fundamental, ¢(10) < x < 10 y —10 < = < g(—10). Construi-
mos la conjugacién h o L = g o h. Dando ciertas condiciones a h llegamos a que es un
homeomorfismo, y por lo tanto L y g topoldgicamente conjugados.

Observacion 6.7. Podemos definir una conjugacién en el dominio fundamental, y luego
extenderla iterando la aplicacién. La tnica pregunta es si podemos extenderla a puntos
cuya Orbitas no entran en el dominio fundamental.

Recuperamos la aplicacion cuadrética F),, recordamos que vimos que todos los puntos
tienden a —oo fuera de A en el cual F), es topolégicamente conjugada a la aplicacion shift.
Damos un teorema importante para este capitulo con una demostracién un tanto densa.

Teorema 6.8. La aplicacion cuadrdtica Fj,(z) = pz(1—x) es C%-estructuralmente estable
si > 2+/5.

Demostracion. Tenemos p > 2++/5 tal que |F,(z)] > 1en IyUI;. Escogemos un € > 0
tal que si g es C? —¢ cercana a F, s entonces g tiene la misma dindmica que F),. Tomamos
€1 suficientemente pequeiio para que g sea C? — ¢ cercana a F, u, entonces g" <0, ya que
FL’(&C) = —2u. Escogemos ahora es < €1 suficientemente pequeno para que si g es Cl—e
cercana a F), entonces g tiene dos puntos fijos, a y 3 tal que:

a<p, g(a)>1,4¢(8) <-1.
Vemos que g tiene un tinico punto critico ¢ y que existen o/, 3’ tal que g(¢’) = «, g(8') = .

Finalmente escogiendo € < €3 tal que si g es C' — ¢ cercana a F),,, entonces g 1)
consta de dos puntos, ag y a1, y si ¢ € [, ap] U [a1, /] entonces |¢'(x)| > 1. Asi pues si g
es C? — € cercana a F,,, entonces el grafico de g tiene las mismas propiedades cualitativas
que F, en el intervalo [, o/]. Por lo tanto F), y ¢ tienen la misma dindmica.
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Seguimos con que si z < « entonces ¢g"(r) — —oo, andlogamente si x > o' o si
x € (ag,a1), entonces también ¢g"(xr) — —oo. Inductivamente vemos que todos los puntos
menos los del conjunto de Cantor A, tienden a —oo bajo iteracién de g. En Ay, g es
topoldogicamente conjugada a la aplicacion shift.

Por tltimo vemos que F), y g son topolégicamente conjugadas. Construimos dominios
fundamentales para F, y g. Escogemos z¢ < min(g*(c), F 3(0)) Entonces los intervalos
(Fu(x0),x0) vy (g(z0),20) son dominios fundamentales de F), en R~ y g en (—o0, ). La
conjugacion puede entonces definirse en (F), (o), zo) y extenderse por hoF), = goh a todo
R~ . Podemos extender h al intervalo (1,00) y finalmente a cada A,, en su forma natural.
Una vez que definimos h en todo R — A extendemos a A para que h sea homeomorfismo.
Podriamos haber usado el hecho que g en Ay y F), en A son topoldgicamente conjugadas
a la aplicacién shift. De todas maneras el teorema queda demostrado. O

Por desgracia para esta poderosa propiedad de los sistemas dindmicos, en muchas
ocasiones, nos encontramos aplicaciones estructuralmente inestables.

Ejemplo 6.9. Sean F(z) = z — 22, con F(0) = 0y F’(0) = 1 que implica que 0 es punto
fijo no hiperbdlico, y G(x) = x — 22 + ¢. Claramente G es C” — € cercana a F. Si € > 0,
G tiene dos puntos fijos pero cuando € < 0 ninguno. Esto implica que F' y G tengan
dindmica distinta y por lo tanto F' es estructuralmente inestable.

Un punto fijo hiperbélico de f es C'-estructural y localmente estable. Es decir existe
un entorno del punto fijo y un € > 0 tal que si una aplicacién es C' — ¢ cercana en
ese entorno, entonces f es topoldgicamente conjugada a g en dicho entorno. Damos una
version uni-dimensional del Teorema de Sterberg.

Teorema 6.10. Sea p un punto fijo hiperbdlico de f, suponemos f'(p) = X con || # 0, 1.
Entonces existen entornos U dep y V de 0 € R y un homeomorfismo h : U — R que
conjuga f en U con la aplicacion lineal L(x) = Az en V.

Observacion 6.11. Una aplicacién cerca de un punto fijo hiperbdlico siempre estd con-
jugada con su derivada, esto explica porque tenemos suficiente con que la aplicacién sea
homeomorfismo y no un difeomorfismo.

7. Teorema de Sarkovskii
En este capitulo veremos uno de los principales teoremas de esta memoria, el Teorema

de Sarkovskii.

Teorema 7.1. Sea f : R — R continua. Suponemos que f tiene un punto periodico de
periodo 3. Entonces f tiene puntos periddicos de todos los demds periodos.

Demostracion. Para demostrar el teorema introducimos dos observaciones necesarias:

Observacién 7.2. Sean f: I — J,y I, J intervalos cerrados tal que I C J y J C f(I),
entonces f tiene un punto fijo en 1.

Observacién 7.3. Suponemos Ay, ..., A, intervalos cerrados y A;11 C f(A;) para i =
0,...,n — 1. Entonces existe al menos un subintervalo Jy de Ag que se asigna a Ay por f.
Inductivamente existe subintervalo J; C J;_1 tal que f(J;) C A; y ft1(J;) = Ajy1. Por
lo tanto existe z € Ag tal que f'(z) € A4;.
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Pasamos a demostrar el teorema. Sean a, b, ¢ € R suponemos que f(a) = b, f(b) =
e, fle)=aya<b<ec.

Sean Iy = [a,b] y I1 = [b,c] entonces Iy C f(ly) y IoUI; C f(I1). Por la Observacién
7.2, f tiene un punto fijo en I;. De manera similar f2 tiene un punto fijo en Iy y, al menos,
uno de estos puntos tiene periodo 2.

Por induccién definimos una secuencia de intervalos Ay, ..., A,_o C I; con Ag = I;. Ya
que I1 C f(I1), hay un subintervalo A; C Ay tal que f(A;) = Ag = I;. Inductivamente
tenemos subintervalo A, _o C A,_3 tal que f(A,—2) = A,—_3. Por lo tanto aplicando la
Observacién 7.3, tenemos que si x € A,_o, entonces f(z), f2(z),..., f*2(z) C Ag y en
efecto f"2(A,_2) = Ag = I;. Ahora ya que Iy C f(I1) entonces existe un subintervalo
Ap_1 C Ap_s tal que f"1(Ap_q) = Io.

Finalmente ya que I; C f(ly) tenemos que I C f™(A,—1) tal que f"(A,—1) cubre
A,_1. Por la Observacién 7.2 f™ tiene un punto fijo p en A,_1. Realmente p tiene periodo
igual a n. Las primeras n— 2 iteraciones de p se encuentran en I1, la n—1 cae en Iy y la n'?
en p otra vez. Si f"~!(p) se encuentra en el interior de Iy entonces p tiene periodo primo
igual a n. Si f"~!(p) se encuentra en la frontera entonces n = 2 o 3 y queda demostrado.(]

Esto es solo un avance de lo que estd por venir, el teorema de Sarkovskii da una ex-
plicacién mas completa sobre que periodos implican la existencia de otros periodos para
aplicaciones continuas en R. Definimos la relacién de orden > para ntimeros naturales de
la siguiente manera:

36507>..52-35..522-30...522.30..625522p 20 1.

De manera que primero va la lista de todos los nimeros impares a excepcién del 1 de
forma creciente, después el doble de cada uno de ellos, seguido del cuddruple de cada uno,
etc. Hasta acabar con las potencias de 2 en orden decreciente y por ultimo el niimero
1. Lo llamaremos orden de Sarkovskii para los nimeros naturales. Pasamos a enunciar y
demostrar el teorema.

Teorema 7.4. (Teorema de Sarkovskii.) Suponemos f : R — R continua. Suponemos
que f tiene un punto periddico de periodo k. Si k1, entonces f tiene un punto periodico
de periodo .

Antes de la demostracién citamos ciertas consecuencias de este teorema.

Comentarios 7.5.

1. Si f tiene un punto periédico cuyo periodo no es una potencia de dos, entonces f
tiene infinitos puntos periédicos. Por el contrario, si f tiene un ntmero finito de
puntos periddicos, entonces necesariamente solo tiene puntos periédicos de periodo
potencia de dos.

2. El periodo 3 es el mas influyente de todos, por ser el primero en el orden de Sar-
kovskii, la suya implica la existencia de todos los demas periodos.

3. El reciproco del Teorema de Sarkovskii es cierto, si una aplicacién tiene un punto
periddico de periodo p, no tiene puntos periédicos de periodo superior a p en el
orden de Sarkovskii.

Notacidén 7.6. Dados dos intervalos cerrados Iy y Iy si f(I1) cubre Iz lo denotamos por
Il — 12.
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Demostracion. Para la demostracién usaremos las dos observaciones dadas anterior-
mente. Si encontramos una secuencia de intervalos:

L—..—»1,— 1,

entonces por la Observacién 7.2, f™ tiene un punto fijo en I;. Primero asumimos que f
tiene un punto periédico = de periodo n, con n > 1 y impar. Entonces suponemos que f
no tiene puntos periddicos de periodo impar menor a n. Sean x1, ..., T, puntos de la orbita
de x de izquierda a derecha, obviamente f permuta las x;. Escogemos el mayor ¢ tal que
f(z;) > x; entonces denotamos I; como el intervalo [z;, x;41]. Claramente f(z;i+1) < xit1,
ademas de f(z;+1) < z; con lo que tenemos que I1 C f([1), y por tanto, I} — I.

Como z no tiene periodo 2 es imposible que f(z;+1) = z; v f(z;) = xi41 asi que f(I7)
contiene al menos otro intervalo de la forma [z, z;41]. Podrfamos intuir que hay varios
de estos intervalos, pero vemos a continuaciéon que solo existe uno. Sea Os la unién de
todos los intervalos de dicha forma que estan cubiertos por f(I1). Por tanto Iy C O2 con
Oy # I, y si I es algtn intervalo de Oy de la forma [z, 2;41], entonces Iy — Is.

Ahora sea O3 la unién de todos los intervalos de la forma [z, z;+1] que son cubiertos
por la imagen de algtn intervalo de O. Inductivamente sea O;y1 la unién de todos los
intervalos de la forma [xj,x;41] que son cubiertos por la imagen de algin intervalo de
O;. Destacamos que si I;1 es algin intervalo de O;y1, entonces tenemos la colecciéon de
intervalos con I; C O; tal que:

L —.. — Il—i—l-

Ya que tenemos un nimero finito de x; entonces existe un [ tal que O;; = O;. Para este [
tenemos que Oy contiene todos los intervalos de la forma [z}, z;41], ya que de lo contrario
x tendrfa un periodo menor que n. Afirmamos que hay al menos un intervalo [z, ;1]
diferente de I; en algin O cuya imagen cubre I;. Tenemos pues que hay mds s en un
lado de I; que en el otro, al ser n impar. Por lo tanto algunos x}s que deben cambiar
de lado bajo iteracion de f y otros no. En consecuencia hay al menos un intervalo cuya
imagen cubre I;. Ahora consideramos secuencias de intervalos Iy — ... = I — I; donde
cada Iy es de la forma [z, z; 1] para algin j y tal que I; # I>. Escogemos el menor k que
cumple este ciclo. Si k < n—1, entonces uno de ciclos Iy — I, > I oly > I, - 11 - 11
da un punto fijo de f con m impar y m < n. Este punto debe tener periodo menor que k
ya que I U I consiste en solo un punto con periodo mayor que m. Por lo tanto k = n — 1.
Como k es el menor que cumple la condicién, no podemos tener I; — I; para cualquier
j > 1+ 1. Entonces la érbita de x debe ordenarse en R de alguna de las dos maneras
que vemos en la Figura 5. Podemos expandir el diagrama anterior hacia el descrito en la
Figura 6: Periodos mas largos a n nos dan ciclos de la forma I;y — ... — I, 1 — I, — I3.
El menor periodo par que da ciclos de la forma:

In—l — In—2 — I’VL—17

In v —Ing— I 33— Ino— In_1,

etcétera. Para el caso n par, primero tenemos que f debe tener un punto periddico de
periodo 2. Seguimos con los argumentos que garantizan que algin z}s cambia de lado
bajo iteracion de f y otro no, ya que I, —2 — I, 1y I, —1 — I, 5. Si no es el
caso entonces todos los x}s deben cambiar de lado y entonces [zi41,2,] C f([z1,24]) ¥
[x1,2i] C f([xit1,zN]). Por tanto por las observaciones anteriores produce un punto de
periodo 2 en [x1, z;].
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Figura 5: Diagrama de la cadena de intervalos Iy — ... — I, = I;

Figura 6: Diagrama extendido
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Figura 7: Gréfica de F(z), el doble de f(x).

Demostramos ahora el caso n = 2™. Sea k = 2! con | < m. Consideramos g = f*/2.
Por suposicién, ¢ tiene un punto periédico de periodo 2™~ +1. Por tanto, g tiene un punto
de periodo 2. Este punto tiene periodo 2! por f.

El caso final n = p - 2™ donde p es impar, se reduce a los dos anteriores. O

Pasamos a ver, como ya avanzamos en los comentarios, el reciproco de este teorema.
Consideramos una aplicacién de periodo 5 pero no 3, f : [1,5] — [1, 5] tal que:

f)=3,f3)=4,f(4) =2, f(2) =5, f(5) = L.

Suponemos que f es lineal en este tramo, tenemos que:

F2[1,2) = (2, 5]
£°[2,3] = [3,5]
74,5 = [1,4].
Por tanto f3 no tiene puntos fijos en este intervalo. Es cierto que f3[3,4] = [1,5] asf

que al menos f? tiene que tener un punto fijo en [3,4]. Pero debe de ser tinico al ser
monotonamente decreciente y por tanto es el punto fijo de f, y no un punto de periodo
3. Podemos generalizarlo para la primera porcién del orden de Sarkovskii.

Para el caso de periodos pares utilizaremos una especie de truco. Sea f : I — I funcién
continua. Construimos otra funcion F', tal que sea el doble de f con puntos periédicos con
periodo el doble que en f, mds un punto fijo adicional. El procedimiento para crearlo es
el siguiente, divide el intervalo I en tres partes. Comprime el grafico de f en la esquina
superior izquierda de I x I y el resto como sigue en la Figura 7.

La aplicacién F es lineal por partes, en [1/3,2/3] y [2/3,1]. Ademds F'(2/3) =0, F(1) =
1/3 y F continua. Notamos que F' asigna [0, 1/3] dentro de [2/3, 1] y viceversa. También si
x € [1/3,2/3] no es un punto fijo, entonces existe n tal que F"™(x) € [0,1/3]U[2/3, 1]. Esto
implica que no hay puntos periédicos en F' en el intervalo (1/3,2/3). Por tanto podemos
demostrar que si z es un punto periédico de periodo n para f, entonces x/3 es un punto
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periddico de periodo 2n para F'. Por otro lado si ¢ es un punto periédico de F' entonces o
y o F(y) se encuentran en el intervalo [0,1/3] y podemos demostrar que 3y o 3F(y) son
f periédicas. Por tanto para tener una aplicacién con periodo 10 pero no 6 necesitamos
duplicar la gréfica de una funcién con periodo 5 pero no 3.

Como comentario final de este capitulo destacar que el Teorema de Sarkovskii solo vale
para el caso unidimensional, y no tenemos uno equivalente para dimensiones superiores.
Por ejemplo la aplicaciéon que rota 120 grados todos los puntos de un circulo hace que
todos sus puntos sean de periodo tnico 3, en contradiccién con el Teorema de Sarkovskii,
no obstante, nos da una herramienta muy util para capitulos posteriores.

8. La derivada de Schwarz

En este capitulo introducimos, en el estudio unidimensional de sistemas dinamicos, el
concepto de derivada de Schwarz. Nos servirda de herramienta para averiguar el limite de
Orbitas periddicas atractoras que puede tener una aplicacién. Pasamos a la definicion.

Definicion 8.1. La derivada de Schwarz de una funcion f en x es:

-58-3(58)’

Sf(x)

Ejemplos 8.2.

L. SF,(r) = (1—_26m)2

2. S(e%) = —1/2

Veremos mas adelante que son mas interesantes las funciones con derivada de Schwarz
negativa. Una propiedad bastante 1util es que la composicién de funciones conserva el
hecho de que la derivada de Schwarz sea negativa.

Proposicién 8.3. Suponemos Sf <0 y Sg < 0. Entonces S(f og) < 0.

Demostracion. Se demuestra facilmente aplicando la regla de la cadena y la féormula
de derivada de Schwarz. O

La suposicién de que Sf < 0 aporta resultados realmente importantes para la dindmica
unidimensional, lo vemos con el siguiente teorema.

Teorema 8.4. Suponemos Sf < 0, con la posibilidad de S f(z) = —o0. Suponemos que f
tiene n puntos criticos, entonces [ tiene como mucho n+2 orbitas periédicas atractoras.

Comentarios 8.5.

1. La aplicacién cuadrética F),(r) = pa(l — ) tiene un punto critico z = 1/2. Por lo
tanto para cada p existen como mucho 3 érbitas periédicas atractoras. Posiblemente
no tenga ninguna como el caso de p > 2 + /5.

2. Las siguientes demostraciones se extienden también para puntos no hiperbdlicos.
Consecuentemente la aplicaciéon cuadratica tiene como maximo una orbita peridédi-
ca que no sea repulsora. Es curioso que para p grande, F), tenga infinitas drbitas
periddicas y solo una de ellas pueda ser atractora.
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3. Suponemos que F}, tiene una érbita periédica atractora de periodo 3, por el Teorema
de Sarkovskii F), tiene orbitas periddicas de cualquier periodo, pero a causa de
este Teorema ninguna de ellas atractora. De ahi surge un dilema computacional,
si solo son visibles los puntos periddicos atractores, dénde estan el resto de puntos
periddicos? Daremos una respuesta en futuros capitulos.

Enunciamos y probamos tres lemas que usaremos para demostrar el teorema anterior.

Lema 8.6. Si Sf < 0 entonces f'(x) no puede tener un minimo local positivo ni un
mdzximo local negativo.

Demostracion. Suponemos que g es un punto critico de f’(z), es decir, f”(x¢) = 0. Ya

que Sf(zg) < 0, tenemos que ’;7((;)0)) < 0 por tanto (o) y f'(x0) tienen signo opuesto.l]

De este lema sacamos que entre dos puntos criticos consecutivos de f’ el grafico de
/' (x) debe cortar el eje x, en consecuencia f debe tener un punto critico entre estos dos
puntos.

Lema 8.7. Si f(x) tiene un ndmero finito de puntos criticos, entonces f™(x) también.

Demostracion. Para cada ¢, f~1(c) es un conjunto finito de puntos, ya que, entre
dos preimagenes de ¢ cualesquiera, debe haber al menos un punto critico de f. Vemos
facilmente que:

7 e) = {x [ f™(x) = ¢}
es también un conjunto finito. Ahora suponemos (f)'(z) = 0. Por la regla de la cadena,
tenemos:

(™Y (@) = T] £ (F).
1=0

Por lo tanto para algin i, 0 < i < m — 1, fi(x) es un punto critico de f. Entonces el
conjunto de punto criticos de f™ viene dado por la unién de imagenes inversas de orden
menor a m del conjunto de puntos criticos de f junto con sus érbitas. Por el argumento
anterior este es un conjunto finito de puntos. U

Lema 8.8. Suponemos f(x) tiene un nimero finito de puntos criticos y Sf < 0. Entonces
f tiene solo un ndmero finito de puntos periddicos de periodo m para cualquier entero m.

Demostracion. Sea g = f™, entonces los puntos periddicos de periodo m para f son
puntos fijos para g. Vimos anteriormente que Sg < 0. Suponemos que ¢ tiene infinitos
puntos fijos, por el Teorema del Valor Medio, hay infinitos puntos tal que ¢’(x) = 1. Entre
tres puntos cualesquiera consecutivos tal que ¢'(x) = 1, debe haber un punto para el cual
g <1

Realmente ¢’(x) no es exactamente igual a 1 en un intervalo, porque entonces Sg = 0
contradiciendo el hecho de que S¢g < 0. Ademds por el Lema 8.6, ¢’ no puede tener un
minimo local positivo entre estos tres puntos. Por lo tanto debe haber puntos tal que
g < 0. En consecuencia hay puntos para los cuales ¢ = 0. Pero esto implica que g
tiene infinitos puntos criticos, contradiciendo el Lema 8.7 que hace que completemos la
demostracién. O

Ahora ya tenemos lo necesario para demostrar el Teorema 8.4.
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Demostracion. Sea p un punto periédico atractor de periodo m para f y sea W(p) el
intervalo maximal alrededor de p en el cual todos los puntos tienden asintéticamente a p
bajo iteracién de f™. Claramente W (p) es un intervalo abierto y f™(W(p)) C W (p).
Supongamos por el momento que p es fijo. Ya que f(W(p)) C W(p) y W(p) es maximal,
tenemos que f conserva los puntos finales de W(p) = (I,7), o uno o ambos de [ y r son
infinitos. En el caso finito, tres posibilidades:

1. f()=1, f(r)=r.
2. fO)=mr, f(r)=1L
3. f(1) = f(r).

Si f(l) =1y f(r) = r, entonces la grifica de f muestra que existen a y b tal que
I<a<p<b<ry f'(a)=f'(b)=1. Yaque f'(p) <1y f no puede tener un minimo
local positivo, por el Lema 8.6, por tanto existe un punto critico en el intervalo (a,b). En
el segundo caso lo hacemos de forma similar considerando f2. En el tercero y tltimo f
debe tener un minimo o maximo entre [ y r, asi que W (p) tiene un punto critico en este
caso también.

En el caso de [ y/o r infinito, la demostracién falla. Sin embargo, estos casos admiten
como mucho dos puntos fijos estables. Si p es periddico, el mismo argumento produce un
punto critico para f™ en W(p). Un punto en la érbita de este punto critico debe ser un
punto critico de f a causa de la regla de la cadena. O

Corolario 8.9. Si f(z) tiene un punto fijo ¢ con multiplicidad £1 y Sf < 0, entonces ¢
debe atraer puntos de al menos una parte y haber un punto critico en W{c).

Demostracién. Asumimos que f’(c) = 1, de manera contraria considerar f2. Por el
Lema 8.8, f tiene solo un ntimero finito de puntos fijos, por lo tanto hay un intervalo que
contiene ¢ en que f no tiene otros puntos fijos. Suponemos que ¢ es un punto fijo repulsor.
Claramente, f’ tiene un valor minimo local de 1. Esto contradice el Lema 8.6 y muestra
que f(x) > x para a < x < c o f(x) < x para ¢ < z < b. Por tanto ¢ es un punto fijo
atractor de al menos una parte. O

La anterior demostracién muestra que puntos periédicos con conjuntos estables aco-
tados atraen un punto critico. Vemos la importancia de que los conjuntos sean acotados
con un ejemplo.

Ejemplo 8.10. Sea E(x) = e*~1, no acotado. Tenemos SE(z) = —1/2 < 0y E tiene un
Unico punto fijo en x = 1 que atrae los puntos de la izquierda y repele los de la derecha.
A pesar de esto E no tiene puntos criticos.

Damos otro corolario relacionado con lo mencionado en el Comentario &.5.

Corolario 8.11. Suponemos la aplicacién cuadrdtica F),, entonces existe como mucho
una orbita periodica atractora para cada (.

Demostracion. Hemos demostrado que SF), < 0y que, si |z| es suficientemente grande,

entonces |F)!(z)| — oo. Por tanto no hay puntos periddicos atractores con conjuntos
estables. O
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Figura 8: Intervalos I y I

Podria pasar que F), no tuviese ninguna 6rbita periédica, como el caso de p = 4 o
u > 2+ /5. Destacamos que cuando una aplicacién tiene derivada de Schwarz negativa,
las 6rbitas de los puntos fijos juegan un papel fundamental en determinar su dinamica.

Analizamos la aplicacién cuadrética Fy(z) = 4x(1 — x), que es cadtica en el intervalo
unidad. Como el punto critico estd asignado en un punto fijo repulsor, tenemos que Fy no
puede tener orbitas periddicas atractoras. El hecho de que SFy < 0 nos ayuda a demostrar
que los puntos periddicos repulsores son densos en I, cosa que veremos mas tarde.

Tenemos que Fy tiene un punto fijo repulsor en p = 3/4, tomamos p = 1/4, tal que
Fy(p) = p. Sea J el intervalo [p, p). Describimos una aplicacién de retorno R en el interior
de J — {1/2}. Intuitivamente R(xz) = Fj'(x), donde n es el entero méas pequeno para el
cual Fj'(x) € J. Para definir més precisamente R primero notamos que Fy asigna .J sobre
el intervalo [3/4, 1]. De manera que si z € J entonces Fy(x) ¢ J. Tenemos que Fy asigna
[3/4,1] homeomorficamente sobre el intervalo [0,3/4], cosa que hace que ciertos puntos
de J se asignen nuevamente sobre J por FZ. Vemos en la Figura 8 que hay dos intervalos
Iy Iy en J que son asignados homeomorficamente sobre J por FZ. Vemos que ambos
intervalos son semiabiertos.

Definiremos R(z) = Fi(z) para z € I, Uly. Si € J pero & ¢ I, U Iy, entonces
F?(z) € [0,1/4). Seguimos con que mientras que x # 1/2 la érbita de = eventualmente
regresa a .J. Més precisamente, si J —{1/2} existe el minimo nimero entero n > 2 tal que
F}'(z) € J. Sea ¢(z) este entero, tenemos que ¢ da el momento de este primer retorno de
J. Vemos que ¢ =2 en Io U fg. Definimos de una forma mas precisa:

In ={z € (1/2,p) | ¢(z) = n}

Iy ={z €[p,1/2)| p(x) = n}.

Es facil de ver que I, y I, son intervalos semiabiertos y que F}' asigna I, y I, homeo-
morficamente sobre J. Por tanto definimos R : J — {1/2} — J por:

R(z) = F/")(2).
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Recalcamos que R no estd definida en 1/2 y tiene infinitos puntos de discontinuidad. A
pesar de esto la aplicacién de retorno nos puede proporcionar toda la informacién que
necesitemos de Fjy. El hecho de que cada Fj' tenga derivada de Schwarz negativa nos
permite observar que si K es un intervalo cualquiera en el que (FJ')" # 0, entonces el
valor minimo de |(F}')'(x)| ocurre en uno de los puntos limite de K, esto nos permite
probar el siguiente resultado.

Proposicién 8.12. |R'(x)| > 1 para cada x € J.

Demostracion. Lo vemos para los intervalos que quedan a la derecha, I, por simetria
se harfa de manera similar para I,,. Sean I}, = [lg, ;) y:

v

n>k

Wi es un intervalo abierto acotado por 1/2 y Ij. Debemos demostrar que (Ff)(z) > 1
para I < x < rg. Por la observaciéon anterior, ya que (Ff)’ # 0 en [, es suficiente
demostrar esta condicién para I y 7.

Ahora Ff asigna I, U W} homeomorficamente sobre (0,p) y I sobre (p,p), ya que la
longitud de Ij, es menor que 1/4, y existe x;, € I, con (Ff) () > 1. Ahora Ff debe
asignar Wy, sobre (0,p). De la misma manera la longitud de Wy es menor que 1/4, y
existe x}, € Wy, con (Ff)'(z},) > 1. Ya que (F})' no puede tener un minimo local positivo,
entonces (Ff)'(Ix) > 1 ya que @}, <l < z. Falta demostrar que (Ff)'(r) > 1, lo vemos:

(1) (re) = Fi(F ™ () (FF ) () = Fa(0)(Ff ) (le-1)-

Como todos los términos son mayores que 1 queda demostrado. O

Pasamos a probar lo citado anteriormente, que los puntos repulsores son densos. Sea
U cualquier intervalo de I, debemos obtener un punto periédico repulsor en U. Para
conseguirlo buscaremos n > 0 tal que F}'(U) es un intervalo que contiene U.

Tenemos que para |Fj(z)] > 1si ¢ J, hay un n > 0 y un subintervalo Uy C U
con V = F}(Uy) C J. Por esto R expande las longitudes de los intervalos en J por la
Proposicién 8.12. Por tanto hay un & > 0 y un subintervalo Vy C V tal que RF(Vp)
contiene un punto de discontinuidad de R. Entonces existe un m > 0 tal que p € F}"(Vp).
Haciendo un analisis grafico vemos que cualquier punto del entorno de p es eventualmente
expandido bajo iteracién de manera que cubre I. En particular, existe un £ > 0 tal que
Ff+k(%) cubre I. Por tanto vemos ficilmente que dichos puntos son densos.

Comentarios 8.13.

1. El argumento anterior se puede usar para demostrar tanto la dependencia sensitiva
en condiciones iniciales como la transitividad topoldgica en la aplicacién cuadratica

Fy(x).

2. Para aplicar este argumento a otros ejemplos debemos tener en cuenta que, el mo-
mento crucial ha sido usar que Ff expande tanto Wy como Ij sobre (0,p) y J
respectivamente.

Como conclusion, destacamos que en este capitulo hemos dado herramientas que van

mas alla de ver que la dindmica de una aplicacién es cadtica. Dado que los puntos periédi-
cos repulsores son densos, se deduce que no puede haber intervalos que deambulan bajo
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Figura 9: Grafica de E)\(x) = Ae® cuando, de izquierda a derecha, A > 1/e, A = 1/e y
A<1/e

la iteracion de la aplicacién y nunca se reinserten a asi mismos. A este tipo de intervalos
se les conoce como intervalos wandering. Por tanto en ciertos casos, podemos descartar la
posibilidad de que existan dichos intervalos al tener derivada de Schwarz negativa. Mas
adelante nos encontraremos de nuevo con este concepto.

9. La teoria de la bifurcacion

Coloquialmente podriamos definir bifurcaciéon como algo que se divide en dos partes,
o que a partir de cierto punto toma dos caminos distintos. Por ejemplo un rio, cuando
su corriente se divide en dos, o las vias de un tren, que se separan para llegar a distintos
destinos.

En sistemas dindmicos usaremos la teoria de bifurcacién para estudiar los cambios
cualitativos que experimentan las aplicaciones a medida que cambian de parametros. Por
tanto, en esta seccién consideraremos familias que dependan de un parametro real, més
precisamente, consideramos funciones de dos variables:

G(z,A) = fa(z)

donde para cada A, fy(x) es una funcién C* de la variable z. Damos unos ejemplos:

1. EA(QL‘) Aer.
2. S\(z) = Asin(z).

3. Fu(x)

pxr(l —x).

Nuestro objetivo serd saber cuando y como cambia la estructura de puntos periodi-
cos de nuestra aplicacion, es decir, las bifurcaciones que sufrird la familia. Empezamos
analizando los ejemplos anteriores.

Ejemplo 9.1. (Bifurcacién Silla-Nodo). Consideramos la familia Ey(xz) = Ae®” con A > 0.
Experimenta una bifurcacién en A = 1/e, para verlo vemos como cambia la grafica de F
en funciéon de A. Observamos la Figura 9.

Cuando A > 1/e el grafico de E no corta la recta x = y, por tanto F no tiene puntos
fijos. Para A = 1/e el gréfico es tangente a la recta x = y en = y = 1. Por tltimo
para A < 1/e el grafico corta la recta en dos puntos, en ¢ con E\(¢) < 1y en p con
E’(p) > 1, por tanto E) tiene dos puntos fijos. Entonces vemos que a medida que decrece
el pardmetro A, E pasa de no tener puntos fijos a tener dos al superar el valor 1/e. En
resumen:
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Figura 10: Diagrama de bifurcacién para E)(x) = Ae® con A > 0.

\\ S\

Figura 11: Gréfica de E)(x) = Ae® cuando, de izquierda a derecha, —e < A < 0, A = —e
vy A< —e.

1. Cuando A > 1/e, E}(x) — oo para todo .

2. Cuando A = 1/e, tenemos un punto fijoen z =1. Siz <1, E{(x) = 1. Y siz > 1,
E}(x) — oc.

3. Cuando 0 < A < 1/e, tenemos dos puntos fijosenx =gy x = p,siz < p, E¥(z) — ¢
y six >p, EY(x) = oo.

Observamos que en la bifurcaciéon (A = 1/e, x = 1), tenemos que E{(1) =1y E{(1) =
1. Esta bifurcacién se puede describir mediante un diagrama de bifurcacién en el cual
trazamos la ubicacién de puntos fijos frente al pardmetro, como en la Figura 10.

Cada corte vertical en el diagrama de bifurcaciéon nos da los puntos fijos de E en la
linea real.

Ejemplo 9.2. (Bifurcacién doblamiento de periodo). Consideramos de nuevo la familia
Ey\(x) = Xe®, en este caso A < 0. En la Figura 11 vemos tres casos a destacar.

Cuando A = —e, E\(—1) = —1 y E}(—1) = —1, entonces —1 es un punto fijo no
hiperbdlico de E). Cuando A > —e, tenemos un punto fijo atractor y cuando A < —e
un punto repulsor. Por lo tanto el punto fijo de E sufre un cambio cuando A = —e.

Consideramos ahora Ef\, vemos facilmente que si F)(x) > —1 la grafica de Ef es convexa,
mientras que si F)(z) < —1 es céncava. Asi que E)Q\ tiene dos puntos de periodo 2, ¢1 y
g2 cuando A disminuye por debajo de —e. En resumen, esta bifurcacién dindmicamente
causa;:
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Figura 12: Diagrama de bifurcacién para E)(x) = Ae® con A < 0.

1. Un cambio de punto fijo atractor a repulsor.

2. El nacimiento de 6rbitas de periodo dos.

Observamos que, a medida que el punto fijo pierde su atraccion, la adquiere la érbita
de periodo dos. También que (E3)'(—1) = 1, (E3)"(-1) = 0 y (E%)"”(—1) # 0. Vemos
como queda el diagrama de bifurcacién en la Figura 12.

Estas dos bifurcaciones son las maés tipicas con las que se puede encontrar una apli-
cacién, no obstante existen otras bifurcaciones, menos comunes, que reflejamos con otro
ejemplo.

Ejemplo 9.3. Consideramos ahora la familia cuadratica F,(x) = px(l — ). Cuando
i = 1, F}, tiene un tnico punto fijo, pero para todos p # 0, hay dos puntos fijos. Esta
bifurcacion es atipica, ya que:

d

du =1
generalmente requeriremos que las bifurcaciones ocurran con una velocidad distinta de
cero en la variable de parametro.

Hemos visto que estas bifurcaciones ocurren cerca de puntos fijos o periédicos no
hiperbdlicos. Corroboramos en el siguiente teorema que es el Unico escenario donde las
encontraremos.

Teorema 9.4. Sea fy una familia de funciones uniparamétricas y suponemos que fx,(xo) =
Ty Y f/’\o (zo) # 1. Entonces existen intervalos I de xy y N de Ao, y una funcion suave
p: N = I tal que p(Ao) = zg y fr(p(\)) = p(N\). Ademds, fx no tiene otros puntos fijos
en I

Demostracion. Consideramos la funcién definida por G(z,\) = fi(z) — z. Tenemos

que G(z9,\g) = 0y que:

oG ,

%(l‘o, )\0) = f/\o(l’o) -1 75 0.
Por el Teorema de la Funcién Implicita, hay intervalos I de xzg y N de Ag, y una funcién
suave p : N — I tal que p(Ag) = x0 y G(p(A\),\) = 0 para todo A € N. Ademds

G(z,\) # 0 a no ser que = = p(A). O

25



Comentarios 9.5.

1. A menudo es conveniente suponer que el conjunto de puntos fijos de f) no varia
si A tampoco lo hace. Suponemos f) cumple las condiciones del Teorema anterior,
consideramos la funcién:

gr(2) = fa(z +p(A) — p(A).

Claramente g»(0) = fi(p(A)) — p(\) = 0 para todo A, asi que 0 es siempre punto
fijo. Ademads g es topoldgicamente conjugada a fy a través de la aplicacion hy(x) =
x — p(A). Por tanto las dindmicas de fy y gy coinciden, esto nos beneficia al ser gy
mé&s simple de manejar ya que su punto fijo permanece estacionario en 0 al variar

A

2. El teorema anterior, al igual que los siguientes, se cumple para puntos periédicos
remplazando f por f.

Plasmamos lo visto en los ejemplos anteriores con dos teoremas.

Teorema 9.6. (Bifurcacion Silla-Nodo). Suponemos que:

1. fr,(0) =0
2. £3,(0)
3. J5,(0)

4R, A0

1

0

RIS

Entonces existe un intervalo I de 0y una funcion suave p : I — R con p(0) = Ao y tal
que:
Ademds p'(0) =0 y p”(0) # 0.

Observacién 9.7. El signo de f;\’O(O) y % s determina la direccién de la bifurcacion.

=A0

Demostracion. Definimos G(z, A) = fi(z) — z. Notamos que G(z, ) = 0, que implica
que fy tiene un punto fijo en z. Aplicamos el Teorema de la Funcién Implicita en G.
Tenemos que G(0,\g) = 0 y que:

9G (0, 70) = 22

O o, 070

A=Xo

Por tanto existe una funcién suave p(z) que satisface G(z,p(x)) = 0. Por la regla de la

cadena:
oG  0G

o a1 =0
Por lo tanto:



Derivando y aplicando lo anterior:

9%°G oG
'(0) = _W(O) W’A:Ao (0) _ f;\’O(O)
T o
oA YN
Con esto completamos la demostracion. O

Teorema 9.8. (Bifurcacion doblamiento de periodo). Suponemos que:

1. fx(0) = 0 para todo A en un intervalo de Xg.
2. f,(0) =—1.

B) 2/
3. 200 o, @ 0.

Entonces hay un intervalo I de 0 y una funcion p: I — R tal que:

fo@) (7) # =z,

pero

Demostracidn. Para esta prueba definimos G(z,\) = f#(z) — z. No podemos aplicar
directamente el Teorema de la Funcién Implicita ya que:

oG
S5(0.20) = 0.

Asi que tomamos: H(z,\) = Ged) o 4 #0y H(z,\) = %—5(0, A) siz=0.

xT

Vemos que H es suave y que cumple:

oOH 0’G
%(0, Ao) = 23?(0, Ao)
0*H 3G
W(O,Ao) = @(07 Ao)-
Ahora ya podemos aplicar el Teorema de la Funcién Implicita en H. Tenemos que:
_ % _ 2 \/ gl / o
H(0,00) = 52(0,30) = (/3,/(0) = 1 = 5,(0)/4(0) — 1 =0,
Damos por supuesto que:
oH 0 N o(f3)
_— = — —_— 1 = .
0= 55| (@0 -n="30#0

Por lo tanto hay una funcién suave p(z) definida en un entorno de 0 y que satisface que
p(0) = X\o y H(x,p(x)) = 0. En particular, para = # 0:

G(z, p(x)

x

=0.
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Entonces  es un punto de periodo 2 para f,), no es fijo a causa del teorema que vimos
al principio del capitulo. Como antes, calculamos:

/ o _%(07)‘0) .
P0)=—gF— =0
ﬁ(ov )\0)
ya que:
(ffo)”(o) = fé\lo (0)(.][‘;\0 (0))2 + fg\/() (O)fg\o (0) = 07
donde hemos usado f;\O(O) = —1, para completar la prueba. O

Podriamos obtener més informacién sobre la configuracién de la curva de puntos pe-
riédicos. Usando la notacion anterior, calculamos:

~ G020 F0.0) _ 3H1(0) + (5,00
(550, 20))° s, (R(0)

p//(o) —

Tenemos que el numerador de esta expresion es precisamente (—2/3)Sf),(0) ya que
f3,(0) = —1. Lo que nos lleva al siguiente corolario.

Corolario 9.9. Suponemos la hipdtesis adicional para el Teorema 9.8, Sfy,(0) # 0.
Entonces la curva \ = p(x) satisface que p”(0) # 0.

Comentarios 9.10.
1. Esto significa que o A = p(z) es céncava en una direccién o en la direccién opuesta.

2. Si asumimos que Sfy < 0 para todo A cercana a Ag, entonces la familia f) no puede
tener una bifurcacién de doblamiento de periodo propuesta en Ay. Nos referimos
a una bifurcacién del siguiente tipo, si A < Ag, f) tiene un tunico punto fijo local
repulsor. Cuando A = \g, f) tiene un unico punto fijo con multiplicidad -1. Cuando
A > Ay, [ tiene un tnico punto fijo atractor con un punto periédico de periodo 2.
Por el Lema 8.6 del capitulo anterior vemos que esto no puede suceder.

10. Revision del periodo tres

En este capitulo recuperamos la aplicaciéon cuadrética F),(z) = pa(1 — x). Tomamos
un valor especifico para el pardmetro, u = 3,835. Por temas de simplificar la notacion
usaremos F'(z) para denotar F3gss(z) = 3,835z(1 — x). El objetivo de este capitulo es
completar lo que vimos en el Teorema de Sarkovskii, respecto a las implicaciones de la
existencia de un punto periédico de periodo tres. F'(z) tiene una 6rbita periddica atractora
de periodo tres. Lo probamos facilmente con a; = 0,152074, ya que F3(a;1) = a1, ademds
(F3)'(a1) < 0. Por tanto, por el Teorema de Sarkovskii F tiene puntos periédicos de
cualquier periodo. Ademas por los resultados vistos anteriormente ninguno a parte de a;
sera atractor. Siendo practicos, como estos puntos son invisibles para un ordenador, nos
preguntamos que pasa con todos ellos y cuantos hay. Para responder a esto introducimos
un nuevo concepto relacionado con lo visto en el capitulo 3, el subshift de tipo finito.
Primero definimos la aplicacién shift en N simbolos. Sea Xy el conjunto de todas las
posibles secuencias de niimeros naturales entre 1 y N:

YN = {(S) = (5051...) | S5 € Z, 1< Sj < N}
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Observamos que, a diferencia de Yo, ¥n no admite la entrada 0, esto nos ayudard mas
adelante. Como en la dindmica simbdlica tenemos una distancia en X definida por:

> (S(Si,ti)
dnls,t] =) =i
=0 N

donde 6(s;,t;) = 0si s; = t; y 0(s;,t;) = 1 en caso contrario. Damos una proposicién
analoga a la que dimos en el capitulo 3, nos ahorramos la demostracién ya que son muy
parejas.

Proposicién 10.1.

1. dy es una métrica de Y.

2. Sis; =t; parai=0,.... k, entonces dy|[s,t] < 1/N*.

3. Sidy[s,t] < 1/N* entonces s; = t; para i < k.

Al igual que en el caso de ¥y, manejamos la aplicacién shift dada por o(spsisz...) =
(s15283...). Nuestro objetivo es describir ciertos subconjuntos de ¥y que proporcionan
un escenario mas general para la dindmica simbdlica. Sea A una matriz N X N cuyos
elementos a;; son 1 o 0, A se denomina matriz de transicién del sistema. Cada par de
entradas adyacentes en la secuencia s determina un elemento de la matriz, el as, s, -
Usaremos A para describir que secuencias de Xy se encuentran dentro de un subconjunto

que denotamos por X 4. Una secuencia s se encuentra en X 4 si y solo si cada una de estas
entradas es 1. Mas concretamente:

EA = {(S) = (8081...) € EN ‘ Asisi41 — 1V’i}.

Ejemplos 10.2.

1. Sea:

A:(é 2)

Al serlos elementos a2 y as; nulos solo tenemos dos posibilidades en X 4, las se-
cuencias constantes (111...) y (222...).

(Y

En este caso un 2 puede venir a continuacién de un 1 pero no al revés. Por tanto 3 4
consta de las secuencias constantes més cualquier secuencia de la forma (1...122...).

Notacion 10.3. Denotamos por o 4 la restriccion de o en el conjunto 4.

Proposicién 10.4. Y 4 es un subconjunto cerrado de X que es invariante respecto o 4.
Demostracion. La invariancia es trivial, pasamos a ver que X4 es cerrado. Suponemos

que s; es una secuencia de elementos de X 4, es decir, una secuencia de secuencias que
converge a t. Sit ¢ X4, sea a el menor entero que cumple az, ¢, ,, = 0. Como s; converge
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a t, existe otro entero k tal que, si i > k, entonces dy/[s;, t] < 1/N®T1. Por la Proposicién
10.4, las entradas tg, ..., to41 deben coincidir con las correspondientes entradas de s; para
¢ > k. En particular, tenemos a;,4,,, = 1 ya que s; € ¥4. Lo que nos lleva a una
contradiccién que acaba la prueba. O

Volvemos a la aplicacién cuadrética F'(z) = 3,835z(1 — x), existe una segunda 6rbita
periédica de periodo 3 para F, de manera que F3(b1) = by con by = 0,169040. Como F
solo debe tener una érbita periddica atractora, al serlo la primera, esta segunda deberd
ser repulsora. Al igual que anteriormente, podriamos demostrar la existencia de estas
érbitas periédicas calculando F3 y (F3) en un pequefio intervalo alrededor de by o aj y
observando que I3 expande este intervalo sobre si mismo.

Recordamos del capitulo 8 que hay un intervalo abierto maximal sobre cada a; que
consta de puntos que tienden a a; bajo iteracién de F3. Denotamos este intervalo por
W (a;). Por el Teorema 8.4 tenemos que uno de los puntos finales de W (a;) es fijo para
F3, por lo tanto b; es uno de estos puntos. Denotamos por b; el punto en el lado opuesto
de a; respecto b; que se asigna a b; por F3.

Sean Ay = (Bl,bl), Ay = (i)g,bg) y Ag = (33,1)3). Observamos que F' asigna A; y As
mondtonamente en Ay y Aj respectivamente, pero F' tiene un punto critico en 1/2 € Ay
asf que F' no es mondtona en este intervalo. Sin embargo el valor méximo de F' es 0,95975,
entonces F'(Ay) esta contenido en Asz. Notamos que F'(by) = F'(be) = bs.

Recordamos que si x < 0 o > 1 entonces F"(z) — —oo. Ademds si x € A; entonces
F"(x) tiende a la érbita de a;. Por tanto todos los otros puntos periddicos deben caer
en el complementario de A; en I. Hay 4 intervalos cerrados en el complementario de A;
en I, los llamamos Iy, ..., I3 de izquierda a derecha. Como conocemos el comportamiento
de los b; bajo iteracién de F' sabemos como estos 4 intervalos se asignan por F. Como
no hay otros puntos periddicos para F' en W (a;), tenemos que todos los infinitos puntos
periédicos deben caer en I;. De hecho podemos precisar més, lo vemos en el siguiente
resultado.

Proposicién 10.5. Todos los puntos periddicos de F' se encuentran en I; U Iy con la
excepcion del punto fijo 0 y los puntos periddicos de periodo tres: a1, asz, y as.

Demostracion. Observamos que F' es mondétona para cada intervalo I;. F' asigna Iy a
través de Ip y I, I1 en Iy, I a través de I7 y Io, y finalmente I3 en Iy. Por esto si un
punto periédico x € I; U Ia, entonces F'(z) € I; U I. Asi, si x € I; U Iy se encuentra en
una érbita periddica, entonces toda la érbita de x se encuentra en Iy UIs. Ahora, sixz € I
y & # 0, entonces F(x) > x. Por lo tanto existe un n tal que F"(x) ¢ Iy. O F™(x) € Ay,
en caso que x no sea peridédico,0 F™(z) € I;. En ultimo caso, la drbita delantera de F™(x)
nunca puede salir de I1 o Is para volver a x, asi, de nuevo, x no es peridédico. Finalmente
six € I3, F(x) € Iy, entonces = vuelve a no ser periédico. O

En consecuencia de este resultado todos los puntos periédicos restantes para F' se
encuentran en I; U Is. Denotamos por A el conjunto de puntos cuya érbita completa se
encuentra en estos dos intervalos. Para entender la dindmica de F' en A, recurrimos de
nuevo a la dindmica simbdlica. Definimos la secuencia asociada a x:

S(x) = (s0s1.--),

donde s; = 1 si Fi(z)ely sj =2 si Fi(z) € Iy. Como F(I;) = I, entonces un 1 solo
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puede estar seguido de un 2, es decir, S toma valores en 3 4:

A:(‘j 1)

Cabe destacar que nos encontramos un fenémeno similar en la demostracién del Teorema
de Sarkovskii. De hecho, la existencia de un punto de periodo 3 fuerza la existencia de un
par de intervalos que se comportan como I; y Is bajo iteracién de F.

Teorema 10.6. La restriccion de F' a A es topoldgicamente conjugada a la aplicacion
subshift de tipo finito dada por o4 en Y 4.

Demostracion. La mayoria de detalles estan expuestos en el capitulo 4, nos centramos
en la demostracién de la inyectividad pues es la inica parte que no se asemeja. La dificultad
estd en que |F’'(x)| no es en todas partes mayor que 1 en I; U I5. Sin embargo podemos
decir que |F'(z)| > v = F'(by) ~ 0,3, ya que F” < 0y que el intervalo (by, by) que contiene
el punto critico ha sido eliminado. Por lo tanto |F’| estd acotado inferiormente.

Entonces existe A > 1 tal que, si € A entonces |(F?)'(z)| > . Para demostrar esto,
observamos que hay tres intervalos cerrados en I3 U I3 en los cuales |(F3)'(x)| < 1. Dos
de ellos, By y B3 estédn ubicados simétricamente respecto 1/2, mientras que el tercero,
Bs se encuentra en I>. Notamos que la imagen de F? en Bj estd contenida en (1317 b1) y
entonces B3 N A = (). Observamos que By y By se asignan por F? en (133, b3). De hecho
podriamos comprobar ficilmente que Bj estd contenida en el intervalo 0,661 < x < 0,683
y que (F3)'(0,661) > 1y (F2)(0,683) < —1, ademés F? asigna este intervalo dentro de
(b3, b3). Por simetria F3(B;) C (bs, bs) también y por lo tanto By NA =0 y ByNA = 0.

Probamos ahora que A es un conjunto hiperbélico. Escogemos K tal que v2\% > 1.
Sea N = 3K + 2 si n > N, entonces podemos escribir n = 3(K + a) + i donde o« > 0 y
0 <4 < 2 son enteros. Por lo tanto si x € A por la regla de la cadena tenemos:

[(F™) ()] = |[(F) (PP () [| (FEF Y (2)] > w22 > 1,

Con esto tenemos que A es un conjunto hiperbdlico repulsor. Con hiperbolicidad estableci-
da el resto de la demostracion es similar al Teorema 4.2, asi que la damos por terminada.[]

Vemos que hay puntos periédicos de F' para todos los periodos posibles, como nos ga-
rantiza el Teorema de Sarkovskii. De hecho para producir un punto periédico de periodo k
en X4 necesitamos una secuencia de k—1 elementos con 2’s seguidos de un 1, para después
repetir la secuencia. Estas son exactamente las érbitas producidas en la demostracién del
Teorema de Sarkovskii. Por supuesto tenemos muchas secuencias repetidas permitidas en
>4, lo que nos hace dudar de cuantos puntos periédicos tiene F' para cada periodo k. Lo
vemos a continuacién.

Proposicion 10.7. Sea A una matriz de transicion N x N. Entonces:
Pergy, = Tr(AF).

K §i s es una

Demostracion. Recordamos que una secuencia s en >4 es fija por o
secuencia repetida de la forma (ig...ix_1i9...ix—1...). Esta secuencia se encuentra en ¥ 4
S @iyiy Giyas---Qig_1ip = 1 siy solo si la lista 7pi1...0x 170 es una parte permitida de la

secuencia X4 y igual a 0 en caso contrario. En consecuencia:

E Qigiy Qi _yio

20,81 yee ey 0K —1
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Figura 13: Aplicacién F),(x) para p = 1 a la izquierda y para p = 2 a la derecha.

da el cardinal de Pergo 4. Por otro lado vemos facilmente que este sumatorio corresponde
a Tr(AK). O

Acabamos el capitulo con una férmula que nos puede ayudar en el calculo de T'r(AX).

Observacion 10.8. En general, para K > 2:

Tr(AK) = Tr(ASY) 4 Tr(AK—2).

11. Doblamiento de periodo: la ruta al caos

Como vimos en capitulos anteriores, la aplicacién cuadratica F),(x) es simple, dindmi-
camente hablando, para 0 < p < 3 pero cadtica cuando p > 4. Una pregunta légica seria:
cémo se convierte F), en cadtica cuando p aumenta? De dénde vienen los infinitos puntos
periédicos presentes para p grande? En este capitulo daremos una geométrica e intuitiva
respuesta a esta cuestion.

El Teorema de Sarkovskii nos da una respuesta parcial a la pregunta de cuantos puntos
periédicos surgen a medida que varia el pardmetro. Antes, F}, posiblemente pueda tener
infinitos puntos periédicos con distinto periodo, con periodos de la forma 27. La teoria de
bifurcacién local proporciona dos tipicas formas en las que estos puntos periédicos pue-
den surgir: bifurcaciones silla-nodo y doblamiento de periodo. Nuestra pregunta entonces
cambia a: que tipo de bifurcacién ocurre cuando F), se vuelve més cadtica. Como ya ve-
remos, el escenario mas comun para que F), se vuelva cadtica es que F), se someta a una
serie de bifurcaciones de doblamiento de periodo. Esto no siempre es lo que ocurre, pero
es la ruta tipica al caos. Destacamos que, aunque trabajaremos con la familia cuadratica,
las ideas que introduciremos también se aplican a aplicaciones de una clase mucho més
amplia, como las aplicaciones unimodales, que describiremos en el siguiente capitulo.

Recordamos que para 1 < u < 3, F), tiene un tnico punto fijo atractor en p, = (u—1)/p
de modo que 0 < p, < 1. Tenemos en cuenta que, siempre que F, /i(pu) < 0, existe un
"socio”p,, para p,, en el sentido de que F, (D) = pu ¥ Pp < Dp-

Usando el analisis gréafico de F},, podemos dibujar las graficas de F; 3 para varios valores
de p, observamos en particular la porcién de la gréafica en el intervalo [p,, p,]. Esta parte
del grafico estd destacada con un cuadro.

Observaciones 11.1.

1. El gréafico de FE, mirado del revés, parece el grafico de la aplicacién cuadratica
original, para diferentes valores de 1, en un sentido que explicaremos més adelante.
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Figura 14: Aplicacién F),(x) para p = 3 a la izquierda y para p = 4 a la derecha.

Figura 15: Aplicacién Fﬁ (z) para u = 2,5 a la izquierda y para p = 3,2 a la derecha.

Figura 16: Aplicacion F, 3 (x) para p = 3,4 a la izquierda y para p = 3,8 a la derecha.
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2. De hecho, dentro del cuadrado, FE tiene un punto fijo en un punto limite del intervalo
[Du,py) ¥ un tnico punto critico dentro de este intervalo.

3. A medida que p aumenta, el pico de esta aplicacién cuadrética crece hasta que
finalmente sale por debajo del cuadrado.

Sabiendo esto, el comportamiento de F 3 en el intervalo [p,,p,] es muy parecido al
de F), en el dominio original [0,1]. En particular, a medida que p aumenta, primero
aparece un nuevo punto fijo en [p,, p,| para F, 3, es decir un punto de periodo dos para
F,,. Finalmente, este punto fijo doblara su periodo, como lo hizo p, para F}, produciendo
un punto de periodo 4. Continuando este procedimiento, podemos encontrar un pequeno
cuadrado en el cual las graficas de F;l, Fff7 etc, se parecen a la funcién cuadratica original.
Por lo tanto nos lleva a esperar que F), experimenta una serie de doblamientos de periodo

a medida que p aumenta.

Para precisar estas ideas introducimos un nuevo concepto, el operador de renormali-
zacién R. R serd una funcion de funciones, convirtiendo ciertas funciones en I en nuevas
funciones en I. Para definir R, primero suponemos que u es suficientemente grande pa-
ra que p, esté definido y p, < p,. Para Fj,, i > 2 es suficiente. Sea L, que denota la
aplicacion lineal que lleva p, a 0y p, a 1, es decir:

1

L, (z)=——
u(T) Yy

(:C - p,u)-
Podemos mostrar que la inversa de L, viene dada por:

1 ~
L, (@) = (Pu — pu)x + pp-
Observamos que L, expande el intervalo [p,, p,] sobre [0,1] con un cambio de orientacién.
Pasamos a definir la renormalizacién de F),:

(RF,)(x) = LyoFao L, (x).

La funcién renormalizaciéon RF), estd definida en I y comparte muchas de las caracteristi-
cas de F},. Lo destacamos en la siguiente proposicion.

Proposicién 11.2.

1. (RF,)(0) =0y RF,(1) = 0.
2. (RF,)'(1/2) =0 y 1/2 es el dnico punto critico de RF),.
3. S(RF,) <0 donde S es la derivada de Schwarz.

La demostracion es sencilla al aplicar definiciones.

Observamos que la renormalizacién de F), convierte puntos periédicos de periodo 2
para F), en puntos fijos para RF),. También, antes de que p llegue a 4, el pico del grafico
de RF), ya sobresale por la parte superior del cuadrado unidad. Asf, como senalamos
anteriormente, esperamos que RF), se someta a una bifurcacién doblamiento de periodo
a medida que p aumenta. De hecho, mientras RF), admita un punto fijo con derivada
negativa en algin punto p; (), entonces podemos encontrar pi () como antes y definimos
una segunda renormalizacién. La aplicacién lineal en este caso lleva pi(pu) a0y pi(p) aly
asi es una aplicacién lineal diferente. Por lo tanto vemos que la imagen completa se repite
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Figura 17: Diagrama orbital de F, con 0 < p < 4.
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Figura 18: Diagrama orbital de F}, con 3 < p < 4.

y obtenemos otra bifurcaciéon de doblamiento de periodo, esta vez para F 3 Continuando
este proceso conduce a una sucesion de bifurcaciones de doblamiento de periodo a medida
que g aumenta. Entonces esperamos que el diagrama de bifurcacién para F), sea bastante
complicado.

Con un ordenador podemos verificar estos hechos experimentalmente. Calculamos el
diagrama orbital de F},. El diagrama orbital es una imagen del comportamiento asintético
de la érbita de 1/2 para una variedad de valores de u diferentes entre 0 y 4. Para cada p,
calculamos los primeros 500 puntos en la érbita de 1/2 bajo iteracién de F),. Solo trazamos
los 1ltimos 400 puntos de esta orbita, eliminando el comportamiento inicial transitorio.
Elegimos 1500 valores de i igualmente espaciados entre 0 y 4. Estos valores se trazan en
el eje horizontal mientras que los puntos a lo largo de la 6rbita correspondiente se trazan
verticalmente.

Observamos cémo el diagrama de bifurcacién para F), estd incrustado en estas image-
nes.
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Figura 19: Diagrama orbital de F}, con 3,825 < u < 3,86.

Comentario 11.3. Realmente el mismo dibujo se obtiene trazando la érbita de cualquier
otro punto z satisfaciendo 0 < g < 1. Preferimos usar el punto critico 1/2 ya que, como
vimos en el Teorema 8.4, siempre es atraido por una orbita periédica atractora.

Vemos claramente en la Figura 17 muchos de los hechos discutidos anteriormente. Por
ejemplo, cuando 0 < i < 1, todas las 6rbitas convergen al inico punto fijo atractor en 0.
Observamos que esta convergencia es lenta cuando F},(0) estd cerca de 1. Para 1 < p <3
todas las érbitas son atractoras al punto fijo p, # 0, otra vez se muestra claramente en el
diagrama orbital. A partir de entonces, vemos una sucesiéon de bifurcaciones que doblan
el periodo, lo que confirma lo que se describié anteriormente.

Notamos que, para muchos valores de p mas alla del régimen de doblamiento de pe-
riodos, parece que la érbita de 1/2 llena un intervalo. Por supuesto, es dificil determinar
si la 6rbita se siente realmente atraida por una érbita periddica atractora de periodo muy
alto en este caso, o si de hecho es densa en un intervalo. Un ordenador, con su precisién
limitada, no puede separar satisfactoriamente estos dos casos. Sin embargo, el diagrama
de érbitas proporciona evidencia experimental de que muchos de los valores de p después
del régimen de doblamiento de periodo conducen a una dinamica cadtica.

Esto se muestra de manera més convincente en la Figura 18, donde hemos ampliado
la parte del diagrama orbital correspondiente a 3 < p < 4. Observamos que la sucesion
de doblamientos de periodo es claramente visible en la imagen.

Comentario 11.4. Accediendo a un ordenador podemos explorar en detalle otras regio-
nes mas pequenas en el diagrama orbital. ;Qué ocurre, por ejemplo, cuando la orbita de
1/2 es atraida por una orbita peridédica atractora de periodo n? Al aumentar y volver
a colocar estas partes del diagrama orbital, se observa facilmente que, a medida que u
aumenta, ocurre el mismo fenémeno: F), sufre otra sucesién de bifurcaciones que doblan
el periodo. Asi se muestra en la Figura 19, donde mostramos el régimen del periodo 3.
Observamos que la tnica orbita visible para muchos valores de p es una 6rbita atractora
de periodo 3, y que esta Orbita sufre una sucesién de doblamiento de periodos.

A pesar de que este capitulo ha sido en su mayor parte heuristico, hemos logrado
introducir un importante concepto, la renormalizacion. El operador R actiia como un

36



microscopio, lo que nos permite ver los fenémenos que ocurren para f? con el mismo
detalle que para f. Naturalmente, uno podria preguntarse qué sucede en el limite, cuando
R se aplica una y otra vez a una aplicacién dada. Este es, de hecho, el objetivo final
del andlisis grupal de renormalizacién de la fisica. Estas ideas estan mas alld del alcance
de esta memoria, sin embargo, discutiremos este operador desde el punto de vista de la
dindmica simbdlica. Esto requiere la introduccién de una versiéon nueva y mas poderosa
de la dinamica simbdlica, la teoria del amasado, que es el tema principal del siguiente
capitulo.

12. Teoria del amasado

En capitulos anteriores, mostramos como la dindmica simbdlica puede ser usada para
comprender completamente la dindmica de ciertas aplicaciones cuadraticas. Cuando u es
suficientemente grande o cuando p = 3,839, vimos que todas las dindmicas interesantes de
F,(z) ocurren en un conjunto de Cantor. La aplicacién en este conjunto es equivalente a
la aplicacion shift o subshift de tipo finito. Para otros valores del parametro, la situacion es
més complicada. Por ejemplo, Fy(x) = 42(1—z) tiene intervalos en los cuales la aplicacién
es caotica.

Una diferencia entre estos ejemplos es el comportamiento del punto critico bajo itera-
cién. En el caso de F), cuando p > 4 la 6rbita del punto critico tiende a —oo, mientras que
tiende a una Orbita periddica atractora cuando p = 3,839. En el tltimo ejemplo, Fy, el
punto critico finalmente llega a un punto fijo repulsor. Asi, en algunos casos, la 6rbita del
punto critico determina la dindamica de la aplicacion. Nuestro objetivo en este capitulo es
formalizar esta idea. Introduciremos una versién mas elaborada de la dindmica simbdlica,
la teoria del amasado, que realiza un seguimiento de la 6rbita del punto critico y, por
lo tanto, nos permite manejar muchas de las complicaciones adicionales. La teoria del
amasado también nos permite comprender a nivel simbdlico la transicién de la dinamica
simple a la cadtica que se describié heuristicamente en el capitulo anterior.

Definicion 12.1. Sea f: I — I. f es una aplicacion unimodal si:

1. £(0) = F(1) = 0.

2. f tiene un unico punto critico ¢ con 0 < c < 1.

Claramente, aplicaciones unimodales son crecientes en el intervalo [0, ¢) y decrecientes
en (¢, 1]. La aplicacién cuadrética F),(z) es unimodal para 0 < p < 4. Para el resto del
capitulo, trabajaremos con una aplicaciéon unimodal fija f.

Observamos que, para una aplicaciéon unimodal, la 6rbita del punto critico esta atra-
pada en el intervalo unidad. No puede escapar hacia —oo, pero hay muchos otros destinos
posibles para esta érbita. Para resaltar el papel del punto critico, ampliaremos ligeramente
nuestra definicion del itinerario de un punto agregando un tercer simbolo C, de la manera
siguiente.

Definicién 12.2. Sea x € I, el itinerario de x bajo f es la secuencia infinita S(x) =
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(sos152...) donde:
0 si fi(z)<c

si=< 1 si fi(z)>c
C si fi(lx)=c
Lo que mas nos importara sera el itinerario del punto critico.

Definicién 12.3. La secuencia de amasado K(f) de f es el itinerario de f(c), es decir,

K(f)=5(f(c).
Ejemplos 12.4.

1. Si f(x) = Fy(z), entonces ¢ = 1/2, f(c) = 1,y f(c) = 0 para todo j > 1. Por lo
tanto:
K(f) = (1000...).

2. Si f(z) = Fy(x), entonces ¢ = 1/2 y f/(c) = ¢ para todo j. Por lo tanto:

K(f) = (CCC...).

Existen muchos itinerarios posibles para una aplicacion unimodal, pero hay ciertas
restricciones. Por ejemplo, si s; = C, entonces debe tener s, = oy, donde:

K(f) = (041042...).

La llamamos secuencia regular si s; = 0 o s; = 1 para todo j, es decir, s; # C para
cualquier j. Se pueden construir aplicaciones unimodales que presenten cualquier secuen-
cia regular dada, pero no es necesario que todas las secuencias ocurran en una aplicacién
dada. De hecho, una aplicacién unimodal puede tener muy pocos itinerarios. Observamos
que aunque F), tiene un unico punto fijo de atraccién para todo p con 1 < p < 3, el
nimero de secuencias posibles cambia. El cambio ocurre en p = 2 donde el punto critico
es en s{ mismo periddico, es decir, la secuencia de amasado es (CCC...). El caso de una
secuencia de amasado periédica producird complicaciones a continuacién, precisamente
por esta razon.

Ahora, definimos un orden < en el conjunto de itinerarios. Sea s = (sps182...) y t =
(totyts...). Decimos que s y t tienen discrepancia n si s; = t; para 0 < i < n pero s, # ty.
Denotamos por 7,,(s) el ndmero de 1’s en s, s1, ..., S,,. Este ntimero es importante porque
el signo de la derivada de f™ en & domina la dindmica local cerca de z. Notamos que f/(z)
es negativa cuando = € (c, 1]. Por lo tanto, por la Regla de la Cadena, el nimero de 1’s
en el itinerario de = decidir4 el signo de (f")'(z), siempre que f'(fi(x)) # 0 para todo i.
Definimos el orden en secuencias inductivamente, para empezar ajustamos 0 < C < 1.

Definicion 12.5. Suponemos que s y t tienen una discrepancia n. Decimos que s <t si
se cumple cualquiera de las dos condiciones siguientes:

1. Th-1(8) es par y sy < tp.

2. Th—1(8) es impar y sp > ty.
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Este orden aunque algo incomodo, se refleja en la linea real. Precisando mas, si z,y € I
y © < y, entonces S(x) = S(y). Por el contrario, si S(z) < S(y), entonces x < y. Antes
de demostrar esto lo mostramos en un ejemplo.

Ejemplo 12.6. Sea f(z) = F),(z) donde 2 < u < 3. Tenemos que:
(000...) < (C111...) < (111...) < (1C111...) < (1000...).
Entre (000...) y (C111...), hay infinitos itinerarios de la forma:
I, = (0...0111...)

I, =(0...0C111...).

Con n 0’s en cada una. Vemos facilmente que:
(000...) < ... <15 <l <1} <13 < (C111...).
Introduciendo un 1 al principio de cada itinerario el orden se invierte:

(1C111...) < 1y < 11§ < 1ls < 115 < ... < (1000...).

Ahora pasamos a demostrar que el orden en los itinerarios es el mismo que en la linea
real.

Teorema 12.7. Sea z,y € I. Tenemos:

1. Si S(z) < S(y), entonces x < y.
2. Six <y, entonces S(x) = S(y).

Comentario 12.8. La igualdad en la segunda parte no puede eliminarse, ya que la
existencia de un punto periédico atractor suele implicar la existencia de un intervalo de
puntos en la linea real con el mismo itinerario.

Demostracion. Demostramos la parte 1. Sea S(z) = (spsis2...) ¥y S(y) = (totita...).
Usamos induccién sobre n, donde n es la discrepancia de S(z) y S(y). Sin = 0, el
resultado esta claro,ya que 0 < C' < 1, que es precisamente el orden en la lineal real,
entonces asumimos que es cierto para itinerarios con discrepancia n — 1 y demostramos
que lo es para discrepancia n. Aplicamos f en z e y. Usando el shift, tenemos:

S(f(x)) = (s15283...)

S(f(y)) = (titats...).

Hay 3 casos posibles, so = 0, C, y 1. Si s9 = 0, entonces S(f(z)) < S(f(y)) ya que
no hemos cambiado el nimero de 1’s antes de la discrepancia. Por induccion, tenemos
que f(x) < f(y). Pero como f es creciente en [0, c), llegamos a que x < y también. Si
so = 1, entonces S(f(x)) = S(f(y)) ya que hay un uno menos entre si, ..., s,. Por lo tanto
f(z) > f(y) por induccién. Entonces z < y ya que f decrece en (c,1]. Finalmente, si
sop = C, llegamos a que x = y = c¢. Andlogamente con la parte 2. O

Decimos que una secuencia s es admisible para f si existe € I con S(z) = s. Deno-
tamos por X el conjunto de todas las posibles secuencias f-admisibles. Nuestro objetivo
sera encontrar un método mediante el cual podamos determinar todas las secuencias en
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Y¢. La clave para esto serd la secuencia de amasado, que nos da una condicién necesaria
que debe cumplirse para cualquier secuencia en ¥¢. Como f(c) es el méaximo de f, debe
ser cierto que f"(z) < f(c) para todo x € I y todo n > 1. En consecuencia, si s € ¥y,
entonces 0" (s) = K(f) para todo n > 1. Esta condicién no es exactamente suficiente, ya
que se cumple para ciertos casos como veremos a continuacion.

Teorema 12.9. Suponemos f unimodal y ¢ no periddico. Si t es una Secuencia que
satisface que o™ (t) < K(f) para todo n > 1, entonces existe x € I con S(x) =t, de modo
que t € Xy.

Demostracion. Si t = (000...) o t = (1000...), entonces ya hemos acabado ya que
S(0) = (000...) y S(1) = (1000...). Asi que podemos suponer que ¢ # (000...), (1000...).
Definimos:

Li={zel|S(x)=<t}

R, ={xeI|S) =t

Mas abajo veremos que L; y R; son abiertos en I. Como 0 € L; y 1 € Ry, llegamos a que
tanto L; como R; no son vacios. Como L; N R; = ), de ello se deduce que hay un conjunto
cerrado no vacio en I con itinerario t.

Falta ver que L; es abierto, el resultado para R; es andlogo. Sea s = (s09$182...) ¥y
suponiendo que s; # C para i = 0,...,n. Entonces {x € I|s;(z) = s;}, parai =0,...,n,
es abierto en I. De hecho, si S(y) = s, existen entornos abiertos W; de y tal que f*(W;)
se encuentra en el mismo lado de ¢ que f*(y). La interseccién de estos entornos produce
un entorno de y con la propiedad deseada.

Ahora, sea z € Ly y suponemos S(z) = s = (s08182...) < t. Yaque s # ¢, s y t
tienen discrepancia n, para algin n > 0, es decir, s, # t,. Tenemos entonces dos casos:
th = Cyt, # C.Sit, = C, entonces tenemos que oc""(t) = K(f) que contradice
nuestra suposicién. Por lo tanto debemos tener que t, # C. Asumimos entonces que
t, =1, el caso t, = 0 es similar. Si s,, = 0 entonces volviendo a la observacién preliminar
concluimos que L; es abierto. Por tanto, la tnica posibilidad que queda es que s, = C,
es decir, K(f) = (Sn+1, Sn+2, Sn+3, -..). En este caso, existe o > 0 tal que Spta # tnta,
de lo contrario tenemos o™ (t) = (sp11, Snt2, Snis,--.) = K(f). Como ¢ no es periédico
tenemos que s,+1 # C para todo i > 0. Sea W un entorno de z tal que, si z € W,
entonces:

S(x) = (80---Sn—1 * Snt1---Snta-),

donde * puede ser 0, 1 o C. Es decir, W consta de todos los puntos cuyos itinerarios
coinciden con el de z hasta la entrada n + a, excepto posiblemente en la n'* posicién. Por
lo tanto W es abierto. Claramente tenemos:

(80...Sn_1 * ) = (80...8n_1tn...) = (tO--'tn—ltn-'-)a
ya que s < t. En consecuencia, si z € W, entonces S(z) < t y habrfamos terminado. [

Comentarios 12.10.

1. La condicién de que o?(s) < K(f) parai > 1 no puede cambiar a i > 0. Obviamente,
(1000...) > t para cualquier secuencia t, y S(1) = (1000...) asi que esta secuencia es
admisible.
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2. La condiciéon de que ¢ no es periddico se puede suprimir. Para lograr esto, sin
embargo, debemos excluir una secuencia adicional. Suponemos:

K(f) = (a1..anCa...a,,C...).

Si hay un nimero par de 1’s entre los a/s entonces la secuencia (ay...a, 001 ...00,0...)
es menor que K (f). Sin embargo:

{z|S(x) = aj...a,00;...a,0...}

no es cerrado en I. Esto contradice los resultados de la demostracién del Teorema
12.9.

Asi que podriamos modificar las hipdtesis del Teorema asumiendo que:
ok (t) < (o1...0n00 ...0,0...)

para todo k > 1. Si el ndmero de 1’s entre las a/s es impar, entonces asumimos que
o"(t) < (aq...anlag...anl...). Con esta condicién, el Teorema se cumple en el caso de que
¢ sea periddico.

13. Genealogia de puntos periédicos de aplicaciones unimo-
dales

La teoria del amasado nos proporciona una herramienta poderosa para estudiar la
dindmica de una aplicacién unimodal. En este iltimo capitulo, investigaremos las rami-
ficaciones de esta teoria sobre la estructura del conjunto de puntos periddicos de una
aplicacién unimodal. Cuando dicha aplicaciéon también tiene derivada de Schwarz nega-
tiva, veremos que hay restricciones en el niimero y tipo de puntos periédicos que pueden
surgir. En particular, daremos una respuesta casi completa a la pregunta que hicimos an-
teriormente: ;de qué manera las aplicaciones como la cuadratica F,(x) hacen la transicién
de la dindmica simple a la cadtica?

A diferencia de la aplicacién cuadratica F), con p grande donde hay un tnico punto
periddico correspondiente a cualquier itinerario repetido, la situacién para aplicaciones
unimodales generales es bastante diferente. Puede haber més de un punto periédico que
comparte el mismo itinerario. Ademas, siempre que f tenga una érbita periddica atractora,
generalmente hay un intervalo completo de puntos que comparten el mismo itinerario. Sin
embargo, como muestra el siguiente teorema , siempre hay al menos un punto periédico
que corresponde a un itinerario repetido dado.

Teorema 13.1. Sea s = (Sp...8p—150---Sn—1..-) una secuencia repetida f-admisible que
satisface que o'(s) < K(f) para todo i > 1. Entonces existe un punto periddico p de
periodo n, y cualquier punto periddico con S(p) = s tiene periodo n o 2n.

Demostracion. Asumimos que K (f) no es repulsor. Como en la demostracién del Teo-

rema 12.9 necesitaremos argumentos especiales, en este caso para una de las secuencias
admisibles. Ya que o’(s) < K(f) para todo i, por el Teorema 12.9 tenemos que:

J={z¢€l|S(z)=s}
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es un intervalo cerrado no vacio en I. Observamos que f™(J) C J ya que todos los
puntos en f"(J) tienen un itinerario s también. Ahora si J es un punto unico, llegamos
a que este punto es periédico y tiene el itinerario deseado. Si J = [a,b] con a # by
x € [a,b], entonces f'(x) # c para cualquier i ya que S(f**!(z)) = o**l(s) < K(f). En
consecuencia, (f™)'(z) # 0 para cualquier x € [a,b], tanto si f™ crece o decrece en .J.
Ademas, f™ conserva los puntos limites de J. Con esto llegamos al hecho de que, si f"(a)
permanece en el interior de J, entonces existe un intervalo abierto N de a que tiene las
siguientes propiedades. Si x € N entonces:

1. f%(z) # c para cualquier i < n.

2. f(z) € J.

Consecuentemente, todos los puntos de IV tienen itinerario s y entonces J es mas grande
que [a, b], contrariamente a nuestra suposicién. Si f™ crece en J, por tanto, se deduce que
tanto a como b son periddicos con periodo n y itinerario s. Si f" es decreciente, estd
claro que a y b tienen periodo 2n con f"(a) = by f"(b) = a. Por el Teorema del Valor
Intermedio, existe z entre a y b con f(z) = z. Esto completa la prueba. O

Destacamos que este resultado sigue siendo cierto bajo la hipétesis, algo mas débil,
de que o'(s) < K(f). En este caso {z € I|S(z) = s} no necesita ser mas grande que
un conjunto cerrado. Observamos también que el caso de puntos periddicos con periodo
2n pero cuyo itinerario se repite con periodo n pueden suceder. De hecho, en la familia
cuadratica, justo después del primer doblamiento de periodo, ambos puntos de periodo
dos se encuentran cerca del punto fijo que los gener6. Por lo tanto sus itinerarios son
(111...).

Si suponemos ademés que una aplicaciéon unimodal tiene una derivada de Schwarz
negativa, esto impone fuertes restricciones sobre el nimero de puntos periédicos que
pueden compartir el mismo itinerario.

Corolario 13.2. Suponemos Sf < 0. Sea s una secuencia repetida distinta de cero con
periodo n que satisface que o'(s) =< K(f) para todo i. Entonces existe como mucho dos
orbitas periddicas con itinerario s.

Demostracion. Por el Teorema 13.1, cualquier punto periédico con itinerario s es fijo
por f2. Por lo tanto suponemos que hay tres érbitas periédicas distintas con itinerario s.
Para simplificar, asumimos que cada una de estas érbitas tiene periodo n, el caso general
se maneja de forma similar.

Sean r1 < 2 < x3 tres puntos fijos consecutivos de f™ y con el mismo itinerario. No
puede haber un punto critico para f™ en [x1,x3] ya que todos los puntos en este intervalo
deben tener itinerario s segin nuestro orden. Por la Proposicién 8.3 tenemos que S f™ < 0.
Si dos de los z; son atractores, entonces por la demostracién del Teorema 8.4 tenemos
que deben atraer un punto critico de f o bien tener una cuenca de atraccién infinita. Esta
ultima posibilidad no puede ocurrir, ya que 0 < x; < 1 y ni 0 ni 1 se encuentran en la
cuenca de atraccion. Pero entonces ambos puntos deben atraer un punto critico de f que
es otra vez imposible ya que f es unimodal. La tnica otra posibilidad es que uno de los
x; sea atractor. Claramente, este punto debe ser xo. Entonces, sin embargo, (f™)" tiene
un minimo local positivo entre 1 y x3. Esto contradice el Lema 8.6 y por tanto hemos
acabado. O
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Corolario 13.3. Suponemos Sf < 0. Sea s = (S0...8p,—180---Sn—1...) Una secuencia repe-
tida regular con:

|
—

n

In_1(s) = 5

i

Il
o

un mimero impar y o'(s) = K(f) para todo i. Entonces:

1. Existe un unico punto periodico zs para f de periodo n y con itinerario s.

2. Si, adicionalmente, (f*) (zs) < —1 y K(f) = o'(s) para algin i, entonces existe un
par de puntos periddicos de periodo 2n para f que tienen itinerario s también.

Demostracion. Para la parte 1, suponemos que x es un punto periédico de periodo n
con itinerario s. Como E?:_Ol s; es impar, llegamos a que (f™)'(x) < 0. En consecuencia, si
f admite dos puntos periédicos con itinerario s, no ambos pueden tener periodo n. Esto
completa la demostracién de la parte 1, la segunda parte es algo similar. O

Una buena ilustracion de este Corolario viene dada por la aplicacién cuadratica para
1 < p < 2, esta aplicacién tiene 2 puntos fijos, ambos con itinerario (000...). Cuando
1 = 2, uno de estos puntos fijos se convierte en punto critico. Después, para 2 < u < 3,
este punto fijo tiene derivada negativa y un itinerario diferente (111...). A medida que
1 aumenta a través de 3, se produce una bifurcacién de doblamiento de periodo. Como
vimos anteriormente, justo después de p = 3, la nueva orbita de periodo 2 comparte el
itinerario (111...).

Ahora pasamos a la cuestion de como una aplicacion unimodal pasa de un ntimero finito
a un nuimero infinito de puntos periédicos distintos. Para responder a esto, combinamos
los resultados anteriores sobre la teoria de bifurcacion y la derivada de Schwarz con la
teoria del amasado. El resultado es una imagen topolégica o cualitativa casi completa de
la transicion de la dindmica simple a la compleja. Por el momento, nos ocuparemos de
la estructura periddica de puntos de una aplicacion unimodal fija f, luego pasaremos a
las familias de dichas aplicaciones. Como nos ocuparemos de los itinerarios que se repiten
regularmente en esta seccidn, soltaremos la parte final de los itinerarios y trabajaremos
con una secuencia finita de 0’s y 1’s en su lugar. Es decir, (sgs;...s,,) denotara el itinerario
repetido infinito (8081..-8,50---8n---)-

Definicién 13.4. Sea s un itinerario repetitivo. Denotamos por M (s) la secuencia mdzi-

ma en la érbita s, es decir, M(s) = 07 (s) donde o7 (s) = o'(s) para todo i.

Necesitamos alguna notacién. Sean s = (sg...sp) y t = (fo...t;) secuencias repetitivas
denotamos la concatenacién de estas dos secuencias por s -t = (Sg...Spto...t). También
escribimos § = (sg...Sp—15,) donde §, = 1si s, =00 8, =0sis, = 1. Es decir, § es
la misma secuencia que s, excepto que la ultima entrada ha cambiado. Consideraremos
algunas secuencias especiales repetitivas, definimos:

70 = (1), 71 = (10), 72 = (1011), 73 = (10111010)
y inductivamente:
i+l = Tj - T

Finalmente, establecemos:

Teo = lim 7, = (1011101010111011...).
n—oo

Observamos que T, €s una secuencia no repetitiva.
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Proposiciéon 13.5.

1. 7; tiene periodo principal 27.
2. T; tiene un nimero impar de 1’s.

3. 190 <T1 <79 < ...

Demostracion. La demostracion de 1 y 2 son triviales, pasamos a demostrar 3, escri-
bimos:
7; = (80...8qV).
Si v =1, entonces por 2, hay un nimero par de 1’s entre (sp, ..., So). En consecuencia:

Tj = Tj =Tj—1" Tj—1 = Tj—1.

El argumento es similar para v = 0. O

Los 7']/-8 juegan un papel especial en la transicién al caos, siempre son las primeras
orbitas periddicas que aparecen en cualquier familia de aplicaciones unimodales.

Proposicién 13.6. M(7;) = 7;.

Demostracion. Haremos induccion sobre j. Los casos j = 0y j = 1 estdn claros.
Asumimos pues que M(1;) = 7; para i =0,1,...,7 — 1. Observamos que:

Tj =Tj—1" " Tj—1 = M(Tj_l) =Tj—1 <X Tj

por la Proposicién 13.5. Ahora suponemos que M(7j) = o'(7;) para algin i # 0. Si
1 <i< 297! entonces tenemos:

o' () = o' (1j-1) - 0" (Fj-1) < Tj1 - Tjo1 = 7).

De forma similar, si 2/~ +1 < i < 2/, podemos escribir [ =i — 2/~! y entonces tenemos:

A

Ui(Tj) = Ul(Tj—l) . Ul(Tj—l) < Tj—1 - Tj-1 = T},

ya que:
M(’f‘j,l) = M(T];Q) =Tj—2 < Tj—1.

Finalmente, si i = 2!, tenemos:
i A ~
o' (7j) = Tj—1-Tj—1 < Tj—1 - Tj-1,
ya que 7j_1 < T;—1 como observamos anteriormente. ]

La siguiente proposicién muestra que los puntos periédicos con itinerario 7; ocurren
antes que los puntos periddicos con otros itinerarios para una aplicacién unimodal.

Proposicién 13.7. Sea t cualquier secuencia repetitiva reqular cont # (0) o 7; para cada
j. Entonces M(t) > ;.

Demostracion. Como t # (0) o (1) = 719, llegamos a que existe i > 0 tal que:

oi(t) = (10..) = (1) = 7.
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En consecuencia, M(t) > 19. Ahora suponemos que:
Tj—1 < M(t) =< Tj.

Tenemos que:

Tj—1 = Tj—1"Tj—1 < M(t) < Tj—1- Tj—1.
Ya que la tnica discrepancia en las anteriores secuencias ocurren en el 27-th espacio,
seguimos con que M (t) = 7_1 o M(t) = 7;. Esto contradice nuestra suposiciéon y completa
la demostracion. ([

Pasamos ahora a considerar familias de aplicaciones unimodales f), donde las aplica-
ciones dependen suavemente del pardmetro A. Es decir, la funcién G(x, \) = f\(x) es C™
en ambas variables.

Definicion 13.8. Sea f) una familia de aplicaciones unimodales con Ag < A < A1. fy se
llama familia de transicion si:

1. fa,(x) =0 para todo x € 1.
2. Cuando A = A1, K(fx) = (1000...).
3. Sfr <0 para todo A > Xg.

Comentarios 13.9.

1. Familias de transicién también son llamadas familias completas.
2. La condicién 1 puede simplificarse, todo lo que necesitamos es que K (fy) = (000...).

Ejemplo 13.10. La familia cuadrética F),(z) = px(1—x) forma una familia de transicién
para 0 < u < 4.

Las condiciones 1 y 2 garantizan que una familia de transicion se vuelve dindmica-
mente compleja a medida que A aumenta: no hay dindmica en absoluto cuando A = A,
mientras f), tiene al menos un punto periédico correspondiente a cualquier itinerario re-
petitivo regular. La afirmacién continia inmediatamente del Teorema 13.1 y de la teoria
del amasado.

El resultado previo nos permite ir mas alld. Para cada j, mientras K(f\) = 7;, existe
un tnico punto periédico en [0, 1] de periodo 27 y con itinerario 7j. Denotamos este punto
por 7;(A). Observamos que, como:

(f2) (7 (N) <0,

la teoria de bifurcaciéon garantiza que 7;(\) depende continuamente de A. Si trazamos
el diagrama de bifurcacién para la familia fy, llegamos a que 7;(\) se encuentra en una
curva continua en el plano x — A. El dominio de definicién de +; se puede extender un
poco. Si K(fy) =1; y:
j
(f2 ),(f)/]) < _17

entonces existe una tnica érbita periédica de periodo 2! para f que comparte el itine-
rario 7;. Denotamos el mayor de estos puntos por v;11(A). Asi v;41(A) estd definido para
todo A para el cual K(f\) = 7y (f3)'(v;) < —1. Ya que (f)\2j+1)/("}/j+1) # 1 para todo A,
llegamos a que 7y;4+1(\) es continuo para estos valores de A también.
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Figura 20: Un posible diagrama de bifurcacién para una familia de transicién.

Comentario 13.11. Hay una secuencia de amasado intermedia v entre 7;7; y 711 = 7;7;
para la cual la ultima entrada es C. Es decir, si K(fy) = v, el punto critico es periddico con
periodo 2711, Si definimos v;41(A) = fa(c) donde K (f\) = v, entonces ;41 es continua
aqui también.

Finalmente, observamos que yj4+1(A) — 7;(\) cuando X se aproxima a un valor para
el cual ( ffj ) (vj) = —1. Es decir, 7; sufre una bifurcaciéon de doblamiento de periodo
para este valor de A. Esto significa que el diagrama de bifurcacién para f) debe ser tan
complicado como muestra la Figura 20.

Por tanto, vemos que una familia de transicién practicamente no tiene otra opcién que
el paso a la dindmica cadtica. Tal familia debe seguir la ruta del doblamiento de periodo,
al menos hasta que hayan nacido infinitos puntos periddicos. Asi, la figura cualitativa de la
renormalizacién que describimos en el Capitulo 11 es al menos cualitativamente correcta.

Comentario 13.12. Nuestras suposiciones no eliminan el nacimiento y posterior muerte
de uno de los puntos periédicos. Esto sucederia si la secuencia de amasado de fy primero
aumentara, luego disminuyera y finalmente aumentara nuevamente. El diagrama de bi-
furcacion resultante se muestra en la Figura 21. Investigaciones recientes han demostrado
que esta patologia no ocurre en la familia cuadratica.

Este es solo el comienzo de una historia larga y detallada. Hay muchos otros pun-
tos periddicos en una familia de transicién ademés de las 'y}s que hemos discutido. Sin
embargo, el mecanismo por el cual surgen estos otros puntos peridédicos es similar al des-
crito anteriormente. Se puede describir completamente la genealogia de cualquier punto
periddico de una familia de transicion; dénde nace, qué secuencias son sus antecesoras y
cuales sus sucesoras.

Para concluir el capitulo, resumimos lo que hemos visto. Un par de érbitas periodi-
cas nacen en una bifurcacién de silla-nodo. Esta bifurcacién, por supuesto, puede estar
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Figura 21: Nacimiento y muerte de un punto fijo cuando A crece en una familia de
transicion.

degenerada, pero se producen al menos dos érbitas periddicas. Una de estas orbitas even-
tualmente se vuelve repulsora con derivada mayor a 1, la otra orbita se vuelve atractora
y eventualmente alcanza una derivada negativa. A partir de entonces, se desarrolla la
historia del doblamiento de periodo, infinitas orbitas se bifurcan sucesivamente como en
el caso de v, y todas persisten hasta que la familia de transicién alcanza la etapa en la
que la aplicacién se conjuga topologicamente con la aplicacion shift.

14. Conclusiones

A lo largo de la memoria, tal y como anunciamos en la Introduccién hemos trabajado
con la aplicacion cuadratica para mostrar los principales conceptos que hemos estudiado.
Recogemos los resultados a los que hemos llegado en las diferentes secciones respecto a
su dindmica cuando p aumenta.

La dindmica de F), es simple cuando 0 < p < 3, concretamente cuando 0 < pu <1
todas las orbitas convergen al punto fijo atractor 0 y cuando 1 < pu < 3 todas las 6rbitas
son atractoras al punto fijo p, # 0. A partir de este momento cuando 3 < p < 4 la
aplicacién sufre una sucesién de bifurcaciones que doblan su periodo, hasta que surgen
infinitos puntos periédicos que conllevan el cambio a la dindmica cadtica, entonces a partir
de este momento, cuando p > 4 la aplicacién cuadratica es cadtica.

Hemos podido dar una respuesta al objetivo principal de la memoria, como y cuando
sucede la transicién al caos. Lo hemos visto de manera mas detallada en los capitulos
finales.

Por temas de tiempo y espacio no pudimos incluir las aplicaciones del circulo que a
diferencia de las aplicaciones de R, estas permiten una recurrencia no trivial que la linea
real no. Ademads nos habria gustado anadir una pequena pincelada extra a la memoria,
con un nivel de dificultad superior, cambiando de escenario a los sistemas dinamicos n-
dimensionales.
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