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Resum

Les subhastes de multiples objectes han guanyat interes, a causa de la creixent importancia
que han experimentat a partir dels anys noranta en ’economia. Entenem que una subhasta
de multiples objectes es produeix quan multiples unitats d’'un bé homogeni sén venudes
mitjangant una subhasta.

Comencem el treball estudiant les subhastes d’'un objecte amb valoracié privada.
Després de classificar els diferents formats de subhasta, estudiem si aquestes son eficients,
és a dir, si la persona que més valora l'objecte és la que guanya la subhasta. En el segon
tema analitzem les subhastes de multiples objectes amb valoracié privada. El primer pas
sera diferenciar els tres formats de subhasta. A continuacid, d’igual manera que en el
primer capitol, analitzem quins d’aquestes tres formats de subhasta sén eficients. Per
acabar, estudiem el mercat electric. En la primera part del capitol fem una introduccié
al mercat electric espanyol, per acabar el treball estudiant un model d’aquest tipus de
subhasta.

Abstract

The multiple-object auctions have risen in interest, that is because of the growing
interest since the nineties in economy. We are in the middle of a multiple-object auction
when multiple identical units are being sold.

Firstly, we study the auctions of an object with private values. After classifying the
different formats of auctions, we analyse if they are efficient, in other words, if the auction
winner is the one who values the object the most. Secondly, we analyse the multiple-object
auctions with private values. We will classify the three formats of auction. Then, as we
did in the first chapter, we analyse which of these formats are efficient. Lastly, we study
the electricity market. In the first half we introduce the Spanish electricity market and
in the end we study a model of that type of multiple-object auctions.
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Introduccio

Encara que l'origen de les subhastes no és del tot clar, es creu que les subhastes van ser
utilitzades per primer cop com a metode d’assignar objectes per I'imperi babilonic, al
voltant de I'any 500 a.C. Altres grans imperis de I'edat antiga, tals com 'antic Egipte,
I'Imperi Roma o 'antiga Grecia van utilitzar les subhastes per fins tan variats com per
assignar béns, donar concessions de mines o per vendre esclaus.

En I'imaginari col-lectiu, quan escoltem el terme de “subhasta”, la primera cosa que ens
ve al cap sén les subhastes d’obres d’art, que sén decidides a cop de martell. Encara que
aquesta visio és influida pel cinema, aquest exemple ens permet explicar per quin motiu
s’utilitzen. Una persona o institucié té una pintura, i una serie de compradors estan
interessats a obtenir-la. El venedor no sap quant esta disposat a pagar cada comprador,
i per aixo s’utilitza la subhasta per a vendre la pintura. Per tant, les subhastes sén
utilitzades quan el venedor no sap la disposicié a pagar dels compradors pel bé que esta
venent.

Encara que si és cert que les subhastes és un metode molt comu per la venda d’obres
d’art, en actualitat s’utilitzen per multiples fins. Per exemple, el peix, 'or, el tabac i
les flors s6n béns que un dels metodes d’assignar-ho és la subhasta. També les accions o
lletres del tresor utilitzen les subhastes per assignar els actius. Amb la irrupcié d’internet
ha augmentat 1'is de les subhastes, amb la creacié de pagines web tals com Ebay,
Amagzon o Liquidation. I no oblidem que els anuncis dels gegants d’Internet, com Google,
s’adjudiquen per subhasta.

Aquest treball estudia les subhastes, amb 'objectiu d’analitzar la seva aplicacié al
mercat electric, que des de la seva liberalitzacié (en part forgada per la Unié Europea) fa
servir mecanismes basats en subhastes per determinar el preu i la produccié de les diferents
plantes generadores. Com que es tracta d’un mercat estratégic d’'un pais, la competencia
que es vol generar ha estat i esta molt controlada pels governs, ja que per una banda
cal assegurar la suficiencia energetica i per altra un preu raonable i competitiu amb uns
altres paisos. Sabem que forma part de 'estructura de costos de les empreses, i en certs
sectors intensius en energia, un factor fonamental a I’hora de decidir la competitivitat.

En la primera part del treball ens centrem a estudiar les propietats de les subhastes
de multiples objectes, és a dir, les subhastes en que es venen multiples unitats mitjancant
una subhasta. Per aixo cal comencar amb les subhastes d’un sol objecte i donar alguns
resultats sobre aquestes.

L’estudi de les subhastes des d’un punt de vista analitic es pot tracar al treball de W.
Vickrey (1961) [12]. Ell estableix alguns fets que ara sén ben coneguts, com el teorema
d’equivalencia de guanys, de diferents formats de subhasta, sota certs suposits bastant
generals. Vickrey va rebre el Premi Nobel en Ciéncies Economiques 1’any 1996 [9], encara
que no tant per les seves contribucions a les subhastes siné “per les seves contribucions
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fonamentals a la teoria economica dels incentius sota informacié asimetrica”.

Recentment, el 2020, el Premi Nobel en Ciencies Economiques es va donar a Paul
R. Milgrom i Robert B. Wilson for improvements to auction theory and inventions of
new auction formats [10]. El president del Comite que el va donar va especificar que va
comengcar trobant resultats teorics que van donar lloc a aplicacions practiques que s’han
estes globalment. Els seus descobriments han estat un gran benefici per la societat. Tot
aix0 exemplifica la importancia economica de les subhastes, i com milloren ’assignacio
dels recursos.

Les subhastes de multiples objectes son molt importants en ’ambit economic, ja
que s’utilitzen per vendre lletres del tresor, permisos d’emissio, 1’electricitat i llicencies
de Despectre, com per exemple, lespectre del 5G. A causa de la importancia de les
subhastes de miltiples objectes en I’economia, han sigut estudiades en profunditat, pero
en comparacié amb les subhastes d’un sol objecte, no hi ha un corpus teoric tan important,
ja que cal especificar molt més els models i per tant acaben servint a models molt concrets.

En la segona part del treball estudiem com s’apliquen les subhastes de multiples
objectes al mercat electric espanyol. En els iltims mesos, la pujada del preu de I’electricitat
ha estat en el focus mediatic. En general, hi ha un gran desconeixement de la societat
de com es determinen els preus en el mercat electric, i esperem que aquesta segona part
del treball pugui servir per donar una mica de llum al tema. Observem que, la manera
en que es dissenya el mercat electric és molt important per un pais, ja que és un bé de
primera necessitat. A més, un preu alt pot significar un desavantatge competitiu de les
industries nacionals respecte a les empreses foranes.

Veiem a continuacio les raons que van portar als governs a elegir les subhastes de
multiples objectes com a metode d’assignacié en el mercat electric. Fins als anys noranta,
els mercats electrics eren gestionats principalment per empreses publiques. Aquest fet
és logic, ja que les infraestructures necessaries per transportar I’energia de les centrals
generadores als habitatges sén molt cares, produint-se un efecte d’economies d’escala.

A partir dels anys noranta, alguns paisos van decidir comencar a liberalitzar la generacié
de Delectricitat. L’objectiu era poder aconseguir una baixada del preu amb la introduccié
de competencia. Un dels paisos pioners en aquest canvi de model en la gestié de generacid
d’electricitat va ser el Regne Unit. L’any 1990 es va privatitzar la Central Electricity
Generating Board, I'empresa que era l’encarregada de la gestié del mercat electric a
Anglaterra i Gal-les. Es va decidir implementar una subhasta marginalista, és a dir,
I'altim kWh venut és el que determina quin és el preu de totes les unitats assignades. La
subhasta marginalista també és coneguda com a subhasta de preu uniforme.

Aquest procés de liberalitzacié va generar un gran debat entre els economistes sobre
quin format de subhasta era ’adequat per assignar I’energia generada en el mercat electric.
La discussio era entre la subhasta de preu uniforme i la subhasta discriminatoria. En
la subhasta discriminatoria cada comprador paga el valor de la seva oferta. Alguns
economistes com Wolfram(1999)[15] defensen que la subhasta de preu uniforme produeix
millors resultats que la subhasta discriminatoria. En contra, Federico i Rahman (2003)[4]
van trobar evidencies teoriques que la subhasta discriminatoria és superior a la de preu
uniforme, almenys en situacions de monopoli i discriminacié perfecta. De fet, I'any
2001 el Regne Unit va decidir passar a assignar ’electricitat generada amb una subhasta
discriminatoria.

Pel que fa a Espanya, el procés de liberalitzacié del sector electric va comengar I'any
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1997. Es va decidir implementar la subhasta de preu uniforme per assignar els kWh
generats. Encara que hi ha hagut canvis normatius des de llavors en el sector electric, en
Iactualitat continua vigent la subhasta de preu uniforme. De fet, encara que al principi i
va haver-hi discussié entre la subhasta discriminatoria i la de preu uniforme, aquest ultim
format s’ha imposat. En Europa, una gran majoria dels paisos utilitzen la subhasta de
preu uniforme, dissenyada per la Unié Europea en la Directiva 2019/944.

Actualment, el disseny de mercat a Europa esta patint una crisi. En la Conferencia
sobre el Clima de Paris celebrada ’any 2015, un total de 189 paisos, que representaven
un 96,98% d’emissions del CO2 en aquells moments, van acordar intentar mantenir
Iescalfament global per sota dels 2° C. Per part de la UE, una de les seves mesures
va ser limitar els permisos d’emissié de CO2, que van ser creats I'any 2005. Aquests
permisos han de ser comprats per les empreses emissores de C02, en cas de voler emetre.

La mitjana del mes de maig de 2021 se situa en 51,99 €per tona, sent el preu del mateix
mes de 'any passat de 19,96 €per tona. Es a dir, en un any els preus han experimentat
una pujada de més del doble del preu. Algunes energies que generen electricitat emeten
CO2, i per tant, han de comprar permisos d’emissié per generar energia. A causa de
la falta de competéncia aquestes empreses estan traslladant aquest increment en el cost
a les seves ofertes a la subhasta. El mes de maig de 'any 2021, el preu en mitjana de
Pelectricitat ha sigut de 67,12 €/MWHh, sent el preu al mes de maig dels dos anys anteriors
21,25 €/MWh i 48,39 €/MWh.

La dada del mes de maig de 2020 no és molt significativa, ja que per culpa de la
situacié sanitaria del pais estavem tots confinats, fet que va baixar molt la demanda
d’electricitat, i en conseqiiencia, va abaixar el preu de I'electricitat. Comparant les dades
dels mesos de maig de 'any 2021 i 2019, si que podem veure un increment de gairebé de 20
€/MWh. Aquest és un problema del disseny actual de la subhasta, ja que encara que entri
només un kWh a la subhasta d’energies que generen CO2, el preu de tota l’electricitat
venuda es dispara. Es un problema que és molt important estudiar, ja que es preveu que
els permisos d’emissié continuaran pujant, i com hem argumentat, la llum és un bé de
primera necessitat.
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Capitol 1

Subhasta d’un objecte amb valors
privats

En aquest capitol analitzem les subhastes d’un unic objecte en un entorn de valoracié
privada. L’objectiu principal és fer un resum dels resultats més importants. En primer
lloc es defineixen quatre tipus de subhasta, la subhasta anglesa, la subhasta holandesa,
la subhasta de sobre tancat de primer preu i la subhasta de sobre tancat de segon preu.
Cadascun dels formats de subhasta defineix un joc no cooperatiu entre els compradors.
A continuacio, veiem que les estrategies d’equilibri de la subhasta holandesa i la subhasta
de sobre tancat de primer preu sén estrategicament equivalents. També veiem que en
un entorn de valoracié privada les estrategies de la subhasta anglesa i de la subhasta de
sobre tancat de segon preu son equivalents. Per tant, podem reduir el nostre estudi als
equilibris de les subhastes de sobre tancat de primer i segon preu. El nostre objectiu és
veure si les subhastes de sobre tancat de primer i segon preu tenen equilibris eficients, és
a dir, si existeix una estrategia d’equilibri on el guanyador de la subhasta és el comprador
que més valora I'objecte. En aquest capitol introductori fem servir la notacié i el model
basic del llibre de Krishna (2010)[8].

1.1 Alguns formats de subhasta comuns

Hi ha quatre formats de subhasta més comuns, distingits per primer cop per Vickrey
(1961)[12].} Aquests, es caracteritzen per distingir si les ofertes es fan de forma piblica
0 no, i si el que s’ofereix per guanyar la subhasta és el que s’acaba pagant. Les dues
primeres sén subhastes dinamiques, per tant, entre els compradors s’estableix un joc no
cooperatiu seqiiencial. En canvi, les dues tltimes sén subhastes de sobre tancat, per tant,
entre els compradors s’estableix un joc no cooperatiu simultani.

e Subhasta anglesa: Es el tipus de subhasta més antic i el més conegut. La venda
de l'objecte és dirigida per un subhastador, que comenca demanant un preu baix,
que va pujant en petits increments, mentre que hi hagi almenys dos compradors
interessats. El preu que paga el guanyador per 'objecte subhastat és la quantitat
en que el peniltim comprador ha resignat a obtenir 1’objecte.

"William Vickrey (1914-1996) va ser un economista canadenc. L’any 1996 va guanyar el premi Nobel
d’Economia conjuntament amb James A. Mirrless per les seves contribucions a la teoria economica dels
incentius sota informacié asimetrica.[9]



6 CAPITOL 1. SUBHASTA D’UN OBJECTE AMB VALORS PRIVATS

e Subhasta holandesa: El subhastador comenga demanant un preu alt, amb el que
presumiblement cap comprador estara interessat a obtenir I’objecte subhastat. El
preu va baixant gradualment, fins al moment en qué un comprador mostra interes
a obtenir l'objecte.

e Subhasta de sobre tancat de primer preu: En aquest format, els compradors
introdueixen la seva oferta en un sobre segellat. El comprador que registra la major
oferta és el guanyador, i el preu que paga és el valor de la seva oferta.

e Subhasta de sobre tancat de segon preu: Té el mateix funcionament que la
subhasta anterior. La diferencia radica en el fet que el preu que paga el guanyador
és el de la segona oferta més alta.

Cada format de subhasta ha d’especificar com es resolen els possibles empats. Quan
s’estudien les subhastes com jocs no cooperatius, la regla de desempat acostuma a ser la
de realitzar un sorteig entre les ofertes guanyadores.

El comportament estrategic dels compradors varia depenent de com valoren I’'objecte.
En la teoria de les subhastes es distingeixen dos casos, les subhastes de valoracié privada
i les subhastes de valors interdependents.

En les subhastes de valoracié privada, tots els compradors coneixen el valor que els
aporta guanyar 1’objecte subhastat. En aquest entorn, els compradors no coneixen quina
valoracié tenen de 1’objecte els altres compradors, pero en cas de saber-ho no canviaria
la seva valoracié.

Aquesta suposicié és plausible quan, per exemple, els compradors volen usar I’'objecte
per un Us personal, és a dir, no tenen interes a treure un redit economic. Un exemple
és el cas en que se subhasta una pintura, i les persones que participen en la subhasta
sén col-leccionistes. Els compradors valoren la pintura per quin valor aportaria a la seva
col-leccié, no per quina quantitat la podrien revendre.

En les subhastes de valor interdependent, els compradors no coneixen el valor real de
I’objecte per ells, siné que només tenen una estimacié d’aquest valor, que fan servir per fer
una valoracié previa a la subhasta. En aquest cas, si un comprador coneix I’estimacié que
té un altre comprador per l'objecte pot fer variar el seu comportament estrategic. Aquest
model és 'adequat quan l'objectiu dels compradors és revendre I’'objecte subhastat.

Diem que una subhasta de valor interdependent és de valors comuns quan el valor
real per I'objecte és el mateix per tots els compradors. Un exemple tipic és en el que és
subhasta el permis de perforacié d’un terreny que té petroli. Els compradors només tenen
estimacions de la quantitat de petroli que hi ha per 'opinié d’experts i per les analisis
del terreny que han realitzat previs a la subhasta. Per tant, si un comprador conegués
Iestimacié que han obtingut els altres compradors, podria fer canviar la valoracié de
I’'objecte subhastat.

En aquest capitol, per fer I’analisi dels equilibris suposarem que estem en un entorn
de valoracié privada.

Observem que, encara que la subhasta holandesa és un joc seqiiencial, ja que 'inica
informacié que obté un comprador dels altres és quan un comprador fa una oferta, pero en
aquest moment s’acaba el joc. Per tant, aquesta informacié no interfereix en la valoraci6
de 'objecte del comprador durant la subhasta. En conseqiiéncia, la subhasta holandesa i
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la subhasta de sobre tancat de primer preu sén estratégicament equivalents.?

La subhasta anglesa i la subhasta de sobre tancat de segon preu tenen una equivaléncia
més debil. Observem que els dos jocs no sén estrategicament equivalents. En una subhasta
anglesa, un comprador pot veure en quin moment es van retirant de la subhasta els altres
compradors, fet que pot interferir en la seva valoracié de I'objecte. Per tant, I'estrategia
optima en les dues subhastes és la mateixa si i només si estem en un entorn de valoracié
privada.

El model simeétric

Ara establim les hipotesis basiques del nostre model. Suposem que hi ha un objecte per
subhastar, i denotem per N = {1,2,...,n} al conjunt de compradors que estan interessats
a obtenir I'objecte. El comprador i € N assigna un valor a l'objecte subhastat. Cada
valor s’obté a partir d’una variable aleatoria X; independent i identicament distribuida en
el conjunt [0, w]. Anomenem F'(x) la funcié de distribucié associada a X;. Suposarem que
existeix una funcié de densitat continua complint f(z) = F’(z). Es possible que w = oo,
pero en tot cas es compleix que F[X;] < oo.

Cada comprador ¢ fa una valoraci6 de I'objecte x; que és una realitzaci6 de la variable
aleatoria X;, i sap que les valoracions que fan els altres compradors de 'objecte sén
independentment distribuides depenent de la funcié de distribucié F. Suposarem que els
compradors sén neutrals al risc, per tant, el seu objectiu sera maximitzar els seus beneficis
esperats. A més, els compradors no tenen cap problema de pressupost ni de liquiditat.
Com que la funcié de distribucié que determina la valoracié de 'objecte subhastat és
la mateixa per tots els compradors, direm que estem en una situacié amb compradors
simetrics.

1.2 Equilibris simetrics

Hem vist abans que, donades les equivalencies, només hem d’estudiar els equilibris de dos
tipus de subhasta, la subhasta de sobre tancat de primer preu i la subhasta de sobre tancat
de segon preu. A partir d’aquest moment, anomenem a la subhasta de sobre tancat de
primer preu com subhasta de primer preu, i a la subhasta de sobre tancat de segon preu
com subhasta de segon preu. Cada format de subhasta determina un joc no cooperatiu
entre els compradors.

Una estrategia pel comprador i € N és una funcié 3; : [0,w] — R, que determina
la seva oferta per a qualsevol valoracié de 'objecte. El nostre objectiu és analitzar els
equilibris simeétrics.> Anomenem (! I’equilibri simeétric de la subhasta de primer preu, i
B Vequilibri simetric de la subhasta de segon preu.

Comencem primer buscant ’equilibri simetric de la subhasta de segon preu. Si denotem
per b; l'oferta del comprador i, els beneficis per aquest comprador en aquest format de
subhasta soén:

2Dos jocs sén estrategicament equivalents si per cada estratégia que un jugador té per un joc, el jugador
té una estrategia en ’altre joc, que dona lloc al mateix resultat.
3Un equilibri del joc on tots els compradors segueixen la mateixa estrategia.
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T — MaX;j; bj si b > max;; bj,
m=< 0 si b; < max;x; bj,

Hem suposat que, en cas d’empat en I'oferta guanyadora, I'objecte és sortejat entre els
compradors que han fet la major oferta. El resultat segiient descriu quin sera ’equilibri
simetric del joc:

Proposicié 1.1. En una subhasta de segon preu, és una estratégia débilment dominant
fer Uoferta B (x) = x.

Demostracid. Analitzem les possibles estratégies del comprador i € N. Sigui z; la seva
valoracié de 'objecte, i z; la seva oferta. Volem veure que si z; # x;, hauria obtingut en
totes les situacions possibles el mateix o major benefici si hagués ofert la seva valoracio.
Sigui p; = max;en\ () bj. Llavors:

Suposem que z; < x; :

o Sip; < z; < xy, el comprador ¢ guanya ’objecte, i el seu benefici és de x; —p; > 0. En
cas d’haver ofert x;, també hagués guanyat la subhasta, obtenint el mateix benefici.

e Si p; = 2z < x;, el comprador ¢ ha empatat en l'oferta guanyadora. Per tant,
I’objecte és sortejat, i el seu benefici és x; — p; > 0 si guanya el sorteig, i 0 en
cas contrari. En cas d’haver ofert x;, llavors hauria guanyat 1’objecte, obtenint uns
beneficis de x; — p; > 0.

e Siz; < p; < x;, el comprador ¢ perd la subhasta. En cas d’haver ofert z;, llavors el
comprador ¢ hauria guanyat 1’objecte, obtenint uns beneficis de z; — pi > 0.

e Siz; < x; < p;, el comprador i perd la subhasta. Si el comprador ¢ hagués ofert x;
tenim dos casos possibles. Si z; < p;, el comprador ¢ hagués perdut la subhasta. Si
x; = p;, llavors el comprador ¢ hauria empatat en 'oferta guanyadora, pero fos quin
fos el resultat del sorteig, el seu benefici seria nul.

Suposem ara que z; > x; :

e Sip; <z < z, llavors el comprador ¢ guanya la subhasta, i obté uns beneficis de
x; — p; < 0. Si hagués ofert x;, obtindria els mateixos beneficis.

e Six; <p; <z, el comprador ¢ guanya ’objecte, pero obté unes perdues per valor de
x; — p; < 0. En cas d’haver ofert x;, no hauria guanyat 1’objecte, i per tant, hauria
evitat les perdues.

e Six; < p; = z;, llavors el comprador ¢ ha empatat en 'oferta guanyadora. En cas
de guanyar el sorteig, tendra unes perdues de x; — p; < 0, i si perd el sorteig, no
tindra cap benefici. Si hagués ofert x;, hauria perdut la subhasta.

e Six; <z < p;,el comprador ¢ perd la subhasta. Si hagués ofert z;, també ’hauria
perdut.
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Per tant, hem vist que l'estrategia de fer 'oferta z; = x; és debilment dominant. O

En 'argumentacié anterior no hem fet servir que els compradors sén simetrics, per tant,
aquest raonament és igualment valid quan els compradors no sén simetrics. Tampoc hem
fet servir que els compradors tenen valoracié privada, per tant, també ens serveix aquest
argument quan els compradors tenen valoracions interdependents.

Es clar que ! (x) = = és una funcié creixent respecte de z. Es a dir, que el comprador
que més valora 'objecte és el que realitza ’oferta més alta, i en conseqiieéncia és el que
guanya la subhasta de segon preu. Per tant, hem provat que a la subhasta de segon preu
existeix un equilibri simetric eficient.

En el cas de les subhastes de sobre tancat de primer preu, els beneficis del comprador
1 s6n:
x; —b; si b; > max;-; bj,

T = 0 si b; < maxjx; bj,

Igual que en el cas de la subhasta de sobre tancat de primer preu, en cas d’empat hi
haura un sorteig entre els compradors que han realitzat la major oferta. A continuacio,
enunciem la proposicié que descriu quin és ’equilibri simetric de la subhasta de primer
preu. Si voleu veure la demostracié, la teniu a Krishna (2010)[8].

Proposicié 1.2. L’estrategia que constitueiz un equilibri simétric en una subhasta de
primer preu €s definida per:

Bl(z) = EV1| V1 < ], (1.1)
on Y1=max(X1, Xo,..., Xpn_1).
Observem que Y] és la llei del maxim de n — 1 variables aleatories i.i.d. X;. Denotem
per G(x) la funcié de distribucié associada a Y7, llavors es compleix que:

n—1
G(z) = P(X1 < @,..., Xpo1 <2) = [ P(Xi < 2) = P(Xy < 2)" ' = (F(2)"
=1

on en la segona igualtat hem utilitzat que les variables aleatories sén independents, i a la
tercera igualtat que sén identicament distribuides. Sigui g(x) la densitat de Y7, llavors,

BV |: < 2] = G(lm) /0 " yaly) dy.

Multipliquem per G(x) els dos costats de la igualtat anterior i obtenim
Gla) B Vi <) = | ya(s)dy = aG(o) - [ 6w a,

on a la segona igualtat hem integrat per parts. Amb aixo obtenim,

G(y)
G(z)

EY1|Y1 < z] :x—/0$ dy. (1.2)
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De (1.2) podem deduir dues propietats importants de ’equilibri simetric de primer

G(y)

preu. Primer, observem que (6] > 0, i per tant, sempre es compleix que 37 () < . Es a

dir, si els compradors segueixen I'estrategia d’equilibri de fer 'oferta 3 (x) mai faran una
oferta superior a la seva valoracid, cosa que ja podiem deduir del fet que els compradors
siguin neutrals al risc.

També, observem que (1.2) és una funcié creixent respecte de x. Per tant, el comprador
que valora més l'objecte és el que fa l'oferta més alta, i en conseqiiencia, 57(z) és un
equilibri simetric eficient de la subhasta de primer preu.

Exemple 1.1. Suposem que volem trobar l’equilibri simetric d’una subhasta de primer
preu, on participen 3 compradors. Les wvaloracions de ['objecte dels compradors son
obtingudes a partir d’una funcidé de distribucio exponencial de parametre A = 1. Per
trobar estratégia d’equilibri apliquem (1.2).

x T (1 —exp(—y))?
E[Y1|Y1<xJ=1“/O 5553 dy:”“/o Ei_ggiﬁ :%2 W

- < [ vz [Ceapt-n) du+ [ ean-2) dy>
eap(2a)(x — 1 5) + 2exp(x) — 0 5

(exp(x) — 1)

9 9 | Oferta

1.8
1.6 1
1.4 ¢
1.2 ¢

19 EY1|Y1 < z]
0.8 1
0.6 |
0.4 1

0.2 | .,
Valoracid

02040608 1 12141618 2 22242628 3 3.2 3.4 3.6 3.8
Figura 1.1: L’estrategia dels jugadors com a funci6 de la seva valoracio.

A la Figura 1.1 podem wveure com varien les ofertes dels compradors en funcié de la
seva valoracid, quan aquesta estd entre 0 i 3,8. Sembla clar que ’estratégia quan x va
creizent, tendeix a una asimptota horitzontal. De fet, si fem servir el seguent resultat de
probabilitats, podem calcular quina és l'asimptota:

pl(z) = E[Y1 |V < 2] < E[V1].
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Calculem esperanca de Y7 :
B = [ o) du= [ 20F ) 1) dy

- /Ooo y(2(1 — exp(—y))(exp(—y)) dy = 1.5.

Esa dir, st un comprador valora ’objecte subhastat en 100, no fara una oferta superior
a 1.5. Aquesta decisié sembla totalment il-logica, pero té una explicacid. El comprador
que valora lobjecte en 100 sap, que com Bl (x) és un equilibri simétric eficient, i per tant
un comprador fara una oferta superior a la seva si i només si té una valoracié de l’objecte
superior a 100. Per tant, la probabilitat de qué un dels altres dos compradors faci una

oferta superior a la seva €és:

100
P(Yi > 100) = 1= P(vi < 100) = 1= [ gty dy
0

100
=1- / 2(1 — exp(—y))(exp(—y)) dy ~ 7.44- 10",
0
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Capitol 2

Introduccié a les subhastes de
multiples objectes

En aquest capitol estudiem el cas en que K unitats d’'un mateix objecte sén venudes
mitjancant una unica subhasta. Farem servir la notacié i el model basic del llibre de
Krishna (2010)[8]. Comencem el capitol definint tres formats de subhasta, la subhasta
discriminatoria, la subhasta de preu uniforme i la subhasta Vickrey. Els dos primers
formats s’acostumen a utilitzar en la practica. Per exemple, molts palsos utilitzen la
subhasta discriminatoria o la de preu uniforme per vendre les lletres del tresor, permisos
d’emissions i pel mercat electric. La subhasta Vickrey gairebé no s’ha utilitzat mai a la
practica, pero té interes teoric.

En la segona part del capitol analitzem l’existéencia d’equilibris eficients dels tres
formats de subhasta, suposant que estem en un entorn de valoracié privada independent.
Com va mostrar Vickrey (1961)[12], la subhasta discriminatoria i de preu uniforme sén en
general ineficients, rad per la qual va introduir la subhasta Vickrey, que si ho és. Procedim
primer trobant que per una subhasta Vickrey, oferir la propia valoracié és una estrategia
debilment dominant, i com en el cas de la subhasta de segon preu, aquest equilibri és
eficient. Per veure que els equilibris de les subhastes de preu uniforme no sén eficients,
veiem que en el cas de la subhasta de dos objectes es produeix una reduccié de la demanda,
argument que va ser utilitzat per primer cop per Noussier(1995)[11]. Per acabar el capitol
seguim 'argument de Wiggans i Kahn(1998)[14] per veure que la subhasta discriminatoria
també és en general ineficient.

2.1 Subhastes per la venda de multiples objectes identics

En aquesta secci6 introduim tres formats de subhasta mitjangant els quals es venen un
total de K objectes idéntics mitjancant una tinica subhasta. Notarem el conjunt d’objectes
com K = {1,2,...,K}. En la subhasta participen un total de n compradors, i denotem
el conjunt de compradors com N = {1,2,...,n}. En particular, pels compradors el valor
marginal d’obtenir una unitat addicional de I'objecte subhastat és decreixent. Els tres
formats son:

e La subhasta discriminatoria,

e La subhasta de preu uniforme,

13
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e La subhasta Vickrey.

En cadascun d’aquests formats, un comprador ha de registrar’ K ofertes b , complint
bil > bg > ... bin Per'tant, bi1 és la quantitat que esta disposat a pagar el comprador
1 per una unitat, b] + b5 el que esta disposat a pagar per dues unitats, i Zle b; és la
quantitat que esta disposat a pagar el comprador ¢ per obtenir £ < K unitats de I’'objecte
subhastat.

El vector b* = (b4, b}, ...,b%) és el vector d’oferta del comprador i. El vector d’oferta
b* és una funcié inversa de demanda,? i es pot invertir per obtenir la funcié de demanda
del comprador ¢ € N, que és definida per:

d:RY — K
p +— max{k:p <bi}.

Per tant, si b}'C > b}C 41, & qualsevol preu p entre bz i b}'C 41, €l comprador ¢ esta disposat
a comprar exactament k unitats. Com que la funcié de demanda és inversa al vector
d’oferta, mitjancant b* podem obtenir d’ i viceversa. La funcié de demanda és esglaonada,
com es pot veure en la Figura 2.2 de I’Exemple 2.2.

En els tres formats de subhasta, els compradors registren un total de n x K ofertes
{bi :i € N;k € K}, iles K unitats subhastades sén entregades a les K majors ofertes.
Esa dir, cada comprador guanya un nombre d’unitats igual al nombre de les seves ofertes
que es troben entre les K primeres. A les subhastes que compleixen el fet anterior se les
anomena subhastes estandard.

La regla d’assignacié de les subhastes estandard pot ser determinada mitjancant les
funcions d’oferta i de demanda de la subhasta. La funcié de demanda agregada, que
notem com d(p), és obtinguda a partir de la suma horitzontal de les n funcions de demanda
individual dels compradors. Es a dir, per qualsevol preu p es compleix:

d(p) = _d'(p).
=1

La quantitat d’objectes oferits pel subhastador és fix, i per tant, la funcié d’oferta
és una recta vertical, com podeu veure en la Figura 2.1 situada a I’Exemple 2.1. A
I'esquerra de la interseccid entre la corba d’oferta i demanda queden un total de K ofertes,
que anomenem ofertes guanyadores. En canvi, a les ofertes que queden a la dreta de la
interseccid les anomenem ofertes perdedores.

Hem vist que els tres formats de subhastes que sén centre del nostre estudi sén
subhastes estandard, i per tant, tenen la mateixa regla d’assignacié. La diferencia entre els
tres radica en la definicié del preu, és a dir, quina quantitat ha de pagar cada comprador
per les unitats que ha guanyat. Pero per explicar la definicié de preu de cada format
necessitem dos conceptes previs.

El wvector d’ofertes competitives del comprador i, que notem com ¢~ s’obté ordenant
en ordre descendent les (n — 1)K ofertes dels compradors diferents del 4, i seleccionant

'El superindex, ens indica quin comprador esta fent I’oferta, i el subindex ens indica per quin objecte
esta fent 'oferta.

2La funcié de demanda ens determina quantes unitats esta disposat a adquirir el comprador per cada
preu.
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les K primeres. Per tant, la primera component del vector, cl_i és la major oferta dels
altres compradors diferents de 7, ¢, és la segona major, i aixi successivament. El vector
d’ofertes competitives és necessari per a la definicié de preu de la subhasta uniforme i de
la subhasta Vickrey.

El segon concepte és el de la funcio d’oferta residual del comprador 4, que notarem
com s ¢(p). Aquesta funcié determina el nombre d’unitats que els compradors diferents
del 7 no estan disposats a obtenir a un preu fixat. Per qualsevol p € R, la funcié s~%(p)
és definida com:

s7H(p) = maz { K — Z @ (p)
i

De la definicié anterior, deduim que s~(p) és una funcié esglaonada, i que és creixent
respecte del preu, com podeu veure a la Figura 2.2 de ’Exemple 2.2. La intersecci6 entre
s7%(p) i d'(p) ens permet calcular quant ha de pagar cada comprador per les unitats
guanyades als diferents formats de subhasta.

Exemple 2.1. Suposem que un total de K = 5 unitats d’un objecte son subhastades
mitjancant una subhasta estandard, on participen n = 4 compradors. Els vectors d’oferta
dels quatre compradors son:

bl = (23,18,10,5,1),
b’ = (48,35,9,7,4),
v = (41,22,20,17,2),
bt = (47,34,28,11,3).
Ofertes
50 b2
by
45 + Funcié d’oferta
b
40 +
b 4

35 | —2 b3

30 + bl

25 1 bl b3

b3
20 | bl b3
15 ¢ Funcié de demanda agregada
b4 bl
10 +
° 1 Ofert
gugﬁ}?gdores Ofertes perdedores

Umtats

1 2 3 4 5 6 7 8 910111213141516171819202122

Figura 2.1: Funcions d’oferta i demanda agregada de I’Exemple 2.1
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Com podem veure a la Figura 2.1 les cinc ofertes guanyadores son:

(b3,01,03,b3,b3) = (48,47,41,35,34).

Com s’observa, el comprador 1 no guanya cap unitat, el comprador 2 guanya dues
unitats, el comprador 8 guanya una unitat © el comprador 4 guanya dues unitats de
l’objecte subhastat. En les segiients pagines fem servir aquest exemple per veure quina
quantitat ha de pagar cada comprador amb la subhasta discriminatoria, la subhasta de
preu uniforme 4 la subhasta Vickrey.

A continuacié, descrivim la definicié de preu dels tres formats que estem estudiant,
la subhasta discriminatoria, la subhasta de preu uniforme i la subhasta Vickrey. Com la
regla d’assignaci6 de les tres subhastes és la mateixa, és la definicié de preu dels diferents
formats la que fa variar el comportament estrategic dels compradors.

La subhasta discriminatoria

Aquest format de subhasta funciona com un mercat de discriminacié perfecte,® d’aqui el
nom. La subhasta discriminatoria també és coneguda com a pay your bid, ja que cada
comprador paga la suma de les seves ofertes que han resultat guanyadores, és a dir, la
suma de les seves ofertes que es troben entre les K majors. Formalment, si denotem per
k' el nombre d’ofertes guanyadores del comprador i € N, llavors ha de pagar:

ki

i
> b
k=1

La definici6 de preu de la subhasta discriminatoria es pot obtenir també mitjancant les
funcions de demanda i oferta residual. Cada comprador ha de pagar una quantitat igual
a l'area que hi ha sota la seva funcié de demanda, fins al punt on es talla amb la funcié
d’oferta residual. Observem que, si K = 1 la subhasta discriminatoria es converteix en una
subhasta de primer preu. Per tant, la subhasta discriminatoria és I’extensié multi-objecte
natural de la subhasta de sobre tancat de primer preu.

Alguns exemples on la subhasta discriminatoria és utilitzada sén les lletres del tresor
dels Estats Units i el mercat diari electric del Regne Unit.

Exemple 2.2. Continuem amb els mateixos vectors d’oferta que en I’Exemple 2.1, 1
suposem que la definicié de preu és la d’una subhasta discriminatoria. Anomenem p* la
quantitat que ha de pagar cada comprador pels objectes quanyats. Per tant, p* és la suma
de les ofertes guanyadores del comprador i:

p' =0,

p? =% + b3 = 48 4+ 35 = 83,
p3:b?:41a

p* =b] + b5 =47+ 34 = 81.

3Un mercat és de discriminacié perfecta quan el venedor coneix la disposicié a pagar de cada
consumidor, i cobra a cada comprador el maxim que esta disposat a pagar per cada unitat. En aquest
tipus de mercat ’excedent del mercat ’absorbeix el venedor.
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55 1
Ofertes

50 +

45 |

Oferta residual

40 +

35+

30 ¢

25

20 |
15 1

Demanda

10 ¢

5,,

1 2 3

‘ ‘ ‘ } [ Nombre d’unitats
4 5 6

Figura 2.2: Pagament amb una subhasta discriminatoria del jugador 4 a partir de les
seves funcions de demanda i oferta residual

A la Figura 2.2 podem veure que l’area de la funcid de demanda fins al punt on talla
amb la funcié d’oferta residual coincideiz amb p*:

Area=47-(1 —0) +34- (2 — 1) = 81.

La subhasta de preu uniforme

Aquest format de subhasta va ser introduit per primer cop per Friedman (1960)[5]. Com
el nom del format de la subhasta indica, en la subhasta de preu uniforme totes les unitats
son venudes a un mateix preu, que anomenem preu de mercat. Aquest preu de mercat
pot anar de 'oferta perdedora més gran a la menor oferta guanyadora. En aquest treball
adoptarem el conveni de que el preu de mercat es correspon a ’oferta més gran perdedora.

Des de la perspectiva del comprador ¢, 'oferta més gran perdedora pot ser seva o de
qualsevol dels altres compradors. Per tant, per determinar el preu de mercat hem de fer
servir ¢~". Observem, que si el comprador ¢ guanya una unitat, s’ha de complir que:

i =i s i —i
bl > ¢ 1 by < cp .

Es a dir, la seva major oferta supera a 'iltima component del seu vector d’ofertes
competitives, pero la seva segona major oferta no supera a la penultima component de
¢~ *. En cas que el comprador ¢ guanyi dues unitats, es compleix que:

% —1 % —1 X —1
bl > CK’ b2 > CK—l 1 b3 < CK—Q'

Per tant, si anomenem &k’ € K el nombre d’unitats guanyades pel comprador i € N,
s’ha de complir que:
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i —i - —i
bpi > €k _piga 1 Opigr < Cg e

Es a dir, tenim dues possibilitats. Pot ser que b, sigui la K-ésima major oferta, i

—i —i

K—ki+1 K—ki’

Si anomenem p el preu de mercat de la subhasta de

per tant el preu de mercat és ¢
Lo B

llavors e'l preu de mercat' és by e

preu uniforme, es compleix que:

en canvi, si la K-ésima major oferta és c

p= rnax{c;(i_ki+17 bzurl}.

Per tant, si el comprador i € N guanya k' € K unitats, la quantitat que ha de pagar
per les unitats guanyades és k- p. Observem que podem fer servir els vectors d’oferta i
ofertes competitives de qualsevol comprador per determinar el preu de mercat, sempre
que aquest comprador guanyi almenys una unitat.

Podem calcular també la quantitat que ha de pagar el comprador i en termes de la seva
funcié de demanda i oferta residual. La quantitat que ha de pagar és ’area del rectangle
resultant de projectar el punt de tall de la funcié de demanda i oferta residual als eixos.

Si K =1 la subhasta de preu uniforme es converteix en una subhasta de segon preu.
Encara que es tracti d’una subhasta que redueix a una subhasta de segon preu, algunes de
les propietats de la subhasta de segon preu no s’estenen a la subhasta de preu uniforme,
com veurem en les properes pagines.

Alguns exemples on s’utilitza la subhasta de preu uniforme és en el mercat electric
diari de la majoria dels paisos europeus i la venda de bons a Franca.

Exemple 2.3. Sequim amb els mateizos vectors d’oferta que en I’Exemple 2.1, pero en
aquest cas la definicio de preu és la d’una subhasta de preu uniforme. No podem calcular
el preu de mercat a partir dels vectors d’oferta i oferta competitives del comprador 1, ja
que no guanya cap unitat a la subhasta. Calculem el preu p a partir de les dades del
comprador 2. Tenim que:

™2 = (47,41,34,28,23) i b> = (48,35,9,7,4).
Com que el comprador 2 guanya dues unitats, llavors:
p = max{c; %, b3} = max{28,9} = 28.

Si anomenem p' la quantitat que ha de pagar cada comprador en la subhasta de preu
uniforme, llavors:

p' =0,

p?=2-p=2-28=56,
pP=1p=128=28,
pt=2-p=228=56.

Com podem veure a la Figura 2.3, p* coincideiz amb Udrea del rectangle que resulta
d’unir el punt de tall entre la demanda i l’oferta residual amb els eixos:

Area = 28-2 = 56.
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55 1
Ofertes

50 +

45 |

Oferta residual

40 +

35

30 ¢

25

20 |
15 1
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10 ¢

5,,

1 2 3

‘ ‘ ‘ } [ Nombre d’unitats
4 5 6

Figura 2.3: Pagament amb una subhasta uniforme del jugador 4 a partir de les seves
funcions de demanda i oferta residual

La subhasta Vickrey

A la subhasta Vickrey, la regla de pagament es basa en el fet que cada comprador
ha de pagar una quantitat igual a l’externalitat que ha causat als altres compradors.
Informalment, per veure quina és I’externalitat que ha generat el comprador 4, suposem
que n compradors participen en una subhasta Vickrey, i que el comprador i guanya k'
unitats. En cas que el comprador i no hagués participat en aquesta subhasta, els k’
objectes haurien estat guanyats pels altres compradors. Llavors, el comprador ¢ ha de
pagar les ofertes dels compradors als quals ha “perjudicat”amb la seva presencia.

Formalment, si el comprador i € N ha guanyat k’ € K unitats, llavors paga les k'
majors ofertes perdedores dels altres compradors. Sigui ¢~ el vector d’ofertes competitives
del comprador i. Si el comprador i guanya una unitat, llavors sabem que b} > cl_(i, Poferta
més gran perdedora dels altres compradors és cl_(i, que és la quantitat que ha de pagar.

Més en general, si k' és el nombre d’unitats que ha guanyat el comprador i, aquest
comprador ha de pagar les k' majors ofertes perdedores dels altres compradors. Es a dir,
el comprador 7 ha de pagar per les k' unitats guanyades un total de:

ki
—i
CK—kitk
k=1
La definicié de preu de la subhasta Vickrey també es pot obtenir mitjangant les funcions
de demanda i oferta residual. Cada comprador ha de pagar una quantitat igual a I’area
que hi ha sota la seva funcié d’oferta residual, fins al punt on es talla amb la funcié de
demanda.

Si K = 1, la subhasta Vickrey es converteix en una subhasta de segon preu, pero
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a diferencia de la subhasta de preu uniforme, si que comparteix moltes propietats amb
la subhasta de segon preu, entre elles I'eficiencia. Per aix0o considerarem que I'extensio
natural de la subhasta de segon preu és la subhasta Vickrey.

Exemple 2.4. Suposem que la subhasta estandard de I’Exemple 2.1 és una subhasta
Vickrey. Per determinar quant ha de pagar cada comprador, necessitem els seus vectors
d’ofertes competitives. Com el comprador 1 no ha guanyat cap unitat de l’objecte, només
hem de calcular tres vectors:

c? = (47,41, 34, 28, 23),

¢ % = (48,47, 35,34,28),

¢t = (48,41, 35,23,22).

Per tant, si anomenem p' la quantitat que ha de pagar cada comprador, llavors:

p' =0,
p’=c;? +c;? =28+23 =51,
P :c5_3 = 28,

p4:cg3+cz3:23+22:45.

55 1
Ofertes

90 |

45 +

Oferta residual

40 +

35 |

30 ¢

25

20 |
15 |
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10

} } } } [ Nombre d’unitatg
1 2 3 4 ) 6
Figura 2.4: Pagament amb una subhasta Vickrey del jugador 4 a partir de les seves

funcions de demanda i oferta residual

A la Figura 2.4 podem veure que l’area de l'oferta residual fins al punt on talla amb la
funcié de demanda del jugador 4 coincideiz amb p* :

Area =22 (1 —0) +23-(2 — 1) = 45.
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2.2 El model basic

Establim el nostre model basic de les subhastes de multiples objectes. Suposem que hi ha

un conjunt de K objectes idéntics, on K = {1,2,..., K} , i un conjunt de n compradors,
on N = {1,2,...,n}. Els compradors estan interessats en obtenir fins a K unitats de
l'objecte.

Les valoracions del comprador ¢ € N per les diferents unitats sén representades
mitjangant un vector de valoracid privada, que és un vector aleatori X' = (X?, X3,... ,X}(),
on X,i representa el valor marginal d’obtenir la k-ésima unitat de 1’objecte. El valor
marginal és decreixent, és a dir, X{ > X% > ... > X}(.

Per tant, el valor que obté el comprador 4 si guanya una unitat de l'objecte és X}, si
guanya dues unitats X| 4+ X3, i en cas de guanyar k£ unitats, 1 < k < K, el valor que
aconsegueix el comprador 7 és:

k
> X
I=1

Els compradors sén neutrals al risc, per tant, ’objectiu de cada comprador és maximitzar
el seu benefici esperat. També suposem que els compradors sén simetrics, és a dir, cada
X' amb ¢ € N és vector aleatori independent i identicament distribuida al conjunt

x={ze0,w) :Vk €K, x) > 111},

d’acord amb una funcié de densitat f.

Eficiencia en subhastes de multiples objectes

Com en el cas de les subhastes d’un inic objecte, el nostre objectiu és analitzar ’existencia
d’equilibris eficients en els formats de subhasta de multiples objectes que estem estudiant,
la subhasta discriminatoria, la subhasta de preu uniforme i la subhasta Vickrey. Recordem
que un equilibri d’'una subhasta és eficient si les K majors ofertes es corresponen amb
els K valors marginals més alts. A més, els tres formats de subhasta sén estandard, i
per tant, els K objectes sén entregats a les K majors ofertes. Abans de comencar amb
aquesta analisi, hem de definir que és una estrategia en el cas de les subhastes de multiples
objectes.

Suposem que es volen vendre K objectes identics, mitjancant una tnica subhasta i n
compradors estan interessats a obtenir els objectes subhastats. Anomenem z',z2, ..., 2"
els vectors de valoracié dels compradors, que son realitzacions dels vectors aleatoris
X' X2,...,X", amb les propietats que hem enunciat en el model basic. Una estratégia
del comprador i en una subhasta estandard, que notarem com /3%, és una funcié que depen
del vector de valoracié del comprador

/Bi:X—>RK7

que ha de complir que  Si(x%) > ﬁliﬂ(xi), k=1,2,...,K — 1.

Sigui (B, B2, ..., ") un equilibri d’una subhasta estandard, i z',z2, ..., 2" els vectors

de valoracié dels n compradors. Com estem sota la suposicié de que es tracta d’una
subhasta estandard, els K objectes sén entregats a les K majors ofertes ,8}6(3:@) A més,
perque 'equilibri sigui eficient, els K objectes han de ser entregats als K majors valors
marginals x}ﬁ Per tant, un equilibri eficient en una subhasta estandard ha de complir:
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ah > = BL>pF, Vi,jeN i VklcK. (2.1)

De (2.1) podem deduir dues propietats que ens ajudaran a estudiar eficiencia en
els tres formats de subhasta. Enunciem i demostrem aquestes propietats en la segiient
proposicié:
Proposicié 2.1. Sigui (8%, 5%, ..., 8") un equilibri eficient d’una subhasta de mailtiples
objectes estandard. Llavors es compleiz:

a) Les estratégies son separables, és a dir, l'oferta B,i només depen de la k-ésima
valoracio marginal del comprador i.

b) Les estratégies son simeétriques, és a dir:
Bi()=8I() VijeN i VkleK.

Demostracié. Per demostrar Uapartat a), suposem que l'oferta d’equilibri del comprador
i € N per l'objecte k € K, 8, (2') depen de x}, onl € K ik # . Amb probabilitat positiva
pot succeir que f;(z*) sigui la K-esima major oferta, i la k + 1-éssima major oferta sigui
l'oferta d’equilibri del comprador j € N per l'objecte m € K, 5%@(307' ). I també que la
diferéncia entre B,i (x%) i B} (27) sigui prou petita. Com estem en una subhasta eficient,
s’ha de complir que x}c és el K-esim major valor marginal, i zl, sigui el K + 1-ésim major
valor marginal.

Llavors, podem fer una modificacié € > 0 en la valoracié marginal del comprador ¢ per
l'objecte [, és a dir, :c; — g, tal que B}C(x; —¢) < 57];1(3:7')7 pero no es produeix un canvi
en 'ordenacié de les valoracions marginals. Per tant, tenim que 8i(z) < (G, (27), perd
Tt > a7, amb el que hem arribat a una contradiccié amb (2.1).

Demostrem ara I'apartat b). Suposem que la valoracié marginal del comprador i € N

per l'objecte k € K, :c};, és la mateixa que la valoracié marginal del comprador j € N per
Iobjecte | € K, perd B (z") # B/ (27).

Sense perdre generalit@t podem suposar que Blj > B,i. De l'apartat a), sabem que B,i
i ﬁlj , només depenen de zj, i x{ , respectivament. Llavors, existeix una variacié € > 0 tal
que z] — & <z}, perd Bi(z}) < B (z] — €), fet que entra en contradiccié amb (2.1). O

De la proposicié anterior deduim que si un equilibri és eficient, els jugadors transformen
les valoracions a ofertes mitjancant una funcié creixent, que a més, és tnica. Observen
que el reciproc també és cert. Si a un equilibri les ofertes s’obtenen de les valoracions
mitjancant una unica funcié creixent, podem aplicar (2.1), obtenint que l’equilibri és
eficient. Podem resumir aquest raonament amb el segiient resultat.

Corol-lari 2.1. Un equilibri d’una subhasta estandard és eficient si i només si existeix
una funcid creizent 8 tal que:

Bi(z') = B(zl) VieN i VkeK.
2.3 Equilibris de les subhastes de multiples objectes

Un cop hem introduit els tres formats de subhasta, i hem vist algunes propietats que han
de complir els equilibris eficients, una primera pregunta que ens fem és sobre I’existencia
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d’equilibris en la subhasta discriminatoria, la subhasta de preu uniforme i la subhasta
Vickrey sota les suposicions que hem fet al model basic. Com es pot veure a Bresky
(2008)[1], sota la suposicié de que els compradors tenen valoracions privades independents,
sabem que existeixen estrategies d’equilibri pures en els tres formats que estem analitzant.

Un segon pas és el d’estudiar si succeeix com en el cas de les subhastes d’un sol
objecte, i els tres formats de subhasta tenen equilibris que sén eficients. Comencem la
nostra analisi amb les subhastes Vickrey.

Equilibri de la subhasta Vickrey

En la subhasta Vickrey, el vector d’oferta del comprador ¢ no juga cap paper en la
quantitat que ha de pagar. Per tant, si el comprador 7 registra un vector d’oferta amb
bi; < xi; augmentant I'oferta fins a bl = w% augmenta la probabilitat de guanyar I'objecte
k, sense veure’s afectat el preu. Per tant, un equilibri simetric de la subhasta Vickrey és
fer una oferta igual a la valoracid, com veiem en la seglient proposicio.

Proposicié 2.2. En una subhasta Vickrey és una estratégia debilment dominant pel
comprador i fer Uoferta BV (z) = x.

Demostracio. Veiem la situacié des de la perspectiva del comprador i € N. Suposem que
estem en una subhasta Vickrey, i fixem els vectors d’oferta de la resta de compradors.
Volem comparar els beneficis del comprador i quan fa 'oferta b* = z!, i quan fa l’oferta
bt £ .

Suposem que si el comprador i oferta el seu vector de valoracié, guanya k* € K unitats.
Llavors, si considerem el vector d’ofertes competitives del comprador 4, s’ha de complir
que:

i
k= Tk
i
T

v

i, =Pk YE<E
i g =Dk k> K.

IN

k =
Llavors, distingim tres casos:

e Suposem que si ofereix b’ # z' guanya k' unitats. Com en una subhasta Vickrey el
vector d’oferta no determina la regla de pagament, obté els mateixos beneficis que
si hagués oferit el seu vector de valoracio.

e Si quan ofereix b’ # x* guanya I’ > k! unitats, amb ' € K, el preu que paga per les
primeres &k unitats no varia del cas en que hagués ofert el seu vector de valoracié, i
per tant el benefici és el mateix per les primeres k unitats. En canvi, es compleix
que:

pe>at  Vke K+ 1,k 2, 1.

En conseqiiencia el benefici que aconsegueix el comprador ¢ si ofereix b* # x* és com
a molt igual que el que hagués obtingut oferint el seu vector de valoracio.

e Finalment, suposem que registra un vector d’oferta b’ # x*, i guanya [’ < k' unitats,
amb [" € K. El benefici obtingut per les primeres [* unitats és el mateix que en cas
d’haver ofert el seu propi vector de valoracié. En canvi, per totes les unitats que van
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de I' +1 a k' no obté cap benefici, mentre que si hagués ofert b’ = z*, per aquestes
unitats obtindria un benefici positiu.

Per tant, hem provat que oferir la propia valoracié és una estrategia debilment
dominant.

O

Observem que, considerant la funcié identitat, podem aplicar el Corol-lari 2.1 i obtenim
que la subhasta Vickrey té un equilibri eficient. Per tant, hem provat que la subhasta
Vickrey hereta de la subhasta de segon preu que oferir la propia valoracié és un equilibri,
i a més, aquest equilibri és eficient.

Equilibri de la subhasta de preu uniforme

En el cas de les subhastes de preu uniforme no podem caracteritzar un equilibri en general,
tal com hem fet abans amb les subhastes Vickrey. De fet, els equilibris de les subhastes
de preu uniforme sén en general dificils de calcular.

Per veure si els equilibris de la subhasta de preu uniforme sén o no sén eficients,
deduim una serie de propietats que han de complir tots els equilibris. Recordem que en
una subhasta de preu uniforme, aquest preu ve determinat per 1’oferta més gran perdedora.
En la segiient proposicié demostrem les dues primeres propietats.

Proposicié 2.3. En un equilibri d’una subhasta de preu uniforme s’ha de complir que:

a) Les ofertes han de ser menors o iguals al seu valor marginal. Es a dir:
b <al, VieN i VkeK.
b) Els compradors ofereizen per la primera unitat el seu valor marginal. Es a dir:
Vi =a2%, VieN.

Demostracié. Comencem amb la demostracié de 'apartat a). Volem veure que oferir
i = Tj, domina debilment a oferir b > z}.. Suposem que el comprador ¢ € N ofereix per
la unitat k € K de 'objecte subhastat bfC > 1:2, llavors:

e Si }g = p, llavors el comprador i ha guanyat k — 1 unitats. A més, com p =
max{cy' ,,b.}, s’ha de complir que b;, > ;' ,. Si hagués ofert b, = xj llavors
també hauria guanyat k — 1 unitats. A més, podria ser que p = x}c op= c;{i_ o BN
les dues situacions s’hauria obtingut més benefici que oferint b}, > z7.

e Si b}'€ < p, el comprador ¢ hauria obtingut el mateix benefici oferint b}'€ = a:}€
e Si b}'c >p > iL';C, el comprador ¢ guanya k unitats, pero (ac}C —p) < 0, obtenint un
benefici negatiu per la k-esima unitat. Si hagués ofert b; = z} no guanyaria la

k-esima unitat, i per tant hauria evitat les perdues.

e Si bfC > x}c > p, s’hauria obtingut el mateix benefici oferint b’fC = 1:}f
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Demostrem ara l'apartat b). Volem veure que l'estrategia d’oferir b = 2! domina
debilment a l'estrategia d’oferir bj < ). Suposem que el comprador ¢ € N fa una oferta
per la primera unitat inferior al valor marginal d’aquesta, és a dir, b7 < i, llavors:

e Sip>a% > bl el comprador i no guanya cap unitat. Hagués passat el mateix en
cas d’haver oferit el valor marginal de la primera unitat.

e Sizi >p>b, el comprador i no guanya cap unitat de I'objecte subhastat. En cas
d’haver ofert b} = =}, hauria guanyat una unitat, obtenint un benefici estrictament
positiu per ella.

e Si :cll > bi1 > p, s’obtenen els mateixos beneficis que oferint bli = x’l

O

En una subhasta de preu uniforme si un jugador ofereix menys que la seva valoracio
pel primer objecte en la primera oferta, només redueix les seves possibilitats de guanyar
el primer objecte, ja que el preu mai quedara determinat per la seva primera oferta.® A
partir de la segona oferta el fet anterior ja no és cert. La variacié de I'oferta produeix un
trade-off entre les probabilitats de guanyar i els beneficis.

Reduccié de demanda

Observem que ja sabem més coses sobre els equilibris de la subhasta de preu uniforme.
Hem vist, que els compradors per cada unitat no faran ofertes superiors al seu valor
marginal. A més, aplicant els dos apartats de la Proposicié 2.3 hem provat que tots els
compradors oferiran la valoracié marginal pel primer objecte subhastat.

Ara, la pregunta natural que se’ns acudeix és com sera el comportament estrategic dels
compradors per la resta d’unitats. ;Un equilibri de la subhasta de preu uniforme és oferir
el vector de valoracions com en la subhasta Vickrey, o per alguna de les unitats s’oferira
una quantitat menor a la valoracié marginal? Per respondre aquesta pregunta estudiem
el cas en que se subhasten dues unitats de 'objecte.

Suposem ara que se subhasten dues unitats d’un objecte, i un conjunt de N =
{1,2,...,n} compradors estan interessats a obtenir les dues unitats de I'objecte subhastat.
Fixem un equilibri de la subhasta de preu uniforme qualsevol, que anomenem 3 = (51, 52),
que en particular compleix 5(0) = 0.

Estudiem el problema des del punt de vista del comprador i € N. Suposem que tots els
compradors diferents del i segueixen 'estrategia d’equilibri 8. Per simplificar la notacid,
en aquest apartat s’ometen els superindexs, sent aquests sempre referits al comprador .
Llavors, considerem el vector de valoracions x = (z1,x2), el vector d’ofertes b = (by,be) i
el vector d’ofertes competitives ¢~ = (¢ ", c5").

Observem que ¢ és un vector que ha sigut obtingut a partir d’'un vector aleatori C' =
(C1,C9), i per tant, aquest vector aleatori té una funcié de densitat ben definida en Yy,
que anomenem h. Estudiem les condiciones perque el comprador ¢ guanyi alguna unitat:

4En cas que la primera oferta d’un jugador defineixi el preu de mercat, aixo significaria que aquest
jugador no ha guanyat cap unitat de 'objecte subhastat, ja que estem seguint el conveni que el preu de
mercat és 'oferta més gran perdedora.
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e Perque el comprador ¢ guanyi les dues unitats, s’ha de complir que by > cl_i. Llavors,
el preu dels objectes Vindré determinat per la major oferta perdedora, que en aquest
cas es correspon amb ¢ .

e Perque el comprador ¢ guanyi una unitat, s’ha de complir que by > ¢, ¢ perd by < cfi.
En aquest cas p = max{ba, ¢, "}.

Per tant, el benefici esperat del comprador ¢ és donat per:

m(b,x) = / (w1t —2¢") - h(ce) de

feerste) (2.2)

+/ _ (w1 — max{ba, c;'}) - h(c) de.
{c:ieg"<br ic] ">ba}

Observem que el primer sumand de (2.2) determina els beneficis esperats quan el
comprador ¢ guanyi dues unitats, i el segon sumand quan guanyi una unitat. Per simplificar
I’'expressié anterior hem d’introduir les funcions de distribucié marginal.

Anomenem, doncs Hi la funcié de distribucié marginal de C7, i anomenem hq la seva
funcié de densitat. D’igual manera, anomenem Hs la funcié de distribucié marginal de
(5, i anomenem ho la seva funcié de densitat. Fent servir les funcions de distribucié
marginal obtenim:

e Hi(by) = P(Cy < bg), que és la probabilitat que el comprador i guanyi les dues
unitats.

o My(by)—Hy(by), ésla probabilitat que by > ¢, perd by < ¢, és a dir, la probabilitat
que el comprador ¢ guanyi una unitat.

e Hy(b2) — Hi(ba) = P(Cy < ba < C4). Aquesta probabilitat la farem servir per
determinar quina és la probabilitat que p = by en el cas que el comprador 7 guanyi
una unitat.

Amb les distribucions marginals, podem reescriure la igualtat (2.2) com:
7T(b, $) = Hl(bz) . (1‘1 + $2) -2 / Cl_z . hl(Cl_Z) dCl_l + (Hg(bl) — Hl(bz)) A
0

— (o) = Ha(bo)) ba = [ 57 hales”) ds”

Volem saber per quin by el comprador ¢ maximitzara els seus beneficis esperats. Per tant,
derivant I'expressié anterior respecte de by obtenim:

0
87;-; = hl(bg) -1+ hl(bQ) “ X9 —2-by - hl(bg) — hl(bz) -1
— Ha(ba) + Hi(b2) — ha(b2) - ba + hi(b2) - by + ba - ha(b2)

= hi(bz) - (w2 — b2) — (Ha(b2) — Hi(b2)).

Si avaluem aquesta expressié en xo = by, arribem a:

orn

o —(Ha(bo) — Hy(by)) < 0. (2.3)
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On a (2.3) hem fet servir que H; domina de manera estocastica a Hy.> Per tant, hem
provat que el comprador ¢ obté més beneficis quan per la segona oferta registra una oferta
menor a la valoracié del segon objecte. Aplicant el Corol-lari 2.1, la subhasta de preu
uniforme no és eficient, ja que no podem trobar una tnica funcié 8 que permeti expressar
les estrategies del comprador i a partir de les seves valoracions.

Equilibri de la subhasta discriminatoria

En la subhasta discriminatoria és clar que es produeix una reduccié de demanda, ja que
si el comprador i oferta b = z7, per la definicié de preu de la subhasta discriminatoria
no obté cap guany.

Per estudiar quina és ’estructura dels equilibris simetrics de la subhasta discriminatoria,
comencem amb 'analisi del cas més simple, quan se subhasten dos objectes mitjancant
una subhasta discriminatoria, i dos compradors participen en el procés.

Fixem un equilibri simetric de la subhasta discriminatoria, (51, 32), i notem per b =
max B2(z). Si el comprador 1 fa Poferta bl (x!) > b, sempre guanya la primera unitat, i pot
augmentar el seu benefici disminuint I'oferta per la primera unitat. Com aquesta analisi
també és valid pel comprador 2, s’ha de complir en ’equilibri simetric que:

Ara, considerem el comprador 1, el raonament és igualment valid pel comprador 2,
ja que els compradors sén simetrics. Sigui el vector aleatori C' = (C1,C3),% el vector
d’ofertes competitives del comprador 1. Observem que com a la subhasta només participen
dos compradors, el vector d’ofertes competitives és exactament el vector d’oferta del
comprador 2. Notem per H; i Hy la distribucié marginal de Cy i C5, respectivament, i
per hy i hy les funcions de densitat associades. Si X2 és el vector de valoracions privades
del comprador 2, llavors es compleix que C; = B1(X?) i Cy = B2(X?). Per tant, tenim:

Hl(c) = P(Cl S C),
HQ(C) P(CQ S C).

Considerem el vector de valoraci6é del comprador 1, (z1,z2), i el seu vector d’oferta,
(b1,b2). El comprador 1 guanya les dues unitats si C1 < ba, fet que succeeix amb una
probabilitat de Hj(b2). El comprador 1 guanya una unitat si es compleix que Co < by i
C1 > bg, que passa amb probabilitat Ha(by) — Hi(b2). Per tant, el benefici esperat del
comprador 1 és:

TI'(b, .CC) = H1<b2)(£€1 + 29 — by — bg) + (Hg(bl) — Hl(bg))(l'l — bl)

= Hg(bl)(xl - bl) + Hl(bg)(l'g — bg). (2'4)

El comprador 1 ha de triar un vector d’oferta b que maximitzi 7 (b, x), complint que
b1 > bo. Quan la restriccié by > b no se satura a I’optim, és a dir, es compleix que by > bo,

"Donades dues funcions de distribucié F i G definides a [0, w], diem que F domina de manera estocastica
aGsi F(z) <G(z) Vzel0,w].
SEn aquest raonament si ometem els superindex ens estem referint al comprador 1.
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les condicions de primer ordre per maximitzar (b, ) sén:

g;rl =0 = ho(by)(x1 —b1) — Ha(b1) =0 = ha(by)(z1 — b1) = Ha(by)
g;; =0 = hi(b2)(x2 — ba) — Hi(b2) =0 = hy(b2)(z2 — ba) = Hy(b2).

Per tant, quan b; > by, deduim que 1 només depen de x1 i S només depen de s.

Si la restriccié by > by se satura a ’0ptim, és a dir, by = by = U/, el comprador 1 ofereix
per les dues unitats de 'objecte la mateixa quantitat, és a dir, fa una oferta plana. Com es
pot veure en Wiggans i Kahn(1998)[14], amb probabilitat positiva hi ha una combinacié
convexa de valoracions en que el comprador 1 oferta b’ pels dos objectes. El fet anterior
és una contradiccié amb el Corol-lari 2.1, i per tant, la subhasta discriminatoria és en
general ineficient.



Capitol 3

Les subhastes al mercat electric
espanyol

Els mercats d’electricitat tenen una serie de caracteristiques que els fan molt especials.
L’electricitat, ara com ara, no es pot emmagatzemar de manera eficient a gran escala,
i per aixo l’energia produida ha de ser consumida a linstant. A més, electricitat pot
ser produida a través de diferents tecnologies, cadascuna amb els seus costos i les seves
particularitats. Per exemple, ’energia solar és una forma barata i no contaminant de
produir energia, pero en el moment en que marxa el sol es deixa de produir. Altres
energies, com la nuclear, un cop que es posa en marxa el procés de fisié nuclear aquest
triga molt temps a detenir-se. Per tant, les empreses que generen electricitat amb aquesta
tecnologia han de vendre I’electricitat a qualsevol preu, per tal de no desaprofitar-la. Per
tant, un pais ha de tenir capacitat excedentaria de produccié d’energia, amb una varietat
de tecnologies diferents que puguin generar ’electricitat necessaria sota diferents escenaris.
A més, hi ha etapes del mercat d’electricitat que requereixen unes infraestructures molt
grans, i de gran cost. Per tant, la majoria de paisos permeten que una empresa tingui el
monopoli natural en algunes etapes.

A Espanya, fins a 'any 1997, el sector electric espanyol estava regulat pel govern.
L’executiu fixava el preu de 'electricitat, i remunerava els costos de les empreses del sector.
Amb la llei del sector electric 54/97, i les posteriors lleis es produeix una desregularitzacié
parcial del mercat electric espanyol. Una novetat que s’introdueix a partir de ’any 1997
és que el mecanisme de mercat pel qual els generadors venen ’energia generada a les
empreses comercialitzadores és mitjancant una subhasta de multiples objectes. La llei del
sector electric 54/97 es va basar en els mercats electrics del Regne Unit i California, encara
que aquests dos mercats van ser modificats al cap de poc temps. El Regne Unit, 'any
2001 decideix substituir la subhasta de preu uniforme per una subhasta discriminatoria.
En el cas de California, I’abis del poder de mercat de les empreses generadores va elevar
els preus d’electricitat a nivells molt alts, cosa que va provocar la intervencié del govern,
convertint-se en comprador unic de ’electricitat, signant amb els generadors contractes
bilaterals, mesura que no va solucionar el problema dels alts preus.

El cas de California ens ensenya com és d’important dissenyar un mercat d’electricitat
equilibrat, ja que un preu de l’electricitat molt alt no només repercuteix en les persones
més vulnerables, sindé que pot ocasionar un desavantatge competitiu de les industries
de la regié. En el cas del mercat electric espanyol la subhasta de multiples objectes fa
vint-i-quatre anys que és vigent, i sembla que continuara molts anys més, ja que aquest

29



30 CAPITOL 3. LES SUBHASTES AL MERCAT ELECTRIC ESPANYOL

sistema esta regulat per la UE en la directiva 2019/944, i és utilitzat en la majoria de
paisos del vell continent.

3.1 Una introduccié al mercat electric espanyol

Tal com hem comencat a deduir a la introduccié, des que una central genera ’energia fins
que arriba a casa nostra, l’electricitat passa per una serie d’etapes, que podem dividir en:

e Generacié: En aquesta primera etapa les empreses generen electricitat en les seves
instal-lacions, a partir de diferents tecnologies, tant renovables com no renovables.
La potencia instal-lada al territori a Espanya peninsular, és de 105224 MWh,! sent
el mix electric espanyol un dels més variats d’Europa. Les cinc majors tecnologies
instal-lades per generar electricitat sén la tecnologia del cicle combinat, la hidraulica,
la solar fotovoltaica, la nuclear i la cogeneracié. La generacié d’electricitat a Espanya
és una activitat liberalitzada, encara que la instal-lacié de noves centrals nuclears
ha de ser aprovada pel govern.

e Transport: En aquesta etapa es transporta l’electricitat des de les centrals de
generacié fins als punts de consum a nivell teoric. Durant aquest procés es transporta
I’electricitat en alta tensid, per tal de minimitzar la perdua d’electricitat en aquesta
etapa. El transport d’electricitat és una activitat regulada pel govern a la llei
24/2013, de 26 de desembre.[2] L’empresa Red Eléctrica Espanyola, actua com a
transportista unic, sent l’encarregada del manteniment, reparacié de la xarxa de
transport, aixi com obtenir i gestionar tota la informacié de la xarxa de transport.
A causa de les seves funcions, Red Eléctrica Espanyola també és coneguda com a
operador del sistema.

e Distribucié: En aquesta etapa l’electricitat passa d’alta a mitjana tensié als centres
de transformacié, i és transportada fins als punts de consum. Encara que hi ha més
de 200 empreses que estan autoritzades a distribuir electricitat, aproximadament un
95% de l'activitat de distribucié es reparteix entre cinc empreses. Aquestes empreses
sén Endesa, Iberdrola, Naturgy, EDP Espana i Viesgo.

e Comercialitzacié: En aquesta tltima etapa les empreses que denominarem com
comercialitzadores es dediquen a comprar l’electricitat al mercat, i la venen al
consumidor final. Observem que, per tant, les empreses comercialitzadores no
necessiten cap infraestructura per operar. Aquestes entitats han de pagar un peatge
a les empreses distribuidores, conegut com a ATR (Accés de tercers a la xarxa) per
utilitzar la seva xarxa de distribucié. Les empreses distribuidores poden tenir filials
que es dediquin a la comercialitzacié, pero igualment cal que cobrin 'ATR a la
seva empresa filial. Dins de les més de 250 empreses comercialitzadores que hi ha al
mercat electric espanyol, a Espanya peninsular hi ha un total de sis empreses que sén
reconegudes com a comercialitzadores de referéncia, ja que estan autoritzades per
oferir el PVPC.2 Les sis empreses sén Endesa, Iberdrola, Naturgy, Grupo Repsol,

1Les dades donades en aquest paragraf sén a 31 de desembre de 2020, i han estat extretes de 'avang
de 'Informe del sistema electric espanyol 2020, elaborat per Red Eléctrica de Espana, i que podeu trobar
a [7].

2El Preu Voluntari al Petit Consumidor és un preu regulat pel govern en el RDL 216/2014, de 28 de
marg¢.[3] Al PVPC, es pot acollir tot consumidor final amb una poténcia contractada menor o igual a 10
kW.



3.1. UNA INTRODUCCIO AL MERCAT ELECTRIC ESPANYOL 31

EDP i CHC.

Un cop feta aquesta petita introduccié de quines sén les etapes del mercat electric
espanyol, veiem més en detall quins sén els agents que participen en el mercat electric
espanyol:

e Venedors d’energia: En aquest grup es situen els generadors. Depenent de la
tecnologia que facin servir apliquen una estrategia diferent per poder maximitzar
els seus beneficis.

e Compradors d’energia: En aquest grup estan les empreses comercialitzadores,
pero també hi ha grans empreses amb altes necessitats d’energia, que acudeixen
directament al mercat, sigui anant elles directament o mitjancant un intermediari.

Per tant, el mercat electric ha d’assignar els kW que han generat els venedors d’energia
entre tots els compradors d’energia que estan interessats a obtenir electricitat. Aquesta
assignacié es realitza en el mercat electric espanyol mitjancant tres mecanismes:

e Mercat diari: Es el mecanisme que més electricitat assigna en el mercat electric
espanyol. El disseny i regulacié del mercat diari és comu en la majoria dels paisos
de la UE. El mercat diari espanyol és gestionat per OMIE, també conegut com
a operador de mercat. Durant tots els dies a les 12 del mati, els compradors i
venedors d’electricitat que es troben a la peninsula iberica presenten les seves ofertes
de compra i venda a OMIE. Amb les ofertes rebudes, 'operador del sistema genera
per cadascuna de les 24 hores del dia una corba d’oferta i demanda, i les assigna
mitjancant una subhasta de preu uniforme. El preu en que es creuen aquestes corbes
és el preu de mercat de la subhasta.

e Mercat intradiari: Mitjancant aquest mecanisme els compradors i venedors poden
ajustar els seus volums d’electricitat. Aquest mercat és gestionat per OMIE. El
mercat intradiari esta format per dos formats. El primer d’ells, és el mercat
intradiari de subhastes, que esta format per sis sessions amb un funcionament
similar al mercat diari. El segon format és el mercat intradiari continu, amb un
funcionament similar a un mercat de valors.

e Mercat a termini: En mercat a termini un comprador i venedor d’energia acorden
la compravenda d’energia, normalment amb un contracte bilateral o PPA (Power
Purchase Agreement), que acostuma a comprendre un periode d’un a cinc anys.
Aquest mercat és gestionat per OMIP, I'operador de mercat del mercat electric
portugues.

En aquest treball ens centrarem en el funcionament del mercat diari espanyol, ja que
funciona mitjancant una subhasta de multiples objectes. Veiem com funciona aquest
mecanisme amb més detall.

Tots els dies de I'any a les 12 del mati, se subhasta l’electricitat per les 24 hores del
dia segiient. Els agents venedors d’energia poden presentar a ’operador del mercat dos
tipus d’oferta. Les primeres sén les ofertes simples, en les quals els generadors d’energia
presenten les seves ofertes de venda, sense imposar cap restriccid. El segon tipus son les
ofertes amb condicions, que permet als generadors imposar una série de restriccions per
formar part de la corba d’oferta.
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Un cop que OMIE rep les ofertes de compra i venda, 1’algoritme de cassacié anomenat
Euphemia, busca com optimitzar I’excedent economic a partir de les ofertes rebudes. Per
a cada hora, 'algoritme Euphemia dibuixa una corba d’oferta i una corba de demanda,
que son esglaonades, com podem veure a la figura 3.1.

Curvas agregadas de oferta y demanda
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Figura 3.1: Corbes d’oferta i demanda del 28-04-2021 a les 12.00.

A la Figura 3.1, tenim les corbes d’oferta i demanda que es van generar pel dia
28/04/2021 ales 12 del mati. La corba pintada en blau representa totes les ofertes que han
fet les empreses comercialitzadores i les empreses autoritzades del mercat. Observem, que
la corba de demanda comenca amb una asimptota horitzontal al preu de 180€. Aquest
fet no és una casualitat, ja que és el preu maxim del mercat, regulat a la llei 24/2013,
del sector electric. Les empreses compradores d’energia estan disposades a pagar el preu
maxim, ja que han de satisfer les necessitats d’energia dels consumidors finals amb els
quals tenen una relacié contractual en el cas de les empreses comercialitzadores, i les seves
necessitats propies en el cas de les empreses industrials que acudeixen al mercat. Un cop
satisfetes les seves necessitats més essencials, les empreses venedores van abaixant el preu
que estan disposades a pagar per cada MW.

Comentem ara la corba d’oferta, pintada en verd a la Figura 3.1. D’igual manera, la
corba comencga amb una asimptota vertical al preu de 0€. En aquest cas els generadors
que ofereixen la seva energia produida a 0€, sén els que utilitzen energies renovables i
nuclear. Imaginem el cas d’una empresa que genera electricitat a través del sol. Aquest
generador ha d’aprofitar les hores solars per produir energia, i com ’energia no es pot
emmagatzemar de manera eficient amb la tecnologia actual, s’ha d’assegurar que vendra
I’energia. De manera semblant passa amb els generadors nuclears. Les ofertes superiors es
corresponen amb els generadors d’energia que tenen I'opcié de produir o no. Per exemple,
una empresa generadora que utilitza el carbd pot decidir generar energia només quan
I’electricitat arriba a un determinat preu. Es a dir, pot decidir produir només quan el
preu sigui superior a 50 MW /h. En aquest cas, els generadors que utilitzen no tenen
cap problema de produir una determinada quantitat d’hores i aturar el procés generador
d’energia fins que un altre cop 'electricitat arribi a un determinat preu.
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Podem observar a la Figura 3.1 que hi ha un punt on les corbes d’oferta i demanda es
tallen, també conegut com a punt de coincidéncia. En el cas de ’exemple que estem veient
el punt de tall es produeix a una energia de 30401,6 MWh a un preu de 78,95€/MWh.
Totes les ofertes que es troben a ’esquerra del punt de coincidencia sén acceptades, és a dir,
tots els generadors que han ofert generar 1’energia a un preu inferior al de coincidéncia i els
compradors que estan disposats a comprar l’energia a un preu superior generaran i rebran
I’energia per aquella hora, respectivament. El mercat diari és un mercat marginalista, ja
que el preu de tota ’energia venuda és la de 1'altima oferta acceptada.

3.2 Modelitzacié del mercat diari electric espanyol

Des de la implementaci6 de les subhastes de multiples objectes com a métode per assignar
els contractes d’electricitat, moltes persones han modelitzat els diferents mercats electrics
per poder veure les caracteristiques dels equilibris i buscar punts de millora en el disseny
del mercat. En aquesta seccid, estudiem el model de Garcia-Diaz i Marin(2003)][6],
que és una generalitzacié al mercat espanyol del model introduit per von der Fehr i
Harbord(1993)[13].

El model
Denotem per I = {1,..., f} el conjunt d’empreses venedores que participen al mercat,
per U = {1,...,m} el conjunt d’unitats generadores del mercat i notem com U; C U el

subconjunt d’unitats generadores que pertanyen a ’empresa 7,7 € I. Donat una unitat de
generacié u € U qualsevol, anomenem:

e ¢, el cost unitari constant de la unitat,
e k, la capacitat maxima de generacié de la unitat,

e ¢, és la capacitat a que genera la unitat.

Sense perdre generalitat suposem que es compleix que ¢, < cy41 per 1 <u <m — 1.
El cost marginal d’'una companyia i € I, que notem com MC;(q) és definit com:

MC;(q) = min ¢,

uelU;

subjecte a 3 cp () kg = ¢, on Ei(u) = {g : g € Ui i ¢4 < cu}. Veiem la nomenclatura
anterior mitjancant un exemple senzill.

Suposem que un agent ¢ € I té tres unitats de generacio, u;1, uio i u;3 € U. Tenim que
el cost unitari de les unitats de generacié sén c;; = 5, ¢;o = 10 1 ¢;3 = 15. La capacitat
maxima de generacié suposem que és de 10 MWh per les tres unitats, llavors:

5 si 0<q¢ <10,
MCi(q) =4 10 si 10 < ¢ <20,

15 si 20 < g < 30.
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Per tant, podem definir la funcié de cost d’una empresa ¢ € I com:
q
Ci(q) = / MCi(x) dzx.
0

Observem que de la definicié anterior podem concloure que en aquest model no hi
ha costos fixos, i que el cost marginal és constant por totes les unitats generadores de
I’empresa i € 1.

Per a cada periode en que es produeixi una subhasta, l'estratégia de cada unitat de
generacié la podem expressar com una funcié continua creixent esglaonada, on el nombre
d’esglaons suposem que és finit. Ordenant tots els esglaons de les unitats de generacio
d’una companyia, definim la funcié d’oferta de la companyia ¢ € I com:

bl(q) : [O’Kl] — [Ovpmax],
on K; = ZueUi ky, 1 considerem que p™®* és el preu maxim regulat al mercat electric
espanyol, 180€/MWh. Suposem que b;(0) = 0.

A partir de la suma agregada de les f empreses venedores obtenim la funcié d’oferta
del mercat, que ens determina l'oferta més alta dels venedors d’energia per produir una
determinada quantitat d’energia ¢, que definim com:

b(q) : [0, K] — [0,p™"],

on K =5, ;K.

Pel que fa al costat de la demanda, distingim entre dos tipus de consumidors. El
primer tipus de consumidors sén els que tenen un contracte de tarifa fixa amb una entitat
comercialitzadora. Suposem que aquestes empreses han d’obtenir I’energia compromesa.
Per tant, les comercialitzadores demanden l’energia prevista que consumiran els seus
clients en un periode determinat de temps al preu maxim del mercat.

El segon tipus introdueixen una funcié de demanda decreixent esglaonada. Podem
identificar aquests consumidors com grans industries que acudeixen directament al mercat.
A partir de la suma agregada de la demanda de tots els consumidors obtenim una funcié
de demanda, D(p). Suposem que aquesta funcié de demanda té una funcié inversa, P(q).

El preu d’equilibri, p*(b), és determinat per la interseccié de la corba d’oferta amb la
funcié inversa de demanda:

p*(b) = mgx{b(q) :b(q) < P(q)}

El preu al que es venen tots els MWh és p*, és a dir, el mercat diari espanyol segueix
un sistema de preu marginalista. Si denotem per @;(b) la quantitat d’energia produida
per empresa ¢ € I, la funcié de benefici és:

mi(b) = Qi(b) - p*(b) — Cs(Qi(D)).

Per acabar el procés de modelitzacié, observem que les unitats generadores no faran
ofertes per sota del seu preu marginal, ja que és debilment dominat per altres estrategies.
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Caracteritzacio dels equilibris

En aquest apartat demostrem que el nostre model té un equilibri pur de Nash. Suposem
que b és una estrategia d’equilibri que dona com a resultat un preu d’equilibri p*. Diem
que una companyia és marginal si ha ofert un tram de la seva energia generada a un
preu p*, i almenys un tram d’aquesta energia ha estat venuda al mercat. En el primer
resultat veiem que si una companyia ¢ és marginal, les altres empreses actuen com a preu
acceptants. Definim

Oi(p) =max{q:q€[0,K;] i MCi(q) < p}.

Teorema 3.1. Suposem que b és una estratégia d’equilibri amb un preu d’equilibri p*. Si
Pempresa que la companyia i és marginal, llavors Q; < O;(p*) Vj # 1.

Demostracio. Definim M; Ienergia generada per ’empresa i oferida a un preu p*, i que ha
estat venuda al mercat. Suposem que Q); < O;(p*) per alguna empresa j # i. Anomenem
k = min(O;(p*) — Qj, M;, i considerem una nova estrategia per 'empresa j, definida per:

pr—e si ¢<Q;tk,
bj(q) =
pmer siog> Q5+ k.

Amb aquesta estrategia 'empresa j obtindra uns beneficis minims d’almenys (p* —e)(Q;+
k) — C;(Qj + k). Si anomenem b l'estrategia de totes les empreses, amb la introduccié de
la nova estrategia de la companyia j, i fent servir que m;(b) = Q;(b) - p*(b) — C;(Qi(b)), els
beneficis del jugador j sén:

_ Qj+k
w0 =mb) -eQ;+ [~ - MCy(a) da

J

Com p* > MCj(q) en el domini de definicié de I'integral, el resultat de l'integral és
una constant estrictament positiva C.. Llavors, agafant un € prou petit, es compleix:

mj(b) < m;(b).

O]

Amb Danterior resultat hem provat que O;(p) és el nivell minim de produccié d’una
empresa preu acceptant quan el preu és p. Del Teorema 3.1 podem deduir una serie
de propietats del model. Anomenem v;(p) els beneficis maxims que pot aconseguir una
companyia ¢ si el preu d’equilibri és p, i les altres companyies sén preu acceptants. Llavors
es compleix:

vi(p) = 4 p-0i(p) — Ci(O-i(p)) si D(p) — O-i(p) > Oi(p) >0,
0 altrament,

on O_i(p) = >_;,; Oj(p). En aquest cas, la companyia i pot generar energia a un cost
marginal inferior a p. En aquest cas, O;(p) = Q; per les companyies j # i, ja que no poden
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vendre cap unitat extra obtenint un benefici positiu. En el segon cas, la companyia ¢ no
pot generar cap unitat addicional amb un cost marginal inferior al preu. En aquest cas,
la demanda residual no es satisfa si les empreses generen Zje ;1 Oj(p). Llavors, perque
p sigui un preu d’equilibri, ha d’haver-hi almenys una companyia j # ¢ complint que
Q;(p) > Oj(p). El segiient resultat ens permet caracteritzar com podem determinar els
beneficis a I’equilibri:

Corol-lari 3.1. Sigui b una estratégia d’equilibri que dona com a resultat un preu d’equilibri
p*. Si la companyia i és marginal, llavors:

v; (px) st k=1,
m(b) =
maxq{(p*) - ¢ —Cj(q)} si k#i.

Per tant, els beneficis de totes les companyies poden ser determinats mitjancant el
preu d’equilibri i la identitat de la companyia marginal. Donada la nostra definicié
d’equilibri, volem trobar quins preus sén candidats a ser preu d’equilibri. Si una empresa
i és marginal, els seus beneficis sén v;(p*), on p* és un dels preus que maximitza v;(p).
Com hi ha un total de f empreses, i el preu que maximitza v;(p) no ha de ser tnic, el
nombre de preus candidats a preu d’equilibri és f - # preus que maximitzen v;(p). Abans
d’enunciar i provar que caracteristiques ha de complir el preu d’equilibri, necessitem una
definicié previa. Denotem per 7;(p) el vector de beneficis quan I'empresa i és marginal,
definit com:

vi(p) si k=1,
T (p) =
maxq € [(p*) g — Cjlq)] si k#i.

Teorema 3.2. Hi ha una estratégia d’equilibri en qué la companyia © és marginal, el
preu d’equilibri és p* i els beneficis de les empreses son el vector T;(p*) si i només si
max,e g pmas] Vj(p) < T (p*) Vj € I i D(p*) — O_i(p*) > 0.

Podeu veure la demostracié d’aquest teorema a Garcia-Diaz i Marin(2003)[6]. Amb
aquest resultat deduim que si un possible candidat a ser equilibri és que una companyia ¢
sigui marginal, amb un preu p;, un altra empresa j # i voldra ser marginal si pot establir
un preu p; superior a p;. Per tant, el preu d’equilibri és el maxim p candidat a ser preu
d’equilibri. Formalment, denotem p* = maz;{p : p € arg maz, ©(p) i D(p) — O_;(p) >
0}. Llavors, aplicant el Teorema 3.2 podem enunciar el resultat amb el qual acabem el
treball:

Corol-lari 3.2. Una estratégia d’equilibri sempre existeix per aquest joc, el preu d’equilibri
és D* i els beneficis de les empreses son 7;(p*).
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