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Abstract

In this project we will study the parameterization method for invariant manifolds of
discrete dynamical systems, a method introduced by X. Cabré, E. Fontich and R. de la
Llave in [1, 2]. From a theoretical point of view, we will study and demonstrate the
parameterization method for 1-dimensional invariant manifolds, presenting first of all the
necessary results to develop this method. Then, from a more practical point of view, we
will use the programming language C to create a program that uses the parameterization
method to find different 1-dimensional invariant manifolds, applying it on two discrete
dynamical systems.

Resum

En aquest treball estudiarem el metode de la parametritzacié per a varietats invariants
d’aplicacions, introduit per X. Cabré, E. Fontich i R. de la Llave a [1, 2]. Des d’una primera
basant teorica, estudiarem i demostrarem el metode de la parametritzacié per trobar
varietats invariants 1-dimensionals, exposant en primer lloc tots els resultats necessaris
per desenvolupar aquest metode. Posteriorment, des d’una basant més practica, farem s
del llenguatge de programacié C per desenvolupar un programa que utilitzi el metode de
la parametritzacié per trobar diferents varietats invariants 1-dimensionals, aplicant-lo en
dos sistemes dinamics discrets diferents.
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Introduccio

El projecte

Imaginem que portem a terme un estudi per estudiar el creixement al llarg dels mesos
de la poblacié de bacteris en una regié concreta, i aquest revela que cada dia es triplica
aquesta poblacid. Matematicament, aix0 es pot representar amb ’equacié z,41 = 3x,, on
n és el dia corresponent i x; és la poblacié de bacteris en el dia k. Aquest és un exemple
de sistema dinamic, que descriu I'increment de poblacié de bacteris al llarg dels dies.

Els sistemes dinamics estudien ’evolucié d’una magnitud al llarg del temps. Aquesta
evolucié ha de seguir una llei en forma d’equacidé, i 'objectiu inicial és trobar el valor
d’aquesta magnitud per a qualsevol valor de temps dins un domini temporal determinat.
Si aquest domini és discret, és a dir, si definim el temps en I'espai N o Z estarem treballant
amb un sistema dinamic discret; en canvi, si el domini és continu, és a dir, considerem el
temps en R, direm que el sistema dinamic és continu.

Una llei definida per temps discret rep l'estat actual i actualitza la situacié produint
un nou estat. En canvi, una llei definida per temps continu, de manera heuristica és el
limit d’una llei definida per temps discret considerant cada vegada increments de temps
més petits. Desenvoluparem aquest treball en sistemes dinamics discrets.

Si I és una llei que defineix un sistema dinamic discret i  és un punt del domini de F',
I'orbita de x sota F és el conjunt de punts {x, F (z), F2(x),---}, on F¥ (z) és la k-esima
iteraci6 de F' en el punt . Un punt p és un punt fix de F' si F'(p) = p. Finalment, un
punt p és un punt periddic de F de periode k& > 1 si F* (p) = p perdo F7 (p) # p per tot
1<j<k.

Els sistemes dinamics poden ser estudiats des de dos ambits: per una banda, es po-
den estudiar quantitativament trobant solucions explicites del sistema, tot i que aquestes
poden ser trobades en pocs casos. Per altra banda, poden ser estudiats de manera qua-
litativa, descrivint les diferents orbites i estudiant les propietats que descriuen aquestes.
Dins l’estudi de les orbites, hi trobem en particular ’estudi de la dinamica del sistema
prop dels punts fixos i punts periodics del sistema, si aquests existeixen.

Una part essencial de I'estudi qualitatiu d’un sistema dinamic sén els objectes invari-
ants que aquest té. De manera heuristica, un objecte invariant d’un sistema dinamic és
un subespai de 'espai de fases del sistema tal que les orbites de cada punt que es trobi
dins aquest subespai continguin punts dins el mateix subespai. Tal com desenvoluparem
en aquest treball, aquesta condicié d’invariancia resulta en una equaci6 funcional a través
de la qual podem trobar una parametritzacié d’aquest objecte. A més, usant la teoria
d’analisi funcional podem demostrar propietats de la parametritzacié trobada, com la
diferenciabilitat o 'analiticitat.

De manera intuitiva, la dinamica d’un sistema dinamic discret F' en un entorn del
punt fix p és similar a la seva part lineal A := DF (p), on DF (p) representa ’aplicacié
diferencial de F' avaluada a p. Partint d’aquesta aplicacié podem trobar subespais invari-
ants respecte A, estables o inestables, on subespai estable fa referéncia a un espai format
per punts amb orbites que tendeixen a p, i analogament subespai inestable fa referencia
a un espai format per punts amb orbites que tendeixen a p iterant per I'aplicacié inver-
sa. Aleshores, a partir d’aquests subespais volem trobar varietats invariants respecte F'
tangents a aquests subespais, les quals ens donaran molta informacié del comportament
global d’aquest sistema. Per fer-ho, és necessari justificar la seva existéncia i trobar una



parametritzacié d’aquests objectes. En aquest treball estudiarem el Meétode de la parame-
tritzacié de varietats invariants, introduit per X. Cabré, E. Fontich i R. de la Llave a [1, 2].
Aquest metode, ens permet justificar 'existéencia de les varietats invariants mencionades
sota certes condicions de no ressonancia. Nosaltres tractarem en concret el metode de la
parametritzacié per sistemes dinamics discrets en un cas de varietats 1-dimensionals.

En aquest treball desenvoluparem el métode de la parametritzacié dins ’espai de
funcions analitiques. L’estudi de la teoria de varietats invariants es remunta a Poincaré
i Lyapunov, en particular pel cas analitic, és a dir, quan el sistema dinamic és analitic.
Tot i aixi, el seu estudi es va fer utilitzant metodes diferents als resultats que presentem
en aquest treball, ja que en aquell moment la teoria en espais de Banach i el teorema de
la Funcié Implicita en espais de Banach no s’havia desenvolupat.

Estructura de la Memoria

Aquest treball compren tres blocs.

En primer lloc, dedicarem el primer capitol del treball a introduir els espais de Banach
i desenvolupar el calcul diferencial en espais de Banach, exposant conceptes i resultats que
utilitzarem per desenvolupar el metode de la parametritzacié. En particular, exposarem
resultats tan importants com el Teorema de Taylor, el Teorema reciproc de Taylor i el
Teorema de la Funcié Implicita. A més, exposarem i demostrarem un teorema que parteix
del Teorema reciproc de Taylor i que forma part de I’analisi global: ’Omega Lema.

El segon bloc compren el segon i el tercer capitol, i esta dedicat a ’exposicié del
metode de la parametritzacié, juntament amb ’exposicié i demostracié del metode de
la parametritzacié per varietats invariants 1-dimensionals. Per desenvolupar la demos-
tracié d’aquest ultim resultat, s’utilitza la teoria d’analisi funcional en espais de Banach
presentada al primer capitol.

Per ultim, I'iltim bloc compren el quart i el cinque capitol, i esta dedicat a la part
practica del treball. En ella, seguint les indicacions de [5] utilitzo el llenguatge de progra-
macié C per desenvolupar un manipulador algebraic que usa el metode de la parametrit-
zacié per parametritzar la varietat invariant d’un sistema dinamic discret com una serie
truncada a un cert ordre, i per tant trobar els coeficients que defineixen la serie trun-
cada resultant. Seguidament, aplicarem aquest metode en un sistema dinamic discret
particular: D’aplicacié d’Hendn, calculant la globalitzacié de les varietats locals estable i
inestable i obtenint les figures amb les corbes obtingudes. Aquesta és una de les apli-
cacions 2-dimensionals més simples que mostren comportament caotic, i ha sigut molt
estudiada per la seva baixa dimensi6 i el comportament caotic que descriu.

Per 1ltim, farem un estudi analeg al de I'aplicacié d’Henén pero per una aplicacié que
apareix en l'estudi del metode de la secant com a sistema dinamic a ’entorn d’una orbita
periodica de periode tres, d’on es poden treure diferents resultats.



1 Calcul diferencial en espais de Banach

En aquest capitol, farem un breu resum de diversos resultats sobre espais de Banach,
entre ells el calcul diferencial en espais de Banach, que usarem en les seccions posteriors.
Abans d’endinsar-nos en el calcul diferencial, recordem alguns conceptes importants dels
espais de Banach.

Quan la norma || - || no especifiqui ’espai on és definida considerarem la norma en 'espai
al que fa referencia.

1.1 Continuitat.

Definicié 1.1. Sigui (E, || -||) un espai vectorial normat. Si E és complet, és a dir, tota
succesio de Cauchy és convergent en norma, diem que (E, || - ||) és un espat de Banach.

Els resultats seran descrits en espais de Banach, ja que sera ’espai en el que treballarem
al llarg de tot el treball.
Donem ara una condicié de continuitat d’una aplicacié lineal entre espais de Banach.

Proposicié 1.2. Siguin E,F espais de Banach, i A : E — F wuna aplicacio lineal.
Aleshores

A és continua sis AM >0 t.q. |Ae|lrp < Mlle|lg Ve€ E.

Aquesta proposicié ens diu que una aplicacié lineal continua entre espais de Banach
és també una aplicacié acotada. Definim la segiient norma:

Definicié 1.3. Siguin E i F' dos espais de Banach i A : E — F una aplicacio lineal
continua. Definim la norma operador de A com

[Aellr
lelle

JA]l = sup {

eeE,e;«éO}.

Aleshores, denotem per L (E, F) l’espai de totes les aplicacions lineals continues de E a
F. Aquest espai, amb la norma operador que acabem de definir és un espai normat, i en
particular, com que F' és un espai de Banach, L (E,F') és també un espai de Banach.

Observacié 1.4. La norma operador de A es pot definir de manera equivalent com:

|A} = sup {[|Ael[r | llel z <1} = sup {[|Ae][r | [le]|z = 1}

1.2 Productes d’espais de Banach i aplicacions multilineals.
Siguin FEy,--- , B, espais de Banach. L’aplicacid
|-|:Exx--x E, =R

definida per
[(ex,-- s en) [ = lleall +-- -+ [len]]

és una norma en l'espai vectorial F; X --- x E,, induint la topologia producte.



L’espai vectorial normat F7 X - -- X E, és un espai de Banach, es denota per F1®---DFE,
i s’anomena suma directa de F1,--- , E,.

Ara, si Fq,---,E, i F s6n espais de Banach, una aplicacié6 A : F1 X --- X E,, = F
és n-multilineal si A (eq,--- ,e,) és lineal en cada argument per separat, és a dir, si es
compleix

A(ela"' 7€i—17/\6i+ﬂfi7ei+17"' ,€n> == )\A(ela"' 76n)+,uA(617”' 7ei—17fi76i+17"' 7671)'

Notacié 1. L’espai de totes les aplicacions n-multilineals continues de E4 X --- X B, a
F es denota L (E1,--- ,E; F). Si E;=FE, 1 <i<n, l'espai es denota per L™ (E; F).

Analogament a la proposicié 1.2, si A és una aplicacié n-multilineal, A és continua si
i només si

I >0 ta [Aler,en)llp < Mlellls--enls Ve, € B, i=1,- n.

Si Ae L(Ey,---,En; F), associem a U'espai L (Ey,-- -, Eyp; F) la norma

[A(e1, -+ en)llp
lexlle -- - llenll &,

JA] = sup {

S—

de manera que L (Eq,- -, Ep; F) és un espai normat, i com que F' és un espai de Banach,
L(Ey,---,Ey; F) és també complet i per tant de Banach.

Ara, notem que podem identificar els seglients espais de Banach:

L(By,-- ,Ey;F) = L(E,L(BEy, - ,EnF))
a L(El,"‘,En—l;L(EnvF)) (1‘1)
=~ L(Ey, - ,Ei;F),

on {iy, - ,i,} és una permutacié de {1,--- ,n}.

Definicié 1.5. Siguin E, F' espais de Banach. Diem que una aplicacid A € L" (E; F) és
sitmétrica si A(e1, - ,en) = Ay, - ,€i,), on{i1, -+ ,in} és qualsevol permutacié de

1, ,n}.
Notacié 2. Denotem L¥ (E; F) el subespai d’elements simétrics de L* (E; F).

Observacié 1.6. Veiem que L* (E; F) és tancat en L* (E; ). Aleshores, com que F' és
un espai de Banach, L¥ (E; F') també ho és.

1.3 Integracio d’aplicacions que prenen valors en espais de Banach.

Un dels resultats més importants en el calcul diferencial és el Teorema Fonamental del
Calcul. Per enunciar-lo, necessitem presentar la construccié de les integrals d’aplicacions
que prenen valors en espais de Banach. Mostrem en primer lloc un resultat que necessi-
tarem per a aquesta construccio.



Teorema 1.7 (Teorema d’Extensié Lineal). Siguin E, F' i G espais de Banach tal que

(i) FCE i
(i) T € L (F,QG).

Llavors, la clausura de F, denotada cl (F') és un subespai vectorial normat de E i podem
extendre T' de manera unica a una aplicacio T € L(cl(F),G). A més, es compleix

171l = 1Tl

A continuacié, descrivim 'espai vectorial de les funcions escalonades.

Definicié 1.8 (Funcié escalonada). Considerem l’interval tancat [a,b] C R, i l’espai de
Banach E. Diem que f : [a,b] = E és una funcié escalonada si existeiz una particid
a=ty <ty <---<ty,=">bde manera que f és constant a cada interval [t;, t;+1].

Veiem a continuacié que el conjunt de funcions escalonades de [a,b] a E, denotat
S ([a, b], E), és un subespai vectorial de

z€a,b]

B ([a,b], E) = {f [a,b] = E

sup |[f (z) || < 00} ;

on || - || és la norma associada a E.

Siguin f, g dues funcions escalonades definides a l'interval [a, b], i considerem en f la
particié a =ty < t; <--- <t, =bien glapartici6 a =t, <t} <--- <], =b. Alesho-
res, podem construir la funcié f+g¢ : [a,b] — E de manera que (f+g) (t) = f(t)+g(t)i
per tant f + ¢ és una nova funcié escalonada on la seva particié esta formada per a cada
tiyi=1,---,nicadat}, j=1,--- ,m.

Analogament, podem construir la funcié Af : [a,b] — E, (A € R) de manera que \f
també és una funcié escalonada. Aixo acaba la demostracio.

En aquest subespai vectorial podem associar-li la norma || floo = supscpap [|.f (2) I], de
manera que passa a ser un subespai vectorial normat. A més, com que F és un espai de
Banach, B ([a,b], E) també ho és. La integral d’una funcié escalonada f es defineix per

b n
[ =3 - £
a i=0

b b
‘/ﬂk/ﬁmsw—@mu

i per tant, 'operador fab : S ([a,b], E) — E és continu.

Observem que

ST b .
Aleshores, pel Teorema d’Extensié Lineal podem extendre fa de manera tnica a una

aplicacié f; € L(cl(S([a,b], E)), E), que s’anomena Integral de Cauchy-Bochner.

Aquesta nova aplicacié defineix la integral de qualsevol f € C°([a,b], E), ja que
C%([a,b], E) C cl (S ([a,b], E)). Veiem-ho.



Intuitivament, volem veure que tota f € CY ([a,b], E) es pot aproximar per una successi6
d’aplicacions (g,),, on g, € S ([a,b], E) per a tot n, és a dir, si f € C°([a,b], E), volem
veure que per a tot € > 0 existeix una aplicacié g € S ([a,b], E) tal que ||f — g|| < e.
Com que [a, b] és compacte, tota aplicacié6 f € C([a,b], F) és uniformement continua.
Sigui e > 018 > 0 el valor corresponent de manera que si t,t' € [a,b] tal que |t' —¢| <,
aleshores || f(t') — f(t)|| < e. Ara, considerem una particié a = tp < t; < --- < t, = b tal
que |t;y1 —t;| < dperatotie€ {1,---,n— 1} 1iconstruim la funci6 escalonada g definida
per g0 = f(t:). Ates que cl (S ([a,b], E)) C B ([a,b], E) i usant la norma associada
a B([a,b], E) tenim
If =gl = sup 1F(5) — g(t)] < =,

t€[a,b]

ja que per a tot t € [a,b] existeix un i tal que t € [t;, ti11] 1

1F(#) =g = Lf () = FE) < e

Conseqiientment, hem demostrat que g € D.(f) i per tant C° ([a,b], E) C S ([a, b], E).

1.4 Calcul diferencial en espais de Banach

A continuacio, ens endinsem ja en el calcul diferencial en espais de Banach. Comencarem
recordant algunes definicions i resultats convenients, els quals usarem seguidament, ex-
posant i demostrant el Teorema de Taylor i el Teorema reciproc de Taylor en espais de
Banach, i enunciant el Teorema de la Funcié Implicita.

En primer lloc, recordem la definicié d’aplicacié diferenciable en espais de Banach.

Definicié 1.9. Siguin E, F' espais de Banach, U un obert de E i f : U C E — F una
aplicacio. Sigui ug € U. Diem que f és diferenciable al punt ug (també es diu que f
és Fréchet diferenciable )si existeix una aplicacid lineal acotada Df(ug) : E — F tal
que per a tot € > 0, existeiz una § > 0 tal que per a tot 0 < ||u — wo|| < 9§, tenim

1/ (u) = f(uo) — Df(uo) - (u— uo)||

[l = wol|

<&,

on || - || representa la norma a l’espai corresponent i ’aplicacid D f(ug) avaluada en e € E
es denota per D f(ugp) - e.

Aquesta definicié també es pot escriure com

lim f(u) = f(uo) — Df(uo) - (u—up)

u—g [l = wol|

=0.

La definicié d’aplicacié diferenciable també pot ser expressada usant la nocié de
tangencia, definida a continuacio.

Definici6é 1.10. Siguin E i F' espais de Banach, amb aplicacions f,g: U C E — F on
U és un obert de E. Diem que f i g son tangents al punt uy € Usi f(ug) = g(up) i

o 17 = gw)]

= 0.
u—=uo  |lu — ugl|



Proposicié 1.11. Siguin E i F' espais de Banach i U C E un obert de E. Llavors, per
una aplicacié f: U C E — F i unug € U existeiz com a molt una aplicacio L € L (E, F)
tal que laplicacid gr, : U C E — F definida per gr,(u) = f(uo) + L(u — ug) és tangent a
f awug.

Aleshores, podem definir les aplicacions diferenciables en termes d’aquesta nocié de
tangencia.

Definicié 1.12. Siguin E i F espais de Banach, i sigui f : U C E — F on U és un obert
de E. Diem que f és diferenciable al punt ug € U si ezisteiz un element L € L (E, F)
tal que laplicacio g1, : U C E — F donada per gr(u) = f(ug) + L(u — ug) €és tangent a f
a ugp-.

Finalment, si f és diferenciable a ug, la derivada de f a ug és Df(ug) = L. Per la
proposicio 1.11 tenim que st la dertwada existeix, aquesta és unica.

De manera més general, tenim
Definicié 1.13. Si f és diferenciable a tot ug € U, Uaplicacic
Df:U—L(E,F); uw~— Df(u)

s’anomena derivada de f. A més, si Df és una aplicacié continua (amb la norma
operador definida a 1.3) diem que f és de classe C' (o és continuament diferenciable).
Inductivament definim.:

D'f=D(D"'f):UCE—L"(E;F)

si existeiz, on identifiguem L (E, LY (E; F)) amb L" (E; F). Si D" f existeix i és continua,
diem que f és de classe C".

Consegiientment, direm que f és de classe C™ si és de classe C" per a tot r € N.

Per altim, direm que f és de classe C¥ (o que és analitica) si és de classe C*™ i la
série de Taylor® de f al voltant de qualsevol punt del domini convergeix a la funcid en un
entorn del punt.

Proposicié 1.14 (Linealitat de la derivada). Siguin E, F espais de Banach, U C E
un obert, f,g: U C E — F aplicacions de classe C" i a una constant real o complexa.
Llavors, af i f+¢g:U C E — F son aplicacions de classe C" que compleizen

D'(f+g)=D"f+D"g i D'(af)=aD"f.

Exposem ara el concepte de diferenciabilitat per una aplicacié que pren valors en un
espai de Banach FF = F} x --- x F,, n € N.

Proposicié 1.15 (Derivada d’un producte cartesia d’aplicacions). Siguin E, Fy,--- , F,
espais de Banach, i siguin f; : U C E — F;, 1 <14 <n, aplicacions de classe C". Llavors,
Vaplicacio f = fix X fp, : U C E — Fyx---x F, definida per f(u) = (fi(u), -+, fu(u))
és de classe C™ i

D'f=D"fi x---xD"f,.

28i f és una funci6 de classe C* i a és un punt del seu domini, la serie de Taylor de f al voltant de a
és la serie de potencies segilient:

oo

Z D'f(a) (z—a)™.

[
=
Més endavant la tractarem amb més detall.



Per 1ltim, introduirem la notacié de Landau, que s’usa per la comparacié asimptotica
d’aplicacions i en el nostre cas ens permetra reformular la definicié d’aplicacié diferenci-

able.

Definicié 1.16. L’expressio o(e) denotara una funcid continua de e definida en un en-
torn de l'origen d’un espai de Banach E, de manera que lime_q (%) = 0. EIl conjunt
d’aquestes funcions formen un espai vectorial. Aleshores, f : U C E — F és diferenciable
a ug € U si i només si existeix una aplicacio continua D f(ug) € L (E, F) tal que

f(uo +e) = f(uo) + Df(uo) - e + o(e).

Enunciem a continuacié alguns resultats importants en el calcul diferencial en espais
de Banach.

Teorema 1.17 (Teorema Fonamental del Calcul). Sigui F' un espai de Banach real.

(i) Sig:[a,b] = F és continua, aleshores l’aplicacid

f:la,b[— F  definida per f(t) = /tg(s)ds

és diferenciable i f' = g.
(i) Si f : [a,b] — F és continua, diferenciable a linterval |a,b i si ' s’extén a una

aplicacid continua a [a,b], llavors

b
1)~ fa) = [ f(s)ds,

Enunciem ara la Regla de la cadena.

Teorema 1.18 (Regla de la cadena). Siguin E, F i G espais de Banach, U un obert de
E, V un obert de F i siguin f : U —V ig:V — G diferenciables (resp. C"). Aleshores
go f és diferenciable (resp. C") i

D{(go f)(u) = Dg(f(u)) o Df(u).

Un cas particular de la Regla de la cadena ens porta a enunciar la Regla del producte.

Teorema 1.19 (Regla del producte o Regla de Leibniz). Siguin E,Fy,Fy i G espais
de Banach, f; : U C E — F;, i = 1,2, aplicacions diferenciables (resp. C") i B €
L (Fy, F»; G). Llavors laplicacié B (f1, f2) = Bo (f1 X f2) : U C E — G és diferenciable
(resp. C") i

D (B(f1, f2)) (u) - e = B(D fi(u) - e, fa(u)) + B (fi(u), Dfa(u) - €) .



Una conseqiiencia de la regla de la cadena involucra el concepte de derivada direccional.

Definicié 1.20. Sigui f : U C E — F i sigui w € U. Diem, que f té derivada en la
direccio ec€ E au st J
— f(u+te)
dt =0
existeir. Anomenem aquest element de F' derivada direccional de f en la direccio
€ au.

Aleshores, la segiient proposicié ens permetra computar D f(u) - e.

Proposicié 1.21. Si f és diferenciable a u, llavors les derivades direccionals de f exis-
teizen a u ¢ venen donades per

d
%f(u—i—te) . = Df(u)-e.

A continuacio, enunciem la Desigualtat del valor mig, pero abans necessitem un resultat
previ.

Proposicié 1.22. Siguin E i F espais de Banach reals i1 U C E un obert de E. Con-
siderem una aplicacid f : U C E — F de classe C', x,y € U i un arc ¢ de classe C!
connectant x amb y; és a dir, ¢ és una aplicacié continua c : [0,1] — U, de classe C* a
10,1], ¢(0) =z, i ¢(1) = y. Llavors

1
fly) = fz) = /0 Df(c(t)) - ¢ (t)dt.

Si U és convex i c(t) = (1 —t)x + ty, llavors

1 1
() — fla) = /0 DF((L— t)x +ty) - (y — x)dt = ( /0 DF((1— t)x + ty)dt) (y—).

Proposicié 1.23 (Desigualtat del valor mig). Siguin E i F espais de Banach, U C E
convex i f : U C E — F una aplicacid C*. Aleshores, per a tot x,y € U

1 (y) = f(@)] < [ sup [[Df((1—t)x+ ty)l@ ly — |-
0<t<1

Conseqiientment, si | D f(u)|| és uniformement acotat a U per una constant M > 0, llavors
per a tot x,y € U

1f(y) = f)ll < Mlly — |-
Si F' =R, llavors f(y) — f(x) = Df(c) - (y — x) per alguna ¢ en la linia que uneiz x amb
Y.

Una altra propietat important fa referencia a la simetria de les derivades parcials
mixtes. Abans d’enunciar-la, exposem la definici6 de derivada parcial en espais de Banach.
Tractarem funcions de dues variables, la definicié general és analoga.

Definicié 1.24. Siguin F1, Eo i F espais de Banach, f : U — F una aplicacié definida
al congunt obert U C Ey @ Ey i ug = (up1,uo2) € U. Les derivades de les aplicacions vy +—
f(v1,u02),v2 = f (up1,v2), on vy € Ey i vy € Es, si existeizen, s’anomenen derivades
parcials de f a ug € U i es denoten per Dy f(ug) € L(E1, F), Daf(ug) € L (Es, F).



Proposicié 1.25. Siguin E1, Eo, i I espais de Banach, U C E1®FEs un oberti f : U — F
una aplicacio.

(i) Si f és diferenciable, llavors les derivades parcials existeizen i estan definides per
Dif(u)-e1=Df(u)-(e1,0) i Daf(u)-ex=Df(u)-(0,e2).
(ii) Si f és diferenciable, llavors
Df(u) - (e1,€2) = D1 f(u) - €1 + Daf(u) - e2.
(iii) f és de classe C" sii Dif : U — L(E;,F), i = 1,2, existeizen i son de classe C"71.

D’aquesta manera, en els espais de Banach tenim:

Proposicié 1.26. Siguin E, F' espais de Banach, i U C E un obert de E. Si f : U C
E — F és de classe C", llavors D" f(u) € L. (E; F); és a dir, D" f(u) és simétric.

Per enunciar el Teorema de Taylor, necessitem definir primer el concepte d’engrossi-
ment.

Proposicié 1.27. Sigui E un espai de Banach, iU C E un conjunt obert i convex. Com
que Uaplicacio suma + : E X E — E és continua, ezisteix un obert U C E X E tal que:

(i) Ux {0} cU,
(i) u+Eh e U per atot (u,h) eU i0<E<1, i
(iii) (u,h) € U implica que u € U.
Anomenarem aquest conjunt U un engrossiment de U.

Teorema 1.28 (Teorema de Taylor). Siguin E, F' espais de Banach, i U C E un subcon-
junt obert de E. Si una aplicacio f:U C E — F és de classe C", les derivades

Dtf:UCE—LF(E;F), k=1,---,r
existeizen i son continues, i existeizen un engrossiment U de U i una aplicacid
R:U — L' (E;F),
tal que per a tot (u,h) € U,

Dfw) | D) ., . D'
1 2l y

fluth) = f(u)+ W+ R(u,h)-h", (1.2)

on h* = (h,--- ,h) (k vegades) i R(u,0) = 0. A més,

1 _ 4\r—1
R(u, h) = /0 % (D" f(u+ th) — D" f(u)) dt.

Observacié 1.29. La condicié de que U sigui obert justifica I'existencia d’un engros-
siment, ja que tota bola dins de U sera convexa, pero si generalitzem aquesta hipotesi
considerant U com un subconjunt obert i convex, podem trobar un engrossiment major.
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Demostracié. Demostrarem el Teorema de Taylor per induccio.
Comencem pel cas C', és a dir, suposant que f és de classe C'. En aquest cas, per la
proposicié 1.22 i considerant = u, y = u + h i ¢(t) = u + th tenim, per a tot (u,h) € U

Fluth) = f(u)+ (/01 (Df(u+ th))dt) h = f(u)+Df(u)-h+ </01 (Df(u+ th) — Df(w)) dt) h.

Amb aixo hem demostrat la férmula que voliem.

Suposem ara que el Teorema és cert fins a r — 1, i demostrem-ho per r. Sigui doncs f
de classe C7, i veiem que la férmula (1.2) es compleix.
Per hipotesi, f és de classe C"~!, i per tant pel Teorema de Taylor podem expressar f
com
D" f(u)

Df(u) r—1 r—1

Fluth) = f(u)+
on
Ry :U — L' (E;F)
1 1—¢ r—2
(u, h) > / Q20" 7 prtptu s th) — D () dt
0 (7" — 2)'

i DFf ¢ L¥ (E;F) peratot k€ {1,---,r —1}.

Abans de procedir, observem que pel teorema 1.19, si [a,b)) CU CRi; : U CR —
E;, i = 1,2 s6n aplicacions C' i B € L (Ey, Fa; F) és una aplicacié bilineal de E; x Fs a
F, llavors

B (¢ (t),12(t)) = D (B (11(t), ¢h2(t))) — B (11(t), ¢5(t)) -

Consequientment, aplicant la integral a la igualtat obtenim

b
/wawmmﬁzmm@ww» Bl (a ./B% h(B)dt. (1.4)

Considerem ara By = R, Ey = E, B(s,e) =se,a=0,b=1,99(t) = D" L f(u+th)-h"!

i(t) = %, i observem que

1-¢ 1
/ ( o ) dt = ] per a qualsevol k € N. (1.5)
0 . .

Denotant Ra(u, h) fo 7"71)' D" f(u+ th) — D" f(u))dt 'aplicacié que volem obtenir i
usant (1.4), tenim 5(t) = D" f(u +th) - h", ¥ (t) = (l(;j);)f i

/1 (]' — t)'f'—2 . Drflf(u 4 th) X h?”*ldt :DT—lf(u) . h?“*l
0

(r—2)! (r—1)!
1 (1 _ t)r—l
- ———F—— D" th) - h"dt.
[ R R
Ara, considerant les definicions de R; i Ry i usant (1.5) obtenim
D™ f(u) D f(u) D" f(u)
o1 = J\F) gpr=1_ =  J\" pr—1 BT BT
Ri(u,h)-h" " + 1) h 1) h"™% + Ro(u,h) - h" + o h",
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i finalment

DT‘
Ry(u, ) - b1 = Ro(u,h) -+ 2 L0
7!
Aleshores, substituint aquesta igualtat a (1.3) obtenim la férmula que buscavem. A més,
per la proposicié 1.26 tenim que D" f : E — LL(E, F). O

A continuacié, enunciarem i demostrarem el Teorema reciproc de Taylor. Per fer-ho,
abans necessitem exposar el concepte de polaritzacio.

Definici6é 1.30. Siguin E i F espais de Banach. Un polinomi p definit a E que pren
valors a F és una funcid de E a F de la formap =Y ;| pi, on p; és la restriccid a la
diagonal d’una aplicacié multilineal definida a E % --- x E (i vegades) i que pren valors
a F. Diem llavors que p és un polinomi de grau n.

Definicio6 1.31. Siguin E i F' espais de Banach. Diem que un polinomi p de graun €és ho-
mogens si existeix una aplicacid n-multilineal M € L™(E; F) tal que p(e) = M(e,--- ,e).

Definicié 1.32. Siguin E i F espais de Banach. Escrivim S°(E,F)=F i
SK(E,F) = {p:E—>F ‘ ple) = A(e,--- ,e) per a algun A€ Lk(E;F)}.

Denotem S*(E, F) I’espai de polinomis homogenis de grau k de E a F.

Proposicié 1.33. (i) S*(E, F) és un espai normat respecte la segiient norma:

[f]l = inf {M >0 ‘ (el < Mﬂer} =sup {[[f(e)|l [ llell <1} = sup{[[f(e)ll | [le]
Es complet si F' ho és.

(i) Si f € SH(E,F) ige S"(F,G), llavors go f € S*(E,G) i |lgo fIl < llgllll f]-

(i4) (Polaritzacid) L’aplicacié ' : LF(E; F) — S*(E, F) definida per A'(e) = A(e,--- ,e)
restringida a L¥(E; F) té inversa® : S¥(E; F) — L¥(E; F) definida per

1 9k

N e ’... 76 = ——
fle W= Lt on {1ty 0

f(tier + -+ treg).

(iv) Si Ac LF(E;F), |A|| < ||4] < (%) A"\, que implica que les aplicacions’ i sén
continues.

Teorema 1.34 (Teorema reciproc de Taylor). Siguin E, F espais de Banach, iU C E un
subconjunt obert de E. Si per una aplicacio f: U C E — F existeizen un engrossiment
U de U i aplicacions continues

or:UCE—LNEF), k=1,---,r, i R:U— L\(E;F),

tal que per a tot (u,h) € U,
Flut+h) = flu 9011('1” h+ 9022(,“) B2t 90’“;:‘) B+ R(u,h) B, (1.6)

amb h* = (h,--- ,h) (k vegades) i R(u,0) = 0, aleshores f és de classe C". A més,
o = DFf per a totk=1,---,r, i finalment

1 _op\r—1
R(u,h):/o %(Drf(uﬂh)—p”f(u))dt.

Observacié6 1.35. Analogemnt al Teorema de Taylor, si considerem U com un subconjunt
obert i convex de F, podem construir un engrossiment de U major.

12
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Demostracié. Igual que en la demostracié anterior, procedirem per induccié.
Veiem-ho primer per r = 1. Per hipotesi, existeixen aplicacions continues ¢ : U C F —
Ls(E;F)iR:U — Ls(E; F) tal que per a tot (u,h) € U es compleix

flu+h) = f(u) +o(u)-h+ R(u,h) - h.

Ates que R(u,h) - h = o(h) (R(u,h) — 0si h — 0) , com que l'aplicacié ¢ existeix, per
la proposicié 1.11 ¢ = Df. Aleshores, f és diferenciable, i com que per hipotesi ¢ era
una aplicacié continua, Df és continua i conseqiientment f és de classe C'. Finalment,
analogament al procediment de la demostracié anterior, la proposicié 1.22 ens dona ’ex-
pressié corresponent de R(u, h).

Demostrem ara el cas general.
Suposem que la implicacié és certa per r —1, i volem veure que és certa per r. Per hipotesi
sabem que @; = Dif peratotj=0,1,---,7—1. Fixem ara el valor de w. Siguin h,k € E
suficientment petits en norma tal que u + h + k € U. Escrivim la férmula (1.6) de dues
maneres:

flu+h+k)=f(u+h)+Df(u+h)-k+---+ D' lf(u4hn) -kt

1
(r—1)!
1
+ ﬁgpr(u +h)-k"+ Ri(u+h,k)- k",

fluthtk) =f(u)+ Df(u) - (h+ k) + - + D f(w) - (bt k)

1
(r—1)!
+ %%(u) “(h+ k)" + Ra(u,h + k) - (h+ k)"

Restant les dues equacions i agrupant termes, ens queda
Go(h) + g (h) -k ++ 4 g1 - k" g, (B) - K = Ry(u+ hyk) - k" — Ra(u, h+ k) - (h+ ',
ong; € L/(E;F) peratot j =0, ,ri

r—1—j

1 . . 1 ... ) 1 .
(1) = 57 [ Dl ) = D2S0) = 3 D5 0) B o).
0 é ] é r—= 27
gr1() = s (D77 (et ) = DY () — () ],

1)
90(h) = 5 Toru+ h) — o (u)].

Les expressions de g; surten del desenvolupament dels binomis (h + k)", n=1,--- 7.
Les aplicacions f, Dif, j =1,---,r —1, Ry, Ry i ¢, sén continues, de manera que les
aplicacions gj, j =1,---,r, també ho sén. Observem que g;(0) =0, j=1,---,7.

Restringim ara el valor de k de manera que 1||h|| < [|k|| < 3||h||. Ates que

|Ri(u+ h,k) k" — Ro(u,h + k) - (h+ k)" — gr(h) - k"

< (I1Ba(w+ R R) =+ llge (WD [ENT + [ R (u, 2o+ B) | (AU + ([E[D"
121"

27‘

< IR (u+ b B) |+ lgp(W) + [ Ra(u, b+ K)[[} (1 4 37)
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i observant que l’expressié entre {} tendeix a 0 quan h tendeix a 0, tenim que
Ri(u+ h,k)-k" — Ro(u,h + k) - (h+ k)" — gr(h) - k" = o(h").
Conseqilientment,
go(h) +g1(h) - k+ -+ ge1-K " =o(h")

Ara, veiem que cada terme de la suma és o(h").
Siguin Ag,---, A\, ndmeros diferents, i substituim k& per \jk, j = 1,---,r. Fent aixo,
obtenim r equacions que escrivim matricialment de la segiient manera:

IR0 VEERRRD Ve go(h) o(h")
IEDVEETRD g1 (h)k | oh)
1A - A7) \grq(h)krt o(h")

Observem que la matriu del sistema correspon a una matriu de Vandermonde, de la qual
sabem que el determinant és [],_;(Ai — A;), 1 aix0 és diferent de 0 ja que \; # \; Vi # j.
Aleshores, resolent el sistema trobem que g;(h)k’ és o(h") per a tot j =1,---,7r — 1. En
particular,

(D" fluth) = D" f(u) = or(u) - B) -k = gooa(h) - K71 = o(R"),
Utilitzant polaritzacié (proposicié 1.33) observem que

ID™ 1 f(w+ ) = D™ f(u) — o (u) - b

ﬂ H(Drflf(u_i_h) _D'r'flf(u> _ (u)h)/
a (T - 1)' Pr

r— r—1
_ ((7"—1)1)' s (D7 Fut ) — D™ f () — or(a) - 1) - "1
(=1t . N -
= W ||k\|sgl|l|1})z||/2 (D 1f(u +h)—D 1f(u) —or(u) - h) . <||h||>
_ -y

=~ pr—1 h) — Drt — o, A e
(r — DI|A|[rT ||k||S§IT|Iiz||/2 I( flu+h) f(u) —@p(u) - h) |

Ara, tenim per definicié que % — 0, de manera que dividint per ||h| la desigualtat
obtenim la inequacié que ens determina la diferenciabilitat de D" ~!f, i a més D" f(u) =
or(u).

Finalment, com que el teorema es compleix per v — 1, podem escriure f de manera que
R tingui la forma desitjada, i llavors restant-1i a la férmula de I’enunciat

= 2 r—1
f(u+h)=(u)+Df(ff_)-h+D gl(u) -h2+-~~+m-h’“—1+R1(u,h)-h’“—1
Iexpressié
2 r
Flu+h) = flu)+ DJ;E“) e 2 g!(“) -h2+---+Df!(7“‘)-h7"+R(u,h)-h’",

obtenim Ri(u,h)-h""t = R(u,h) - h" + %!(") -h", 1 d’aqui traiem la férmula de R que
voliem.
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Aix0 acaba la demostracié del teorema. O

Observem que el Teorema reciproc de Taylor ens proporciona una eina fonamental
per analisi de la diferenciabilitat de diverses aplicacions. A continuacié, mostrem dues
aplicacions que ens serviran per exemplificar 1'is del Teorema de Taylor i el Teorema
reciproc de Taylor: 'aplicacié avaluacié i ’Omega Lema, un teorema molt important que
usarem en les seccions posteriors.

L’aplicacié avaluacié. Siguin I = [0,1] i E un espai de Banach. L’espai vectorial
C"(I; E) format per aplicacions de classe C" (r > 0) de I a E és també un espai de
Banach respecte la norma

= D? )
£l fuax sup D" f(2)]|

Si U és un obert de E, llavors el conjunt
C"(ILU)={feC"(I,E)| f(I) C U}

és un obert de C"(I, E'). Veiem-ho.

Esta clar que C"(I,U) C C"(I, E). Volem veure per tant que C"(I,U) és obert, és a dir,
que per a tot f € C"(I,U) existeix un € > 0 tal que B.(f) C C"(I;U).

Sigui f € C"(I,U). Tenim que I és compacte, de manera que f(I) C U és compacte
també. Denotem ara fr () la frontera d’un subconjunt S, definida per fr (S) = c1(5)\ S.
Aleshores, com que U és un obert i f(I) és compacte,

e:=d(f(I),fr (U)) > 0.

Ara, sig € C"(I, E) tal que || f —gl|» < ¢, per definiciéd || f —g|lo = supses || f(t) —g(t)]| <,
i en concret || f(t) — g(t)|| < € per a tot t € I. Aixd implica que g(¢) no podra arribar a
la frontera de U en cap punt, de manera que g(I) C U, que és el que voliem.

A continuacié estudiarem les derivades k-ésimes de 1’aplicacié avaluacié, definida
per

ev : C"(I,U)x]0,1[ = U
(f,t) = f(1)

Proposicié 1.36. L’aplicacié avaluacio descrita és C" i la seva derivada k-ésima esta
definida per

DFev (f,t)- ((91,51) - (g sx)) = DPF(E) - (51, )
N (1.7)
+) DM gi() - (515 Sic1, Sigts e Sk)
i=1

on
(gi,8)) €CT(I,E) xR, i=1,--- k.

Demostracié. Sigui (g,s) € C"(I, E) x R, i definim la norma ||(g, s)|| = max(||g||,, |s])-
Veiem primer que la part dreta de l'equacié (1.7) és simetrica respecte els arguments
(9i,8i), i =1,--- , k. Denotem aquesta part dreta com

o CT(I,U)x]0,1[— LE(C™(I,E) x Ry E), k=1,---,r,
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i definim ¢o(f,t) = f(t). Procedirem per induccié, i per tant demostrem en primer
lloc que la proposicié és certa per r = (0. Hem de veure que l'aplicacié avaluaci6 és
continua. Veiem que ho és per a un (f,t) € C"(I,U)x]0, 1] qualsevol. Observem que f
és uniformement continua, ja que per hipotesi és continua i esta definida en un compacte.
Fixem un € > 0 i considerem el valor ¢ tal que per a tot ¢’ tal que |t —t'| < § es compleix
If(t) = f(')|| < §. Aleshores, usant aixo tenim que si g € C"(I,U) i s €]0, 1] tal que
[t—s| <d0illf—gllo<§$,ieen particular |(f —g,t — s)|| < max{d, 5} llavors

lev (f,8) —ev (g, s)ll = 1) — gl < £ (#) = F() +[1f(s) = g(s)]]

< IS = F)+ 1 —glo < 5+ 5 =

cosa que implica que l'aplicacié avaluacié és continua.

Suposem ara que la proposicié és certa per r — 1, i velem que es compleix per r.
Suposem per tant que (f,t) € C"(1,U)x]0,1[1i (g,s) € C"(I,E) x R.
Com que limy 4)_(0,0) W = 0 per a tot t €]0,1[, pel Teorema de Taylor, per f ig

tenim

T

>

ev(f+g,t+s)=f(t+s)+g(t+s)
1

g (D'f(t)- "+ D'g(t) - s") + R(t,s) - s"

=,

=0
= 372wl (05) + RIS, (9,9) - (9,5)
=0
R((fvt)a(978))'((91751)7"' a(gﬁsT)):R(tas)'(slv"' )8 +7ZD gl 51?"' >3T)'
(1.8)
Veiem la segona igualtat. Per una banda, tenim que
Z %(le(t) -s' + D'g(t) - s') + R(t,s) - s"
i=0
= f(@)+g(t)+Df(t)-s+Dg(t)-s+-- + % [D"f(t)-s"+ D"g(t) - s"] + R(t,s) - 5"
' (1.9)
Per altra banda
S Sl (9,9) + RA1 (0,5) - (9,9
i=0
=) +[DF(E) s+ (0)] + 5 [D2(2) - +2- Dy(t) o] (110

4ot % [D’"f(t) P LNy Drflg(t)sTfl] + R((f,1),(g,5)) - (g,9)".

Observem que perque les expressions (1.9) i (1.10) siguin iguals és necessari que
R((f,1),(g,8))(g,8)" = R(t,s)-s"+5D"g(t)-s". D’aqui surt la definici6 (1.8), que és una
expressié simetrica en els seus arguments (g;, s;), ¢ = 1,--- ,r i compleix R((f,t),(0,0)) =
0.
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Volem veure que ’aplicacié avaluacio és de classe C", i per fer-ho usem el Teorema reciproc
de Taylor. L’tinica hipotesi que ens falta demostrar és la continuitat de ¢;, 1 < i <.
Per la proposicié 1.23,

HDkflgi(t) o Dkilgi(s)

< |t = slsup | Dgi(w)]| < It = slllgil-
uel

Volem estudiar la continuitat de ¢; per a tot i, és a dir, si (f,t) € C"(I,U)x]0,1],
volem veure que fixat un € > 0, existeix un § tal que per a tot (g,s) € C"(I,U) tal que
|(f —g,t—s)|| <0 Navors ||¢;(f,t) — ¢i(g,s)| < e. Fixem per tant un £ > 0, i suposem
que [[(f —g,t — s)|| < 0 per a un valor § (a determinar), de manera que en particular
It —s| < 0.

Observem que

Hok(£.1) = 2r(9:5)) - ((g,51)s+ (g si )l < [ DRF(5) = Drg(s)|Isul -+ s
k

+ 37D g0) = DF i) sl Ll s
i=1

Per definicié,

lon(f,t) — wr(g, )|l = sup (i (f> 1) — 0r(9,9)) ((g1s51)s - 5 (g sl
I1(gi,8)||=1, i=1, ,k

de manera que

lor(f:t) = @rlg )l < ID*f(t) — D g(s)l| + k|t —s|
< |ID*f(t) = D*f(s)|| + [D* £ (s) = D*g(s)] + k|t — s].

Volem que cada terme de la suma sigui inferior a £.
En primer lloc, k[t — s| < kd, de manera que és suficient imposar que § < 5.

Ara, pel segon terme tenim || D f(s) — D*g(s)|| < If —gllx < IIf — gll» < J, i per tant
I"inic que necessitem és que § < £.

Pel primer terme, com que DFf és uniformement continua, existeix un &y tal que si
k k
|t — s| < do, Navors ||[D¥f(t) — D" f(s)|| < §.
Conseqiientment, considerant § = min{s7, 5,d0} tindrem que

g g (3
||80k(fat) - @k(gaS)H < g + 5+ 5 =6

3 3
és a dir, pg és continua per a tot k = 1,--- ,r. Finalment, aplicant el Teorema de Taylor
reciproc, obtenim que 'aplicacié avaluacié és de classe C". O

Omega Lema. I[’Omega Lema és un lema conegut dins l'analisi global. S’utilitza
especialment en la teoria de les varietats invariants, i en aquest treball 'usarem en les
seccions posteriors.

Per construir aquest lema, considerem un espai topologic compacte M i els espais de
Banach E' i F'. Respecte la norma

£l = sup [[f(m)],
meM
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I'espai vectorial C(M, E) és un espai de Banach. Si U és un obert de E,
C'M,U)={feC'(M,E)| f(M)CU}
és obert.

Proposicié 1.37 (Omega Lema). Sigui M un espai topologic compacte, i E i F espais
de Banach. Sigui g : U — F una aplicacio C", r > 0. L’aplicacio

Qg : COUM,U) = C°M,F) definida per Q(f)=gof
és també de classe C". La derivada de §}y és
DQy(f) - h=1[(Dg)o f]-h,

és a dir,

[DS2(f) - hl(x) = Dg(f(x)) - h(z). (1.11)

Aquesta férmula té sentit, ja que per definicié de derivada tenim

= Ly (@) +<h(z)

DR (1) Hw) = (S + R =

de

Ara, pel teorema 1.18 veiem que

Ly(f@) +eh(@)| = Da(f(a)- 2

- _ - (F(@) + eh(@)

e=0

Per tant, si ), és diferenciable, D), ha de ser definida com en (1.11).

Demostracié. Realitzarem la demostraciéo per induccié. Comencem pel cas r = 0.
Suposem f € C°(M,U). Volem veure que l'aplicacié 1, és continua en f. Sigui e > 0.
Com que f és continua i M és compacte, f(M) és també compacte, i usant que g és
continua, existeix un § > 0 tal que

Vye f(M) izeUtaq. |[ly—zl<d=lgly)—g(z)l <e
Aleshores, si f/ € C°(M,U) tal que ||f — /|| <9,
lg(f(m)) = g(f'(m))|| <e Vme M,
que implica que

192 (f) = Qg ()]l = sup. lg(f(m)) = g(f'(m))ll <e.
Aixo prova que €1, és continua per a f arbitrari de CO(M,U).

Suposem ara cert el cas r — 1 i demostrem el cas r. Suposem per tant que g : U — F
és de classe C". Denotem

A COM, LL(E; F)) — LL(C°(M, E); C°(M, F))
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definida per
Ai(H)(h,- -+ hi)(m) = H(m)(hi(m), - -+, hi(m)),

on H € CO(M,LYE;F)), hy,--- ,h; € C°(M,E) im € M. Aquestes aplicacions A; sén
lineals i continues amb || 4;|| < 1. Veiem-ho:
En primer lloc, tenim

[Aill = sup [|A;(H)] ;-
IH <1

Ara,
[Ai(H)lls = = sup  [[Ai(H) (ks ha)lleoar,
lh11<1, 1<5<i
= sup sup [|H(m) (hi(m),--- hi(m)) |[r
IhylI<1, 1<j<i meM
Aleshores,

[Ai(H) (R, - ha) (m)[| < [[H(m)[[[aa(m) |- - [Vhs(m )] < [[H|[[Aall - - [hall < 1,
i per tant || 4;] < 1.

Com que D'g: U — LL(E;F) és continua, analogament al raonament anterior tenim
que les aplicacions

Qpiy : CO(M,U) — LL(CO(M, E); C°(M, F))
sén continues i conseqiientment
AioQpig: CO(M,U) — LL(C°(M, E); C°(M, F))

és continua.
El Teorema de Taylor aplicat a g ens dona

g(f(m) +h(m)) = g(f(m)) + %Dig(f(m)) ~h(m)" + R(f(m), h(m)) - h(m)",
i=1

de manera que definint

[(D'go f)-h'] (m) = D'g(f(m)) - h(m)',

[R(f,h) - (ha,- - he)] (m) = R(f(m), h(m)) - (ha(m),- -, hy(m))

velem que R és continua, R(f,0) =01

O(f +h)=go(f+h) =g f+ 3 2(Digof)- ki +R(f,h)- W’
i=1

r

:Qg(f)+z '

=1

%(Ai o Qpig)(f) - h' + R(f,h) - K.

Finalment, com que A;0{p:i, sén continues per a tot i, pel Teorema reciproc de Taylor
D'Qy = A;j o Qpig iy és de classe C". O
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1.5 Teorema de la funcié implicita.

El teorema de la funcié implicita és un resultat molt important i molt utilitzat en moltes
branques de les matematiques.
Abans d’enunciar-lo, recordem la definicié d’isomorfisme en espais de Banach.

Definicié 1.38. Siguin E, F' espais de Banach. Una aplicacio f : E — F és un isomor-
fisme si és continua, bijectiva i lineal tal que f~': F — E és també continua.

Teorema 1.39. Siguin E i F espais de Banach, i f : E — F wuna aplicacio lineal,
continua i bijectiva. Aleshores, T és un isomorfisme, és a dir, T~' és una aplicacié
continua.

El Teorema de la Funcié Implicita ens planteja el segiient problema:
Sigui f(z,y) una aplicacié tal que

f(zo,y0) = w.

Podem trobar una aplicacié6 x — y = g(x) tal que com a minim de manera local es
satisfaci
[z, g(z)) = w? (1.12)

Si f és diferenciable, volem que g també ho sigui. Més en general, també podem fer
dependre g de w. Enunciem per tant el teorema que ens permet justificar aixo.

Teorema 1.40 (Teorema de la Funci6 Implicita). Siguin E, F,G espais de Banach, U C
EV C F obertsi f : U XV — G de classe C", r > 1. Per a algun g € U, yo € V
suposem que la derivada parcial respecte el segon argument Dsf(zo,y0) : FF — G és un
isomorfisme. Aleshores existeizen entorns Uy de xo @ Wy de f(xo,y0) @ una aplicacié
unica g : Uy x Wy — V' de classe C" tal que per a tot (x,w) € Uy x Wy,

[z, g(z, w)) = w.
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2 El metode de la parametritzacio

Tal com hem enunciat a la introduccid, en aquesta seccié introduirem i justificarem el
metode de la parametritzacié per varietats invariants de sistemes dinamics reals i dis-
crets. Sigui F: U C R?* — R? una aplicacié de classe C" definida en un obert U de R?
que conté l'origen i tal que F(0) = 0. Volem estudiar les caracteristiques de la dinamica
de F' en un entorn de l'origen, que per hipotesi és un punt fix. De manera intuitiva,
la dinamica de F' en un entorn de l'origen és similar a la seva part lineal A := DF(0).
Aleshores, si F és un subespai invariant associat a ’origen respecte A, el nostre objectiu
és demostrar 'existeéncia d’una varietat invariant respecte F' tangent a E a l'origen, i
trobar-ne una parametritzacio.

Recordem en primer lloc la definicié de varietat invariant associada al punt fix 0 en
un sistema dinamic discret real.

Definicié 2.1. Sigui U un obert de R® que conté Uorigen, F : U C R?* — R% una aplicacid
tal que F(0) =0 i E un subespai de R? invariant respecte la part lineal de F a Uorigen.
Una varietat inclosa en R® i parametritzada per K : Uy C E — R és invariant respecte
F si existeix una aplicacio R : Uy C E — Uy tal que

FoK=KoR. (2.1)

Recalquem que E és un subespai de R? invariant respecte DF(0), de manera que
K (U;) és una varietat invariant respecte F'.
Ara, perque la varietat K (U;) passi per 'origen, suposarem que

K(0) =0.
Per 1dltim, necessitem que la varietat sigui tangent a E a 'origen, que es resol requerint

DK(0)E = E.

Per trobar per tant una parametritzacié K, hem de trobar també una parametritzacio
R, definida com la dinamica interna de F' restringida a la varietat invariant. El nombre
d’equacions és n i el nombre d’incognites és n + d, cosa que implica que I'equacié d’inva-
riancia és indeterminada.
Per resoldre aquesta equacié podem seguir principalment dos metodes:

1. Graph transform method
Aquest metode suggereix que considerem una parametritzacié simple K de la va-
rietat invariant, per exemple com a graf respecte a certes coordenades. Aixo ens
determina la dinamica R.

2. El metode de la parametritzacio
Aquest és el metode que utilitzarem. Suggereix que adaptem la parametritzacié K
a la forma de la varietat invariant, de tal manera que les equacions de R no sén
complicades.

En aquest treball ens centrarem en la presentacié del metode de la parametritzacio
per varietats invariants 1-dimensionals, resultat que enunciarem i demostrarem. Pero
en primer lloc, per fer-nos una idea enunciarem un teorema que justifica l'existencia de
varietats invariants que compleixen unes certes condicions de no ressonancia. A partir
d’aqui, denotarem Spec (A) com l'espectre d’A, que és el conjunt de valors propis d’A.
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Teorema 2.2. Sigui F : U C R — R? una aplicacié de classe CT definida en un
entorn U de lorigen, i complint F'(0) =0, i r € NU{w}. Denotem A = DF(0). Sigui
LeNL>1. Suposem que:

(1) Existeir un subespai lineal E de R tal que A(E) C E. Llavors, existeiz una descom-
posicid RY = E @ C i, respecte aquesta descomposicid, A és de la forma

(5 1)
(2) l1Ag| < 1.
(3) Spec(Ag)’ NSpec(Ac) =@ peraj=2,---,L.
(4) A és invertible.
(5) Spec (Ag)) +1Spec (A1) c {z € C| 2| < 1}.
(6) L+1<r.

Llavors, existeiz una aplicacid K : Uy C E — R de classe C™, on Uy és un entorn obert
de lorigen en E, i un polinomi R: E — E de grau com a molt L tal que

FoK=KoR a U,
K(0)=0, DK(0O)E=E, (2.2)
R(0)=0, DR(0)=Ag.

Aquest teorema és una versié simplificada del resultat general enunciat a [1]. Notem
que la varietat invariant que es troba en el teorema anterior perd un grau de regularitat
respecte la diferenciabilitat de F. En l'article [1] s’enuncia la generalitzacié d’aquest
teorema i es demostra que la diferenciabilitat de ’aplicacié F' és la mateixa que la de la
varietat invariant. Per veure-ho, es tracta ’equaci6 (2.1) com un problema de punt fix,
a diferencia del que realitzarem en aquest treball, on usarem el Teorema de la Funcié
Implicita.
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3 El metode de la parametritzacié per varietats analitiques
1-dimensionals

En aquest capitol presentarem un resultat que facilita la comprensié del Teorema presentat
en la seccié anterior, i que presenta les idees principals del metode de la parametritza-
ci6. Aquest parteix d’una aplicacié analitica, i permet justificar I'existéncia de varietats
invariants analitiques 1-dimensionals.

Teorema 3.1. Sigui F : U C R — R? una aplicacid analitica en un entorn U de 0,
complint F(0) =0, és a dir, de manera que 0 és un punt fix de F. Sigui X € R un valor
propi de A := DF(0), i sigui v € R\ {0} tal que Av = \v. Suposem:

(1) A és invertible.
(2) 0 < |\l < 1.
(3) A" & Spec (A) per a tot enter n > 2 (condicio de no ressonancia,).

Llavors, existeiz una aplicacid analitica K : Uy C R — R%, on Uy és un entorn de 0 a R,
que satisfa
F(K(z)) = K(Ax) per a totx € Uy, (3.1)

K(0) =0, ¢« K'(0) = v. Conseqiientment, la imatge de K és una varietat analitica 1-
dimensional, invariant respecte F' i tangent a v a l'origen. A més, la dinamica de la
varietat invariant és conjugada a aplicacio lineal x — Ax a ’espai dels parametres.

Per altim, si K és una altra solucié analitica de F o K = K o A\ en un entorn de
lorigen tal que K(0) = 0 7 K'(0) = BK'(0) per a alguna 8 € R, llavors K(t) = K(ft)
per t suficientment petit.

A continuacié realitzem la demostracié d’aquest teorema en Pespai complex C.

Demostracié. Per portar a terme aquesta demostracid, ho farem amb dues parts. En
la primera, suposant que K és una aplicacié analitica a un entorn de 0 i expressant la
parametritzacié K com una serie de poteéncies, usarem la igualtat (3.1) per trobar una
expressié per a cada terme de la serie. En la segona part, utilitzant resultats d’analisi
funcional demostrarem que la série de poténcies trobada defineix una funcié analitica.

Veiem la primera part de la demostracio.

En primer lloc, tenim que F és una aplicacié analitica en un entorn U de 0 a C?. Sent
D el disc unitat de C, 'objectiu final és trobar una parametritzacié K : D ¢ C — C? tal
que

FoK(z)— K(\z) =0, (3.2)
per a z € D.
Escrivim F(¢) = A+ N(¢), on A:= DF(0) i N, que és la part no lineal de F', només té
termes quadratics i d’ordre superior, i compleix N(0) = 0 (ja que F'(0) =0) i DN(0) = 0.

Expressem K com la serie de potencies K = ) -, K,z". Volem determinar les
expressions K,,, n > 1. Substituint aquestes expressions a l’equacié (3.2) obtenim

FY Kuz" | =) Ku(A2)" =0,

n>1 n>1
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i per tant

A[D Kp2" | +N [ D Kp2" | =D Kpamz", (3.3)
n>1 n>1 n>1

Recordem que F' és una aplicaci6 analitica a U, de manera que N també ho és. Per tant,
podem expressar N com una serie de Taylor, i ates que N(0) = 0 i DN(0) = 0, ens
quedara una serie de la forma N(w) = >3, Nyw®, on cada terme Njyw" representa un
polinomi homogeni de grau k en la variable w € C?. Trobarem els valors de K,,, n > 1
recursivament.
En primer lloc, observem que igualant els coeficients d’ordre 1 de les dues bandes a (3.3)

obtenim:
AK; = \K]. (3.4)

Aquesta equacié no determina K7, pero ens diu que K7 és un vector propi de A amb valor
propi A. Prenem K; com un vector miltiple de v amb valor absolut | K| = §, per a un §
petit que determinarem més endavant.

Ara, de manera recursiva, si sabem els valors de K1, --- , K,,_1 busquem el valor de K,,.

Per trobar aquest valor, només ens interessen els termes de K d’ordre fins a m, de
. -1 . R
manera que considerem K ~ Y """ K, 2" + Kp,2™. Lequacié (3.3) ens quedara:

n=1 n=1 n=1

m—1 m—1 m—1
A Z K,2" + AK,,2™ + N (Z K, 2" + szm> = Z K \"2" + K\ 2™,

Considerant N com la serie de Taylor mencionada i agafant de I’expressi6 resultant els
termes d’ordre fins a m, igualant els coeficients ens queda una equacié de la forma

AKp + Rop(Ky, -+ K1) = A" Ky, m > 2, (3.5)

on R, és una expressié polinomial que depen de Ky, -+, K;p—1.

Aleshores, podem determinar el valor de K,,:
Km=—(A=AN"D)'Rp(K1,- -+, Kpm_1), m>2, (3.6)

on expressié K, esta ben definida ja que per la hipotesi (3) A™ no és un valor propi de
A, i per tant la inversa de A — ™[ existeix.

Amb aixo hem trobat expressions que podrien definir ’aplicacié K, pero falta veure que
aquestes expressions defineixen una aplicacié analitica, tal com ens enuncia el teorema.
Ho veurem usant la teoria d’analisi funcional.

Per aquesta part, en primer lloc volem reescriure I’equaci6 (3.2) de manera que passem a
estudiar 'existencia de zeros d’un operador dins un espai de Banach.

Escriurem K(z) = K1z + K~ (z), on K; ja ha sigut escollit anteriorment. Substituint
Pexpressi6é de K a (3.2) ens queda:

Fo(Kiz+ K~ (2)) — Kidz— K~ (\2) =0
i substituint F' obtenim:

AK”(2) + N(K1z+ K~ (2)) — K~ (\z) = 0.
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Considerem K~ pertanyent a l’espai de Banach de funcions analitiques f en el disc
unitat que compleixen f(0) =01i Df(0) = 0, associant-1i la norma:

H = {K> :DcC— ‘ K> e 0"D), K> e C¥(D), K>(0) = DK>(0) =0,

[ K7 |0 := sup K= (2)| < oo} .
zeD

Observem que per ser continu en un tancat de C, tot element de H esta acotat i per
tant la seva norma és finita. Veiem que (H, || - ||s) és realment un espai de Banach, és a
dir, hem de veure que és un espai complet. Considerem 1’espai

H ={K>:DcC—C?
[S)

K> € C'D), ||K” oo := sup 1K~ (2)| < oo} .

Aquest és un espai de Banach. Ara, ’espai

Hy={K>:DcC—C?
zeD

K> e C'(D), K~ € C*D), |K”||s := sup 1K~ (2)| < oo}

és un subespai tancat de Hy, i com que Hj és un espai de Banach, Hs també ho és.

Per ultim, tornant a l’espai H, observem que H és un subespai tancat de Ho, de
manera que H és també un espai de Banach.

A continuacié, definim l'operador 7 :V € C? x H — H com
T(K1, K7)(2) = (SK7)(2) + N(K12 + K~ (z)),

on (SA)(z) = AA(2) — A(\z) (lineal respecte A) i V és un entorn de (0,0) a C? x H que

més endavant determinarem.

Usant aquest operador, podem reescriure ’equaci6 (3.2) com:

T(K1, K>) = 0. (3.7)

Veiem ara alguns resultat sobre 'operador T

Proposicié 3.2. Sigui V contingut en una bola de C¢ x H centrada en (0,0) i de radi
suficientment petit. Llavors:

(1) L'operador T :V C C* x H — H esta ben definit i és de classe C'.
(2) D27(0,0)=S.

Demostracié.
Demostrem en primer lloc I'enunciat (1).

Veiem primer que S esta ben definit. Hem de veure per tant que (SK~) és un element
de H.

Observem que S : H — H, és a dir, S pren valors a H, ja que A € H i per tant
Ao)l€e H, i AA € H . Conseqiientment, S esta ben definit.
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Veiem ara que S és de classe C'. En primer lloc, observem que I'aplicacié S és lineal
respecte A, ja que per a tot K77, K5 € H, (S(K{ + K35))(2) = A(K{ + K3 )(2) — (K7 +
K3 )(Az) i com que A és una aplicacié lineal, A(K7 + K3)(2) = AK{ (2) + AK5 (2), i
per tant S és lineal respecte A. Volem veure que S és continua. Observem que

1Sl = sup [[SA[| = sup sup[[AA(z) — A(Az)]|

[N IA]<1 €D
< sup sup ([|A[[AE) + [AQ)]) < Al + 1,
INESES

on les dues igualtats provenen de la definicié de norma per un operador.

Hem vist per tant que S esta acotat, conidicié equivalent a dir que S és un operador
continu. Per tant, S és lineal continu, i com a conseqiiéncia, S és diferenciable i compleix

DS(A) = S.

Falta veure per tant que N(Kiz + K~ (z)) estd ben definida i és de classe C'. Per
veure-ho, usarem 1’Omega Lema. Recordem que 'aplicacié N és analitica amb un radi
d’analicitat p. Observem que sup,cp |Ki1z + K~ (2)| < |Ki] + ||[K~]|. Si anomenem
f(K1,K”)(2) :== K12+ K~ (2), podem reescriure la definicié de T com T (K1, K~ )(z) :=
(SK”)(2) + Qn(f)(2). Definim f en un domini on |K;| + ||[K~|| és més petit que p.
Per ser espai de Banach, C% x H és un espai topologic. Aleshores, considerant C% x H
com l’espai topologic de la proposicié 1.37 i C% com els espais de Banach E, F podem
demostrar ’'Omega Lema de manera totalment analoga en aquest cas i determinar que 7
és de classe C.

Demostrem ara (2). Per linealitat de les derivades, tenim DT (K;, K~)A = SA +
DQn(f(K1, K7))A. Ara, per la proposicié 1.37 tenim que

DOy(f)A = [(DN)o f]- A,

de manera que

DQx(£(0,0))A = DN(0)A = 0.

Conseqiientment, D27 (0,0) = S. O

L’objectiu final és poder usar el Teorema de la Funcié Implicita en espais de Banach
per justificar lexisténcia de K~ a 'equaci6 (3.7). Per fer-ho, necessitem el segiient lema:

Lema 3.3. L’operador S : H — H definit per
(SA)(z) = AA(2) — A(Az),

és acotat 1 invertible en H.

Demostracié. Per demostrar que S és invertible, hem de veure que per a tota n € H
definida per n(z) = > o7 , N, 2" existeix una unica A € H definida per A(z) =Y 07 5 Apz"
tal que

SA =n. (3.8)

Substituint a ’equacié (3.8) les séries i A obtenim l’expressié segiient:

A i Apz" — i A N2 = i 2", (3.9)
n=2 n—=2 n=2
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i igualant coeficients a (3.9) obtenim

AN, — AN =1, n > 2.

D’aqui podem treure que A, = (A — \"I)~1n,. Veiem que aquesta expressi6 esta ben
definida i determina univocament els coeficients A,,, ja que per la hipotesi (3) del teorema
(A — \")~1 existeix. Aixd prova la unicitat de la solucié A, si existeix.

Pel Teorema 1.39, com que A és una aplicaci6 lineal i continua i per la hipotesi (1) és
també invertible, A~! és una aplicacié continua. Aleshores, com que |A| <1i A — A\"[ =
A(I — A\"A~1), existeix un valor C independent de n tal que

(A =AD" < A (T=MAAY) | <C peratotn > 2,

i per tant (A — X\"I)~" és continua.

Justifiquem a continuacié la segona desigualtat. Per la continuitat de A~!, directament
estd acotada. Ara, respecte aplicacié I — A" A~ si n és un valor finit petit, I — A" A~! és
invertible per hipotesi. Finalment, a mesura que n creixi, quan es compleixi [A\"[[| A7 <
1, I — A"A~! es considera una pertorbacié de la identitat, i per tant és invertible.

Llavors, la série A = °° ) A, 2™ té, com a minim, el mateix radi de convergencia que

la serie n =3 00 5 ™.
Volem que A € H. Ara, com que A(z) verifica 'equacié AA(z) — A(Az) = n(z), llavors

A(z) = ATHAMN) +1(2))-

La part de la dreta de I’equacié esta definida en D i esta acotada en D, i per tant A també
és definida en D i acotada en . Aleshores, A € H, que implica que S és exhaustiva.
Com hem comentat, per la unicitat dels coeficients A,,, S és injectiva. Conseqiientment,
pel teorema de I’aplicacié oberta S~! és continu. O

Aquest és I'iltim resultat que necessitem per poder usar el Teorema de la Funcid
Implicita en espais de Banach. Tornant a l’equacié (3.7), hem vist que 7 és de classe O,
i esta definida en un obert V € C% x H. Hem demostrat també que D7 (0,0) = S, i S és
un isomorfisme. Aleshores, pel Teorema de la Funcié Implicita existeix un entorn Uy de
0 i una aplicacié tnica K> : Uy — H de classe C'! tal que per a tot K; € Uy es compleix

T (K1, K~ (K1) =0. (3.10)

Aleshores, demostrada la existéncia i la unicitat de K~ dins 'espai de Banach H per
a un K suficientment petit, la imatge de K = K; + K~ ens dona la varietat invariant
exposada a ’enunciat del Teorema 3.1.

Finalment, si considerem una parametritzacié K que satisfaci (3.2) i un o € C?, llavors
K(z) := K(0z) també satisfa (3.2). Observem que llavors K; = 0 K;. Per tant, en agafar
un multiple de Ki, el que estem fent és trobar una altra parametritzacié de la mateixa
varietat invariant trobada. Aix0 acaba la demostracié del teorema 3.1. (]
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4 L’aplicacié d’Hénon
4.1 Introduccié

Un sistema dinamic és caotic en el sentit de Devaney si és sensible a les condicions inicials,
és a dir, si un petit canvi a les condicions inicials pot provocar un gran canvi en la
solucié del sistema, i si té un conjunt dens de punts periodics. El comportament caotic
d’aplicacions de dimensions baixes ha sigut molt estudiat i caracteritzat. Un element de
la teoria del caos és 'atractor extrany, que va ser definit en primer lloc dins I'estudi de
sistemes dinamics dos dimensionals. El concepte d’atractor extrany s’utilitza en la teoria
del caos per descriure el comportament de sistemes caotics.

De manera heuristica, un atractor fa referéncia a un subconjunt de I’espai de fase del
sistema tal que per a algunes condicions inicials el sistema tendeix a aquest subconjunt.
Un atractor pot ser un punt fix, una orbita periodica, etc. L’aplicacié d’Henon defineix
una aplicacié dos-dimensional no lineal que descriu solucions caotiques que produeixen
un atractor extrany, on un atractor s’anomena extrany si té una estructura fractal.

Un sistema dinamic amb un atractor caotic és localment inestable pero globalment
estable: una vegada algunes iteracions entren dins I'atractor, els punts propers divergeixen
els uns dels altres, pero no surten de 'atractor.

L’aplicacié d’Hénon és un sistema dinamic discret induit per una aplicacié Hg : R? —
R?, definida per
Ha,b(xv y) = (1 +y - a$2> b$),

on a,b € R i aquests valors sén valors fixats abans de comengar les iteracions i determinen
diferents dinamiques de I'aplicacié de Hénon.

Observem que H, és una aplicacié que només té un terme no lineal el terme ax?®. Tot
i la seva simplicitat, aquesta aplicacié mostra una gran varietat de fenomens complexos.
El cas classic de 'aplicacié d’Hénon, que és el cas que desenvoluparem, considera a = 1.4
i b= 0.3, pero abans d’estudiar-lo veiem perque és important i que passa per altres valors
de a,b.

Les segiients grafiques mostren el comportament de ’aplicacié d’Hénon per diferents valors
de a i b considerant com a punt inicial 'origen i realitzant 10.000 iteracions en tots tres
casos. Les dues primeres s’han realitzat a partir de punts més gruixuts que 1'tiltima per
la dispersié dels punts de la grafica.

0.1

-0.05

0.1 /‘l

-0.15

0.2 ;1/ :

eixy

0.3
-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

eix x

Figura 1: a=1.28, b=-0.3
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eixy

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
eix x

Figura 2: a=1.4, b=-0.3

eixy
o

Figura 3: a=1.4, b=0.3

En I'dltima figura, s’observa com 'aplicacié de Hénon convergeix a un atractor extrany.

4.2 Punts fixos i estabilitat
L’aplicacié d’Hénon té dos punts fixos:

1), p= U=V 2él_b)2+4a(1,b). (4.1)

—(1-0)++/(1—=0)?+4a

P =
! 2a

_K)\2
Aquests, existeixen si (1 —b)2 +4a > 0, és a dir, si a > — a 45) .

La matriu Jacobiana del sistema és
—2ax 1
JHa,b(xv y) = ( b 0) (42)

Observem que el determinant d’aquesta matriu és constant, det JH,, = —b.
Trobem ara els valors propis d’aquesta matriu. L’equacié que ens permet trobar-los és

det (JHyp — M) = A2 + 2az\ — b =0,

que implica

—2ax + V4a?x? + 4b
= ar an_'_ = —ax + Va2x2 +b.

Aleshores, els valors propis sén reals si i només si a?z? 4+ b > 0.
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En el cas que estudiarem, per a = 1.4 i b = 0.3 el sistema té dos punts fixos, un punt
de sella i un punt atractor. Comprovem-ho:
Els dos punts fixos sén

—0.7+ V0.7 +4x 1.4 —0.7 ++/6.09

! 2% 1.4 (1,0.3) 2.8 (1,0.3),
07 -V0T2+4x14 —0.7 — /6.09

Py = 1,03) = —- Y2771 0.3).

2 2% 1.4 (1,03) 2.8 (1,03)

Ara, per veure la seva estabilitat, trobem els valors propis associats a aquests punts
fixos. Els valors propis associats a P, sén:

A = (=0.5) x (V6.09 - 0.7) + \/0.25 x (V609 - 0.7)2 +0.3,

A2 = (—0.5) x (m - 0.7) - \/0.25 x (x/@ - 0.7)2 +0.3

d’on veiem que |A11],|A12] < 1, de manera que P; és un atractor local.
Els valors propis associats a P, sén:

Nt = (0.5) x (VB.09+0.7) + \/0.25 x (V6.09+ 0.7)2 +0.3,

Aoa = (0.5) x (\/@Jr 0.7) - \/0.25 X (er 0.7)2 +0.3.

Ara, com que |[Ag1] > 11 |Ag2| < 1, P5 és un punt de sella. A partir d’ara, fixem els valors
a=1.4,b=0.31denotem l'aplicacié H,j com H, el punt fix P» com p i els valors propis
associats a Py com A := Agg, 1 := Ao1.

4.3 Implementacié del programa

Usant el llenguatge de programacié C, he creat dos programes que representen les varie-
tats invariants estable i inestable associades al punt fix p. A continuacié, exposarem els
programes realitzats i ’explicacié sobre com s’han implementat. A través de la progra-
macid, volem trobar una parametritzacié global d’aquestes dues varietats, partint d’una
aproximacié d’aquestes al voltant de p. Com a aproximacié de les varietats invariants,
realitzarem un programa que consideri una aproximacié afi local de la varietat i un altre
programa que parteixi d’una parametritzacié local d’aquesta, on s’usara el metode de la
parametritzacié.

Exposem a continuacid el calcul d’aquestes dues aproximacions, per posteriorment
obtenir una parametritzcioé global de la varietat. Per ’explicacié, considerarem F' com el
sistema dinamic, p el punt de sella, A i u els valors propis associats a p tal que 0 < |A\| < 1,
|| > 11 v; 1wy dos vectors propis associats a A i p respectivament. Per implementar els
dos programes, comencem escollint la separacié dels punts que anirem trobant, que sera
de [5 1073, 10_1]. Escollim també un valor ¢; que sera el valor maxim que prendra la
variable ¢ en les aproximacions, i definim el valor minim com ¢y = %1

Per trobar la varietat inestable, considerarem aquesta aplicacié F'. Tanmateix, deno-
tant W* com la varietat estable i W%com la inestable, observem que si U és el domini de
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F,

W (F) = {;1: €U | F'(z) —— } = WHFY) = {x €U | F(z) ——> }

és a dir, la varietat estable associada al punt fix p en Paplicacié F és la varietat inestable
associada a p en l'aplicacié F~1.
El programa que implementarem s’usa per trobar varietats inestables, de manera que
trobarem la varietat estable invariant en F' trobant la varietat inestable invariant en F 1.
La varietat inestable invariant en F~! esta associada al valor propi A~!, amb vector propi
el mateix v1. Veiem-ho:

Partim de I'equacié DF (p)vy = Avy, i aplicant DF(p)~! a cada banda de la igualtat,
obtenim
vy = ADF(p) " 'o;.

Finalment, passant el valor \ a I’altre costat de I'igualtat obtenim DF(p)~!v; = A~ loy,
que implica que v; és un vector propi associat al valor propi A™! en 'aplicacié F~1.

Aproximacié afi.

Considerem com a aproximacié de la varietat a prop de p la imatge de 'aplicacié
a : [to, t1] — R? definida per a(t) = p + tv, on v és v 0 vy, depenent de si volem trobar
la varietat estable o inestable associada a p.

Parametritzacié local.

La idea d’aquest metode és trobar polinomis z(t) = Zé\f:o vitd 1y(t) = Z;'V:o w;t! que
parametritzin la varietat invariant de manera local, 'existencia dels quals esta justificada
pel teorema 3.1. Trobem en primer lloc la varietat inestable.

Per simplificar els calculs, apliquem primer una translacié a F' de manera que el punt
fix p passi a ser el punt 0. Per fer-ho, usem l’aplicacié T'(z) = z + p. Si considerem la
composicio

-1
Z*T>z+p*F>F(z—l—p)*T>F(z+p)—p,

laplicacié F' = T~ FT té un punt fix al (0,0).

A continuaci6, trobem una aproximacié local de F usant Taylor al voltant del punt
fix (0,0) calculant les derivades parcials corresponents fins a un ordre M i avaluant-les a
I'origen.

Amb aquestes, obtenim les dues séries de Taylor que definiran F', de manera que

M M

F(z,y) ~ Z aijz'y’, Z bijz'y’ |
itj=1 i+j=1
on ~
1 OHF

(aij, bij) = L (0,0).

Per ser T una translacio, el valor propi associat a la varietat invariant inestable és el
mateix (.
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Al programa, la funcié funct ens dona els coeficients de les dues series de Taylor que
defineixen F, i els guarda als vectors f1 i1 fo comengant pels coeficients d’ordre 0, és a dir
els coeficients que acompanyen els termes z'y’/ tal que i +j = 0, i avancant de manera
progressiva. Amb aquests vectors creem també un altre vector anomenat ind, tal que
ind[k] és la posici6 dels vectors f1 i fo on es troba el primer coeficient d’ordre k.

Aquest vector segueix la recurrencia
ind[i] = ind[i — 1] + 1.

Perque el metode sigui més visual, a partir d’ara farem referéncia als coeficients de les
series de Taylor de F' com a;j, b;; enlloc de pels vectors on sén guardats, fi i fo.

Escollim un valor N, que sera la quantitat de coeficients de les series que volem trobar.
L’objectiu per tant és trobar v, w; per a tot j € {1,---, N}, que guardem als vectors v i
w respectivament.

Imposem la condicié d’invariancia

Fa(t),y(t) = (2(A),y(At)).

Substituint les séries a trobar x(t) i y(t) i F per la série de Taylor corresponent i
considerant els termes d’ordre 1, ens queda un sistema d’equacions de la forma:

a1gv1t + agrwit = v AL,
biovit + borwit = wiAt,

que té solucio
(v1,w1) = (ao1, A — a10)-

A partir d’aqui trobem la resta de (vg,wy) de manera iterativa. Per trobar cada
parella, partim de l'equacié seglient, que surt de la condicié d’invariancia (4.3) i en la
qual només considerem termes fins ordre k:

2 2 2 2 A 77 2
n=1 n=1 i+j=2 n=1 n=1 1<k n=1

k k k k sk J k
b1o Z vpt™ + by Z wpt"™ + Z bz‘j (Z ’Untn> (Z wntn> = Z wp A"t
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

i+j=2 1<

(4.3)

on []<y significa que de la serie resultant en considerem només els termes fins ordre k.
Per usar aquesta equacid, necessitem tenir, per una banda els valors de les parelles (v;, w;)
per atot j € {1,--- ,k — 1}, i per I'altra els valors de les seéries

(Ee) o (o)

pera2 <i <k 2<j<k. Observem que aquestes series tenen elements d’ordre a partir
de 7 i j respectivament. Les truncarem a ordre k.
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Per k > 2 hem de trobar els k termes de les £ — 1 series corresponents per v i per
w. Guardem aquests termes en dues matrius wml i wm?2 respectivament de dimensid
(k—1)x(k—1), on cada fila correspon a cadascuna de les k—1 series i cada columna recull
els termes de cada serie pel seu ordre, comencant per ordre 2 i fins ordre k. Per realitzar
Pexplicacié del calcul, considerarem la série on apareixen els termes v,, n € {1, -+ ,k};
els termes de 'altra serie es troben de manera analoga.

Per £ = 2, només tindrem la poteéncia ¢ = 2 per calcular, formada per un tunic terme
d’ordre 2, i per tant wm]1 sera una matriu 1 x 1. El valor que busquem sera v?.

Ara, calculem els valors de les matrius per k > 2. Per trobar els coeficients de la poteéncia
i—1

i, utilitzarem la igualtat
k i k i k
n=1 n=1 n=1

és a dir, per trobar els elements de la fila ¢ de wml necessitem el vector de coeficients v
(on tindrem k — 1 elements trobats) i la fila ¢ — 1 de wm1. Abans, per tant, necessitem
tenir els coeficients de la poteéncia 2 de la seérie, que correspon a la primera fila de wml.
Aquests, es trobaran a partir del producte

(5 = (Bee) (E)

és a dir sumant els productes v, x v, tal que la suma d’ordres d’aquests dos coeficients és
j,pera2<j<k.

Ara, per trobar els elements de la fila ¢ > 2, usarem el vector v i la fila i — 1 de wml.
Seguirem un procediment analog al calcul de la poténcia 2, partint de la segiient férmula:

k 2 k k
(Z vnt”> = (Z wmli — 1]t") (Z vnt”> ,

on wml[i — 1] és la fila i — 1 de la matriu wml.

De manera senzilla, un cop calculats tots els coeficients fins ordre k£ — 1, podem trobar els
coeficients d’ordre k de les diferents poténcies. Si wml1? representa el coeficient d’ordre 4
de la potencia j, aquests valors es troben a partir de les formules segiients:

wmlz = VVk—1++* + Vp_1V1
) - - .
wml?C = vlwmlf%l + -4 vk_(j_l)wmlg-_l, je{3,---k—1}
wmli = vlwmlgj.
Amb aixo hem aconseguit tots els elements de wm1. Repetim aquest mateix procedi-

ment analogament per trobar la matriu wm2. Observant la féormula (4.3) veiem que ens
falta trobar els coeficients d’ordre k de les series

k ik J
(Z%t") <antn) , (4.4)

per a i,j tal que i+j = m, per am € {2,--- ,k}. Per trobar aquests coeficients, he creat
la funcié poten. Aquesta funcié rep dos vectors v, w amb els coeficients de les dues series
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que volem multiplicar, les poténcies ¢ i j i el valor k i troba el coeficient de (4.4) d’ordre
k calculant:
Vg— Wi + Vg1 W1 + -+

Seguint la férmula (4.3), un cop trobem tots els coeficients que necessitem, creem dos
variables auxiliars tcl i tc2 (anomenats aixi per ser una abreviatura de ”termes cone-
guts”), les quals s’obtenen multiplicant cada coeficient trobat pel corresponent a;; i b;;
corresponent, i sumant els resultats. Amb aquests dos valors, (4.3) ens queda

a0V + agrwi + tel = Uk)\k

blovk + bmwk +tc2 = wk)\k.

De forma matricial podem escriure (4.3) com

ajg — \F aopl v\ [ted
bl(] b()l — )\k Wi - te2 )’

Ara, si Ay, és la matriu que defineix el sistema lineal anterior, els coeficients (v, wy) seran

Vi . -1 b01 - )\k —apil tcl
<wk> ~ det 4y, < —bio  ai — )\k) <tc2> '

Fins aqui hem trobat els coeficients que defineixen una parametritzacié local de la
varietat invariant associada al punt fix (0,0), ja que hem utilitzat una translaci6. Per
obtenir, a partir d’aquesta, una parametritzacié local de la varietat invariant associada al
punt p, haurem de sumar p als polinomis z(t), y(t) trobats. Veiem-ho:

Recordem que I’aplicacié de la que partim és F =T7'FT. Aleshores, per definicié de
varietat invariant, es compleix:

(I"'FT)o K = KoR,

i aix0 és equivalent a

Fo(ToK)=(ToK)oR.

Observem que, com que T'(z) = x + p, aquesta equacié ens diu que obtindrem la varietat
invariant que busquem sumant p a la parametritzacié trobada de la varietat invariant
associada a (0, 0).

Finalment, per trobar la varietat estable invariant associada a p, repetim el mateix
procediment perd usant ! enlloc de F, i ™! enlloc de p.

Globalitzacié de la parametritzacio.

La idea és partir d’'una aproximacié de la varietat «, on « és o bé I'aproximacié afi
o bé el polinomi trobat pel metode de la parametritzacié, i anar trobant nous punts en
diferents segments, sempre recorrent I’aproximacié des del tg fins al valor 1, trobats en
I'inici del programa.

Trobem primer la varietat inestable.
Prop del punt fix, la dinamica de I’ aplicada a la varietat invariant consisteix en multi-
plicar per pu.
Conseqiientment, F' (a(tg)) ~ a(t1). Les imatges F*(a(tg)) sén punts de la varietat inva-
riant per ser a una aproximacio local d’aquesta. Els segments en els quals trobarem punts
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que parametritzaran la varietat son [F" 0 (a(tg), F" ot (a(ty))] per a tot n > 0, on ko
marca el segment en el que comencarem a trobar punts. Volem que el valor F*o(a(ty))

sigui de l'ordre de separacié dels punts. Per tant, podem agafar un valor de kg usant

(ln(d)—h;(to))

Tn(ss ] , on [z] representa la part entera de x.

ukOto ~ d, considerant per tant kg = [

Per dur a terme el programa que parteix d’una aproximacié afi, he utilitzat tres fun-
cions. La primera, f1, troba punts de aproximacié afi, i les dues ultimes F' i F;,, troben
punts de ’'aplicacié F' i F" respectivament. Pel programa que parteix del polinomi, he
utilitzat les mateixes F' i F),, 'aplicacié horner que avalua els polinomis en un valor ¢, i
I’aplicacié funct mencionada anteriorment.

En cada segment utilitzarem una variable s € [tg,?1] que recorri 'interval a través
de diferents increments. L’increment de s queda recollit a la variable ds. En el primer

segment trobarem com a molt un punt dins l'interval, utilitzant un increment ds = }j%o.

De manera general, pel segment n seguirem el seglient procediment. Comencant per
s = tg, es troba el valor del primer punt de la varietat, F" %0 (a(ty)). Aquest es guarda
a pf, i es calcula el primer increment de s, que és ds = LA

A continuacid, el programa entra en un bucle en el que abans de trobar el segiient
punt, comprova que no s’hagi arribat a t1, és a dir, mira que s + ds < t;. Si aix0 es
compleix, troba el valor de F"% (a(s + ds)) a través de la funcié F,, i es guarda a pf2.
Aquest sera el nou punt de la varietat trobat. A partir d’aqui, el valor s+ds es posa dins
la variable s i es calcula el nou ds. Aquest es troba amb ’expressié

d

ds = ds | Entko (s + ds)) — Fntko(a(s))]|”

En acabar un segment, canviem n per n 4+ 1, tornem a s = ty i calculem el nou ds
inicial, ds = ﬁ. Conseqiientment, cada segment comengara amb un valor ds més
" 0
petit, de manera que podrem trobar punts en un nombre finit de segments.

Per trobar la varietat estable, es segueix el mateix procediment perd usant F~! en
comptes de F' i A~! enlloc de p.

4.4 Varietats invariants associades al punt de sella

A continuacié usarem el metode de la parametritzacié per justificar l'existencia de les
varietats invariants estable i inestable del punt de sella p trobat anteriorment. Sigui vy i
ve els vectors propis escollits associats a A i p respectivament.

Observem que es compleixen les hipotesis del Teorema 3.1.

En primer lloc, A := JH (p) és invertible, ja que hem vist que det JH = —b # 0. Ara,
per justificar 'existencia de la varietat estable, tenim que 0 < [A| < 1,1 A\"™ # u per a tot
n > 2, ja que |u| > 1. Aleshores, pel Teorema 3.1 existeix una varietat invariant estable i
tangent a v1 a p.

Ara, observem que H és invertible, amb H !(x,y) = (%,x —i—a(%)2 - 1). Llavors,
considerant H— 1 i =1 en comptes de H i A\, podem canviar la hipotesis (2) del Teorema
3.1 per || > 1, cosa que és certa, i pel mateix raonament que hem fet al paragraf anterior
tenim que p” # X per a tot n > 2. Conseqlientment, existeix una varietat invariant
inestable i tangent a v9 a p.

A continuacié, volem trobar una parametritzacié global d’aquestes dues varietats, par-
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tint d’'una aproximacié d’aquestes al voltant del punt fix. Trobarem aquestes varietats
partint primer d’una aproximacié afi local de la varietat i posteriorment partint d’una
parametritzacié local d’aquesta.

Calculem primer vectors propis associats als valors propis A i u. Aquests son v; =
L1, %) ivg = 1@ (1, %—3), vectors propis de modul 1.

VISP 1455

Aproximacié afi.

Atés que A < 0, per trobar una millor varietat considerarem Daplicacié H := H? i
H~' = H~2 en comptes de H i H~!. Trobem primer la varietat inestable.
L’aplicacié H estd definida per

H(z,y) = H*(z,y) = (1 — a(l — az® + y)* + bz, b(1 — az® +y)) .

Usant aquesta aplicacio, el valor propi associat a la varietat inestable del punt fix sera
i := 12, i el vector propi associat a ji sera el mateix vy. Veiem-ho:

Per ser vy vector propi associat al valor propi u, tenim
Avy = pve.

Usant aixo i considerant ara H, per la regla de la cadena tenim J H = JH(H) x JH.
Finalment, com que H(p) = p, JH(p) = A% i

APvy = Apvy = pAvg = pPvs,

que implica que vy és vector propi associat al valor propi u?.

Amb el valor d = 5-1073 i t; = 1072 i trobant valors de la varietat en 15 segments
corresponents a la branca de la varietat on ¢ pren valors positius, el dibuix resultant de
la varietat invariant inestable es mostra a la figura.

Warietat inestable associada a p
0.4

03t

0.2t

01t

01t
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Com hem comentat anteriorment, el programa que utilitzarem per implementar les
dues varietats troba varietats inestables, de manera que per trobar la varietat estable que
busquem haurem d’usar

~ _ 1 a Y a a
H Y (z,y) = H ?(2,y) = <b (90—14‘6292)7[)—1+bg(9€—1+b292)2>-

Aleshores, seguint el mateix procediment anterior pero usant H'en comptes de Hi
X := A2 com a valor propi (en 'apartat anterior hem demostrat que A~! és valor propi
associat a la varietat inestable invariant en H~!, i de manera aniloga a I'is de H? es pot
veure que A2 és valor propi associat a la varietat inestable invariant en H~2) trobem la
varietat estable invariant en H al voltant de p.

Per graficar aquesta varietat, hem usat una separacié entre punts trobats de d =
5-1073 i un valor t; = 1073. Els punts trobats d’aquesta varietat s’allunyen del punt fix
rapidament, de manera que no podem utilitzar més de 5 segments per graficar-la. Per
poder graficar el dibuix de la varietat en la seva completitud, necessitem trobar punts tan
en la branca de la varietat on t pren valors positius, com en la branca de la varietat on ¢
pren valors negatius. Conseqiientment, trobem punts en 5 segments de la branca positiva,
i en 5 segments de la branca negativa, on per mantenir ¢ > 0, per trobar aquesta branca
I'inic que es modifica és el vector propi v1, que passa a ser —vq. Els resultats es mostren
a la figura.

Varietat estable associada a p

Aproximacié usant una parametritzacié local.
Trobem primer la varietat inestable.
En primer lloc apliquem la translacié T a H esmentada en l'apartat anterior de manera
que 0 passi a ser un punt fix. La nova aplicaci6 sera H=T"1HT.
Si denotem p = (p1,p2), aquesta aplicacié de manera explicita sera:

H(z,y) = H(z +p1,y+p2) — (p1,02) = (1 —al@+p1)> + y + p2 — p1,b(x + p1) — p2) -
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Analogament al cas anterior, com que el valor propi A és negatiu, per la varietat
inestable considerem H?, definida per:

- 2
H?(z,y) = (1 —a[l—a(z+p)?+y+p—p]| +b(z+p1)— po,
b[l—a(x+p)? +y+p—m]).
A continuacié, trobem una aproximacié local de H? usant Taylor al voltant del punt

fix (0,0). 3
Les derivades parcials de H? sén:

OH? )
5 (@) = (=2a [1 —a(z +p1)° +y+p2 — p1] [=2a(z + p1)] + b, —2ab(z + p1))
r72
(E(%y) = (—2a[1—a(@+p1)* +y+p2—p1],b)
2 172
S (0) = (~2a[~2a(a + p1)] )
a2£r2
W(az,y) = (4a® [1—a(z+p1)* +y+p2 —p1 — 2a(z + p1)(z + p1)] , —2ab)
27172
O ) = (20,0
3 172
o (9) = (6% + p1) — 2a(~20(z +p1)))(~20),0)
O3 H?

— (42
gy (#:) = (a0

D*H? OPH?
W(xvy) = Tyg(%y) =(0,0)

Observem que a partir d’aqui les derivades parcials sén totes 0.

Aixi, hem trobat Pexpressié de H? segiient:

3 3
H(z,y) ~ | D aga'y?, > bya'y |,
i+j=1 i+j=1
1 OYH
gy bij) = ————————(0,0).
(@i3:55) = G2 oaig (0

Per ser T una translacié, els valor propi associat a la varietat inestable invariant en H
al voltant de p és el mateix f.

Utilitzant el programa explicat en ’apartat anterior, els coeficients que defineixen la
varietat inestable invariant sota H associada a p es mostren a la segiient taula.
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Ordre Coeficient Ordre Coeficient

1 (0,1.03264 - 10*) 11 (3.63917-107,5.02916 - 10~*3)
2 (—1.32559, —1.11858 - 102) 12 (5.94084 - 10723, —7.20954 - 10~2°)
3 (2.696 - 107*,2.13572- 10~ 7) 13 (3.55615 - 1072, 3.8574 - 10~2?)

4 (—1.550467 - 1072, —5.90012 - 10~°) 14 | (—1.44559 - 10728, —1.33276 - 10~3)
5 (3.01045 - 1079,2.23661 - 10~?) 15 (1.67902 - 10732,1.13137 - 10~%)
6 (-1.70727 - 1075, ~1.16371 - 10~%) 16 | (—2.49636 - 107%*,—9.68515 - 10~%%)
7 (4.3314-10710,4.41811 - 107 13) 17 (8.5071-107%9,1.1225 - 10~*2)

8 (—2.13126 - 107, —-5.96525 - 1071%) | 18 | (—2.3491-107%°,—3.08872-10%5)
9 (1.38238 - 1014,2.25252 - 10~ '7) 19 (7.33749 - 107, 3.80049 - 10~°Y)
10 | (—4.141537-107'7,—4.41811-107'%) | 20 | (—1.1987-107%6,—7.20857-10°)

Notem que els coeficients cada cop sén més petits, a causa de la convergencia de H.
El metode de la parametritzacié ens permet trobar punts de la varietat corresponent amb
usant valors de ¢t més grans.
Amb aixo, la varietat invariant trobada usant una separacié entre punts de d = 5- 1073,
t; = 107! i trobant valors de la varietat en 15 segments corresponents a la branca de la
varietat on ¢ pren valors positius és la segiient:

Varietat inestable associada a p
0.4

03}

0.2}

01t

0.1

0.2 +

0.3

0.4
-1.5

1.5

Analogament a l'explicat a l'apartat de I"aproximacié afi, per trobar la varietat estable
haurem de calcular H~?2 i trobar-ne la serie de Taylor. En primer lloc,

~ —|— a
H 1:<y bp2—pl,x—1+b2(y+p2)2—p2+l?1)7

1 consequentment

- z—1 a + a a 2
H?= <b+bg(y+p2)2+12—p1,y bp2—1+ﬁ(x—1+b—2(y+p2)2+p1) —p2>.
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Les derivades parcials de H ™2 es mostren a continuacié:

OH2 1 2a a
O (x,y) = (bab2 (37— 1+b72(y +p2)2+p1)>

1 4a?
+ 7( 144 (y+pz)2+p1> (y+pz)>

)b bt

o2 (z,y) = |0, 2
O2H2 2a 4a? 3a
8y2 ($7y = b37 b4 X 1 + b72(9+p2)
QP H? OPH? o

Yy
OPH? 2443
62/3 (ac,y) <07 b (y+p2)>
O*H—? OtH2 AH- O*H—?

Aix{, hem trobat l'expressié de H 2 segiient:

4 4
H'—Z (.’E, y) ~ Z aijly]7 Z bl]xzy] 3
i+j=1 i+j=1
on ~
1 8i+jH—2

(@i3:b57) = T awioy

(0,0).

Per ser T una translacio, els valor propi associat a la varietat inestable invariant en
H~1 al voltant de p és el mateix A

Fent us del programa explicat en 'apartat anterior, els coeficients que defineixen la
varietat estable invariant sota H associada a p es mostren a la segiient taula.

Ordre Coeficient Ordre Coeficient
1 (—3.51977 - 10',1.14738 - 10?) 11 | (1.85125-102°,7.56077 - 10~ %)
2 (4.38815 - 10%,2.01778 - 10°) 12 | (2.50167 - 10~ 30,1.02172 107%)
3 (1.45734 - 10',5.95728 - 10?) 13| (2.2161-10735,9.05084 - 10~
4 (1.12272,4.58535 - 10') 14 | (1.27559 - 10~ 1 ,5.20967 - 1072%)
5 (5.45614 - 1073,2.22836 - 10~ 1) 15 | (4.55893- 10~ 1186193 10—44)
6 (1.03342-1075,4.22062 - 10~ *) 16 | (9.18358-10°2,3.75070 - 10~°7)
7 (9.00096 - 1079,3.67612 - 1077) 17 | (8.96126 - 10758,3.6599 - 10—56)
8 | (3.25315-107'%,1.32863-1071°) | 18 | (5.19886-10754,2.12329 - 107%%)
9 | (2.43463-10716,9.94338 - 10715) | 19 | (2.02855-10770,8.28488 - 107%)
10 | (8.74435-10721,3.57131-107) | 20 | (5.71722-10"77,2.33499 - 10~ ")
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Per graficar aquesta varietat no podem usar el valor ¢; = 107! ja que els punts de la
varietat es fan grans per valors de t petits, perd hem pogut usar el valor t; = 10~2,usant
novament d = 5- 1073 i hem graficant 4 segments de la branca positiva. Per segments
posteriors, els punts trobats sén d’un ordre molt gran. Per graficar la varietat, per cada
segment he limitat inferiorment I'increment ds a ds = 10™® pels punts fora del quadrat
[—10,10] x [-10,10], de manera que la quantitat de punts trobats per segment sigui
acceptable i assegurant densitat de punts prop del punt fix.

El resultat és el segiient:

Varietat estable associada a p

Observem que el dibuix és molt dens. Aix0 és aixi a causa de que els punts de la
varietat s’allunyen i tornen, dibuixant corbes molt similars. Aquesta densitat es podria
moderar controlant la quantitat de punts que el programa troba en cada segment.
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Finalment,
seglient:

comparant les dues varietats invariants associades a p obtenim el grafic

arietats inestable i estable associades ap
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5 Una altra aplicacio

A continuacié, estudiarem un altra aplicacié Fy definida per

Fafw,y) = (y=@+y)'y—2@+y)7).

on d és un nombre senar.

5.1 Punts fixos i estabilitat

Aquesta aplicacié té dos punts periodics de periode 2, P = (0,—1) i P, = (0,1) (es pot
comprovar facilment que F,; (0,—1) = (0,1) i F;(0,1) = (0,—1)). Per ser punts periodics
de periode 2, aquests dos punts sén punts fixos de ’aplicacié

2 d a\? d a\?
Fi(z,y)=y—2(x+y) —(2y—3(:v+y)) Yy —2(x+y) —2(2y—3(x+y)> :
La matriu jacobiana de Fj és

—d@+y) 1-d(@+y
—2d(z+y)* "t 1-2d(z+y) )"

JFd (x7 y) = (
Ara, la matriu jacobiana de Fy avaluada al punt periodic (0,—1) és

—d 1—-d
JFd(Oa_]-)_<_2d 1_2d>7
d’on traiem que els valors propis associats a (0, —1) sén

_1-8d+ VAP -T0d+l 1—3d —9d% —10d + 1

A
2 2

A partir d’aqui farem ’analisi amb d = 3, anomenarem F' := F3 i considerarem el punt
fix p = (0,—1). En aquest cas, la matriu jacobiana de F' avaluada a p és

JF(0,—1) = (:2 :g) :

i els valors propis associats a (0, —1) sén
A= 4413, u=—-4—13.

Considerem els vectors propis

(=) e (5)
v = T,l 1 vg= T’l

associats a A i u respectivament.

Seguint el mateix raonament fet per 'aplicacié d’Hénon, els valors propis associats a
(0,—1) en l'aplicacié F? sén

A=A2=29-8V13, [i=29+8V13,

i els vectors propis seran els mateixos vi, vo. Observem que 0 < ]5\] <1ilagl>1,de
manera que (0,—1) és un punt de sella.
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5.2 Varietats invariants associades al punt de sella

Usem novament el metode de la parametritzacié per justificar I'existencia de les varietats
invariants estable i inestable del punt de sella p. Veiem que es compleixen les hipotesis
del Teorema 3.1.

Justifiquem primer l'existéncia de la varietat estable. Tenim que A := JF (p) és
invertible, ja que det JF' (0,—1) = 3 # 0. Aleshores, com que 0 < [A| < 11 A" # p per a
tot n > 2, pel Teorema 3.1 existeix una varietat estable invariant sota F' i tangent a v; a
P.

Ara, observem que atés que 3 és un nombre senar, F' és invertible, amb F~! (z,y) =

L enlloc de F'i A, i notant

((m — y)% — 2z 4y, 2z — y) Aleshores, considerant F~1 i p~
que u™ # X per a tot n > 2, pel Teorema 3.1 existeix una varietat invariant inestable i

tangent a v2 a p.

Notem que F~! no és diferenciable si = y, perd s que ho és en un entorn dels punts
periodics.

Com a l'aplicacié6 d’Hénon, trobarem aquestes varietats partint primer d’una apro-
ximacio aff local de la varietat i després partint d’una parametritzacié local d’aquesta.
Tal com hem mencionat al principi del capitol, el punt p = (0,—1) és un punt fix de
I'aplicacié F2, i per tant per implementar el programa utilitzarem F? i F~2 per trobar
respectivament les varietats inestable i estable.

Aproximacié afi.

Per trobar la varietat inestable, usarem la aplicacié F?, el valor propi u? i el vector
propi vg. Usant d = 5-1073, t; = 1073 i trobant punts en 7 segments de la branca positiva
de la varietat, obtenim el grafic que es mostra a la figura.

Varietat inestable associada ap

05t
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Per trobar la varietat estable usarem

1

F_z(x,y):<<(:r—y)é—4:L'+2y)3 —2<(x—y)%—2x+y>+2x—y,

2 ((w—y)

=

—2x+y>—2x+y>.

Finalment, usant d = 5 - 1073, ¢t; = 1073 i trobant punts en 10 segments de la branca
positiva de la varietat i en 10 segments de la branca negativa, obtenim el grafic que es
mostra a continuacio.

Varietat estable associada a p

15+t

05 -

0.5 +

15}

Parametritzacio local.
De manera analoga a ’aplicacié d’Hénon, utilitzarem 1’aplicacié T' per transportar el
punt fix p a (0,0). De manera explicita, aquesta nova aplicacié transportada sera

Foy)=Foy-1)-0-1)=(y-1-@+y-1"y-2@+y-1°).
Considerant F2 ens quedar:

) 3 3\3
Foy) = (y—2@+y-1-1- (y—2-3(+y—1)°) ",

y—Q(x—i—y—1)3—2(2y—2—3(:1:+y—1)3>3>.
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Per la longitud de les expressions de les derivades parcials de F2, expressem a conti-
nuaci6 aquestes derivades avaluades a (0,0):

OF? OF?2

- = (21,4 - =(1

o (0,0) = (21,48) , oy (0,0) = (16,37),

O2F? O2F? O2F?

922 (0,0) = (—528,-1068) , 920y (0,0) = (420, 852) , 52 (0,0) = (=336, —684)

Fent s del programa explicat en la seccié de I'aplicacié d’Hénon, els coeficients que
defineixen la varietat inestable invariant sota I’ associada a p es mostren a la seglient taula.

Ordre Coeficient Ordre Coeficient
1 (1.6 - 10',3.68444 - 10') 11 (9.46327 - 10727, 1.95315 - 10~ %0)
2 (—5.20138 - 101, —1.07174 - 10?) 12| (—1.74688 - 103!, —3.60543 - 10~°1)
3 (4.9474,1.01916 - 10') 13 (2.15993 - 1026, 4.45794 - 10~36)
4 (—1.26848-1071, —2.61788 - 10~ 1) 14 | (=1.7917-10~*,-3.69794 - 10~!)
5 (3.93902 - 10~*,8.13028 - 10~ %) 15 (9.77391 - 10747, 2.01726 - 10~%6)
6 (—4.94426 - 1077, -1.02052 - 10~°) 16 | (—3.3817-107%2,—6.979589 - 10 °%)
7 (2.94444 -10719,6.07735 - 10~17) 17 (7.23593 - 107°8,1.49344 - 10~°7)
8 (—7.8871-1071,-1.62786-10%) | 18 | (—1.02687-107%, -2.11939-10~53)
9 (7.1382-107'%,1.47328 - 10~17) 19 (1.03292 - 10799, 2.13187 - 10~%9)
10 | (—3.33734-10"*2,—-6.88804-10"%%) | 20 | (—7.72744-1077%,—1.59489 - 10~ %)
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Ara, considerant d = 5- 1073, t; = 10~!, i trobant punts en 10 segments de la branca
negativa de la varietat, podem treure els resultats segilients:

Varietat inestable associada a p

05}

0.5

Per trobar la varietat estable, necessitarem considerar F'~2. Trobem primer F 1

Fl(z,y) = (1—2+(x+y)+(1—2x—y)%,2—(x+y)),

i per tant

F2(z,y) = <(1—2x—y)é—|—(1—(x+y)—2(1—23:—y)§>§,1—(1—2x—y)§>.

Per la longitud de les expressions de les derivades parcials de F'~2, expressem a conti-
nuacié aquestes derivades avaluades a (0,0):

OF 2 52\ OF 2 6 1
aCL‘ (070) - <_9> 3> ) 8y (0’0) - <_97 3) )

D?F—2 22 8\ 92F? 4 2\ O F? 14 4
o2 (070) - <_817 9) ) ayg (070) - <_817 9> ) 83:83/ (070) - <_817 9> .

Utilitzant novament el programa explicat en la seccié de I'aplicacié d’Hénon, els coe-
ficients que defineixen la varietat estable invariant sota F' associada a p es mostren a la
segiient taula.
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Ordre Coeficient Ordre Coeficient

1 (—6.66667 - 10~*,6.98271) 11 | (—1.09831-10%",4.62562 - 10~")
2 (—3.23733-1072,1.36511 - 1071) 12| (—1.32912-107%*,5.59689 - 10~3)
3 (—2.01145 - 10~ 4,8.70698-10*4) 13| (—1.29049 - 1073,5.43373 - 10~%)
4 (—5.51093 - 1077,2.34828 - 107°) 14 | (—1.02209 - 107*2,4.30334 - 10~2)
5 (=7.79557-10710,3.29825-107%) | 15 | (—6.69799-107%7,2.81994 - 10~46)
6 | (—6.54998-1071%,2.76491-107') | 16 | (—3.67707 - 107!, 1.54805 - 10~°°)
7 | (-3.55908-10716,1.50113-107%) | 17 | (—1.70967-10°% 7.1975 107
8 | (—1.328378-10719,5.5998 - 10719) | 18 | (—6.79809 - 1070, 2.86186 - 10~°9)
9 | (—3.56574-10723,1.50253 -10722) | 19 | (—2.33182-107%%,9.81632-10~%)
10 | (—7.14003 -1027,3.00773-10726) | 20 | (—6.95367 - 1075%,2.92725 - 10~%%)

1

Ara, considerant d = 5-1073, t; = 10~

, 1 trobant punts en 7 segments de la branca

positiva de la varietat i en 7 segments de la branca negativa, obtenim el resultat segiient:

Varietat estable associada a p

15}

05

05

-15
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Conclusions

L’objectiu principal d’aquest treball és desenvolupar el metode de la parametritzacié per
varietats invariants analitiques 1-dimensionals. En primer lloc, ’he desenvolupat a nivell
teoric, enunciant el teorema principal i demostrant-lo.

Per fer-ho, abans he necessitat exposar diferents definicions i resultats dins la teoria
dels espais de Banach, i sobretot dins el calcul diferencial en espais de Banach.

Finalment, a nivell practic, he creat un programa que a partir d’aquest metode trobi
una parametritzacio local de la varietat invariant 1-dimensional que busquem, per poste-
riorment globalitzar-la. A continuacid, he usat aquest programa per trobar les varietats
inestable i estable associades a dos punts de sella de dues aplicacions diferents, en primer
lloc I’aplicacié d’Hénon, i per altra banda una aplicacié que apareix en el metode de la
secant com a sistema dinamic a ’entorn d’una orbita periodica de periode 3.

Aquest treball m’ha aportat un ampli coneixement, en primer lloc, dels espais de
Banach i el calcul diferencial dins aquests espais. En D’assignatura d’Analisi Funcional
vaig comencar a treballar amb ells, pero aquest treball m’ha permes aprofundir en aquest
ambit. He vist la importancia que aquests tenen dins I’analisi funcional, ja que permeten
treballar amb una gran quantitat d’espais i demostrar-ne propietats especifiques. Un dels
teoremes que no coneixia és el Teorema reciproc de Taylor, i gracies al treball realitzat
n’he pogut veure la importancia i la utilitat que té.

He conegut i apres a desenvolupar el metode de la parametritzacié per varietats invari-
ants analitiques 1-dimensionals, i he vist com de potent és aquest metode. He apres també
a desenvolupar demostracions rigoroses usant espais de Banach. Computacionalment, he
desenvolupat un programa que amb pocs segons em troba els coeficients d’un polinomi
que defineix una varietat invariant al voltant d’un punt hiperbolic amb tants termes com
vulguem, tot i que a partir d’un cert terme, aquests coeficients deixen de ser significatius
per ser d’un ordre molt petit.

Ja per acabar, puc dir que aquest ha sigut un treball que he disfrutat i que m’ha
permes aprofundir en arees que no havia treballat en les assignatures del grau.
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A Codi en C desenvolupat

A continuacié es mostra el programa que he creat per trobar les parametritzacions locals
de les varietats invariants corresponents i la seva posterior globalitzacié. En particular,
aquest programa fa referéncia a la varietat invariant inestable associada al punt fix p de
Iaplicacié6 d’Hénon. Els programes creats per trobar la resta de varietats invariants son
adaptacions d’aquest.

1 #include <stdio.h>
2 #include <math.h>

3 #include <stdlib.h>
1 #define a 1.4

5 #define b 0.3

7 double poten (double #,double *,int , int, int);
s double horner (double *, double, int, double );

9 void F(double %, double x);

10 void Fn(double %, double %, int );

11 void funct(double *, double %, double x);

13 int main (void){

14 double d, lambda, tl1, #vl, xv2, indaux,*v, xw, *swml, **wm2, lambdak, tcl,
tc2, det, vauxl, vaux2, xp, suml, sum2, tO0;

5 int i, j, N, num, k, m, r, nl, *ind;

1
16 FILE =«sortida;
1

18 /*Calculem el punt de sellax/
19 p=(double #*)malloc(2*sizeof (double));
20 if (p=NULL){

21 printf(”error de memoria\n”);
22 exit (1);
23}

24 p[0]=(—0.7—sqrt (6.09)) /2.8;
25 p[l]=(—0.7—sqrt (6.09))*0.3/2.8;

W) ;

2

2

28 sortida=fopen (” hinest_param . txt” ,

30 printf(”Fins quin ordre els termes de F?\n”);

3 scanf ("%d” , &nl);

3

3 /*A ind hi guardarem 1’index de fl1 i f2 on comencen els termes de cada
grau dels polinomissx*/

3¢ ind=(int #*)malloc ((nl+2)xsizeof (int));

35 if (ind==NULL){

36 printf(”error de memoria\n”);

37 exit (1);

38 }

40 /*Emplenem indx/

41 indaux=0;

42 ind [0]=0;

a3 for (i=1; i<(nl+2); i++){
44 ind [i]=indaux+i;

45 indaux=ind [ i ];

46 }

a8 /*A fl hi guardarem els coeficients del polinomi que forma la primera
component de 1’aplicacio corresponents/

20



49 /*A f2 hi guardarem els coeficients del polinomi que forma la segona
component de 1’aplicacio corresponents/

50  fl=(double #)malloc(ind [nl+1]*sizeof (double));

51 f2=(double *)malloc(ind [nl+1]*xsizeof (double));

52 if (f1=NULL || f2==NULL){

53 printf(”error de memoria\n”);
54 exit (1);

55 }

56

57 /*Emplenem f1 i f2x/

58 funct (f1, f2, p);

60 /*Escollim la separacio entre punts que trobarem de la varietat invariants/

61 printf(”separacio (entre 0.005 i 0.01)\n”);

2 scanf("%le”, &d);

63

64 /*Escollim temps suficientment petit per obtenir un error acceptable a 1’
hora de trobar la varietat invariant globalx/

65 printf(7t1\n”);

66 scanf ("%le” , &t1);

67

68 /+*Calculem el valor propi de modul >1 i 1’elevem al quadrats/

60 lambda=0.5%(sqrt (6.09)4+0.7)+ sqrt (0.25%(sqrt (6.09)+0.7)*(sqrt (6.09)+0.7)

6

+0.3);
70 lambda=lambdaxlambda;
71
72 /*N sera el grau del polinomi que parametritza la varietat invariantsx/
73 printf(”Grau de la parametritzacio?\n”);
72 scanf ("%d”, &N);
75

6 /*Inicialitzem els vectors que guardaran els coeficients de la
parametritzacio de la varietat invariants/

77 v=(double #)malloc(N*sizeof (double));

78 w=(double #*)malloc(Nxsizeof (double));

79 if (v=NULL || w==NULL){

80 printf(”error de memoria\n”);

81 exit (1);

82 }

84 [+*Trobem els coeficients per k=Ilx/
85 v[0]=11[2];
86 w[0]=lambda—f1 [1];

87

ss /*Per k=2 no tenim matriu. Nomes necessitem v[0], w[0] i el coeficient d’
ordre 2 de la potencia () 2. Trobem els dos coeficientss/

89 vauxl=v[0]*v[0];

90 vaux2=w[0]*w[0];

91

92 /*Sumem () "2()°0 , ()°"0()"2 i ()"1() 1%/

93 tcl=f1[3]* vauxl+ f1l[5]* vaux2+ f1[4]*poten(v, w, 2 , 1, 1);

94 tc2=f2 [3]* vauxl+ 2 [5]* vaux2+ {2 [4]*poten(v, w, 2 , 1, 1);

95

96 lambdak=lambdaxlambda;

97 det=(f1[1] —lambdak) *( {2 [2] —lambdak)—f2 [1]* f1 [2];

98 v[l]=(—1./det) *((f2[2] —lambdak)*tcl—f1 [2]* tc2);

99 w[l]=(—1./det)*(—f2[1]* tc1+(fl[1] —lambdak)*tc2);

100

101

102 /*A partir d’ara, trobarem la resta de coeficients de manera iterativax/

103 /«Per trobar els coeficients d’ordre k, considerem els polinomis fins a
ordre kx/

o1



104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135

136
137
138
139
140
141
142
143

145

for (k=3; k<=N; k++){

wml=(double xx)malloc ((

wm2=(double ##%)malloc ((

if (wml=NULL || wm2=NULL)
printf(”Error memoria\n”);
exit (1);

xsizeof (doublex));

k—1)
k—1)ssizeof (doublex));
{

}
for (i=0; i<k—1; i++){
wml[i]=(doublex)malloc ((k—1)*sizeof (double));
wm2[i]=(doublex*)malloc ((k—1)*sizeof (double));
if (wml[i]==NULL || wm2[i]==NULL){
printf (” Error memoria\n”);
exit (1);
}
}
/#*Inicialitzem a 0x/
for (j=0; j<k—1; j++){
for (i=0; i<k—1; i++){
wml[j][1]=0;
wm2[ j ][ 1]=0;
}
}

/*Calculem coeficients de la potencia 2 excepte el coeficient d’ordre kx/
for (1=0; i<k—2; i++){
suml=0;
sum2=0;
for (m=0; mxk—1; mt++){
for (r=0; r<k—1; r++){ /#m i r controlen els coeficients finals de la
serie trobatsx/
if (mr=—1){
suml+=v [m]*v[r];
sum2+=w [m]*w[r|;
}
}
}
wml[0][i]=suml;
wml[0][i]=sum2;

}

/*Resta de potencies fins a k, excepte els coeficients d’ordre k de cada

potenciax/
for (j=1; j<k—1; j++){
for (i=j; i<k—2; i++){

suml=0;

sum2=0;

for (m=0; nxk—2; mt++){ /+*m controla els elements de les matrius wml i
wm2 d’una fila superior sense contar els d’ordre k que no els sabem.x/

for (r=0; r<k—1; r++){ /*s controla els coeficients trobats.x/

if (mpr=—i—1) {
suml4+=wml|[j —1][m]*v[r];
sum24=wm2[j —1][m]*w[r ];
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162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185

186

187
188
189
190
191

192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211

212
213
214
215
216
217
218
219
220

221

/#*Calculem els coeficients k per cada potenciax/
/*Potencia 2x/
m=k —2;
for (i=0; i<k—1; i++){
wml [0] [k—2]+=v[1i]
wm2[0] [k—2]4+=w]1i]
m——;

}

/*Potencies de 3 a k—1x/
for (j=1; j<k—2; j++){
m=k —3;
for (i=0; i<k—1; i++){
wanl [ ] [k 2= [i ] ewmi [§ —1][m]
w2 [ j | [k=2+=w[i]+wm2[j —1][m];

[m];

*V
*wlm] ;

}
}

/*Potencia d’ordre kx/
wml [k —2][k—2]=v [0]*wml[k—3][k—3];
wm2[k —2][k—2]=w[0] *wm2[k —3] [k —3];

/*Fins aqui hem calculat per una k els coeficients de les
corresponents , guardats en dues matrius wml i wm2.x/

potencies

/*Ara hem de calcular els coeficients dels productes ()" 1() m %/

tcl=0;
tc2=0;
for (m=2; mx=nl; mt++){

tcl4+=f1[ind [m]]*wml [m—2][k—2]+f1 [ind [m+1] —1]*wm2[m—2] [k —2];
tc24=f2 [ind [m]]*wml [m—2][k—2]+f2 [ind [m+1] —1]*wm2[m—2] [k —2];

}

/*Calculem les potencies intermitges.s*/
for (m=2; mx=nl; mt++){
j=m—1;
for (i=1; i<m; i++){
if (i==1 && j==1){
tcl4+=f1[ind [m+i]]* poten(v, w, k, j, i);
tc24=f2 [ind [mti || * poten (v, w, k, j, i);
}
else if (i==1 && j!=1){

tcl4=f1[ind [mti]|]* poten (wml[j—2], w, k, j, i);
tc2+4=f2 [ind [mti ] ] * poten (wml[j—2], w, k, j, i);
}
else if (il=1 && j==1){
tcl4+=f1 [ind [mti]]* poten (v, wm2[i—2], k, j, i);
tc2+4=f2 [ind [mti]]* poten (v, wm2[i—2], k, j, i);
}
else {

tcl4+=f1[ind [mti]]* poten (wml[j—2], wm2[i—2], k, j,
tc24+=f2 [ind [m+ti | ] * poten (wml[j —2], wm2[i—2], k, j,
}

) ==

}
}

lambdak=1;

93
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236
237
238
239
240
241
242
243

244

for (i=1; i<=k; i++) lambdaks=lambda;
det=(f1[1] —lambdak) = ({2 [2] —lambdak)—f2 [1]* f1 [2];

v][k—1]=(—1./det) *((f2[2] —lambdak)*tc1—f1 [2]* tc2);
wlk—1]=(—1./det)*(—f2 [1]* tc14+(f1[1] —lambdak)*tc2);
}

for (i=0; i<N; i++){
printf (7 coefsl[%d]=%le\t coefs2[%d]=%le \n”, i, v[i], i, w[i]);
}

/#Un cop tenim els coeficients que defineixen la parametritzacio local
globalitzem aquesta parametritzacios/

double s, ds, lambdaO, *pi, *pf, *pf2,xdif, norm;

int kO, n;

/*Comencem amb t0*/
t0=—t1/lambda;

/*Trobem kO#/
k0=(log (d)—log(t1l))/(log (lambda))+1;
if (k0<=0) k0=1;

pi=(double x)malloc(2xsizeof(double)); /*xpi guardara els diferents valors
de la parametritzaciox/

pf=(double #*)malloc(2+sizeof(double)); /xpf i pf2 guardaran els diferents
valors de F~(k+k0)=x/

pf2=(double #*)malloc(2%sizeof (double));

dif=(double #)malloc(2*sizeof (double)); /+xdif es un vector auxiliarx/

if (pi=NULL || pf=NULL || pf2=NULL || dif=NULL){
printf(”error de memoria\n”);
exit (1);

}

/*Primer punt de l’intervalsx/

pi[0]=horner (v, t0, N, p[0]);

pi[l]=horner(w, t0, N, p[1]);

Fn(pi, pf, k0);
fprintf (sortida, "%le %le\n”, pf[0], pf[l]);

/*Segment 1x/
/*En aquesta primera part considerem nomes la possibilitat de trobar un
unic punt dins 1’intervalx/
printf(”segment 1\n”);
lambdaO=lambda;
for (i=2; i<=k0; i++) lambdalO*=lambda;
ds=d/lambda0;
s=t0 ;
/#Si encara no s’ha arribat a tl, es calcula el nou punt trobats/
if (s—ds>—t1) {
pi[0]=horner (v, s—ds, N, p[0]);
pi[l]=horner (w, s—ds, N, p[1l]);
Fn(pi, pf2, k0);
fprintf (sortida, "%le %le \n”, pf2[0], pf2[1]);
}

/*Fi de segment, posem tots els vectors a zerox/
for (i=0; i<2; i4++){
pi[i]
pf[i]
pf2[i]=0;

:O7
}
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318
319
320
321
322

/*Resta de segmentsx/
for (n=1; n<15; n++){

printf (”segment %d\n”

num=0;

s=t0 ;
lambda0*=lambda ;
ds=d/lambda0;

pi[0]=horner (v, s,
pi[l]=horner(w, s,

Fn(pi, pf, kO4n);

fprintf(sortida , "%le

while (s—ds>t1){
num--;

, n41);

%le\n”, pf[0], pf[l]);

pi[0]=horner (v, s—ds, N, p[0]);
pi[l]=horner(w, s—ds, N, p[1l]);

Fn(pi, pf2, kO+4n);

fprintf (sortida, "%le %le\n”, pf2[0], pf2[1]);

s—=ds;

for (i=0; i<2; i++) dif[i]=pf2[i]—pf[i]
norm=sqrt (dif [0]* dif [0]+ dif [1]* dif [1]);

ds*=d /norm;

for (i=0; 1<2; i++)

)

pfli]=pf2[i];

for (i=0; i<2; i++) {

pf2[i]=0;
pi[i]=0;
dif[i]=0;

}
}

printf (’num vegades while: %d\n” ,

for (1=0; i<2; i++){

pi[i]=0;
pf[i]=0;
pf2[i]=0;

}
}

return 0;

double poten (double xv, double xw,
/*1 es 1’ordre de la potencia de la

de la serie wx/
int i, j;
double sum;
if (m==1 && 1==1){
=1

sum=0;

for (i=k—1; i>=m;
sum+=v [ j]*w[1i];
j++

}

if (m==1 && 1>1){
j=1-2;
sum=0;

num) ;

int k, int 1,int m){

serie v, 1 m es l’ordre de la potencia

i—) {

for (i=k—1—1; i>=m; i—){

sumt=v [ j ] *w[1i];
i+

5}



339 }
340 }
341 if (1==1 && m>1){

342 i=1;

343 sum=0;

344 for (i=k—1—2; i>=m—2; i—){
345 sum+t=v [ j |*w[1i];

346 j++;

347 }

348

349 if (m>1 && 1>1){

350 j=1-2;

351 sum=0;

352 for (i=k—1—2; i>=m—2; i—) {
353 sumt=v [ j ] *w[1i];

354 j++;

355 }

356}

357 return sum;

358 }

359

360 double horner (double xcoefs, double t, int N, double p){
361 double xaux;

362 int k;

363  aux=(doublex)malloc (Nxsizeof (double));
364 if (aux==NULL) {

365 printf(”problemes de memoria\n”);

366 exit (1);

367}

368 aux [N—1]=coefs [N—1];

369 for (k=N—2; k>=1; k—) aux|[k]=coefs [k]+ aux[k+1]xt;
370 aux[0]=ptaux[1]*t;

371 return aux[0];

372 }

374 void F(double #p, double *v){
375 double #*aux;

376 aux=(double *)malloc(2*sizeof (double));
377 if (aux==NULL){

37

378 printf(”error de memoria\n”);
379 exit (1);

380  }

381

382 aux[0]=1+p[l]—axp[0]*p[0];

383 aux[l]=bxp[0];

384 v[0]=1+aux[l] —axaux[0]*aux [0];
385 v[l]=b*aux[0];

386 free (aux) ;

387 return;

388 }

389

300 void Fn(double #p, double #v, int n){
391 double xaux;

392 int 1i;

303 aux=(double *)malloc(2*sizeof (double));
394 if (aux==NULL){

395 printf(”error de memoria\n”);

396 exit (1);

397 }
398 F(p, v);
300 for(i=2; i<=n; i++){
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400
401
402
403
404
405
406
407
108 }
409

}

free (aux);
return;

110 void funct (double #fl, double %f2, double *p){

411

412

int i;

/% Coeficients de la serie de Taylor per 1’aplicacio d’Henon F al quadrat.
Abans, fem una translacio de manera que F’(0)=0 (0 sigui el punt fix i
no p) de manera que F’(x)=F(x+p)-—p*/

/*Emplenem f1 %/

f1[0]=0; /+a00x/

f1[1]=4*a*a*p[0]*x(1 —a*p[0]*p[0]+p[l]—p[0])+b; /*alOx/

f1[2]=—2%a*(1—(a*p[0]*p[0])+p[1]—p[0]); /*aOlx/

f1[3]=0.5%(—2%ax(4xaxa*p[0]*p[0] —2xax(1—a*p[0]*xp[0]+p[l]—p[0]))); /*a20x/
f1[4]=(0.5) *4*a*a*p[0]; /+allx/

f1[5]=(0.5)*(—2%a); /xa02x%/

f1[6]=(1./6)*8+a*xa*xp[0]*x(1—a); /*a30x/

f1[7]=(1./6)*4dxa*xa; /+a2lx/

f1[8]=0; /xal2x/

f1[9]=0; /+a03x/

/*Emplenem {2 x/

f2[0]=0; /+*b00x/

f2[1]=—2%a*b*p[0]; /+bl0x/

f2[2]=b; /+b01lx/

f2[3]=(1./2)*(—2%a%b); /+b20x/

for (i=4; i<10; i++) f2[i]=0; /+bll, b02, b30, b2l, bl2, b03x/

return;
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