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Abstract

We follow the work of DeFranco in [4] and [5] to prove a factorization formula for the Taylor
series coefficients of a zero of a polynomial as a function of the polynomial’s coefficients.
This result extends to more general functions which we call complex exponent polynomials
and also to the sum of a complex exponent polynomial and an holomorphic function with
a simple zero. To prove this formula we need lemmas about Stirling numbers, multisets
and partition sets. We also show that, when applied to polynomials, the formula recovers
Sturmfels results in [11]. Finally, continuing the the work of DeFranco, we see that
the formula, when applied to second degree polynomials, agrees with the known radical
solutions and we prove an extension of a result about derivtions on commutative rings.

Resum

Seguirem la feina de DeFranco a [4] i [5] per demostrar una férmula de factoritzacié per
als coeficients de la serie de Taylor d’un zero d’un polinomi com a funcié dels coeficients
del polinomi. Aquest resultat s’extén a funcions més generals que anomenem polinomis
d’exponents complexos i també a funcions suma d’un polinomi d’exponents complexos
i una funcié holomorfa amb un zero simple. Per provar la férmula necessitarem lemes
sobre els nombres d’Stirling, multiconjunts i conjunts particié. També veurem que aques-
ta férmula aplicada a polinomis recobreix els resultats obtinguts per Sturmfels a [11].
Finalment, continuant la feina de DeFranco, veurem que la férmula aplicada a polinomis
de segon grau concorda amb les solucions per radicals conegudes i provarem una extensié
d’una proposicié sobre derivacions en anells commutatius.
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1 Introduccio

1.1 Objectiu i estructura del treball

Donada una (n+ 1)-tupla de nombres complexos, a = (ag, a1, ..., ay), un polinomi és una
funcio

p:C—C
n
Z— Zakzk.
k=0

Si a, # 0, aleshores p(z) té grau n. Un zero (o arrel) de p(z) és un nombre ¢ tal que
p(¢) = 0. Com que ¢ depen dels coeficients ay, . . ., a,, podem pensar en ¢ com una funcié
respecte a, ¢ = ¢(a).

Descriure aquesta dependencia en a és un dels problemes més classics i importants de les
matematiques. Per a polinomis de grau 1 fins a 4 existeixen férmules que proporcionen
tots els zeros de p(z) a C. Aquestes féormules sén conegudes com les solucions per radicals i
expressen els zeros del polinomi en funcié dels seus coeficients mitjangant ’aplicacié finita
de sumes, restes, productes, divisions i arrels k-éssimes, on k és un enter positiu. D’altra
banda, gracies a Galois, Ruffini i Abel sabem que una solucié per radicals no existeix per
a polinomis de grau 5 o superior.

Tot i aixi, la funcié ¢(a) es pot descriure usant series infinites per a un polinomi de
qualsevol grau. Molts autors han estudiat aquestes series formals i utilitzant diferents
tecniques han donat expressions per a aquestes series.

Per exemple Sturmfels a [11] demostra que les arrels d’un polinomi de grau n satisfan
un sistema A-hipergeometric d’equacions diferencials. A denota la configuracié de n + 1
punts equidistants a la recta afi. Aleshores per cada una de les 2"~! triangulacions de A
Sturmfels construeix n series solucié diferents.

Considerem per exemple I’equacié general de la quintica,
ao + a1z + agz® + asz® + aszt + a52° = 0. (1.1)

Llavors per a la triangulacié més fina, la que divideix A en cinc segments de longitud u,
les cinc arrels de (1.1) sén

Xl:—l = - |:aO:| ’ XQ,—I = - |:a1:| + |:aO:| ) X3,—1 = - |:a2:| + |:al:| ;
ai a2 ai a3 a2

a a a a
o 2] w2
a4 as as a4

on cada braquet representa una serie de potencies. Per exemple:

3 3.2 4

2 4 5
agn agn ana9 anas apas anaq anaoas anas
—|l=—40= 0402, 0 502 02y
al ai aj aj aj aj aq 31

La defincié explicita d’aquestes séries es pot trobar a la Definicié 5.5. En el cas de la
darrera serie és

@ _ Z (_1)2i+3j+4k+5l(27;+3j +4k‘+5l)‘ aé+2j+3k+4l+1aéa]3'a]4€aé
iR (i + 25 + 3k + 41+ 1)! a§i+3j+4k+5l+1

ay L
1,3,k,1>0



En el cas de prendre la triangulacié més grollera, la que divideix A en un sol segment, les

cinc solucions de (1.1) sén
as [aﬂ
YERT as | |

al
(el

una per cada ¢ solucié de ¢€° = —1. La férmula general que déna Sturmfels per les n
solucions de cada una de les triangulacions es pot trobar al capitol 5.

1/5

CLO a9
Xse=¢ [ 1/5
as

3 4
+¢ 2/5 3/5 +¢
Qg as

En aquest treball seguirem 1’aproximacié nova del problema que fa Mario DeFranco a [4]
i [5]. El que farem sera calcular directament els coeficients de la seérie de Taylor de ¢(a) i
en donarem una férmula de factoritzacid, que sera el teorema principal d’aquest treball,
el Teorema 1.8, que provarem detalladament. Per demostrar-lo necessitarem uns resultats
previs sobre els nombres d’Stirling de primera i segona espécie que provarem al capitol 2.
Al capitol 3 demostrarem unes proposicions sobre conjunts particié i derivacions en anells
commutatius que també utilitzarem en la demostracié del teorema principal. Finalment
al capitol 4 ja podrem provar la férmula de factoritzacio.

DeFranco presenta dues novetats a 1’hora d’abordar el problema de descriure ¢(a) usant
series infinites. Una és la tecnica utilitzada: el calcul directe de la serie de Taylor de
¢(a) amb eines de la combinatoria. La segona i més important novetat és que el Teo-
rema 1.8 també val per a un tipus més general de funcions, els polinomis d’exponents
complexos. Aquestes funcions sén com els polinomis perd permetent que els exponents
de la indeterminada siguin nombres complexos. Els definim a la Definicié 1.3 del capitol
1. Per aix0 recordarem abans breument com es defineix ’exponenciacié complexa i que
és la superficie de Riemann associada al logaritme complex. Aixo ho farem al capitol 1,
on també enunciarem el resultat principal del treball, el Teorema 1.8.

Veiem a continuacié un exemple que mostra la generalitat del Teorema 1.8. Considerem
el polinomi d’exponents complexos

z+2t 2427 (1.2)
on i denota la unitat imaginaria. Aleshores una de les series formals solucié de (1.2) que
proporciona el Teorema 1.8 és

j1i(i—k) Jtk-1

Z TR H 142 —j—k—i(j—Fk)).

Al capitol 5 veurem com quan apliquem el Teorema 1.8 a polinomis podem recobrir els
resultats d’Sturmfels a [11] 1 obtenir les n series solucié de cada una de les triangulacions.
Abans d’aix0, veurem breument com arriba Sturmfels als seus resultats, que ens portara
a estudiar que son els sistemes hipergeometrics d’equacions diferencials.

Al capitol 6 veurem com la férmula del teorema principal concorda amb la férmula de les
arrels dels polinomis de segon grau que coneixem:

—b+Vb? — dac
2a '

En efecte, si desenvolupem fent Taylor l'arrel negativa de (1.3) al voltant del 0 respecte
la variable ¢, la podem reexpressar com

b °°1(_1>n<é>n <4b>

a 2a n!
—

(1.3)




Veurem que aquesta serie també s’obté del Teorema 1.8. Igualment també n’obtindrem
I’arrel positiva.

Al capitol 7 veurem una regla de transformacié que relaciona les series de les arrels de dos
polinomis d’exponents complexos i al capitol 8 enunciarem una extensié del Teorema 1.8.
Aquesta déna una féormula de factoritzacié pels coeficients de la serie de Taylor d’un zero
d’una suma d’un polinomi d’exponents complexos i una funcié holomorfa amb un zero
simple. La demostracié d’aquest resultat utilitza les mateixes tecniques que les utilitzades
per provar el Teorema 1.8 i es pot trobar a [5].

Amb tot aix0 quedara cobert I'objectiu principal d’aquest treball: llegir i entendre la feina
de DeFranco a [4] i [5] i reproduir-la de manera autocontinguda en aquest treball, aix{
com estudiar tots aquells conceptes nous i necessaris per dur-ho a terme.

Un segon i més ambiciés objectiu és continuar la feina de DeFranco. Els articles [4]
i [5] han estat publicats durant els primers mesos de 2021 i el propi Mario DeFranco
planteja preguntes i nous camins a explorar que parteixen del seu treball. Una d’aquestes
preguntes és obtenir les solucions per radicals dels polinomis de grau 1 fins a 4 a partir
del teorema principal. Com hem dit, al capitol 6 provarem que efectivament es poden
obtenir les solucions per radicals de les arrels d’un polinomi de segon grau.

Al capitol 9 respondrem una altra d’aquestes preguntes. Es tracta de generalitzar la
Proposicié 3.8, que dona una féormula sobre derivacions en anells commutatius:

M
> ) TT soa(fa T 40 = 6¥ (ass [T 10
i=1

wC[1,M] icwe ST

on 0 : R — R és una derivacio a anell Ri fa, fg, fi € R,1 <i < M, sén elements de
I’anell. La Proposicié 9.2 generalitza aquesta formula usant més elements fa, f5,....

Finalment tancarem el treball amb unes conclusions al capitol 10 . També hem inclos un
Apendix on hi ha un recopilatori dels errors detectats a [4] i [5] aix{ com també un llistat
d’aquelles demostracions que he simplificat o que he hagut de provar jo.

1.2 Preliminars

Definirem un polinomi d’exponents complexos usant essencialment la mateixa definicié
que hem donat de polinomi pero permetent que els exponents de z siguin nombres comple-
xos enlloc de nombres naturals. Recordem, doncs, com es definia I’exponenciacié comple-
xa. Com que es vol preservar les propietats conegudes dels logaritmes i dels exponents pels
nombres reals i extendre-les als complexos, és natural definir ’exponenciacié complexa
com
LW — QW logz.
Per tant cal definir també el logaritme complex. El problema és que la funcié exponencial
no és injectiva:
W2 — oy e C.

Per solucionar aquest problema podem restringir el domini de la funcié exponencial a una
regié que no contingui dos nombres que tinguin la mateixa imatge. Aleshores podrem
definir el logaritme i obtindrem el que s’anomenen les branques del logaritme, definides
en C\ {r}, on r és una semirecta amb origen al punt 0.



Aquestes branques no les podem “enganxar” per tenir una funcié continua log : C\{0} —
C ja que dues branques poden donar valors diferents a un punt on totes dues estan defini-
des. Per exemple agafem la branca definida a C\ R<¢ amb part imaginaria a (—m, ), i la
branca definida a C\ R>g amb part imaginaria a (0, 27). Aquestes branques coincideixen
al semipla superior pero no a l'inferior. Per tant té sentit enganxar els dominis d’aquestes
branques perd només la part corresponent al semipla superior. Aleshores el nou domini
esta connectat pero té dues copies del semipla inferior. Aquestes dues copies es poden
visualitzar com dos nivells d’un parquing de manera que un pot anar d’un nivell a ’altre
pel semipla superior. Es pot repetir el procés i enganxar les branques amb part imaginaria
a (m,3m), (27, 4m), ete, i també a (—2m,0), (—3m, —7), etc. Al final queda una superficie
connectada com l’espiral que connecta tots els pisos d'un parquing amb infinits nivells
cap amunt i cap avall.

Diguem L a la superficie que ens ha quedat. Un punt de L és, doncs, un parell (z,0), on
6 és un dels possibles arguments de z. D’aquesta manera L est ficat dins de C x R = R3.

Com que els dominis de les branques els hem enganxat per conjunts oberts on els valors
d’aquestes coincidien, resulta que la funcié log : L — C que du el (2,6) € L a In|z| +
10 esta ben definida i és continua. Recordem a continuacio les definicions de varietat
complexa i superficie de Riemann i veiem que L és la superficie de Riemann associada al
logaritme complex.

Definicié 1.1. Una wvarietat complexa n-dimensional és un espai topologic M que és
Hausdorff, verifica el segon azioma de numerabilitat i tal que existeir un recobriment
obert {Q;}icr de M de manera que per tot i € I, existeix una funcid homeomorfa ¢; :
Q; — () € C", on v;i() és un obert a C", és a dir, tot punt de M té un entorn
homeomorf a C™. Diem que o/ = {(%, ¢i) }icr €s un atles de M i les parelles (£, i) son
les cartes de laltles of . A més, cal que donades dues cartes (1, 1), (Q2,p2) de latles
tals que Q1 N Qo # O Vaplicacio

-1
SOI(QI N Qz) L} Q1 N Qy ﬂ) (,02(Q1 N Qz)

i la seva tnversa siguin holomorfes.



Definicié 1.2. Una superficie de Riemann és una varietat complera 1-dimensional i
connexa.

Observem que podem projectar L a C\{0} de manera que enviem (z,6) € L a z. Observem
també que donat z € C\ {0}, si agafem tots els punts (z, ) directament a sobre i sota de
z i calculem log obtenim tots els logaritmes de z. De fet, si {2 és un obert de L projectat
bijectivament a la seva imatge U € C \ {0} aleshores la restriccié de log al conjunt €
correspon a una branca del logaritme complex definida en U. D’aquesta manera, totes
les branques estan ficades dins de L.

Aixi, podem veure L com una varietat complexa 1-dimensional on podem agafar el re-
cobriment format per tots aquests oberts que es projecten bijectivament a un obert de
C\ {0} i els homeomorfismes associats sén justament la funcié log que és continua. Per
obtenir la inversa només cal enviar z al punt (e*,Imz) € L, que també és continua.

. —1
Q2 logQi 2 Q
(2,0) — In|z| 4 i0 — (™20 9) = (2,0)
A més, si dos oberts Q1 i {2 tenen interseccié no buida és clar que els seus logaritmes
coincideixen alla on intersequen i per tant, tant @9 o (pl_l com 1 0 Yy 1 s6n la identitat
que és holomorfa. Per tot plegat i com que L és connexa, L és una superficie de Riemann.

Com que les funcions de les cartes sén branques del logaritme (si pensem en la projeccié
de Q; a C\ {0}) diem que L és la superficie de Riemann associada al logaritme.

De totes maneres no és necessari per a I’objectiu del treball aprofundir ni provar amb rigor
els aspectes que hem explicat. Només voliem definir I’exponenciacié complexa, i enlloc
d’agafar les branques del logaritme, veurem el logaritme com una funcié amb domini la
superfiice de Riemann L, on hi tenim totes les branques.

Observem que podem parametritzar L com
L={(r,0,n):r €R". 0 € (~m, 7|,n€Z},
de manera que si z = (r,0,n) € L es defineix el logaritme de z com
log z = Inr + 6 + 2min,

i per tant
w _ ow In r+iwb+2minw e C.

z
Ja podem definir, doncs, un polinomi d’exponents complexos.

Definicié 1.3. Siguin a = (a1,...,aq) i v = (V1,...,74) dos d-tuples de nombres com-
plezos. Un polinomi d’exponents complexos p(z; a, ) és una funcié

p: L —C
d
F Zakzﬁk.
k=1

Finalment per acabar els preliminars recordem que vol dir que una funcié entre varietats
complexes sigui diferenciable.



Definicio 1.4. Siguin M, N varietats complexes 1 F : M — N wuna aplicacié. Donat
p € M direm que F és diferenciable en p si existeizen cartes (Qpm,om) de M i (Qp, pn)
de N tals que p € Qp, F () C Q@ la composicio

-1
Em( Q) 225 Qo 55 Q25 00 ()

és holomorfa. Direm simplement que F és diferenciable si ho és en tots els punts del seu
doming.

En el nostre cas tindrem una funcié ¢ : U ¢ C? — L diferenciable a 'origen, és a dir
que existeix un entorn V' C U del 0 i un obert Q; C L (que es pot projectar bijectivament
a C\ {0}) de tal manera que ¢(V') C Q; i la composicié

veeds o g0 cc

és holomorfa, és a dir que ho sigui en cada una de les seves d variables.

Recordem per ultim que la condicié que una funcié f sigui holomorfa és molt forta perque
implica que la funcié és infinitament diferenciable i que coincideix localment amb el seu
desenvolupament de Taylor, és a dir, implica que f és una funcié analitica.

1.3 Enunciat del teorema principal

Ara considerarem un polinomi d’exponents complexos f(z) que sera una modificacié d’un
altre polinomi d’exponents complexos g(z).

Definicié 1.5. Una funcid base g(z) és un polinomi d’exponents complexos de la forma
g(z) =1+ b2,
on b i B sén nombres compleros no nuls.

Definicié 1.6. Siguin a = (a1,...,aq) iy = (71,---,74) dos d-tuples de nombres comple-
zos 1 sigui g una funcid base. Aleshores definim f(z; g, a,~y) com el polinomi d’exponents
complezxos

p: L —C
d
z— g(z)+ Zakz“,
k=1

que abreviarem com f(z).

Proposicié 1.7. Suposem que b = roe’® per certs rg > 0 i 0y € (—m, 7|, i que Re(B) = 1
i Im(B) = Ba. Aleshores per tot m € Z, g(z) = 1+ bz té una arrel simple en L al punt

Ba((2m+1)m—0g)—B1 Inn _
(T‘, evn) = (6 : ‘6\20 — , ,81((2771 + 1)Tﬁ|200) + 52 lIl’r'O .

2mn,n),

on n s’escull tal que 6 € (—m, 7].



Que podem escollir n com diu I’enunciat és obvi. A més:

bzﬂ _ T06i00+,3 Inr+iB0+2minB _
29 +/B/32((2m+1)7-r 09)—B1 1n70+ /8(,81((2m+1)7r 0g)+ B2 Inrg 27rn)+27rin,8
. 1. ) . .
_ roe”O‘*'W(lﬂ(Bl—1/32)((2m+1)7r—90)—/3(/31—152)lnro) — oo~ mroti@mAT) g

Per tant g(z) = 14 bz? = 0. Finalment com que b i 3 sén no nuls, ¢’(z) = bB2°~! només

s’anulla per z = 0 i per tant (r,60,n) és un zero simple. O
Sin = (ni,...,ng) és una d-tupla d’enters no negatius denotarem 9,, 'operador derivada
parcial

d PN
On = —
()
Enunciem el teorema principal del treball:

Teorema 1.8. Sigui g(z) =1 + 2% una funcié base, a un dels seus zeros iy una d-tupla
de complezos. Suposem que existeiz un entorn U del 0 a C¢ i una funcio

¢:U— L
diferenciable en les variables a1, . ..,aq al punt 0 tal que
f(¢(a)g,a,7) =0 VaeU (1.4)
#(0) = . (1.5)
Sin = (ny,...,nqg) és una d-tupla d’enters i denotem

d
In| = Z N,
k=1

llavors per a tot |n| > 1 es compleix que

QS (1) 1L &
hmo(a)lo = — ; I (—1+38 =" ).
g' () j=1 k=1

Observem que a l’avaluar en el punt a € U la funci6 ¢ ens déna un zero de f(z;g,a,7) i
el teorema ens proporciona una férmula per al calcul de les derivades parcials d’ordre n
de ¢ a l'origen, de manera que resulta immediat que el desenvolupament de Taylor de ¢
al voltant de l'origen és

1+Zk 1nk(7k 1) N-

d
a)=a+ Z% H ~1+4B =Y mw) | a”,

N>1|n|=N j=1 k=1

— 3 _— L1 nq
onn!=ni!--nglia®=ai"---a;’



2 Resultats sobre els nombres d’Stirling

En aquest capitol definirem i donarem algunes propietats i resultats sobre els nombres
d’Stirling que farem servir en els lemes per demostrar el teorema principal. També defi-
nirem, abans, el factorial descendent aplicat a una indeterminada d’un anell polinomial
que contingui Z.

Definicié 2.1. Donat un enter k > 0 i una indeterminada x d’un anell polinomial que
contingui Z, el factorial descendent (z) és

k
(@) =[x =5 +1).

j=1
Quan k = 0 definim (z)o = 1.

Observacié6 2.2. Al Z-modul de polinomis a coeficients enters de grau menor o igual que
d, Zq[x], el conjunt {(x)o,...,(z),} n’és una base. Li direm la base factorial descendent.
A la base habitual {1,z,...,2"} li direm base estandard.

Definicié 2.3. Donats enters N,r > 0, el nombre d’Stirling sense signe de primera

espécie
N
r

és (—=1)N=" wegades el coeficient de " quan (z)n esta expressat en la base estandard de
Zn|x]). El nombre d’Stirling de segona espécie

i)

N esta expressat en la base factorial descendent a Zy|x].

és el coeficient de (x), quan x

Es a dir, N .
=3 | = 3 { T

r=0

Proposicié 2.4. FEquivalentment podem definir els nombres d’Stirling amb les relacions

recursives N N N1
+
N = 2.1
[r]+ L“—i—l] [r—i—l} (2.1)

{jj}+(r+1){ri\:1} - {]ZLl} (2:2)

[0]:1,[]\7]:0 VN >0 1 [0]:0 Vr >0 (2.3)

1 les condicions inicials

0 0 r

{8}:17{](;[}20 VN>0¢{S}:0 Yr > 0. (2.4)



DEMOSTRACIO: Es clar que amb les relacions recursives i condicions donades els nom-

)

queden ben definits per tot N,r > 0. Per tant només cal provar que les defincions que
hem donat abans satisfan les relacions i les condicions. Fem-ho només per als nombres
d’Stirling sense signe de primera especie ja que pels altres és semblant.

Si N < r el coeficient de 2" quan (x)y estd expressat en la base habitual és 0. Sir és 0
aleshores el coeficient de z" és el terme independent, perd (z)x no té terme independent si
N > 0. Finalment si N =7 = 0 llavors el coeficient de x°, és a dir el terme independent,
de (z)p = 1 és 1. Per tant queden provades les condicions (2.3). Provem ara la relacié
(2.1): Com que (x)ny+1 = (z)n(z — N), i per la Definicié 2.3 dels nombres d’Stirling, es
compleix que

PRI - S - >y Wi

r=0 r=0 r=0

Prenent el coeficient de z"+1

] e e e )

de cada banda i igualant-los obtenim

Cancellant a cada banda (—1)V~" obtenim la igualtat desitjada (2.1). O

Lema 2.5. Siguin a,n > 0 enters. Llavors
1 o a n+1
— _1 a-—r ]_ n — 25
YR (Desor={"71} (25)

DEMOSTRACIO: Diguem F(n + 1,a + 1) al terme de Pesquerra de I'equacié (2.5). Si
provem que F satisfd les relacions de recursivitat i les condicions inicials dels nombres
d’Stirling de segona especie haurem acabat. Comencem veient que

(a+1)F(n+1l,a+1)+F(n+1l,a)=F(n+2,a+1)Va>1,n>0.

Fixat r, amb 0 < r < a, provem que els coeficients de (r +1)" de cada banda de 1’equacié
anterior coincideixen. En efecte, a I'esquerra, el coeficient de (r + 1)™ és

g ()t ()

mentre que el de la dreta és
1 a
_ 71 a—r .
a!( ) (r)

Es comprova facilment que sén iguals i per tant queda provada la relacié de recurrencia.
Finalment comprovem les condicions inicials. Hem de veure que F'(n + 1,1) = 1 per tot
n>01ique F(1,a+ 1) = 0 per tot a > 0. Les primera afirmacié és immediata a partir
de la definicié. Per veure la segona notem que

F(1,a+1):;§:(—1)a—*<‘;> —(1-1)=0 Ya>0. O
" r=0

9



Definicié 2.6. Siguin N i r enters més grans o iguals que 0, i sigui  una indeterminada.

Definim
N
y

com el coeficient de y" quan (y+x—1)N esta expressat en la base estandard dels polinomis
en lindeterminada y amb coeficients a Z[x]. Es a dir,

N

y+z—Dn=>) []:Ly”, []:L € Zlz].

r=0

Observacié 2.7. Com que (y)n+1 = y(y — 1) el coeficient de y" en (y — 1) és igual al
coeficient de y"*! en (y)yy1. Aixo implica la primera igualtat. La segona és directa de

les definicions.
N Nr|N+1
=(-1)
T 1o r+1

-]

Definicié 2.8. Sigui M > 1 un enter. Denotarem per [1, M] el conjunt {j € Z:1 < j <

Lema 2.9. Siguin N > r > 0 enters i x i y indeterminades. Aleshores

PS> |el)

DEMOSTRACIO: Per definici6 []X] és el coeficient de 2" a (2 +x+y — 1)n, és a dir,

T+y

mw: > [[@+y—k.

wC[1,N],|lw|l=N—r kew

Ara, donat w subconjunt de [1, N] d’ordre N —r, el coeficient de z* del terme de la suma
anterior corresponent a w és

> [Tw-a.
w'Cw,|w'|=N—r—k jew’

Observem que donat un conjunt qualsevol v C [1, N] d’ordre N —r — k hi ha exactament

(Tzk) subconjunts de [1, N] d’ordre N — r que el contenen. Per tant,

IR T R (I

wC[1,N],Jw|=N—-r k=0 w' Cw,|w'|=N—-r—k jew’

]:Zx’f(“") SR | (E).

0 vC[1,N],|lv|=N—r—Fk j€v
N—r
Ak, o
— r+k],

10



Lema 2.10. Donat un enter n > 0 es té la igualtat

(In( =) 3 [n] i (2.6)

com a séries formals de potéencies.

DEMOSTRACIO: Ho provarem per induccié en n. El lema és cert quan n = 0 ja que
tots dos membres de I'equacié valen 1. Suposem ara que ’enunciat és cert per n > 0 i
provem que llavors també ho és per n + 1. Com que

1 .k
!

0

i

multiplicant a cada banda de I'equacié (2.6) obtenim
k
(_lnl_t = moo [n]
T D DL I
m=0 k=0
Integrant a banda i banda obtenim llavors que

i [

(—In(1 —¢t))"+! >
(n+1)! mz::(] k:o

Si provem que
m k
Zki = (2.7)

haurem acabat ja que llavors tindrem

i tm+1 i[:] i 7;:1_11] m +1 i [n’rZI] tm
oMt B o= (m)!

completant aixi l’etapa d’induccié. Per provar (2.7) només cal veure que per k > 0

I e R

K-k (k-1

on hem utilitzat la relacié (2.1). Per tant al sumar des de k£ = 0 fins a k = m queda el
resultat desitjat. [

Lema 2.11. Siguin 0 < r < k enters. Aleshores,
k .
k k+1
X164 &
, ) \J r+1
j=r
DEMOSTRACIO: Denotem per F(k+1,7+1) el membre de Uesquerra de (2.8). Sir = 0

llavors val la igualtat per tot £ > 0 ja que tenim 1 = 1. Fixem ara r > 0 i provem per
induccié en k que enunciat és cert per tot k > r. Si k = r els dos membres de (2.8) valen

11



11 val la igualtat. Assumim que el resultat és cert per k > r i provem que també ho és
per k + 1. Utilitzant la identitat coneguda

(5)-0)+ ()

a3 0H(()+ (1)
00 0
SO -S040
(t)

(2.9)

"1} ique (kil) = 0. Restem-li ara a (2.9)

S L)

J=r

on hem utilitzat que {/} =1={

que per hipotesi d’induccié sabem que equival a

(r+1){’:ﬁ}.

Utilitzant la relacié (2.2) i de nou la hipotesi d’induccié resulta que

rovaren- ool =3 (e (o) () N

SO

j=r

- lil {ril}@f)

j=r—1
(k41
= , ,

Per tant utilitzant de nou (2.2) queda que

F(k+2,r+1):(r+1){’:ﬂ}+{kjfl} :{fif}

com voliem provar. [

12
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3 Teoremes sobre conjunts particié i subconjunts

En aquest capitol usarem els resultats de l'anterior per demostrar uns teoremes sobre
sumes sobre conjunts particié que ens serviran per demostrar el teorema principal que
volem demostrar. Abans necessitem aclarar alguns aspectes de notacié que farem servir.
Definirem a continuacié els multiconjunts, que sén conjunts on els elements hi poden
apareixer repetits, i després definirem els multiconjunts particié. Recordem que [1,d] =

a,...d}.

Definicié 3.1. Sigui N un enter positiu. Un multiconjunt ordenat I de [1,d] és una
N-tupla d’enters
I=(1(1),... I(N))

on 1 < I(j) < d. Parlarem simplement de multiconjunt. Direm que I té ordre |I| = N.
Direm que la multiplicitat de n a I és el nombre de vegades que apareiz n a I, i ho
escriurem com mult(I,n). Finalment denotarem per MC(d) el conjunt de multiconjunts
ordenats de [1,d).

Definicié 3.2. Sigui k un enter positiu. Direm que s és una particié de [1, N] en k parts

si és una k-tupla (s1,...,sE) on els s; son subconjunts disjunts dos a dos i no buits de
[1, N] tals que

k
Usa’:[laN]

i, a més, min(s;) < min(s;) sij <l. Escriurem sj com una m-tupla, s; = (s;(1), ..., s;(m))
on |sj| =m i sj(l) < s;j(r) sil < r. Denotarem per S(N,k) el conjunt de particions de
[1,N] en k parts. Si H és un conjunt finit d’enters denotarem similarment S(H, k) el
conjunt de particions de H en k parts.

Definicié 3.3. Sigui I un multiconjunt de [1,d] d’ordre N. Direm que J és un multiconjunt
particio de I en k parts si J és una k-tupla (Ji, ..., Ji) i existeiz s € S(N, k) de manera que
per tot j, J; € MC(d) i J; = (I(sj(1)),....,1(s;(m))), on |sj| = m. Denotarem Parts(I, k)
el conjunt de multiconjunts particié de I en k parts.

Observacié 3.4. Es clar, doncs, que el conjunt de multiconjunts particié de I en k parts,
Parts(1, k), esta en bijeccié amb el conjunt de particions de [1, |I|] en k parts, S(|I|, k).

Exemples 3.5. Donats el multiconjunt I = (1,1,2,3,6) i la particié de [1,5] en 3 parts s
= ((1,4),(2),(3,5)) obtenim el multiconjunt particié de I en 3 parts J = ((1,3),(1),(2,6)).

Finalment aclarem alguns aspectes de notacio.

~

Definicié 3.6. Denotarem I(h) el multiconjunt I traient-li I’h-éssim element,
I(h) =1(I(1),....I(h—1),I(h+1),...I(N)).

També usarem la notacio N
Z Tm = Z Vi)
mel j=1

on N = |I|. Finalment, si w és un subconjunt de [1, N] denotarem w€ el complemenari
de w a [1,N].
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Provem ara un resultat sobre derivacions en anells commutatius que usarem en el segiient
teorema.

Definicié 3.7. Sigui R un anell commutatiu. Direm que § €s una derivacid a R si és un
morfisme del grup additiv de R,
6: R— R,

tal que
o(xy) = 6(x)y + zd(y).

Proposicié 3.8. Sigui R un anell commutatiu © 6 : R — R una derivacid a R. Sigui
M >0 un enter i fa, fB, fj € R,1 < j < M, elements de l'anell. Aleshores

M
> ) T maus TT 1) = 0" Uafs TT ). (3.1)

wC[1,M] jeEwe jeEw j=1
on fzgl) denota 6 f4 1 en el cas que w° = 0, 5_1f§11) denota fa.

DEMOSTRACIO: Donat un element f € Riun enter n > 0, denotarem
n
nf=> f
j=1

i direm que n és el coeficient de f. També usarem la notacié f(® = §"f. Abans de
procedir amb la demostracié vegem que el coeficient de

l
f](”y) a 5n(Hf])
=1

Jj=1

(3.2)

on

En efecte, tal coeficient correspon a les maneres d’aplicar la derivacié n vegades de ma-
nera que al final ’haguem aplicat n; vegades a f;. Aixi, es tracta de comptar quantes
permutacions hi ha de n elements en queé 'element j-essim es repeteix n; vegades, per
1 < j < 1. Per tant el coeficient sera la formula (3.2). Provem ara per induccié en M
la proposicié. Si M = 0 aleshores w = () i totes dues bandes de la igualtat valen f4fp.
Suposem ara que la igualtat val per tots els valors menors que una certa M i provem que
llavors també val per M. Observem que als membres d’esquerra i dreta de (3.1), tots els
termes sén de la forma

M
f1(4nA) ](3713) H f;nj)v
j=1
on

M
M:nA—I—nB—I—an. (3.3)
j=1

14



Per demostrar la igualtat de (3.1), doncs, només cal veure que els coeficients de cada
banda coincideixen per cada un d’aquests termes. Suposem que n; > 0 per tot 1 < j < M.
Aleshores ny = np = 0 i n; = 1 per tot j. Linica manera d’obtenir aquest terme al
membre de 'esquerra és quan w = [1, M] i, utilitzant 1’observacié que hem fet al principi
de la demostracio, és clar que en aquest cas els coeficients a les dues bandes de (3.1) sén
M!. Suposem ara que almenys per alguna j, n; = 0. Per simetria podem suposar que es
tracta dels ultims elements, és a dir, considerem un terme de la forma

l
e I A (3.4)
j=1

on0<I<M,na,npg>0in; > 1. Per aconseguir un terme aixi a I'esquerra de (3.1) cal
que w sigui un subconjunt de [1, M] de manera que

|wl :nB+an7 (3.5)

JEW
(w| =mna+ Z nj.
VIS

Aplicant I'observacié d’abans resulta doncs que, per a aquest w,

s =TT #08™fs TT £9)

jewe jew
jEwWe JjEw

(nA -1+ ZjEwC nj)! (nB + Zjew nj)!

(nA—l)!Hjewcnj! nB!Hjewnj! '
Prenem la restriccié v de w a [1,1], és a dir, v C [1,1], v C w i v® C w® Com que donat v
subconjunt de [1,[], el nombre de subconjunts w tals que contenen v i no contenen v¢ és

<\1i\|4—_lil>’

w| = [v] = ng = [v[+>_nj,
JjEw

i utilitzant (3.5),

resulta finalment que el coeficient del terme (3.4) a l'esquerra de (3.1) és:

> (nA_HZjevcnj)!(nBJijE“nj)!< M =1 ) (3.6)
vC[1,] (nA - 1)!HjEUC TL]' nB!Hjev n_]' ng — |U‘ +Z]€vn]
De forma similar, el coeficient del terme (3.4) a la dreta de (3.1) és
l
na+np+y ._4n;)
( A B Zj_l j) ‘ (37)

l
nA!nB!Hj:1 n;!

Igualem i simplifiquem les expressions (3.6) i (3.7). Queda

l
Z nA(nA—1+an)!(nB+an)!( M1 >:(nA+nB+an)!

vC[L]] jeve J€v np — o] + Zje” " J=1

15



Ara, utilitzant (3.3), que |[v°| = I — |v| i usant les definicions de nombre combinatori i
factorial, la darrera equacié és equivalent a

l
> nama—1+> n)e—1(np+ > nj) = (na+np+ > n), (3.8)

vC[1,]] JjEVe jev j=1

on en el cas que v° sigui el conjunt buit
na(na—1)-1 =1.

Considerem 'anell de polinomis en la variable ¢, i sigui § 'operador derivada respecte t,
que és una derivacié en aquest anell. Aleshores podem usar la hipotesi d’induccié i sabem
que posant fa = t"4, fp =t"5, f; = t", llavors

l

Z 5|v6|—1(nAtnA71 H tnj)é\v|(tn3 thj) _ 5l(tn,4tn3 thj)

vC[L,]] JjEve jev j=1
i per tant,
37 g (gt e gl (et e ) = gl(natnetsimang),
vC[1,l]

Derivant i avaluant en ¢ = 1 queda l'equacié (3.8), que per tant queda provada. Aixo
completa la demostracié. [

Teorema 3.9. Siguin M > 0, a > 1, b > 0 enters, i x5, 1 < s < M, indeterminades.

Aleshores
b M
T () | R
cw® a Jla+0lyM o

s€w S
DEMOSTRACIO: De manera semblant a la proposicié anterior, veurem que a esquerra i
dreta de la igualtat, el coeficient del monomi

[WC' | 1]
Z a—1
wC|[1,M] >

sewc Ts

1ES (3.10)

és el mateix, on [,ns > 0 so6n enters, 1 < s <! < M. Comencem per 'esquerra. Fixem
w C [1,M] i sigui v la restriccé de w a [1,1], és a dir sigui v C [1,!] tal que v C w i
v® C w. Per saber el coeficient del monomi (3.10) hem de calcular el coeficient de

I[+ a Pw‘_ll] : (3.11)
EEEREEDY

sev° sewc Ts

[[z a [‘Z']Z . (3.12)

sEv Ts

1 el coeficient de

sew

Calculem (3.12). Suposem que v = {iy,...,i,}. Si apliquem el lema (2.9) resulta que

R ewINe
b ZszxS ]:0 51 b b+]

16

ZsEv,s;ﬁsl Ts



. Ns ,
Per tant el coeficient de x5! és

b+ ng, |w|
b b+ ng,

Iterant aquest procediment, el coeficient (3.12) que busquem és el terme independent de

r k
[ |wl } 11 <b+Z] 1”%)
b+>; SLECED SRy b+2] 1 Ms;

Esz,s;ﬁsl Ts

que és
T b+ S8y,
w
[ [l } H( 231 SJ) (3.13)
b+2] 17s; 0 k=1 b+z; 1nsg
Simplifiquem aquesta expressi6é. Utilitzant 1’Observacié 2.7 i simplificant els nombres
combinatoris queda

ol 41 ]<b+2 1”%)
1 Ms;

3.13) = (-1 wbzglns,[
( ) ( ) J J b—’-l—f—Z;: bH lns]

que equival a

(—1)|W|—b—25eu Ns |w‘ +1 b+ Zsév N (ZSE’U ns)!
b+1+> e, ns b [Lecoms!

Analogament, el coeficient (3.11) queda
(_1)‘wc\—a—zsevc N ’wC’ a—1+ ESEUC Ns (ZSEUC ns) ! )
a+ D cpe Ns a—1 [Lscpe !
Per tant el coeficient de (3.10) al membre de I'esquerra de (3.9) és

3 (=1l T e n [ |we| ] <a — 1+ ee ”s> (Psewe 1s)!

— |
wC[1,M],vC[1,l],uCw,v¢Cw® @ ZSGUC s a—1 Hsevc UZE

X(_l)‘w‘fbfzsgv Ns |w| + 1 b+ ZSE’U Ns (ZSEU TLS)' (314)
b+1+ Zsev s b Hsev ns'

Fixat v C [1,1], el nombre de conjunts d’ordre j que contenen v és

< )

> S [ M- ](a—HEs@cns)(Eswns)!(M—l)
a + ZSG'UC s a— 1 ngfuc nS! ] - |’U‘

vC[L,l] j=0

X(_l)j—b—zsev ns j+1 b+ Zsev s (Zsev ns)‘ (3 15)
b4+1+> e, s b [Ticoms! '
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Raonant de la mateix manera, el coeficient de (3.10) al membre de la dreta de (3.9) és

I ! !
B I e T (G TG >t (Zeam)t
a+b+1+3 n b a+b [Ty ns!
(3.16)
Igualem i simplifiquem ara (3.15) i (3.16). Queda l'equacié

ZZQ 1+Zsemns)v[ M—j ]Msev)“sy[ j+1 ]

’UCll]] 0 ‘/Uc|) a+ZSEUCnS (]_|’U‘ ! b+1+zs€vn

(a+b+3h_ ) [ M+1 ] (3.17)

M =0 la+b+1+3 0

que volem provar que és certa. Provarem una cosa molt més forta. Posem cj; a I'expressié
de lesquerra de (3.17) i dps a la de la dreta. Aleshores provarem la igualtat de series

formals
Z CMtM_l = Z thM_l (318)
M>l M>1
que en particular prova I'equaci6 (3.17). Vegem qui sén aquestes series. Escrivim
C=ala—1+Y n)l(b+ Y n)
s€v© s€v

per simplificar les expressions. Usant la defincié del producte de seéries formals tenim la
cadena d’igualtats

M—j } [ Jjt1

a+zs ST P e R
Dottt = Y CZZ E —o])! (j—|5|)! e

M>1 vC[Ll]  M>lj= 0

[a—&—zékeljcns] k—|vC [b—‘,—l—‘,—lg:_&leyns] k—lov
=Y o X e ) [ 3 e e

e \iape (B! eI Gl U1

[a-&—zskevcns] k—|ve [b+1+zks€vns] k—|v|—1
=Y o 3 e Z—tH

— |y _
velLd]  \k>[oe] (k= Jve])! k> [ol+1 (k — o] = 1)t
c k k
d [l [aJrZ n ] d Jol+1 [b+1+2 n ]
= Cl —= O liseve s 4k el DT 2isen s 4k
>o(n) (X () (==
vC[1,]] k>0 k>0

Utilitzant el Lema 2.10 la darrera expressié equival a

a1l (_1n(1_t))a+zsevcns) PR (_ln(l_t))b+1+zsevns
2. © <dt> ( (@42 sepe ms)! (dt) (b+14+2ems) )

vC[1,]]

Finalment simplificant C i els denominadors resulta

A\ (= (1 = 1) Zeevens) |/ d P ((—1n (1 — )b e ns
Z ¢ (dt) ( a + Zsevc Ng (dt> b + 1 + Zsev 7’Ls) .

vC[L,]]
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Similarment es té

Syt (L) (Emi
M -~ \dt :

= at+b+14+3" n

Aplicant una derivada a cada potencia de %, I'equacié (3.18) esdevé

AN (o=t (1 — ) e\ £\ [ (< In (1 - £))PFSeenns
2. <dt> ( 1—t (dt) L=t

vC[1,]]
(4 (=gt
\dt 1—t ’

on en el cas que v¢ denoti el conjunt buit

R -

Finalment, ’equacié (3.19) és consequeéncia de la Proposicié 3.8 que hem provat abans,
on R és 'anell de series formals de potencies en t, § és 'operador diferencial respecte t, i

fa=(=In(1-1))"

~_ (=In(1 —t))b
fB——l_t

fi=(=In(1—-1t)".

Aix0 completa la prova del teorema. [

(3.19)

Provem ara un teorema que utilitzarem després en la demostracié del teorema principal
i que utilitza el Teorema 3.9.

Teorema 3.10. Siguin 1 < k < N enters, v una indeterminada i 5,1 < s < N, N
indeterminades. Aleshores

1 = k—1 al
(—1)’f—1—r< > ((r+1y =1+ v (3.20)
(k B 1)‘ r=0 " s=1
k
=/ Y T =14 > am) -1 (3.21)
pES(N,k) i=1 mep;

DEMOSTRACIO: Ho provarem per induccié en k. Si k = 1 és clar que totes dues bandes
de la igualtat valen

N
(V -1+ Zﬁs)Nfl-
s=1
Suposem ara que el teorema és cert per tots els valors menors que una certa k, on 2 <

k < N, i provem que llavors la la igualtat val per k. La clau sera expressar cada banda
en potencies de v i z i veure que els coeficients coincideixen.
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Recordem que per definicid,

per tant (3.20) equival a

N—-1 k—1
n N -1 k—1—r <k - 1>
E v E +1
=0 |: n :|Z§V1 Zs (k — 1)‘ —0 r ( )

I aplicant el Lema 2.5 queda

N-1
o [N B 1] {nz 1}. (3.22)
n=k—1 n Zévzl Ts

Observem ara que el conjunt de particions de [1, N] en k trossos equival al conjunt de
particions formades per un conjunt w que conté N i els conjunts d’una particié de k — 1
trossos del complementari de w. De manera que utilitzant la hipotesi d’induccié en la
primera de les segiients igualtats i utilitzant la definicié de []:,7 ]x en la segona, obtenim
que

k—1
(3.21) =v Z yk=2 Z H(y -1+ Z wm)‘pil—l) (v—1+ Z$S)Iw|—1

wC[1,N],New pES(N—|w|,k—1) s=1 mep; s€Ew
N—|w|—1
N —|w|—-1 n-+1
S D Y A -1+ 3 i
n k—1
wC[l,N],NGw =k—2 Zsewc Ts scw

n
N—|w|-1

S > v [ '“"—1]2

wC[1,N],New n
En la darrera expressio el coeficient de v™0 és

lw|-1

TR IDE LA

Ts

sewc Ts sEw

1 .
P B e
wC[l,N],New j=k—2 D scwe Ts k—1 TL(]—].—] DsewTs
Com que volem el coeficient de z'y°™ de (3.21) vegem qui és el coeficient de zy° a (3.23).
Aplicant el Lema 2.9 tenim que
|w|—no+j .
[ wr—l} :wf:ojxmo(no—l—Jero)[ ] -1 }
n(] o 1 _] Zsz Ts mOZO N m() n() - 1 o J + m(] Zsz,s#N Ts

Per tant el coeficient de z73° a (3.23) és

”il{j+1}<no—1—j+mo> 5 [N—\w[—l] [ w| — 1 }
k—1 mo J Zsewcxsno_l_j+m02

j=k—2 wC[1,N],New

B ”il {j+1}<n0—1—j+mg> 5 [m_l} [ 0] ]
] k_l mo [ N*l} ] ZsGqus no_l_]+m0 ZstxS

j=k—2 vCl1,
(3.24)

sew,s#N Ts
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Volem provar que aquesta expressio és igual a la del coeficient de z°v"™ de (3.22) que,
aplicant el Lema 2.9 un altre cop, és

ng+1 ng + Mo N -1 (325)
k mo ng + mo SN zs' .

Fem 1s ara del Teorema 3.9. Posant a =j+1,b=n9—j—1+mgi M = N — 1 ressulta

que
Z [‘UC| — 1:| [ ’7)| :| <no + 77L0) |: N —1 ]
J Saepe s L0 1—35+mo ey s j+1 np + Mo N1

vC[1,N—1] se1 Ts
i per tant,
no—1 .
1 —1- N-1
o= B L o
Jj=k—2 mo 7+ Mo + Mo Yoy s

Finalment igualant (3.25) i (3.26) i simplificant s’obté que sén iguals si es compleix

no + 1 :”‘f J+1Y( no
k R UESVAVER VA

que hem provat al lema 2.11 que és cert. [

4 Demostracio del teorema principal

En aquest capitol provarem finalment el Teorema 1.8 usant els lemes i teoremes de les
seccions previes. Reformularem el teorema utilitzant la notacié introduida en la secci
anterior. Demostrem abans, pero, un ultim lema que necessitarem.

Lema 4.1. Sigui F(x) un polinomi de grau m. Aleshores

m+1 k—1

GEEDE = ,;1)’3.12 ) T<’“_1)F<r+1>.

k=1 r=

DEMOSTRACIO: La série de Newton d’un polinomi P(z) de grau m és

P(z) = f: <Z”> zk:(—nk—f (’;) P(r). (4.1)

k=0 r=0

Provem aquesta férmula. Totes dues bandes sén polinomis en z de grau m. Avaluem
ara les dues expressions en z un enter ¢, 0 < ¢ < m. Fixem r, 0 < r < m. Aleshores el
coeficient de P(r) a la dreta de (4.1) és

S () ()
L) =G0
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resulta que el coeficient de P(r) és

Ara, fent el canviu =k —r,
c c—r — c—r
_1 k—r — _1 u — 1 — 1 T
;3 ) </<:—r> uz_%( )< u > ( "

que val 0 quan ¢ # r i val 1 quan ¢ = r. Per tant és clar que en els m + 1 punts enters
{0,...,m} totes dues bandes de (4.1) sén iguals. Per tant s6n el mateix polinomi, ja que
té grau m. Provem ara la férmula del lema. Si posem F(z + 1) = P(x), i utilitzant que
(i) = % llavors

m k
Flz+1)=)_ ("Z),’“ > (=pk <l;>F(r +1).

Substituint « per x — 1 i reindexant k per k — 1 queda la férmula que voliem provar. [J

Teorema 4.2. Siguin b, 3 complexos no nuls i a = (a1,...,aq),y = (71,...,74) d-tuples
de nombres complexos, d € N. Siguin g(z) = 1+ bz? una funcid base, o un dels seus
zeros, i f(z;9,a,7) el polinomi d’exponents complexos vy, coeficients a i funcid base g.
Suposem que ezisteiz un entorn U del 0 a C¢ i una funcio

¢:U—L

diferenciable en les variables ay,...,aq al punt 0 tal que

flo(a);g,a,7) =0 YaeU (4.2)
#»(0) = . (4.3)
Sigui I = (I(1),...,I(N)) € MC(d) un multiconjunt ordenat tal que N > 1. Denotem
d
8[ = H 8am7
mel

(¢, 1) = 0r9(a))o-
Aleshores

a1+ZmEI(’ym71)

_ N-1;4— _
8(¢7I)__ g/(a)N (_5) 1(5 1_1+B ln%'Ym)Nl-
DEMOSTRACIO: Sabem que Va € U,
d
0= f(¢(a)) = g(¢(a) + > asp(a)™. (4.4)
s=1
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Només cal que apliquem 95 i avaluem en a = 0, i llavors trobarem ’expressié que busquem
per O(¢,I). Usarem induccié en N. Si N =1, I = (s),1 < s < d, i 9y és la derivada
respecte as. Aplicant la regla de la cadena resulta

0= ¢'(8(a))dro(a) + Z a;jyj$(a)i " 01(a) + ¢(a)

i per tant a ’avaluar en a = 0 queda

Per tant

que és el que voliem provar. Sigui ara I € MC(d) tal que N = |I| > 2, i suposem que
el teorema es compleix per tot I’ € MC(d) amb |I'| < N. Vegem que val 9(f o ¢,I) =
dgod,I)+d(poo,I), on

d
z) = Z apz.
k=1

Provem primer per induccié que

k
d(god)a)=> gW(e@) > [0 (4.5)

k=1 JeParts(1,k) s=1

Si N =1 llavors la formula és clara. Suposem ara que es compleix fins a N — 1 i provem
que també ho fa per N. Aleshores utilitzant la hipotesi d’induccié, la regla de la cadena
i la regla del producte, es compleix

3 N-1 k
91(g0 ¢)(a) = (Z 9 (o) > Hafsw(a)))

a
IN) \ 1= JeParts(I k) s=1

Q

k
- g<k+1><¢<a>>(m< > Lon0()

J€eParts(I,k) s=1

k K
+ 9" (¢(a)) S T 948a) | 0s.0rvyéla)

JeParts(I,k) s=1 \j=1,j#s

N k
S e ®e@) Y [[on@(a)

k=1 JeParts(1,k) s=1
Per tant,
N k
gop, )= g® (@) > J]o(a), ). (4.6)
k=1 J€eParts(1,k) s=1
Provem ara que
N N-1
pO (25, Z Z 7] (h) k¢ ’yj(h)ik Z H 8 ¢7
h=1 k=1 JeParts(I(h),k) I=
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Observem que n’hi ha prou en veure que per tot s € {1,...,d},

N-1 k
dasp(a), I) = > D (w07 > o, ), (4.7)

he[1,N],I(h)=s k=1 JeParts(I(h),k) =1

on lexpressié val 0 si no existeix cap h € [1, N] tal que I(h) = s. Provem (4.7). Si per
tot h, I(h) # s llavors tant el membre de la dreta com el de 'esquerra de (4.7) sén 0 i
per tant val la igualtat. Suposem ara que almenys per alguna h € [1, N|,I(h) = s. Posem
ms = mult(7, s). Aplicant la linealitat de la derivada i la regla del producte és clar que

oms o (ms) OF L omeF

S = Vs
g o) =3 (1) ) s totar)
Per tant a 'avaluar en ¢ = 0 només quedara el terme amb k =1,
8m571
(6@,

A (4.7) els sumands del membre de la dreta sén iguals per tot h i n’hi ha mg, per tant
(4.7) quedara provat si veiem que

9 gms—1 =
I g | (@) =S Gensor* 3 Ha¢,
as |0

ke[, N1 (k)2s © CA(R) k=1 JeParts(I(h),k) I=

ms

on hem fixat una de les h tals que I(h) = s. Ara, com que el membre de l'esquerra de la
darrera igualtat és

A(é(a)™, 1(h)),
hem de veure que

-1

k
O(¢(a), I(h) = > (ved(0)=% > [] (e, Jy)
k=1

JeParts(I(h),k) 7=1
Aquesta darrera igualtat és justament un cas particular del que hem provat a (4.6) posant
g(z) = 27",

Per tant hem demostrat que

k
kaw(h) " Z H (e, J;)

k:1 JeParts(I(h),k) =1

k
9@ > Jloa), J)

JeParts(1,k) s=1

(f ¢7

Com que f(¢(a)) és zero, també ho sera O(f o ¢, I), per tant obtenim

N N-1 k
0= (Vi) " T a(e, Jy)
h=1 k=1 JeParts(I(h),k) J=1
N k (4.8)
+> gW) > J[oe(a), )
k=2 JeParts(1,k) s=1

g (a)o(¢, ).
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Apliquem ara I’hipotesi d’induccié al primer terme de I'expressié de (4.8), que resulta

L= k —QHZ’"US Y Js|—1(p—1 1
(Vg a0 RN H .tz =BT BT 1487 D )

h=1 k=1 JeParts(I(h),k) 5= meJs

Observem que

1 m—
a’y[(h)fk Z H —a +Emer(7 )(_ﬂ)le‘il
JeParts(I(h),k) =1 .
k+zm61(ﬁ)(7m—1)
— o Vimk @ _B)YN—Ik(_1)k
Jepartzs(:f(h),k) g'(e)™! = .
a! T 2mer(m =1 (—g)N=2 —1yk—1
= ¢ (a)N-1 —-(67) Z 1

JeParts(I(h),k)

Per tant el primer terme de l'expressié (4.8) queda

al+Emerm=1)(_gyN-2 X ]

g (a)N-1 > (3D ) H 1T D )i

h=1 k=1 JeParts(I(h),k) 5= me.Js

Apliquem ara el Teorema 3.10 a

k
Cas LD DR [ (CRuis R Wk ey [FART (4.9)
JeParts(I(h),k) =1 meJs
ambv=p3"1iz, = 5_171(3)(5 ,on1<s<|I(h)] =N —1. Alehores (4.9) equival a ¢,
on
L= b1 1 1
_1)'2(_1)k—1—r( r )(ﬁ_ (r+1)—-1+p" Z Ym)N—2
S r=0 mel(h)
Ara, la suma
N-1
T(h))kCh
k=1
és igual a
N-1
=iy Y, (V) — Di—1- (4.10)
k=1
Posem

F) = (30— 1487 Y m)vos,
mel(h)
que és un polinomi de grau N — 2. Aleshores pel Lema 4.1 que hem provat a l'inici
d’aquest capitol,

= (@ = Dyt oo (= 1Y - -
F(x) = ] = ’"< . )(5 Mr+1) =148 Y ym)n-a
k=1 T=0 mel(h)
N-1
:ch (x — 1)
k=1
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Per tant (4.10) equival a

F(yrny) = 1) (/371’71(}1) —1+87" Z Ym)N—2 = —~YI(h) Ca Z Ym — 1) N—2.
mel(h) mel

Per tant el primer terme de l'expressié (4.8) queda

A+ Zmerm=1)(_gyN-2 X

N1 Z vy (B Z Y — 1)N—2

g/(a) h=1 mel

1+Zme1(’7m—1) _ A\N-1
== g,(a)N_(l (g D m—Dn-287 Y (m— 1) (4.11)

mel mel

a1+2m61(7m71) _B N-1 _
= N—(l ) (5 ! Z ’Vm)N—l-

g () —

El raonament per simplificar el segon terme de (4.8) és practicament igual. Utilitzant
altre cop la hipotesi d’induccio, el Teorema 3.10 i que

g®) () = b(B)raF,

resulta que

BB (—BIN-1qZmerm=1) N (g3 _ 1), , =L _
et 5)/( )] : Z (ﬁ(k _1)k)| : Z(_l)k_l_r (k 1> (r+1)p~t=1+p71 Z Ym)-
gl k=2 =0 " mel

Sumem i restem a la darrera expressié el terme corresponent a k = 1, que és
(/8_1 -1+ ﬁ_l Z ’Ym)Nfl‘
mel

La suma incloent £ = 1 és una série de Newton i com hem fet abans, aplicant el Lema
4.1 Pexpressioé queda

—bBaP (—B)NLaZmer(rm=1)
g ()l

B v - B =148 vm)N_1> .

mel mel

Finalment, combinant aquesta expressé amb (4.11) i simplificant usant que
g'(a) = bpa’,
queda 'equacio

1+ mer(ym—1)(_ gyN—1
= g/(Oé)N_(l /8) (ﬁ_l -1+ B_l Z fym)N—l + gl(Oé)a(QS, I)

mel

0=

Aillant de la darrera expressié (¢, I) es completa la prova. [J
Observaci6 4.3. A la demostracié del Teorema 4.2 hem usat el Teorema 3.10 prenent
v=p3""%

Per tant si § = 1, per demostrar el teorema fonamental només caldria demostrar el
Teorema 3.10 quan v = 1. DeFranco a [4] prova una demostracié alternativa del Teorema
3.10 pel cas v = 1. Es molt llarga i no la veurem en aquest treball. Es pot trobar a la
secci6 6 de [4].
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5 Recobriment del resultat d’Sturmfels

En aquest capitol veurem com el teorema principal que hem provat recobreix part dels re-
sultats obtinguts per Sturmfels a [11]. Exposem a continuacié breument i sense demostrar-
los aquests resultats i després veurem com els podem obtenir a partir del teorema que
hem demostrat.

A [11], Sturmfels també tracta el problema classic de les matematiques de determinar
férmules per a les arrels de ’equacié general de grau n:

f(x) = a0+ a1z + -+ apz™.

Cada arrel de f(z) és una funcié algebraica amb els coeficients de f(z) com a indetermi-
nades,
X = X(ag,...,an).

A diferéncia del que hem fet nosaltres, calcular directament la serie de Taylor de X,
Sturmfels considera X com una solucié d’un sistema A-hipergeometric d’equacions dife-
rencials. Aquest tipus de sistemes van ser introduits i estudiats per Gel’fand, Kapranov
i Zelevinsky a [8] i [9] 1 vénen donats per una matriu A de k files i K columnes

A = (Xij)1<i<k1<j<Ks

on
Xij €Z pertot 1<i<k1<j<K.

A més, la matriu A cal que verifiqui les segiients propietats: i) les columnes
X5 = (X1j>- - Xks)

generen ZF com a Z-modul, i 44) existeixen enters ci, ..., cx tals que per tot 1 < j < K,

k
Zcixij =1.
i=1

Geometricament la darrera condicié implica que la familia formada pels vectors columna
esta continguda en un hiperpla afi. En aquest context, definim el reticle de la matriu A
com el conjunt

K
,,%:{(’f‘l,...,TK) EZK:ZTinj =0,1 SZSk} CZK.
i=1
Si ens mirem A com una aplicacié lineal
A:QF — QF
r—s ArT
on r’" denota el vector transposat de r, aleshores .Z és el nucli enter de A, és a dir,

& = Ker(A)NZ~.

Ara, per cada r = (r1,...,7x) € £, considerem 'operador diferencial
o \" o\ "
o= Ge) -ILG)
7’]'>0 8CL] T‘j<0 8a‘7
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Fixem una collecci6 fixa de parametres (f1,..., k) 1 definim també 1'operador
i )
Zi = ;Xz’jajaaj —Bi, 1<i<k.

Amb tota aquesta notacié ja podem definir que és un sistema d’equacions diferencials
hipergeometric.

Definicié 5.1. El sistema hipergeométric donat per la matriu A = (x;j) que verifica les
condicions 1) 4 ii), i una colleccié de parametres (By,...,Bk) € CF és el sistema que té
per equacions

{Ziqﬁ:O, 1<i<k (5.1)

O,6=0, re.Z.

Resulta, doncs, que el nombre d’equacions d’aquests sistemes és infinit, ja que el nucli
enter . conté infinits elements. Tot i aixd com que els anells

0 0
C[CLl,...,CLK], C[aal,,aal(}

sén isomorfs i el primer sabem que és noetheria, sabem que el segon també ho és i per
tant el sistema (5.1) estara generat per finites equacions.

Hem dit abans que les arrels X (ay, ..., a,) de 'equacié general de grau n sén solucié d'un
sistema hipergeometric. Descrivim explicitament aquest sistema i demostrem-ho.

Considerem K =n + 1, k = 2, el vector de parametres 8 = (51, 52) = (—1,0) i la matriu

01 2 3 ... n—1 n
A_<1 1 1 1 .. 1 1>'

Aleshores és clar que A satisfa les condicions ) i i7). En efecte, prenent només les dues

primeres columnes
0 1
1)7\1

ja veiem que les columnes de A generen Z? com a Z-modul. Per altra banda, prenent
c1 =0,c0 =1,
aleshores per tot 0 <t < n el vector G) pertany a la recta afi
11 + coxg = 1.

El reticle de la matriu A és per tant
n n
R {'l) = ('l)o,...,vn) € Zn+1 : Z’l}i = O7Zi'l)i = 0}
i=0 i=0

Llavors, el sistema d’equacions diferencials (5.1) amb la matriu A i el vector de parametres
B que acabem de donar ve donat per les equacions

%
aai

n a n
56=3 1000 46 =0, Zpp= aros =0
i=0 ! i=0
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i totes les equacions del conjunt
{DT}TEJZ-

Es pot provar que aquest sistema és equivalent al segént sistema, que té un nombre finit
d’equacions:

9%¢ _ 0% .. -
8ai8aj - 8ak8al 511 + j - k +l
n . 9 . n o) (5'2)
> ico g, =—¢ i 2 ico Uigg, =0
Aleshores Sturmfels a [11] demostra el segiient resultat:
Proposicié 5.2. Les arrels X = X (ag,...,a,) de l'equacié general de grau n sén solucio

del sistema hipergeométric (5.2).

DEMOSTRACIO: Les dues equacions de primer ordre sén conseqiiencia de les segilients
homogeneitats de X:

X (Xag, Aay, Aag, ..., Aan) = X (ap,a1,az,...,a,), (5.3)
1
X (ag, Ay, Nag, ..., \'ay,) = XX(ao,al, ceyan), (5.4)

on A € C*. La primera de les dues igualtats és evident ja que
ao+ a1 X +asX?+ 4+ a, X" =0 < dag+ a1 X + s X%+ -+ Xa, X" = 0.
Per veure la segona n’hi ha prou en observar que
ap + a1(AX) 4+ as(AX)? + -+ 4+ an(AX)" = ag + A1 X + Nag X% + - + Na, X7,

Ara, les equacions diferencials de primer ordre resulten del segiient fet general: si tenim
la igualtat
¢(}\W0ao’ )‘wlab SER) )\wnan) = Aw(l)(aOa aty ..., an)7

la podem pensar com una funcié de A, fixant ag,aq,...,a,. Al derivar-la, usant la regla

de la cadena, s’obté que
n
E w~)\”9’71a-—a¢
J T da;
=0 !

avaluat en
(/\“’Oag, /\““al, ceey )\w”an)

equival a
-1
WA D(ag, Ay .y Qp).

Per tant, posant A = 1 resulta

Wit —— = wWao.
jgo J ]8aj

Posant (wp,w1,...,wy) = (1,1,...,1) i w = 1 obtenim ’eqaucié diferencial que es deriva
de (5.3):
n
0X
D iz, =0
= da
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I'si (wo,wi,...,wn) = (0,1,...,m) i w= —1 obtenim ’eqaucié diferencial que es deriva
de (5.4):

Vegem ara com obtenir les equacions de segon ordre. Fixats ag,aq,...,a, i enters j, k, on
1 < 4, k < n, diferenciem la igualtat

FX)=ap+ a1 X +as X2+ 4 apX" =0

respecte a;:
ox

X7+ f1(X) 5=
J

0,
on

fl(X) = Zn:mlxlfl.
=1

Si f/(X) # 0, aleshores
ox X

da; — fI(X)

Al derivar respecte a cada membre resulta

0*°X 0 < X7

G~ o () — OO G+ DX (65)

on

(X)) = zn: (1 —1)a X2,
=2

L’expressié (5.5) només depen de j + k i per tant demostra

PX  PX
8ai8aj a 8akaal

siitj=k+1 (5.6)

quan X és una arrel simple de f. Per al cas general considerem la funcié

fllz) _ 0
=—(1 C.
o) = poloEf(). e
Es tracta d’'una funcié racional en ay, ..., an, 2. Diferenciem-la:

s (75) = (0210)
— % (8;(‘29% (log f(Z)))
SE ()
= % (‘ ;;Zz)) '
f'(z)

La darrera expressé només depen de j + k. Per tant la funcid T2 satisfa les equacions

de segon ordre (5.6).
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Si X té multiplicitat k com arrel de f podem escriure

f(2) = (= = X)Fg(2),
on g(X) # 0. Derivant i simplificant obtenim llavors que

2f'(2) 2 g'(z)

f) X gla)

Aleshores, com que X és un pol simple,

/ / /
Res(E ) 5y Ztim e - 00292 iy (429 x)) = x
f(z) =X f(z)  ox 9(z)
Pel teorema dels residus obtenim, doncs,
1 /
_ L [E, (5.7)
2t Jr f(2)

on I' és una corba al voltant de X (ay, ..., a,) suficientment petita com per no contenir en
el seu interior altres arrels de I’equacié polinomica de grau n amb coeficients ag, . . ., ay,.

Per veure que X també satisfa les equacions (5.6) només cal diferenciar sota el signe in-
tegral la identitat (5.7). Aixo completa la demostracié. O

A partir de solucions generals pels tipus de sistemes hipergeometrics que estudien Gel’-
fand, Zelevinsky i Kapranov a [8] i [9] i utlitzant també els resultats de McDonald a
[10], Sturmfels aconsegueix trobar unes férmules explicites per a les arrels X (ag, ..., ap).
Introduim primer algunes definicions i donem aquestes series.

Definicié 5.3. Siguin v un enter i u un racional. Definim

! si v=20
(W) = u(u — 1)(u —2) - (u+ v+ 1) g o
’Y(U,’U) -
’ si wueZ i 0>u>—v
W altrament
j=1

Observacié 5.4. Si I' és la funcié gamma habitual i 4 no és un enter, observem que

F(u+1)

) = et

En efecte, si v = 0 llavors la igualtat és trivial. Si v < 0 llavors

Flu+1l)  ww—-1)w—-2)---(u+v+)Iu+v+1) ()
Nut+ov+1) C(u+v+1) =N,

on hem usat la propietat coneguda I'(z + 1) = 2I'(z) per tot z € C\ Z<p, que podem
aplicar perque u ¢ Z. Si v > 0, com que u no és enter estem en el quart cas. Utilitzant
de nou la propietat de I' tenim que

I'u+1) I'(u+1)

I‘(u+v+1) - <u+0)(u—|—v_1)...(u+1)r(u+1) :’Y(U,’U),
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Definicié 5.5. Sigui (ug,u1,...,u,) una n+1-tupla de racionals. Definim la seérie formal
de poténcies

n
lag®ay" -+ - apt] = Z H(V(un Ui)a?ﬁvi)'

(vo,...,vn)EZ i=0

Les anomenarem séries de claudators.

Una triangulaci6 de {0,1,...,n} és un conjunt finit de segments [a, b], a,b € {0,...,n} de
manera que la unié de tots els segments és [0, n] i la intersecci6 de dos qualssevol d’ells és
com a molt un punt. Es clar, doncs, que hi ha 2"~! triangulacions possibles per al conjunt
{0,1,...,n}. Podem respresentar una triangulaci6 amb un subconjunt {ig,i1,...,%,}
de manera que la triangulacié esta formada pels r segments [ig, 1], ..., [ir—1,r], amb
i9 = 0,2, = n.

Fixem una triangulacié {ig,%1,...,4,}. Pera j =1,...,r definim d; = i; —i;_1 per a la
longitud del segment j-esim. Es clar que dy +---+d, =n. Sigui £ = (—1)1/dﬂ' una arrel
d;-essima de -1. Aleshores Sturmfels demostra el segiient resultat: les n seéries

dj
1/d; —1/d; 1 k—d;)/d; —k/d; 1 _
Xj,f = é[a’ij/fiaij / ]] 4 E E gk[aij71+k*1az('j,1 i)/ ]aij / J] + d—j[aij_l_lal-jil]. (58)
k=2

son arrels de 'equacié general d’ordre n, és a dir, f(X;¢) = 0. De fet, demostra més,
Sturmfels déna també una regié de convergencia d’aquestes series formals, pero d’aixo
no ens en preocuparem. Per a una comprensié profunda del tema i veure com arriba
Sturmfels a aquestes series a partir del treball de Gel'fand, Kapranov i Zelevinsky a [8] i
[9] i McDonald a [10] es recomana llegir [3].

El que farem nosaltres ara és veure com el teorema principal que hem provat demostra
aquest resultat d’Sturmfels. Fixem dos enters 0 < i1 < 79 < n. Sigui d = i9 —i7. Usarem,
a més de les definicions i notacions introduides en aquesta seccid, la notacié

v = > i I = 11 .
1€{0,...,n}\{i1,i2} 1€{0,...,n\{i1,i2}

Lema 5.6. Suposem que (vg,...,v,) € Ker(A). Aleshores

1
Viy = —gz*(i — il)vi (5.9)
1 1
vy = —QZ*(iQ —i)v; = EZ*(Z —i1)v; — X, (5.10)

DEMOSTRACIO: Com que (v, .. .,v,) € Ker(A),

1104, + 12V, = — Y, (5 11)
Vi + Uiy = —Y*; ’

Aillant d’aquestes dues equacions v;, i v, s’obté (5.9) i la primera igualtat de (5.10).

D’altra banda, utilitzant que v;, = v;, + vi, — v;, 1 les equacions (5.9) i (5.11) s’obté la
segona igualtat de (5.10). O
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Lema 5.7. Considerem la serie

d
1/d —-1/d, . 1 k—d)/d —k/d, 1 _
Xiyine = Ela;/a; /] + ngk[agl M ora ) + p (ai,1a;,'] (5.12)
k=2

on [ail_lai_ll} denota 0 si i1 = 0. Aleshores,

a) X, ine €s una série de poténcies en les variables a;,0 < i < n,i # i1,1i2, €s a dir, els
erxponents d’aquestes variables son enters no negatius, i els seus coeficients depenen de
(7% ) Ay -
b) El terme

II*a" (5.13)

pot aparéizer com a molt a una o dues séries de claudators de la seérie (5.12), en funcid
de si X*(i —i1)n; no és o és igual a —1 mod(d), respectivament.

DEMOSTRACIO: Observem que cada a;,0 < i < n,i = 41,19 apareix a les series de
claudators de (5.12) amb exponent 0 o 1, per tant, per la definicié d’aquestes, 1’exponent
de a; sera un enter en tots els termes. Vegem que no pot ser negatiu. Perque ho fos
s’hauria de donar o bé el cas u; = 0iv; < 0obéelcasu; =11iwv; < —1. Per la
Definici6 5.3 de y(u,v), en tots dos casos tindriem y(u,v) = 0. Per tant els exponents de
les variables a;,0 < i < m,i # i1,i2 a (5.12) s6n enters no negatius. Per tant Xiiinc €8
una serie en les indeterminades a;,0 < ¢ < n,i # i1,i3 amb coeficients que depenen de
a;,, ai,. Amb aixo tenim a).

Provem b). A la definicié de X, ;, ¢ hi ha d+1 series de claudators. Si d = 1 aleshores hi
ha exactament dues séries de claudators i b) es compleix trivialment. Suposem ara que
d > 2. Direm k-eéssima serie de claudators a la serie

(k—d)/d —k/d
[a;, Wiy +k—10;, |,

que apareix a X;, ;, ¢, amb 2 < k < n, i 0-essima i 1-essima respectivament a les series

l/da—l/d]'

[ail—lai_ll]? [ail i

Vegem quan pot ser que el terme (5.13) aparegui a la k-éssima serie de claudators, amb
0 <k <d. Sigui i # i1,i2. Observem que a la k-éssima serie de claudators ’exponent u;
de a; és 0sii# i1 +k—11és 1 sival laigualtat. Per tant per la definicié de les series
de claudators, perque aparegui el terme (5.13) cal que existeixi v = (vo, ..., v,) € Ker(A)
de manera que per tot ¢ # iy, 19,

v; =mn; Si i;’éil—{—kﬁ—l
v, =n;—1 si i=i1+k—1

Observem que no pot ser que i1 + k — 1 = i3 ja que voldria dir que £ = d + 1. Fixats
aquests valors de v;, vy, 1v;, queden determinats per les relacions del lema anterior. Posem

C =Y*(i —i1)n;. Queda:

1 1
1 1
Vi = gE*(i — i) — Xy = &(C —k+1)+1-3%n,
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Com que v € .Z, cal que v;, 1 v;, siguin enters i per tant cal que C' = k — 1 mod(d). Aixi,
si C' = —1 aleshores el terme (5.13) pot apareixer com a molt a la 0-éssima i a la d-éssima
series. SiC' =k—1,k € {1,...,d— 1} llavors el terme (5.13) pot aparéixer com a molt a
la k-essima serie. [

Teorema 5.8. Siguin n; > 0,1 # 1,12 enters no tots 0. Aleshores el coeficient del terme
II*a}" (5.14)

a la serie X;, ;, ¢ €8

C+1
§k o Gy (C+1)/d (% - 1)Z*ni—1
12 (Iil n;:
on
C:E*(i—il)ni =k—1+ Md,
per a certs enters M 10 < k <d—1.

DEMOSTRACIO: Al Lema 5.7 hem provat que si C = k — 1 mod(d) llavors el terme
(5.14) pot apareixer com a molt a la k-éssima serie. Estudiem per casos segons k quan
val el coeficient del terme (5.14) a la serie (5.12). Comencem pel cas k € {2,...,d — 1}.
Aleshores el terme (5.14) apareix a la serie

(k—d)/d —k/d
[ail a'il “Fk*la/lé ]’

en el sumand on per tot ¢ # i1, i9,

v; = n; Sl 7,7&21-{-]6—1
vi:ni—l si ’i:il—f‘k—l.

Aleshores, pel Lema 5.6 v;, i v;, queden totalment determinats:

1
Vi, :—g(C’—qul) =-M
1
Vi :g(C—k—kl)—kl—Z*nl:M—i—l—E*nl
Hem de calcular per a aquests v; i els corresponents u; el productori

n
| J RIS
i=0

Es clar que si i # 41,149,141 + k — 1 llavors

Y(ui,v) =v(0,n) = —

isii =11 +k—1 aleshores també
Y(ug,v;) =v(1,n; — 1) = —.
Per altra banda, u;, = g —liw, = _Tk, per tant,
1
Uiy + Viy = _g(c + 1)

1
Uiy + Vi, = g(C + 1) — Y*n;.
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Com que u;, i u;, no sén enters, usant I’Observacié 5.4 i simplificant obtenim

) T(k+1)
D5+ M =S + ) (5 — M +1)
T Ta-%H ok
a F(% —;iM) - E _dM)(g + M = 1)y, -1

Y (Wiy, Viy )V(in Viy) =

(5.16)

Usant les propietats de la funcié I' i sin(z)

™

T(2)(1 - z) =

sin(mz)
sin(m(z +m)) = sin(7wz)(—1)™

per tot z € C,m € Z, podem continuar la cadena d’igualtats de (5.16) com

sin(w(% +M)) k

(5.16) = (3 + M —1)sm, 1

sin(w%)
k
S LA VR

Per tot plegat el coeficient del terme (5.14) a la serie X;, ;, ¢ és igual a I'expressi6 (5.15).
Aix0d prova el teorema per al cas k € {2,...,d — 1}.

Suposem ara que k = 1, és a dir, C = Md, per algun enter M. Aleshores on apareixera
el terme (5.14) és a la serie de claudators

11 12

Ho fara quan v; = n; per a tot ¢ # iq,49 i

C
U’LQ = —E =-M
C
Vi = E - Z*nz =M — E*nl
Aleshores u;, = % iu;, = —% i per tant raonant de forma similar al cas anterior s’arriba a
rd) D (DM
Uiy, V; Uios Vin ) = = - — M+ 1)s*p,,
(i Vi JY iz, Vi) T+ M—ymn)D(=-M) d G Jzrn

i per tant el coeficient del terme (5.14) a la serie X, ;, ¢ és igual a I'expressié (5.15).
Finalment queda el cas k = 0, és a dir C' = —1 4+ Md, per algun enter M. En aquest cas
el terme (5.14) pot apareixer a les séries

lai,—1a;,'], [ai,—1a;,']. (5.17)

En la primera de les dues tenim que per tot i # 41,492,712 — 1, u; = 0 1 per tant v; = n,.
Observem que io — 1 # i1 jaque d > 2. Isii =1iy—1llavors u; = 11iv; = n; — 1.
En qualsevol cas tenim, com abans, vy(u;,v;) = n%, Els v;,,v4, queden determinats com
abans per

1

1
Vi :g(C—d+1)+1—E*n,~:M—2*n,~.
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Vegem ara que val y(u;,, vi, )v(uiy, viy). Separem el calcul en dos casos. Si M < 0 llavors
Y(uiy, viy) = 0, ja que uj, = —110>—1> M — 1. Si M > 1 aleshores

’Y(Uil’vil)’y(uiwvb) = 7(07 M — E*ni)V(_l’ -M + 1)
- G D=

= (=DM HM = Dsepr

Observem que si 41 = 0 llavors M > 1, ja que C' > 0. Estudiem ara la segona serie de
claudators de (5.17). Aquest cas només passa si i3 > 0. Per tot ¢ # 41,492,491 — 1, u; =01
per tant v; = n;. Isii=1i; — 1 llavors u; = 1 i v; = n; — 1. Com abans, vy(u;,v;) =
Per altra banda

n;!°

1
vy = —(C+1) = -M
1
vip = S(CH 1) +1-%n = M+1-Xn,

De forma similar al que hem fet en el cas anterior obtenim que si M < 0 aleshores
’Y(uilavh)’)/(uim Ui2) = '7(_1? M+1- E*ni)7(07 _M)

(=DM (M = D)sep, 1.

Per altra banda si M > 1 v(u;,, vi, )v(uiy, vi,) = 0. Resulta, doncs, que tant si M > 1
com si M < 0, el terme (5.14) només apareix a una de les dues serie de (5.17) i té per
coeficient ’expressio (5.15), com voliem provar.

Hem cobert tots els casos possibles i per tant queda provat el teorema quan d > 2. Pel cas
d = 1la serie X;, ;, ¢ té només dues series de claudators i la demostracié és molt semblant
al darrer dels casos que hem vist quan d > 2. [

Corotari 5.9. Suposem que a;,,a;, sén compleros no nuls i parametritzem C"~1 amb les
coordenades variables a;,1 # i1,42. Sigui

g(z) =1+ iz d
Ajq

una funcio base i sigui f el polinomi d’exponents compleros amb funcid base g, coefi-
cients a = (A, 1, ..., Qj;—1, Qigtly -y Qig—1, Qig+1y - -, 0p), & exponents v = (—iy, 1 —
i,...,—L1,....d=1,d+1,...,n—1iy), és a dir,

f(2) = f(z19,a,7) = g(2) + S*a;2" ™.

Sigui
1/d
_ ¢
a=E,
i2

un zero de g. Sigui ¢(a) : U — L diferenciable a l’origen en les variables a;,i # 11,12,
on U C C" 1 és un entorn del 0. Suposem que



Denotem per

g ooy B geeey 3 goeeey T

a ap ax Ajy—1 Q441 Ajy—1 Ajp41 Gn n—1
— ==, =, e R e e et
A Qg Ay agq Ay (79 Ay

Aleshores la série de Taylor de ¢ ( ) al voltant del 0 respecte les variables a;,i # 11,19

a
ail
és igual a la serie X;, 4, ¢.

DEMOSTRACIO: Si apliquem el Teorema 4.2 per trobar el coeficient de IT*a;" a la serie
de Taylor de ¢(a) obtenim que aquest val

al/d 1+E*ni(i—i1—1)
(¢5n)

CL,L2

B 1/d\ d—1 g
Yz 4 gah
Qi alg/d

on hem utilitzat que ¢'(a) = bBaP~!, amb b = Zﬁ i B = d. Simplifiquem la darrera
i1

i1, e e e 1
(—a)>" M d - 14+d7'S ni(z—zl))z*m—lﬁ,

expressié utilitzant la notacié C' = ¥*n;(i —i1). Queda

. C+1
Ty () T (G~ Den
d aj, H*?’Lll

Posem C = k — 1 + Md per a certs enters M i 0 < k < d — 1. Com que ¢4 = —1,

§C+17d2*m(_1)2*ni _ €k+Md7dE*m(_1)E*ni — fk(—l)M

Per tant la serie de Taylor de ¢ (ai) al voltant del 0 té per coeficient de IT*a;" a
71

)

C+1
S (“) R G 9
d @iy ag*”iﬂ*ni!

que coincideix amb (5.15). Aix0 val quan no tots els n; sén 0. Per completar la demostraci6
hem de veure que quan tots els n; sén 0 llavors el coeficient de IT*a;" a la serie X;, ;¢
és a. Tenim que com X*a;" = 0 =k — 1 quan k = 1, i per tant, pel Lema 5.7, el terme

IT*a;" només apareixera com a molt a la série de claudators

1/d —1/d
[ail a;, J.

Aleshores tindrem: per tot ¢ # 41,42, u; = v; = 0, u;; = 1/d, u;, = —1/d i usant el Lema
5.6, v;; =0, v;,, 1 per tant

n al/d

itvU; ;
[T et =
i=0 i

El coeficient del terme IT*a;" a Xj;, ;, ¢ queda llavors

1/d
S
1/d — 7

12

com voliem provar. [

Finalment vegem com el darrer corollari recobreix el resultat d’Sturmfels.

37



Corotari 5.10. Sigui {io,...,ir} una triangulacié de [0,n]. Posem d; = i; —i;_1, j =
1,...,r, @ sigut £ = (—1)1/‘11' una arrel dj-eéssima de —1. Aleshores per a cada j i cada §
la série Xj¢ és arrel de l'equacio general de grau n, f(r) = ap + a1z + ... + apz™, és a
diT‘, f(Xj@) =0.

DEMOSTRACIO: Fixem-nos que la série Xi;_1,i;,¢ que hem definit a (5.12) equival a Xj ¢
que hem definit a (5.8). Si apliquem el corollari anterior amb i; = i;_1 i ip = i; sabem
que la serie de Taylor de ¢(—%—) al voltant del 0 respecte les variables a;,i # i;_1,1; és

igual a Xj¢, 1 que f(¢(a)) = f(é(a),g,a,7) = 0. Per tant f(¢(5), 9, 55,7 = 0.
Ara,

@ij_y

FOGE) g ) = 1+ (o2 + - (o)

. _ . Qi
azj_l j—1 azj_l j—1

on d = d; =1i; —ij_1. Per tant la darrera expressié equival a

ai;_ O(2—)1 + ay, (¢(ai;_1 ))l] + X*a; (QZ)(%%))Z f(o()

Qi;
aij*1¢(ai3?_1 )Zj71 aijflqs(ai?

i sabem que és zero. Per tant obtenim que f(¢(%—)) =0, és a dir, f(X;¢) = 0, com
i1

voliem demostrar. J

6 Formula de segon grau

L’objectiu d’aquest capitol és veure que la férmula per radicals

—b+ Vb2 —4ac
2a

(6.1)

de les arrels d’un polinomi de segon grau az? + bz + ¢ que coneixem concorda amb el
desenvolupament de Taylor de les arrels que hem donat en aquest treball. Observem
abans una propietat del doble factorial que necessitarem.

Definicié 6.1. Donat un natural n definim el seu doble factorial com

[51-1
nll= T[] (n—2k) =n(n-2)(n-4)--
k=0
és a dirnll=n(n—2)---2 sin és parell in!! =n(n—1)---1 sin és senar.

Observacié 6.2. El factorial d’'un nombre positiu n el podem escriure com un producte
de dos dobles factorials:
n! = nll(n — )N

A més sin =2k amb k > 1 és clar que

nll = 2k
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Prenenm ara larrel de (6.1) amb signe negatiu. Observem que la derivada n-éssima de

e (_1)711 <1_1>...<1_ +1)(1_ )z n
2 \2 2 " vE

Per tant el desenvolupament de Taylor de /1 — x al voltant del 0 és

vt n!
i per tant
—b— Vb —dac b—"b _Zlézf_—l)_bi(_ )n(%)n dac " (6.2)
2a - 2a a4 2a n! b2 '

Vegem com podem obtenir aquest desenvolupament de Taylor a partir del teorema prin-

cipal d’aquest treball. Considerem el nostre polinomi dividit entre az2,

b
14+ 2214 Epm2 (6.3)
a a
La funci6 base g(z) sera 1+ 22*1 i prendrem 'arrel de g, a = %b. Aleshores
—b —a
/ _ / .
g (Z) - (1252’ g (a) b

En aquesta situacié, la férmula que proporciona el Teorema 1.8 per al desenvolupament

de Taylor al voltant de 'origen d’una arrel ¢(£) de (6.3) és
b < 1 (;b)l—?m n—1 c\n
- — (1)L TJ[(-1-j+2n) (= 6.4
e e =i n) (2) (6.4)

Volem veure que (6.2) i (6.4) coincideixen. Agafem el coeficient de ¢™, n > 0, de cada una
de les expressions i igualem-los. Podem simplificar el factorial de n, les poténcies de a i
b, i el (—1), per tant queda per provar la seglient igualtat:

n—1

Jn=— (=1 -7 +2n). (6.5)

j=1

w4 L

(-1"5

L’expressi6 de la dreta la podem expressar com

(2n — 2)!
(n—1)!"

Per altra banda a I’esquerra tenim

(-1) E E R T:—2”—11-3.5.--(2n—3):—2"—1(2n—3)!!

Per tant per provar (6.5) n’hi ha prou en veure que

on=1(2p — 3)Il = ((2:__12))"
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i aix0 és clar ja que
2" — )20 — 3! = (2n — 2)!(2n — 3)!! = (2n — 2)!
on hem usat les propietat de ’Observacié 6.2.

Prenem ara ’arrel amb signe positiu de (6.1). Aquesta vegada el ETIL) es cancella amb el
primer terme de la suma infinita i queda

—b+ Vb2 —dac b ”(_1)n(%)n dac\"
— n! b2

2a - 2a (6.6)
—

Observem que aquesta expressio la podem veure com el desenvolupament de Taylor al
voltant del 0 respecte la variable a i que quan a = 0 val 5. Per tant per trobar aquesta
serie en el Teorema 1.8, dividim ara el polinomi entre c,

a b

-2+ -2+1=0.

c c
La funcié g(z) sera 1+ %z, a=75ig(a)= g. Per tant la férmula que ens proporciona
el Teorema 1.8 és
)1+n n—1

i; IEC) [T-1+5-20) (%) (6.7)

j=1
Agafem com abans els coeficients de a™ de (6.6) i (6.7) i igualem-los. Podem simplificar
els factorials i les potencies de b, c. Queda per provar, doncs, la igualtat

Y ¢ ) I .
—54 “%H: [T(-1+7-2n). (6.8)
j=1

L’expressié de la dreta la podem reescriure com
(_1)77,—1 (2”)'
(n+ 1)V
i la de I’esquerra com
(_1)n+1i (2n — 1)!!‘
2n n41
Per tant per demostrar (6.8) n’hi ha prou en veure que

2n)!
@ = 2"(2n — 1)1,
mn.

que és cert per les propietats de I’Observacié 6.2.

7 Regla de transformaci6

En aquest capitol enunciarem una regla de transformacié que relaciona la serie de Taylor
del zero que proporciona el Teorema 1.8 de cada un dels segiients polinomis d’exponents
complexos:

fzig1,a,7), f(z5 92,0, B27), (7.1)
on

g1(2) =146z 1 go(z2) =1+ b2,

La demostracié d’aquesta regla de transformacié utilitza una extensié del teorema bino-
mial de Newton:
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Teorema 7.1. Sigui w un nombre complex qualsevol. Aleshores si |z| < 1,
= (w
1 wo_ k
(1+2) kz_o ( k) |

on (ll:) son una generalitzacio dels coeficients binomials:

(Z>_w<w_1>...<w_k+1> (wh

k! k!

La demostracié d’aquest teorema es pot trobar a [2].

Anomenem «; al zero de ¢;(z) i denotem

¢(a7 Y bv ﬁl)

el corresponent zero de la primera funcié de (7.1) que ens proporciona el Teorema 1.8.

Observem llavors que si posem
1
)
a2 — Oél 5

ag és un zero simple de go(z). Denotarem també

¢(a; B2y, b, B132)

el corresponent zero de la segona funcié de (7.1) que ens proporciona el Teorema 1.8.

La regla de transformacio és la segiient:

Teorema 7.2. En la notacio anterior tenim la segiient igualtat de les series de Taylor al
voltant de a = 0

|-

¢(a§%b7 /Bl) 2= ¢(a;/327> b7 ﬁlﬁQ)' (72)
La demostracié d’aquest resultat és semblant a altres que hem vist en el treball. Es tracta

de comprovar que el coeficient de
m;

d
H aj
|
m:
j=1"

coincideix a cadascuna de les seéries de (7.2). La demostraci6, a més d’aplicar el teorema
fonamental d’aquest treball, també fa s del Teorema 7.1 i alguns dels lemes que hem
provat en els capitols 2 i 3. Es pot trobar a [5].

8 Extensi6 del teorema principal

En aquest capitol enunciarem una generalitzacié del Teorema 1.8 que déna Mario DeFran-
co a [5]. No la demostrarem perque la demostracié és llarga i semblant a la demostraci6
del Teorema 4.2. Es pot trobar a [5].

La generalitzacié ve de que aquesta vegada la funcié base no sera de la forma 1+ bz? siné
una funcié holomorfa qualsevol.
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Definicié 8.1. Una funcid base g(z) sera en aquest capitol un funcié holomorfa g : C —
C. Assumirem que g(z) té un zero simple « i per tant podem escriure g(z) com una série
de poténcies localment al voltant de «,

9(z) =Y ez —a)t, (8.1)
k=1

per a certs ¢, € C, amb ¢; # 0.

Fixem d’ara en endavant una funcié base g(z) i un zero « i fixem també un element de
la superficie de Riemann L que es correspongui amb «, és a dir que la seva projeccié a
C\ {0} sigui a, i denotem-lo també «. Aleshores g(z) determina una funcié6 amb domini
un entorn V' de o a L via la projecci6 a C, és a dir,

v — C — C

z=(r0,n) — 21 — g2

Definicié 8.2. Fizem un enter d > 1 i sigui v = (71,...,74) € C? una d-tupla de
complexos. Per a € C¢ definim la funcié

d
z—g(2) + Zaiz%’.
i=1

Definicié 8.3. Sigui p una successio infinita (p;):2, d’enters no negatius p; tals que
wi = 0 per i prou gran. Siguir > 1 un enter i C(r) el conjunt de totes les successions p

tals que
i>1

Observacié 8.4. C(r) es coneix com el conjunt de composicions de I'enter r amb parts
no negatives.

Definicié 8.5. Siguin x € C, ir > 0, a > 1 enters. Aleshores definim

—o® T
Faena = 0 ¥ o . )
(a—nugi) r = Yl Dty — (a— 1)
—(T—Zi>2(i—1)m—(a—1)) i
o 2 C;
X(r+ Y ) T S e
i>2 cy = i>2
i també definim
F(z,—1,a) =0.
Recordem que donada una funcié
P:Ur—C

i un multiconjunt I € MC(d), denotem

Aleshores I'extensié del Teorema 1.5 és la segiient:
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Teorema 8.6. Sigui f una funcié com la de la Definicio 8.2. Suposem que en un entorn
U C C? al voltant de lorigen existeix una funcié diferenciable

¢(a;7,9,0) : U — L

a '—> ¢(a’7’y7g7a)

que satisfa que per tot a € U

f(¢(a;7,9,a);a,7,9) =0
$(0;,9,a) = 0.

Sigui I € MC(d) un multiconjunt amb |I| > 1. Aleshores

0(¢.1) = F(Y_ v, 1] = 1,1)

mel

Observacié 8.7. Fins a aquest capitol, per nosaltres la funcié base era una funcié del
tipus:
g(z) =1+b2P, (8.2)

amb b, 8 complexos no nuls. Aquesta funcié és holomorfa i per tant el Teorema 8.6
generalitza el Teorema 1.8. De fet, la derivada k-éssima de (8.2) és

b(B)z" 7,

de manera que (8.2) és un cas particular de (8.1) quan

Aixi doncs, quan ¢(z) és de la forma (8.2) els Teoremes 1.8 i 8.6 donen dues férmules
diferents per a d(¢,n) que sabem que valen el mateix. DeFranco proposa com a objectiu
trobar una prova directa d’aquesta igualtat.

9 Extensié de la Proposicio 3.8

En aquest capitol respondrem a una de les preguntes que proposa Mario DeFranco a [4].
Es tracta de generalitzar la Proposicié 3.8 utilitzant més elements f4, fB, fo,- - ..
Aclarem primer una notacié que usarem en la proposicié i la demostracié.

Definicié 9.1. Sigui k un enter positiu. Direm que s és una particid ordenada de [1, M)
en k parts si és una k-tupla ordenada (s1,...,Sk) on els s; son subconjunts disjunts dos

a dos de [1, N] tals que
k

U si = [1, M].

Denotarem P(M, k) el conjunt de k-tuples ordenades de [1, M] en k parts.

L’enunciat de la generalitzacié de la Proposicié 3.8 és el segiient:
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Proposicié 9.2. Sigui R un anell commutatiu i 6 : R — R una derivacié a R. Siguin
M >0, k>2enters i f;,g9;,1 <1 < M,1<j <k, elements d’un anell. Aleshores

kM
>, e ]I Hé‘s”1 T =a"qTa 115,
j=1 =1

s€P(M,k) 1ESE 1€5;

( )

on g;’ denota 8g; i en el cas que s; =0, 671

( )

denota gj.

Vegem primer que aixo generalitza la proposicié 3.8. En efecte, quan k = 2 els elements
s € P(M, k) sén parelles ordenades (s1,s2) de manera que s1 Nsg =01 s3 Use = [1, M],
per tant s§ = s;. Si renombrem g; = fa,g92 = fp aleshores la formula de la proposici6
queda

S° olelgs [T £ats 1) T £ = oM gAgBHfz
seP(M,2) 1€52 1€55

Per tant per per provar que aquesta formula coincideix amb la (3.1) de la Proposicié 3.8
n’hi ha prou en veure que per cada w € [1, M] existeix un i només un s € P(M,2) de
manera que w = sg. Aix0 és clar ja que per cada w € [1, M] tenim la particié ordenada
(w® w) € P(M,?2) ireciprocament per cada particié ordenada s = (s1, s2) podem prendre
el conjunt w = ss.

Fem ara la demostracié de la Proposicié 9.2 que consistira en generalitzar aquesta idea i
utilitzar la mateixa Proposicié 3.8.

DEMOSTRACIO: Definim wy = [1, M] per simplificar la notacié. Provem primer que

sumar sobre
> (9.1)

w1 Cwo,w2Cwy, ,We—1 CWg—2

D

1 sumar sobre

seP(M,k)
és equivalent, és a dir que per cada particié ordenada s = (s1, ..., Sx) existeix un i només
un sumand de (9.1) tal que
(s1,...,8K) = (WY, ..., W_1, Wk_1), (9.2)

on wy denota el complementari respecte w;_1, és a dir, w{ = w;—1 \w;, per tot 1 < i < k—1.

En efecte, donada la particié s = (s1,...,sg), si per tot 1 <i < k — 1 prenem

k
U s

=141

aleshores és clar que wg_1 = s i com que w; \ w11 = $;41 resulta que per tot 1 <
i < k-1, s =w. A més, Ielecci6 dels w; de manera que es compleixi (9.2) només
podia ser aquesta: sigui (v1,...,vg) tal que (vf,...,v5_1,v5—1) = (WS, ..., W_;, Wk—1).
Llavors vp_1 = wi_1. Ara, suposem que hem provat la igualtat v; = w; per un cert
1 < ¢ < k. Llavors com que v;—1 C v; i analogament per a w, és clar que de la igualtat
vi—1 \ Vi = w;—1 \ w; en resulta la igualtat v;_; = w;_; i per tant inductivament tenim
que per tot 1 <37 < k, v; = w;, com voliem veure.
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Aixi doncs, la formula que volem provar és equivalent a

k M
Z §lwk— 1\ (gk H H5|w0| 1 1) H fi) = M(ngHfi)a
j=1 =1

w1 Cwo, w2 CW1,.., Wk —1 CWg—2 1EWE—1 iew;
(9.3)
El membre de 'esquerra de (9.3) el podem reexpressar com
k—2 0
el-1, (1
2 [To 6" T 40 ]
w1 Cwo, w2 CWi,...,.wg—2CwWi_3 \ j=1 iEw;
¢ -1,,(1 .
DI L RN | DL | ) (9.4)
Wg—1CWg—2 1EWE_ ST

Podem aplicar ara la Proposici6 3.8 al factor (9.4) i obtenim

(9.4) = " —=l(gp_19e T £)-

i€wp_2
Per tant el membre de I'esquerra de (9.3) equival a
k—2
> s =lge_1ge T[] £) H(S'w?'*l(gj('l) 11
w1 Cwo,w Cwr .., Wh—2 CWh—3 iCwp_o  j=1 icws

Fixem-nos que estem en la mateixa situacié que (9.3) perd com si la k hagués disminuit en
una unitat i gx_1 := gr_19%. Aleshores podem iterar aquest procés que prova la igualtat
per qualsevol 1 < r < k — 1 de les expressions

Z Iwr\ H H i) H(glwcl 1 (1) H £i).

w1 Cwo,w2 Cwi,...,Wr CWr—1 j=r+1 icw, ZEw

Quan r val 1 aquesta expressio és

Z 5|w1|Hg Hf yalwil=1( I)Hf

w1 Cwo €W (IS

que aplicant de nou la Proposicié 3.8 esdevé

k M
M(H gj H f1)7
j=1 =1

i aixo completa la demostracié. [

10 Conclusions

Determinar els zeros d’un polinomi qualsevol és un dels objectius fonamentals tant de les
matematiques pures com de les aplicades. Malgrat que no existeixen solucions generals
per radicals per a polinomis de grau més gran o igual que cinc, si que es poden considerar
series formals que de manera unificada proporcionen els zeros d’un polinomi general de
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qualsevol grau. Es, doncs, un resultat molt important i que ja s’havia estudiat anterior-
ment per molts autors.

En aquest treball hem seguit els articles [4] i [5] de Mario DeFranco, publicats aquest
mateix 2021, on es calcula directament una factoritzacié dels coeficients de la serie de
Taylor d’un zero d’un polinomi qualsevol. Les novetats que presenten aquests articles
respecte el que s’havia fet fins ara sén dues: d’una banda la tecnica utilitzada, calcular
directament la serie de Taylor usant resultats de combinatoria; i per altra banda el fet
que el teorema de factoritzacié val per funcions molt més generals que els polinomis, els
polinomis d’exponents complexos. Aquestes funcions sén com els polinomis pero els ex-
ponents de la indeterminada poden ser complexos, i no només enters positius.

Aix{ doncs, 'objectiu principal d’aquest treball ha sigut llegir, entendre i escriure la feina
feta per DeFranco, aixi com també estudiar tots aquells conceptes nous i necessaris per
demostrar el teorema principal. Per tant el treball també ha servit per coneixer alguns
conceptes i aprendre algunes de les técniques habituals de la branca de les matematiques
de combinatoria.

Els articles objecte d’estudi d’aquest treball, [4] i [5], han estat publicats al gener i marg
d’aquest 2021, respectivament. Per tant, una qiiestié no menor per acomplir els objectius
del treball ha sigut revisar amb deteniment tota la feina feta per DeFranco. He corregit,
doncs, alguns errors, i també simplificat alguna demostracié. També m’he trobat sovint
en situacions en que s’ometien passos i es donaven per trivials algunes afirmacions, i per
tant una altra feina que he hagut de fer ha sigut veure que, efectivament, totes aquestes
afirmacions sén certes i demostrar-les. A I’Apeéndix hi ha un recopilatori de tots aquests
errors comesos per DeFranco aixi com també un llistat d’aquelles demostracions que he
simplificat o que he hagut de provar.

Finalment, el darrer objectiu del treball ha sigut intentar continuar la feina de DeFranco.
Al final de cada un dels articles [4] i [5], DeFranco proposa camins i planteja preguntes
naturals que sorgeixen de la feina feta. Comentem a continuaci6 algunes d’aquestes pre-
guntes.

La pregunta més natural i obvia un cop demostrat el Teorema 1.8 és si aquesta férmula
concorda i quina relaci6 té amb els resultats coneguts fins ara. El mateix DeFranco a [4]
prova que el Teorema 1.8 recobreix els resultats de Sturmfels a [11], com hem vist també
en aquest treball al capitol 5. Una pregunta que planteja DeFranco és, doncs, provar que
del Teorema 1.8 surten les solucions per radicals conegudes per a polinomis de grau 1 fins
a 4. En aquest treball hem respost part d’aquesta pregunta: hem vist com podem obtenir
les solucions de l’equacié de grau dos amb la férmula que ens proporciona el teorema
principal. En aquest cas és forca directe fer-ho ja que calcular I'expansié de Taylor al
voltant d’un dels coeficients de les solucions de 'equacié de segon grau és senzill. Si el
grau del polinomi és tres o quatre aleshores es complica més perque calcular I'expansié
de Taylor de les arrels ja no és facil. Una altra qiiestié relacionada és veure si a partir de
les series del teorema principal es pot demostrar que és impossible obtenir solucions per
radicals dels polinomis de grau més gran o igual a cinc.

Una altra de les preguntes que planteja DeFranco és generalitzar la Proposicio 3.8 d’aquest
treball, que déna una férmula sobre derivacions en anells commutatius. Es tracta de donar
una férmula quan enlloc de tenir dos elements en tens un nombre arbitrari £ € N, k > 2.
Aquesta pregunta també queda resposta en aquest treball, al capitol 9. Aquesta nova
proposicié podria fer-nos pensar de simplificar les demostracions dels teoremes 3.9 i 3.10.
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Altres qiiestions que he intentat demostrar i no me n’he sortit sén les segiients:

e Provar directament la factoritzacié dels coeficients que déna el Teorema 1.8 a partir
de 'extensid, el Teorema 8.6.

e Generalitzar la regla de transformacié per a polinomis d’exponents complexos amb
funcié base g(z) amb multiples termes.
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Apendix

En aquesta seccié donarem un llistat d’aquells errors detectats als articles [4] i [5], objecte
principal d’estudi d’aquest treball. També inclourem al llistat les demostracions que he
simplificat o que he provat jo mateix.

Comencem veient una llista de les errades de [4] i [5]:

e Al capitol 2, aixi com també fa DeFranco a la secci6 3 de [4], donem dues definicions
equivalents dels nombres d’Stirling de primera i segona especie. La segona definicié
que déna DeFranco dels nombres d’Stirling de primera especie ve donada per la

relacio ~ ~ N
+N -
r r+1 r+1

N
N] =1, pertot N >1,

i les condicions inicials

N
{ }:O per tot N <.
r

Aquesta definicié no és bona perque només permet determinar el valor de

N
[ ] per N <r.
r

La definici6 que hem donat en aquest treball si que és correcte i equivalent a la
primera definicié i, a més, necessita menys condicions inicials. La definicié per
recurréncia dels nombres d’Stirling de segona especie de [4] si que es correcte perd

es deixa els nombres N
{ } quan 7 =0,
r

i tambés es pot donar amb menys condicions inicials. Aix0 és important perque
permet simplificar la demostracié del Lema 2.5, com hem fet en aquest treball.

e En la demostracié del Teorema 3.9, DeFranco calcula malament el coeficient de
[]= (10.1)
de cada una de les expressions de la igualtat

23 ) N 1 el o e

wC[1,M]
Tot i aixi arriba a la conclusié correcte, la igualtat dels dos coeficients, ja que fa el
mateix error a banda i banda.

icwe Ti PiEw

e Alaseccié 5 de [4] s’observa que la funcié v (la Definicié 5.1 d’aquest treball) satisfa
la propietat que si v no és un enter negatiu aleshores

F(u+1)

et (10.3)

7(“77)) =

Aixé no és cert: si u és un enter positiu i u+ v+ 1 < 0 llavors (10.3) no esta ben
definit ja que la funcié I' no esta definida en els enters no positius.
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Finalment enumerem aquelles demostracions del treball que he fet jo mateix o que he
simplificat.

e La demostracié de la Proposicié 1.7 on es prova l'existencia d’un zero « de la funcié

base g(z)

e La demostracié 2.4 on es prova ’equivaléncia entre les dues definicions dels nombres
d’Stirling.

e La demostracio del Lema 2.5 esta simplificada respecte la que déna DeFranco.

e A la demostracié del Teorema 3.9, el calcul del coeficient de (3.10) de les expressions
de (3.9).

e La prova de la formula

N— 1

N k
fod )= plea o=k N TT a6, J5)

JeParts(I(h),k) 7=1

N k
3 W@ S [, 5

k=1 JeParts(1,k) i=1

>
I
—
e
Il
—_

en la demostracié del Teorema 4.2.

e Fl Corllari 5.10.

Finalment, els capitols 6 1 9 també sén de produccié propia.
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