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Abstract

Bankruptcy problems appears when a company goes to bankrupt and with his assets
can not cope with the demands of creditors. In this essay we will focus on study how to
distribute the assets among the plaintiffs. We will mention the main distribution rules
and we will focus on study the implementation of the Talmudic rule proposed by Tsay
and Yeh (2019) and the alternative version suggested by Moreno-Ternero et al. (2020).
We will see the differences between both implementations and we will demonstrate that
using backward induction the rules proposed by both correspond to the payout of the
Talmudic rule. Finally, we’ll briefly mention that it is also possible do the implementation
for the whole family of the Talmudic rule.

Resumen

Los problemas de bancarrota surgen cuando una empresa va a la quiebra y con sus bie-
nes no puede hacer frente a las demandas de los acreedores. En el trabajo nos centraremos
en estudiar como repartir los bienes entre los demandantes. Mencionaremos las principales
reglas de reparto y nos centraremos en estudiar la implementacién de la regla Talmudica
que propone Tsay y Yeh (2019) y la versién alternativa que sugiere Moreno-Ternero et
al. (2020). Veremos que diferencias hay entre ambas implementaciones y demostraremos
que utilizando la inducciéon hacia atrds las reglas propuestas por ambos corresponden a
los pagos de la regla Talmudica. Finalmente mencionaremos brevemente que también es
posible realizar la implementacion para toda la familia de la regla Talmudica.
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Introduccion

En economia, uno de los principales objetivos es la asignacién eficiente de los recursos
escasos. Una de las disciplinas que estudia el reparto eficiente es la Teoria de Juegos, que
utiliza la matemaética aplicada como una herramienta para entender el comportamiento
de la economia.

Uno de los modelos econémicos mas simples, aunque interesantes, es el del raciona-
miento. Un conjunto de agentes demandan una cantidad de un recurso escaso de forma
que la cuantia a repartir no es suficiente para satisfacer todas las demandas. Los pro-
blemas de bancarrota son un ejemplo de ello. Centrandonos en este tipo de modelos, los
problemas surgen cuando una empresa va a la quiebra y el valor que se tiene que repartir
es inferior a la reclamacién de sus acreedores.

Hay dos tradiciones que sustentan las reglas de reparto: la regla proporcional de tradi-
cién Aristotélica y la regla de reparto igualitario. Dentro de este grupo vamos a estudiar
las 4 reglas de reparto mas importantes, que son: la regla proporcional, la regla de ga-
nancias igualitarias (CEA), la regla de pérdidas igualitarias (CEL) y la regla Talmudica.
Ademsds, para la regla Talmudica existe un caso particular, la regla contested garment
(conceder y dividir) que se usa en el caso de dos agentes.

Por otra parte durante muchos anos se han estudiado problemas de reparto, y una
muestra de ello se encuentra en el libro del Talmud, que recoge el siguiente ejemplo:

Un hombre, que tiene deudas por 100, 200 y 300 (en alguna unidad), muere y lo que
deja como herencia no es suficiente para pagar el total de sus deudas.

Asimismo, el propio libro indica cémo se debe pagar a los acreedores para tres casos
posibles: cuando la herencia es 100, 200 y 300. Vemos la solucién ilustrada en el siguiente
cuadro.

Herencia /Demanda | 100 200 300
E=100 100/3 | 100/3 | 100/3
E=200 50 75 75
E=300 50 100 150

Cuadro 1: Libro Talmud

En el cuadro 1, la primera fila nos muestra las deudas que tiene el difunto con sus
acreedores. La segunda fila nos indica como se realizan los pagos cuando la herencia es
100, (E=100). La tercera fila nos muestra para una herencia de 200 los pagos a cada
acreedor. La tultima fila nos muestra los pagos cuando E=300. Aunque en el libro no se
diera ninguna explicacion se puede intuir que en el caso E=100 se asignan los pagos de
forma igualitaria y en el caso E= 300 se reparte de manera proporcional. En el caso E=200
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no parece corresponder con ningin criterio de asignaciéon y de hecho esta incégnita se
mantuvo durante 2000 anos hasta que Aumann y Maschler, (1985) publicaron su articulo
dando respuestas a las preguntas que generaba este caso.

Esencialmente descubrieron que los tres casos seguian un mismo patrén, que es el
siguiente: si el presupuesto (E) no supera la mitad de las demandas se aplica el reparto
en igual ganancia (CEA) y si el presupuesto es mayor que la mitad de las demandas se
aplica el reparto de igual pérdida (CEL). Este patrén es la regla Talmidica, un hibrido
de ambas reglas.

En el trabajo nos centramos en analizar la implementaciéon de la regla Talmudica.
Vamos a definir que quiere decir implementar y daremos un ejemplo explicativo. La im-
plementacién consiste en definir una serie de reglas en un juego no cooperativo de forma
que aunque los jugadores tengan sus propias estrategias, en equilibrio el resultado es el
propuesto por la regla. Para entender mejor este concepto vamos a explicar con un ejemplo
que es implementar una regla.

Ejemplo 0.0.1. Una madre hace un pastel a sus dos hijos y su intencién es repartirlo en
partes iguales. Pero la madre no quiere imponer la solucién y les propone a sus hijos el
siguiente juego. Tirando una moneda se elige cual de sus hijos escoge primero el trozo de
pastel que este prefiera, pero el otro hijo es el que corta el pastel. Por tanto tenemos que
el primero elige que trozo quiere, mientras que el segundo es el que decide como reparte
el pastel. La solucién se intuye radpidamente ya que el segundo hijo corta el pastel en
partes iguales para asi asegurarse la mitad. El resultado es un medio del pastel para cada
jugador.

Para tener una idea de como funciona cada una de las reglas de reparto que utilizaremos
en el trabajo vemos en la siguiente figura la manera de repartir el presupuesto en el caso
de dos agentes (Thomson, 2015).

a T2 b = C 2 d »2
------------------------------ c Y ; 450\ y C
P o
CEA 2
cD
£ 45° _ . 15° R
T i 1

Figura 1: Gréfica

En la primera grafica se encuentra el método de pago de la regla proporcional, que re-
parte proporcionalmente, como su propio nombre indica. La segunda grafica, corresponde
a la regla CEA, la cual reparte el presupuesto entre los dos agentes de la misma manera
(45 grados), hasta que el que tiene la demanda mds pequena reciba toda su peticién y
si quedara presupuesto lo recibiria integro el otro agente. Finalmente, comentaremos la
tercera grafica y la cuarta, que son la CEL y la CD. La CEL funciona de forma inversa a
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la CEA y la CD (la regla contested garment) se comporta como la CEA hasta la mitad
de las reclamaciones y como la C'EL en la otra mitad.

Para acabar, realizaremos un breve resumen acerca de que consiste cada seccién, por
tanto, la estructura de la memoria sera la siguiente:

= En primer lugar, introduciremos el modelo de los problemas de bancarrota y defi-
niremos que es un problema de bancarrota.

= A continuacién, explicaremos brevemente las principales reglas de reparto y defini-
remos las ocho principales propiedades de dichas reglas.

= Mas adelante, analizaremos la implementacién de la regla Talmidica que hace Tsay
y Yeh, (2019) en el caso de dos agentes, y demostraremos que el juego propuesto por
Tsay y Yeh, (2019) da en equilibrio los pagos correspondientes a la regla Talmudica.
También analizaremos la implementacién alternativa que realiza Moreno-Ternero et
al.(2020) en el caso de dos agentes. Demostraremos por induccién hacia atrds que el
juego propuesto por Moreno Ternero et al. (2020) da en equilibrio los pagos corres-
pondientes a la regla Talmudica. Finalmente realizaremos una breve comparacién
entre los dos modelos.

= Llegados a este punto, nos centraremos en la implementacién de la regla Talmudica
para problemas de més de tres agentes de Moreno-Ternero et, al. (2020).

= Finalmente, explicaremos la familia de la regla Talmudica.



Capitulo 1

Modelo

Existe un conjunto infinito de posibles acreedores ordenado por el conjunto de los
nimeros naturales N. Sea .4 la familia de todos los subconjuntos finitos de N. En cada
problema de Bancarrota tendremos un conjunto finito de acreedores involucrados, y lo
representaremos por N={1,2,...,n}. Dado N € .4, llamaremos E al presupuesto o valor
de liquidaciéon de una empresa en quiebra. El presupuesto tiene que ser estrictamente
positivo, E > 0 y perfectamente divisible para que pueda repartirse entre sus acreedores
N en cualquier forma.

Cada acreedor tiene el derecho a pedir su respectiva demanda. Denotaremos con ¢ =
(c1,¢2, ..., cp) al vector donde ¢; > 0, parai € N, es la reclamacion del acreedor i-ésimo y C'
representa la reclamacién agregada que es el sumatorio del vector (c;)ien, C 1= ey Ci-

Un problema de bancarrota se da cuando la demanda agregada es superior al valor de
liquidacién, es decir, C' > FE, y llamaremos L a las pérdidas, que es la diferencia entre la
demanda agregada y el presupuesto, L = C — E > 0.

Un problemas de bancarrota para N es un par (E,c)e Ry x R} tal que ),y ¢ > E.
Denominaremos BY a la clase de todos los problemas de bancarrota con conjunto de
agentes V.

El reparto de E lo representaremos mediante un vector de premios que llamaremos,
x = (x1, T2, ...,x,) € R™ donde, para todo ¢ € N, x; es la cantidad que percibe el i-ésimo
acreedor. Para cada problema de bancarrota (E,c) € BN, el vector z € R™ tiene que
cumplir: 0 < z; < ¢; paratodoi € Ny ZieN z; = F.

Definiremos X (FE, ¢) como el conjunto de todos los posibles repartos tales que 0 < z; <

Gy DenTi=E.

Definicién 1.0.1. Una regla de reparto F es una funcion definida en Unc s BN que
asocia a cada N € A y cada (E,c) € BN un vector en X(E,c), es decir F(E,c) =z €
X(E,c).

Ejemplo 1.0.2. Una empresa de ropa tiene que repartir 90 u.m entre sus 3 socios:
Esther, Inés y Jordi. Cada socio tiene su propia reclamacién: Esther reclama 150 u.m.,
Inés reclama 50 u.m. y Jordi reclama 100 u.m. Vamos a ver como quedan los pagos usando
las siguientes reglas de reparto.

Si aplicamos la regla proporcional da unos pagos:
P(90, (150, 50, 100)) = (45, 30, 15).

4
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Es facil ver que al aplicar la regla proporcional los pagos son A = % = 30% de cada

demanda.

Si utilizamos la regla de igual ganancias C EA obtienen unos pagos:
CEA(90, ((150,50,100)) = (30, 30, 30).

La CFEA reparte el presupuesto de manera igualitaria entre todos los agentes, con la
condicién de que ningin agente puede tener un pago mayor a su reclamacién.

Estas reglas las veremos definidas en el siguiente capitulo.



Capitulo 2

Las reglas de reparto y sus
propiedades

En este capitulo veremos con detalle las 5 reglas de bancarrota mas importantes y
explicaremos las principales propiedades que pueden cumplir cada una de estas reglas.

2.1. Propiedades de las reglas de reparto

En la literatura se han analizado extensamente, las propiedades de las diferentes reglas
de reparto. Explicaremos las ocho propiedades mas comunes.

» Igualdad de trato: Esta propiedad nos asegura que todos los acreedores con idénti-
cas reclamaciones deben recibir el mismo trato y, por tanto, las mismas cantidades.

Para todo N € .4, para cada (E,c) € BN,y para todo i,j € N con ¢; = cj se
cumple que:
Fi(E,c) = F;(E,c).

= Invariancia de escalar: Nos dice que el reparto no depende de ningtin tipo de
unidad.

F(AE,\c) = AF(E,c),con A > 0.

= Dualidad: Diremos que la regla F es dual de F* si F* divide lo que esta disponible
(E) de la misma manera que F divide lo que falta (L).

Para todo N € .4, para cada (E,c) € BY, F*(E,¢) = ¢ — F(L,c).

Una regla es autodual si F* = F'. Es decir,

F(E,c)=c—F(L,c).
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= Composicién e independencia de camino: Ante una variacién del presupuesto
E los pagos asignados son los mismos tanto si se reparte el nuevo presupuesto E’
directamente, como si se reparte primero el presupuesto inicial y més adelante la
variacién (E' — E). Esta variacién puede ser una devaluacién o una inflacién del
presupuesto inicial. En el caso de inflacién del presupuesto tenemos:

Composicidn : Si E' > E,entonces F(FE’',¢) = F(FE,c)+ F(E' — E,c — F(FE,¢)).

En el caso de devaluacién del presupuesto tenemos:

Independencia del camino: Si E' < E, entonces F(E',¢) = F(E', F(E,c)).

= Consistencia: Una regla es consistente si propone un reparto de forma que al eli-
minar cualquier subconjunto de agentes con su pago correspondiente, y redistribuir
lo que queda entre el resto, el reparto original no cambia.

Para todo N € A4/, VS C N, para cada (E,c) € BY yVies:

Fi(E,c) = F;]>_ Fi(E,¢),cs),
€S

donde cg € R® es la restriccion del vector ¢ € R™ a los agentes de S.

= Exclusion: Si la reclamacién de un agente es mas pequena que la pérdida media,
¢i < L/n, la ignoramos y dejamos el pago a 0.

Para todo N € .4, para cada (E,c) € BY, Fi(E,c) = 0 cuando ¢; < L/n.

» Exencidn: Si la reclamacién es suficientemente pequena, ¢; < E/n, se paga toda la
reclamacion.

Para todo N € .4, para cada (E,c) € BY, si ¢; < E/n entonces Fj(E, ¢) = ¢;.

2.2. Las reglas de reparto

Presentaremos las cinco principales reglas de reparto que son: la regla proporcional (P),
la regla de igual ganancias (CEA), la regla de igual pérdida (CEL), la regla contested
garment (CQG) y la regla Talmudica (7).

2.2.1. Regla proporcional

La regla proporcional P es la mas conocida y conceptualmente la més intuitiva. Con-
siste en distribuir el presupuesto proporcionalmente a las reclamaciones de cada acreedor.

Formalmente: VN € .4 y para cada (E,c) € BY,

F(E,c) = Ac,

donde A = E/C.
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La regla proporcional P es la tnica regla de bancarrota que satisface: la igualdad de
trato, la composicién y la auto dualidad (ver teorema 3 en Young P., 1988).

También es la Unica regla de bancarrota que satisface: la igualdad de trato, la inde-
pendencia de camino y la auto dualidad ( ver Teorema 4* en Herrero y Villar, 2001).

2.2.2. Regla de igual ganancias, CEA

Con esta regla pretenderemos que todos los acreedores reciban la misma cuantia siem-
pre y cuando esta no supere a la cantidad reclamada por el acreedor.

Formalmente: YN € .4 y para cada (E,c)e BY:
CFEA;(E,c) = min{\ ¢},

siendo A la solucién tinica de ) ;. min {A, ¢;} = E.

La CEA es la tnica regla de bancarrota que satisface: la independencia de camino,
consistencia y exencién ( ver Teorema 2, Herrero y Villar, 2001).

En particular, es immediato probar que la CEA es consistente.

Proposicion 2.2.1. La CEA es consistente.

Demostracion: Por definicion

E =min{\, c1} + min{\, ca} + ... + min{\, ¢, }.

Si escogemos cualquier subgrupo S C N, su valor de liquidacién pasa a ser

E = Z min{\, ¢;}.

€S

Entonces, si aplicamos la CEA al subgrupo S, CEA[E' cs] = (min{\, ¢;})ics, se
cumple que E' = 3", ¢min{)\, ¢} . Es trivial observar que X' = X y por tanto tenemos
que

CEA[E',cs] = CEA(E,c)s,

y que por tanto la CFE A es consistente. O

El siguiente ejemplo ilustra esta propiedad de consistencia.

Ejemplo 2.2.2. Una empresa de ropa cae en quiebra debido a la crisis causada por el
covid-19 y su liquidez, una vez vendido todo, es de 50 um . Cantidad que es insuficiente
para hacer frente a la totalidad de las deudas contraidas con los siguientes acreedores:

1. Una empresa que suministra ropa: 60 um
2. Una empresa de limpieza del local: 10 um

3. Una empresa que suministra maniquies: 30 um
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Con estos datos tenemos que nuestro vector de reclamaciones es c=(60, 10, 30) y la
demanda agregada C= 100. Si repartimos de forma igualitaria las 50 um entre los 3
acreedores, cada uno obtendria 53—0 = 16,66 um, pero una de las condiciones de la CE A es
que el premio o devolucién no puede superar la reclamacién. Entonces el segundo acreedor
obtiene las 10 uwm y los otros dos se reparten el resto en partes iguales, es decir A = 20 um.

De esta forma queda:
CEA(E,c) = (20,10, 20).

Suponemos que el 1 se va con su pago 20 y que el 2 y el 3 se redistribuyen lo que queda,
es decir 30. Si aplicamos la CEA(30, (10, 30)) observaremos que los pagos resultantes son
10 y 20 respectivamente. Observamos que el reparto no ha cambiado respecto a los pagos
iniciales. Por tanto podemos decir que la CE A es una regla consistente.

2.2.3. Regla de igual pérdidas, CEL

Esta regla propone distribuir de manera equitativa el deficit (L) entre los acreedores,
con la restriccién de que ningin agente puede terminar con saldo negativo, ya que no se
puede perder una cantidad mayor a la reclamada.

Formalmente, VN € .4 y para cada (E,c) € BY,
CEL;(E,c) = mazx{c; — A\, 0},

siendo A solucién de ), max {c¢; — \,0} = E.

La CEL es la tnica regla de bancarrota que satisface: la composicién , la consistencia
y la exclusién ( ver Teorema 2*, Herrero y Villar, 2001).

Una vez definidas la CEA y CEL se puede comprobar facilmente que estas reglas son
duales entre si: CEA=CEL* (Herrero y Villar, 2001).

Como CFEL yla CEA son duales entre si, es inmediato comprobar que la C E'L también
es consistente.

2.2.4. La regla contested garment

Es una de las reglas mas antiguas y también estd recogida en el Talmud. Se utiliza para
problemas con dos agentes (n = 2) donde se le asigna a cada acreedor la diferencia que hay
entre el presupuesto y la reclamacién del otro acreedor o 0 si es negativo, maz{E —c;,0},
maés el residuo (E —max{E — ¢j,0} —max{E — ¢;,0}) que se divide entre los dos agentes
a partes iguales.

Asf pues, para todo N = {i,j} y V(E,c) € BY, la regla contested garment (CG) se
define como:

1
CG,(E,c) = maz{E — ¢j,0} + i{E — maz{E — ¢;,0} — maz{E —¢;,0}},y

1
CG;(E,c) = maz{E — ¢;,0} + §{E —maz{E — ¢;,0} — maz{E — ¢;,0}}.
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La regla contested garment es la Unica regla que cumple las siguientes propiedades:
igualdad de trato, auto-dualidad, la independencia de camino y la composicién (Herrero
y Villar, 2001).

A continuacién queremos probar que si tenemos un mayor presupuesto, £/ > E los
pagos de la regla contested garment son mayores.

Lema 2.2.3. Supongamos que N = {1,2} y E' > E entonces
CG1(E,c) < CG1(FE',c) y CG2(E,c) < CGo(F', ).

Demostracion:
Para E < E’ veamos que se cumple CG(E, (¢1,¢2)) < CG(E', (c1, ¢2)). Analizamos el
caso del agente 1.

1
x1 = CG1(FE, (c1,c2)) = max{E — ¢2,0} + §(E —max{E — ¢2,0} — maz{E — ¢1,0})

1 1 1
= §E + §max{E — 9,0} — ima:x{E — 1,0}

Ahora distinguimos entre dos casos.
s FE > ¢ : Tendremos que maz{E — ¢1,0} > 0 y nos queda que
x] = %E + %max{E — 2,0} — %maaj{E —c}
= %[max{QE —co, B} —{E—c1}] = %mam{E — ¢+ 1,01}

Por tanto los pagos x1 son mondétonamente crecientes respecto a E.

» F— ¢ <0: Tendremos que maz{F — c;,0} = 0 y nos queda que
1 1
x] = iE + imax{E —¢9,0}

= %[maa:{QE — 2, B}

Observamos que es una funcién mondtonamente creciente respecto a F
Por tanto, si tenemos E' > F los pagos 2 son siempre mayores a los de 7.

El caso para el agente 2 es andlogo al caso del agente 1. Asi pues, vemos que
efectivamente se cumple que CG(E, (c1,¢2)) < CG(E', (c1,c2)). O

2.2.5. Regla Talmidica

La regla Talmuidica (T) se basa en en un principio psicolégico que afirma que los
acreedores se fijan en sus ganancias cuando el presupuesto es pequeno y reparan en sus
pérdidas cuando el presupuesto es grande. Asi pues la regla Talmidica sigue la CE A para
presupuestos pequenos cuando la E < %C’ y sigue la CEL para presupuestos mayores.

min{ic;, \} $i Y ien3CG < E
TZ(E, C) =
tei +maz{% — X,0}  de lo contrario

donde A € Ry es la tinica solucién de ), n Ti(E,c) = E.
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A continuacién demostramos la consistencia de la regla Talmudica.

Proposicion 2.2.4. La regla Talmidica es consistente.

Demostracion: La consistencia es inmediata a partir de la consistencia de la CEA y de la
CFEL. O

Ahora vamos a ver que para el caso de dos agentes la regla Talmudica coincide con la
regla contested garment.

Proposicion 2.2.5. Para situaciones de bancarrota con dos agentes,

T(E,c) =CG(E,c).

Demostracion: Para demostrar la igualdad tenemos que distinguir tres casos y supondre-
mos, sin pérdida de generalidad, que ¢; < co.

1. E<c¢:LaCGi(FE,(c1,c2)) tiene unos pagos
1 1
=04+-|F-0-0]=<E.
a1 + 2[ ] 5

Para la regla Talmudica T} (E, (c1, ¢2)) como E < 3(c1+c2) la regla Talmudica sigue
la CEA y tiene unos pagos y; = %E , v por tanto coinciden.

2. ¢ < E < c9. La CG1(FE,(c1,c¢2)) tiene unos pagos
—0+S[E-(E—a)) =
T = 5 a)l=ga
Para ver T1(FE, (¢1, ¢c2)) distinguimos en dos casos.

= Para el caso F < %(cl + ¢2) la regla Talmidica sigue la CEA y por tanto el
pago y1 = 3c1.
= Parael caso E > 3(c1+c2) laregla Talmidica sigue la C EA hasta E = 1[c1+co]

y por eso los jugadores se aseguran los pagos de la mitad de su reclamacién y
el resto sigue la regla CEL. Nos queda

1 1 1 1
EL(E, (=c1,~¢)) = ~c1 — =L
CEL( 7(201,202)) 51 5

y como las pérdidas son L = ¢; + (c2 — F) = ¢1 + €. Vemos que L > ¢y, asi

pues el jugador 1 no obtiene mas pagos y su premio final es y; = %cl.

3. ¢ < E La CG1(E,(c1,c2)) tiene unos pagos

w1 = (B~ )+ 3B~ (E—c2) ~ (E—er)] = (B~ ) + 5[-E+e1+ )

2
1 1
= 561 + §(E — CQ).
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Como E > Z(c1 + ¢2) la regla Talmidica sigue la CEA hasta E = S[c1 + ¢ v
por eso los acreedores se aseguran el pago de la mitad de su reclamacién y la parte
restante se reparte mediante la C EL donde:

1 1 1 1 1

1 1
CEL(E, (§C1, 562)) = 501 — §L = §C1 - 5[01 + co — E] = i[E — CQ].

Si unimos las dos partes vemos que T4 (F, (¢1,¢2)) tiene unos pagos:

1 1
Y1 = §C1 —+ i[E — CQ].
Es andlogo para el caso c3. Podemos apreciar que en cada uno de los caso el resultado de
aplicar ambas reglas coinciden. Asi pues T(E,d) = CG(E,d). O

Teorema 2.2.6. La unica regla de reparto consistente con la regla contested garment es
la regla Talmudica.

Demostracion: Primero probaremos que como maximo existe solo una regla consistente
con la regla C'G . Supongamos que hay dos reglas diferentes, F' y G y ambas son consisten-
tes con la CG R, de forma que existe un problema (E,C) € B tal que la regla F propone
un reparto (f1, fa,..., fn) v la regla G propone un reparto diferente (g1, g2, ..., gn). Como
los repartos son diferentes pero ambos suman F, seguro que existe un par de jugadores ¢
y 7, tales que

fi>giy fj <gj (2.2.1)
Como F' y G son consistentes con la CGR tenemos que
(fis f5) = CG(fi + fj, (circ5)) ¥
(9i95) = CG(gi + 95, (i, ¢5))-

Entonces, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f; + f; < g; + g5, y por
tanto,

(fi, f3) = CG(fi + fj, (ciycj)) < CG(gi + g5, (ciy ¢5)) = (9ir 95),

donde la desigualdad se da por el Lema 2.2.3. Pero entonces, si f; < ¢; y f; < gj, llegamos a
una contradiccién con (2.2.1). Queda demostrado pues que no existen dos reglas diferentes
consistentes con la CGR.

Que la regla Talmudica es consistente con la CGR es inmediato a partir de las Propo-
siciones 2.2.4 y 2.2.5.

O

La regla Talmudica es la uUnica regla de bancarrota que satisface: la consistencia y la
auto dualidad ( Moreno-Ternero y Villar, 2004).
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Una vez vistas las principales propiedades que pueden cumplir las reglas de reparto,
nos disponemos a observar el Cuadro 2.1. En este, observamos en la primera columna las
propiedades de las reglas de reparto y en las adyacentes mostramos cada regla indicando
si cumple o no dicha propiedad. Adema&s observamos como cada regla es tnica en el
cumplimiento de unas determinadas propiedades, asi lo vemos en los recuadros remarcados
en negrita.

Proporcional | CEA | CEL | TALMUD
Igualdad de trato Si Si Si Si
Invariancia de escalar Si Si Si Si
Composicion Si Si Si No
Independencia de camino Si Si Si No
Consistencia Si Si Si Si
Exencién No Si No No
Exclusion No No Si No
Autodualidad Si No No Si

Cuadro 2.1: Axiomatizacién reglas reparto



Capitulo 3

La implementacion de la regla
Talmudica para n=2

En primer lugar recordaremos que quiere decir implementar una regla. Se trata de
definir un juego no cooperativo de forma que en equilibrio los pagos a los jugadores sean
los determinados por la regla. En particular nos centraremos en determinar el equilibrio
perfecto en subjuegos; para ello buscaremos la solucién por induccién hacia atras del
juego.

A continuacién nos centramos en la implementacién propuesta por Tsay y Yeh (2019)
y veremos como realizando la induccién hacia atras llegamos a la regla Talmudica. Tam-
bién veremos la implementacién que hace Moreno-Ternero et al. (2020) y veremos que
utilizando la induccién hacia atras del juego también llegamos a la regla Talmudica.

3.1. La implementacion de la regla Talmudica segiun Tsay
y Yeh (n=2)

Tsay y Yeh ( 2019) proponen un juego que se basa en el concepto de minima concesién:
MCF (concesién minima primero) que se utiliza tanto para la adjudicacién minima de
ganancias como para la adjudicacién minima de pérdidas . En el caso de asignar ganancias
la adjudicacién minima es la diferencia entre el presupuesto y la reclamacién del otro
jugador o 0 si la diferencia es negativa, n; = max(E — ¢;,0). En el caso de pérdidas la
adjudicaciéon minima de pérdidas es el mismo proceso pero aplicado a las pérdidas L es
decir & = maz{L — ¢;}.

Observacion 3.1.1. Notemos que la regla contested garment se basa en el concepto
MCF. Si aplicamos C'G para las ganancias nos queda:

1
CG1(E,c) = maz{E — c2,0} + Q(E — maz{E — ¢3,0} — maz{E — ¢1,0})
1
=m+ 5[E—m —p]

Es trivial ver que la CG se basa en el mismo principio que M Cf. Es anédlogo para C'G).

14
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La regla contested garment es una regla autodual y por tanto se obtiene el mismo
resultado aplicando el presupuesto E o aplicando las pérdidas L.

Veamos que en el caso de repartir pérdidas. La GC es:
1
CGy(L,c) = max{L — c2,0} + §(L —max{L — ¢2,0} — max{L — c1,0})

251+%[L*§1*§2]-

Es facil ver que en el caso de pérdidas la regla contested garment también sigue el
concepto MCF sin embargo, apreciamos que sigue la adjudicacién minima de pérdidas.
Ahora observamos que cuando aplicamos MCF' los pagos son los mismos tanto si apli-
camos ganancias como pérdidas. Esto sucede debido a que la regla contested garment es
autodual, F(E,c) = ¢— F(L,c). Y por tanto:

771+%[E—771—?72] =ci— [§1+é[L—§1 — &l

Asi pues podemos decir que cuando apliquemos la MCF lo que estamos haciendo es
usar la regla contested garmenty como ya hemos demostrado en la Proposiciéon 2.2.5, que
la CG(E,c) =T(F,c), tenemos que también sigue la regla Talmudica.

Una vez visto este concepto ya podemos explicar el juego.

Dado un problema (E,c) denotaremos este juego secuencial como G(FE,c). El juego
empieza de la siguiente manera. Al jugador que inicia el juego le llamamos ” selector” (s)
y al otro jugador le llamamos ”divisor” (d). La naturaleza escoge al ” selector” entre uno
de los dos acreedores, s € {1,2}. Supondremos que s es el 1. Una vez seleccionado el orden
de los jugadores, el ”selector” elige si la reparticién se realiza a partir de las ganancias FE
o por lo contrario si se reparten las pérdidas L, es decir escoge u € {G, L}.

Una vez se sabe la eleccién del ”selector”, el otro jugador (”divisor”) debe optar entre
utilizar la formula M CF o no, es decir si en lo sucesivo el reparto se va a basar en dicha
férmula o no. Si escoge no utilizar MCF, debe hacer una propuesta, D = {a, b} donde
a,be Ry y:

E siu=G
a+b=
L siu=1L.

Una vez hecha la propuesta, el ”selector” elige una de las dos opciones x; € D. Por
tanto la solucién para S es:

T siu=G
Wy =
cs — s St u=0L.

En el caso de que el ”selector” opta por u = G, el pago es: x4, mientras que en el caso
u = L, xs convierte en la pérdida del jugador, y el pago es: ¢ — xs.
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Si el "divisor” elige utilizar M CF primero, se realiza una preasignacion que consiste
en otorgar la adjudicacion minima de ganancias en el caso en el que se este repartiendo
ganancias, 7; y la adjudicacién minima de pérdidas en el caso que se este repartiendo
las pérdidas, &;. Después el "divisor” realiza la propuesta donde se divide el residuo,
D ={a,b} enel cual a,b € Ry y:

E—(m+mn) siu=G
a+b=
L— (&4 &) siu=L.

Una vez hecha la propuesta, el ”selector” elige una de las dos opciones x; € D. Por
tanto la solucion para S es:

Ns + T siu=G@G
Wy =
cs — & —xs stu=L.

En el caso u = G al utilizar MCF el ” selector” obtiene la parte de aplicar la férmula,
ns mas la parte del residuo que ha escogido, x;.

Para u = L estamos repartiendo pérdidas. Al aplicar M CF' el ”selector” tiene como
pérdida la parte correspondiente a la férmula, £ mas la eleccion que realiza de la parte
del residuo, xs. Asi pues su pago es: ¢; — & — Ts.

El pago que recibe el "divisor” es el residuo,
wyg = F — ws.

En la Figura (3.1) que tenemos a continuacién se puede ver una descripcion grifica del
juego.

Proposicién 3.1.2. Sea (E,c) € BN con N = {1,2} un juego de bancarrota con dos
agentes. La solucion por induccion hacia atrds aplicada en el juego G(E, c¢) da como pago
a los jugadores la regla Talmidica.

Demostracion:

Una vez visto como es el juego de Tsay y Yeh (2019), ver Figura (3.1), suponemos sin
pérdida de generalidad que ¢; < ca.

La demostracién se divide en dos casos. Cuando el ”selector” es el agente 1 y cuando
el "selector” es el agente 2.

= Primero suponemos que s =1y d = 2.
Empezaremos ahora la induccién hacia atras.

n n n selector iempr nimero mayor en
En los nodos finales el ”selector” escoge sie e el ero mayor en el caso de
ganancias G y el nimero menor en el caso de pérdidas L.
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Caso 2 jugadores. | 0<a,b<E |

X,
(DJ @ — [xs , E-(x)]
Cc
|

e )
@ - [Ns+ g, E-(ns+ X)]
| 0<a,b<L |

0<a,b<E-ns-ny |

@QJ @ - [cs - %, E- (c5- X))

X
MQ @ —— [es- &= Xg, E- (e85~ )]

| osabsigg, |

Figura 3.1: Juego Tsay and Yeh

Si ”selector” elige u = G lo mejor que puede hacer el ”divisor” es proponer un
a=b= %E si escoge ) o proponer un medio del residuo, a = b = %[E —n1 —n2] en
el caso de escoger MCF'. Es facil ver que esa es su mejor respuesta ya que si hace
una division diferente el ”selector” escoge el mayor nimero de los dos si u = G o el
nimero menor si u = L.

Una vez visto como hace el reparto del " divisor”, falta saber cudl de los dos caminos
le interesa elegir, si @ o MCF. Nos ayudaremos de la Figura (3.2) para ver cual es
el mejor camino.

Al 7divisor” le interesa estar lo més arriba de la grafica posible para asi tener un
pago mayor. Mientras que al ” selector” le interesa estar lo més a la derecha posible.
Observando la Figura (3.2) y sabiendo que si elige la M CF sigue la regla Talmudica
(linea azul) y que si elige O sigue %E (linea verde) es facil ver que el " divisor” escoge
siempre la regla Talmudica ya que esta por encima de %E y por tanto recibe unos
pagos mayores.

Si el ”selector” elige L y sabiendo que este siempre elige el minimo de la propuesta
del ”divisor”, lo mejor que puede hacer el ”divisor” es proponer a = b = %L en el
caso de O o ofrecer un medio del residuo, a = b= 3[E — & — &) en el caso MCF.

Siguiendo el razonamiento anterior, al ”divisor” le interesa estar lo mdés arriba
posible y al ”selector” lo més a la derecha posible. Sabemos que al escoger MCF el
"divisor” esta eligiendo la regla Talmudica (linea azul) y si este escoge O sigue %L
(linea naranja). Si miramos la grafica de la Figura (3.2) vemos que al "divisor” le
interesa escoger la linea naranja ya que estd por encima de la linea azul y por tanto
se asegura unos pagos mayores.
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Talmudica

Figura 3.2: Grafica

Asi pues, solo nos queda por determinar cudl es la mejor decisién del " selector”. Si
escoge ganancias y por tanto los pagos siguen la regla Talmudica o elige pérdidas y
los pagos siguen c¢; — %L. Volviendo a la Figura (3.2) se aprecia ficilmente que la
mejor eleccién para el ”selector” es optar por ganancias (G) y por tanto selecciona
la regla Talmudica.

= Ahora suponemos que el ”selector” es el agente 2, S = 2, y el "divisor” es el agente
1,d=1.

Empezaremos ahora la induccion hacia atras.

En los nodos finales el ”selector” escoge siempre el nimero mayor en el caso de
ganancias G y el nimero menor en el caso de pérdidas L.

Si S elige u = G lo mejor que puede hacer d es proponer un g = b = %E si escoge
@ o proponer un medio del residuo, a = b = %[E — 1 — 12| en el caso de optar
por MCF'. Es facil ver que proponer la mitad es su mejor respuesta ya que si hace
una division diferente, S siempre escogera el mayor niimero de los dos si u = G o0 el
menor si u = L.

Una vez vista como hace el reparto el "divisor”, falta saber cual de los dos caminos
le interesa elegir, si @ o MCF. Nos ayudaremos de la Figura (3.2) para ver el mejor
camino.
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Al 7divisor” le interesa estar lo més a la derecha de la gréfica posible para asi
tener un pago mayor. Mientras que el ” selector” lo que busca es estar lo mas arriba

posible. Observando la Figura (3.2) y sabiendo que si elige la M CF sigue la regla

Talmudica (linea azul) y que si elige ) sigue %E (linea verde) es facil ver que el

" divisor” escoge %E ya que obtiene mayor pago escogiendo la regla Talmudica .

Si el 7selector” elige uw = L y sabiendo que este siempre elige el minimo de la
propuesta del ”divisor”, lo mejor que puede hacer el "divisor” es proponer a =
b= %L en el caso de @ o por lo contrario, sugerir un medio del residuo, a = b =
$[E— & — &] en el caso MCF.

Siguiendo el razonamiento anterior, al ”divisor” le interesa estar lo méas a la derecha
posible y al ”selector” lo més arriba posible. Sabemos que al escoger MCF el
"divisor” esta escogiendo la regla Talmudica y si el ”divisor” escoge ) sigue %L
(linea naranja). Si miramos la gréifica de la Figura (3.2) vemos que al ”divisor” le
interesa la regla Talmudica ya que le asegura unos pagos mayores.

Asi pues, solo nos queda por determinar cudl es la mejor decisién del 7 selector”. Si
elegir ganancias y por tanto los pagos siguen %E o elegir pérdidas y los pagos siguen
la regla Talmudica . Volviendo a la Figura (3.2) se aprecia facilmente que la mejor
eleccion para el "selector” es elegir pérdidas u = L ya que la regla Talmudica se
encuentra por encima que %E y por tanto escoge la dicha regla. O

Observamos que a partir de aqui se puede definir el siguiente equilibrio perfecto en
subjuegos(SPE).

Suponemos que ¢; < ca.
1. Si la naturaleza elige al 1 como ”selector”. La estrategia del ”selector” (s) es:
Escoger u = G y luego optar entre:
mazx{a,b} siu=G o
min{a,b} si u = L.

La estrategia del "divisor” es elegir:
. 1
MCF siu=G Yy proponer §[E —n —n2] o

1
@ si u = L y proponer §[L]

2. La naturaleza elige al 2 como ”selector”. La estrategia del ” selector” es:

Escoger u = L y luego optar entre:
maz{a,b} siu=G o
min{a,b} si u = L.

La estrategia del ”divisor” es elegir:

1
@ si u = G y proponer Q[E] o



CAPITULO 3. LA IMPLEMENTACION DE LA REGLA TALMUDICA PARA N=220

1
MCF siu=1L y proponer 5[—51 — &)

Ahora suponemos que ¢y < ¢j.

. La naturaleza elige al 1 como ”selector”. La estrategia del ” selector” es:

Escoger u = L y luego optar entre:
maz{a,b} siu=G o
min{a,b} siu = L.

La estrategia del ”divisor” es elegir:

1
O si uw = G y proponer §[E] o
. 1
MCF siu=L y proponer 5[—51 — &)

. Si la naturaleza elige al 2 como ”selector”. La estrategia del " selector” (s) es:

Escoger u = G y luego optar entre:
maz{a,b} siu=G o
min{a,b} si u = L.

La estrategia del ”divisor” es elegir:

1
MCF siu=G y proponer §[E—771 — 2] O

1
@ si u = L y proponer §[L]

Es evidente que a partir de la Proposicién 3.1.2 resulta inmediato que si los jugadores
utilizan estas estrategias, los pagos a los que llegaremos seran los correspondientes a la
regla Talmudica.

3.2. La implementacién de Moreno-Ternero, Tsay y Yeh
(n=2)

En primer lugar, la siguiente proposicién (Moreno-Ternero et al. 2020) muestra una
férmula alternativa para la regla Talmudica en el caso n=2. Esta férmula jugarad un papel
determinante en la implementacion que veremos posteriormente.

Proposicién 3.2.1. Para cada N = {i,j} € A, i # j, y cada (E,c) € BN con ¢; < ¢j.

Ti(E,c) = maz{gmin{c;, E}, ¢; — imin{c;, L} — (L — min{c;,L}} y
(3.2.1)
Tj(E,C) :E—TZ‘(E,C).
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Demostracion:

Sea N = {i,5} vy (E,c) € BN con ¢; < ¢j. Como la suma de los pagos de la regla
Talmudica T;(E,c) + T;(E,c) = E, es suficiente con demostrar que la Proposicién 3.2.1
cumple dicha regla para uno de los dos jugadores. Suponemos que escogemos i=1y j=2.
Consideramos 3 casos.

Caso 1: E < ¢;. En este caso la regla Talmudica nos da T1(E,c) = Ty(F,c) = %E
Tenemos que min{ci, E} = E y min{c1, L} = ¢; por lo tanto la parte derecha de la Pro-
posicién 3.2.1 no da un pago T1(F,c) = %E mientras que el resultado del lado izquierdo
es:

1 1 1 1
c1 — imin{cl,L} — (L —min{c;, L} = 561~ (L—c1) = 501~ (co— F) < §E
Asi pues, como escogemos el maximo pago de la Proposicion 3.2.1, vemos que el mayor

es el lado derecho %E y que coincide con T (E, c¢) = E la regla Talmudica.

Caso 2: ¢ < E < c¢y. Tenemos que Ty(E,c) = %cl y To(E,c) = FE — %cl. Como
min{ci, E} = c¢; y min{ci, L} = ¢; resulta que:

1 1 1 1
c— imin{cl,L} — (L —min{c;, L} = 561~ (L—c) = 501~ (co— FE) < ¢t

Por lo tanto el lado derecho de la Proposicion 3.2.1 es %cl que coincide con T1(E,¢) = %cl
los pagos de la regla Talmudica.

Caso 3: E > ¢y. Tenemos que T (E, ¢) = c;— 5Ly To(E,c) = E—1L. Como min{ci, E} =
c1 y min{c1, L} = L resulta que:
r . . 1 1
c— §mm{cl, L} — (L —min{c1,L}) =c1 — iL > e
Asi pues como escogemos el mayor pago de la Proposicién 3.2.1. Vemos que el mayor
es ¢ — %L y que coincide con la regla Talmuidica T1(F,c) = ¢; — %L.

Observamos que para todos los casos la Proposicién 3.2.1 es equivalente a la regla
Talmidica. O

Una vez visto que efectivamente la férmula propuesta por Moreno-Ternero et al.( 2020)
es equivalente a la regla Talmudica, ahora definimos el juego G(E, ¢).

Este juego consiste en una negociacién bilateral en el que los dos acreedores negocian
como repartir el presupuesto (E).

Definiremos el juego G(F,c) de la siguiente forma. Para empezar y evitar un tra-
to discriminatorio hacia cualquiera de los acreedores, la Naturaleza (el azar) empie-
za por elegir cual de los dos es el I-acreedor (el acreedor inicial) que denominaremos
por i € {1,2}, siendo j € {1,2} \ {i} (el otro). El I-acreedor escoge un camino u €
{ganancias(G), pérdidas(L)}.

Si el I-acreedor elige, u = G, el jugador j tiene que escoger una cantidad entre la
reclamacién més pequena y el presupuesto, ¢ € {min{c;,c;}E}, una vez seleccionada la
cantidad q, el jugador j divide q como le resulte més beneficiosa, D¢ = {a,q—a} , tal que
a € R;. Una vez hecha la divisién el I-acreedor elegird cual de las dos partes se adjudica
como su pago, x; € D9, y el jugador j recibe el residuo: z; = E — ;.
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Si el I-acreedor elige pérdidas, u = L, el jugador j debe escoger una cantidad g €
{min{c;,c;}, L} y propone una particién D? = {b, ¢ — b} tal que b € R,. Una vez hecha
la propuesta, el I-acreedor elige una de las dos posibilidades x; € D9, ya sea b o g — b.
Una vez seleccionado z;, el jugador j tomard la parte que se rechaza (¢ — x;) como su
pérdida y por consiguiente, su solucién es: ¢; — (¢ — z;). Finalmente el jugador i obtiene
el residuo: ¢; — (L — (¢ — x3)).

Una vez vista las reglas del juego demostraremos por induccién hacia atras que la
solucién de este juego no cooperativo nos lleva al pago determinado por la regla Talmudica
Ti (E, C) .

En la Figura (3.3) se puede ver una descripcién gréfica del juego.

Proposicién 3.2.2. Sea (E,c) € BY con N = {1,2} un juego de bancarrota con dos
agentes. La solucion por induccion hacia atrds aplicada en el juego G(E,c) definido an-
teriormente da como pago a los jugadores la regla Talmudica.

Demostracion:

Notacién bésica para la demostracion: ¢, = min{c;, c;}

| 0<x<C,,;,

[x, E-x]

Caso 2 jugadores.

| x
X

[Crin X, E-(Cpoin -X)]

[E'YI Y]

]
ﬁ/ GT
| 0<y<E

Y/' Iy, E-y]
| O

@ )
[Ci'(L' Cmin)'Z' Cj - (Cmin 'Z)]

AAJ <:::::> S| G GG -2) S G2 ]

L
[7} Cmin -z
= [Cr(L- (L-1), C(L-t)]

\ [Ci-(L-L)-L+t, Gt ]

Figura 3.3: Juego Moreno-Ternero

En este juego no cooperativo, cada individuo del juego es libre para elegir la opcién
que €l considere mejor para sus intereses. Demostramos que siguiendo las reglas del juego
llegamos a la regla Talmudica.

La demostracion consta de dos partes, el camino de ganancias y el camino de pérdidas.

1. Camino de ganancias (u = G)

Vemos que en el nodo final el I-acreedor siempre elige el nimero mayor de la division
propuesta por el jugador j.
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El jugador j sabe que si hace la divisién de manera asimétrica, el I-acreedor elegira
el camino donde se encuentre el nimero mayor. Como hacer una divisién desigual
repercute en una pérdida para el jugador j, es facil ver que la mejor eleccion para el
jugador j es proponer un reparto en partes iguales, es decir %cmm cuando cpip < FE
0 %E en caso contrario.

El jugador j sabe que la mitad de su propuesta es del I-acreedor y el resto es suyo
y por ese motivo el jugador j siempre escoge el camino que tenga un presupuesto
mas bajo, min{c,,n, E'}, de lo contrario ird en contra de sus intereses.

Sabiendo ya la eleccién tanto del jugador j como del I-acreedor podemos observar
que los pagos que obtiene el I-acreedor cuando escoge el camino de ganancias son:

1
x; = Qmm{E, Cmin }- (3.2.2)

2. Camino de pérdidas (u = L)

En el camino de pérdidas u = L, en los nodos finales el I-acreedor escoge siempre la
opcién més pequena propuesta por el jugador j ya que la parte restante, (¢pin — 2),
se convierte en las pérdidas del jugador j. Por este motivo y para reducir al méximo
sus pérdidas, el jugador j divide siempre en partes iguales independientemente el
camino elegido.Una vez se sabe la propuesta que hace el jugador j ahora nos queda
saber cual es el camino que més le interesa. Como el objetivo del jugador j es obtener
el mayor pago o lo que es lo mismo una pérdida minima, el jugador j elige el camino
del valor més pequeno, min(cmin, L) y juntando las dos condiciones obtenemos que

la propuesta final del jugador j es: %min(cmm, L).

Separamos los dos opciones que puede elegir el jugador j con el fin de ver que
independientemente de su eleccién se llega a los pagos de la regla Talmudica.

Si el jugador j elige ¢pmin y €l I-acreedor ha elegido x; € D? sabemos que el jugador
J recibe ¢j — (¢min — x;) v el I-acreedor recibe el resto: E — (¢; — (¢min — 24)). Si
desarrollamos el residuo obtenemos:

E —(¢j = (emin — 1)) = E — ¢j — ¢i + ¢i + (Cmin — @3)

(3.2.3)
=c¢i — L+ (cmin — i) = ¢i — (L — Cmin) — T.

Si el jugador j elige c¢; y el I-acreedor ya ha elegido ¢ — x; € DY sabemos que
el jugador j recibe ¢; — (z;) y el I-acreedor recibe el resto: E — (¢; — (x;)). Si
desarrollamos el residuo obtenemos:

E—(Cj—(l‘i)):E—Cj—ci—FCi—{—:L‘i:Ci—L—FZUi

=c¢; — L+ cmin — Cmin + T = ¢ — (L - Cmin) - (Cmin - xi)?

(3.2.4)

dado que el jugador j divide en partes iguales, ¢; — x; = %cl, vemos la Férmula
(3.2.3) y la Férmula (3.2.4) son equivalentes. Esto nos dice que da igual el camino
que elige el I-acreedor en el nodo final ya que la propuesta que realiza el jugador j
es la misma para ambos caminos.

Veamos ahora si el jugador j elige L y el I-acreedor elige z; € DY sabemos que el
jugador j recibe ¢; — (L — ;) y el I-acreedor recibe el residuo: E — (¢j — (L — x;)).
Si desarrollamos el residuo obtenemos:

E*(Cj*(L*SUZ')) :E*Cj*C,L"FCi%»(L*SUi) :Ci*L+(L*.’Ei)

=c¢— (L—L)—x. (3.2.5)
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Veamos ahora que si el I-acreedor elige L —x; € D? sabemos que el jugador j recibe
¢; — (x;) y el I-acreedor recibe el residuo: E — (¢j — x;). Si desarrollamos el residuo
obtenemos :

E—(Cj—:Ei):E—Cj—ci—l—ci—FIEiZCi—L—FfL‘i (326)
=c¢;—L—L+L+zi=c;—(L—L)—(L—1), o
dado que el jugador j divide en partes iguales, (L — z; = %L), vemos la Férmula
(3.2.5) y la Férmula (3.2.6) son equivalentes.

Vemos que la diferencia entre las dos Férmulas (3.2.3) y (3.2.5) estd en la eleccién
del camino del jugador j. Pero como sabemos el jugador j elige el min(cmin, L) €l
T-acreedor sabe que si escoge u = L obtiene unos pagos:

1
x; = ¢; — (L —min(cmin, L) — Qmin(cmm, L). (3.2.7)

Por lo tanto tenemos que si el I-acreedor decide u = G obtiene los pagos de la
Férmula (3.2.2) y que cuando elige u = L obtiene los pagos de la Férmula (3.2.7).
Solo falta saber que opcién elige el I-acreedor. Como su objetivo es recibir el mayor
pago posible, elegird la opcién con mayor pago. Por tanto los pagos del I-acreedor
somn:

1 1
x; = maq:{imin{cmm, E}, ¢; — (L — min(cmin, L) — §min(cmm,L)}. (3.2.8)
Acabamos de ver la induccién hacia atrés para cualquier i € {1,2}, es decir, es funciona
tanto si i es el agente con mayor reclamos como si es el agente con menos reclamo. Ahora
tenemos que ver que para los dos caso los pagos siguen la regla Talmudica. Suponemos
sin pérdida de generalidad que ¢; < co.

= Caso 1: Suponemos que el I-acreedor es el que tiene la reclamaciéon maés pequena,
(i = 1), y el j = 2. Vemos que aplicando la induccién hacia atras se llega a la
Férmula (3.2.1),

1 1
x] = max{imin{cl, E},c1 — (L —min(cy, L) — §min(cl, L)}.

Como hemos demostrado en la Proposicién 3.2.1 los pagos corresponden a los pro-
puestos por la regla Talmudica.

» Caso 2: Ahora suponemos que el I-acreedor es el agente con mayor reclamo, (i = 2)
y el j = 1. Para demostrarlo distinguimos en 3 casos.

1. E < ¢1 : El jugador 2 es el I-acreedor y haciendo la induccién hacia atras
tenemos los siguientes pagos:

1 1
x9 = ma${§min{cl, E},co — (L —min(cy, L) — §m2’n(62, L)}

= max{%E,cZ —(L—c1)— 1(cl)} = max{%E,E - %(cl)}

2
Por tanto escoge el camino de ganancias, u = G y el pago

1
x2:§E
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y el jugador j tiene un pago

Podemos apreciar que es analogo al caso en el que I-acreedor es el jugador 1
(el pequeno) como podemos ver en la demostracién de la Proposicién 3.2.1.
Como obtenemos los mismo pagos y sabemos que los pagos corresponden a la
Férmula (3.2.1), efectivamente los pagos siguen la regla Talmudica.

2. 01§E§02:

El I-acreedor es el jugador 2 sabemos que min{ci, E} = ¢; y min{c1,L} = 1
y aplicando la induccién hacia atras nos da unos pagos:

1 1 1 1
= - — (L — ——c1} = —c, B — = .

9 max{2cl,02 ( c1) 201} max{ch, 201)}
Como E > ¢ el I-acreedor escoge el camino de pérdidas, u = L. Y el pago del
I-acreedor )

To=F — 501,
y el pago del jugador j es:
1 1
Tr1 = E— (E— §C1) = 561.

Es facil ver que los pagos siguen la regla Talmuidica. Una manera de ver que
los pagos corresponden a dicha regla, es ver que los pagos propuestos en el caso
de i=2 coinciden con los pagos en el caso en el que el I-acreedor es el jugador
1. Si aplicamos la induccién hacia atras cuando el I-acreedor es el jugador 1,
1 = c1. El I-acreedor tiene un pago:

1 1

1 1
T1 = mam{§cl,cl —(L—c1)— 5(:1} = mam{icl, 561 —(E —c2)}.

Como E < ¢ el jugador 1 escoge el camino de ganancias, © = G y su pago es:

y el pago del jugador j es:
1
o = E — 561.

Vemos que efectivamente coinciden y por la Proposicién 3.2.1 los pagos corres-
ponden a la regla Talmudica.

3. E > ¢y : El jugador 2 es el I-acreedor y haciendo la induccién hacia atras,
obtenemos el siguiente pago:

1 1
Ty = m(lif{iCl,Cz - §L}

Teniendo en cuenta F > co implica L < ¢p, entonces el min{cy, L} = L, la
eleccién del I-acreedor es elegir pérdidas (u = L) y el pago es:
1

9 = Cy — §L,
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y el pago del jugador j es:

1 1 1 1 1
—FE—(c2—-L)=E—~cs+-c, — ~E=c¢; — ~L.
1 (co 5 ) 202—1—201 5 c1 5

Para E > ¢ — 2 la estrategia de los dos agentes son andlogas, ya que logran el
mismo pago, y por la Proposicién 3.2.1 los pagos coinciden con los propuestos
por la regla Talmudica.

Acabamos de probar que para todos los casos la Proposicién 3.2.2 es equivalente
a la regla Talmudica. U

Observamos que a partir de aqui se puede definir el siguiente equilibrio perfecto en
subjuegos(SPE).

Veremos que la estrategia del jugador j siempre es la misma.

Suponemos que ¢; < ¢o.

1. Si £ § C1:
Si la naturaleza elige al 1 como I-acreedor. La estrategia del I-acreedor(i) es:

Escoger u = G y luego optar entre:
max{z,min{c1, E} —z} siu=G o
min{y, min{cy, L} —y} si u = L.

La estrategia del jugador j es elegir:
. . 1
min{cy, E} si u = G y proponer imm{cl,E},

1
min{ci, L} si u =L y proponer imin{cl, L}.

Si la naturaleza elige al 2 como I-acreedor. La estrategia del I-acreedor(i) es:

Escoger u = G y luego optar entre:
mazx{x,min{ci,E} —z}siu=G o
min{y, min{cy, L} —y} siu = L.

La estrategia del jugador j es elegir:

1
min{ci, E} si u = G y proponer §m7jn{cl,E},
: . I
min{cy, L} si u = L y proponer imm{cl, L}.

Tenemos la misma estrategia.
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2. Sici < FE <eo:
a) La naturaleza elige al 1 como I-acreedor (). La estrategia del I-acreedor(i) es:
Escoger u = G y luego optar entre:
max{x,min{c1,E} —z} siu=G o
min{y, min{cy, L} —y} si u = L.

La estrategia del jugador j es elegir:

1
min{ci, E} si u = G y proponer imin{cl,E},
. . 1
min{cy, L} si w = L y proponer §mm{cl, L}.
b) La naturaleza elige al 2 como I-acreedor (7). La estrategia del I-acreedor(i) es:
Escoger u = L y luego optar entre:
max{z,min{ci, E} —z} siu=G o
min{y, min{cy, L} —y} siu = L.

La estrategia del jugador j es elegir:

1
min{ci, E} si u = G y proponer §min{cl,E},
. . 1
min{cy, L} si u = L y proponer imm{cl,L}.

3. E > co:
Si la naturaleza elige al 1 como I-acreedor. La estrategia del I-acreedor(i) es:

Escoger uw = L y luego optar entre:
mazx{x,min{c1,E} —z} siu=G o
min{y, min{cy, L} —y} si u = L.

La estrategia del jugador j es elegir:
, . I
min{ci, E} si u = G y proponer imm{cl, E},

1
min{cy, L} si u = L y proponer imin{cl, L}.

Si la naturaleza elige al 2 como I-acreedor. La estrategia del I-acreedor(7) es:
Escoger u = L y luego optar entre:
max{x,min{ci,E} —z}siu=G o

min{y, min{cy, L} —y} siu = L.



CAPITULO 3. LA IMPLEMENTACION DE LA REGLA TALMUDICA PARA N=228

La estrategia del jugador j es elegir:

1
min{cy, E} si u = G y proponer imin{cl,E},
. . 1
min{ci, L} si u = L y proponer imm{cl, L}.
Volvemos a tener la misma estrategia para los dos casos.

Ahora suponemos que ¢; > ¢o :

1. Si E < ¢y Es andlogo al caso anterior.

2. Sics < E<ey:
a) La naturaleza elige al 2 como I-acreedor (7). La estrategia del I-acreedor(i) es:
Escoger u = G y luego optar entre:
maz{z,min{cy, E} —x} siu=G o

min{y, min{ca, L} — y} si u = L.

La estrategia del jugador j es elegir:
. . r .
min{ce, E} si u = G y proponer §mm{02,E},

1
min{ce, L} si u = L y proponer §min{CQ,L}.

b) La naturaleza elige al 1 como I-acreedor (). La estrategia del I-acreedor(i) es:

Escoger u = L y luego optar entre:
max{x,min{cs, E} —z} siu=G o
min{y, min{co, L} —y} siu=L
La estrategia del jugador j es elegir:
min{cy, E} si u = G y proponer %min{CQ,E},
min{ce, L} si u = L y proponer %min{CQ,L}.
3. E > ¢y : Es andlogo al caso anterior.

Es evidente que a partir de la Proposicion 3.2.1 resulta inmediato que si los jugadores

utilizan estas estrategias, los pagos a los que llegaremos seran los correspondientes a la
regla Talmudica.



CAPITULO 3. LA IMPLEMENTACION DE LA REGLA TALMUDICA PARA N=229

3.3. Comparacion ambos modelos para n=2

Una de las diferencias més evidentes es que (T'say and Yeh, 2019) introduce en el juego
una férmula que los jugadores aplican para llegar al equilibrio mientras que (Moreno-
Ternero et al.,2020) no utiliza ningtina férmula en el juego.

Otra diferencia que se aprecia facilmente es la manera de hacer la induccién hacia
atrds. En Tsay y Yeh no importa el presupuesto para saber que estrategia selecciona cada
jugador, mientras que en Moreno-Ternero la estrategia varia dependiendo del presupuesto.



Capitulo 4

Implementacion de la regla
Talmudica para n>3

Antes de empezar vamos a introducir que es un equilibrio de Nash y un equilibrio
de Nash perfecto en subjuegos. Para poder definirlos, primero explicaremos un par de

conceptos.

Sea 0 = (01,...,0,) € &1 X --- x &, = &, el perfil de las estrategias donde o; es la
estrategia que escoge el jugador i. Sea u; : & — R denotaremos los pagos del jugador i
segun las estrategias elegida por todos los jugadores, es decir u; = u;(o1,...,0n).

Una vez definidos estos conceptos ya podemos entrar a explicar el equilibrio de Nash.
Este fue introducido por John F. Nash (1951) como una solucién generalizada para un
juego de n jugadores.

De manera informal, el perfil de una estrategia o* = (07,...,0}) y sus pagos corres-
pondientes representan un equilibrio de Nash si ningiin jugador puede ver incrementado
su pago cambiando de estrategia, siempre que los otros jugadores no cambien sus estra-
tegias. Es decir, si ningtiin jugador tiene el incentivo de desviarse de la estrategia elegida.
Formalmente, el equilibrio de Nash se define de la siguiente manera.

Definicién 4.0.1. Sea un juego G(E,c), un perfil de estrategia c* = (o7,...,0)) €
D1 X - X Dy es un equilibrio de Nash del juego G si para cada jugador i € N,

* * * * * * * * *
ui(al""aJi—lvUian+1"" ,Un) > ui(o-la"' 10i-1504, 04415 "~ ,O‘n),

para todo o; € P;
La idea que hay detras de esta definicion es la siguiente: Un equilibrio de Nash en

un juego en forma estrategica es un perfil de estrategias en el cual ningin agente sale
ganando si se desvia unilateralmente y cambia de estrategia.

Un equilibrio de Nash perfecto en subjuegos es un equilibrio de Nash en el que el
comportamiento especificado en cada subjuego es un equilibrio de Nash para el subjuego.

Una vez explicado que es un equilibrio de Nash. ya podemos definir el juego de (Moreno-
Ternero et al. 2020) para n > 3.

El juego consta de 3 etapas.

= Etapa 1: Cada acreedor (k)€ N anuncia un vector de premios y* y una permutacién

7% tal que N — N. Sea 7 = 7lo --- o 7" la composicién de todas las permuta-

30
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ciones, entonces hay un 7(1) = p € N que se convierte en el P-acreedor. Si para
cada k € N\{p} anuncian el mismo vector de resultados entonces la propuesta de
reparto de los pagos pasa a ser y*, de lo contrario serd y = yP.

= Etapa 2: El P-acreedor puede decidir si acepta la propuesta y cada acreedor recibe
sus correspondiente pagos o la rechaza. Si decide rechazar elige a un acreedor | €
N\{p} para negociar sus pagos en la siguiente etapa. Los otros acreedores, k €
N\ {p,} recibe los pagos que les corresponde de la propuesta y*.

= Etapa 3: Los acreedores p y 1 se reparten los pagos a través del juego para dos
jugadores G((yp + yi, (¢p, ¢;)) definido anteriormente.

Teorema 4.0.2. Sea N € N y (E,c) € BN. Hay un equilibrio de Nash (NE) en el juego
G(E,c), cuyo resultado es T(FE,c).

Demostracion Ezistencia: Como el equilibrio de Nash perfecto en subjuegos (SPNE) es
un equilibrio de Nash (VE), es suficiente con demostrar que hay un SPNE en el juego
G(E,c) con el resultado T(FE, c¢). Para verlo, primero veremos el siguiente lema.

Lema 4.0.3. Sea N € N y (E,c) € BN. Suponemos que ya tenemos la propuesta de la
Etapa 1 del juego G(E,c) y p € N es el P-acreedor. Para cada l € N\ p, si p escoge
rechazar la propuesta y elige un'l € N\{p} (R,l) en la Etapa 2 del juego G(E, c), entonces
(Un\{p.iy> T(Wp+ui, (cp, 1)) es el resultado SPNE del subjuego G((yp+uy1, (cp, 1)) definido
anteriormente.

Demostracion: Sea N € Ny (E,c) € BYN. Sea y la propuesta de la Etapa 1y p € N.
Suponemos que p escoge un [ € N\ {p} para la Etapa 3. Suponemos sin pérdida de
generalidad que ¢, < ¢;. Veremos que la estrategia ¢ constituye un SPNE para el juego

G(yp + 1, (cp; 1)) con el resultado (yn (py> T(¥Vp + yi; (cps 1))

Es inmediato por la Proposicién 3.2.2 ya que el resultado de la induccién hacia atras
proporciona los pagos de la regla Talmudica.

SeaN € .4 y (E,c) € BY. Demostramos, con la ayuda del Lema 4.0.3, que la siguiente
estrategia o* = (07,...,0,) establece un SPNE con el resultado T(E, ¢).

= Etapa 1: Cada acreedor k € N propone un par (y**, 7%*) = (T(E, c),71), donde
74 : N — N es la permutacién identidad.

» Etapa 2: Suponemos que (1) = i y y la propuesta de la etapa 1. El acreedor i acepta
la propuesta y si y; > maxkeN\{i}Ti(yi + g, (¢i, ck)), de lo contrario i rechaza y,
entonces escoge un acreedor j € N\{i} donde j € argmazyen iy Ti(yi+yk, (ci, ck))-

= Etapa 3: Suponemos que y es la propuesta de la Etapa 1, i es el P-acreedor y elije
en la Etapa 2 un j # ¢. Los acreedores i y j siguen la estrategia ¢ definida en el
Lema 4.0.3 con p=1i¢yl=jsii<jo viceversa.

No es dificil ver que la estrategia ¢* garantiza que el juego acabe con el resultado
T(E,c), ya que si todos siguen la estrategia o*, la permutacién es la identidad y la
propuesta (y) es T(F,c). Si el jugador 1 en la Etapa 2 acepta la propuesta todos obtienen
el pago correspondiente a la regla Talmtdica y si rechaza escoge a un j # 1 y como la
regla Talmudica es consistente también obtendran los pagos correspondientes a la regla.
Vemos que ¢* es un SPNE del juego G(E, c). Para demostrarlo tenemos que ver que
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ningiin jugador estd mejor si decide desviarse. Suponemos que la propuesta de la Etapa 1
esy, vy ies el P-acreedor y elige j # ¢ en la Etapa 2. Por el Lema 4.0.3 esta claro que ¢*
es un SPNE del subjuego (_}(yp + 1, (¢p, ¢1). En la Etapa 2 por definicién siempre escoge
la mejor opcién asi que evidentemente nunca se desvia. Solo nos queda ver que la Etapa 1
lo mejor para los jugadores es seguir la regla. Vamos a suponer que el acreedor i se desvia
de la regla y propine (y’, 7%). Consideramos dos casos.

» El acreedor i es el I-acreedor ( ha elegido ser el primero). Tenemos que para cada
k € N\ {i}, su propuesta es y* = T(E, ¢) y por tanto la propuesta de la Etapa 1 es
y = T(F, ¢). Por la consistencia bilateral de la regla Talmudica, para cada j € N\{i}
los pagos de i para Vj que escoga son: T;(E,c) = T;(Ti(E,c) + T;(E, c), (¢, ¢j)).
Vemos que son los mismo pagos que obtiene si no se desvia asi que no esta mejor si
se desvia de la propuesta.

» El acreedor k € N\ {i} es el I-acreedor (el acreedor ¢ ha elegido no ser el primero).
Suponemos que y* = T(E, ¢). Entonces la propuesta y = T(E, ¢) y por la consisten-
cia bilateral de la regla Talmudica y el subjuego perfecto, Suponemos ahora ¢ se ha
desviado al hacer la propuesta y* # T(F, ¢). Entonces la propuesta es la del jugador
k, es decir y = y* = T(E, ¢) y por la consistencia bilateral de la regla Talmidica y
el subjuego perfecto, i recibe el pago T;(F,c) por tanto no estd mejor al desviarse
ya que recibe lo mismo. O

Acabamos de demostrar la existencia de un equilibrio de Nash en el juego.

Para finalizar el trabajo pensamos si la implementacion propuesta por Moreno-Ternero
et al. (2020) también funcionara para toda la familia de la regla Talmudica. Ahora vamos
a definir como es la regla de para toda familia Talmudica.

Definicién 4.0.4. La familia de la reglas Talmaidicas, {T? | 8 € [0,1]}: para cada 0 €
[0,1], cada N € N, cada (E,c) € BN y cada i € N,

min{fc;, \} 5i ) enbtei < E
Tf(E, c) =
Oci + max{(1 —0)c; — X\,0}  de lo contrario

donde A € Ry es la tinica solucion de Y,y T¢(E,c) = E.

Una vez planteado este problema nos dimos cuenta que (Moreno-Ternero et al., 2021)
publicé un articulo dando respuesta a esta pregunta. En el articulo se puede ver como
efectivamente la implementacién también es posible para V6 € [0, 1], es decir para toda la
familia Talmudica.
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