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1
INTRODUCCION

Uno de los problemas fundamentales que se ha plan—

teado la filosofía de la matemática ya desde Platón y

Aristóteles es el de la determinación del tipo de exis —

tencia que poseen los objetos matemáticos tales como

los números o las figuras geométricas.

El tema ha sido tratado de muy diferentes maneras

a lo largo de la historia de la filosofía y ha recibido

también, cómo no, soluciones muy diversas.

En la actualidad, mediante el potente instrumento

que constituye la lógica matemática moderna, es posible

abordar esta cuestión de un modo mucho más preciso.

Efectivamente, la mayor parte de las teorías matemáticas

pueden ser formalizadas y axiomatizadas en los lengua—

jes lógicos de primer o segundo orden. Así, la teoría

de grupos, la aritmética, la geometría euclídea,etc.
Esto nos permite considerar dichas teorías como un con—

junto de sentencias en uno de estos lenguajes.

Estas teorías formalizadas se interpretan sobre las

estructuras, entendiendo por estructura una entidad

conjuntista constituida por un conjunto de elementos

o universo de la estructura y por un conjunto de reía-

clones y funciones definidas entre ellos. Las variables

que aparecen en las sentencias de la teoría se refieren

a elementos del universo de la estructura, mientras que

los relatores y functores de la teoría hacen referencia

a las relaciones y funciones de aquella.

No todas la teorías, sin embargo, pueden ser con-

sideradas del mismo modo. En efecto, algunas de ellas

determinan unívocamente una estructura; lo que signi-
fica que todo lo que es preciso decir de esa estructu—

ra para distinguirla de todas las demás, lo dice dicha
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teoría. Otras, por el contrario, no caracterizan

unívocamente ninguna estructura; con lo cual, existen

estructuras distintas descritas por la misma teoría y

que no obstante son indistinguibles para ella.

Al primer tipo de teorías, eso es, a las teorías

que determinan unívocamente una estructura, las llama—

mos teorías categóricas. Así, por ejemplo, la teoría

de los números naturales de segundo orden, la de los

números reales de segundo orden y la geometría euclí-

dea de segundo orden. Por tanto, las estructuras

correspondientes, unívocamente caracterizadas por dichas

teorías, a saber : los números naturales, los números

reales y el espacio euclídeo, pueden ser consideradas

como entidades concretas, perfectamente determinadas,

como si poseyeran existencia propia.

El pre

concepto de

algunas de

para las que

liza en tres

sente trabajo constituye un análisis del

categoricidad así como una exposición de

las teorías matemáticas más relevantes

probamos que son categóricas. Esto se rea-

secciones :

En la primera, previa exposición de la sintaxis

de un lenguaje lógico de primer orden, se introducen los

conceptos básicos de "estructura","modelo" y "teoría".

A continuación se define la "completud" de teorías y

la "equivalencia elemental" entre estructuras y se

prueba que una teoría es completa si y sólo si todos

sus modelos son elementalmente equivalentes. Finalmente

se define el concepto de "categoricidad" y se analiza

su relación con la completud.

La sección segunda podemos considerarla dividida

tres apartados: en el primero se muestran variosen
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ejemplos de teorías categóricas de primer orden. Estas

teorías son poco interesantes dado que sus modelos

deben ser necesariamente finitos ( ello es una conse-

cuencia del teorema de LOwenheim-Slcolem-Tarski enun-

ciado al final de la primera sección). En el segundo

apartado se prueba la CXl -categoricidad de algunas teo-

rías de orden, de ciertas teorías de grupos y cuerpos,

para terminar con las álgebras de Boole, de gran inte-

res en lógica y teoría de conjuntos. El tercer apartado

está formado por una serie de conclusiones y ejemplos

basados en los resultados anteriores. Se prueban tam-

bién algunos teoremas que permiten extender dichos

resultados a otras teorías.

En la tercera sección, después de introducir un

lenguaje lógico de segundo orden,$e prueba que la

Aritmética de Peano no es categórica si la formulamos

en el lenguaje lógico de primer orden. Para ello se

muestra que existen modelos no—standard, eso es, mode-

los no isomorfos al modelo INI , + ,., S , 0 ^ .

Se prueba a continuación que la Aritmética formulada,en

segundo orden sí es categórica. Pasamos luego a la

teoría de los números reales de primer orden donde pro—

bamos que no es categórica. La prueba es parecida a la

de la Aritmética : mostramos que existen modelos no—stan-

dard (el modelo standard es, naturalmente,<R , + ,.,¿,0,1»
construyendo para ello un cuerpo ordenado completo no

arquimediano* Seguidamente vemos que la teoría de los

números reales de segundo orden sí es categórica.
Probamos finalmente la categoricidad de la Geometría

Euclídea de segundo orden. La prueba consiste básicamen-

te en mostrar que existe un isomorfismo entre los puntos
del espacio euclídeo y IR 5

.

Se encuentran al final varios anexos y notas a fin

de aclarar algunos detalles.
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V

No se ha pretendido con este trabajo tratar exhaus-

tivamente el tema de las teorías categóricas, aunque sí

dar una visión general ele la. cuestión., al tiempo que

exponer algunas de las teorías fundamentales en mate—

máticas para las que es posible probar su categoricidad,

Aunque los resultados aquí expuestos no son nuevos, su

dispersión y ausencia de pruebas detalladas eii muchos

casos hace que su recopilación y demostración completa

pueda ser de utilidad no sólo para entender mejor lo que

es una teoría categórica, sino también para ayudar

a comprender la naturaleza de ciertas entidades mate-

máticas,

Deseo expresar rni agradecimiento al Dr. Jesús

Mosterín por su ayuda y estímulo constantes, así como

al Dr. Ignacio Jané por sus valiosas sugerencias en la

realización de las pruebas.

Joan Bagaría . Febrero 1984
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EL LENGUAJE DE LA LOGICA DE PRIMER ORDEN :

TEORIAS Y MODELOS

Este lenguaje tiene la ventaja de ser el más potente

para el que es posible disponer de un cálculo deductivo

correcto y suficiente. También es el lenguaje más potente

que satisface los teoremas de compacidad y el de Lówen—

heim-Skolem, Así, este lenguaje ocupa un lugar privilegia

do, pues es posible además formalizar en él una gran

parte de las argumentaciones matemáticas. No obstante,

su capacidad para caracterizar unívocamente estructuras

es relativamente escasa. La mayoría de las teorías for-

malizadas en este lenguaje que son categéricas son tri-

viales. No así, en cambio, las teorías que son Ot -cate-

géricas para alguna cardinalidad QC . De todos modos,

éste es el lenguaje légico mejor estudiado, así como

su correspondiente teoría de modelos.

Suponemos al lector familiarizado con los lenguajes

lógicos de primer orden. No obstante, para fijar la

notación, vamos a exponer a continuación cuáles son los

símbolos y expresiones del lenguaje lógico de primer or—

den que utilizaremos aquí y que llamaremos L ,

El alfabeto del lenguaje L constará de un conjunto
de símbolos que dividiremos en los siguientes grupos:

a- -Símbolos para constantesindividuales: utilizaremos

letras minúsculas a,b,c,...con subíndices si es

necesario a.
A ,a¿ ,a 3 , . . ,

b— Símbolos para variables individuales: utilizaremos

también letras minúsculas x,y,z,.., con subíndices

si es necesario x,,x ,x,,...

c— Símbolos para functores n—ádicos: utilizaremos letras

minúsculas a partir de la f con n como superíndice:
f
n

,g
l',h", , . . .con subíndices si es necesario f

”

, f
”

,

f
n
i
3 f • • • •

d— Símbolos para relatores n-ádicos: utilizaremos letras

mayúsculas con n como superíndice P
n
,Q

n
,R

n
,... con
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e-

f-

subíndices si es

Símbolos lógicos
Conectores: "1 ,

Cuantificadores :

Descriptor: (. •

Un símbolo para

Escribimos » en

tinguirlo de la

necesario

A , V , —>

A, V.
el igualado

lugar de =

igualdad en

p
n p* p

n
> r¿ > r3 * 0 •

r: -

como es habitual

el metalenguaje

para dis-

Las expresiones de L son los términos y las fórmulas.

Vamos a ver a continuación cómo se forman a partir de

los símbolos anteriores los términos y las fórmulas

de L ;

1— Cualquier constante individual es un término de L.

2—-Cualquier variable individual es un término de L.

3- Si T4 »••••»son términos de L y f
n
es un fuñe-

tor n—ádico de L, entonces f
n
X4

es un tér—

mino de L.

4- Si T4 ,....,
son términos de L y Pn es un relator

n—ádico de L, entonces P” »#..•»Tn es una fórmula

de L.

Puesto que el igualador es en realidad un relator

diádico, un caso especial será: si "Ct , son términos

de L, ~C4 7 es una fórmula de L . Escribimos como

es habitual T, ^ en lugar de ♦ T4 ,

5- Si OC es una fórmula de L, entonces “1 OC es una

fórmula de L.

6- Si Ot y {3 son fórmulas de L, entonces, ( Oí A ¡3) ,

(ocvfí) , {OC —» (3 ) y (Ot <—*^ ) son fórmulas de L,

7- Si oc es una fórmula de L, entonces (para cualquier
variable x) A x OÍ y V X (X son fórmulas de L.

(Diremos que x está cuantificada),
8- Si OC es una fórmula de L, entonces (para cualquier

variable x ) Ix OC es un término de L. (Diremos que

x está descrita)
9- Sólo son expresiones de L los términos y las fórmulas

formadas de acuerdo con las reglas anteriores 1-8.
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Una variable puede estar libre o ligada en una expre—

sion de L . Los cuantificadores y el descriptor son sig-

nos ligadores. Por tanto, si en una expresión de L, todas

las variables que aparecen en ella están cuantificadas

o bien descritas, diremos que dicha expresión no tiene

variables libres. Un término en el que no aparecen varia—

bles libres es un designador y una fórmula en la que no

aparecen variables libres es una sentencia.

Interpretar un conjuntof"de expresiones de L consis —

te fundamentalmente en indicar un conjunto o universo no

vacío de elementos a los que se referirán las constantes

y las variables individuales del lenguaje de [""* y un con-

junto de funciones y relaciones definidas entre dichos ele

mentos a las que se referirán respectivamente los fuñe—

tores y relatores del lenguaje de P , Las descripciones

impropias deberán ser atribuidas a un elemento concreto

del universo a fin de que todo designador designe efecti-

vamente un individuo de dicho universo, A un conjunto no

vacío de elementos junto con un conjunto de funciones y re

laciones definidas en este conjunto lo llamamos una

estructura. Así pues, las expresiones de L pueden ser in—

terpretadas sobre las estructuras. Definimos a continua—

ción estos conceptos de forma más precisaj

e^^e s una estructura si y sólo si :

< A - <7>6l * <R¡h*r >
con dos funciones asociadas , S' ( yT : I —► INI ,

: J ► |J\j| - | 0 | ) tal que :

i- A 4- 0
ii- I es un conjunto de índices (que puede ser vacío).

para cada i € I , f. : A A
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üi— J es un conjunto de índices ( que puede ser vací

para cada j € J , Rj C

Es conveniente que las funciones y relaciones de

estén ordenadas : O-arias, monarias, binarias,etc

Para ello pedimos que y? y S~ sean crecientes:

si i,k £ I y i^k entonces ^ y&i k)
si j,l é J y j ^ 1 entonces S~(j) cS"(l)

o) .

cSf

Sea P un conjunto de expresiones de L . Sea L( P )
su lenguaje, eso es, el conjunto de functores, relatores,

constantes y variables que aparecen en las expresiones

de P « Una interpretación de P es una función

tal que a cada elemento de L( P ) le asigna un elemento

de una estructura = ^A , ^ de

manera siguiente:

Para cada constante individual c de L( P ) = = a

donde a 6 A , No obstante, para mayor comodidad, conside-

raremos aquí las constantes como funciones O-arias; eso

es, a = donde k £ I 3

Para cada variable individua]

donde y es un elemento de A.

LjO -*-! rt rt 1 M + /% -1 /\ /S ■i' ^

donde k £ I

Para cada relat

donde k € J

X(k)
x de

= 0 .

L(P) :

de L( r> = cf(tn )
n .

de L( ir > , Í7(r")
= n .

de P sobre

R k *

car

término de P denota un elemento de A y cada fórmula de

P es satisfecha o no satisfecha por • Para indi

que ~C denota x en A escribiremos ÓUx ) = x . Para

indicar que satisface OC escribiremos ¿p sat CL .

Vamos a definir a continuación por inducción semiótica

la denotación de un término y la satisfacción de una

fórmula de P por jf" en

5^(x) = vj-(x)
¿7 (c) = 3~ (c)
J-(tn vA r„)= SUx,) ^(Tn)
^ sat P

n
r4 ,..,Tn si y sólo si <<?( T* ),.., ( T* ) >

e ílp")
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c? sat x4 ,rt si V sólo si

¿f sat 1 OC si y sólo si no

sat OLA [i s i y sólo s i

(5^ sat 0LV/3 si y sólo si

sat CL—* /3 si y sólo s i

sat si y sólo si

sat Ax oí si y sólo si

J^sat OC entonces satsi

todo x fe A : <Jy sat

donde íTy es la interpretación que coincide con $ abso-

lutamente en todo con la excepción de que asigna a la

Para toda variable z de

¿y
variable y el elemento x de A ,

L(D : ¿y (z) = i$^(z) si z

(z) = x si z =y
si y sólo si para algún x G A : tpC sat Ot

, , . ^ _
, y

^?( U(X ) =

el único x 6- A tal que X* sat <*. si hay
£un tal x y sólo uno •

, si no. Donde a es un elemento concreto

¡ . , \ fde A ,

(siempre el mismo; U

e s una es —Sea P tan conjunto de fórmulas de L , c/^e
tructura homologa a Psyss en ¿/^hay tantas relaciones

n-arias como relatores n-arios hay en P , para cada n ^1;

hay tantas funciones n-arias como functores n-arios hay

en P , para cada n Sfc 1 ; y hay tantas funciones O-arias

como constantes individuales hay en P , Sea una interpre—
tación de P sobre Si toda fórmula de P es satis —

fecha por en decimos que &s un modelo de P ,

(abreviado e^^Mod P ), Así pues, dado un conjunto P de

fórmulas de L y dada una estructura fc^homólo ga a f ,

diremos que »s modelo de P si y sólo si existe una

interpretación X de P* en tal que &satisface toda

fórmula de P ,

unaSea P* un conjunto de fórmulas de L , Sea ^
fórmula de L. Decimos que ^ es una consecuencia lógica
de P si y sólo si toda interpretación que satisface P
satisface también Jf , 0 lo que es lo mismo, si y sólo

si todo modelo de I lo es

rNt ).
también de ^ , (abreviado
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»

rsea J un conjunto de sentencias de L clausurado

respecto de la relación de consecuencia lógica ( o de

deducibilidad, pues son relaciones equivalentes en L,

ya que existe un cálculo deductivo correcto y suficiente

para L). Eso es, si ocurre que : si rv* entonces

£ P* , diremos que P es una teoría.

Naturalmente, exigimos de las teorías que. sean con-

sistentes, es decir, que dada una teoría P y una senten-

cia ^ , si ■e* r entonces si -i<fé r enton-

os, if i r • De lo contrario cualquier sentencia perte—

necería a P dado que sería deducible de P . Además no

tendría ningún modelo. En efecto: Una teoría P será con—

sistente si y sólo si tiene al menos un modelo.

Prueba: si P no es consistente habrá una sentencia

^ tal que ^ £. P y tal que ~¡<f e r , Pero <f y "*]<£ no
pueden ser satisfechas en una misma estructura. Luego,

P no tendrá ningún modelo. Sea P consistente y supon—

gamos que P no tiene ningún modelo. Luego, dada una sen-

tencia cualquiera y de P , para toda estructura A,
Si (/^Mod r -{fl entonces no «^I^Mod ^ pues de lo

contrario L^Mod P . Pero si no J^Mod entonces

Mod ~1 ^ * Por tanto, todo modelo de r-w lo es de

~I y .De donde se sigue que rv -r <f y de ahí que i%eV.
Luego, P no es consistente .

Así pues, una teoría ¡ será un conjunto consistente

de sentencias tal que toda consecuencia lógica de P perte-

nece a P .

Un conjunto de sentencias es un conjunto de

axiomas para una teoría P si y sólo si Ay r tienen

las mismas consecuencias lógicas. 0 lo que es equivalente,
si y sólo si A tiene exactamente los mismos modelos que

P . Eso es, si y sólo si para toda estructura

Mod P si y sólo si Mod /V , Será, pues, indi-

ferente hablar de los modelos de una teoría que hablar

de los modelos de un conjunto de axiomas de dicha teoría.
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Teorema

COMPLETUD

P rDada una teoría 1 de L. todo teorema de l puede ser

deducido a partir de un conjunto de axiomas de P pues

en L disponemos de un cálculo deductivo correcto y sufi-

ciente. P , puesto que suponemos que es consistente,

tendrá un modelo tté. Pero puede ocurrir que exista una

sentencia ^ é L( P ) tal que y ^ (j; p .Esta

significa que diclia teoría es insuficiente para describir

completamente la estructura ya que habrá una sentencia

de L( í"1 ) que puede ser satisfecha en o'^y que no será

un teorema de la teoría. 0 lo que es lo mismo, que no

podrá ser deducida a partir de un conjunto de axiomas de

la teoría. Esto no se da en las teorías completas.

Una teoría P es completa si y sólo si para toda

sentencia ^ de L ( f
1

) o bien ^ é P o bien -7f e r .

Una teoría completa P es un conjunto máximamente consis —

tente de sentencias de L( / *),

Puesto que dada una estructura ¿té, tal que c

es modelo de I"”* y una sentencia ^ de L( P ) , o bien ctéMod
o bien Cstéblod "1 ^ , tenemos que una teoría completa es el

conjunto de todas las sentencias de L que son satisfe—

chas en una estructura dada.

Dos estructuras son elementalmente equivalentes en L

si y sólo si son modelos de exactamente las mismas senten—

cias de L.(Abreviado ¿té==. &§ : c?tée s elementalmente

equivalente a )•

r rSea l .una teoría de L. I es completa si y sólo si

todos sus modelos son elementalmente equivalentes.

Prueba: Sea completa.Luego,para cada sentencia de

L( r ) ocurrirá que o bien P ^ o bien j
Sean ¿téY 3% dos modelos cualesquiera de P y sea

una sentencia de L( P ).0 bien ¿téy & serán

ambos modelos de ^ o no (depende de si rw
o si r).Por consiguiente ¿téy & son elemen—

talmente equivalentes.
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Prueba: ( continuación )

Sean todos los modelos de í~* elementalmente equi—

valentes. Luego, para cada sentencia (( de l( D y
para todo modelo de P* , o bien ¿^ílod o

bien fiá^Mod ~. Pero si crff'Áoá. ^ todos los demás

odelos de P también serán modelos de Y 1<

mismo ocurrirá si cá^Mod . Por tanto,

P Ir3 o bien P \==: ~l ^ . Luego, P
pieta.

m -O

o bren

es com—

Dos estructuras elementalmente equivalentes en L

son totalmente indistinguibles para L ; aunque eso no

quiere decir que sean idénticas, como veremos.

Así pues, una teoríafcomnleta tiene la

para toda sentencia <f de L(í]o bien ^ es un

P* o bien es un teorema de P , Eso es,

^ o bien 7X es deducible de un c

axiomas de P . Además, toda sentencia de L

facible en un modelo de P , es satisfacible

lo de P .

ventaja de que

teorema de

que o bien

onjunto de

que es satis—

en todo mode-

CATEGORICIDAD

Puede ocurrir, no obstante, que una teoría completa

1 tenga como modelos a dos estructuras distintas,
eso es, no isomórficas. Vamos a definir la relación de

isomorfía entre estructuras:

Sean tPf# y dos estructuras del mismo tipo. Eso es,

que para cada n, haya tantas funciones y relaciones

c orno en J8 .n-anas en

Sean & = <? .
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Teorema

Una función h es un isomorfismo entre cT?"y (J^T si
y sólo si:

i- h:A j» B es biyectiva.

ii- para cada i 6 I, xi , . . . , x^y 6 A :

h.(f^‘ (x ^ , ,
. , , x^/v/) ) = )

iii- para cada j €. J, , . . . ^ ;

<^x^ , . . . ,x^p > € Rj si y sólo s i <^h (x 4 ) , . . , h( x£jV ) > 6 Sj

Diremos que dos estructuras son isomórficas si y

sólo.si existe un isomorfismo entre ellas, (Abreviada—
mente cS?££ & : cS?y son isomórficas).

La relación de isomorfía entre estructuras es clara-

mente una relación de equivalencia, (Véase el Anexo l)

Dos estructuras isomórficas son de hecho la misma

estructura, pues son completamente indistinguibles no

sólo para L, ya que como veremos si *7? £É entonces

, sino incluso para todo lenguaje lógico de

orden superior.

Luego, a pesar de que una teoría completa de L,

es el conjunto de todas las sentencias de L que son sa—

tisfechas en una estructura dada es posible que

sea también a la vez el conjunto de todas las sentencias

de L que son satisfechas en otra estructura (Sí tal que

. Lo que significa que aunque son dis-

tintas, son indistinguibles para L, ¿En qué casos ocurre

eso?. Veamos el teorema siguiente:

Si ¿té'sÉ* &§ entonces . Lo contrario de cumple
solamente en el caso de que sea finito.

(Véase la prueba en el Anexo 2 ),

Así pues, si P es una teoría de L completa y tiene

un modelo finito, entonces I"”* tiene exactamente un único
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Teorema

modelo (aparte los isomórficos). Así, F”1 describe uní-

voca y completamente una estructura; eso es, todas las

sentencias de L que son satisfacibles en esa estructura

pertenecen a y no existe otra estructura distinta

(no isoraorfica) que satisfaga exactamente las mismas

sentencias (que sea modelo de F* ).

Por otra parte, si es una teoría completa de L

y tiene un modelo infinito, entonces puede ocurrir que

tenga dos modelos distintos, eso es, no isomórficos .

Decimos que una teoría es categórica si y sólo si tie-

ne todos sus modelos isomórficos.

Luego, si 1”* es una teoría completa de L y tiene

sólo modelos finitos, [~* será categórica. Así, en el

caso finito, la completud y la categoricidad son pro—

piedades equivalentes de las teorías. No obstante, si
1""* tiene modelos infinitos, dichas propiedades ya no son

equivalentes. En este caso, describirá unívocamente
una estructura si y sólo si es categórica.

Sin embargo, para el lenguaje de la lógica de primer
orden esto no ocurre nunca, es decir, que no existe

ninguna teoría en este lenguaje que tenga un modelo in-

finito y que sea categórica. Ello es una consecuencia del

teorema siguiente:

:(Lówenheim-Skolem-Tarski). Si es una teoría de L y
tiene modelos infinitos, entonces [”* tiene modelos infi-

nitos en cada cardinalidad ^ || L f .Donde | L | =toü|L

(Vóase una prueba de este teorema en Chang-Keisler:
"Model Theory" Pág.67)»

Así pues, en L, una teoría que tenga un modelo infinito
de cardinalidad Oí numerable o no, tendrá también otro

modelo infinito de cardinalidad Oí' ¿ Oí . Luego, estos



15

dos modelos no serán isoraorfos, pues no serán biyectables

y por tanto dicha teoría no será categórica.

Luego, en L no existen teorías categóricas que tengan

modelos infinitos. Lo que significa que una estructura

cuyo universo es infinito no puede ser unívocamente ca-

racterizada por el lenguaje de la lógica de primer orden.

Sin embargo, dada una teoría P de L, podemos consi-

derar sólo los modelos de P de una cardinalidad dada <X

finita o infinita. Entonces sí que puede ocurrir que todos

los modelos de P de cardinalidad CL sean isomorfos. Si

ello ocurre diremos que P es CL —categórica.

Una teoría P es OÍ —categórica si y sólo si tiene

al menos un modelo de cardinalidad ai y todos sus modelos

de cardinalidad CL son isomórficos.

Si una teoría es $(. —categórica para un CL finito,

CL = n , entonces la teoría que resulta de añadir a la

anterior la sentencia que afirma la existencia de exac—

tamente n elementos, sentencia que puede ser expresada

en el lenguaje L, es categórica, pues sólo tendrá modelos

de cardinalidad CL los cuales serán todos isomórficos.

Por otra parte, si una teoría P de L es Ct —categó—
rica para un CL infinito y sólo tiene modelos infinitos,
entonces es completa. Efectivamente: Basta ver que dos

modelos cualesquiera de P son elementalmente

equivalentes. Por el teorema de Lówenheim-Skolem—Tarski

existirán modelos Cpfy 3' de cardinalidad d tales que

crf?'===' y $$ £=r 3$ . Puesto que P es pí -categórica,
iS&'oá. (3 '

y por tanto, á§.

Veremos a continuación algunos ejemplos de teorías

de L que son categóricas. Estas teorías, como puede supo—

nerse son poco interesantes o aún triviales, dado que las

teorías realmente interesantes en matemáticas tienen mo-

délos infinitos y por tanto, no son categóricas.
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Ejemplos de Teorías categóricas

1- La teoría cuyo dnico axioma es la sentencia que

afirma la existencia de exactamente n elementos.

Claramente es una teoría categóricas Todos sus modelos

tienen cardinalidad n.

2- La teoría cuyos axiomas son:

A* Px

Axy * =*y

Fácilmente se comprueba que esta teoría es categórica,

i) Todos los modelos de esta teoría tienen un solo

elemento. Luego, dados dos modelos cualesquiera

¿té y existe una biyección h; A—>B .

iij Debe cumplirse que : 6P*—€ P
Efectivamente, pues h(x) es el dnico elemento de B

y según el axioma 1 todo elemento del universo

tiene la propiedad P,

( Nótese que si consideramos sólo el segundo axioma

la teoría es también categórica, no así en cambio si

consideramos sólo el primero ).

3— La teoría cuyos axiomas son:

Axy* (x=y v y = * v x=*z)
Vxy {xjáy A PxAiPy)

Según estos axiomas todos los modelos de esta teoría

tienen dos elementos. Vamos a ver que dados dos mode—

los cualesquiera ¿té y 3$ de la teoría, existe un iso-

morfismo entre ellos.

i) Puesto que todos los modelos de la teoría tienen

dos elementos, existirán dos biyecciones h: A—^B

y h' : A *B .

ii) Sean ¿té= <^A , P^ y = <^B , R^>
de la teoría.

dos modelos
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Luego debe cumplirse que para todo x € A s

<x> € p <_*<h(x')>e R
Es claro que al menos una de las dos biyecciones lo

cumplirá pues sólo uno de los dos elementos de A tiene

la propiedad P y sólo uno de los elementos de X B tiene

la propiedad R . Simplemente debemos escoger la biyección

que relaciona estos dos elementos.

TEORIAS OC - CATEGORICAS

Veremos ahora algunos ejemplos de teorías de L

que sí son importantes desde un punto de vista materna-'

tico : teorías de orden, grupos, cuerpos y álgebras
de Boole; las cuales, como se probará son OC —categóri—
cas en alguna cardinalidad OC •

Aquellas de estas teorías que sean OL -categó—
ricas para algún OÍ finito, pueden convertirse en teorías

categóricas añadiendo simplemente un axioma que esta—

blezca la existencia de exactamente OL elementos. De

otro lado, aquellas de estas teorías que tengan sólo

modelos infinitos y que sean OL -categóricas para al-

gún OL infinito, serán completas; además de caracte—

rizar unívocamente un modelo suyo de cardinalidad OC .

Volveremos a tratar estos temas con mayor detalle

después de haber visto dichos ejemplos y demostrado

su OL -categóricidad.

Se ha procurado que las pruebas sean lo más claras

posible. Para ello se ha intentado no omitir ningún

paso; lo que hace que algunas de ellas sean un poco ex—

tensas. Casi tan importantes como los mismos resultados

son los distintos métodos algebraicos y de teoría de

modelos utilizados en las pruebas, por lo que es
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interesante que el lector se fije en ellos.

Antes de empezar con las teorías de orden conviene

aclarar algunas convenciones sobre notación.

Así, por ejemplo, en las teorías de orden utilizamos

el signo •g-— en lugar de un relator binario R , En las

teorías de grupos utilizamos el signo -4- en lugar de

un functor binario f ; así como el signo 0 en lugar de

una constante individual c para indicar el elemento

neutro.

En las álgebras de Boole utilizamos los signos - 4* ,

«. , también como functores binarios, así como el signo

en lugar de un functor monario. También utilizamos los

signos 0 y 1 como constantes.

Los signos * 4", , ,0,1, también son utilizados

en la teoría de cuerpos en el sentido anterior.

También variamos el orden de la notación. Así, en

lugar de escribir xy- , escribimos x ^ y , En lugar

de -}- xy» escribimos x y , etc, , .

Todo ello se hace en vistas a una mayor simplici-

dad y naturalidad, pues de esta manera nos acercamos a

la notación matemática tradicional. Sacrificamos así

la elegancia de una presentación utilizando solamente

símbolos de L en aras de una mayor facilidad de lectura

e intuición.
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TEORIAS DE ORDEN

Sea { 4 j un lenguaje de primer orden

donde ^ es ion relator binario. Escribimos x ^ y en

lugar de ^ xy . La teoría de Orden parcial tiene los

tres axiomas siguientes :

1 -

2 -

3-

Axyz ( x ^ y A, Y ^ z ► x ^ z )
A xy ( x^ y A y ^ x * X y y )
Ax ( x ^ x )

Que son respectivamente las propiedades : tran-

sitiva, antisimétrica y reflexiva.

Si añadimos el axioma siguiente, obtendremos la

teoría de orden lineal ( también llamada de orden to-

tal ) . En lo que sigue, siempre que hablemos de

" orden ", se entenderá " orden lineal ".

4- A xy ( x y V y x )

Un modelo de esta teoría es un conjunto ordena—

do. Luego, para todo 0(. existe al menos un modelo

de cardinalidad OC .

Proposicién : La teoría de orden lineal es OC -categérica en cada

cardinalidad OC finita.

Prueba : Haremos la prueba por induccién aritmética,
eso es, probaremos primero que es 1-categd—
rica y luego que si es n-categérica también

es n+1-categérica.

Que la teoría es 1—categérica se comprueba

trivialmente.

Supongamos ahora que es n-categérica y vea-

mos que también es n+1-categérica:
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Prueba ( continuación )
Sean y modelos de la teoría de car-

dinalidad n -j- 1 .

Puesto que es un orden lineal y es Pinito,
existirá un elemento a € c^í tal que para

todo x € , ocurre que a ^ x .

Lo mismo ocurrirá en Sea este elemento b,

Sean ahora <Sfí= - | a j y = J# - | b j
<Sé será un orden lineal y 38 también y

ambos serán de cardinalidad n . Luego, según
lo supues t o , cSés=s .

Sea h el isomorfismo entre ¿té y & .

Sea ahora h' una función de en tal

que h'(a) =b , y para todo x £ tal que

a ¿ x , h'(x) = h(x) .

Veamos que h' es un isomorfismo entre cSé y

i) Claramente h' es biyectiva, pues h lo es,

ii) Para cualesquiera a.
4 ,aa £ debe cum—

plirse que :

4 »h'(a<) b'(a.J

Si a
Y ^ a y a^ a , esto se cumple nece-

sariamente, pues h*(a 4 ) = h (a^) y

h' (a¿ ) = h(a,) y h es un isomorfismo en-

y .tre
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Prueba : ( continuación )

Sea a 4
= a.

Si at ^ a_¿ , entonces a¿ = a . Pues para todo

x é a ^ x .

Pero si a A
= a , h'(a + ) = h' (a) = b y si

a,= a , h'(a¿) = b'(a) = b , De donde

h'(a 4 ) = h' (a,,) Se cumple pues, que :

a
4 ^ a¿ h' (a 4 ) ^ h' (a^)

Dado que a^ = a , h' (a 4 ) = b y entonces,

si h* (a ) h' (a¿ ) , se sigue que h^a^) = b

pues para todo y £ , b ^ y ,

Luego, a^= a . De donde a^ ^ a
A , Se sigue pues,

que :

ti 1 (a H ) b (a¿ ) ———^ a4 a
¿.

Tendremos entonces :

^ ^ a^« 9ii' (a4 ) ^ h' (a^) .

Un razonamiento análogo vale si a . = a

h' es, pues, un isomorfismo entre y JF'.
Y por inducción aritmética sobre la cardinal!-

dad de sus modelos, tenemos que la teoría de

orden lineal es OC -categórica para todo OC

finito.

t

.■KO’ISDíí .̂«J.V11SU3AIN.:
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Si a los axiomas de al teoría de orden les

añadimos los axiomas 5 y 6, obtendremos la teoría de

orden denso.

5 - A xy ((x y A x ¿ y) *

Az^xAz^yAz^ y))

V: (x ^ z

V6- V xy (x y)

Añadiendo los dos axiomas siguientes, tenemos la

teoría de orden denso sin extremos :

7- A x

8 - Ax

(x ^ y A x ¿ y)

A y ¿ *)

La teoría de orden denso sin extremos es parti—

cularmente importante , pues tiene como modelos al

conjunto de los números racionales con su orden natu—

ral, así como al conjunto de los números reales

también con su orden natural. Como veremos a conti—

nuación, esta teoría es LO -categórica, eso es, todos

sus modelos de cardinalidad Lo son isoraorfos.
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Proposición : La teoría de orden lineal denso sin extremos es

C«J - categórica.

Prueba : Esta prueba está basada en el procedimiento
de Cantor " back and forth "

.

Sean a , y y b , y
dos modelos de la teoría de cardinalidad CO .

Sean A„ C A y B„ CU B .

Entonces diremos que una función f: A
a

► B,,

es un isomorfismo parcial entre A y B si y

sólo si :

i) La función f es biyectiva.

ii) Para cualesquiera a.
0 f a 1

£ Aa ocurre que:

a» ^ a., < ■* f (ae ) f (a, )

Sean abora A y B numerables.

Supongamos que tenemos una sucesión de iso-

morfismos parciales entre A y B <^fa : u € cu

tales que :

í) í» íi í* - »....» CZ. fu di y........

donde f¿ fj si y sólo si i ¿Z j .

ii) Para todo a € A , existe un u tal que

a pertenece al dominio de f,^ .

iii) Para todo b £ B , existe un u tal que

b pertenece al recorrido de f^ .

Entonces,

iSÍÍy
F = (_JU fu será un isomorfismo entre

Efectivamente3 :
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Prueba ( continuación )

El dominio de F será A , según la condición

ii) y el recorrido de F será B según la con—

dición iii). Además F será una Función, pues

si no la fuera deberían existir dos elementos

<^x,y^> y<^x,z^> de F , donde y ^ z . Pero

<>,y)>S f. y € f,t- para algún , fj €

^f^: u £ cu ^ . Entonces existirá un

k ^ i,j tal que <^x,y>.<x, z 'y € fk . Lo

que es absurdo, pues fj, es una función.

F es pues una biyección entre A y B y además

es un isomorfismo, pues dados a
ff ,a 4 6 A cuales—

quiera, ambos pertenecen al dominio de algún
6 (f^s u 6 u,> y fC — F •

Vamos a construir, pues, una sucesión de

morfismos parciales ^f^ : u € cu ^ entre

y tal que cumpla las tres condiciones

anteriores:

cSlf

Puesto que A y B son numerables, sean:

j a¿ : i 6 cu j y | b¿ : i £ cu j
enumeraciones de los elementos de A y B .

Tomemos ahora, para empezar, el primer ele-

mentó de cada uno de estos dos conjuntos,
eso es, a

G y b
e . Sea f0 = <^a, ,b s^>

Tomemos a continuación el segundo elemento de

j : i £ Cu j , eso es, a. A . Entonces, o

bien a„ ^ a^ o bien a
4 ^ a0 ( Axiomas 2 y 4 )

Supongamos que a
0 ^ a^ . Luego existirá un

b. 6 | b¿ : i £ co | tal que b
0 ^ h¿ (Axio-

ma 7 )* Sea bj el primero de tales b¿ .

Sea f
4

= f, ü <^a, ,bj)> .
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Prueba ( continuación )

Consideremos ahora el primer b¿ no utilizado

de | b¿ : i €. u¡ | . Luego, o bien b¿ ^ b
o
^ bj

o bien b
0 ^ b¿ ^ b¡ o bien ba bj b¿ . En

cualquiera de los tres casos existirá algún

a^éja¿ ; i £ cu j tal que a¿ se encontrará

en la misma relación con a
e y a^ . (Axiomas

8,7»5 respectivamente ) • Sea aj el primero

de tales a¿ ,

Sea = f, U <aj,b.>
El paso siguiente consistiría en tomar el

primer a¿ no utilizado de j a¿ : i £ cu ^ ,

y buscar el primer b¿ de ^b¿ : i é u? | tal
que está en la misma relación de orden con

los b¿ ya utilizados que a¿ con los a^ ya

utilizados.

Prosiguiendo de este modo, eso es, para cada

u. , cuando u es par, formamos el isomor-

fismo parcial f<^ añadiendo al isomorfismo

parcial el par ordenado formado a partir

del primer a¿ 6 ja¿ : i G cu J no utilizado;

y para cada u, cuando u es impar, formamos el

isomorfismo parcial f^ añadiendo al isomorfis

mo parcial f^^ el par ordenado formado a par-

tir del primer b¿6 |b¿ : i 6 u;| no utili-

zado, obtenemos una sucesión de isomorfisraos

parciales que cumplen las tres condiciones

del principio de la prueba • Luego, F = i_ju fu.
será un isomorfismo entre t7&y .

Puesto que y son modelos cualesquiera
óe la teoría de orden lineal denso sin extreme

de cardinalidad Co , dicha teoría es co -ca-

tegórica.



GRUPOS

Sea %- { + , O j un lenguaje de primer orden

donde + es un functor binario y 0 es una constante

individual. Escribimos x + y en lugar de + xy .

La teoría de Grupos tiene los tres axiomas siguien—

tes :

1- f\ xyz ( x 4* ( y-f-z ) ^ ( x + y ) + z )
2- /\x ( X -(-O ; X A 0 -{“• X 7 X )
3- A * Vy ( J + y ; ° A y + x =? o )

Puesto que las congruencias m<5dulo n de los nú-

meros enteros son modelos de la teoría, ésta tiene

modelos en cada cardinalidad finita. También tiene

modelos infinitos, numerables y no-numerables, por

ejemplo , 4* , 0^> Y jR , + » 0 ^ •

Sea cT^un grupo. Decimos que es un subgrupo
de c?&■si y sélo si y t^-es un grupo.(Véase
la Nota 1 ) .

En todo subgrupo c# de stará el elemento

neutro 0 de y para cualquier x 6 , si ié J
entonces también -x £ ( donde -x es el elemento

simétrico de x ) . Evidentemente, la interseccién

de un conjunto de subgrupos de un grupo es un

subgrupo de

len obtenerseLos subgrupos de un grupo cx^puedí
de la forma siguiente :

Sea S un subconjunto de A , Luego, la intersec-

cién de todos los subgrupos que incluyen los elemen—

tos de S será un subgrupo que incluye los elementos

de S , Llamamos a este subgrupo el subgrupo generado

por S .

El subgrupo generado por un elemento a € A

consiste en todos los productos na, donde n es un
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Oa es el elemento neutro y n(—a)
na.

es el simétrico de

Decimos que un grupo c7& es cíclico si y sólo si

tiene un elemento generador.

Proposición: La teoría cié Grupos es cL -categórica para cí primo.

Para probar que la teoría de grupos es oC -cate-

górica cuando 0( es un número primo, probaremos pri—

mero la siguiente proposición :

Proposición: Dos grupos cíclicos de orden n son isomorfos.

Prueba Sean &€y SS dos

( llamamos orden

elementos ) :

grupos cíclicos de orden n

de un grupo al número de sus

cTÉ'=<A , -h , <^b , +
l

, o
1 y

Debemos probar que existe una función h de

tal que :en

i) h es biyectiva.

ii) Para todo a¿ f a4 € A ocurre que :

h( a, -f* a4 ) = h( a
e ) +' h( a4 )

Puesto que í/es cíclico, tendrá un elemento

generador x tal que para todo a
¿ € A existí-

rá un entero positivo m tal que mx = a¿.

Necesitamos ahora probar el teorema siguien—
te :

Teorema : El orden de un grupo cíclico

mentó generador.

Llamamos orden de un elemento

es el

x de

orden de su ele-

un grupo ^fal
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Prueba : ( continuación )
menor m tal que mx = 0 .

Prueba uSea un grupo cíclico cuyo elemento ge-

nerador es a .

Sea n el orden de a.

Consideraremos que a ^ 0 pues de lo contra-

rio la prueba es trivial.

Sea a* £ tal que a^ ¿ a .

Luego a.1 = ma para algún m determinado tal

que m ^ n pues el orden de a es n .

Además, dados m¿ y m^ menores o iguales a n

y distintos , se sigue que m.a i m¡a ; pues

de lo contrario ( m¿- mj )a = 0 con lo cual

a no sería de orden n .

Así pues, en ¿X^hay tantos elementos distin-

tos como enteros positivos menores o iguales

a n . Luego c^e s de orden n .

Volviendo a la prueba inicial,

mentó generador de y sea y

generador de .

Luego, nx =0 y ny = 0'

sea x el ele-

el elemento

h( 0 ) = 0' y h( x ) = y

y tomemos

Sean a
e , a4 £ cTf. Si a

B
=

condición ii) de isomorfía

vialmente • Sean pues a, y

0oa
i =0,la

se cumple tri-

a
4 distintos de 0 .

Para todo m^- ( i ^ n ) tomemos tn¿x = a< y

m¿ y = b^. , y sea h( a¿) = b¿ ,

Luego, h( a„ -h a
A ) = h( m

a
x -h m

4
x ) =

= h( ( m0 -+• m^ ) x ) = ( m* -f- m^ ) h( x ) =
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Prueba ( continuación )

= m
# h( x )+' ^li( x ) = tn

9 y+' y =

= fc-, +•' b, = h( a,) 4-’ h( a.
A )

Luego, la función h cumple la segunda con-

dición de isomorfía.

Veamos ahora que h es biyectiva :

Para ello basta demostrar que para cuales—

quiera a¿ ,aj é A , a¿ = aj si y sólo si

h( a ¿ ) = h( a-) .

Sean a¿ y a^ distintos de 0 y de x , pues en

estos casos la demostración es trivial .

Sea a^¿ = aj . Entonces m¿ x = m»x y luego
= m^ . Pues si nr £ mj uno de los dos

sería mayor que el otro. Sea por ejemplo

m- > m- . Puesto que m,.x = m f x tendremos

( m.-m ; ) x = 0 ; y luego el orden de x será
-4 J

menor que contra lo supuesto .

Así pues, si a¿= aj entonces m^x = m^x y

m^ = m j . Luego m^y = mj y . Pero m¿y = b¿

y m.y = b*. Además b¿ = h( a») y b ; = h( a¡)

Por tanto, si a¿ = a¿ tenemos que h( a¿) =

h ( a¿) .

Sea ahora h( a; ) = h( aj ) . Entonces h( m
4
'X )

= h( mj x ) lo que equivale a m¿h( x ) =

= m-h( x ) y esto a m.y = m*y de donde

m
t
- = mj . Luego, m¿ x

= mj x y por tanto

a > = a •
m

X J
*

De este modo hemos probado que dos grupos

cíclicos de orden n son isomorfos .
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Probando ahora el teorema siguiente, habré-

mos probado que la teoría de grupos es c( -categó-
rica cuando <X es un número primo ,

Teorema : Todo grupo de orden primo es cíclico .

Prueba s Sea cTj^un grupo de orden primo p .

El teorema de Lagrange de la teoría de gru-

pos dice :

El orden de un grupo finito es múltiplo
del orden de cualquiera de sus subgrupos.

Prescindimos aquí de su demostración, la

cual puede encontrarse en la mayoría de los

tratados de álgebra o de teoría de grupos.

( véase, por ejemplo, G. Birkhoff-S. Maclane:

"Algebra moderna". Pág. 152 )

Sea un subgrupo de engendrado por un

elemento a £ esté distinto de 0.

será cíclico, y según el teorema de La-

grange, el orden de será un divisor del

orden de

Pero el orden de c/^es primo y por tanto s<5-

lo es divisible por sí mismo o por la unidad*

Luego coserá de orden p , ya que en c/^hay
como mínimo dos elementos : 0 y a . Luego,

tSf, = tSf. Puesto que c^es cíclico, tam-

bión lo es .

Probadas las dos proposiciones anteriores, queda

automáticamente probada la proposición inicial :

Proposición :La teoría de grupos es -categórica cuando o(. es un

número primo
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( Claramente todos estos grupos son abelianos.

Véanse los teoremas de las páginas 69 - 7°)•

Pero no son éstos los únicos grupos finitos en

cuyas cardinalidades la teoría de grupos es categé-
rica. Efectivamente :

Sea por ejemplo un grupo de cardinalidad n,

donde n € ¡j\$.
Sea n = pq , donde p y q son números primos y

p q ,

Llamamos p-grupo a un grupo finito cuyo orden

es una potencia de p ( es decir, p
n
para cierto n ^0)

Sea ^un grupo finito y /“í un subgrupo de ,

Llamaremos a H un p-subgrupo de cP$si y sélo si H. s
un p-grupo.

Diremos que //es un p-subgrupo de Sylow si el

orden de //es p
n
y si p

n
es la mayor potencia de p

que divide al orden de

Un conocido teorema de la teoría de grupos,

(Sylow ) , establece que :
" Si as un grupo fini-

to y p un número primo que divide el orden de

entonces existe un p—subgrupo de Sylow de ¿té »

Además, " el número de p—subgrupos de Sylow de un gru-

po es congruente con 1 , médulo p , y divide al

orden de (Véase, por ejemplo, Lang : "Algebra"

Pág. 26 ).
Luego, puesto que p divide al orden de y q

divide al orden de cPfy p y * son primos , existi-

rá un p-subrupo de Sylow y un q-subgrupo de Sylow

de '.
Además, dado que p y q son primos y pq = n , un

p-subgrupo de Sylow de cPfserá de orden p y será por

tanto cíclico. Y lo mismo ocurrirá con q .

ij

Universh
vr.

¡

BARCELONA
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Sea m el número de p-subgrupos de Sylow de c?f.

Luego, de acuerdo con la segunda parte del teorema

anterior, m s 1 ( mod p ) • Eso es m = kp 4* 1 para

algún k £ cu . Además, m dividirá a pq .

Pueden ocurrir sólo dos cosas: o bien m = 1 ,

o bien m = q .

Supongamos que m = 1 . Eso es , qme q ^ 1 (mod p)
Sea entonces f"L el único p—subsruoo de Svlow de

r
Puesto que p q , sólo puede darse el caso de que el

número de q-subgrupos de Sylow de s ea igual al.

Sea éste He» •

T-

Definimos ahora el producto directo de dos gru-

pos finitos X Gl^de la manera siguiente :

Sea G = X G¿
CSi estará formado por los pares ordenados

Si t gj donde y g • £ G± , entre los que

se define una operación -5Í6 tal que :

, s¿y * <gfe, sx y = <g¿ * sk , gr* sÁ y
Claramente es asociativa. Si e es el elemento neu—

tro de ye* es el elemento neutro de Ge el par

<^e , e *y es ©1 elemento neutro de (¿j . Si g^ es el

simétrico de g. y g"T^ es el simétrico de g. , entonces
y

X 4 J

» gj~
4 y es el simétrico de , gj ^ • Evidente-

mente, ^ (j\ , ^ , es un grupo. Además,

G = GJ - Uít

Sea ahora

de cardinalidad pq = n .

Hf X H^; el grupo resultante será

Sabemos por la teoría de grupos que:
" Si m y n
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son primos entre sí, el producto directo de dos

grupos cíclicos de órdenes m y n es también un grupo

cíclico de orden mn ". ( Véase , por ejemplo , G.Birk-

hoff - S. Maclane "Algebra Moderna " Pág, l6l )

Luego el grupo producto H P x (-4 es cíclico

y es de orden n. Pero según el teorema ya demos—

trado de que dos grupos cíclicos de orden n son iso—

mórficos , tenemos que dos grupos de orden

n donde n = pq, siendo q 1 (mod. p) son isomorfos.

Así pues, la teoría de grupos también es categórica
en las cardinalidades n = pq donde q ^ 1 (mod. p) .

Si q ==, 1 (mod. p) , la teoría de grupos tiene

exactamente dos modelos no—isomorfos de cardinalidad

n=pq. Uno de ellos es abeliano y el otro no . (Véase
por ejemplo : M.I.Kargapolov-Ju.I.Merzljakov:"Funda-
mentáis of the Theory of Groups" Pág.68 ).

Si a la teoría de grupos le añadimos el axioma

siguiente, obtenemos la teoría de grupos abelianos:

A xy(x+y^y + x)

Según lo apuntado en el parágrafo anterior,
esta teoría será categórica en toda cardinalidad n

tal que n = pq donde q == 1 (mod. p) . Además de en

las cardinalidades en las que es categórica la teo—

ría de grupos, naturalmente.(Véase el Teorema 1 de

la Pág, 70 ) .

Añadiendo el axioma 5p a la teoría de grupos

abelianos, tenemos la teoría de grupos abelianos con

todos sus elementos de orden p :

5f Ax ( px , 0 )

Donde p es un número primo determinado
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Proposición: Dos grupos abelianos con todos sus elementos de orden

p y de la misma cardinalidad son isoraorfos.

Prueba : Definición : Sea 5Pun cuerpo (Véase Pag. 47 )
Un espacio vectorial sobre un grupo

abeliano junto con una operación * de yr
sobre tal que para todo a,b 6 E y todo

x,y £ V , se cumple :

(a 4- b) * x = (a * x) + (b * x)

a * (x + y) = (a # x) + (ajtey)

(a * b) * x = a * (b- * x)

1 4 x = x

Sea el grupo abeliano < ~Z
t ,
+ , o> .

Veamos que (s\0 es un espacio vectorial sobre

el cuerpo T - + ... 0^> . ( 0 lo que

• es lo mismo,que es un W—espacio vec—

torial). Para ello tomemos a x = a.x

Entonces:

(a 4- b),x = x. (a 4 b) = (x.a) 4- (x.b) =

(a.x) 4- (b.x)

a. (x 4- y) = (a.x) 4- (a.y)

(a.b).x = a.(b.x)

1.x = x

pues a,b,x,y, € y 4- ,., 0 es

un cuerpo. (Véanse los axiomas de la página
47 ).

Definiremos a continuación los conceptos
de: combinación lineal, independencia lineal,

base, y suma directa de grupos ( en este caso
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Prueba ( continuación )

de espacios vectoriales sobre un cuerpo
C
J?~~) ;

los cuales son imprescindibles para continuar

con la prueba.

Definición: Sea S CZ. F,

neal de elementos de S (
en 2p
un conjunto de elementos

es una suma /
¿7S

Una combinación li—

con coeficientes

ax x donde ja*( es

Definición: Un subconjunto S de F es lineal-

mente independiente ( sobre ) si siempre

que se tenga una combinación lineal

21 ax x
= 0 , entonces a

x
= 0 para todo x

xe S
elemento de S,

Definición: Decimos que un subconjunto S de

F es una base de F si S 0 0 , S engendra F

y S es linealmente independiente,
S engendra F si para todo x 6 F , x es igual
a una combinación lineal de los elementos de

S, Si S engendra F diremos que S es un con-

junto de generadores de F,

Definición: Si

ta 21 G; es el
í&X

G es un

subgrupo

grupo, la suma direc-

de txx,.que con-

siste en todos

x¿ € tales

número finito

los elementos donde
x <¿eX

que x:-
4

= 0 para todos menos un

de índices i . Aquí, IX t

denota el producto directo

los elementos del producto

de grupos,

cartesiano

eso es,

de Q. .

Continuando con la prueba, sea ahora :
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Prueba ( continuación )

C-IIí
vectorial,

p ), «Para cada i G. I,

considerado como —espacio

G admite una base formada por los elementos

S¿ de Q cuya componente i-ésima es el elemen—

to unidad de 9r, eso es, el 1 ; y cuyas

restantes componentes son iguales a 0.

Claramente, la cardinalidad de dicha base

es ]IJ , (Nótese que G es un grupo abeliano

con todos sus elementas de orden p y además

es un T-espacio vectorial).

Sea G' = <( G* , +' , 0* )v un grupo abeliano

con todos sus elementos de orden p . G se—

rá un T -espacio vectorial , Para compro—

bario basta tomar a.x = x -f-
1

, . . » , -J-' x
( a veces) y tener en cuenta que G por ser

un grupo, satisface la propiedad asociativa,

G tendrá una base, efectivamente :

En G existe un conjunto no vacío de elemen-

tos linealmente independientes : evidente—

mente, pues para cualquier x 6 G distin—

to de 0' y para cualquier a G 7^ , a.x = 0'

si y sólo si a = 0 , pues todo elemento de

Gj es de orden p y todo elemento de

es menor que p , Sea P tal conjunto,

S- eX conjunto cuyos elementos son sub—

conjuntos T de G' que contienen a P y son

linealmente independientes. Luego, no es

vacío y contiene a P.
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Prueba ( continuación )

Si T es un subconjunto de linealmente

ordenado por la relación de inclusión, (_J T¿

será tambión linealmente independiente y

contendrá a P ,

El lema de Zora establece que : Si X es un

conjunto no vacío de conjuntos en el cual

ocurre que, si já / Y C X y Y es un orden

lineal, entonces ( /Y € X; luego X tiene un

elemento maximal.

Así pues, existirá un elemento maximal B en

( eso es, un elemento B tal que si

é -4r y x B , se sigue que x = B ) tal

que B será linealmente independiente.

Veamos que B genera G. Efectivamente:

Sea G el subconjunto de c! generado por B.

Si Gí 0 ¿ existirá un elemento x é G* tal

que x ^ G
0
'

. Puesto que x ^ GJ y B engendra

a G¿ , se sigue que x ^ B .

Luego, B U [ x J deberá ser linealmente inde—

pendiente, pues dada una combinación lineal

yeB
.y ^ b.x = O* donde ay,b G z,

deberá ser b = 0
, pues de lo contrario,

— * ^ ~' b • a v •
*

--»y.y
/€ B 7

con lo que x sería igual a tona combinación

lineal de B y por tanto, x 6 G¿ , contra lo

supuesto. Así pues, B U jxj es linealmente

independiente. Pero esto es absurdo, pues B

es maximal linealmente independiente.
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Prueba ( continuación )

Se sigue entonces que G
0
'

= G' . Luego,
B es una base de G'.

Dicha base será de cardinalidad k, donde

j Gi j = en el caso de que G' sea

finito; pues dado que todo elemento de G'

es igual a una única combinación lineal de

los elementos de su base y dado que tenemos

p coeficientes distintos, tendremos tantos

elementos en G' como posibles combinaciones

con repetición de p elementos tomados de

k en k . Eso es, p^ .

Por lo que respecta a G| , también en el caso

finito, j Gi j = p^; pues en el caso finito,
la suma directa y el producto directo

coinciden. (Por definición).

Asi pues, si y Gj son finitos, y si

J Gj j = ¡ Gi j tendremos que p =

donde, } X J = k .

k
p de

Definición: Decimos que dos espacios vectoria-

les Y tienen la misma dimensión si

TfV B¿ de \ tales que

I BA I = f | . Escribimos dim ^ en lugar

existen bases B^ de

de "dimensión de

Luego, en el caso finito, si j G| { = j Gj |
entonces dim Gj = dim Gj .

- .G es infinito, | Gj | =

J I j . p .De donde, si j GJ j = OC ^ Cu

entonces ) I J = OC ^ Cu , pues p es finito.

9
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Prueba : ( continuación )

, si C¡Por otra parte, si es infinito, la car—

dinalidad de su base debe ser infinita, pues

sólo existe un número finito de coeficientes

distintos. Luego, si

sigue que k = ^3 ^
G'l = /?> co se

( Nótese que en el caso infinito j (jj I ^
pues en caso contrario,
donde j G j = /3* ^

G‘ = de

Luego, si G G | = C< ^ CO
, en-

tonces |lj = k = (X ^ Cu , Así pues, tam-

bién en el caso infinito, si IG ¡ = | G
tenemos que dim G = úim G •

Para ver que bastará probar la

siguiente proposición :

ProposiciónsDos espacios vectoriales sobre un cuerpo T ,de la

misma dimensión son isomorfos.

Prueba T-Sea j' un cuerpo y sean ¡ y / espacios vec-

toriales sobre . Sea I un conjunto no

y f y.}, bases de Vrvacío y sean
_

. J'l/O* í t iieX
/ respectivamente. Entonces existe un

isomorfismo h:V

para todo i 6 I

-» V'

n
i i

(y-L.
tone

tal que h(x¿ ) = y¿

Efectivamente, sea x £ V , Luego existe un

único conjunto de elementos de F , i a:l
< Leí

tales que ;

x

¿él
a¿ ,x¿
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Prueba ( continuación )

pues todo elemento de V es igual a una com—

binación lineal de los elementos de una base

de V . Además esta combinación lineal es

única, pues de lo contrario los elementos de

la base no serían linealmente independientes.

Definimos h(x) = a - . x,
A € I

Sean x,y € V y sean x =

y =

t€l
a: , x .

A A

-íé X

. Entonces,

a.,x. y

h(x -i- y) = h( Z— a ¿ .x¿ 4- Z_ a¿.x¡) =

¿el ¿ex

(a¿ + a;).x ¿ ) = 21 ( a¿+ a¿)*y£
=

l
— *'6A

,

• y¿ 4- / a
¿ .y¿ = h(x) 4- h(y)

ieI

Claramente h es biyectiva, pues todo elemento

de V es igual a una única combinación lineal

de los elementos de una base de V . Y lo

mismo ocurre con V' .

Se sigue, pues, que

queríamos probar. •

Lo que

Siguiendo con la prueba inicial, puesto que

Q y Q son espacios vectoriales de la

misma dimensión siempre y cuando j GJ | = | j
se sigue que si |g| - |a"
Q = Q •

entonces

Hemos probado ahora que Q Q conside—

rados como espacios vectoriales sobre jfc .

Pero, ¿ son también isomorfos considerados

únicamente como grupos abelianos con todos

sus elementos de orden p ?. Para comprobar que
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Prueba : (continuación

sí lo son, probaremos antes la siguiente

proposición :

Proposición: Sea r un espacio vectorial sobre Considerado
ry^

>

como un grupo abeliano, es isomorfo a una

suma directa de j B j copias de T. Siendo B una

base de r\

Prueba Sea B = | x^ : k €r K j una base de ^ .

Sea V el subespacio generado por x¿. • Los

elementos de 7C «rán de la forma r.x^ ,

donde r 6 y. Claramente fC será isomorfo

a . Bastará tomar h(r.Xj{ ) = r .

Veamos que el grupo abeliano r*. eso es,

el espacio vectorial r3
considerado única-

mente como grupo abeliano, es isomorfo a:

n n
keK

-j>

Puesto que B genera / , cada elemento

v € ^ es igual a una combinación lineal

de los elementos de B con coeficientes en

W • Y esta combinación lineal es única,
pues B es linealmente independiente,

v = úL_ r, ,x.

k€K

Pero cada r^. ,xk 6 ¡j¿ , y sólo a 7T. para

cada k 6 K ,

Luego, T- ^ rk
ke K

% ~ ^
keK

Lo que queríamos probar.
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Prueba : ( continuación )

Ahora, puesto que Q y Q
l

son espacios vec—

toriales sobre T , si consideramos G y

G como grupos abelianos con todos sus ele—

mentos de orden p , serán isomorfos a una

suma directa de jB.,j y jB¿ J copias de

respectivamente, donde es una base de

G y B¿ una base de Gj • Pero como ya hemos

visto, | B^ ( = j B¿ j siempre y cuando

| G | = [ G‘ | • Por tanto, si ) B 4 j = | bJ = k

tendremos que y G'alSÍ
^

1 keK
De donde Cjj = Lsj considerados como grupos

abelianos.

Así pues, queda probada la proposición inicial

dos grupos abelianos con todos sus elementos

de orden p y de la misma cardinalidad son

isomorfos. De donde se sigue que la teoría

de grupos abelianos con todos sus elementos

de orden p es OC —categórica para todo OC .

(Suponiendo que exista algún modelo de car-

dinalidad OC , naturalmente).

Al añadir a los axiomas de la teoría de grupos a-

belianos los dos axiomas siguientes, se obtiene la

teoría de grupos abelianos divisibles con todos sus

elementos de orden <=>c ( o tambión, la teoría de

grupos abelianos divisibles sin torsión) .

5- /\ x (x ¿ 0 >nx ^ 0) para cada n ^ 1

6- A x V y (ny 5= x) para cada n ^ 1
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Proposición: La teoría de grupos abelianos divisibles sin torsión

es (X- -categórica para todo Oí no—numerable.

Prueba Sea el grupo abeliano divisible y sin torsión

Go = <( q » + »° y
(j¡0 es un espacio vectorial sobre el cuerpo

conmutativo T' = <^ Q » + » • » 0 ^> •

Efectivamente :

Sean a,

Tomemos

b é

a 4 x =

y sean

: a.x .

*»y e G O •

Entonces:

(a 4- b).x = x.(a 4- b) = (x.a) 4 (x.b) =

= (a.x) 4- (b.x)

a.(x + y) = (a.x) 4- (a.y)

(a.b).x = a.(b.x)

1.x = x

pues a.b.x.y € Q. y <Q , 4- ,., o

es un cuerpo. (Véanse los axiomas de la

página 47 ).

Sea

Q,
Gj = ^ donde Ox-Q .

ie I
considerado como

para cada

T.espacio vectorial.

G admite una base formada por los elementos

x¿ € G cuya componente i-ésima es el ele-

mentó unidad de , aso es, el 1, y

cuyas restantes componentes son iguales a 0.

La cardinalidad de dicha base es evidente-

mente J Ij • (Nótese que G es un grupo
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Prueba

( continuación )

abeliano divisible sin torsión y que además

es un T spacio vectorial ).

Sea ahora G un grupo abeliano divisible

sin torsión cualquiera. Entonces Gj es un

-espacio vectorial . Efectivamente:

Bastará tomar a & x = a.x

Puesto que a € O , a será de la forma

a ¿ /a¿ para a
4 ,a t 6 - E igualmente, si

b 6 Q tendremos que b = b^ /b¿ para

algún, b^ ,b^ £ jdT . Luego,

(a 4- b) ,x = (a, /a¿ -f- b, /b¿ ) .x = ( (a4
,b¿ -h

a¿.b, )/a¿« b¿)« x = (a 4 .b^.x + a^.b, » x )/
a¿.b¿, = (a4 .x/a^ )+ (b^ .x/b, ) = (a.x)
( b »x)

a.(x-fy) = (a 4 /a¿ ). (x + y) = (a^.x+a^.y)/
a3, = (a 4 .x/a¿ ) + (a< .y/a¿ ) = (a.x) 4- (a.y)

(a.b).x = (a4
.b 4 .x/a^.bj =(a 4 /a ¿ ).

(( b</b¿).*) = a.(b.x)

1.x = x

Pues a, ,a4 ,b4 ,b^,l € Z y{Z » +
es un cuerpo conmutativo.

a' tendrá una base. Efectivamente:

En Gj existe un conjunto de elementos li-

nealmente independientes , pues para cada

x £ Cj distinto de O 1
y para cualquier

a £ O » a#x = °' si y sólo si a = 0 ;
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Prueba ( continuación )

pues x es de orden . Sea P tal conjunto*

A partir de aquí , la prueba es análoga a la

realizada al tratar de grupos abelianos con

todos sus elementos de orden p. (Véase la

página 36 ). Luego, Gi tendrá una base.

Puesto que Gj es divisible, para cada x 6 G
existen cu elementos y,- : i 6 cu , distintos -

1
* ’

de L* tales que n¿ .y^ = x . Es claro que

existen co de tales elementos, pues si

n-^ n.- y n..y = x , entonces n,« .y ¿ x ;

para un x y un y determinados; ya que si,

por ejemplo, n¿ ^ n^ , (nj~ n¿ ) .y = 0*

con lo cual, y, sería de orden finito.

Luego, la cardinalidad de- la base de G será

igual a k , donde |G J= k. cu •

Puesto que todos los modelos de la teoría

de grupos abelianos divisibles sin torsión

son infinitos, la cardinalidad de G? y de

GJ deberá ser mayor o igual a Cu .

Sea |G| = j G | = Co . Entonces, tanto k como

jI| pueden tener cualquier valor menor o

igual a Cu • Pues |G| - | 11 . cu y j G J =

k . co .

Por tanto, si es una base de Q y

es una base de G y si |G | = | G* | = co

entonces, no necesariamente |J = J ,

Si |G I = J GJ ) ^ Co* se sigue que k ^ ou K

y que jl[ ^ pues lai = |l| . u> y
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Prueba ( continuación )

y |G'|- *. Uj de donde tenemos que si

G
B,

r 1

^ Cu^ ,entonces necesariamente

= j . Donde es una base de G
y B^ es una base de G • Luego, dim G =

dira G •

Aplicando ahora el teorema ya demostrado

(Véase la página 39 ) que dice que : dos

espacios vectoriales sobre un cuerpo ^ ,

de la misma dimensión son isomorfos; tendremos

que G¡ G' •

Pero teniendo en cuenta ahora que todo es-

pació vectorial sobre un cuerpo ~,
considerando como grupo abeliano es

isomorfo a una suma directa de |B J copias

de T, siendo B una base de ( Véase

la página Al ) ; tenemos que :

C ^ Z1 %
keK

c! = 2Z 7]¿
fceK'

Pero como dim G| = dim G » tenemos que

K = K' y entonces G = G' conside—

rados como grupos abelianos divisibles sin

torsión. Con lo que queda probado que la te-

oría de grupos abelianos divisibles sin tor-

sién es OÍ —categórica para todo Oí no nume-

rabie.
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CUERPOS

Sea : | + , . ,0,1 | un lenguaje de

primer orden donde -4* y . son functores binarios y

0,1 son constantes individuales. Escribimos x -f y

en lugar de -f- xy y x.y en lugar de ,xy . Los

axiomas de la teoría de cuerpos son los siguientes

1- A xyz (x 4* (y ■+ z) y (x+ y)+ z)

2- A x (x 4* 0 » x A 0 4" x y x)

3- A x V y (x + y 5! 0 A y 4- x 0)

4- A xy (x 4* y 5= y 4* x)

Hasta aquí tenemos los axiomas de la teoría

de grupos abelianos.

_ A5- / \xyz (x . (y . z) y (x . y) . z)

6 - /\xyz (x . (y 4* z) 5 : (x • y) 4* (x , z) )

7- A xy (x.y^y . x)

Y hasta aquí los axiomas de la teoría de anillos

conmutativos, los cuales, junto con el axioma siguien-

te, forman los axiomas de la teoría de anillos conmu-

tativos con elemento unidad.

5- A x (l . X 7 x A . 1 3 : x)

Añadiendo el axioma 9 obtenemos la teoría de

Dominios de integridad .

,A xy (x , y y 0 x y 0 V y y O)

Para tener los axiomas de la teoría de cuerpos

debemos añadir aún dos axiomas más :

10 - 0^1

11- Ax (x ¿ 0 Vy (: X 5: 1) )
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Si para un número primo determinado p , añadi-

mos el axioma siguiente, obtendremos la teoría de

cuerpos de característica p :

12- pl ; 0

Donde pl » 1 4* (l 4- (l 4- l) ) p veces.

Si en lugar del axioma 12 y para todo número

primo p añadimos la negación de dicho axioma,

13- pl ^ o

obtenemos la teoría de cuerpos de carcterística 0.

Nótese que 13 es en realidad un conjunto infinito de

axiomas, uno para cada p.

Un cuerpo algebraico cerrado de característica

0 ( o de característica p ) es un modelo de los axio—

mas 1—12 ( o 1-11 y 13 ) Y además del axioma siguien—

te:

14- Vy (xrt . y*-h x^. y*1"*, . . , 4- x^ . y 4* xo5= 0 ) V
x
n
5 0

Donde x” ^ x . (x , (x . x) ) n veces

Nótese que tambión el axioma l4 es en realidad

un conjunto infinito de axiomas, uno para cada n 1.

(véase JLa Nota 2)

Vamos a probar a continuación que la teoría de

cuerpos algebraicos cerrados de característica p

( o 0 ) es CL -categórica en cada cardinalidad OC

no numerable. Bastará probar la siguiente proposi-

ción.
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Proposición : Dos cuerpos algebraicos cerrados no-numerables de

la misma característica ( 0 o p ) y cardinalidad

son isomorfos.

Prueba : Definición: Decimos que K' es un. cuerpo

extensión de un cuerpo K si y sólo si:

i) K S K '

ii) K' es un cuerpo.

Definición: Sea K' un cuerpo extensión de

un cuerpo K . Sea S un subconjunto de K'.

S será algebraicamente independiente sobre

K si y sólo si, si siempre que tengamos:

entonces, todos los a_ = 0 , Donde
*,rn

r, r, e NI y casi todos son iguales
a 0 , esto es, lo son todos excepto un mí-

mero finito de ellos. x^ .....x n
6 S y

a 6 K .

r¡ • * * * * *■ rn

Definición :Sea K' un cuerpo extensión de K.

Sean S^ S¿ conjuntos de elementos de K*

algebraicamente independientes sobre K. Si

los ordenamos por medio de la relación ^ ,

obtendremos sucesiones S* g , . . . , £2 Si es
. ,

J *

las cuales, según el Lema de Zorn, tendrán

elementos maximales . Sea S^ uno de tales

elementos. Si la cardinalidad de S,^ es la

mayor entre las cardinalidades de dichos

elementos, diremos que Js,*,j es el grado de

trascendencia de K' sobre K.

Definición: S es una base de trascendencia

de K' sobre K si y sólo si S es un subcon-

junto de K* algebraicamente independiente



Prueba : ( continuación )

sobre K y maximal respecto .

Todo cuerpo K 1 algebraicamente cerrado de

característica 0 y no—numerable, tiene un

subcuerpo K de cardinalidad CU . Esto es,

existe un cuerpo de cardinalidad CU tal que

K' es una extensión de él. Efectivamente,

tomemos el 0 y el 1 y todos los elementos

resultantes de sumar n veces 1, donde n £ cu ,

Añadamos a éstos los elementos inversos res—

pecto 4- y , , Claramente tendremos cu elemen—

tos que formarán un subcuerpo de K', Sea

éste K , Evidentemente, K » <Q .

Lo mismo ocurre con los cuerpos K* algebra!-

camente cerrados de característica p y no-

numerables. Estos tienen un subcuerpo K de

cardinalidad p . En efecto, tomemos el 1

y los elementos resultantes de sumar el 1

n veces, donde n <í p , Tendremos p elementos,

pues K' es de característica p. Cada elemento

tendrá un inverso respecto 4* y . , Claramen-

te, estos p elementos forman un subcuerpo K

de K* , Evidentemente, Ií .

Por tanto, todo cuerpo K' algebraicamente

cerrado de característica 0 o p y de cardi—

nalidad no-numerable, es uii cuerpo extensión

de un cuerpo K numerable . K » a para los

cuerpos de característica 0 y K ñ Separa
los cuerpos de característica p .

El teorema siguiente es un resultado clásico

de la teoría de cuerpos, el cual es necesa
- '‘

para continua!* con la prueba:
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Teorema

Prueba : ( continuación )

: Sea K' una extensión de un cuerpo K , Dos bases de

trascendencia de K' sobre K tienen el mismo cardinal.

Si r es un conjunto de generadores de K' sobre K

( es decir, K' = K( P )) y S es un subconjunto de

algebraicamente independiente sobre IC , existe una

base de trascendencia B de K' sobre K tal que

s cr B c: P .

Prueba : ( Véase Lang :"Algebra", Pag, 302)

Según el teorema anterior, K' tiene una base de

trascendencia sobre X y dadas dos bases de trascen-

dencia cualesquiera, óstas tienen la misma cardinali—

dad.

Veamos ahora que si tenemos dos cuerpos algebra!-

camente cerrados de característica 0 o p y de cardi-

nalidad $ no-numerable, su grado de trascendencia

sobre un subcuerpo numerable es OC no—numerable,

Efectivamente, sean y K' cuerpos algebraicos

cerrados de característica 0 o p y sean S& y sus

respectivas bases de trascendencia sobre los subcuer-

pos K
e y K a . Luego, | K» | = ) K e | . | S # | y

JKJ j = jK4 | . | S_,j pues cada elemento de K¿ y

es igual a una única combinación algebraica de

S e y Sj respectivamente con coeficientes en K, y ,

respectivamente. Entonces, si ¡K¿( = Cu¿ > , se

sigue que js^j = pues K
0 es numerable ,

Igualmente, si { KJ | =
, [ S4 1 = ,

pues es numerable . Por tanto, si j K¿ f = j K '
Á | =

=
» entonces |so j = | S

4 | = cüv^.4 .

Para probar la proposición inicial, bastará probar
ahora el lema siguiente:
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Lema

Prueba : ( continuación )

: Si dos cuerpos K¿ y K tienen el mismo grado de

trascendencia sobre dos cuerpos YL 0 y de los cuales

son extensiones y si Ke K
v , entonces .

Prueba : Sean S,, y S a bases de trascendencia de

y respectivamente. Sea |S„| = js^j y

Sea S = { j y S. = ^
Sea h: K¡, tal que si:

y~x = ¿2 a
..... r .

x
,

rV

h(x) =

r¿ entonces

a
* * V «4

Claramente b es un isoraorfismo entre K' yO J

► En efecto,

Sea x =
r.

a r _ x /u • • • -JV i
•7—r;*«><5

.fíe
y sea

V = 7~ a '
r x(^ .xf* . Entonces,

■ r¿* •<. r

h(x 4 y) = h(( ¿— a f. _ xí* x f? ) 4-
y 'a * «4

7

( •> <i)) =

= h ( H( a r4 „..r, + a 'r,. T...rv
) xf )

. ff.—tí
= / (a B „., r> +a) y

^ y/* =

= m a r4 ....r¿ yp + Z__ a»
r4 .... r<¿

rS'-'C.'^ 0

y, y. = h ( x ) ■+ h(y)
* 4

Análogamente con h(x.y) ,

Además, h es biyectiva, pues x = y si y

sólo si h(x) = h(y) , dado que todo elemento

de K¿ es igual a una única combinación al-

gebraica de S
e y lo mismo con K^’ . Así pues,

h: K¿ KJ , Con lo que queda probada la

proposición inicial.
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ALGEBRAS DE BOOLE

, 0,1 un lenguajeSea =| A , V ,

de primer orden donde A y V son functores bina—

rios,
~

es un functor monario y 0 y 1 son constan—

tes individuales. Escribimos x A y en lugar de

A xy , x V y en lugar de V xy y x en lugar de -x.

La teoría de Algebras de Boole tiene los

siguientes :

1- A xyz (x A (y A z) ^ (x A y) A z)

2 - A xyz (x V (y V z) 5 : (x V y) V z)

3- /\ xy (x A y) » (y A x)

4- A xy (x Vy) * (y V x )

5- A x (x A x) , X
A

6- f\ X (x V x) 5 X
A

7- /\ xyz (x A (y V z) . 5= (x
A

A y) V (x

8 - /\ xyz (x V (y A z) y (x V y) A (x

9- /\ xy (x A (x Vy) y x)
A

10 - /\ xy (x V (x A y) y x)

11- í\ xy ((x A y) ?= x v y)

12 - /\ xy ((x V y) 5= x A y)
A

13- /\ x (x V 0 9 x)
A

14- ¡\ x (x A 0 y O)
A

15- /\ x (x V 1 * 1 )

16- /\ X (x A 1 ^ x)

17- 0 ^ 1
A

18 - /\ x (x v ; * i)

19- /\ X (x A X 3= 0 )

20- A X (x 5= x)

De hecho, sólo con los axiomas:3 t^ t 7,
y 19 sería suficiente,pues son independientes(Hunting-
ton,1904) y los demás puedendeducirse de ellos.



Proposición

Proposición:

5b

:La teoría de Algebras de Boole es OC —categórica en

cada cardinalidad C( finita.

Prueba: Definición: Un elemento a de un álgebra de Boole

es un átomo si y sólo si a ^ 0 y si b £ B

y b ^ a (donde escribimos b a en lugar de

b A a = b ) se sigue que b = 0 o bien b = a.

Definición: Decimos que un álgebra de Boole es

atómica si y sólo si para cada elemento b € B

distinto de 0 existe un átomo a é B tal que

a ^ b ,

Probemos ahora la siguiente proposición:

Si & es un álgebra de Boole finita, entonces 3$
atómica.

e s

Prueba: Sea 35 un álgebra de Boole finita no atómica.

Luego, 1*1 = m para algún m -¿I co ,

Sea ahora una función h: B)-|oJ >B tal que

para todo X S B , h(X) € X ,

Dado que 33 no es atómica, existirá un elemento

b £ B distinto de 0 para el cual no existe nin—

gún átomo a £ B tal que a ásb .

Sea la función f: INI »B tal que f(0) = b y

f(n + l) = h(|x 6 B-fo} : X<f(n) } ).
Luego, como para todo X, h(X) € X y b no tiene

átomos menores que b, se sigue que para todo

m, n £ INI m^n, f(m) ^ f(n) , lo que es imposible,
pues B sólo tiene m elementos.

Probaremos a continuación que toda álgebra de Boole

finita es isomórfica al álgebra de todos los subconjuntos
del conjunto de sus átomos.
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Teorema : Sea dS un álgebra de Boole finita y sea A el conjunto

de los átomos de . Luego, $£> es isomórfica al

álgebra csé= ^(a) ,
n

, u ,
'

, 0 , 1 ^. ( n , u ,

y
' son respectivamente la intersección, la unión

y "el complementario de" de la teoría de conjuntos;
o = 0 y 1 =S»(A).) Utilizamos los símbolos n, u, •

,

en lugar de los habituales A , V , , por comodidad.

Prueba : Probaremos previamente cinco lemas (a)—(e).

(a) Si a es un átomo y x € B, entonces, o

bien a x o bien a D x = 0.

Prueba : Puesto que a C\ x a, se

sigue que o bien a C\ x - a o bien

a n x = 0 . Ambos no pueden ser cier-

tos, pues a 0 •

(b) Para todo x 6 B , sea A(x) el conjunto de

todos los átomos de B tales que a ^ x.

Luego, A(x í) y) = A(x) H A(y) para to-

do x,y € B,

Prueba : Supongamos que a € A(xO y).
Luego, a. ^ x O y y por tanto, a ^ x

y a ^ y . Con lo que a £ A(x) A(y).
Así pues, A(x f\ y) A(x) í\ A(y) .

Procediendo exactamente a la inversa

tendremos que A(x) (~\ A(y) A(x y).

(c) A(x') = A(1) - A(x)

Prueba : A(l) es el conjunto de todos los

átomos de B.

Supongamos que a £ A(x’) . Luego, por (a)
tenemos que a ^ A(x). Así pues, a £ A(l)-
- A(x).
Por otra parte, si a £ A(l) - A(x), luego
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Prueba ( continuación )

a ^ A(x); y por (a), a € A(x').

(d) A(x) = A(y) si y sálo si x = y .

Prueba : Sea x ^ y • Luego, o bien

x ^ y o bien y ^ x o bien los dos
;
se-

rán falsos. Sea x ^ y . Entonces

x C\ y 1 ^ 0 . Luego, puesto que ¿5 es

atómica, existe un átomo a ^ x í~\ y
1

.

Por (b) tenemos que a € A(x) y a £ A(y').
Entonces, a € A(x) y por (c) , A (y).
Luego, A(x) ^ A y), (Análogamente si es

el caso que y x ).

(e) Si a
4 ,a¿ ,..,a¿ son átomos distintos,

ra ¿ *>••»'
A (a 4 U aA U, . r, U a¿) = | a4 > a¿*» • » a ¿ j
Prueba : Evidentemente j a^ ,a t ,, M a; j d.
C A(aJ

Ua
i U,,.,U a i ) •

Sea a é A (a 4 U U , . . , U aj y a a^

para todo i , Luego, por (a) , a f\ a^= 0

para todo i ; y entonces, a = a O (a 4 U
U a 4 U , . . , U a¿ ) = (a C\ a 4 ) U (a C\ ) U
u u (a n a¿) =0 . Lo que es ab—

surdo.

Sea ahora h ; B - * &>(A) tal que

h(x) = A(x).

h es biyectiva, por (d) y (e).

(Puesto que x (J y = (x* (~\ y' ) '
, basta sálo

comprobar que h es un isomorfismo para f\
y

' ).
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Prueba : ( continuación )

Por (b) , h(x A y) = h(x) A h(y)

y por (c) , h(x') = (h(x))'

Luego, h es un isomorfismo entre 3$ y

cJTÍÍ .

Nótese que si 33 es de cardinalidad n, el

número de átomos de es m, donde n = 2
m

Para probar el teorema inicial falta sólo demos—

trar que si 3% es un álgebra de Boole de la misma

cardinalidad de , sea ésta n , entonces

donde = <^>(A* ), n , U ,
' ,0,1' donde A*

es el conjunto de los átomos de ,

Puesto que j B | = J B' | = n , j A j = |A' j = m ,

donde n = 2

Sean j a¿ : i € m j y j a : i 6 m j
de A y A* respectivamente.

enumeraciones

Sea f(a¿) = a'^

Sean m,, y m
4 subconjuntos de m cualqesquiera. Luego,

los elementos de ó®( a) serán de la forma i a:l ,

1

Claramente, j a: i aíL = 1 a l*( • Igualmente
1 1 1 *ketn,nvn4

para 3̂ (A 1 ),

Sea h: (a) » t^(A') tal que :

h ( { { a y j -

1 J6«"a
1 J & m©

Claramente h es biyectiva, pues f lo es. Además,



58

Proposición

h( { a • l H jai] ) = h( I a^l ) =
1 1 1 'líUm0 niv.^

~ í a ^ifc.e«n,nm^" í a Ji'ém, ^

= h < l a iij £m.) n h < ¡ a<l;fe„,,)
Y tambián, h( {ajj'^) = { a’jj'jem> =

- í aiiJ£m „

= h < K1£*,J - h( i aiíj £m„) ”

= ( h ( { a i}iema
))'

Así pues, h es un isomorfismo entre y

Con lo que queda probado el teorema inicial.

Si a la .teoría de Algebras de Boole le añadimos

el axioma siguiente, obtenemos la teoría de Algebras

de Boole sin átomos:

21- 1 Vy (0 ^ y A A z (z ^ y *

z 5= 0 V z ^ y) )

Todos sus modelos son infinitos, (Véase la pág,
63 ), Como veremos, esta teoría es lo -categórica.

: La teoría de Algebras de Boole sin átomos es cu —cate-

górica.

Prueba Definición

sin átomos

Sean y álgebras de Boole

y numerables. Sean A 0
C A y

B
0
c= B

Diremos que una función f:A, - B.

isomorfismo parcial entre

es un

si y
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Prueba ( continuación )

sólo si :

i) f es biyectiva

ii) Para cualesquiera a
0 ,a. { 6 A , ocurre:

f (a, A a, ) = f (a, ) A' f(a4 )

f(á e ) = (íToV

Definición: Decimos que o^^es vina subál—

gebra de Boole de un álgebra de Boole <sé
si y sólo si :

i )

ii) cS€
0
es un álgebra de Boole.

Supongamos ahora que tuviéramos una sucesión

de isomorfismos parciales f^: u 6

entre y tales que:

i) í
*

0
?== ^ Sí » • • » S s£ » • • •

donde S fj- si i ^ j.

ii) Para todo a £ A , existe un u tal que

a é Dom f,U.

iii) Para todo b £ B , existe un u tal que

b G Rec fa .

iv) Para todo 6 <^fu : u € <-o^ » ©1 domi-

nio de f¿ es una subálgebra finita de

y el recorrido de f¿ es una subálgebra
finita de .

Entonces, F = (_j f^ será un isomorfismo

entre cPb y Uo . Efectivamente:

F es claramente una función, pues de lo con-

trario existirían dos elementos en F, ^x,y^
y ^x,z ^ tales que y ^ z . Pero esto es
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Prueba ( continuación )

imposible, ya que existirán f¿ , fy de

^ f: u é tales que <^x,y^ 6 f¿ y

^x,z^ € fj y entonces existirá también un

k > i,j tal que <x,y> , £ fk ,

según la condición i) , con lo que fyno
será una función, contra lo supuesto.

Además, el dominio de F es A , según la con—

dición ii) y el recorrido de F es B , según
la condición iii). Luego, F es una biyección
entre y y además es un isomorfismo,

pues dados a.0 y a 4 cualesquiera de A, ambos

pertenecen al dominio de algún f¿ y CI F.

Para probar la proposición inicial bastará,
pues, tener una sucesión de isomorfismos

parciales entre csé*y & tal que cumpla las

condiciones anteriores i)—iv).

Sean orffy SS álgebras de Boole sin átomos

de cardinalidad cu . Construimos a continua-

ción una sucesión de isomorfismos parciales
entre y ^3 de la manera siguiente:

. 1 y (b„: n € ~j
enumeraciones de los elementos de y J/o

Sean | ah : n £ cu

respectivamente.

( Si (C es una subálgebra de y a £

“ (C » entonces, la menor subálgebra de

que contiene a e incluye (3i es :

{ (c0 Aa) V (cj A a) j donde c
e , 0^ €

a £ ,pues a = (l Aa) V (0 A á)
C £ ,pues sic ¿i ,c=(cAa)V
(c A a)
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¿té es una subálgebra de ¿té^, En efecto;

i) 0 y 1 pertenecen a ¿té' pues pertenecen a (C .

±±) Sea x £ ¿té', Si x £ ¿té , entonces x £ .

Prueba; Sea x € ¿té . Luego, x = (c*A a) Y (c 4
A a)

donde c, 6 c Por tanto,

x = (c„ A a) V ( c4 a a) = (c A a) A ( c., A a) =

= (c0 V á) A (c, V a) = (c. A a) V (c¡ A a)
£ <£ pues c

4 S (C y <H. es un álgebra de

xix

3oole. Así pues, x £ ¿té‘ .
Sean x,y £ esté . Si x,y £ entonces x V y £ c¿té .

Prueba: x Vy = ((c a A a) V (c 4 A a) ) V ( (d c A a) V

(d 4 A á) ) = ( (c0
V d a ) A a) V ( (c 4Y d4 ) A á) donde

c
0 , c4 , d 0 , d4 £ (£ . Luego, c

0 V d
tf ,

c 4 Vd 4 6 ^ pues

(U es un álgebra de Eoole, Así, x V y £ *

Además, s la menor, pues de no ser así, exis-

tiría una subálgebra ¿té' de ¿tétal que contendría a , e

incluiría (£T y existiría también un x £ oté'tal que

4 té" . Luego, como x £ té t x S ((ce Aa) V (c 4 Aá) |
í c d ,c 4 £ € . Pero a é té*y por tanto, a £ ¿té'\
^es un álgerbra de Eoole. Además, c a , c 4 £ té”,

pues € cz A" . Luego, j(c„Aa) V/(c 4 Aa)|ci A* y de

ahí, x £ , contra lo supuesto.) Continuemos ahora

con la prueba inicial;

x

donde c

pues

Prueba: ( continuación)
Sea ]Dh la menor subálgebra de ¿fá que contiene b

e
.

X - j(d »
A b a ) V (d4 A b„ ) donde d, ,d4 £ jo' ,

Sea f
0 : > JD4 donde (C4 es la menor subálgebra

de ¿té'que contiene un a¿ £ i a
n : n £ cu 1 tal que

para todo x 6 (LÁ ,
J

i) x ^ a^ £ * f
e(x ) ^

ii) ^ x > b „ ^ f
e(x)

(En este caso, a¿ es un elemento cualquiera dis—

tinto de - 0 y 1 ).
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Prueba: ( continuación )

Tendremos que : (o) = 0' , fd (1) = 1',

( a¿ ) = ( a¿ ) = bo •

Sea ahora (C4 la menor subálgebra de que con-

tiene a 0 e incluye (Uj,
Sea f, : (£, »Ü, donde es la menor sub—

álgebra de a que contiene un b_¿ £ ^ : n £ uj ^
tal que para todo x £ (£. A :

i)

ü)

f\ (x) ^ b*

b¿ ^ f A (x)

Prosiguiendo de este modo, tendremos en general

que:

Para todo a
n € { a " : n £ lu j , a n 6 Dom

Para todo b M 6 j b h : n & uj | , b^ £ Rec f¿n

Además , P> 3 1—3R,.

Para cada f^ y cada a¿ £ Dom fa , la existen—

cia de un b¿ £ jb M s n eco \ tal que:

i) ■» -£> ( ^ V. .X u.¿ <— ^ 1 M. V x ) »* D «.

ü) a;^ X -6 —» b2 ^ Í.O)

viene garantizada por la proposición que se

prueba más abajo.

En efecto, nótese que si a¿ £ Dom f^ , los

x G Dom f u tales que x a tendrán un ele-

mentó mínimo, que será n x = a.- y los x' zi a,

donde x* G Dom f^ tendrán un elemento máximo,
que será i^Jx' = a^ , Pero además puede existir

un número finito de elementos del Dom f^ que
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4

prueba : ( continuación)

sean incomparables con a¿ . Llamamos Z a tal

conjunto. Por tanto, no basta con comprobar

que entre dos elementos cualesquiera de un ál-

gebra de Eoole sin átomos existe otro, por

ejemplo entre ¿^(aj) y f^a^) . Deben tenerse en

cuenta también los elementos incomparables.

Proposición Si ¿5$ es un álgebra de Soole sin átomos y x,y £ B y

Z CZ B , donde | Z j
ii) Para todo z 6 Z ,

existe un b £ B tal que: i) x <Z. b <£ y , ii) Para todo

z 6 Z , b z A z b ,

uj y se cunple que : i) x y ,

z ^ x Ay ^L. z , entonces

Prueba: Sea Z = | z jJf ..,,z M j, Por los supuestos i) y

ii), para cada i tal que 1 ^ i n , z^ -x 0 ,

y-z¿ ^ 0 y y-x 0 . Necesitamos probar ahora

el lema siguiente:

Lema : Si es un álgebra de Boole sin átomos y | a4

....,a K | B— jo | , entonces existen n elementos

b
4 , . . . ,b M 6, B— [o J tales que :

i) 0 ^ b¿ ^sl¿ donde 1^1 n

ii) b¿ A bj = 0 donde 1 ^ i .i n

Prueba: Probamos por inducción sobre n. Si n = 1 no

hay nada que probar.

Supongamos que sea cierto para n y veamos que

también lo es para n •+■ 1.

Dados n + 1 elementos distintos de 0 : a
4 , . . . .

f « « * 3-^ f 3. f ©x istx r*3.n Cj © 1 ©m ©n "tos "t 3.1 © s

que 0 c¿ ^ a¿ (l ^ i n) y c¿ A cj= O

(l ^i ^ j ^ n) pues suponemos que el lema vale

para n.

Si a n4 . 4 A (c, V V c ft ) = 0 , tomemos

y h¿= c i (1 ^ i ^ n). Si esto no
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Prueba continuación )

ocurre, sea i e tal que a n+4 A c¿ = x , x ^ 0,

Entonces existirán elementos y,z tales que

x = y V z y yAz=0. Tomemos entonces

para j (l ¿ jáln + l)

Q " ) z

L cj

y si J = 1.

si j = n •+• 1

si j ^ i, y j jé n -f- 1

En cualquiera de los dos casos el lema vale

para n + 1
, con

lo que queda probado.

Volviendo a la prueba de la proposición teñe-

mos que por el lema anterior existen d^ , . . .,d n ,

e
4 w, elementos de B distintos de 0 y

disjuntos dos a dos tales que:

d ; ¿ z. -x donde 1 ^ i ¿ n

e¿ y— donde 1 ^ i ^ n

w ^ y-x

Consideremos b = x V(eA V,..., V e n ) . Luego,

i) x 4b 4 y ya que x <4. b ¿y y b jé y pues

w ^ y-b

ii ) b pues e^ ^ b— z¿ y z¿ b ya que

d ; ^ z. -b.
4 ' *

Continuando con la prueba inicial, veamos que

los fy, tal y como han sido construidos, son

isomorfismos parciales entre y <5& .

Prueba : Que lo es se comprueba trivial-

mente. Supongamos que ±‘ lo es y veamos que tam—

bién lo es ,
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Prueba : ( continuación )

Sea f\ : C's= D' donde C y ID' son subálge—
bras finitas de y & respectivamente.

Luego, : (£ -> , donde (C es la

menor subálgebra de que contiene un a de

| a
H
: n £ U) | - (C e incluye (£ , y donde

JD es la menor subálgebra de que contiene

un b £ | b^: n é d) ^“JD tal que para todo

x £ (£ :

ii

x ^ a é * f^ (x) ^ b

a ^ x * *b ^ (x)

~y D incluye IT) , Tend remos, pues, que:

C = j(x,Aa) V (x Aa)J donde x
# ,x 4 £ (£'

P = { (y„ A b) V (yA A b)J donde y0 ,y4 £ ]£)'

Tomemos f *

+(j ((x 0Aa) V (x 4
A a) ) =

= (f; (x« ) A b) V (fx (x 4 ) A b)

Que esta función está bien definida se sigue
del hecho de que f +

- es un isomorfismo y de

que para todo x S £ , x a ^—*■ (x) ^ b

y a x « » b ^

Claramente, f¿+j (a) = b pues f.
+4 (a) =

= (1 A a) V (0 A a)

Además, para todo x G (E> , f'44.^ (x) = f^x)
ya que f¿ +J (x) = (x A a) V (x A a) ,

Estos resultados se corresponden claramente
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Prueba ( continuación )

nuestra construcción de los fu .

Veamos que f¿ +4 : (E > ID es un isomor-

fismo. Sean •z
e> , z^ 6 € - C , pues si

pertenecen a (C ya está probado.

i) f t‘H (z 0 V z, ) = f.^ A (((x„A a) V (x4 A á) ) V

((x ¿
A a) V (xjAá))) = f¿+4 ( ( (x0 V x¿ ). A

a) V ( (x4
V x

3 ) A á) ) = (f.íx.Vx,) A b) V

(fi (xjVxJ A b) = ( (f¿ (x0 ) V f¿ (x ¿ ) ) A

b) V ( (f¿ (x 4 ) V f (x s )) A b) = (f¿ (x„ ) A

b) V (f¿(x 4 ) A b) V A b) V (f¿(x,)
A b) = f ¿ + i ((x. A b) V (x, Ab)) V f i + i ((

x¿ A b) V (x 3 AS)) = fi+Á (z„ ) V f¿+4 (z A )

ii) f i+i (z„ ) = f¿+i ( ( (x0 A a) V (x 4
A a) ) ) =

A(x 4 Va)) = ((fi(x a ))

b) A ( (f¿ (x, )) V b) = (((f¿(xj A b) V

((x4 ) A b) ) = (f¿+4 (z. ) )
*

Todos los pasos enlas demostraciones anterio—

res quedan justificados por los axiomas de

la teoría, así como por la definición de

la función f/+<( .

iii) f^+J es biyectiva, pues para todo

x,y € Dom f¿+J ,

x = y « > f¿+4 (x) = f¿+4 (y)

por construcción de f¿+-l .

Además, si d € JD , existe un c € C?
tal que f¿+4 (c) = d ; pues d será de

la forma : d = (d„ A b) V(d^Ab)
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Prueba ( continuación )

y entonces, c = (f
4
(de ) A a) V (f

’,

(d < ) A a)r*,

Así pues, f s C ^ ID

Luego, f a : u é cu ^ es un conjunto de iso—

morfismos parciales entre Sí
Además, estos isomorfismos forman una suce-

sión que cumple las cuatro condiciones del

principio de la prueba (Víase la página 59 )
Efectivamente, por construcción, f¿ C f-

si i ^ j . Para cada a¿ € j a n : n 6 tu | ,

a^ 6 Dom £¿¿+4 • Para cada b¿6 j b^ : n £ cu j
b¿ 6 Rec . Además, pqra cada f¿ , el

dominio de fx
* es una subálgebra finita de

y el recorrido de es una subálgebra fini—

ta de Sh •

Por tanto, F = \ ) f„_ será un isomorfismo

entre c/TJ y So » Con lo que queda probado

que la teoría de álgebras de Boole sin

átomos es CO —categórica^ pues existe al

menos un álgebra de Boole numerable y sin

átomos. (Vóase la Nota 3 )«
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CONCLUSIONES . ALGUNOS TEOREMAS

Vistos todos los ejemplos anteriores de teorías

06 -categóricas, vamos a sacar algunas conclusiones:

Puesto que todas estas teorías tienen modelos infi-

nitos, ninguna de ellas es categórica. (Véase Pag. 14 ).
No obstante, algunas de ellas tienen también modelos

finitos. Así, la teoría de orden lineal tiene modelos

en cada cardinalidad Oí finita, pues todo conjunto or—

denado de Oí elementos es un modelo suyo. La teoría de

grupos tiene también modelos en cada cardinalidad Ot

finita, pues Hh , 0 ^ es un modelo de la teoría

de cardinalidad n. También la teoría de grupos abelianos

con todos sus elementos de orden p tiene modelos finitos,

pues <52p. + ,0 ^ es un modelo de la teoría de cardina—

lidad p.

Como hemos probado, la teoría de orden lineal es

Oí -categórica en cada cardinalidad PC finita. La teo-

ría de grupos es 0C -categórica para cada 0C primo y

para cada CL - pq donde q ^ 1 (mod p) . La teoría de

grupos abelianos con todos sus elementos de orden p es

OL -categórica en cada cardinalidad CC en la que existe

un modelo; en particular para OL - P . Estas teorías

pueden convertirse en teorías categóricas con la simple

adición de un axioma que determine la existencia de

exactamente 0i elementos. Puesto que Oí es finito,
dicho axioma puede expresarse en el lenguaje L.

Diremos que una teoría T4 es una subteoría de

otra teoría T¿ (T, C T{ ) si y sólo si todo teorema

(toda sentencia) de T4 es también un teorema de T¿ .

0 lo que es equivalente, si y sólo si todo modelo de

T¿ es un modelo de T, . Suponemos , naturalmente, que

L(Tj = L(T*) #

Diremos que una teoría T4 es distinta de uan teo-

ría T¿ (T 4 ^ T
¿ ) si y sólo si existe al menos un teore-

ma ^ de T^ tal que ^ no es un teorema de T¿^ , o a

la inversa. 0 lo que es equivalente, si y sólo si existe
*9
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Teorema

al menos un modelo de que no es modelo de , o a

la inversa.

Veamos ahora el siguiente teorema!

Sea A un conjunto de sentencias de L consistente.

Sea ^ una sentencia de L tal que /A es también

consistente. Luego, la teoría que tiene como conjunto de

axiomas a A , t( A ), es una subteoría de la teoría

que tiene como conjunto de axiomas a AujfS , t( Aujifj)
Prueba: Debemos probar que toco teorema de T( A) es un

teorema de T( A W | ). Supongamos lo contrario.

Sea s un teorema de T( A ) tal que s no es un

teorema de T( Aujfi ) , Luego, todo modelo de

T( A ) será modelo de s, pero no todo modelo de

T( ¿A |) será modelo de s.

Sea tal que c^^Mod t( A ) y tal que

no cPé’Mod s . Pero si 6^7lod T( A ) enton-

ces c^Tlod T( A) y por tanto, c^Tíod s . Lo

que es una contradicción.

Relacionando este teorema con los ejemplos de teo-

rías vistos anteriormente, tenemos que:

i-La teoría de orden lineal es una subteoría de la teoría

de orden lineal denso sin extremos. Además son distintas,

pues esta última no tiene modelos finitos.

ii- La teoría de grupos es una subteoría de la teoría de

grupos abelianos y ésta de la teoría de grupos abelianos

con todos sus elementos de orden p. Además son distintas

pues el grupo de las permutaciones de n elementos, n >2,
no es abeliano y <^2^, 4“ , 0 ^ ,n^pes un grupo

abeliano cuyos elementos no son de orden p.

Por otra parte, la teoría de grupos abelianos es una

subteoría de la teoría de grupos abelianos divisibles

sin torsión. Además son distintas, pues esta última no

tiene modelos finitos.
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Teorema 1

iii- La teoría tíe anillos conmutativos con elemento

unidad es una subteoría de la teoría de dominios de

integridad y esta de la de cuerpos y ésta de la de cuer-

pos de característica p y ésta a su vez de la de cuerpos

algebraicamente cerrados de característica p. Además

todas son distintas: ,0,1 ^ es un anillo

conmutativo con elemento unidad aunque no es un dominio

de integridad, 7̂ . 4- ,.,0,1^ es un dominio de inte-

gridad y no es un cuerpo. <G. + •• , 0 , 1^ es un cuerpo

y no es de característica p. ,0,1 ^ e s un

cuerpo de característica p que no está algebraicamente

cerrado.

Por otra parte, la teoría de cuerpos de caracterís-

tica 0 es una subteoría de la teoría de cuerpos alge—

braicamente cerrados de característica 0, Además son

distintas, pues <R.+ .. ,0,1^ es un cuerpo de carac —

terística 0 y no está algebraicamente cerrado,

iv- La teoría de álgebras de Boole es una subteoría de

la teoría de álgebras de Boole sin átomos. Además son

distintas, pues esta última no tiene modelos finitos.

Veamos ahora algunos teoremas:

: Sea C T
t ,

Supongamos que tanto como tienen al menos un modelo

de cardinalidad OL .

Luego, si Tj es OL —categérica, entonces también lo es.

Prueba:

Supongamos que no sea OL —categérica.

Luego tendrá como mínimo dos modelos de cardi-

nalidad OL , cP^y tales que csfz/L 35 .

Pero entonces Mod T. Mod T« ya que

-4 •

Luego, tendrá Tj dos

<X no isomorfos y no

contra lo supuesto.

modelos de cardinalidad

será Oí - categérica,
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Teorema 2 Sea T

4
CZ T, y sea Tv ^ .

Sea T¿ OC -categórica.

Supongamos que exista una estructura ct£>\de cardinalidad

c/&'Áoá. y no

Luego, no es Oí. -categórica.

GL tal que i/^Mod y no c/S'Mod T¿_ .

Prueba: Puesto que T¿ es DL -categórica , tendrá todos

sus modelos de cardinalidad OÍ isomorfos,

Sea M el conjunto de todos los modelos de T de

cardinalidad ,

Dado que cPf es de cardinalidad oC , para que

fuera categórica, iebería ser isomorfo a

cualquier modelo Oí de M, pues dado que T 4 C T^,
todo modelo de es también modelo de ,

Pero si == 3% entonces y por

tanto, tf^^Mod T- , Lo que contradice lo supuesto,

Teorema 3 Sea T4 T^ .

Supongamos que tanto T^ como T^ tienen al menos un mode—

lo de cardinalidad oí ,

Luego, si T¿_ no es CÍ. —categórica, entonces tampoco T^
es CL —categórica.

Prueba: Puesto que T¿ no es OL

como mínimo dos modelos

GC no isomórficos,

Pero puesto que T^ ^ T4

y JS Mod T^ . Por tanto

-categórica
de

debe tener

cardinalidad

se sigue

T^ no es

que c^Mod T^
¿3¿,-categórica

Algunas consecuencias de estos teoremas en relación

con los resultados anteriores son:

i—La teoría de orden lineal no es CU —categórica, pues

lo es la teoría de orden lineal denso sin extremos.

(Teorema ¿i, Ninguna subteoría de la teoría de orden

lineal es CU -categórica,(Teorema 3).
ii-La teoría de grupos abelianos es Oí -categórica para
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Teorema

cL primo o OC = pq donde q ^ 1 (mod p) ; pues lo es la

teoría de grupos, (Teorema i). Eso significa que todo

grupo de orden CC primo o de orden CC. = pq q £ 1 (mod p)
es abeliano.

La teoría c'e grupos abelianos no es -categórica

para OC ^ puesto que lo es la teoría de grupos abe-

líanos divisibles sin torsión (Teorema 2). Ninguna sub—

teoría de la teoría de grupos abelianos es C —categó—
rica para OC ^ (Teorema 3 )
iii- Ninguna de las subteorías de la teoría, de cuerpos

algebraicamente cerrados de característica 0 (o p) es

oC -categórica para pues ésta lo es, (Teore-
mas 2 y 3 ) •

iv— La teoría de álgebras de Boole no es ex) -categórica

pues lo es la teoría de álgebras de Boole sin átomos,

(Teorema 2). Ninguna subteoría de la teoría de álgebras
de Eoole es CO —categórica.(Teorema 3 )»

Un teorema importante sobre la CL -categoricidad

de las teorías de primer orden es el teorema siguiente:

: (Teorema de la categoricidad de Morley), Sea T una teo-

ría completa en un lenguaje numerable. Si T es cC -cate—

górica para algún CC ^ C-LJf , entonces T es CC. -categórica

para cada OL .

(véase una prueba de este teorema en Chang-ICeisler:

"Model Theory" Pág.4l3)«

Por tanto, al probar la OC - categoricidad para algún
OC de una teoría T, estamos probando indirectamente

tambión la CL -categoricidad o la no OC -categoricidad

de otras teorías que están en relación de subteoría

con la teoría T. Además, por el teorema de Morley, si

tenemos una teoría completa de L y probamos su oL -cate-
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goricidad para algún (X hemos probado indirecta—

menie también su C\ -categoricidad para todo LtA* .

Naturalmente, la lista de teorías para las que

hemos probado su ¿X -categoricidad ( o su no ¿X. -catego—

ricidad) en alguna cardinalidad no pretende ser

exhaustiva ni muchísimo menos. No obstante, los teore-

mas anteriores contribuyen a aumentarla; y aún así,
no hemos pretendido más que considerar aquellas teorías

algebraicas más conocidas y de uso más frecuente en

matemáticas,Sirvan,pues, como ejemplo.

A pesar de que las teorías que hemos estudiado no

son categóricas, pues tienen modelos infinitos, algunas

de ellqs son completas.

Vimos (Pag. 15 ) que toda teoría que es <X -cate—

górica para algún OC infinito y sólo tiene modelos in—

finitos es completa. Así, la teoría de orden lineal denso

sin extremos,la teoría de grupos abelianos divisibles

sin torsión, la teoría de cuerpos algebraicamente cerra-

dos de característica 0 ( o p ) y l a teoría de álgebras
de Eoole sin átomos son completas.

Por otra parte, las teorías de orden lineal, de

grupos, de grupos abelianos,de anillos conmutativos con

elemento unidad, de dominios de integridad, de cuerpos,

de cuerpos de característica 0 ( o p) y de álgebras de

Boole no son ni tan siquiera completas. Efectivamente;
ello es una consecuencia del siguiente teorema:

: Sea T, d y sea T, ^ . Luego, no es completa.

(Naturalmente suponemos que T, y son consistentes.J

Prueba: Puesto que T 4 d y existirá una

sentencia LfT^tal que e

Teorema
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Prueba: ( continuación )

y f ¿ .

Supongamos que fuera completa,Luego, para to-

da sentencia ^ € L(T /) ) ocurriría que o bien

'Y' é- T 4 o bien “Vyj £ T4
‘

.

Puesto que ^ ^ , tendríamos que —I ^ 6

y dado que d se seguiría que é- T¿_ ,

Pero ^ é Tt .Por tanto, no sería consistente,

contra lo supuesto. Luego, no es completa.

Hemos considerado,pues, un conjunto de teorías

en el lenguaje L y hemos visto cuáles de ellas son cate-

góricas o (X —categóricas y también cuáles son completas

y cuáles no.

Una teoría categórica tiene esencialmente un solo

modelo, el cual queda unívocamente determinado por

dicha teoría. Una teoría completa tiene todos sus modelos

indistinguibles para el lenguaje de al teoría, aunque

de hecho pueden ser modelos distintos. Una teoría no

completa tiene modelos distintos incluso para el len-

guaje de la teoría.

Por tanto, si lo

que nos interesa es describir completamente una estruc—

tura entonces debemos exigir una teoría que tenga como

modelo a esa estructura y que sea al menos completa,

pues en este caso sabemos que todo lo que puede decirse

de esa estructura en el lenguaje de la teoría es un

teorema de dicha teoría. El caso óptimo es que la

teoría, además de completa sea categórica, pues si el

universo de la estructura es infinito, una teoría

completa es insuficiente para describirla totalmente.
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En este caso, lo más que se puede pedir es que la

teoría sea PC—categórica, donde 0C es infinito y e

la cardinalidad del universo de la estructucra,pues

en L no existen teorías categóricas que tengan mode

infinitos.

s

los

Por tanto, podemos hablar de "el" grupo de 7

elementos, pues sólo existe uno (la teoría de grupos

de 7 elementos es categórica) y no en cambio de "el"

grupo, o de "el cuerpo", etc.... pues existen muchos

grupos y muchos cuerpos distintos (las teorías de

grupos y de cuerpos no son ni tan siquiera completas).

En algunas de las teorías que hemos visto, poní-
amos como ejemplos de modelos a los números enteros,
los racionales, los reales,etc...

Si podemos hablar

de ese modo es porque los números naturales, los

números reales y el espacio euclídeo pueden ser uní—

vocamente caracterizados; aunque no por medio de una

teoría expresada en el lenguaje L, Veremos a continu—

ación otro lenguaje, el lenguaje de la lógica de se-

gundo orden que es más potente que L y que sí permite

caracterizarlos unívocamente. Para que la diferencia

entre ambos lenguajes se haga más patente, mostraremos

que utilizando el lenguaje L es imposible caracterizar

unívocamente tanto los números naturales como los nú-

meros reales.
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Este lenguaje, al disponer de variables, que pueden

ser cuantificadas, para propiedades y relaciones es más

potente que el lenguaje de primer orden. En él se pueden

formalizar argumentaciones más complejas, además, y aquí
esto es lo que nos interesa, permite caracterizar unívoca-

mente estructuras más importantes. Teorías fundamentales

en matemáticas como la aritmética, la teoría de los núme-

ros reales y la geometría euclídea son categéricas en

dicho lenguaje. Pero tiene una limitación importante y

es que no podemos disponer de un cálculo deductivo por

medio del cual podamos encontrar todas y solas las fór-

muías lógicamente válidas, en sentido standard ( aunque

sí podemos disponer de un cálculo suficiente si prescin-

dimos de la noción standard de validez).

Vamos a definir a continuación, como ya hicimos

para el lenguaje de primer orden, algunos conceptos bá-

sicos. Empezaremos como allí por lasintaxis para pasar a

continuación a las interpretaciones sobre las estructuras.

En el lenguaje de la lógica de segundo orden dispo—
nemos de variables cuantificables para relaciones. Así,
el alfabeto del lenguaje de segundo orden que utilizaremos

aquí, además de símbolos para variables individuales,
constantes individuales, functores y relatores y de los

símbolos lógicos y el igualador ( aunque aquí podemos

prescindir de él como signo primitivo, pues es defini-

ble a partir de los demás) contendrá también los símbolos

siguientes:

1— Símbolos para variables relaciónales : para cada

n €. INI un conjunto infinito numerable de variables

relaciónales X
n
,Z

n
,W

n

,..,.

2- Abstractor: , sirve para formar predicados a partir
de fprmulas.

Las expresiones de la lógica de segundo orden son los
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términos, los predicados y las fórmulas:

A las reglas de formación de expresiones del lenguaje

de primer orden ya dadas, deben añadirse las siguientes:

1— Cualquier variable relacional es un predicado.
2— Cualquier relator es un predicado.

3— Si T4y ...,Tn son términos y TT es un predicado n-ádico
n

entonces TT x, es una fórmula,

k— Si OC es una fórmula, entonces Ax" <x , V x"c¿ ,

también son fórmulas .

5- Si OL es una fórmula entonces Ax4 ,...,x r( es un

predicado.

Las expresiones de la lógica de segundo orden, al

igual que las de primer orden se interpretan sobre las

estructuras. Una interpretación de un conjunto (""* de expre

siones de la lógica de segundo orden sobre una estructura

se define del mismo modo que en primer orden, defini-

ción a la que debe añadirse:

Para cada variable relacional n—ádica X
n

: (j (XM ) 6. A„

donde A
n

= v^An
,

un conjunto de expresiones de la lógica de
'Y

Sea /Sk
segundo orden y sea 7 una interpretación de A sobre una

estructura tsté. La definición por inducción semiótica de

la denotación de términos y predicados y la satisfacción

de fórmulas de A por 7 en c^^e s idéntica que la de

primer orden, a la que debemos añadir:

/(X") = £(xn )
= Zi*n )

(j3 sa t 1 i ~C4 » • • ♦ "£"n si y sólo si <5* ()»•.»....
... 3?(Zn)ys 3f (TT”) ¿n
33 sat /\x*<X si y sólo si para cada R* € A„ : sa* ^

£3 sat \/ si y sólo si para algún R
n
6 An : sat

( A- x4 * • • » » x n ) = | » * * * » a«^ / 33x4 ,

sa^ *

donde &
4 ,...,a n

G A.

Las definiciones de modelo y teoría para la lógica de

22 §>rden son idénticas a las ya dadas en 1? orden.
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t

No obstante, al no poder disponer de un cálculo deduc-

tivo suficiente para la lógica de 25 orden, las reía-

clones de consecuencia lógica y de deducibilidad no

son equivalentes. Ello significa que no podemos tener

una formalización completa de una teoría de 25 orden;
eso es, de un conjunto de axiomas a partir de los cua—

les y con la sola ayuda de un cálculo deductivo poda-

inos encontrar todos los teoremas de la teoría. Consi-

deraremos,pues, una teoría completa de 25 orden como el

conjunto de todas las consecuencias lógicas de un con-

junto dado de axiomas, aunque algunas re ellas sean

inaccesibles a partir de ellos mediante un cálculo

deductivo dado.

Veremos a continuación que la aritmética de 25

orden,la teoría de los números reales de 25 orden y

la geometría euclídea de 25 orden son categóricas.
Sin embargo, antes de probar que la aritmética y la

teoría de los números reales de 25 orden son categó—

ricas, probaremos que no lo son si formalizamos sus

axiomas en el lenguaje L de 15 orden; eso es, veremos

que en este caso existen modelos no isomorfos al mo-

délo standard, los llamados modelos no—standard de

la aritmética y de los números reales. Esto probará la

insuficiencia de la lógica de l ü orden para caracteri-

zar unívocamente dichas estructuras.

Estas tres teorías constituyen la base de la mayor

parte de la matemática clásica; de ahí la importancia

que tiene el que sean categóricas.

UvivetísítaTb.BAHCELONA
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La Aritmética de Peano

La aritmética no es categérica en el lenguaje de la lé—

gica de 1? orden. Vamos a ver a continuación que existen

modelos no-standard, es decir, modelos no isomorfos al

modelo standard, de esta teoría.

Más adelante veremos, en cambio, que la aritmética sí

es categérica en el lenguaje légico de 25 orden.

Los axiomas de aritmética de Peano son los siguientes,

en 15 orden s

1- A x (0 / Sx)
2- Axy (Sx ; Sy »x ^ y)
3- A x (x + 0 y x)
4- A* (x + Sy ; S(x + y) )
5- Ax- (x . 0 5? o)
6 - Ax (x . Sjr 5: (x . y) + x)

Y para cada ^ donde x no está ligada en , siendo

una férmula de la légica de 15 orden y (v„ , . . . ,vft ) las

variables que aparecen en ^ .

7- ^ (0,v< , . . ,vh ) A A x( (x,v4 , . . ,vn ) >

'f ( sx,v, , . . ,v„ ) ) » Ax Y(x,7| , • • » vn)

El axioma 7 es pues en realidad un esquema axiomático,
el llamado esquema axiomático de induccién aritmética.

El modelo standard de esta teoría es

donde S es la funcién monaria "el sucesor de.," y 4* y •

tienen su significado habitual, de suma y producto. Por

este motivo en los axiomas hemos utilizado los signos

-4- y • para indicar Los dos functores binarios.
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Teorema

Teorema

Todos los modelos de la teoría que no son isomorfos

al modelo standard son llamados "modelos no-standard".

Vamos a ver que existen modelos no—standard para esta

teoría. Para ello necesitaremos el teorema siguiente:

:(Teorema de Compacidad) : Un conjunto

cias de L tiene un modelo si y sólo si

junto finito de A tiene un modebLo.

(Una prueba de este teorema puede verse en : "Lógica
de primer orden", Jesús Mosterín . Pag. 13'+).

/V de senten-

cada subcon—

:(Aritmética no—standard) : Sea L un lenguaje de 1?

orden don un functor 0-ario c, un functor monario f*

y dos functores binarios f^ , f^ , Sea :

, -j- , . , S , 0^> el sistema de los

números naturales con el cero, la función monaria

"el sucesor de", la suma y el producto.

Sea ) = | ^ / ^ é sentencias de L A

/"es modelo de j .

Entonces existe una estructura tal que s modelo

de ( c//^) y es isomórfico a

Prueba: Sea L U j k | la extensión alfabética de L

conseguida al añadir a L una constante indivi-

dual k.

Sea = ( cJ*) u j / n € tO ^ donde

para cada n € CO , ^ = k i T» siendo

Tn = 0 , Eso es, ~Cg = 0 , XA
= f

4
0 ,

Xn
= f* ,...,f

4
0 , (n veces) .

Vamos a probar que cada subconjunto finito

de 21 tiene un modelo.

En efecto, sea d ^
^

finito. Existirá

que sea el máximo de los que tienen

un
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esta forma. Es decir, existirá un -f- 1 tal que para cada

m > n e + 1 : <fm £ ]> <,
•

Luego INJ! » + , • , S , n e •+• 1^ es modelo de ^~
0

. pues para

todo tal que ^ ^ ^ , (f¿ G ]E 0 y = 1 k y

“7 k = *C¿ para todo i n0 .

Con esto hemos demostrado que cada subconjunto finito

de >1 tiene un modelo. Utilizando ahora el teorema

tiene también un modelo, llamémosle

modelo de ,también

de compacidad^ ¿

Puesto que -T< cyT) <= z_ y

c-^^e s modelo de

Seac/^la reduccién de c^^obtenida al adaptarlo al

lenguaje de -r<on es decir, a L. Eso es, quitándole

la funcién O-aria f^ que servia de denotación a la cons-

tante individual k. Claramente modelo de

Vamos a demostrar que o es isomorfo a jr.
(D

\r> te
Supongamos que cyP. Sea h el isomorfismo de

en Puesto que i/fátenía el mismo universo que

fte G M, donde M es el universo de ambos sistemas. Y pues

to que h es un isomorfismo, hay un n € IM tal que

k(n) = •

Entonces tendremos que :

sat "7x = Tn
siendo una interpretación sobre

el sistema

y también sat X = "C n
Esto constituye una contradicción, como veremos :

Sea <^A,^^j ^ Y sea ¡ > y S

Si T es un término con a lo sumo x^,...,x n
variables

libres, escribiremos c r̂£xÁy ..,-)C n ~} ( T ) en vez de

Si (f es una fórmula con a lo sumo x^,..,x n variables

libres, escribiremos 5 • • y ^^3 sat en vez de

cs¿l ~t t( .

(1) A partir de aquí, puede verse una prueba alter-

nativa más sencilla en el Anexo 3 •
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Teorema

Prueba :

: Si c/&y £$> son dos sistemas y csé"= y¿> enton-

ces para cada con a lo sumo x^, .. ,xh variables

libres se cumple : para cada %4 , . . , 3C
n £

9

j sat si y sólo si

C h ( ^),..,h(a:^) ] sat 0^ , siendo h:A

el isomorfismo. entre c?€y &¡ .

B

Para cada término ~ü con a lo sumo x^,..,x n
va—

riables libres se cumple :

h (c^r*'>•♦>*»'] ce )) = ^ fh(^),..,h(x;)J (1
En efecto :

j
'

*7 (x¿) ) = h(^) = c5S £h( ,

fa ( *») ( x<:)*
h( c^L 53^^ ••j 5c«](fJ'T^.,Tm )) = h(fj («^ [3*^ i *

] ("C, Zx* > •

•> *»■] (tV*)) ) =

=gj (h(c^Ex^ **> (Xa) , • • L** > "->*0
(Tw )) = gj (^ f h(^),..,h(ar„)^ (r,),..,
h(X4 ),..,h( x»)J (tj) = ['h(x4 ),..,.h(*h)J (fj

t • • »"£v«) •

Demostraremos ahora que se cumple el teorema

para fórmulas simples : Rmr4 ,.. ,t*.

SIC^ ? * • y xy\J sat Rj*Ta f . . ¿C<fA s i y sólo

^ ^4 » • • » ) » • • » *' * 5 (^m ) ^
€ R? .

si y sólo si <^h( ¡3 2C<, . . tXvT\ (r4 )) ,..
% t • • t Xn ~2 (l^v\ ) ) ^ &. Sj ..

si y sólo si £"h( ^ ) ,. . t h.{Xn )~J (VA ),..,
& [h(S5),..,h(*n )3 (■£*)> 6 S?1

.

si y sólo si ^^h(<(),.. fh(ar,)]|sat Rj* ZT, , . . ,T„

Si se cumple para , entonces se cumple para

n ^ .

E » • • * ^*T}sat ”1 si y sólo si no csfCz,,..
X^sat .

si y sólo si no j^h(X4 ) t , , t h(X^)~J sat

si y sólo si $$ £h( X4 ) , . . ,h(‘afw )^J sat ~I .
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Si se cumple para y '\j/ , entonces se cumple para

^ a ]í , v y , y , <^ ¿_^»y.
sat y si y s<5lo si » • • *

sat y y sat ^ .

si y sólo si <j$ £ h( ) , . . ,h(2Th )"j sat y £ti(X4 ) ,

h(Zn)~J sat y .

si y sólosi £h(Z4 ) , . . ,h(5£*)^J sat A ijí .

D e manera similar para V ^ y , y 4—9 y

Si se cumple para , se cumple para Ax y \/x¿ ^ .

sat Ax si y sólo si para cada 6 A:

cté [z< ,arMJsat y .

si y sólo si para cada h(^T) £ $$ : ó§ h (x4 ) 9 .. ,h (a\» )^J :

sat .

si y sólo si ¿5$ » • • r%*~J sat Ax .

Del mismo modo para

Puesto que teníamos sat “J x = T„ y e/K? ¿C satx=rn
Entonces por el teorema anterior tendremos que n= Tn y
—

I n = lo cual es evidentemente contradictorio.

Por tanto¿x^^y c-^l^no son isomorfos. Lo que queríamos
demostrar.
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Hemos probado, pues, la existencia de modelos no-stan'

dard de la aritmética de 15 orden.

Si el axioma 7 lo escribimos en el lenguaje de la

lógica de 29 orden, con lo cual ya no será un esquema

axiomático 'sino un simple axioma, tendremos la aritmé-

tica de 29 orden, la cual sí es categórica.

7 (po (Px ■-> PSx) xPx)

Vamos a probar que la aritmética de 29 orden es

categórica.

La teoría de los números naturales de 29 orden

tiene como axiomas:

1- Ax(Sx ^ 0)
2- /\xy (Sx 5: Sy > x ^ y)
3- /\P (PO A /\ x (Px > PSx)

Si esta teoría es categórica, entonces también lo

es la aritmética de 29 orden ya que la suma y el pro-

ducto son definibles a pa rtir de 0 y S (Véase la

Nota 4), Vamos a probar, pues, que esta teoría es

categórica,

Sean ¿f'y $ dos modelos de la teoría. Vamos a probar

que son isomorfos.

'Sí?'= <^A , S , 0 y ,
= <^B , S» , 0 ' ^>

Teorema: Existe una biyección h: A -■ ■> B tal que:

i- h(0) = 0'

ii- h(S(x)) = S'(h(x)) para todo x £ A

Esto se sigue del lema siguiente:

Lema: Existe una función h: A ^ B tal que h. cumple
i- y ii- . .
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Como paso previo para la prueba del Lemal consideraremos

relaciones entre elementos de A y elementos de B,

Por ejemplo Rxy donde x é A y y •€ B.

Una relación de este tipo será una relación de Peano

si cumple las dos condiciones siguientes:

1- ROO'

2- Si Rxy entonces RSxS 'y para todo x €. A y y £ B

Sea Re la intersección de todas las relaciones de Peano.

Esto es : I^¿xy si y sólo si Rxy para todas las relaciones

de Peano.Se sigue que :

(#) si R&xy y R es una relación de Peano entonces Rxy.

Vamos a ver que R0 es una relación de Peano. Es la relació

de Peano más pequeña. Para probar esto debemos comprofear

que R cumple las condiciones 1 y 2.

1— Para cada relación de Peano R tenemos ROOT Luego R o
00'

pues R e es la intersección de todas ellas.

2- Supongamos que RB xy. Debemos probar que Re SxS'y.
Debemos probar, pues, que RSxS'y para cualquier reía—

ción de Peano R.

Sea R una relación de Peano cualquiera.

Luego Rxy pues Re xy y entonces RSxS'y pues R es una

relación de Peano.

Vamos a probar que R e representa una función, es decir, qu<

para cada elemento x € A hay exactamente un elemento

y 6. B tal que R0 xy.

Vamos a probar esto por inducción sobre los números natu-

rales:

Debemos probar que : a) hay exactamente un y € B tal que

R o 0y. b) Si, para algún x £ A, hay exactamente un y tal

que R # xy, entonces hay exactamente un z € B tal que

R0 Sxz.

a) Que existe uno es evidente, R„ 00'pues R 0 es una reía—

ción de Peano. Vamos a probar que es único :
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♦

Supongamos que R0 Ota . Tenemos que mostrar que b = OÍ

Supongamos que b ^ 0 /

Definimos la relación R/ de la manera siguiente, para

cualesquiera x,y.

R/xy si y sólo si R e xy pero no x=0yy=b.

Entonces claramente no R/0b .

Vamos a probar que R/ es una relación de Peano :

1- R/00', pues R„ 00'pero no 0=0y0'=b, pues b ^ 0'

2- Sea R/xy . Debemos mostrar que R/SxS 'y :

Tenemos que R0 xy, pues R/xy y entonces Re SxS'y , pues

Re es una relación de Peano.

Para probar que R/SxS 'y hemos de mostrar que Sx = 0 y

S'y ¿ no pueden ser ambos ciertos.

Pero Sx ^ 0 por el axioma 1 :

Puesto que R/ es una relación de Peano tenemos que R/xy
por (#) siempre que R^xy.

Pero esto contradice nuestra suposición de que R fl 0b pero

no R/Ob.

b) Supongamos que para un x £ A hay exactamente un y tal

que R*xy.

Tenemos que probar que hay exactamente un z tal que R0 Sxz.

Que existe uno es evidente, pues ya que R 0 es una reía-

ción de Peano y tenemos que R e xy , se sigue R 0SxS'y.
Vamos a probar que es único :

Supongamos que hay más de uno : Si R 0
SxS 'y tambián ReSxz

para un z S/y .

Definimos la relación R/ de la siguiente manera, para

cualesquiera a,b,

R/ab si y sólo si R0 ab pero no Sx = a y z = b.

Entonces claramente no R/Sxz.
Vamos a probar que R/ es una relación de Peano :

1- R/00'pues R
o 00'pero no Sx =0yz=0'. Pues Sx ^ 0

por el axioma 1 .

2- Sea R/ab . Debemos mostrar que R/SaS'b.
Tenemos que R0 ab pues R/ab y entonces R^SaS'b pues Re.es
una relación de Peano.

Para probar que R/SaS'b hemos de mostrar que Sx = Sa y
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y z = S 'b no pueden ser ambos ciertos.

Si Sx = Sa entonces x = a por el axioma 2 .

Así tendremos que R0 xb.

Pero luego, por la suposición que hemos hecho al principi
de b) tenemos b = y .

Ahora, si también z = S'b tendríamos que z = S'y lo que

contradice nuestra suposición inicial.

Puesto que R/ es una relación de Peano tenemos que R 0'Sxy
siempre que R 0 Sxy (por *) • Pero esto contradice nuestra

suposición de que R„Sxz pero no R'Sxz,

Hemos visto que la relación de Peano R a representa una

función : para cada x € A hay exactamente un y 6 3 tal qu?

R„ xy . Así hay una función. h definida para cada x & A la

cual asigna a cada x € A el y é B tal que R 0 xy.

Tenemos así la relación R0 xh(x) (&■ M )
Para probar el Lema 1 debemos probar i) y ii)
i) Ro 0h(0) por (■* &)

R^00' pues R 0 es una relación de Peano.

Luego h(o) = 0'

ii) R 0 xh(x) por (* *)
R0 SxS'h(x) pues Rc es una relación de Peano.

R 0 Sxh(Sx) por (>K 4*6)
Luego h(Sx) = S'h(x)

Sabemos ahora que existe una función h:A >B tal que

cumple i) y ii).
El mismo resultado podría obtenerse simétricamente para

una función h':B >A tal que cumpliera l) 'y ii) 'es decir;

i) ' h'(O') = 0

ii) ' h'(S'x) = Sh' (x) para todo x é B

Vamos a probar ahora que h'(h(x)) = x

Sea R un predicado monario cualquiera

para todo x €r A ;

de c^. Sea
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modelo del axioma 3« Entonces :

Si cS&\od PO y ¿>^Mod /\x(Px ^PSx) entonces cx^Mod
AxPx . Y luego : ^

RO y si Rx entonces RSx para todo x, entonces Rx para

todo x € A.

Es decir, que si pudiéramos probar que RO y (l)
si Rx entonces RSx para todo x Q A (2)
obtendríamos que Rx para todo x Q A ( 3 )
Al paso de (l) y (2) a ( 3 ) lo llamamos "prueba por in-

duccién sobre los números naturales". Este método sirve

para demostrar que todos los elementos de A cumplen una

determinada propiedad R.

Ahora escogemos como R la propiedad tal que se da para un

elemento x £ A si y sélo si h'(h(x)) = x :

1- h
' (h(o) ) = h'(o') por i) h'(O') = 0

2— Sea h'(h(x)) = x luego tenemos

h'(h(Sx)) = h'(S' h(x)) por ii) h(Sx) = S'híx)
pero h/(S'h(x)) = Sh/(h(x)) por ii)' h'(S'x) = Sh'(x)
y entonces Sh'(h(x)) = Sx por hipétesis.

Hemos probado pues que para todo x é A , h'(h(x)) = x

Tenemos que si a^ = a¿ entonces h(a^) = h(a 4 ) pues h es

una funcién y si h(a 4 ) = h(a¿) entonces h
' (h( a^) ) =h ' (h( a^) )

pues h' es una funcién y entonces a.
A

= a
^ pues para todo

x e A , h'(h(x) ) = x.

Luego a^ = a 4
si y sélo si h(a>< ) = h(a4 ) . Por tanto h

será biyectiva. Además, para todo x € B existe un y £ A

tal que h(y) = x , dado que x = h(h'(x)).
Así, existe una funcién h biyectiva entre cfé y tal

que cumple las condiciones i) y ii) de isomorfía. Por

tanto c7ÉÍy (3^ serán isomorfos y la teoría de los números

naturales de 2? orden será categérica.
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TEORIA DE LOS NUMEROS REALES

Sea. <^5^ — | -j- , • , , O , 1

de 15 orden donde 4" » * » son functores binarios,

^ es un relator binario y 0 , 1 , son constantes

individuales. Escribiremos, en lo que sigue, x -f- y,

x.y, x ¿C. y, en lugar de +xy, .xy, xv.

un lenguaje

La teoría de los números reales tiene los axio-

mas siguientes :

1 — 11 : Los axiomas de la teoría de Cuerpos.

12- 15 : Los axiomas de la teoría de Orden Lineal.

16- : ¡\ xyz ( x ^ y » x -f- z ^ y 4" z )
17- s f\ xyz ( x^.y A O^z » x.z y.z )

' Hasta aquí tenemos los axiomas de la teoría de

cuerpos ordenados. Sólo nos falta el axioma de Dede—

kind (18) para tener la teoría de cuerpos ordenados

completos, oteoría de los números reales.

18- f\ xy ( OC (x) A (3 (y) -y x<dC y )

■>V z /\ xy ( °C (x) A ¡3 (y) A X ^ z A

A y i z —^ x C z A z y )
donde escribimos x ^ y en lugar de x y A

A x ^ y . Y donde Oi y f3 son fórmulas

en las cuales ocurre que : x no

OC e y no está ligada en ^.
de

está ligada en

Este axioma 18 es en realidad una lista infinita

de axiomas .

(Véase la Nota 5 )

El modelo standard de esta teoría es :

<(lR,+ ,.,^,o,i)>
Todos los modelos de la teoría que no son iso-

morfos al modelo standard, son llamados "modelos no—

standard*! Veremos a continuación que existen modelos
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Teorema

no—standard de esta teoría.

Sea un lenguaje de 1? orden con dos functores

0-arios , c¿ ; dos functores binarios f4 ,fz , y un re-

lator binario R . Sea Si = IR , + , . , ^ , ° , 1 )>
la estructura formada por los números feales con el

0 y el 1 como constantes, la suma y el producto, y la

relación "menor o igual que" .

Sea Sp ( S& ) = | ^ ^ 6. sentencias de tSs A

es modelo de ^ J •

Entonces, hay una estructura qS tal que es modelo

de ^ ) y no es isomorfo a •

Prueba : Sea c una constante individual distinta de

0 y 1 .

Sea (J | c | la extensión alfabética de

Jz? que resulta al añadirle la constante c.

Sea Z=4r (^)uj ‘fn/n € cu | donde

para cada n 6 OO , ^ = n.l ^ c siendo

n.l = 1 + 1 + + 1 , n veces .

Cda subconjunto finito de / tiene un

moddlo . Efectivamente, sea y . cH y sea

ZT0 finito. Entonces existirá un ^
que es el máximo. Eso es, existirá un n„ +> 1

tal que para todo m n
a + 1 ocurre que

Luego, la estructura IR , “f* , . , ^ , 0,

1, na ^ será un modelo de x* . n a sirve de

denotación a la constante c .

Así pues, cada subconjunto finito de ^

tiene un modelo. Luego, por el teorema de

compacidad, ^ tiene también un modelo.Lia—

mémosle • (l)

(l) A partir de aquí puede verse una prueba alternativa

más sencilla en el Anexo 4.
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Prueba ( continuación )

Puesto que
<^f> es moderlo de

es un subconjunto de P ,

odelo de

y té ( &L )

Sr tambión será

m

Definimos a continuación la propiedad ar—

quimediana de un cuerpo ordenado :

Definición : Un cuerpo ordenado cPté es ar-

quimediano si y sólo si para todo par de

elementos a, b positivos y pertenecientes

al universo de ¿té’, existe un elemento n

tal que n £ INI y tal que n.a ^ b .

Vamos a probar que sr no es arquimediano:

Sea b la función O-aria que sirve de denota-

ción a la constante c en el modelo Sf ■

Tanto 1 como b son positivos, pues c ^ n.l.

Luego, si fuese arquimediano, debería .

existir un n tal que n.l ^ b.

Pero esto es imposible, pues
9
es modelo de

P y por tanto, tambión es modelo de todas

las sentencias j / n £ cu j donde

= n.l ^ c .

Luego, tr es modelo de 56 ) y T no

es arquimediano.

Sea la reducción de tr al lenguaje de

-&( & ) . Eso es, quitándole la función

O-aria que servía de denotación a la constan-

te c. Claramente . Sf no es tampoco arquime—

diano, pues tiene el mismo universo que •

Vamos a probar que Üf Y Sí
fos.

no son isomor—



92

Prueba

Sf

( continuacián )
Supongamos que sí lo sean.

Sea h un isoraorfismo entre Sí y

Luego, hay un r £ ¡R tal que h(r) = b , pues

b pertenece también al universo de <5^ ,

Puesto que <5f% debe ocurrir que :

n .1 ^ r « > n.l ^ h(r)

pues sabemos que si =z entonces, para

cada m con a lo sumo x4 ,.»,xn variables li-

bres se cumple : para cada » » « r

jf ?C¡ » • •»sat ^ C ■ ££ j^h ( Stj ) , • • ,

. . ,h( zv>) J sat ^ .

siendo h el isomorfismo entre

( Véase la demostración de este teorema en la

prueba de la existencia de modelos no-stan-

dard de la aritmética de Peano).

Evidentemente se cumple que n.l h(r), es

decir, que n.l ^ b para todo n, pues no

es arquimediano,
En cambio, n.l ^ r no se cumple para todo n,

pues Sí sí. es arquimediano.

Así pues, hemos demostrado que ^ .

r p ( 9

Por tanto, es un modelo no-standard de

la teoría de los números reales.
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TEORIA DE LOS NUMEROS REALES DE 2 2 ORDEN

La teoría de los números reales de 2? orden

tiene los mismos axiomas que la teoría de los núme-

ros reales de 1? orden, con la diferencia de que el

esquema axiomático n?l8, se convierte en un simple

axioma al ser expresado en el lenguaje lógico de 2?

orden. El axioma 18 queda de la manera siguiente:

18- Ap Aq Axy ( Px A Qy » x y ) i

>V z /\ xy ( PxAQyAx^zAy^z-—
> x z A z y )

Donde P y Q son variables relaciónales de

2? orden •

Vamos a probar que esta teoría es categórica.
Puesto que el sistema SÍ = <^|R,+ , . ,4£,0,1^
es un modelo de la teoría, probaremos que cualquier

otro modelo cSt?*de la teoría es isomorfo a ¿5^ •

Proposición: Si

les de

Prueba

es un modelo de la teoría de los números rea—

22 orden, entonces es isomorfo a 3i .

: Sea oP^=<^A,-f' , .
•
, ^

f
, 0', l'^> un mo—

délo de la teoría de los números reales de

22 orden.

Debemos mostrar que existe una biyección
h. : ÍR > A tal que :

i) h( x 4- y ) = h(x) +' h(y)
ii) h( x.y ) = h(x) .• h(y)
iii) x ^ y 4 >x y

Definiremos primero la función h para el

subconjunto 2 de (R .

Sea h: 7^ A tal que :

h(0) = 0'

h(n) = 1'+
1

1' para n > 0

n veces
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Prueba ( continuación )

h (-n) = -
' (1'4-', . . , -+■' 1 1 ) para n 0

Escribimos -'a = x en lugar de x 4* a = 0'

Claramente h es una función de Z en A , pues

si n=m para cualesquiera n,m € H ,

h(n) = h(m) .

Fácilmente se comprueba que h: Z *A

cumple la condiciones i) ii) y iii) :

i) h(x 4-y) = 1» 4-', • •1' = (1'+' ,.. ,4' 1» ) 4*

x4 y veces

4*' (l *4' * . . ,4* 1 ' ) = b(x) 4*' h(y)

x veces

y veces

. i

Pues 4* es asociativa en

ii) h(x.y) = 1 Vi' = (1*4*,. .,4* l')4'r
x.y veces x veces

—

y veces

• , 4- (1' 4*
». . ,4^ 1' ) = h(x)4'* . . ,4* b(x) =

y veces

= h(x) .
* (l'+'r.M+'l') = h(x) b(y)

y veces

cS&'xPues .
1 es distributiva en e/©

-

respecto

de -f- . Y además, h(x) = h(x) 1' .

iii) Sea 0 x y . Puesto que el sistema

0 ^ es un grupo cíclico

cuyo elemento generador es 1 para todo

x <r tal que x ^0 , tendremos que:

(i 4*,.., 4-1) (14 41)

x veces y veces
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Prueba ( continuación )

Lo que quiere decir que :

(l + 4 1) 4 - (1 + 4 1)
•r V —

~ ' J

y veces x veces

donde z ^ 0 ,

( 1 + + 1 )
■. ..

'

z veces

Y luego,ht(l 4-,..,4-1) + -(l+,.. r +l))=
«v >

*

y veces x veces

=h(l + ,.., 4 1)
J

z veces

De donde, h(l4»»*r4l) 4- -h(l4- -f l) =
*- ■ L

y veces x veces

= h(l + , . . , 4-1)

z veces

Entonces, h(y) 4- -h(x) = h(z) , Donde

h(z ) ^ 0 •
.

Luego, h(x) ^ h(y) •-

El mismo razonamiento vale en el caso de que

x ^ y < 0 .(Entonces el eleemento genera—

dor sería —1 en lugar de l).

Vamos a extender el dominio de la función h

al subconjunto (Q de IR •

Escribiremos m/n = x en lugar de m = n.x

m,n £ sfl— #

Sea h(m/n) = h(m)/h(n)
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Prueba ( continuacidn )

h es una función , pues si m/n = k/j entonces

m.j = k.n y luego, h(m.j) = h(k.n) pues m,n,

k,j 6 ^- y h f es una función. De aquí
tendremos que h(m) h(j) = h(n) h(k)
pues h t Z cumple la condición ii) . De

donde h(m)/'h(n) = h(k)/'h(j).

Comprobemos ahora que para cualesquiera r. ,

r,É a se cumple que :

i) M^+r^) = h(rJ+'h(rj)
ii) h(r4 .rA ) = h(r, ) h(rA )
iii ) r, t

z 4 »h(r,)^ hCr,.)

Sean t
4
= m/n y r = k/j , donde m,n,k,j 6

i) h(r, 4- r^ ) = h(m/n k/ j ) = h( (m. j ) -*- (n.k)/
n.j) = h( (m.j) -b (n.k) )/'h(n. j ) = h(m.j) 4*

1

h(n.k)/'h(n.j) = (h(m).'h(j)) +* (h(n).’
h(k))/'h(n).'h(j) = (h(m)/'h(n)) +'
(h(k)/'h(j)) = h(m/n) V h(k/j) =

h(r^ ) •+■' h(r^ )

ii) h( r, .r4 ) = h(m/n . k/j) = h(m.k / n.j) =

h(m,k)/'h(n.j) = h(m).»h(k)/'h(n).'h(j) =

(h(m)/'h(n)).'(h(k)/'h(j)) = h(m/n) .'
h(k/ j ) = h(r4 ) . *h(r^ )

iii) Sea r^ • Luego, m/n k/j y enton-

ces, m.j ^ n.k , donde m,n,k,j € 2^ y

por tanto, h(m. j) ^ k(n .k) , pues h

cumple iii) . Y luego, h(m )•'k(j) ^
h(n).'h(k) , pues h t cumple ii)
Y de aquí , h(m)/'h(n) h(k)/'h(j) ,

de donde h(m/n) h(k/j) . Por tanto,

h(r4 ) h(r¿ ) . ( Un razonamiento análogo
puede hacerse en sentido inverso).
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Prueba ( continuación )

Extenderemos ahora el dominio de la función

h a R .

Para un elemento cualquiera x £ ÍR , sea Ax

el subconjunto de A que consiste en todos los

h(r) para todos los números racionales r x .

Definición: decimos que un subconjunto A' CZ. A

está acotado superiormente si y sólo si existe

un elemento a 6 A tal que para todo a' £ A'

ocurre que a' a . Si ocurre lo contrario,

eso es, que para todo a' € A' , a' a , en-

tonces decimos que A' está acotado inferior-

mente.

Por tanto, A^ no es vacio ( pues (Q no está

acotado inferiormente) y está acotado supe-

riormente . En efecto, si r0 es un número

racional tal que rd > x ( y tal número existe

pues (Q no está acotado superiormente) enton-

ces h(r^ ) >' h(r) para todos los h(r) de A x ,

pues h r q cumple la condición iii).

Decimos que z es la"cota superior mínima", o

abreviadamente, el "supremo" de Ax si y sólo

si :

1- z es una cota superior de Ax .

2- si y es una cota superior de Ax , entonces

z y .

Nótese que el supremo de Ax , si existe, es

único, pues A está linealmente ordenado.

A^ tiene un supremo. En efecto:

La prueba viene dada por el lema siguiente:
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Prueba : ( continuación)

Lema : Si F es un cuerpo ordenado completo, entonces

todo subconjunto S d. F acotado superiormente

tiene un supremo.

Prueba : Sea S d F y sea S acotado superior-

mente.

Sea P el conjunto de todas las cotas superio-

res de S.

Para todo x £ S y para todo y £ P ocurre que:

x ¿ y

Si para algún y £ P ocurre que y = x para algún
x £ S entonces claramente y será el supremo

, de S , Si esto no ocurre , eso es, si para to-

do x £ S y para todo y 6 P ocurre que x d y,

entonces, por el Axioma 18,existirá un z de F

tal que x d z d. y para todo x € S y para

todo y £ P . Luego, z ^ S , pues es mayor que

todo elemento de S , y z ^ P , pues es menor

que todo elemento de P . Pero z es una cota

superior de S y por tanto, z £ P , lo que es

absurdo.

Así pues, existe un x £ S y un y £ P tales

que x = y y tal y es el supremo de S.

Definimos ahora la función h para un elemento

cualquiera x £ jR, de la manera siguiente:

h(x) = sup Ajj (lóase sup A^ : el supremo de

) •

Tenemos pues h(x) definido de dos maneras,

una para x £ (Q y otra para x £ IR .

Vamos a ver que dichas definiciones concuerdan

cuando x es un número racional :

Mostraremos que si x

sup A x = h(x)
€ Q, entonces
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Prueba ( continuación )

Sabemos que si x,y S (Q y y x » entonces

h(y) <^
í
h(x) . Así, todo elemento de Ax es

menor que h(x) . Por tanto,

sup Ax h(x)

Supongamos que sup Ax S' h(x) . Luego exis-

tirá un número racional r tal que :

sup A x h(r) h(x)

En efecto, pues si a y b son elementos de A

tales que a b , entonces existe siempre

un número racional r tal que a ¿C. h(r) <íl b .

Supongamos que no existiera tal número racio-

nal r , eso es, supongamos que para todo nú-

mero racional r = m/n , ocurre que h(m/n) ^ S,

donde £ = b -'a . Entonces tendríamos que

para todo n € Z , h(n) ^ h(m)/«£ 1 o que

significa que h(m)/<£ es una cota superior

del subconjunto A 1 CZ. A formado por todos los

h(n) , donde n €. ^ - Pero A' no tiene cota

superior, pues si tuviera una cota superior

tendría un supremo. Supongamos que lo tenga

y sea éste s. Para todo n é^ ocurrirá que

s h(n) . De ahí se sigue que s ^ h(n +• l)
pues n +• 1 € Z . Por tanto, s h(n) 4-‘
h(l) . Luego, s -'1' ^ h(n) para todo n eZ
Lo que significa que s —’1 1 es también una

cota superior de A' en contradicción con el

hecha de que s es el supremo de A'. Por tanto,

tal número racional existe.

Puesto que h(r) h(x) tenemos que r x

pues r,x G Q ; lo que significa que h(r) G Ax

y esto contradice el que sup A* h(r) . Por

tanto, no puede ser que sup A
x h(x) ,con

lo que tenemos :

sup Ajf = h(x)
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Prueba ( continuación )

Así núes, las dos definiciones concuerdan

cuando x 6 Q.

Vamos a demostrar ahora que h cumple las condi-

ciones de isomorfía . Empezaremos por la con—

dición iii):

iii) Sean x,y €■ ÍR tales que x y .

Luego, claramente, sup Ax sup Ay
y por tanto, h(x) ^ h(y)
( Del mismo modo a la inversa)

Probaremos ahora que h: ÍR. > A es

Para ello debemos comprobar que:

1- x £ y si y sólo si h(x) ± h(y)
2 — SI a € A , entonces a = h(z) para

z € /R. .

1— Sea x ^ y . Luego, o bien x y o bien

y C x . En el primer caso h(x) h(y)
y en el segundo caso h(y) h(x) por iii).
En cualquier caso h(x) ¿ h(y). (Del mismo

modo a la inversa).

2— Sea a é A y sea B el conjunto de todos los

números racionales r tales que h(r) ^ a.

B no es vacío y está acotado superiormente.

Luego, B tendrá un supremo. Sea z = sup B.

Veamos que a = h(z) J

Supongamos que a h(z) . Luego, o bien

a h(z) o bien a >» h(z).
Si a h(z) , entonces deberá existir un

número racional r tal que h(z) ^ h(r) a

lo que significa que z r y que r está en

B. Y esto contradice el hecho de que z = supB.
Si a h(z) entonces deberá existir un

número racional r tal que a «< h(r) <£ h(z)

biyectiva.

algún
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Prueba

( continuación )
De donde se sigue que r z . Puesto que

z = sup B , tendremos que r s para algún
s 6 B . Por tanto, h.(r) h(s) «¿C a lo

cual contradice que a h(r).
Asi pues, a = h(z) para algún z £ IR ,

i) Sean x,y £ IR .

Supongamos que h.(x 4* y) ^ b(x) 4“* h(y).
Luego, o bien h(x 4* y) ^ h(x) -ir h(y)
o bien h(x 4* y) > h(x) 4* h(y).
En el primer caso existirá un número racio-

nal r tal que : h(x 4- y) h(r) ^

h(x) -4" h(y) de donde tenemos que x + y r.

Luego, r podría escribirse como la suma de

dos números racionales r^ , r¿
: r = r

4 4- r¿
donde x r^ y y ^ r^ . Por tanto,

h(r) = h(r^ 4- r* ) = h(r 4 ) 4-* h(r¿ )
h(x) 4>* h(y) lo que es una contradicción.

Luego, h(x 4* y) = h(x) 4“ h(y) . ( Del mismo

modo se prueba en el segundo caso).

ii) Sean x,y 6 IR .

Supongamos que h(x.y) h(x) .
1 h(y)

Procediendo del mismo modo que en el caso

anterior, llegaremos a una contradicción.

Con lo cual queda probado que:

h(x . y) = h(x) .' h(y)

Así pues, h es un isomorfisrao entre A y

t^".Por tanto, la teoría de los números rea-

les de segundo orden es categórica.
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LA GEOMETRIA EÜCLIDEA

Dividiremos los axiomas de la geometría euclídea en

cinco grupos:

1- axiomas de existencia.

2- axiomas de orden.

3- axiomas de congruencia,

4- axioma de las paralelas.

5- axiomas de continuidad.

El único axioma de 2? orden es el segundo axioma

de continuidad. Los demás pueden formalizarse en la 1<5-

gica de primer orden.

Para mayor comodidad en la lectura expondremos los

axiomas de manera semiformalizada.

De hecho, sólo utilizando símbolos para puntos

(letras mayúsculas latinas), un símbolo para la relación

ternaria "estar entre" ( £ ) entre puntos, y un símbolo

para la relación binaria "congruente con" ( C±. ) entre

segmentos y entre ángulos, se pueden formalizar todos los

axiomas de la geometría euclídea , además de los símbolos

lógicos y de las variables, claro. Pero una tal formaliza—

ción sería prácticamente ilegible, por lo que utilizaremos

otros conceptos ( que pueden ser sibolizados),además de los

de "punto", "estar entre" y "congruente con", que defini-

remos a partir de éstos. Dichos conceptos, que iremos defi—

niendo a medida que sean necesarios, son los de línea,
plano, espacio, radio, segmento, ángulo,triángulo y tetra-

edro.

Hilbert, en sus "Fundamentos de la Geometría" toma

como elementos básicos no definidos los de punto, línea

y plano. Aquí, y para simplificar las pruebas posteriores

utilizaremos como concepto primitivo sólo el de "punto" a

partir del cual definiremos los demás.

En cuanto a las relaciones,Hilbert, además de las de

"estar entre" y "congruente con" se vale de las relaciones

"estar en" o "pertenecer a" para indicar que un punto

( o un conjunto de puntos) forma parte de una línea o de un

plano o que una línea ( o un conjunto de líneas) está en

un plano.Aquí no utilizaremos estas relaciones, pues son

t



9 comodefinibles a partir de la relación "estar entre",

podrá verse en las definiciones posteriores.

Así pues, a pesar de que en los axiomas aparezcan otros

conceptos aparte de los de "punto", "estar entre" y "con-

gruente con" debe tenerse presente que con sólo éstos se—

ría suficiente.

1- axiomas de existencia :

Definición: Si A y B son dos puntos distintos, al conjunto

de los puntos consistente en A, B y todos los puntos P

tales que El APB o bien E- PAB o bien E-BAP lo llamaremos

la línea AB,

1-1. Existen al menos tres puntos que no están en la misma

línea.

Definición: El segmento AhB es el conjunto de todos los

puntos P tales que El PAB y además A y B.

Definición: Si A,B y C no están en la misma línea, el

triángulo ABC ( o AaBC) es el conjunto de todos los puntos

de A l—» B, A J—I C y B 1—4 C.

Definición: Si A,B y C no están en la misma línea, el plano

ABC es el conjunto de todos los puntos que están en las

líneas que pasan por dos puntos de A ABC,

1-2, Existen al menos cuatro puntos que no están en el

mismo plano.

Definición: Si A,B,C y D son puntos distintos y no están

en el mismo plano, el tetraedro ABCD (o AaBCD) es el

conjunto de todos los puntos que están dentro y en los

triángulos ABC, ABD,ACD, y BCD, Un punto X está dentro

de A ABC si y sólo si hay puntos Z y W en caras distintas

de A ABC tales que El XZW. Las caras de AABC son los

segmentos Al—IB , Al—l C y B 1—lC .f
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Definición: El conjunto de todos los puntos de las líneas

que pasan por dos puntos de A ABCD es el espacio ABCD.

1-3» Todos los puntos están en el mismo espacio.

Este axioma 1-3 hace que la geometría euclídea quede

restringida a tres dimensiones.

2- Axiomas de orden.

2-1. Si E BAC entonces A,B y C son distintos y E BCA,

2—2. Si Ay C son distintos entonces hay un punto B tal

El BAC y hay un punto D tal que E- CAD.que

2-3. Sii E BAC entonces no E CBA.

2—4. (Axioma de Pasch) Dados tres puntos A,B y C que no

están en la misma linea y dada una línea L en la

que no está ninguno de ellos, si un punto del seg-

mentó Al—IB está en dicha línea, entonces un punto de

A HH C o un punto de B I—I C también estará en dicha

línea.

3- Axiomas de congruencia.

Definición: Si A,B y C son tres puntos distintos que están

en una misma línea, el radio AB (o £ab) es conjunto

de puntos consistente en A , B y todos los puntos X tales

que E XAB o F"BAX . El radio CaJ es el conjunto de

puntos consistente en C,A y todos los puntos Y tales que

E YCA o ECYA. En ambos casos A es el punto terminal.

3—1. Dado un segmento Al—I B y un punto A' en una línea L,
en cada radio de L con punto terminal A hay un y sólo

un punto B' tal que Al—I B — A'l—IB 1
.

3-2. Si AHB^A'HB' entonces A'l—IB 1
— Al—IB.
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3-3. SÍ Al—I B OL A ' l—I B '

y A' l—l B' A ' ' \—l B ' ' entonces

Al—IBaiA"l—IB’’.

3-4. Si EI BAC y EIb'A'C' y AHB¿ A'l—l E 1
y B l—» C

B'l—IC 1 entonces Al—IC~. A't—IC'.

Definición: Si h= |^AB Y k= jj^C son radios distintos con

un punto terminal común, dicho par de radios constituyen

el ángulo hk o kh ( o bien el ángulo BAC o CAB ). (Los
radios son las caras del ángulo y el punto terminal es el

vórtice del ángulo).

Definición: Sea una línea L en un plano <X . Dos puntos

X,Y de OC estarán en el mismo lado de L en OC si y sólo si

XI—i Y y L no tienen ningún punto en común. Un lado de L

en QC estará formado por todos los puntos de OC que están

en el mismo lado de L en OC y además L,

3-5* Sea un ángulo hk en un plano OC y una línea L en un

plano OC
1
así como un lado dado de L en OC

*

. Sea h'

un radio en L con punto terminal A , Existe entonces

un único radio k' de punto terminal A en <X' tal que
A XS
hk ^ h'k' en el lado dado de L en CC «Todo ángulo es

congruente a sí mismo.

3-6, Sean A,B,C tres puntos que no están en la misma

línea y A'jB'jC’ tres puntos que no están en la misma

línea. Si tenemos que Al—IB— A'l—IB', Al—IC Ü A' I—IC *

y BAC B^AYC, 1 entonces ABC ~ A'B'C' y ACB a”J*C^B '
,

4- Axioma de las paralelas, (Axioma de Euclides)

4—1, Sea L una línea cualquiera y sea A un punto que no

está en L, Sea OC el plano determinado por L y A,

Luego, hay una y sólo una línea L' en OL que pasa por

A y no tiene ningún punto en común con L,(no corta a

L o es paralela a L),
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5- Axiomas de continuidad.

5—1 (Axioma de Arquímedes). Sean Al—i B y C m D segmentos

cualesquiera. Existe entonces en la linea AB un

número finito de puntos A
4 ,A¿ ,,,. fA /, tales que el

punto A^ está situado entre A y A
t , el punto A¿,

entre A
4 y A ? , etc. Los segmentos AH Aj , A^f-—I A¿ , .

, ..,A •—< A„ son todos congruentes con el segmento

C H D y el punto B está situado entre A y A„ ,

5—2 (Axioma de Cantor). Sea un conjunto infinito de

segmentos A^v—1 B
4 ,AÍH'3 Í , , . , ,en una linea cualquiera

L tales que cada segmento está situado en el inte-

rior del segmento precedente,(eso es,que para todo

i, si X está en l—I entonces X está en

A. ) y para todo segmento A
4
-i—iB¿ exista un

índice n ^ i tal que el segmento A„l—es menor que

tal segmento(eso es, que todo punto X 6 A„l—<B„ per—

tenece a tal segmento). Existe entonces en la línea

L un punto Y tal que Y está en todos los segmentos

A
4
l—<B

4 ,A t l—lB^ ,Aji—iB? , . . . . (Claramente este punto es

único).

Escogiendo los símbolos primitivos adecuados, sálo

los axiomas de continuidad precisan de la lógica de

segundo orden para su formalizacion. No obstante, si

utilizamos como símbolos primitivos sólo E" y j~i. ,

además de las variables para puntos, entonces las defi-

niciones dadas deben también formalizarse en segundo

orden.
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Antes de probar que la Geometría Euclídea de se-

gundo orden es categórica^y para facilitar su lectura,
damos a continuación un esquema de la prueba:

1- Se prueba primero que existe un isomorfisno h

entre los números reales del intervalo £o,lJ y los

puntos de un segmento Al—IB cualquiera. Ello se hace

en dos pasos:

1-1 Se prueba que existe un isomorfismo h entre

los números racionales de £o,l^] y el sub-

conjunto de los puntos X del segmento A i—• B

tales que n(AI—IX) m(A I—IB) para algún

m/n €. [0,l].
1—2 Se extiende el isomorfismo a todo el Ínter-

valo £o,lJ y a todo el segmento Al—4B.

2— Comprobamos a continuación que existe un iso-

morfismo g entre los números reales y la línea AB.

3— Se define la función "distancia" entre puntos

de AB y se comprueba que la congruencia entre segmentos

de AB y la relación entre puntos de A3 pueden

expresarse en términos de dicha función. Este resultado

va a ser imprescindible para la prueba final.

4— Probamos que existe un sistema de coordenadas

cartesianas de origen A.

5— Se prueba que existe un isomorfismo entre los

puntos del espacio euclídeo y |R . Para ello definimos

una función f entre los puntos del espacio euclídeo y

tríadas de puntos de los ejes de coordenadas y compro-

hamos que es biyectiva»

6— Se prueba que existe un isomorfismo entre dos

espacios euclídeos cualesquiera. Se definen para ello

las funciones d
0 y d4 (distancias) entre puntos de dos
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Proposición

espacios euclíáeos

de la función d (
AB) .

£ y£
distancia

respec

entre

t ivamente

puntos de

a partir

la línea

La Geometría Euclídea de segundo orden es categórica.

Prueba Sea P
euclídea.

^ un modelo de la geometría

Sean A,B £ P
Consideremos el

distintos

segmento A I—* B .

Para todo X,Y de A 1—IB tenemos que:

X = ' Y « * Al—*X A t—IY

por el axioma 3—1*

Por otra parte definimos:
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Prueba: (continuación)

X <C l Y 4 * E- XAY

Vamos a probar que ^ A I—IB, =
'
, ^ es isomorfo

a < [o.l] , - , donde [°u] es el Ínter-

valo cerrado de los números reales comprendidos

entre 0 y 1 ,
= es la relación de igualdad entre

números reales y ^ es la relación "menor que"

entre números reales.

1-1 Prueba: Sea XAB.

Simbolizaremos por n(Al—I X) el segmento que resul—

ta de repetir n veces el segmento AM X sobre la

línea AB a partir de A. 0 más exactamente, al

segmento Al—IY tal que A f—I Y es congruente con el

segmento construido de la manera siguiente:

tomamos A W X . Luego tomamos el punto X' tal que

A f—-í X X I—i X 1
. Repetimos este proceso has ta que

tenemos n segmentos A>-H X, XI—IX', X'*—l X M

todos congruentes. Tomamos finalmente el segmento

AHX" Cn .

Vamos a probar ahora el lema siguiente:

Lema: Para cualquier entero positivo n y para cual-

quier segmento C J-H D , existe un punto X

de C I—{ D tal que n(C|—|X).£¡¿ C l—i D.

Prueba: si n=l tal punto X existe pues en este

caso será el punto D.

Supongamos que existe para n=m y veamos que

también existe para n=m 4-1#

Veamos que existe un ¥ € C H D tal que:

m(WI—I D)ü C I—|W . Supongamos lo contrario, eso

es, que para todo punto ¥ 6 Cl—I D ,

m (¥H CH ¥ / tí
Luego, o bien m(¥H D) ^ C I—i ¥ o bien ¡
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Prueba: ( continuacián )

o bien m(W ►—l D) > C H lí ( donde el signo

indica que si m(W
, J—tü) 2¿ C i—< ¥ para algún ¥'

y tal ¥' existe pues el lema vale para m, entonces

El ¥'C¥ y "> indica que £l¥C¥') para todo W £ CHD,

Sea OC el conjunto de los ¥ £ C i D tales que

m ( ¥ I—I D) -¿1 CH¥

Sea fe el conjunto de los ¥ Q C t—JD tales que

m (¥ i—i D) > C l—I ¥

Luego, para todo ¥ £ C )—ID ,o bien ¥ 6 OC o

bien ¥ £ /S* . Luego, para todo X e € <X. y para

todo X^ £ {3 , existirá un Y tal que El YX0 X^
ya que para todo X & £ 0( y para todo X4 & ^3
E- X^CX0 (Véase el axioma 5—2).

Y ^ 0( pues El YCX6 para todo X 0 £ OC .

Y ^ !& pues EE X4 CY para todo X4 £ ^ .

lo que es una contradicción.

Así pues, m(¥ W D) rü C I—I ¥ para algún ¥ 6 C M D.

Luego , m -4* 1 (¥ t—4 D) 0¿. C J—I D .

Sea X tal que ¥HDÜC HX .

Tendremos que m + l(C HX) ÍÜ C I—l D lo que querí-
amos probar.

Sea n( A 1—t Y ) -£¿ A I—l B y sea m(A i—| Y ) — A ¡—l X tal

que m ^ n. Luego, n(AHlX)lÜ ra(A |—1 B) ,

Sea ahora la función h: A 1—4 B ► [m] tal que:

h(A) = 0

h(B) = 1

h(x) = m/n si y sélo si n(AI—t Y ) SzL m(AI—I B)

Vamos a probar que h(x) ^ h(Y) 4 > X Y

Prueba: Sea h(X) = m/n y sea h(Y) = m'/n'
Supongamos que h(x) = h(Y) . Luego, m/n = m'/n'
de donde m = k.m' y n = k.n' para un entero positi-

vo k.
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Prueba: ( continuación )

Sea n(Al—SX) m(Al—IB) y n' (Al—lY ) m' (Al—IB)
Lúego, n(A l—l X) m (A I—I B) £L. k. m 1 (A l—I B)
k. n' (A f—I Y ) S±. n( A t—i Y ) de donde X =

' Y.

Supongamos que h(x) -¿C h(Y) . Luego, m/n m'/n'
eso es,m.n' n.m'. De donde:

m. n ' (Al—|B) n.m' (Al—IB) y de aquí :

n' .n(A »—í X)
1
n.n' (Al—| Y) . Por tanto,X *£¿1 Y.

Supongamos que X =' Y. Tenemos que:

A -1 X 2L m/n(AI—IB) y AHYÍ.m'/n'(AI—IB)
Por tanto, ra/n(A|—IB)m'/n 1 (Al—iB) . De donde

m/n = m'/n'.
Si X ^1* Y entonces tendremos que:

m/n(Al—IB) m'/n'(A|—lB) • De donde ra/n m '/n '
.

Lo que queríamos probar.

1-2 Pero la función h no tiene como dominio a todo el

conjunto AI—• B . En efecto:

Sea P
0
el subconjunto de A I—lB formado por todos

los puntos X tales que h(x) = m/n para algún

m/n € £o,lj .

Veamos que todo subconjunto de P
0

formado por

todos los elementos Y £ P
0 tales que Y Z para

algún Z £ Pw no tiene elemento máximo, eso es, no

hay ningún elemento ¥ £ P^ tal que ¥ X para

todo X £ P^ ,

Efectivamente, supongamos lo contrario, eso es, que

exista un elemento ¥ £ P^ tal que ¥ X para todo

X £ P, .

Puesto que ¥ £ P
4 , ¥ •¿l Z . Luego, dado que ¥ y

Z pertenecen a Ps , h(¥) = m/n y h(z) = m'/n’ para

algún m/n y m'/n' de [°,i] • De donde m/n ^ m * /n'
pues ¥ ^ Z y por tanto, m.n' ^ m'.n . Luego,
m.n' -i* k = m'.n para algún entero positivo k.De

donde m.n' m.n' + k/2 <£ n.m' . De lo cual se

sigue que m/n<^(2.m.n'+k)/2.n.n' m'/n' .
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Prueba: ( continuación )

Luego, existirá un punto ¥' tal que h(W') = (2.m.
n' -+• k)/2.n.n'). De donde ¥ «sC* ¥' Z y ¥ * £ P^
lo que contradice lo supuesto. Así pues, no

tiene elemento máximo.

Pero P
0 debe ser distinto de A MB , pues de lo

contrario, AhB no satisfacerla el axioma de Ar-

químedes, el cual debe ser satisfecho pues

A l—i B € P
En efecto, supongamos que en Al—i B sólo existan

los elementos de Pe . Luego, existirá un punto X

de Ai—IB tal que para ningún n, n(A HX) Ai—IB

lo cual es precisamente la negación de la propie—

dad arquimediana.

Prueba: es evidente, pues para todo n existe un

punto X de A H-i B tal que n(A I—I X) cd. A i—l B (Por
el lema probado anteriormente). Nótese que para

todo m n , m(A HX) A i—I B

Luego, existirá un punto X de At—>I B tal que para

todo n, n(A HX) A H B . Lo que queríamos probar.

Esto es una consecuencia del hecho de que todo

subconjunto P0 formado por todos los Y £ P
tf
tales

que Y ^ Z para algún Z 6 P
#

no tiene elemento

máximo.

En efecto, sea n(Al—-iX)rü m(A|—$ B) y sea P^ el

subconjunto de P0 formado por todos los Y de P„

tales que Y ^ X , Si P
4
tuviera elemento máximo,

eso es, un elemento ¥ tal que ¥ Y para todo

Y £ P^ entonces existiría un n' tal que :

n' (A H¥)ü di(ahb), Luego, m/n > m/n' . De

donde n n' .

Así pues, para todo punto X de AJ—(B tal que

n(Aí—iX)^, m(A MB) para algún n, existe un n'

tal que n'(Al—I X) m(Ai—>B), Eso es, se cumple
la propiedad arquimediana.

Por tanto, puesto que Al—IB debe satisfacer el

axioma de Arquímedes, debemos admitir que todo
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Prueba: ( continuación )

subconjunto de P
e formado por todos los Y £. P

0

tales que Y Z para algún Z de P. tiene elemento

máximo.

Para todo X €. A I—IB y para todo Y X de

A |—*B , sea r^ el subconjunto de £o,lJ formado

por todos los h(Y) de la forma m/n,

r^ no es vacío, pues 0 6 r^ , y está acotado

superiormente, 1 es una cota superior , Luego,
tiene un supremo.

Definimos de nuevo la función h del modo siguien—

te : b(x) = sup r^ .

Veamos que esta definición concuerda con la ante-

rior cuando h(X) es de la forma m/n.
Todo elemento de r^ tiene que ser menor o igual

que h(x) pues X Y <— >h(x) h(Y)
Por tanto, sup r^ h(x).
Supongamos que sup r^ h(X) • Luego, existirá

un h(Y) = m/n tal que sup b(Y) h(x)
(Véase la Pág,99 ), Con lo que h(Y) sup

y h(Y) €• r^ lo que es una contradicción. Luego,

sup r^ = h(x).

Veamos ahora que h: Al—|B » j^O, lj es biyec-

tiva. Para ello debemos probar que :

i- X =' Y < >h(x) = h(Y) donde X,Y € Ai—IB

ii- Para todo r 6 j^0,lj existe un W de Al—fB

tal que h(W) = r.

Prueba: i- Sea X =' Y , Luego, r^ = r^ y por tanto,

sup = sup Ty de donde h (X) = h ( Y) . Análogamente
a la inversa,

ii-Sea.C [0,1] . r es el supremo del con—

junto de todos los r
0

€ £o,lJ tales que rd

pertenece a © y r. < r.

Veamos que todo punto X de A)—{B es el supremo
*
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Pruebas ( continuación )

de donde es el subconjunto de todos los

puntos Y de Al—<3 tales que Y X y h(Y) = r0

donde tb 6 Q .

A^ tiene supremo, pues A^ tiene elemento máximo,
eso es, un elemento ¥ tal que para todo Y £ A^ ,

¥ X.

Si ¥ ]>• X entonces existiría un punto Z de A I—I B

tal que ¥ Z X y tal que h(z) = s donde

s € a . En efecto, supongamos lo contrario. Ello

significa que para todo número racional s de [°.i7
distinto de 0, s ^ h(¥' ) donde A 4—-4 ¥' ¥ i—IX .

Consideremos los s de la forma l/n . Luego, para

todo entero positivo n , n(A 1—»¥' ) A l—IB lo

que contradice el axioma de arquímedes. Por tanto,
¥ =' X.

Así pues, para todo r de £o,l^ existe un X de

A 4—l B tal que h(x) = r • Tal X será el supremo

de A^ .

Para probar que h es un isomorfismo, bastará com-

probar que : X Y * > h(X) h(Y) para todo

X,Y de A i—«B.

Que X =' Y < *h(x) = h(Y) ya lo hemos probado más

arriba.

Por otra parte,que X Y 4 ► h(x) h(Y)
es evidente, pues si X

'

Y , sup A
x sup Ay

de donde h(X) h(Y) . Análogamente a la inversa.

Así pues, h es un isomorfismo entre

<AMB , =• , > y < [o,l] , =
, <z y .

2— De aquí se sigue que existirá un isomorfismo fn

entre (n(AHB), =
'

, C' y<CC°» nl » =
* ^

para cada n entero positivo.

Simbolizamos por -n(Al—JB) el segmento que resul-

ta de la siguiente construcción: tomamos el punto
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Prueba:

3 -

( continuación )

X de la línea AB tal que ET AXB y tal que

XI—IA A i—i B . Luego tomamos el punto X' de la

misma línea tal que El XX'A y tal que

X' 1—I X X t—lA y así sucesivamente. Tomamos

finalmente A
11 I vec«s)

Por tanto, también xistirá un isomorfismo f'7 n

entre <^-n(A l—iB) , =
'
, -¿í' y £"-n, oj , = , ¿L ^

para cada n entero positivo.

Dado que tanto la geometría euclíaea como la

teoría de los números reales incluyen como

teorema la propiedad arquimedíana, tenemos que

cualquier punto de AB estará en algún n(AJ—IB)
donde n 6 y cualquier número real estará en

algún Eo,n^| donde n £ .

Luego, puesto que para todo n, fftW ^ f
n , se

sigue que f- L_J.fn es un isomorfismo entre

<^[ab ,
=' ,^*> y <^/R

+
, = , < y

y puesto que para todo —n , f f l
n

se

sigue que f' = f^ será un isomorfismo entre

<xa] , =■ , y y = , ¿i y .

De todo lo que antecede se sigue que deberá exis-

tir un isomorfismo g = f U f* entre

<1ab , y y <cir * =
> y

Definimos abora una función d: ABXAB -» R
a la que llamaremos "distancia" de la manera

siguiente: d(XY) = jg(x) — g(Y)| donde X,Y

pertenecen a AB y g es el isomorfismo entre

AB y /R .

g(x) = sup r^ donde r^ está formado por todos

los r £ tales que r C g(x).
Pero sup r^ = sup Jtn/n / n(AI—i X) > m(At—IB) j
pues g(X) = m/n si y sólo si n(Al—IX) ¿L m(Al—IB)
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Prueba: ( continuación )

Lo mismo vale para g(Y).

Si X HY — Z HV entonces

sup | m/n / n(Xl—i Y) > m(Al—»B)j =

sup | m/n / n(Zl—iW) m(A l—* B) |
(donde n(Xl—l Y) simboliza el segmento X I—i Y repe —

tido n veces a partir de A. Igualmente con

n(ZHW)). Tendremos, pues, que:

| sup jm/n / n(A)—I X) ;>>* m(AI—I B)j —

sup |m/n / n(A I—IY) m(Aj—i B) ^ | =

J sup | m/n / n(A t—» Z ) m( A l—t B ) j -

sup | m/n / n(A 1—i W) >' m(A í—i B) j
ya que si X -¿i Y, se sigue que

| m/n / n(AWX) m(AH B)} <=
-

|m/n / n(A t—t Y ) m (A I—i B) |
Por tanto, |g(x) - g(Y)[ = |g(Z) - g(w)|
Análogamente a la inversa. Luego,
Xi—4 YüZHW « > d (XY ) = d(ZW).

Veamos ahora que EL XYZ «6 >d(YX) 4- d(XZ) = d(YZ)
Sea EXYZ. Luego, Y X Z y por tanto

g (Y) g(X) < g(z) .

si g(x) -¿1 0, (g(Y ) - g(x) ) 0 y (g(x) -

e(z)) o.

si g(x) = 0, ( g (Y) - g(x)) ^ 0 y (g(x) -

g(z)) o.

si g(x) > 0, (g(Y) - g(x) ) 0 y ( ff (x) -

g(Z) ) 0.

Luego, en cualquier caso,

d(YX) + d(XZ) = | g (Y ) - g (X)j -f g(x) - g(z)[
= [ g(Y) - g (X) + g(X) - g(Z)J = g (Y) - g(Z)J
= d(YZ)
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Prueba:

4-

( continuación )

Sea d(YX) + d(XZ) = d(YZ) . Luego,

j g(Y) - g(X)| + J g(x) - g(z)

J g(Y) - g(Z) | lo que quiere decir que

(g(Y) - g(X)) tiene el mismo signo que

(g(x) - g(Z)) , De donde se sigue que

g(Y) g(x) <C g(z) y por tanto Y -C* X «¡C* Z

Luego, XYZ . Lo que queríamos probar.

Decimos que una línea L es perpendicular a

otra linea L' si y sólo si tienen un punto en

común A y existe un punto B 6 L y un punto

C € L' tales que CAB es un ángulo recto. Decimos

que un ángulo CAB es recto si y sólo si existe un

punto Y tal que ETabY y tal que CAB CAY ,

Veamos que existe una línea AC tal que AC es per—

pendicular a AB y cuyo punto común es A.

Que existe una línea AC que tiene en común con

AB sólo el punto A es evidente, pues existe al

menos un punto C fL AB.

Debemos ver, pues, solamente, que existe una tal

línea AC tal que CAB es un ángulo recto.

Sea X ^ AB y sea el ángulo XAB . Existirá enton-

ces un punto Y ^ AB tal que XAB ni YAB y tal que

X e Y están en lados distintos del plano determi—

nado por AB y X, el cual queda dividido en dos

partes por la línea AB, (Axioma 3-5)
Sean los puntos Z,W tales que Ai—I Z Al—(W donde

Z 6 AX y ¥ € AY . Sea la línea ZW . Si A 6 Z¥

entonces ZAB WAB y dichos ángulos son rectos.

Si ello no ocurre, de todos modos la línea ZW

es perpendicular a AB, En efecto, pues ZW corta

la línea AB. Sea V el punto de intersección.

Tenemos pues dos triángulos ^AZV y AVW.

Pue s t o que A l—é V — A i—l V , A 1—* Z Ü A W y
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Prueba: ( continuación )

ZAV üá. WAV se sigue que ZVA 2¿lfVA (Axioma 3—6)
Por tanto, ZVA es recto y ZW es perpendicular a

AB, El hecho de que ZW sea perpendicular a AB en

el punto A es sólo una cuestión de construcción»

Luego, existe una línea AC tal que AC es perpen—

dicular a AB en el punto A.

Sea úC el plano en el que están A
}
B y C,

Luego, existirá una línea AD tal que AD es perpen—

dicular a AB y perpendicular a AC. En efecto,

todas las líneas perpendiculares a AB en el punto
A están en el mismo plano. Sea éste ^3 . Lo mismo

ocurre con todas las perpendiculares a AC por el

punto A . Sea este plano '¡f' • (% Y tienen un

punto en común,A. Luego, tienen una línea en común

AD y ésta es perpendicular a AB y perpendicular a

AC.

Por tanto, existen tres líneas AB,AC y AD perpen-

diculares entre sí por el punto A.

Hemos probado que para toda línea AB,

<>B ,=' < |R , = , -¿ )>
Por tanto tendremos que:

<AC ,
=•

, < AD , = '^' >
<AB < JR ,

= ,<£ >
(Suponemos que A 1—l B -2¿ A |—l C A }—| D y que los

isomorfismos se han definido de forma análoga).

5- Sea ahora P el conjunto de los puntos del espa-

ció euclídeo. Sea f una función tal que a cada

punto X de P le asigna una tríada de puntos

(X^ ,X^ ,Xj,) donde X^ es el punto de intersección

entre la línea AB y la perpendicular a esta línea

que pasa por el punto X ; X^y es el punto de Ínter-

sección entre la línea AC y la perpendicular a

ésta que pasa por X y X^ es el punto de Ínter—

sección entre la línea AD y la perpendicular a
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Prueba: ( continuación )

ésta que pasa por X,

Estas perpendiculares existen y son únicas.

En efecto, por X pasa una paralela y sólo una a AB

(respectivamente a AC y AD). Sea' ésta L.

Luego, existe una perpendicular a L en el punto
X y puesto que L y AB son paralelas, dicha perpen—

dicular lo es también a AB. Que es única es evi-

dente, pues de haber dos tendrían que estar en

planos distintos, pero AB y X están en el mismo

plano.
f es inyectiva, pues dicha tríada es única y si

X Y se sigue que f(x) ^ f(Y).
f es exhaustiva, pues dados tres puntos X^ £ AB,
X^ € AC , X^- S AD , siempre podemos tener tres

líneas perpendiculares a AB,AC y AD en los puntos

X¿* ,X^ y Xp respectivamente que coincidan en un

punto X . En efecto, pues las perpendiculares a

X^ están en el plano &. , las perpendiculares a

Xft en el plano y las perpendiculares a Xj_ en

el plano ^ . Tenemos, pues, tres planos que

intersectan entre sí, pues son perpendiculares en—

tre sí. Luego, la intersección de dos de ellos

es una línea y la intersección de ésta con el

tercero nos da un punto.

Así pues, f es biyectiva.

6— Sea ahora h tal que:

h (X) = ( g(X<3í ),g(X/3 ),g(x J,))

donde g es el isomorfismo entre una lina y

anteriormente construido.

Puesto que f es biyectiva y g también, se sigue

que h es biyectiva.

Sean Po , ^ y < P4 , El, , csiA >
dos modelos de la geometría euclídea cualesquiera.
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Prueba: ( continuación )

Luego, existirán biyecciones:

h, : P* » |R y »IR
3

- R :

Sea h: tal que:

h(x) = h.;
4
(h 0 (x))

h es biyectiva, pues h
0 y h

4 lo son.

Sean : ]?0 •—»IR
funciones a las que llamaremos "distancia" y

que definimos de la siguiente manera:

d
a (XY) = \/ d(XK

Y
at )* + d(X/íY/3 ) i +d(X r

Yr ) 4'

por el teorema de Pitágoras, Donde d es la

distancia definida anteriormente. Nótese que

d #
coincide con d si restringimos su dominio a

los puntos de AB, Del mismo modo definimos d^

La función h preserva la distancia:

En efecto, sean h
a (x) = (j^,r^¡,iy) y h

0 (Y) =

(s^ (S^j ,Sj.) , Tendremos que:

h,(h(X)) = h,(h/(ha (X))) = h
# (x) y

h4 (h(x)) = h
4 (b¡?(h. (Y))) = he (Y)

Por tanto, ^_____

d»(XY) = V (r« -s* f 4* (r^-s^ f + (r^-s, f =

d
4 (h(X)h(Y))

Veamos que h es un isomorfismo;

i- ElxYZ « > E4h(x)h(Y)h(z)
Si ET0 XYZ entonces X/Y y Z están alineados y

por tanto, d.(YX) 4* d
# (XZ) = d

e (YZ).
Si d

0 (YX) 4* d
# (XZ) = d

e (YZ) , entonces X,Y y Z

deben estar alineados. En efecto,- supongamos que

no lo están. Sea el triángulo AxYZ , Si AxYZ
es rectángulo, se sigue que de (YX) 4* d„(XZ)
d (YZ) pues d

a (YZ) = \/ d* (YX)* d
A (XZ )

4
.
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Prueba: ( continuación )

Sea AXYZ no rectángulo. Sea la perpendicular

a Y i—lZ que pasa por X . Sea V el punto de Ínter-

sección. Luego, d 0 (YZ) = dJ^Y T.v
T ) 4* d 0 (¥Z). Pero

d a ( Y¥) = V dJjXY'f - dAxiiif y d # (WZ) =

\/ d 0 (XZ f - de (XVf de donde d,(XY) > d„(Y¥)
y d e (XZ) > d (VZ) . Por tanto, d0 (YX) •+* d (XZ) >
d<) (YZ) contra lo supuesto.

Asi pues, X,Y y Z están alineados y por lo tanto,

E 0 XYZ.

Análogamente tendremos que E^h(X)h(Y)h(Z) si y

sólo si d
H (h(Y)h(x) ) 4* d Á (h(x)h(z) ) = d^ (h(Y)h(Z ))

De todo lo que antecede tenemos que si E B
XYZ

entonces d
0 (YZ) = de (XY) + d B (XZ) y de ahí

d, (h(Y)h(z)) = d 4 (h(x)h(Y)) 4- d 4 (h(x)h(z)) ya

que h preserva la distancia. De donde,

E^h(X)h(Y)h(z)
Análogamente a la inversa.

ii- X l—l Y Z I—i ¥ < ► h(x) 1—» h(Y) ^h(z) i h(w)
Si XI—IYísí^Zi—1 ¥ entonces, d0 (XY) = d„ ( Z¥ ) ya

que XJ—IY y Z I—1¥ pueden ser considerados como las

hipotenusas de dos triángulos rectángulos«Y por

tanto, da (XY) = \/ )* 4- djX^ )* + d(X^Yr f =

\/ díZ^l^f + díZ^vf+dtZ, VF= d
w (ZV)

De donde, d4 (h(x)h(Y)) = d^ (h( Z)h( W) ) pues h

preserva la distancia. Por tanto,

h(x) J—lh(Y) r^hCz) v—th(lí)
Análogamente a la inversa.

iii— ÜBC + ►h(A)h(B)h(c) «i h(D)h(E)h(F)
Sea ABC a¿„DEF , Puesto que podemos escoger A,C,
D y F tales que Ai—lBÜ,DME y B \—tCrst.E»—»F
tendremos,por el axioma 3—6 que ACE £¿.

#
DFE y que
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Prueba: ( continuación )

BAC ü¿
f
FDE . De donde se sigue que Al—iCs^DmF ,

En efecto, pues si A l—H C^ D l—* F entonces existi-

ría un punto V del radio £df tal que A I—* C 2¿-
0
D I—t W

donde F ^ W , Aplicando el axioma 3-6 tenemos que

DEW — ABC pues DFE BAC y A t—t C ¿ D l—i W v

E I—iA 2i
4
D i—lE . Pero esto contradice el que

ABC £¿„DEF.
4

As í pue s , A I—l C D (-—4 F ,

Tendremos, por tanto, que Al—IB ü,Dl—lE,
Bj—i C ü

9
E HF y Al—iC-^Dí—IF * De donde,

h(A) I—I h(E) h(D) I—ih(E) , h(B)l—|h(c) ü h(E) |—» h(F)
y h(A)Hh(c)^h(D)Hh(F) .

Es un conocido teorema de la geometría euclídea

el que establece: " Si en triángulos ABC y

A'B'C’ ocurre que A B B' Al 1 c SaL A ' l 1 C

y B I—ICraiB'l—|C' entonces ABC Cá» A'B'C' ,

BAC ~ BA^C' y ACBü á'tT' ", (Véase por ejem-

pío : Fishback,"Projective and Euclidean Georaetry"

Pag, 20 , 2§ Ed ición )
Por tanto, h(A)h(B)h(C)^ h(D)h(E)h(F)*1

Análogamente a la inversa.

Así pues, h es un isomorfismo entre

y , Puesto que estos modelos

son modelos cualesquiera de la geometría euclídea,
se sigue que la geometría euclídea de segundo

orden es categórica.
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Anexo 1

Teorema: La relación de isonorfía entre estructuras es un;

relación de equivalencia.

Prueba: SeanA , á> 7 tf tres estructuras del mismo tipo.

Propiedad reflexiva: == (5$ .

i) claramente existe una función h.:A—> X biyectiva,

¿±:): La función que asigna a cada elemento ól mismo.

ii) para cada i 6 1» \í t • • r yta) e A:

t . . , . . ,x¿pj)=f¿h.(x 4 ) , . . ,h(x^) )
iii) para cada j éJ, x 4 ,.., xjg) € A:

^ x4 t • • ^ ^ ^•*1()»• • ^

entoncesPropieda.d simótrica: si

Supongamos que cJ^ .

i) Sea h'la fruición inversa de h. Entonces, si

h- es biyectiva, tambión lo será h.í Pero h lo es

puesto que .

ii) para cada, i 6 3J, x^ , . . ,x^-j £ B:
h '(s/x4 , . . tx^))=h'(h(fi(h'(x 4 ), . . ,la'(x^) ) ) )
pues . ,x^) )=g¡(h(x <4 ) , . . ,h(x^) ) ya

que ^ .

Pero como ii'es la función inversa de h:

h (k(B(h ( x4 ) » • • (-yVCyi) ) ) ) — ( x 4 ) » • • t*1
' (

iii) para cada j é J, x.,,..,x^ 6 3 :

<í x4 » • • » x<5¿j')/
> g 3j < * <k'(x 4 ) » • • 5

-j
pero ^h(xj ) , . . ,h'(x¿^) > 6 Rj <- ^

^“^( h '( x4 ) ) t • • ))> ^ Kj ya que

(x i » . •» X ¿CJ )^> é Rj «É—<h (X <) , . . , h (X^,)> 6 Sj
pues ^ •

Pero como h'es Is función inversa de h.:

^h(h'(x4 ) ) , . . ^(li'íx^j) )]> & Rj- ^—>
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Propiedad transitiva; si cnt -SS 3/- oS ^
entonces Si (5$ *

i) Sea h. la biyeccián entre A y 3 , y sea h'l£

.yscci-ín entre 3 y

una Punción h.
‘

h"= h o h'.

ii) para cada i éf

C. Sntcnces existirá

■h 3 T’n, 0r ,.'tiT0 A v C •;ct:

u * * • > -/fa) ^-v

k ( ^¿( x ¿ i • • t ) "&( 4- ( i t • * > 2l ( ) PU9 s

y k'ísíAxj,) » • • >h ( -j/K¡f)) ) =^( h 'M^ ))»•• ,ix'(h (xtotj) ) )
nue:

pero como h"= h. o h':

k.(h'(h(x 4 ) ) , .. ,li'(h(x^) ) ), . . ,h'
iü) para cada j£j, x^, , ..,:

t • • ^ ^2i(x^ ) i . . ,li(x^p) ^ 6 Sj
pues •

<^h(x 4 ),..,h(x®)> 6 S*<-» <^i'(li(x <í )..h'(h(xJ^.
*/> 6 Tj* Pues .

Pero como li"=h © h' ;

<{ x4 x

Jcp ^ e R
j < > ’v1

^ ' ( x 4 ) • *h
" ( lz¿cp}/€ T;



Anexo 2

Teorema: Si (son isomorfos) luego ¿Es

(son elenentalmente equivalentes). Lox contra-

rio S(5lo se cumple en el caso de que ¿^sea
finito.

Prueba: Sea c7^/3=:
Sea. 10 Lina fórmula tal que cZ&'-loú
Sea j~ : V —=> A una interiaretación del conjunto

de variables de ^ en el universo A, tal que

sat ^ tE.mbién interpreta los relatores

y fuñetores de ^ .

Sea h el isomorfismo entre c?^y $5 .

Entonces habrá una. interpretación ^ :V—tal

(*) que • h( (x^ f ,.,, xw)) = (x^>... xm )
donde , . . . ,xm^= V

Sea K* = x4 > • • *x»«

(3ÍX ) sa ^ x4 » • • • *
x
»n ^ ^ ^ ( x4 )»•*•»

puesto que h es un isomorfismo entre 2r $>
ocurre que:

para $ (x 4 ),,,, <^(xm ) £ A, se cumple que :

)»••» 3~{^*»)y€ <?(£»*) *—>

< h (£(*, b( 3 (xj)> 6 h ( JÍ(Rj)
pero segán ( « )

<^h( (x^ ) ) , . . ,h( (xm) ))> € h( (Rm) ) =

<£'(*<).... J'(x-)> e Jf'mL
y segión ( aa ) ,

<C ? ;
( x 4 ) » • • » 3- ( xm) € ^(n«)^—» .J^sat R

m(x A ,.x

por tanto J es modelo de ^ 8

Lo mismo sucede en los demás casos: Íf ~ 1* , XA/3 ,

Oí V/? , <5( /<?, Ax« , *

a cada ^ ,si c^^I-lod ^ entonces Modxur

Luego , si ufe. entonces c^=? jS .
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Sea finit o. Luego, si ==r 38 , ent

• Efectivamente:

onces

Puesto que <5ré'5 & , para toda fórmula ^ se

cumple que Mod ^ ^ ^ Mod .

Supongamos que cP^Y no sean biyectables. Luego,

I -s? I t | áS | * Pero tenemos que \¿*f\ — n

donde n cO * pues cP^3 s finito.

Entonces, la sentencia que afirma la existencia

de exactamente n elementos es verdadera ( o sqtisfe—

cha) en cSg'y no lo es en 6S • Por tanto, si cpf'
es finito y si , se sigue que cp^y <aí§
son biyectables.

Veamos ahora que debe existir alguna biyección
h de tal que cumpla las condiciones ii)
y iii) de isomorfía :

ii) Para cada i £ I , x^ , . . . ,x^,^ 6 A :

h (*7 (*4 * • • tXfa))) = S¿( h(x4 ) f ..fh(x^))

iii) Para cada j ér J, x^ , . . ,x^^y £ A :

^ Rj si y sólo si <h(x,),..,

h(x^) ) € Sj

En efecto, puesto que =x &c> y cP&y son

biyectables, debe existir una biyección h: -y» ¿3^"
tal que para cada i £ I , x^,.. £ A ,

h ( f/( x4». *»^*j)) = ^/( h ( x^)»• • )

para cada función i-aria de y cada función i-aria

de & . Pues de lo contrario, habría un tórmino ~C¿
tal que para alguna interpretación y de sobre ¿7^
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f (*<)- ,x^^ ) y no existiría ninguna

interpretación sobre <5? de T¿ tal que J ( n )
denotara algún elemento de SS ■ Con lo cual, si

fuera una fórmula en la que apareciese ~C¿ , ^ po-

dría ser interpretada y posiblemente satisfecha en

y en cambio no podría ser interpretada y por

supuesto no satisfecha en SS. Por tanto, no necesa—

riamente CPlf=3 ¿5j .

Puesto que cP’é'S (55 y c7^~y £% son biyec—

tables, debe existir una biyección h:

tal que para cada j £ J , x^ , , . , x^^y é
-

A :

^ Rj € ^(x H ),..,h(x^))éSj
para cada relación j-aria de y cada relación

j-aria de &S . Pues de lo contrario podría ocurrir

que para alguna interpretación $ de ^ sobre

siendo ^ una fórmula del tipo P
n
t^

satisfaciera ^ y no hubiera ninguna interpretación
de ^ sobre ,con lo que ^ no podría ser

interpretada y por tanto no satisfecha en a.
Luego, no necesariamente e^==

Así pues, si cPé'{$ y cx^e s finito,

sigue que $$ «

se

Si c7é~es infinito y cStí=* &§ , entonces no

necesariamente c^sa ¿s • Véanse los ejemplos

de la aritmética de Peano y de la teoría de los nú-

meros reales, cuyos modelos son infinitos y existen

modelos elementalmente equivalentes que no son iso—

morfos, los modelos no-standard.
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Sea <^M , +*, .', s •, o' y .

Sea ^r= ¡ Tn / n £ cjlj ^ donde

Tn = S' s 1 o'

Claramente ,
c--~

Supongamos que h: c/l^^á c^€T
Luego, debe existir un ne S INÍ tal que n

0
es

el más pequeño de los n S INI tales que

h (n) € . Entonces, n0 5^ 0 , pues

h( 0 ) = 0 '
y 0 ' G 0^1 .

Por tanto, n
e

= Sm para algún m e INI .

Pero luego, h(ne ) = h.(Sm) =

h (m) € pues m ^ n
a .

h(ne ) £ C^ro pues n„ = Sm =

lo que contradice que h(nd

S'h(m) con lo

Y entonces,
S SO

) 6

que

Luego, n e ¿ 0 y

Asi pues, tal n D

n
G ^ Sm para todo

no existe y por

m £ íf\jí .

tanto,se sigue

que
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Anexo 4

Sea , , .
'

, ^ , 0' , 1', k^>
Sea sr la reducción de al quitarle la fun-

ción 0—aria k que sirve de denotación a la cons-

tante individual c . (Claramente X es modelo

de 2Z Y" k 6 ) .

Veamos que da y & no son isomorfos.

Supongamos que sí lo sean. Sea h: ==

Luego, h(n) = n' para todo n €. INI . Donde

n = 1 + ,...., ■+• 1 n veces y donde

n'= 1 , -f* 1 ' n veces.

Pero entonces, si k n' para todo n' , teñe—

mos que :

n -> h(x) <C h(n) = n' , pues h. es

un isomorfismo, Con lo que h(x) -¿r k para todo

x 6 (5^ .

Luego, no existe ningún x € & tal que h(x) = k

y por tanto, ^ ¿¡r .
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Nota 1

Definición: ¿Tfz' CI jTls' ( es una subestructura de c?£
si y sólo si:

i) A ' S A

ii) Cada función m-aria f de es la restricción a

A' de la correspondiente función f en

f' = f r (a»)
m

.

iii) Cada relación n-aria R' de ^es la restricción

a A' de la correspondiente relación R de

r> = r n (aa ' ^ n

Nota 2

El esquema axiomático 1^ expresa la condición de

que todo polinomio de grado n tiene una raíz.

Nota 3

Algebra de Lindenbaum

Sea P un conjunto infinito de variables proposi—

clónales.

Sea ^ el conjunto de todas las fórmulas del len—

guaje proposicional con variables en P.

Sea ^ la relación de equivalencia lógica en .

Para todo ^ ^ de (^ , yj s i y sólo si <—> yj
es una tautología.

Para cada r 6 ^ , sea [ ^J = | ^ y
Tomemos B = { W : f }

o = [p A 1 p]
1 = [P V1P]
-i’d = c-’f i
re: a im = C(r^r>i

v íyi = [(‘evy’)]

Definimos:
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Con estas operaciones, < B, A , V,-,0,1 > es

un álgebra be Loole, el Algebra be Lindenbaum.

Es numerable, pues P lo es , y no posee átomos.

En efecto : [^] á ¡y] si y s(51 o si <( J» f
Sea ahora M é B * ítl ¿ 0 . Sea p una variable

proposicional que no aparece en . Tomemos Ot = ( ^ A p)
Entonces, 0 ^ M *M con lo que K3 no es un

átomo.

Nota 4

La suma y el producto son definibles en segundo

orden a partir de 0 y S. En efecto:

A Vh A xy( fxO y x A fxSy ^ Sfxy))

ii ) V s( A xy( gxO » 0 A gxSy ^ f(gxy)x))

Nota 5

La teoría

a diferencia

primer orden es

de los números

la teoría de

c orapleta.

de

reales de primer orden

los números naturales de
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