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Abstract

In this project we will study some methods of multivariate analysis and give some
interesting examples. In particular, we will treat the following methods:

e Multiple linear regression model: which will allow us to relate a random vari-
able to a random vector and analyze its most important applications in Eco-
nometrics.

e (Canonical correlation analysis: which will allow us to relate two random vec-
tors.

e Principal component analysis, which allows us to transform a random vector
of dimension n to dimension 2 or 3 so that it can be represented graphically.

e Discriminant analysis, which given two populations, tells us where and indivi-
dual belongs to.

All of this will allow us to have a very strong idea about the different methods of
multivariate analysis.

Resum

Al llarg d’aquest treball estudiarem diversos métodes d’analisi multivariant i expo-
sarem alguns exemples interessants. En concret, estudiarem els segiients meétodes:

e Model de regressi6 lineal miltiple: ens permetra relacionar una variable alea-
toria amb un vector aleatori i analitzarem les seves aplicacions més importants
en ’Econometria.

e Analisi de correlacié canonica: ens permetra relacionar dos vectors aleatoris.

e Analisi de components principals: ens permet transformar un vector aleatori
de dimensié n a dimensi6 2 o 3 per poder-lo representar graficament.

e Analisi discriminant: donades dues poblacions, ens diu a quina pertany un
individu.

Tot aix0 ens permetra tenir una idea molt solida sobre els diferents métodes
d’analisi multivariant.
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1 El model de regressi6é lineal multiple

L’analisi de correlacié multiple és una técnica d’analisi multivariant que ens permet
relacionar una variable aleatoria y amb un vector aleatori X = (z1,...,x)) a partir
del model de regressio6 lineal multiple.

Definici6é 1.1. Un model de regressio lineal miltiple (MRLM), és aquell en
el qual una variable y, anomenada endogena, ve determinada per un conjunt de
variables x1, ..., z;, anomenades explicatives o exodgenes de la forma:

y=po+ b1 x1+ -+ Pp Tk +u

on u és el terme de pertorbacié (part no determinista) i Sy, ..., Sr son constants.

El nostre objectiu sera determinar els coeficients Sy, ..., Sr per tal d’obtenir les
millors prediccions a partir d’una certa mostra.

Exemple 1.2. Per exemple, ens podriem preguntar si una major densitat d’habi-
tants en una comarca fa augmentar el preu de venda mitja de I’habitatge d’obra
nova per metre quadrat. Tot i que el sentit comi ens pot fer pensar que a major
densitat poblacional, major sera el preu de ’habitatge, el sentit comd no ens pro-
porciona cap resposta quantitativa a la pregunta de quin és exactament 1’efecte de
la densitat poblacional sobre el preu de I'habitatge. Per obtenir aquesta resposta
haurem d’examinar ’evidéncia empirica, és a dir, ’evidéncia basada en les dades
que relacionen la densitat poblacional amb el preu de I'habitatge.

Ara, podriem construir el segiient MRLM:
PREU = o+ p1-DENS + 3y - DIST + 35- PIB+ 3,- RENDA+ 35 - EDAT +u

on el preu de venda mitja de I’habitatge d’obra nova per metre quadrat (PREU) és
la variable endogena i la densitat poblacional (DENS), la distancia entre la capital
de comarca i Barcelona (DIST), el PIB per habitant (PIB), la renda familiar per
habitant (RENDA) i la mitjana de I'edat (EDAT) son les variables exogenes. Com
déiem, el nostre objectiu sera determinar les constants fy, ..., 35, per poder predir
de la millor manera el preu de ’habitatge.

Definicié 1.3. Direm que un conjunt de dades son de tall transversal si recullen
dades d'un conjunt d’individus en un mateix moment temporal, per exemple, un
cens electoral.

Observaci6é 1.4. Hi ha altres tipus de dades, com les de série temporal, on es
recullen dades d’una mateixa variable en diferents moments temporals, per exemple,
la temperatura a les 8:00 a Barcelona recollides cada dia del 2020. En aquest treball,
pero, ens centrarem tnicament en dades de tall transversal.

Agafant com a exemple un conjunt de n dades de tall transversal es pot especificar
una equacié per cada individu:

=0+ B -x1i1+ -+ Bk Tk +w

ynzﬁo—i_ﬁl'xl,n—i_"'—i_ﬁk'l‘k,n—i_un
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on y; és la variable endogena per a 'observacio i-éssima i ;; és la variable explica-
tiva z; per I'observacié i-éssima. Aquest sistema es pot escriure matricialment com:

(70 1 i1 ... g Bo uy
Y2 1 212 ... Tpp B Us

= ) ) P Yix1 = Xosrr1) - Bes1)x1 + Unxa.
Yn 1 Tin -+ Tkn Bk Unp,

1.1 Definicié d’hipotesis basiques

Per poder determinar les propietats dels estimadors i el tipus de contrastos a realit-
zar, és necessari enunciar un conjunt d’hipotesis basiques:

e Hipotesis basiques generals sobre el model:

1. Es un model estocastic, és a dir, és un sistema amb un comportament no
determinista (hi ha un terme de pertorbacio, u).

2. Es un model lineal o linealitzable. Un model és linealitzable quan una
relacio no lineal es pot transformar en alguna lineal, per exemple,

yi = Bo - xfll e x?’; és no lineal, pero aplicant logaritmes obtenim:

In(y;) = In(Bo) + B1 - In(x1;) + - - + B - In(xk), que és lineal.

3. Existeix informacio estadistica suficient sobre les variables, és a dir, ha de
ser k+ 1 < n, ja que en cas contrari tindriem més parametres a estimar
que nombre d’observacions. Tot i que n = k + 1 és el minim, a major
nombre d’observacions (major n), s’obtindra una estimacié més precisa.
Anomenem graus de llibertat del model a la diferéncia

gl=n—(k+1)>0.

e Hipotesis basiques sobre les variables explicatives:
1. Les variables explicatives estan incorrelacionades amb el terme d’error,
per tant, E(x;,;-u;) =0, Vj=1,...,k Vi=1,...,n

2. No existeix cap relacio lineal exacta entre les variables explicatives, i per
tant, rang(X,xx4+1)) = k£ + 1 (rang maxim), on X és la matriu definida
anteriorment.

3. Les variables explicatives estan mesurades sense error.
4. En el model no s’ha inclos cap variable irrellevant ni s’ha omes cap variable
rellevant.

e Hipotesis basiques sobre els parametres:

1. Els coeficients 3; son constants per a tota la mostra. Aquest fet s’anomena
hipotesi de permanéncia estructural.



e Hipotesis basiques sobre el terme de pertorbacio:

1. L’esperanca del terme d’error és 0: E(u;) =0, Vi=1,...n.

2. La variancia del terme d’error és constant: Var(u;) = o2, Vi=1,...,n.
Aquesta propietat s’anomena hipotesis d’homoscedasticitat. D’altra
banda, si 3i,5 € {1,...,n} tals que Var(w;) = 07 # 07 = Var(u;) es diu
que hi ha heteroscedasticitat.

3. Els termes d’error sén incorrelacionats entre si, és a dir, no existeix au-

tocorrelacio:
Cov(u;,u;) = El(w; — E(w;)) - (uj — E(u;))] Plu)=0 E(u;-u;) =0, Yi#j.
Definici6 1.5. Si el terme d’error és homoscedastic i no existeix autocor-
relacié direm que el terme d’error és esféric i, en aquest cas, la matriu
de variancies i covariancies de Y és escalar, com veurem a continuacio:

Uy
T U2
YX=Var(U)=EU-U")=F (ur uy up) | =
Up
Uy - Uy - UL - Up, E(ul.ul) E(ulun)
U Uy e Uy U, Elun-w) - Eluy-up)

1 ara, utilitzant que E(u; - w;) = 0? 1 E(u; - uj) =0 Vi # j, obtenim que
¥ = 0% I,4n, com voliem veure.

4. El terme d’error segueix una distribucié6 Normal.

Observacioé 1.6. Les quatre hipotesis relatives al terme de pertorbacié es
poden resumir mitjancant les expressions:

u; ~ N(0,06%), U~ N(0,0% L)
Proposicié 1.7. La variable endogena es distribueix com una llei Normal amb

esperanca X 3 i variancia o2.

Demostracio. E(Y)=E(XB+U)=X+EU)=X+0=Xp1i
Var(Y) = E[(Y — E(Y))?] = [E(XF + U = Xf)?] = E(U?) = 0 - Lnxpn. O

1.2 Estimaci6é del MRLM

Un cop especificat el MRLM i definides les hipotesis basiques del model, el segiient
pas és calibrar-lo, i per tant, obtenir estimacions dels parametres del MRLM a
partir de la informaci6é mostral disponible. Denotarem com BO, cee Bk els parametres
estimats.

Definicié 1.8. Donat un MRLM: y = By + 1 - 21 + -+ + Bk - o) + u, definim els
errors d’estimacio (e;) com:

ei:yi_(BO"i_Bl'xl,i‘i‘“‘—i-Bk‘.%k’i):yi—@i, Vi=1,...,n.
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1.2.1 Estimacié per minims quadrats ordinaris (MQO)

L’objectiu d’aquest apartat sera trobar els Bo, .. ,Bk que minimitzin la suma dels
quadrats dels errors, i estudiar les seves propietats.

Definicié 1.9. Definim la suma dels quadrats dels errors (SQE) com:

n

SQE =Y ¢! =Y (yi— i)’ =i+ + el
i=1

=1
Podem reescriure ’expressié del SQE matricialment com
SQE=(Y =Y)T - (Y =Y)=(Y = XB)"- (Y - XP)
= (YT —3TXT). (Y = XB) =YTY = YT'X3 - fTXTY + BTXTXB.

Ara bé, com tots els termes de la darrera igualtat son reals (matrius 1 x 1) i
(YTXB)T = pTXTY, podem afirmar que

SQE =YTy — 28" XTy + BTXT X 5.
Ara ja podem procedir a trobar el minim del SQE, derivant i igualant a 0,

0SQFE
o

= —2XTy +2XTXx33

a“ng — 0= XTY = XTX} = p=(X"X)"'. X"V

Notem que aquesta expressio no es pot simplificar fent
(XTX) ' XTy = XY XT)'XTy = X7,
ja que la matriu X no és quadrada (és de dimensié n x (k + 1)) i per tant, X! no

existeix.
Quedaria, per tant, provar que és realment un minim,

1 1 .. 1 1 11 --- Tk
0?SQFE T11 Ti2 ... Tip Iz ... wp2
—=2X"X=2-| © K ’ ’
823 :
Tg1 T2 .. Tkn 1 Tin -+ Tkn

n n
n lel wlﬂ/ tee Z’L:l xkvl
n n 2 n
n n n 2
D1 Thi D ieq Thi " T1g - D i L
i aquesta expressio és semidefinida positiva, ja que és el producte d’una matriu per

la seva transposada (\/§XT . \/§X)



Per tant, ara ja podem afirmar que BMQO

Bugo = (XTX)t. xT.y

minimitza el SQE.

Vegem ara algunes propietats dels estimadors obtinguts, B MQO-

Proposicio 1.10. Els estimadors son una combinacio lineal dels veritables parame-
tres poblacionals [, les variables explicatives i el terme de pertorbacio.

Demostracio.
Brugo = (XTX)t. XTy = (XTX)t. XT (X +U)
= (XTX) ' XTX)p+ (XTX)H - XTU =8+ (XTX)'XTU.
O

Observacio 1.11. A més, com que el terme de pertorbaci6 és una variable aleatoria
que es distribueix seguint la llei Normal, els estimadors (g0 també seguiran una
llei Normal.

Proposicié 1.12. Els estimadors son no esbiaizats.

Demostracio.
E(Bugo) = E(B+ (XTX)'XTU) = g+ (XTX)'XT . B(U) E(U:)=OB
i per tant, BiaiX(BMQO) = E(@MQO) —B=8-8=0. B

Proposicié 1.13. (Teorema de Gauss-Markov): De tots els estimadors lineals i no
esbiaizats, els estimadors MQO son els que tenen variancia minima.

Demostracio. La demostracié d’aquest teorema es pot trobar a les pagines 65-68 del
llibre Econometric Theory, publicat per Arthur S. Goldberg el 1964. U

Observacio 1.14. Tot i no veure en aquest treball la demostracio del teorema de
Gauss-Markov, és essencial trobar la variancia dels estimadors Syqo:

Var(Buqo) = E((Bugo—B)(Bugo—8)") 2 E(XT X)X TU-(X"X) ' X" U)7)
=(XTX)"'XT. BU-U") - X((XTX)™H)Y' = (XTX)'XT.0%. X(XTX)™!
on he utilitzat que E(UUT) = 0% - I,,x, i que X7 X és simétrica, d’on (X7 X)™! és

simétrica,
Var(Bugo) = c2(XTX) ' XTX(XTX)™ = o2(XTX) 7L,
Observaci6 1.15. L’abséncia de biaix no garanteix que el valor numeéric d’un es-

timador estigui molt a prop del vertader valor, sind6 que només diu que en mitjana
coincidira amb aquest.



Definicié 1.16. Definim Uerror quadratic mitja (EQM) com
EQM (Bugo) = E((Buqo — B)°).
Proposicié 1.17. L’error quadratic mitja es pot escriure com
EQM (Barqo) = Var(Buqo) + (Biaiz(Buqgo))*.

Demostracio.

E((Bugo —B)}) =E [(BMQO — E(Buqo) + E(Brugo) — B)?

= E | (Buqo — E(Brqo))* + 2(Brqo — E(Brrqo))(E(Buqo) — B) + (E(Bugo) — B)?

= E[(Bugo—E(Buqo))’|+2E[(Bugo—E(Brqo)) (E(Buqo)—B)+El(E(Bugo)—5)’]
= Var(Buqo) + 2(E(Buqo) — B)E[Buqgo — E(Buqo)) + Biaiz(Buqo))*
= Var(Buqo) + Biaiz(Brqgo))*
ja que E(Byoo — E(Bugo)) = 0, com voliem veure. O

Definicié 1.18. Diem que un estimador és consistent si lim EQM(BMQO) = 0.
n—oo

En altres paraules, un estimador és consistent si en incrementar la mida de la mostra,
I'estimador s’aproxima al seu valor poblacional.

—1
Proposicié 1.19. Sota el suposit que la matriu lim <XTTX> existeix 1 €s finit,
n—oo

lestimador Bygo €s consistent.

Demostracio.

lim EQM (Buqo) = lim (Var(Bqo) + (Biaiz(Brqo))?)

n—oo

lim_ (Biaiz(Brrqo))=0 R o2 /XTx\ !
= limVar(Bugo) = lima*(XTX)™! = lim — < =0
n—o00 n—o00 n—oo N n
xTx -1 . ., .
on hem suposat que (T) existeix i és un nombre finit. O

Corol-lari 1.20. A partir dels resultats anteriors, podem afirmar que
Bargo ~ N(8,0*(XTX) 7).
Definicié 1.21. Definim els errors o residus de 1’estimacié com

BMQO:Y—Y:Y—XBMQ().



Proposicié 1.22. El vector eyrqo €s una combinacio lineal de la variable endogena.

Demostracio.
ergo =Y — ¥ =Y = XBugo = ¥ = X(XTX) XY = I, - X(XX) ' XT]Y
ifent M = I,,x, — X(XTX)7'XT obtenim que eygo = MY, com voliem veure. [J

Proposicioé 1.23. La matriu M és simétrica de dimensid nxn, idempotent (MM =
M), ortogonal respecte a X, és a dir, MX =0 i amb traca n — (k+ 1).

Demostracio. Clarament la matriu M és quadrada n X n, ja que la matriu Y té
dimensié n x 1, per tant, al treure factor comu Y, apareix la matriu identitat de
dimensié n x n. Observem també que la matriu X (X7 X)"1X7T és de dimensié n x n,
ja que la matriu X és de dimensié n x (k + 1).

D’altra banda, com I, és simétrica, només queda veure que X (X7 X)™1 X7 és
simeétrica. Per demostrar-ho utilitzarem la propietat que diu que si A és una matriu
simétrica p x p i B és una matriu p x ¢, aleshores BT AB és simétrica ¢ X ¢, en el
nostre cas prenem B = X7 de dimensi6 (k+ 1) xni A = (XTX)™! (ja hem vist
que és simétrica) de dimensi6 (k + 1) x (k + 1). Per tant, al ser M la resta de dues
matrius simeétriques, és simeétrica.

Vegem ara que M és idempotent, és a dir, MM = M
MM = (Inxn — X(XT"X) ' XT) Lysen — X(XTX) ' XT) = L —2X(XTX) 7' X7+
+ XXX XX (XTX) T X =1 — X(XTX) ' XT =M = MM =M
També cal veure que MX =0
MX = (Iyn — X(XTX) ' XDHX =X - X (X2 X¥X =X - X =0,
on 0 representa la matriu de dimensié n x (k 4+ 1) amb tots els seus elements 0.
Finalment cal provar que tr(M) =n — (k + 1):
tr(M) = tr(Lyxy) — tr(X(XTX) ' XT) = n — rang( X (XTX) ' XT)

perqué clarament, X (X7 X)™1 X7 és idempotent i la traga d’una matriu idempotent
és el seu rang, d’aqui podem deduir que tr(M) =n — (k + 1), com voliem veure. [J

Proposicié 1.24. El vector eygo €s una combinacio lineal de U.

Demostracio.

eroo = MY = M(XByoo +U) = (MX)Bugo + MU "E" MU.

O
Proposicié 1.25. El vector eyqo €s ortogonal a la matriu X.
Demostracio.
GIJ\QQOX = (MU)TX — UTMTX M Sirgétrica UT(MX> M)ézo 0
XTerngo = XT(MU) M 2w x Ty — (M x)Tu £,
O



Proposicié 1.26. La mitjana mostral dels residus és 0 quan el model té terme
independent.

Demostracid. De la proposici6 anterior sabem que X7 ey00 = 0, per tant,

1 1 c. 1 €1 Z?:l €; 0
n
XTe _ 11 T12 .- Tin ()] _ Zi:l X1,i€4 _ 0
MQO — . . . . : . - . -
n
Tk1 Tka ... Thkp €n Yo Thi€ 0

d’on deduim que, igualant la primera component del vector

n n

ZeiZO:éMQO:%ZQ:O'

i=1 i=1

O
Proposicié 1.27. El vector epygo es distribueir segons una llet Normal.
Demostracid. Com que eygo = MU 1 U ~ N(0,021,,x,), tindrem que
BMQ()NN(O,U2M). O

Un cop vistos aquests resultats, ja estem preparats per estimar la variancia del
terme de pertorbacié. Aquest resultat ens sera molt til, ja que és necessari conéixer
la variancia per poder fer contrastos d’hipotesis.

E(SQE) = E(e"¢) = E[(MU)T(MU)] = E(UT MTMU) ™ "Z" p(UT MMU)

MM=M UT MU matriu 1x1 tr(AB)=tr(BA)

EUTMU) E(tr(UTMU)) E(tr(MUUT))
=tr(E(MUUT)) = tr(ME(UU")) = tr(Mo*Id,x,) = o*tr(M) = o*(n — (k + 1))

i per tant, deduim que

T n 9
A2 € e - 212161

UMQO_n—(k—i—l) Cn—(k+1)

1.2.2 Estimaci6é per maxima versemblanca (MV)

El métode de la maxima versemblancga proposa com a estimador del parametre aquell
valor que maximitza la probabilitat d’obtenir les observacions mostrals disponibles.
Sabem que U ~ N(0,02I,x,), per tant, utilitzant que la funcié de densitat d’una
distribuci6 Normal N (u,o?) és

1 (z—p)?
fla) = —m=e 5t

o\ 21

8



obtenim la funci6é de densitat de cadascun dels termes de pertorbaci6

fz(uz) = ! =
o

e 20 \V/Z ., n.
27

Ara, podem calcular la funcié de densitat conjunta del vector U:

1
|| i(u;) = (2mo®) "2 § j (2m0®) " Peap | -5 UTU
fi(uy) o) 2exp ( u; ) o’ exp < 5,2 )

fent el canvi de variable Y = ¢(U) = XB +U = U =gY) =Y - X3,

Jy~1(Y) =1, obtenim
2\—n/2 1
f(Y) = (2m0®)™ exp( (V= XB)" (Y—Xﬁ))-

Els estimadors de maxima versemblanca s’obtindran a partir de maximitzar la fun-
ci6 de versemblanca, per tant caldra calcular les derivades parcials de la funcié de
versemblanca respecte 3 i 02, i igualar-les a 0.

Per facilitar els calculs, faré la derivada a partir del logaritme de la funcié de ver-
semblanca,

In(L{y: 6,0%)) = —2in(2m) — 2in(0%) — 5 5(V — XB) (¥ — X5)

>
I R
aa%L _ _%[_ZXT(Y ~xP) = %[XTY XTXG) =0 (1)
dinL 11 : A
= =5 =t 5alY = XAV = XB) =0 (2)

de l'equaci6 (1) deduim que

XTY - XT"XB =0« |fuy = (XTX)"H(XTY)

i de I'equacio (2) deduim que

2}72 (—n + %[(Y — XB) T (Y — XBMV)]> =0 —
Y — XBy)T - (Y — X3 r
<:>6i/lV_( /BMV)n( BMV):%

Podem observar que BMV = BMQO, de manera que l'estimador MV té les mateixes
propietats que 'estimador MQO.

No succeeix el mateix, perd amb 'estimacié MV de o2, de fet, aquest estimador és
esbiaixat.

E(ee) = %Oz(n k1))=Y

o #+ o

g
Q>
:l\'}
=
I
=
RS
®
|
®
N———
I
S|

Tot i ser esbiaixat, és asimptoticament no esbiaixat, ja que, a major mida mostral,
el biaix s’aproxima a 0,

k 1 n—00
Biaiz(62,,) = — 062 "2 g,

n



1.3 Validaci6é del model
1.3.1 Bondat de Pajust

Un cop especificat el model, caldra validar-lo, és a dir, veure si és realment un bon
model.

Definici6é 1.28. Definim la suma dels quadrats totals (SQT) com:

i=1

on ¢ és la mitjana de la variable endogena. Notem que podem prendre la SQT com
una mesura de la dispersi6 de la variable endogena.

Definicié 1.29. Definim la suma dels quadrats de la regressio (SQR) com:
i=1

on g; és la variable endogena estimada per I'observacio i-éssima. Notem que la SQR
es pot entendre com la part de la variabilitat total de la variable endogena que es
veu explicada pel model estimat.

Observaci6é 1.30. Recordem que haviem definit la suma dels quadrats dels errors

(SQE) com:

n

SQE = Z(yz — ;) = 2612»
i=1

i=1
Notem que la SQE s’entén com la part de la variabilitat total de la variable endogena
que no es veu explicada pel model estimat.

Proposicio 1.31. Sempre que el model tingui terme independent es complira que
SQT = SQR + SQE.

Demostracio.

n n n

SQT =S (i — 92 = S (= 9 + G — 9)* = S (ei + (G — 7))

i=1 i=1 =1
=> [+ @ —9)*+2 e —9)] = SQE+ SQR+2Y _ei(j — U).
=1

i=1

per tant, tindrem

SQT = SQR+ SQE <= Y e — ) = Y _edi+§) e =0,
=1 =1 =1

10



i com que el model té terme independent, per la proposicié 1.26 se satisfa que

n

Zei = 0, tindrem que SQT = SQR + SQF <— Zeigji =0 on,

i=1 =1

n

Z el = Z 6i(5’0+31'$1,i+' : +kak1) = BD Z GH—Bl Z €;T1;+: - '+Bk Z €T
i=1 i=1 i=1 i=1

i=1

Ara, a partir de la demostracié de la proposicié 1.26 també es pot veure que

Zei~:cj,i:0, VJZQ,,k:>Z€lQZ:0:>SQT:SQR+SQE,
i=1

i=1
com voliem veure. OJ

Observaci6 1.32. Si el model no tingués terme independent, es podria complir que
SQT < SQR+ SQFE, per exemple, considerem el model y; = 31 - 21, amb lesn =3
observacions segiients: y; = 4,211 = 0.25, yo = 4,212 = 0.05, y3 = 4,213 = —0.20,
en aquest cas, com que y = 4, tindrem

3

SQT = (yi=9)" =D (4=4*=0

=1

i, d’altra banda, el SQFE seria positiu, ja que fixat Bl, mai es complira que SQFE = 0,
ja que aixo0 portaria a

4=(-025=0, 4=05-0.05=0, 4= -(—0.20) = 0, alhora,

la qual cosa no es pot complir. Es a dir, hem trobat un exemple que ens permet
entendre perqué no es compleix SQT = SQR + SQFE quan el model no té terme
independent.

Com a reflexi6 final, notem que si introduim el terme independent definint un
nou model y; = By + 31 - x14, podriem definir 3y =4 i 3; = 0, amb el que obtindriem
SQT = SQR + SQFE, ja que tots els termes soén 0.

A partir d’ara suposarem sempre que el model té terme independent.

Definicié 1.33. Definim el coeficient de determinaci6é (R?), com

SQE

2
—1—
R SQT

Aquest coeficient ens dona una mesura sobre la bondat de ’ajust. De fet, el coeficient
R? mesura quina proporci6é de la variabilitat total de la variable endogena es veu
explicada pel model. Aixi, com major sigui el valor del coeficient de determinacio,
millor sera I’ajust del model.

11



Proposicio 1.34. Es compleix que

R = gg—]; € [0,1].

Demostracio. Com estem tractant models amb terme independent, tenim que

_ SQE  SQT — SQFE sqQr=sqQr+sqe SQR
SQT — SQT N SQT

A més, com SQFE > 0 podem afirmar que SQT > SQR i, com SQT i SQR també
son positius, podem afirmar que

R2=1

R? = :Zg—i € [0,1].

O

Exemple 1.35. Si el model y = 8y + 1 - x1 4+ -+ + Bk - 1 + u té un coeficient de
determinacié R? = 0.83, diem que les variables x1,...,z; expliquen un 83% de la
variabilitat total de la variable endogena, i per tant, el model deixaria d’explicar un
17% de la variabilitat de y.

Definici6é 1.36. Diem que dos models sén ennierats si tenen la mateixa variable
endogena i les variables exogenes d’un dels dos models sén també variables exogenes
de I'altre model.

Exemple 1.37. Els models

y=PBo+Bi-mat et Bt
y=PLo+bi-z14 -+ Br Tyt Bryr - Tpr + o+ B m

son ennierats per [ > (k + 1), ja que tenen la mateixa variable endogena (y) i les
variables exogenes del primer model (xy,..., ;) son també variables exdgenes del
segon.

Malgrat la utilitat del coeficient de determinacid, aquest presenta un problema
quan el volem utilitzar per a seleccionar el millor model entre un conjunt de models
ennierats, ja que sempre acabara seleccionant el model més general de tots, perquée
a mesura que incorporem variables explicatives, la SQE disminueix. Per tant, el
coeficient de determinacié no ha de ser utilitzat com a criteri per seleccionar entre
models ennierats.

Definicié 1.38. Definim el coeficient de determinacié corregit (R?) com

n—1

RR=1-—u——
n—(k+1)

(1—R* €|0,1]

on k 4 1 és el nombre de variables que té el model.

12



Amb aquest nou coeficient, en augmentar el nombre de variables, augmenta n —
(k4 1) i per tant, el coeficient pot disminuir en comparar dos models ennierats.

Resumint: El coeficient R? ens indica quin percentatge de la variable endogena
esta explicat per les variables exogenes, i per tant, ens permet comparar models
no ennierats per deduir quin dels dos s’ajusta més a la realitat. En canvi, si volem
comparar dos models ennierats, caldra utilitzar el R? per saber quin dels dos s’ajusta
més a la realitat.

1.3.2 Significaci6 de parametres

Comencarem aquest apartat estudiant la significacié economica dels parametres.

Si tenim el model y = Bo+ B 21+ - -+ Bi v +u, observem que [3; = aaTyj i per tant,
els parametres reflecteixen 'efecte que tenen, en mitjana, variacions unitaries de les
variables explicatives sobre la variable endogena. Es important que les estimacions
obtingudes siguin coherents, per exemple, si esperem que un parametre estimat sigui
positiu i surt negatiu, hauriem de revisar el que ha passat.

Un altre pregunta que ens podriem fer és: Quina variable explicativa té més
influéncia sobre la variable endogena? Com que les variables exogenes, poden estar
en unitats diferents, no seria correcte mirar el valor del parametre estimat. Hi ha
dues possibilitats:

1. Contribuci6 mitjana d’una variable: es calcula §; - z;, Vj = 1,...,k i es
compara quin és més gran.

2. Coeficient beta estandarditzat: Es pot calcular de dues maneres. La primera
és a partir de I'expressio

, on s;. 1, son les desviacions tipiques de z; i y respectivament

i es comparen aquests parametres. La segona opci6 és transformar el model

on cada variable estigui dividida per la seva desviaci6 tipica i estimar aquest

nou model: . .
£:60+51'8—1+"'+6k'_k+u

Yy z1 Safk

i comparar els parametres d’aquesta nova estimacio.

Un cop fets aquests apunts sobre la significacié economica ens centrarem en la
significacié estadistica, on analitzarem, mitjancant contrastos, la significacio es-
tadistica individual i conjunta de les variables del model.

e [l contrast de significacié individual de la variable z; contrasta si aques-
ta variable és estadisticament significativa, és a dir, si realment explica a la
variable endogena. Aquest contrast té la segiient hipotesi nul-la:

Hozﬂj:()
HAZSJ‘#O
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Pel corol-lari 1.20 sabem que BMQO ~ N(B,0*(XTX)™!). Estandarditzant
aquesta distribucié Normal i utilitzant que sota Hy tenim 3; = 0, obtenim que

Pugo; —bBi  yo, 1) "2 Pugos . (o, 1)
Vo ((XTX) 1), Vo ((XTX) ),
a més, tenim que

n—k n—~k SQE SQE 9
—= " OmQo,; = o2 'M: 2 NXH—(kJrl)‘

o2
Ara, utilitzant la definicio6 de la llei t de Student: si X ~ N (0, 1) és independent
de Y ~ X2 aleshores

X
VY/n

i, aplicant aquesta definici6é al nostre cas, obtenim que

Bro s\ (XTX) ), Burgo.

VB #63100,,/ 17 l—T] /03100, (XTX) )
en conclusio, hem deduit que 'estadistic de prova per al contrast de significacié
individual £y es comporta com una t-Student amb n— (k+1) graus de llibertat

_ B

tg = =~ lp—(k+1)-
Var(s;)

Denotarem per t,.,/2 a I'antiimatge de la funci6é de distribuci6 t de Student
amb n graus de llibertat per a un nivell de significacié a. El criteri de decisié
que s’utilitza és el segiient:

es coneix com la t de Student amb n graus de llibertat

~ tnf(kJrl) ’

— Si |to| > th—(k+1);a/2 rebutgem la hipotesi nul-la i per tant, considerem
que el parametre 3; és estadisticament diferent de 0 = la variable z; és
rellevant.

— Si |to| < ta—(k+1):a/2 acceptem la hipotesi nul-la i per tant, considerem
que el parametre §; és estadisticament igual a 0 = la variable z; no és
rellevant.

El contrast de significacié conjunta del model contrasta si les variables
explicatives son estadisticament significatives, en conjunt. Aquest contrast té
la segiient hipotesi i estadistic de prova:

SQR
H()Zﬂl:,_,:ﬁk:o ) T
Fo= b R
{HA: dj e {1,...,k} tal que B; #0 ¢ Yo SQF kin—(k+1)
n—(k+1)

on Fipn—(k+1) representa la distribucié F de Fisher (o F de Snedecor) amb &
graus de llibertat al numerador i n — (k+ 1) graus de llibertat al denominador.

14



Observacio 1.39. L’estadistic de prova Fj es pot reescriure, si el model té
terme independent, com:

SQR SQR/SQT R
_ k _ k _ k N
bo=—508—~ SQE/SQT ~  1-R? Frin—te-)

n—(k+1) n—-(k+1) n—(k+1)

Denotarem per Fj.,../2 a Pantiimatge de la funcié de distribucié F de Fisher
amb k graus de llibertat al numerador i n graus de llibertat al denominador
per a un nivell de significacié a. El criteri de decisi6 que s’utilitza és el segiient:

— Si Fy > Fi_1;n—(k+1);0 Tebutgem la hipotesi nul-la i per tant, considerem
que el model és globalment significatiu.
— Si Fy < Fi—1;n—(k+1);0 acceptem la hipotesi nul-la i per tant, considerem

que el model no és globalment significatiu.

Observaci6 1.40. De I'expressio de Fy es pot deduir que, si R? és proper a
1, aleshores Fj sera major i per tant, es conduira a rebutjar la hipotesi nul-la.

1.4 Prediccio

L’objectiu d’aquesta seccidé és mostrar com fer prediccions, que és un dels grans
objectius de I’Econometria.

Quan es tenen dades de tall transversal, pot ser de gran interés predir el com-
portament d'un individu que no hagi estat inclos en la mostra, en canvi, si tenim
dades de tall temporal, pot ser d’interés predir el comportament futur de la variable
endogena. Cal tenir present que les prediccions poden ser puntuals (es prediu un
valor) o per interval (es determina un interval de possibles valors entre els quals
estigui el valor de la variable endogena).

Notem que per fer les prediccions s’ha de suposar que les hipotesis basiques es
mantindran per a les observacions de fora de la mostra, en concret, és important
que es compleixi la hipotesi de permanéncia estructural, ja que en cas contrari no
tindria sentit fer la prediccié.

1.4.1 Prediccié puntual

Suposem que a partir d’'una mostra de n observacions s’ha estimat el segiient model:
y=FotBi-xi+ + BT tu

obtenint uns coeficients beta estimats

y=PFo+Pr-ar -+t Br
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Ara, si volem predir el valor de la variable endogena per una observacié n + 1, de la
qual coneixem el valor de les variables explicatives 1,41, ..., Tk nt1, utilitzarem:
Unt1 = Bo + 51 “Tlntly - ,Bk * Thnt1-
Aquesta expressio es pot reescriure matricialment com
b
Ung1 = Xg+1 ) B = (17 T1in41y - - - 71’k,n+1) : 6,1

~

B

1.4.2 Prediccié per interval

Donat un nivell de significacié «, podem obtenir la prediccié per interval sobre la
variable endogena per a l'observaciéo n + 1, X,,11, a partir de la segiient expressio:

P ('yn+1 — gn+1| S tnfk;a/Z\/&2(1 + X$+1(XTX)1Xn+1)> =1 (6%
és a dir, la variable endogena per 'observacioé n + 1, estara a 'interval

[gn—l-l - tn—k;a/? : C, gn—i-l + tn—k;a/Q : C}

on

C= \/‘72 14+ X (XTX) 7 X p)

amb una probabilitat de 1 — a. Notem que X,,41 = (1, 21041 + -+ + Thnt1)-

1.4.3 Valoracié de les prediccions

Per tal de valorar les prediccions que es fan en un MRLM existeixen diverses me-
sures que permeten avaluar la capacitat predictiva del model. Sigui H el nombre
d’observacions que s’han predit. Definim:

Definicié 1.41. Error absolut mitja (EAM):

H
EAM(H Z le( % Y Yneh = Gl
h=1

Definicié 1.42. Error quadratic mitja (EQM):

1 A 1 1
EQM Z € Z Yn+n — yn+h
h=1

h=1
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Observacié 1.43. Notem que perqué un conjunt de prediccions siguin bones, tant
EAM com 'EQM han de ser tan petits com sigui possible. El problema principal
d’aquests errors és que estan influits per les unitats de mesura de la variable endoge-
na, és a dir, son mesures no adimensionals. Es a dir, en cap cas sabrem, mitjancant
I'EAM o 'EQM si un conjunt de prediccions sén bones o no.

Per resoldre aquest problema podem definir:

Definicié 1.44. Error percentual absolut mitja (EPAM):

100 1

EPAM(H

h=1

i utilitzarem el segilient criteri per saber si una prediccié és bona o no:
e Si EPAM < 1% = Molt bona capacitat predictiva.
e Si 1% < EPAM < 3% = Bona capacitat predictiva.
e Si3% < EPAM < 5% = Capacitat predictiva regular.

e Si 5% < EPAM — Baixa capacitat predictiva.

1.5 Contrastacio de restriccions lineals

Fins ara hem estudiat dos tipus de contrastos (els de significacio individual i els de
significacié conjunta dels parametres d'un MRLM), pero podriem estar interessats
a contrastar altres suposits, com per exemple 3 + 83 = 0.

Aquests contrastos on s’analitzen combinacions lineals de coeficients s’anomenen
contrastos de restriccions lineals.

Per fer una contrastacio de ¢ restriccions lineals s’hauran de seguir dos passos:
1. Formulacié matricial de les restriccions lineals: escrivim de la forma R,y -

Brx1 = Tgx1, on IX és una matriu construida pels coeficients associats a cada
una de les ¢ restriccions i r és un vector que conté els termes independents.

Exemple 1.45. Si tenim el model y = By + 1 - x1 + B2 - 2+ P3-x3+ 1 i volem
contrastar o = 51 [/, = 33 construiriem les matrius

Bo
001 0 Bl (5
(010—3)' B _(o)
Ps

2. Construcci6é de l'estadistic de prova: Primer cal definir les hipotesis nul-la i
alternativa corresponents, a partir de les matrius R i r calculades anteriorment.

Hy: RB=r (les q restriccions son certes)
HA : Rﬁ 7é T

17



Definici6 1.46. Donat un MRLM i un contrast d’hipotesis, anomenem model
ampliat al model en el qual es rebutja la hipotesi nul-la i anomenem model
restringit al model en el qual s’accepta la hipotesi nul-la.

Exemple 1.47. Seguint amb ’exemple anterior, si tenim el MRLM
y=Po+P1-x1+ Po-xo+ B3+ 23+ uivolem contrastar S =51 [ = 303,

y=700+ 01 -1+ B2 x2+ B3 x3+u és el model ampliat, i

y=PBo+3 B3 21 +5 10+ B3 -x3+u=1y= Lo+ B3(3x1 +x3) + 50 + 1

és el model restringit.

Per al contrast anterior (Hy : RS = r) cal utilitzar 'estadistic de prova

SOFEr — SOF
Py = (SQER —SQE4)/q ~ Fon o),

 SQE4/(n—(k+1))

on SQFE, i SQFER son la suma dels quadrats dels errors del model ampliat i
del model restringit, respectivament.

Ara, utilitzant que R*> = 1 — SQFE/SQT = SQE = SQT(1 — R?) i que
SQTy = SQTER, ja que

n

SQT = Z(yZ —7)* no depén dels coeficients estimats,
i=1

podem deduir que

(SQTa(1 — R%) — SQTA(1 — BY)/g _ SQFr(1— Ry — 1+ RY)/q
SQTA(L— RZ)/(n — ) SQFx(q— F3)/(n — k)

(BA—RR)/a .
(L= R%)/(n— (k1) Y

FOZ

FOZ

on R% i R% son els coeficients de determinaci6 del model ampliat i del model
restringit, respectivament.

Per un nivell de significacié « utilitzarem el seglient criteri de decisio:
® Si Fy > Fypn_(k+1);0 = Esrebutja la hipotesi nul-la, és a dir, les restric-
clons no son certes.

o Iy < Fyn—(k+1); = No es rebutja la hipotesi nul-la, és a dir, les res-
triccions sén certes.

A tall d’exemple provaré que aquest estadistic de prova coincideix amb 'esta-

distic del contrast de significacié conjunta descrit a 'apartat 1.3.2. Significacio de
parametres.
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Observaci6 1.48. Contrast de significacié conjunta: Si tenim el MRLM
y=00+ b1 -1+ -+ Bk -z + uivolem contrastar

Hy: Bi=---=03.=0
0: B Bk =k
H,: no Hy
tindriem 'estadistic de prova:
= (SQER — SQE4)/k Foo
= ~ n— 1)
SQEa/(n— (k+1)) "m0
on el model restringit satisfa g = --- = 8, = 01 per tant, y = By + u.

Notem que en estimar aquest model restringit, com es vol minimitzar el SQE,

tindrem que
n

SQE = Z(yz — i) = Z(% - 50)27
1=1 i=1

i aquest es minimitza quan

n n

agg)E = 20y —Fo) - (=1) =2 (Bo—w) =2 (Zy _ n@)) 0 e
’ =1 i=1 T

1=

=1

Per tant, com el model restringit té terme independent, es compleix que
SQTR = SQER + SQRR7 on

n

SQR=Y"(5i— 9*"=" > (5 - 9)* = 0 = SQTr = SQFx,
i=1

i=1
a més, sabem que

SQER
SQTr

i per tant, podem reescriure I'estadistic de prova com:

Fo= (Ri - R%)/k R%ZZO R‘%‘/k ~ Flop—(bt1
I—R)/n—(k+1)  (-R)/(n—(k+1) ~Fnt

que efectivament coincideix amb l’estadistic de prova que hem vist a la secci6 1.3.2.
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1.6 Exemple amb Gretl

En aquesta secci6 utilitzaré el programa Gretl que, entre altres utilitats, serveix per
obtenir 'estimacié per MQO donada una mostra.

Primer de tot he creat un fitxer Excel amb les dades del preu de venda mitja de
I’habitatge d’obra nova per metre quadrat, densitat poblacional, distancia a Barce-
lona, PIB per habitant, renda per habitant i mitjana d’edat (a la primera secci6 de
I'annex es pot veure amb detall d’on les he obtingut). En segon lloc, he estimat el
seglient model per MQO:

PREU = By+p1-DENS + - DIST + 33- PIB+ 34- RENDA+ (35- EDAT +u
un cop el Gretl ha estimat el model, apareix la segiient finestra:

[ BN ] gretl: modelo 1
Archivo Editar Contrastes Guardar Graficos Analisis

Modelo 1: MCO, usando las observaciones 1-42
Variable dependiente: PREU

coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p

const 4255.33 2415.56 1.762 0.0866 *
DENS @.130041 9.0433085 3.003 0.0048 s
DIST 3.17339 2.11331 1.582 9.1419

PIB -24.2252 16.0426 -1.510 9.1398
RENDA 229.877 83.6263 2.749 0.0093 s
EDAT -143.523 47.6362 -3.013 0.0047 s

Media de 1la vble. dep. 1361.175 D.T. de la vble. dep. 731.7264
Suma de cuad. residuos 18526843 D.T. de la regresién 54@.7516

R-cuadrado B9.520469 R-cuadrado corregido B.453867
F(5, 36) 7.814667 Valor p (de F) 0.000046
Log=verosimilitud -320.6626 Criterio de Akaike 653.3252
Criterio de Schwarz 663.7512 Crit. de Hannan-Quinn 657.1467

Notem que a la part superior de la finestra, s’indica que s’ha estimat el model per
MQO utilitzat 42 observacions (una observaci6 per cada comarca de Catalunya).

Al mig de la finestra apareixen diferents columnes: En la primera hi apareixen
la constant i les variables exdgenes; en la segona columna (coeficient) apareixen les
estimacions per MQO i, per tant, el model estimat és el segiient:

PREU = 4255.33 + 0.130041 - DENS + 3.17339 - DIST — 24.2252- PIB +

+ 229.877- RENDA — 143.523 - EDAT

en la tercera columna (desv. tipica) s’indica la desviacio tipica de cada variable;
en la quarta columna (estadistic ¢) s’indica el valor de estadistic de significacio
individual de cada variable, és a dir,

~ ~

Bi Bi
tyg = J = I~ t42—6;oc/2 = t36;a/27

Var(;) S0

per tant, a la quarta columna apareix la divisio entre el coeficient (segona columna)
i la desviaci6 tipica (tercera columna); finalment, a la cinquena columna (valor
p) apareix el p — valor que té la seglient utilitat: Per un nivell de significaci6 «,
lto] > tn—a/2 <= p —valor < a.
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Utilitzant un nivell de significacio del 5% (a = 0.05) podem veure com el contrast
de significaci6é individual ens porta a la conclusié que:

1. Les variables “DENS”, “RENDA” i “EDAT” so6n estadisticament significatives,
ja que tenen un p — valor inferior a 0.05.

2. Les variables “DIST” i “PIB” no sén estadisticament significatives, ja que tenen
un p — valor superior a 0.05.

A la part inferior de la finestra trobem diversos parametres, entre els quals des-
taquem:

e La mitjana i desviaci6 tipica de la variable dependent (en aquest cas, PREU).
e La suma dels quadrats dels residus, és a dir, la SQFE.

e El coeficient de determinacio (R? = 0.520469), que ens indica que el model
explica un 52.0469 % de la variabilitat de PREU.

e El coeficient de determinaci6 corregit (R? = 0.453867), que ens permet poder
comparar entre diferents models ennierats.

e [’estadistic de significacié conjunta del model, que podem comprovar que esta
ben calculat a partir de la seva férmula, ja que coneixem el valor de n, ki R? :

R? 0.520469
k 5
Fy = T = T 0520460 = 7.81467 ~ Flp— (k1) = F 36

e El p — valor del contrast de significacié conjunta, que té el segiient significat:
per un nivell de significacié o, |Fo| > Fip—(kt1),0 <= p — valor < a. En el
nostre cas, com el p —valor és 0.000046 < 0.05, podem deduir que el model és
globalment significatiu per un nivell de significacié del 5% (a = 0.05).

A més a més, ens podriem preguntar quina variable exdogena té més influéncia
sobre la variable endogena (PREU), per aixo, calcularem el coeficient beta estan-
darditzat, que s’obté a partir de la formula

~

*

A S(E]' , 1 . . L. .
S = f3;—", on s, s, son les desviacions tipiques:
Yy

. 0.0433085 . 2.11331
* = 0.130041 - ———— = 7.6967-107% 3% =3.17339 - ————— —9.1638-10°
o 731.7264 P B 731.7264
. 16.0426 . 83.6263
= 9249252 ———— — _(.5311: B =229877  — " — 26.2718
b3 731.7264 » P 731.7264
R 47.6362
B = —143.523 - — —9.3435.

731.7264
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Observem que B; és el coeficient beta estandarditzat més gran en valor absolut, i
per tant, la variable REN DA és la que té més influéncia sobre la variable endogena
PRFEU. Una altra manera de calcular aquests coeficients és estimant per MQO el
model:

xr xr
g:ﬁl—i—ﬁQ._Q_F..._i_ﬁK._k_'_u

Yy T2 Sy,

per tant, si definim les noves variables al Gretl x;/s,, com veiem a continuacio

‘0@ gretl
Archivo Herramientas Datos Ver Afadir Muestra Variable Modelo Ayuda =

Comarques.xlsx * /Users/Pol /gretl
ID # Nombre de variable Etiqueta descriptiva

0 const

1 Comarques

2 PREU

3 DENS

4 DIST

By PIB

6 RENDA

7 EDAT

8 PREU_ PREU/731.7264
9 DENS_ DENS/0.0433085
10 DIST_ DIST/2.11331

11 PIB_ PIB/16.0426

12 RENDA_ RENDA/83.6263
13 EDAT_ EDAT/47.6362

i estimant el model de les noves variables per MQO, obtenim els resultats:

[ JoN ) gretl: modelo 2
Archivo Editar Contrastes Guardar GCraficos Analisis LaTeX =

Modelo 2: MCO, usando las observaciones 1-42
Variable dependiente: PREU_

coeficiente Desv. tipica Estadistico t valor p
const 5.81546 3.30118 1.762 0.0866 *
DENS_ 7.69672e-06  2.56329e-06 3.003 0.0048 ok
DIST_ 9.80916511 2.00610348 1.502 0.1419
PIB_ -8.531121 B.351723 -1.518@ @.1398
REMDA_ 26.2718 9.55734 2.749 D.0093 o
EDAT_ -9,34353 3.10117 -3.013 0.0047  sork

Media de la vble. dep. 1.860224 D.T. de la vble. dep. 1.000000
Suma de cuad. residuos 19.66078 D.T. de la regresidn @.739008

R—cuadrado 0.520469 R-cuadrado corregido @.453867
F(5, 36) 7.814667 Valor p (de F) @.000046
Log-verosimilitud -43.65550 Criterio de Akaike 99.31099
Criterio de Schwarz 109.7370 Crit. de Hannan=Quinn 103.1325

on podem comprovar, que els coeficients estimats 3 coincideixen amb els coeficients
beta estandarditzats calculats anteriorment. D’altra banda, també observem com
els estadistics de significaci6 individual ¢, aixi com els seus p-valors coincideixen en
els dos models. El mateix passa amb l'estadistic de significacié global F', el seu
p-valor, amb el coeficient de determinacié (R?) i amb el coeficient de determinaci6
corregit (R?).
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2 Analisi de correlacié canonica

L’objectiu d’aquest capitol sera estudiar la relacié multivariant que hi pugui haver
entre dos grups vectors aleatoris X = (z1,...,2,)7 1Y = (y1,...,9,)".

Notem que aquest analisi és una generalitzacié de ’analisi de correlacié multiple,
ja que, en el capitol anterior hem vist que ’analisi de correlaci6 miltiple relaciona
una variable aleatoria y amb un vector aleatori X.

2.1 La correlaci6é canonica

Sigui X 1Y dos vectors aleatoris de dimensions p i ¢ respectivament, volem trobar
dues variables

U=X"a=axi+ - +apz, i V=Y"b=by + -+ by,
on a=(ay,...,ap)" i b= (by,...,b)"

tals que la correlaci6 Corr(U, V') sigui maxima.

Denotem per Si; i Soo les matrius de covariancies de les variables X i Y, respec-
tivament, i denotem per S, la matriu de covariancies de les variables X amb les
variables Y (analogament, Sy; = ST, la matriu de covariancies de les variables Y’
amb les variables X).

Notem que S és de dimensid p X p, Sa és de dimensiod ¢ X ¢, Si2 és de dimensio
p X q i8S és de dimensio g X p.

Ara, suposant que les variancies de les variables U i V son 1:
Var(U) =a’Spa=1, Var(V)=b"Syub=1.
El problema de maximitzar la correlacié entre U i V' es redueix a:
maximitzar a’S1pb restringit a Var(U) = Var(V) = 1.

Definicié 2.1. Els vectors a i b que satisfan les condicions anteriors s’anomenen
primer vectors canonics i anomenarem primera correlacié canonica (rq) a la
maxima correlacié entre U i V.

Teorema 2.2. FEls primers vectors canonics satisfan les equacions:
51252_21521(1 = )\Slla 1 52151_11512b = )\Sng.

Demostracio. Per fer aquesta demostracié utilitzarem el métode de maximitzaciod
dels multiplicadors de Lagrange, que consisteix a definir una funcié que tingui una
primera part que correspon a la funcié que volem maximitzar i una segona part, on
hi hagi tants termes com restriccions multiplicats per una constant. En el nostre cas
tenim dues restriccions: a’Sj;a —1 = 01 b7 Syb — 1 = 0. Dit aixo, definim la funcié

5 (67 S — 1),

d(a,b) = a’ Siab — %(aTSHa —-1)— 5
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on « i B s6n multiplicadors de Lagrange.

Ara, fent les derivades parcials respecte a i b obtenim

% =0« Slgb — ozSna (é) 0 <— aTSnb = CYCLTSHG
a—% =0 <= 521a — 6522() (i) 0 <— bTSmCL = /BbTSQQb

i, utilitzant que a’Sj1a = 1 = b7 Sab i que a’ S19b = (a® S190)T = b1 Sy1a, ja que és
un nombre real i So; = SL,, veiem que

o = CLTSmb = bT521CI, = B — o = 5
Finalment, a partir de les equacions (1) i (2) veiem que
1
(1) : Smb = OéSllCL = a (i) —Sl_llslgb

(2) : Sgla = /BSQQb <~} g 552_21521(1

i substituint (4) a 'equacié (1) i definint A = a - § obtenim
1
B

Analogament, substituint (3) a ’equaci6 (2) obtenim

Sia2 S{;Sma = oS0 = 5125521521a = \Sja.

1
521 581_118126 = ﬂSQQb — 52151_11312[) = )\Sggb,

com voliem veure. O
Teorema 2.3. Els vectors canonics normalitzats estan relacionats per
a=A"Y28180 1 b= XA"Y25 S0

i la primera correlacio canonica €sry = /A1, on Ay és el major VAP de Sﬂ151252_21521.

Demostracio. A partir de les equacions (1) i (2) de la demostracié anterior veiem
que a = a 1S Sb i b= 37155 Ssa i ara, utilitzant que a = 1 A = « - 3 tenim
que o = B=A"?= o' =31 = A2 d'on deduim que

a = )\71/25171151217 i b= )\71/25272152101.

D’altra banda, la correlacié entre a i b és 7, = a’ S12b i sabem que, com tractem
vectors canonics normalitzats,

1 =a"Sya=a"Sy - AYV2551815b = AV2aTS15b = AY2 = aT'Sysb,
d’on deduim que r? = ), on pel Teorema 2.2 sabem que
SiISmS;ZlSQla = Aa =—> ) representa els VAPs de SiISuSQ_ZISQl,
i com que volem maximitzar la correlacié ry, prendrem 72 = )\, el major VAP de

5111812555 So1. O

24



Observacio 2.4. Notem que, les equacions en valors i vectors propis tenen al-

tres solucions, concretament hi ha m = min{p,q} parelles de vectors canonics
(a1,01),. .., (@m,by) que defineixen variables U; = XTa;, V; = YTb; amb correla-
cions canoniques i, ..., py.

Teorema 2.5. Suposant que r1 > --- > rp,, aleshores es compleix que:

1. Les variables Uy, ..., U, estan incorrelacionades (idem amb Vi, ..., Vy,).

2. La primera correlacio canonica r1 = Corr(Uy, Vi) és la mazima correlacio
entre una combinacio lineal de X © una combinacio lineal de Y.

3. La segona correlacid canonica ro = Corr(Us, V) és la mazima correlacio entre
les combinacions lineals de X incorrelacionades amb U; 1 les combinacions
lineals de Y incorrelacionades amb V.

4. Corr(U;,V;) =0 si i # j.

Demostracid. Sigui i # j, multiplicant per al i per ajT les equacions del Teorema
2.2, tenim que

al 51255 Sara; = Njal Siia;
a]TSmSQ_QISglai = \ia] Siia;
ara, si restem les dues equacions, obtenim que
a]TSHS{Qnglai — aiTSuS;zlSmaj = )\iajTSnai — )\jaiTSHaj —
—0=(\— )\j)@?Sllaj @ aiTSnaj =0<«<= Corr(U;,U;) = 0.
Fent el mateix raonament amb b;, b; deduim que cor(V;,V;) = 0, com voliem veure.

D’altra banda, també pel Teorema 2.2 sabem que

81_1151252_215216Li = /\iai < bJTSQlSl_llSlQS;QISglCLi = /\ib;‘-FSﬂai
81_1151252_21521[)]‘ = )\jbj < CLZTSmSﬁlSleQ_QISlej = )\jCLZT;S’lej

ara, si restem les dues equacions, obtenim que
0= ()\z — )\j)aiTSnbj =0 )@)3 ClZTSlQb]' =0<= CO?”T'(UZ', ‘/J> =0.

Amb aixd queden provats els punts (1) i (4) del teorema; els altres dos punts expli-
quen com construir les components canoniques. O
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2.2 Tests de significaci6 de les correlacions canoniques i d’in-
dependéncia

Fins ara hem trobat les variables i correlacions canoniques a partir de les matrius
de covariancies. Ara ens podriem preguntar quines correlacions canoniques
TLZ2Ty 2 2Ty
on m = min{p, q}, son significatives.
Denotarem 7y = 1 i definim la segiient hipotesi nul-la:
HY: re>rmgr=-=r,=0, k€{0,1,...,m}
que, matricialment, equival a:
HY : rang(Syy' Sa1) =k, ke {0,1,...,m}.

Teorema 2.6. Test de Bartlett-Lawley: Sila hipotesi nul-la anterior HY és certa,
aleshores [’estimador

k m
1
Ly = —[n—l—k‘—§(p+q+1)+27’;2]log [ H (1—7“?)]
i=1 i=k+1

es comporta asimptoticament com la distribucio x> amb (m — k) - (p — k) graus de
llibertat. St L; resulta ser significatiuv pert=0,1,...,k—1 pero L, no és significatiu,
llavors acceptarem HY.

També ens podriem preguntar si els vectors aleatoris X i Y séon independents.
Suposant normalitat, aquest fet equival a plantejar el test

H02512:0
Hy: S12#0

Resoldrem aquest test pel principi d’uni6 intersecci6: Considerem les variables
U=d"' X=X+ +a,X,, i V=bY=nY+--+bY,

que tenen correlacio

T
"(UV) = e
VapSiiay/bT Sysb
ara, aplicant el principi d’uni6 interseccio, acceptarem Hy si (U, V') no és significa-
tiva per tot U,V , en canvi, rebutjarem Hj si és significativa per algun parell U, V.
Aquest criteri ens porta a estudiar la significacié de r; = mag r(U,V).

Per tant, el test anterior que té per hipotesi nul-la Hy : S1o = 0 equival a
HO L= 0
Hyp:ri1 >0
i per veure si r; és significativa podem aplicar 1'estadistic Ly de Bartlett-Lawley que
hem utilitzat per al test de significacié de les correlacions canoniques.
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2.3 Exemple amb RStudio

En aquesta secci6 utilitzaré el programa RStudio que servira per obtenir les variables
i correlacions canoniques.

Per fer aquest exemple he creat el fitxer Comarques Nom _ Eleccions LOG en
format Excel que conté les dades (a I'annex es pot veure en detall d’on les obtinc),
per a cadascuna de les 42 comarques de Catalunya, dels segiients vectors aleatoris:

e X conté el logaritme del percentatge de vot de cadascun dels 5 partits politics
que van obtenir una major representacié parlamentaria a les eleccions autono-
miques de Catalunya, celebrades el passat 14 de febrer de 2021 (és a dir: ERC,
PSC, JxCat, VOX i la CUP), aixi, he definit el vector aleatori

X log(percentatge vots ERC)
X5 log(percentatge vots PSC)
XT = | X3 | = | log(percentatge vots JxCat)
Xy log(percentatge vots VOX)

X log(percentatge vots CUP)

ot

e Y pretén analitzar si la poblacié de cada comarca és més o menys catalano-
parlant, aixi, he definit el seglient vector aleatori que recull el logaritme del
quocient entre el nombre de persones que tenen el mateix nom on, al nume-
rador surt la versié catalana del nom i al denominador, la versié castellana
del nom, per tant, a major quocient s’entén que la poblacié d’aquella comarca
té més tendéncia a parlar catald, en canvi, si el quocient és més proper a 0,
predominara el castella

VT _ Y1\ _ (log(quocient Josep/José)
Y, log(quocient Anna/Ana)

L’objectiu d’aquest exemple sera veure si hi ha relacié entre les comarques on
predominen els partits independentistes (ERC, JxCat i la CUP) i les comarques
on predominen els noms catalans (és a dir, on major és el logaritme dels quocients
Josep/José i Anna/Ana).

Primer de tot cal obrir el fitxer Comarques_ Nom__ Eleccions  LOG.zlsx i un cop
obert definim una matriu X que contingui les dades de les variables X,..., X5 i
una matriu Y que contingui les dades de les variables Y7, Y5.
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> # Primer obrim 1'arxiu amb les dades i 1'anomenem "Mostra_ACC"
> Mostra_ACC <- read.xlsx("/Users/Pol/Desktop/Comarques_Nom_Eleccions_LOG.xLlsx")

> # Ara definim les matrius X=(X1,...,X5) i Y=(Y1,Y5)

> X <- Mostra_ACC[,(2:6)]

> Y <- Mostra_ACC[,(7:8)]

> # A continuacid, podem estudiar les diferents matrius de covariancies:

> cov(X)

X1=1log(.Vots.ERC) X2=log(.Vots.PSC) X3=log(.Vots.JxCat) X4=log(.Vots.VOX) X5=log(.Vots.CUP)

X1=log(.Vots.ERC) 0.006531943 -0.008819681 0.005658387 -0.01233091 0.005273884
X2=1og(.Vots.PSC) -0.008819681 0.027237983 -0.021706997 0.03362993 -0.017432929
X3=log(.Vots.IxCat) 0.005658387 -0.021706997 0.022385100 -0.02710158 0.016029132
X4=log(.Vots.VOX) -0.012330912 0.033629931 -0.027101576 0.05673058 -0.026578755
X5=1og(.Vots.CUP) 0.005273884 -0.017432929 0.016029132 -0.02657876 0.017515449
> cov(Y)

Y1=1og(.Josep/José) Y2=log(.Anna/Ana)
Y1=log(.Josep/José) 9.1092337 0.07561450
Y2=log(.Anna/Ana) 0.8756145 0.06073859
> cov(X,Y)

Y1=1log(.Josep/José) Y2=log(.Anna/Ana)
X1=log(.Vots.ERC) 0.01561084 0.008944457
X2=1og(.Vots.PSC) -0.04606641 -0.034166750
X3=1log(.Vots.JxCat) 0.04185804 0.031778373
X4=log(.Vots.VOX) -0.06212583 -0.042158374
X5=1og(.Vots.CUP) 0.03263851 0.021259642

Com a primera conclusié podem destacar que la covariancia entre X, X3 1 Xj5
és positiva, és a dir, quan una variable creix, ’altre també i per tant, els partits
independentistes es comporten de manera similar i el mateix amb les variables X,
i X4, que tenen covariancia positiva i per tant, els dos partits no independentistes
es comporten de manera similar. En canvi, si mirem les covariancies entre partits
independentistes i partits no independentistes, és a dir:

Cov(X1, X3), Cov(Xy, Xy), Cov(X3, Xs), Cov(X3, Xy), Cov(X5, X5) 1 Cov(Xs, Xy)

notem que son negatives, per tant, quan un creix, I'altre decreix, fet que és bastant
logic seguint amb el raonament anterior.

Finalment, a partir de la matriu Cov(X,Y’) notem que la covariancia entre els
partits independentistes (X, X3, X5) i els quocients (Y7, Y5) son positives i per tant,
es reforga la idea que en les comarques on predominen els noms catalans sobre els
castellans es tendeix a votar a partits independentistes, mentre que la covariancia
entre els partits no independentistes (Xs, X4) i els quocients (Y7, Y5) son negatives i
per tant, a menor quocient (quan predominen els noms castellans sobre els catalans)
major és el percentatge de vot dels partits no independentistes.

Un cop fetes aquestes primeres consideracions podem calcular les components
principals, que és el que ens interessa a partir de les formules:

Aa = SﬂlSlgSQ_;Sgla == A-a=A-a
Ab = 35215218;115126 — A-b=B-b

Podem traduir aquestes expressions a llenguatge R utilitzant la funcio solve() que
calcula la inversa d’una matriu de la segiient manera:

> A <-solve(Ccov(X,X))%*%cov(X,Y)%*%solve(cov(Y,Y))%*%cov(Y,X)
> B <-solve(cov(Y,Y))%*%cov(Y,X)%*%solve(cov(X,X))%*%cov(X,Y)

Un cop calculades les matrius A i B ja podem trobar els VAPs i VEPs per trobar
les correlacions canoniques
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> eigen(A)$values

[1] 8.091221e-01+0.000000e+001 4.210176e-01+0.000000e+001 -2.681898e-17+2.781635e
-161 -2.681898e-17-2.781635e-161 -2.271249e-17+0.000000e+001

> eigen(B)$values

[1] 0.8091221 0.4210176

> a <-eigen(A)$vector[,1]

> b <-eigen(B)$vector[,1]

> a

[1] ©0.08814199+01 0.40933567+01 -0.80481331+01i 0.18313165+01 ©.37869993+01
> b

[1] -0.3300072 -0.9439784

Notem que el major VAP és r; = (0'8091221. D’altra banda, notem que per
obtenir les components principals s’ha de complir que

CLTSH(I =17 bTSQQb - ].,

per tant, calcularem el valor de a”Sj;a i ho normalitzarem dividint el vector a per
l'arrel quadrada d’aquest valor (idem per b).

> t(a)¥%*%cov(X,X)%*%a
[,1]
[1,] ©0.03051424+01
> a=a/sqrt(0.03051424)
> a
[1] ©.5045818+@0i 2.3433023+0i -4.6072722+01 1.0483641+01 2.1679234+01
> t(a)%*%cov(X,X)%*%a
[,1]
[1,] 1+0i
> t(b)%*%cov(Y,Y)%*%b
[,1]
[1,] ©.1131307
> b=b/sqrt(0.1131307)
> b
[1] -0.9811449 -2.8065438
> t(b)%*%cov(Y,Y)%*%b
[,1]
[1,] 1

Per tant, ja hem obtingut els primers vectors canonics:

a1 = (0.5046, 2.3433, —4.6072, 1.0484,2.1679) i b, = (—0.9811, —2.8065)

i, en conseqiiéncia, les primeres variables canoniques (amb variancia 1) son:
U; =0.5046 - X; 4 2.3433 - X9 — 4.6072 - X3+ 1.0484 - X, + 2.1679 - X5
Vi =—0.9811-Y; — 2.8065 - Y

Finalment, podriem fer el test de Bartlett-Lawley per veure quines correlacions
canoniques son significatives. En el nostre cas tenim

ri = 0.8091221, 7, = 0.4210176,
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i sabem que la hipotesi nul-la

té l'estadistic de prova
1
Ly=—-[42—-1-0— 5(5 + 2+ D]log[(1 — r3)(1 — r9)?] = 46.56

i aquest estadistic es comporta com la distribucio X? amb (2 — 0)(5 — 0) = 10 graus
de llibertat. Si fem aquest contrast per un nivell de significaci6 o = 5%, obtenim
que X120;0.05 = 18.307 a partir de les taules estadistiques i per tant,

Ly = 46.56 > 18.3075 = Rebutgem la hipotesi nul-la

Com hem rebutjat la hipotesi nul-la H{ sabem que, com a minim, r; és significa-
tiva. Considerem ara la hipotesi nul-la

H32T1>T2:O

que té 'estadistic de prova

|
Ly=—[42-1-1-5(5+2+1) +rJlog[(1 - r2)] = 732

i aquest estadistic es comporta com la distribucié X2 amb (2 — 1)(5 — 1) = 4 graus
de llibertat. Si fem aquest contrast per un nivell de significaci6 o = 5%, obtenim
que X42;0'05 = 9.49 a partir de les taules estadistiques i per tant,

Lo =7.32 < 9.49 = Acceptem la hipotesi nul-la

Com hem acceptat la hipotesi nul-la H} : r; > ry = 0, tenim que la primera
correlacié canonica és significativa, pero la segona no ho és.
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3 Analisi de components principals

Suposem que tenim una mostra de n observacions amb p variables per cada observa-
cio, si ho volguéssim representar graficament, necessitariem un espai de dimensioé p i,
si p és elevat, és impossible de visualitzar, per aixo, durant aquesta seccid veurem un
métode que ens permet, mitjangant combinacions lineals de les p variables inicials
reduir el sistema inicial de p variables a m = 2 o m = 3 variables.

3.1 Obtenci6 de les components principals

Definicié 3.1. Suposem que hi ha n individus wy,...,w, 1 p variables z,..., ).
Sigui z;; = xj(w;) observacié de la variable x; sobre l'individu w;, definim la
matriu de dades multivariants com

x171 DRI xl,p
X" =

xn71 DY xn7p

ara, denotant per Z; a la mitjana de la variable z; per les observacions dels n

individus, és a dir,
n
_ 1
J n 2 : e
Jj=1

podem definir la matriu de covariancies mostrals com

S11 0 Sip n

1
S = . on S;; = E Z(xt’i — Ei)(xt,j — Q_fj).

. t=1
Sp,1 Spp

Definicié 3.2. Una variable y es diu variable composta si és una combinaci
lineal de les variables observables amb coeficients a = (a1, ..., a,)T, és a dir,

Y=a1T1 + ...+ apTp.
Si X és la matriu de dades multivariants, podem escriure Y = X7a.
Definicié 3.3. Les components principals son les variables compostes

Yy = X7, Y, =X Ttp construides de la segiient manera:

1. Var(Y}) és maxima condicionada a t1¢, = 1.

2. Entre totes les variables compostes Y, tals que Cov(Y;,Y) = 0, la variable Y,
és la que maximitza Var(Y3) condicionada a tlty = 0.

3. Y3 és una variable incorrelacionada amb Y; i Y3, és a dir, Cov(Y1,Y;) =
Cov(Ys,Y3) = 0, amb Var(Y;) maxima condicionada a tlt3 = 1.

4. Analogament es defineixen les altres components principals.
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Definicié 3.4. SiT = (ti,...,t,) és la matriu p X p que té per columnes els vectors
que defineixen les diferents components principals, aleshores la transformacié lineal
Y = XT s’anomena transformacié per components principals.

Teorema 3.5. Siguin ty,...,t, els VEPs normalitzats de la matriv de covariancies
S, és a dir,
Sti = \Nts, tit;i=1Vi=1,...,p.

Aleshores se satisfa que:
1. Les variables compostes Y; = X't;, i =1,...,p son les components principals.
2. Les variancies son els VAPs de S, és a dir, Var(Y;)) =X\ Yi=1,...,p.
3. Les components principals son variables incorrelacionades, és a dir,
Cov(Y;,Y;) =0 Vi,j=1,....p tals que i # j.
Demostracio. Suposant que Ay > --- A\, > 0, tenim que
Sti=MAits
Cov(Y;,Y;) = t7St; "= 4T\t = AjtTt,
Cov(Y;,Y;) = 178t "= 4Tt = M1,

ara, utilitzant que Cov(Y;,Y;) = Cov(Y},Y;) i que, com t!'t; és un real, es compleix
la igualtat ¢} t; = (t[t;)" = t]t;, obtenim

Ara, cal diferenciar dos casos:

e S5i7 # j: En aquest cas, com \; # \;, la igualtat anterior només es compleix si
t1t; = 0 1, en conseqiiencia, Cov(Y;,Y;) = Cov(Y},Y;) = 0, com voliem veure.
e 5i7 = j: En aquest cas, com \; = );, la igualtat anterior sempre es compleix i
utilitzant que t7t; '= t7t; = 1, podem deduir que Cov(Y;,Y;) = Var(Y;) = \i.

Per tant, ja tenim demostrats els punts 2 i 3 del teorema.

Sigui Y = 3" | ;Y; una variable composta tal que Y 5, a; = 1,

Var(Y)=Var (Zp: oziYZ-> Z a?Var(Y; Zaz i Za =\
i=1

és a dir, hem vist que Var(Y) < Var(Y)), fet que prova que Y té variancia maxima.

A1>- )\p>0

Sigui ara Z una variable composta incorrelacionada amb Y7, tal que Y% | §; = 1.
Notem que el fet d’estar incorrelacionada amb Y] implica que es pot escriure de la

forma Z =357 | COU(Z 11)=0 Y, B:Y;, aleshores
Ld p A2>-Ap>0 p
Var(Z) = Var ZB%Y; = ZBEVGT(Y;) = 2/812)\1 < A Zﬁ? =X\
=2 =2 i=2 =2

és a dir, hem vist que Var(Z) < Var(Y3), fet que prova que Y5 té variancia maxima.

Analogament es demostra aquest resultat per Yz, ..., Y. 0
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Definicié 3.6. Definim el percentatge de variabilitat explicat per les primeres
m < p components principals com

Mt A

P =100-
AN

3.2 Representacié d’una matriu de dades

Definici6é 3.7. Definim la distancia euclidiana entre dues files de X com

p

0ij = Z(iﬁzk — Zjk)?

k=1

i denotem per A = (§);; la matriu n x n de distancies entre les files.

Ara podriem representar les n files de X com n punts a 'espai RP, pero si p és
gran és impossible de visualitzar i, per tant, necessitem reduir la dimensio.

Definici6é 3.8. Definim la variabilitat geométrica de la matriu de distancies A
com la mitjana dels seus elements al quadrat, és a dir,

V(X) MZZ&
=1 j5=1

Observaci6 3.9. Si Y = XT és una transformaci6 lineal de X, on 7" és una matriu
p X q de constants, tindrem que la distancia euclidiana entre files de Y és

q
dii(q) = Z(%,k — Yjk)?
k=1
i la variabilitat geométrica en dimensié ¢ < p és
Jo =53 Ly

=1 j5=1

Teorema 3.10. La variabilitat geométrica de la distancia euclidiana €és la traga de
la matriu de covariancies,

Va(X) =tr(S) =Y\
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Demostracio. Sigui x1, ..., T, una mostra univariant amb variancia o?

seva mitjana, se satisfa que

i sigui = la

EDIDDCEENEEE.D B BETERNCEPN)E
i=1 j=1 i=1 j=1
SO ICEL IS POELIEID S WEEL R
[ . =
=1 i=1 i=1 j=1

2 n
2 2 . = =2 2 2 2
=0 +0" + — T —IT— x4+ x)=0"4+0"+0=20
”;:1( )

i per tant, tenim que

1 n n
Z Z 2 2
@ (Il — $j) =0 .
i=1 j=1
Ara bé, tot aixo es compleix per una mostra univariant x1, ..., x,, per tant, aplicant

aquest procediment a cada columna de X i tenint en compte que a la diagonal
principal de la matriu de covariancies s’hi troben les variancies, obtenim que

p

i=1
0J

Observaci6é 3.11. Una bona representacié en dimensié ¢ petita sera aquella que
maximitzi la variabilitat geométrica, ja que d’aquesta manera els punts estaran tan
separats com sigui possible.

Teorema 3.12. La transformacio lineal T' que maximitza la variabilitat geométrica
en dimensio q €s la transformacio per components principals.

Demostracio. Sigui T una matriu qualsevol, la variabilitat geométrica de Y = XT
és

p
Vs(V)g =Y o*(Ya),
i=1
on 0%(Y;) = Var(Y;), per tant, assolim el maxim de la variabilitat geométrica quan
es maximitzen les variancies, és a dir, quan Y; és una component principal. O
Observacio 3.13. El percentatge de variabilitat geométrica explicat per Y és

A4+ A

P, =100 -
! ALt
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3.3 Nombre de components principals

En aquest apartat exposarem alguns criteris per determinar el nombre de compo-
nents principals m < p.

e Criteri del percentatge: Prenem el nombre de components principals tal
que el percentatge P, sigui major a un valor concret (se sol utilitzar 80% o

90%).

e Criteri de Kaiser: Notem que obtenir les components principals a partir
de la matriu de correlacions equival a suposar que les variables observables
tinguin variancia 1, per tant, una component principal amb variancia inferior
a 1 explica menys variabilitat que una variable observada.

Un cop fet aquest apunt el criteri de Kaiser indica que s’han de prendre les m
primeres components principals tals que tinguin variancia major o igual a 1,
ésadir, \; >...> N\, > 1.

e Test d’esfericitat: Es tracta de contrastar la hipotesi
H™ A > 0> A > A = .. = Ay

Si acceptem Hy, no tindra sentit considerar més de m components principals.

) esta basat en ’estadistic

Es pot comprovar que el test per decidir sobre Hém
X? i s'aplica seqiiencialment: Si acceptem HO(O) : Al = ... = A\, no hi haura
direccions principals, pero si el rebutgem, haurem de repetir el test amb

Hél) t A1 > A = ... = \p; si acceptem Hél), aleshores sera m = 1, pero si el

rebutgem, haurem de repetir el test amb HéQ) 1 aixi successivament.

3.4 Exemple amb RStudio

En aquesta seccié utilitzaré el programa RStudio que ens servira per obtenir les
components principals i representar els resultats obtinguts.

Primer de tot s’ha d’obrir el fitxer Excel (Comarques Temperatura_ Pluja_ 2019)
amb les dades d’altitud, mitjana de temperatures maximes, mitjana de temperatures
minimes, precipitaci6 anual i humitat relativa, (a la segona secci6 de 'annex es poden
veure les dades de la taula i d’on les he extret), i a continuacié, eliminem la columna
“Comarques”, ja que no vull que la tracti com a una variable.

Ara, aplicant la funcié prcomp, aplicada a la nostra mostra estandarditzada
(center=TRUE i scale=TRUE) obtenim les 5 components principals:
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#Primer de tot obrim l'arxiu 1 11 posem el nom "Mostra_ACP

Mostra_ACP <- read.xlsx({"/Users/Pol/Desktop/Comargues_Temperatura_Pluja_Z019.xlsx")
#ara eliminem la columna "Comarques” de 1'arxiu Mostra_ACP
Mostra_ACP$Comargues<-NULL

ith continuacio, apliquem la funcio “prcomp” a l'arxiu Mostra_ACP estandaritzat
ACP<-prcomp{Mostra_ACP, center=TRUE, scale=TRUE)

#hguesta funcid ens permet obtenir les 5 components principals

> print(ACP)

Standard deviations (1, .., p=3):

[1] 1.7468457 1.0578425 @.6754136 @.5762847 @.2030069

VO W W WYY

Rotation (n x k) = (5 x 5):

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5
Altitud @.5333249 -8.259985Z2 0.2520@0751 ©.1074396 @.75691558
Mitjana.temperatures . .maximes -@.5047565 @.1769587 0.22617909 -0.6859116 0.43849154
Mitjana.temperatures.minimes -@.4949366 -@.1334876 -0.60539683 @.4149782 0.44554069
Precipitacid.anual. (mm) 9.4587146 ©.20601723 -0.71333239 -0.4851702 0.85391331
Humitat.relativa @.0735126 ©.9169696 ©.09993364 ©.3322424 0.18273156

Amb la funci6 print(ACP), poem veure les desviacions estandards de cada com-
ponent aixi com, el pes de cada variable en cada component principal, per exemple,
podem veure que la primera component principal esta molt influida per ’altitud,
la mitjana de temperatures maximes, la mitjana de temperatures minimes i la pre-
cipitaci6 anual (magnituds de 0.45 a 0.53 en valor absolut), mentre que la variable
humitat relativa practicament no afecta a la primera component principal, ja que té
un coeficient de 0.07. Respecte a la segona component principal, veiem com la gran
part del seu pes recau sobre la variable humitat relativa, ja que té un coeficient de
0.91, mentre que les altres 4 variables tenen molt menys pes. En concret, tenim

CP1=0.533- Alt —0.505-T max —0.495-T min + 0.459 - Prec + 0.074 - Hum
CP2=-0.260- Alt+0.177-T _max —0.133-T _min+ 0.206 - Prec+ 0.917 - Hum

A més a més, la funcié print(ACP) també ens proporciona la informacié necessaria
per poder aplicar el criteri de Kaiser, que ens portaria a utilitzar les dues primeres
components principals, ja que sén les tniques que tenen una desviacié estandard
major que 1.

Aplicant ara la funcié summary, podem obtenir el percentatge acumulat per cada
component:

> summaryCACP)
Importance of components:

PC1 PCZ PC3 PC4 PCS
Standard deviation 1.7468 1.8578 @.67541 ©.57628 @.20381
Proportion of Variance @.6103 8.7238 0.89174 @.06647 0.00824
Culmulatiue Froportion @.6183 @.8341 0.92534 ©.99176 1.00008
-

A partir d’aquest output, podem aplicar el criteri del percentatge: Si fixem
P = 80%, aquest criteri ens portaria a escollir les dues primeres components princi-
pals, ja que tenen un percentatge acumulat del 83.41%, mentre que si fixem P = 90%,
hauriem de seleccionar les 3 primeres components principals, que tenen un percen-
tatge acumulat del 92.53%.
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Per tant, ara ja podem pensar a representar les dades en dues dimensions, on
les variables siguin PC'1 i PC2. Per representar-la, podem utilitzar la funci6 bi-
plot(ACP) i obtenim la segilient representacio:

6 4 2 0 2 4 6
| | |
;r_ _ Humitat.relativa .
11
21 -
o~ | 32
o 7| [ 25
12 /
eratures.maximes 23 424 [ F’n_z_:.:__:i:-itac d.anual.(mm)
o Ty |
e S| 5
.3 © 36
peratures.minimes ~_
3 26 —
31 , N
7 Altitud
102 30 39 o
k! 14 1
S
19 4
¥
38
s 16
? <@
: | ‘ : | ‘
0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
PC1

on cada numero representa la comarca informada en la fila i-éssima. Notem primer
que a l’eix de les abscisses hi apareix la component principal 1 i a l’eix de les ordena-
des, la component principal 2. Ja sabem que la CP1, es veu explicada positivament
per les variables altitud i la precipitacié anual i es veu explicada negativament per
la mitjana de temperatures maximes i minimes, mentre que la humitat relativa
practicament no té influéncia, per tant, trobarem a la part dreta de la imatge les
comarques que tinguin una gran altitud i molta precipitacio, per exemple, desta-
quen les observacions 7, 16, 32 i 5, que corresponen a les comarques Aran (alt: 1002,
prec:1063), Cerdanya (alt:1213, prec: 678), Ripolles (alt: 852, prec: 757) i I’Alta
Ribagorca (alt:823, prec:843) mentre que la mitjana d’altituds és 357 i la mitjana de
precipitacions és 514, per tant, realment té sentit que aquestes observacions estiguin
a la part dreta de la representacio.

Analogament a aquest raonament, com la component principal 2, ve explicada
practicament en la seva totalitat per la humitat relativa, per tant, trobarem a la
part superior del grafic, les observacions amb major humitat relativa. Per exemple,
a la part superior del grafic podem destacar les observacions 11, 21, 32 i 25, que
corresponen a les comarques Baix Emporda, Gironés, Ripollés i Osona, que de fet,
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son les 4 observacions amb major humitat relativa, en concret, tenen els valors 75,
73, 76 1 74 respectivament mentre que la mitjana se situa en 64.52.

Notem que les fletxes indiquen cap a on es tendeix a representar cada observacio
si predomina aquella variable respecte a les altres.

Podem concloure, per tant, que la primera component principal s’explica, prac-
ticament en la seva totalitat com ’altitud, ja que, en general, a més alcada, menors
son les temperatures maximes i minimes i major és la precipitacié anual (és a dir,
aquestes 4 variables estan molt correlacionades), mentre que la humitat relativa té
un comportament totalment diferent, ja tant les comarques de costa com d’interior,
poden tenir una humitat elevada.
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4 Analisi discriminant

4.1 Classificaci6é en dues poblacions

Siguin 4, {2y dues poblacions i X7, ..., X, variables observables. El nostre objectiu
sera determinar a quina poblacié pertany un individu w.

Notem que aquest problema és bastant freqiient, per exemple, en decidir si una
persona és apte o no per un treball (en funcié dels seus estudis, experiéncia, etc.) o
per decidir si comprar o no una marca de cereals (en funcié de les calories, el preu,
ete.).

Definici6 4.1. Una regla discriminant és un criteri que ens permet determinar a
quina poblaci6é pertany un individu w. Per aix0, caldra definir una funcié discri-
minant D(zy,...,z,) i utilitzarem la segiient regla de classificacio:

St D(l’l,...,l’p) > 0= ’(Ute
S D(l‘l,...,l’p> <0= w e
Observacio6 4.2. Notem que aquesta classificacié divideix R™ en dues regions
Ry ={x: D(z) >0} i Ry={x: D(x) <0}.

Definici6 4.3. Utilitzant la notacié anterior, definim la probabilitat de classifi-
cacid erronia (pce) com

pce = P(R2|Ql) . P(Ql) + P(R1|Qg) . P(Qg),
és a dir, la pce és la probabilitat d’assignar w a la poblacié que no li pertoca.
e Discriminador lineal de Fisher: Siguin ui, us els vectors de les mitjanes

de les variables Xi,..., X, en €2 i {2, respectivament, i suposem que les dues
poblacions tenen la mateixa matriu de covariancies X.

Definici6 4.4. Donat un individu w amb observacions = = (z1,...,2,)7,
definim la distancia de Mahalanobis a la poblaci6 €2; com

M?(z, ) = (¢ — )" 27w — ), 0= 1,2,

Ara, intuitivament podem expressar aquesta regla com una funci6é discrimi-
nant, de la segiient manera

M2 (2, pg) — M2 (2, ) = (2 — p2) 27 (@ — o) — (2 — 1) "2 7 (& — ur)
=250 S e — 22Ty — 237 — Iy 4 2278
= (p2 4 p1) S (2 — 1) + 22757y — o).
Podem definir, per tant, la funci6é discriminant segiient

L(a) = [o = 5+ a)| £ ).
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Definicié 4.5. La funci6 discriminant anterior rep el nom de discriminador
lineal de Fisher i s’utilitzara el segiient criteri:

Si L(z) > 0= we
Si L(z) < 0= w € Qy

Criteri de la maxima versemblanca: Aquest criteri consisteix a assignar
w a la poblaci6 on la versemblanca de les observacions x és major, és a dir, si
fi(z), fo(z) son les densitats de x en €2y i 2y respectivament, definim la funcio
discriminant

V() = log(f1(x)) — log(f2(x)),

1 utilitzarem el criteri

Si V(z)>0= wey
St V(r) <0= we

Notem que V(z) = 0 <= log(f1(x)) = log(fa(x)) <= fi(x) > fulx).

Criteri de Bayes: Aquest criteri té com a suposit que coneixem les probabi-
litats que w pertanyi a cadascuna de les poblacions, és a dir, coneixem

@ =P(), =P(Q), ¢ +q =1

Aleshores, si tenim les observacions = (xy,...,x,) per a 'individu w, utilit-
zant el teorema de Bayes de la probabilitat condicionada sabem que
P(@yfr) = — @) 1, 2.

) Z = )
@ f1(7) + qafo(w)
Ara, definim el discriminador de Bayes com

B(x) = log(fi(x)) — log(f2(x)) + log(q1/q2)-

Notem que si ¢; = ¢ = 1/2, tindrem que log(q1/q2) = log(1l) = 0 = B(x) =
V(z).

Teorema 4.6. El criteri de Bayes minimitza la probabilitat de classificacio
erronia (pce).

Demostracio. Farem aquesta demostracié per contradiccio, per tant, suposa-
rem que existeix un altre criteri que classifica de la segiient manera:

Sive Rl = wely
Si v € Ry = w € ()

on R} i R} son regions complementaries de l’espai mostral.
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Aleshores, la probabilitat de classificacio erronia d’aquest criteri és

pee® = ¢ fi(z)dz + q2 fo(z)dz
R3 R}

).

(@ fi(z) — qafo())dz + g2 ( . fo(z)dz + f2(l‘)dx>

* *
2 Rl

- / (af1(2) — aafo(e))da + g
R3

on a la primera igualtat hem sumat i restat el terme ¢ f r: f2(7) 1 ala segona
2
igualtat hem utilitzat que [,. fo(z)de + [, fo(z)dz =1, ja que R} i R} son
2 1
complementaris.

Per tant, minimitzar pce* equival a minimitzar la integral

| @h@) - )iz
R

i aquesta integral és minima si R} inclou totes les x tal que ¢; f1(z) —gafo(x) < 0
i exclou totes les z tals que ¢ fi(x) — gafo(z) > 0, per tant, pce* és minima si
R5 ={x: B(x) < 0}, com voliem veure. O

4.2 Classificaci6é en poblacions normals

En aquesta seccio, estudiarem diferents criteris de classificacié suposant que les
variables X, ..., X, és distribueixen seguint una llei Normal en cadascuna de les
dues poblacions, és a dir, la distribuci6 de X, ..., X, en £ és N,(p1,%1) i en Qg és
Ny(p2, X2), per tant, tindrem

Fix(X(@)) = (2m) IS eapl (o — p) S o - )}y i = 1,2

e Discriminador lineal: Suposant que p; # s i que %7 = 3y = 3, aleshores

V() = log(f(x))~Tog fo(x) = log [my225T7] — (=) S (a—pm)
—log [@EFAHETT 4 L« — 1) 5 — )

= o= )" ) + (o )T o) = L)

per tant, els discriminadors de maxima versemblanca (V) i el lineal (L), basat
en el criteri de la minima distancia, coincideixen.

Sigui « la distancia de Mahalanobis entre les dues poblacions, és a dir,
a = (m — p2)" S — p2).

Si suposem que x € Qy ~ Np(p2, %), utilitzant que (z — )" S (z — p) ~ A2
i que 'esperanca d’una distribuci6é chi-quadrat amb p graus de llibertat és p,
tindriem que:
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E[(x—pm)"'S e —m)] = E[(x— pa+ po— )" (@ — o+ pio — )]

= E[(&—p2)"S7 (@ — p2) + o+ 2(z — pio) " (pp — )]
=pta+2 Elr—p] -3 (pa—m) =p+a,

on a l'altima igualtat he utilitzat que E(x—pus) = E(x) —pg = 0, al ser x € .
Amb aixo, ja podem calcular 'esperanca de L :
1 _ 1 _
E(L(z)) = -5 E [(z = )" E7 @ — )] + o& (2 = p2) TS (@ — )]
1 1

Lpta)+
= —— a)+ =p=—=a.
o \P 2P = 73

Observacio 4.7. Notem que aquest mateix raonament també es pot fer pel

cas en el qual suposem que x € §2;. Tots els passos soén analegs i acabariem

obtenint E(L(z)) = o

Un cop trobades les esperances es pot comprovar com Var(L(xz)) = « i per
tant, podem utilitzar el segiient criteri:

St x € Ny(1,X) = L(z) ~ N(3a)
St x € Ny(p2,X) = L(z) ~ N(—3a)

Criteri de Bayes: Suposant com abans que py # fo, 27 = g = X i
coneixem les probabilitats

¢ =P(), =P k), i +¢ =1,
tenim que

B(z) = log(fi(x)) — log(fa()) + log(q1/q2) = L(x) + log(q1/q2),

és a dir, la funci6é discriminant de Bayes en el cas de poblacions normals és el
discriminador lineal (L) més la constant log(q1/q2).

Probabilitat de classificacié erronia: La probabilitat d’assignar x a 2

quan prové de €, és a dir, quan L(x) ~ N(%a, a), és

P(L(x) < O)N"’"mé’”“mp<(L(x)—%a)/\/a < %%) - P(N(O, 1) < —%\/a),

per tant, P(L(z) < 0) = (I>< -1 oz), on ®(z) denota la funcioé de distribuci6
de la Normal N(0,1).

Vist aixo, la probabilitat de classificacié erronia és

pee = i P(L(x) < 0) + @P(L(x) > 0[) = #( — 2v/a),

per tant, la pce és una funcié decreixent de la distancia de Mahalanobis « entre
les dues poblacions. Aquest resultat és intuitiu, ja que a major distancia entre
les dues poblacions, més diferents seran entre elles, fet que disminueix la pce.
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e Discriminador quadratic: Suposem ara que p; # po i X1 # Yo, aleshores,
el criteri de la maxima versemblanca ens proporciona el discriminador

Q(x) = log(fi(x)) — log(fa(x)) = lo | + log|zi |2
1 B _ 1 -
—gle— )"0 (@ — ) =Logh2my 7 — log|[ 55 V? + Sl — p12) 55 (x — p2)
1 1 1
=50 (Bt = e+t (B0 i = By ) + S Ny e — S Xy

1 1
- 5509|E1| + §l09|22|

Q(z) s’anomena discriminador quadratic i, analogament, podriem obtenir el
discriminador quadratic de Bayes BQ(x) = Q(z) + log(q1/q2).

Notem, pero que en les aplicacions practiques no coneixem iy, fio, 21, 2o 1 per
tant, s’hauran d’estimar a partir de mostres de mida n; i ny de les dues pobla-
cions substituint uq, pe pels vectors de mitjanes Zy, Zo, 1, 2o per les matrius de
covariancies S7, Ss i X per S on

S = (nlsl + 77/252)/(711 + 712).

A
D’altra banda no coneixem la distribucié de L(x) perd podem utilitzar que asimp-
toticament es comporta com una distribucié Normal.

Amb tot aix0, definint
o = (i’l — .f‘g)TS_l(.f‘l — jz)
podem utilitzar el segiient criteri:

Si x € N,(1u,%)

N
iL
A
St x € Ny(po, X)) = L

4.3 Classificacié en k poblacions

Suposarem en aquesta secci6 que 'individu w pot pertanyer a k poblacions €4, ..., €
on k > 3. Com en els casos anteriors, el nostre objectiu sera, donades unes observa-
cions x = (z1,...,7,)" de I'individu w, assignar w a una de les k poblacions.

e Discriminadors lineals: Suposem que la mitjana de les variables a cada
poblaci6 €2; és p; i que les k poblacions tenen la mateixa matriu de covariancies,
és a dir, Xy = - = X, = 2. Considerem ara la distancia de Mahalanobis de
w a cada poblacid §;

MZ('x7 M%) = (.fl' - :ui)Tzil(x - Ml)? L= 17 . '7k
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aleshores, assignarem w a la poblacié més propera, és a dir, caldra calcular les
k distancies de Mahalanobis i veure quina és la més petita,

si M*(x, ;) = min{M?(x, 1), ..., M*(z, 1u2)} = w € Q.

Si volem expressar aquesta assignacié com una funci6é discriminant lineal po-
dem definir

2Lij(x) = M*(z, ji) = M*(w, 1) = (2= ) 27" (@ — i) = (& — 1)) S 7 (@ — py)
= (@ —pi— x4 u) S e — TS 4 ] S A 2T ey — ] S
= (= pa) S = pd S+ ] D7+ (s — ) ST (s A+ )
= 2(p; — pa) X e 4 (= ) TS ()
és a dir, la funcié discriminant lineal és,
L) = (= 1) TS0 S )75 4 ),
i utilitzarem el segilient criteri:
st Lij(x) >0 Vj#1i = wey
per tant, caldra calcular £ — 1 funcions discriminants.

Criteri de la maxima versemblanca: Sigui f;(z) la funcié de densitat de

en la poblacio6 €);, assignarem w a la poblacié on la versemblanga sigui major,

és a dir,

Si volem expressar aquesta assignacié com una funcié discriminant definim
Vij(x) = log(fi(x)) — log(f;(x))

1 utilitzarem el criteri

si Vij(z) >0 Vj#i = weQ,.

Criteri de Bayes: Si a més de les funcions de densitats coneixem les proba-
bilitats
=P, =P %), o+ +aqg=1

el criteri de Bayes és el seglient

st qifi(x) = maz{q fi(x), ..., qufe(x)} = w € Q.

Aquest criteri estd associat a les funcions discriminants

Bij(x) = log(fi(x)) — log(f;(x)) + log(gi/q;)-
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4.4 Exemple amb RStudio

En aquesta secci6 utilitzaré el programa RStudio que servira per calcular les matrius
de covariancies de les diferents poblacions.

Per fer aquest exemple he creat un fitxer Excel (Exemple AD.zxlsz) que conté
les dades (a 'annex es pot veure en detall d’on les obtinc), per cadascuna de les 42
comarques de Catalunya, dels segiients vectors aleatoris:

e X és un vector aleatori que conté dues variables: la primera recull el per-
centatge de vot dels partits independentistes que van obtenir representacio
parlamentaria a les eleccions autonomiques de Catalunya, celebrades el passat
14 de febrer de 2021 (és a dir: ERC, JxCat i la CUP), mentre que la segona
variable recull el percentatge de vot dels partits no independentistes que van
obtenir representacié parlamentaria (és a dir: PSC, VOX, ECP, PP i Cs)

T _ X1\ percentatge vots ERC+JxCat+CUP
~ \ X,/ \percentatge vots PSC+VOX+ECP-+PP+Cs

A partir d’aquest vector aleatori es poden definir dues poblacions: Classifica-
rem una comarca en la poblacid A si els partits independentistes tenen major
percentatge de vot que els no independentistes, és a dir, si X; > X,. En cas
contrari assignarem la comarca a la poblacioé B.

Podem veure a partir de la taula de 'annex que hi ha 7 comarques que perta-
nyen a la poblaci6 B (Aran, Baix Llobregat, Baix Penedés, Barcelonés, Garraf,
Tarragonés i Vallés Occidental) mentre que les 35 comarques restants perta-
nyen a la poblacié A.

e Y pretén analitzar si la poblaci6 de cada comarca és més o menys catalano-
parlant, aixi, he definit el segiient vector aleatori que recull el quocient entre el
nombre de persones que tenen el mateix nom on, al numerador surt la versié
catalana del nom i al denominador, la versié castellana del nom, per tant, a
major quocient s’entén que la poblacié6 d’aquella comarca té més tendéncia a
parlar catala, en canvi, si el quocient és més proper a 0, predominara el castella

Y, quocient Josep/José
VT _ Yo quocient Joan/Juan
Y| quocient Anna/Ana

Yy quocient Carme/Carmen

Durant tot I'apartat, suposarem que les dues poblacions A i B es distribueixen
com una llei Normal, és a dir, A ~ N(pi4,24)1 B ~ N(up,¥p). D’altra banda, com
no coneixem els valors de pa, g, 24, 2p ho substituirem pels vectors de mitjanes
T, Tp i per les matrius de covariancies S4, Sg, a més, si n4, ng soOn les mides de
les dues poblacions, substituirem 3 per S = (n, - Sa +np-Sg)/(n1 + ng).

Primer de tot cal obrir el fitxer Exemple AD.xlsxz. Per fer-nos una idea de les
relacions entre les 4 variables Yi, Y5, Y3, Y, i les dues poblacions A i B podem
graficar-ho utilitzant les funcions ggplot i ggarrange.

45



# Obrim 1'arxiu amb les dades i 1'anomenem Mostra_AD

Mostra_AD <- read.x1lsx("/Users/Pol/Desktop/Exemple_AD.xLsx")

pl <- ggplot(data = Mostra_AD, aes(x = Y1, fill = Poblacié))+geom_histogram(position = "identity", alpha = @.5)
p2 <- ggplot(data = Mostra_AD, aes(x = Y2, fill = Poblacié))+geom_histogram(position = "identity", alpha = 0.5)
p3 <- ggplot(data = Mostra_AD, aes(x = Y3, fill = Poblacié))+geom_histogram(position = "identity", alpha = 0.5)
p4 <- ggplot(data = Mostra_AD, aes(x = Y4, fill = Poblacié))+geom_histogram(position = "identity", alpha = 0.5)
ggarrange(pl, p2, p3, p4, nrow = 4, common.legend = TRUE)

vV V V VYV VYV

Poblacio A B

count
o 2 rn w s oo

Y1

Y2

Y3

count
o am ow s oo

0o 05 10
Y4

A partir del grafic anterior veiem que les comarques que pertanyen a la poblacio
B (el percentatge de vots dels partits no independentistes és superior al percentatge
de vots dels partits independentistes), les variables Y7, Ys, Y3, Y, prenen valors molt
petits, és a dir, predominen els noms castellans respecte als catalans mentre que les
comarques que pertanyen a la poblacié A, les variables Y7, Y5, Y3, Y, prenen valors
més grans.

Un cop feta aquesta puntualitzacié podem trobar diferents estimadors:

e Discriminador lineal de Fisher: Com hem vist anteriorment el discriminador
lineal és

L(z) = {x - %(m + ﬂB)} ST wh — 1)

i s’utilitza el seglient criteri:

Si L(z) >0=we A
Si L(z) < 0= weEBRB

Aquest discriminador, pero, suposa que Y4, = YXg = X, és a dir, que les dues

poblacions tenen la mateixa matriu de covariancies. Per tant, definim la matriu
de covariancies com ¥ = (n, - Sa +np - Sg)/(n1 +np):
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> #Definim A com les observacions que pertanyen a la poblacié A (files 8 a 42 del fitxer)
> A <- Mostra_AD[(8:42), (3:6)]
> #Definim B com les observacions que pertanyen a la poblacié B (files 1 a 7 del fitxer)
> B <- Mostra_AD[(1:7),(3:6)]
> # Ara, la inversa de la matriu de covaridancies és:
> S <- solve((35*cov(A)+7*cov(B))/(35+7))
> S
Y1 Y2 Y3 Y4
Y1 39.661495 -41.911497 4.730631 -17.937797
Y2 -41.911497 70.213712 -22.848343  7.635516
Y3  4.730631 -22.848343 18.499081 -6.132067
Y4 -17.937797 7.635516 -6.132067 53.174687

és a dir,

39.66 —41.91 473 —17.94

—41.91 70.21 —22.85 7.64
473 —2285 1850 —6.13

—17.94 764 —6.13 53.17

==

Ara, només queda calcular les mitjanes T4, Tp a partir de les dades del fitxer
FExemple_ AD:

T4 = (1.106, 1.216, 1.231, 0.326), Zp = (0.241, 0.478, 0.425, 0.077)

Amb tot aixo, donada una observacié z, com ja coneixem iz, pup i L1, ja
podrem decidir si pertany a la poblacié A o a la B.

Per exemple, si tinguéssim una quaranta-tresena comarca amb

z = (0.5, 0.8, 0.7, 0.2),

tindriem L(z) = —0.5035 < 0 = z € B.

Criteri de Bayes: El criteri de Bayes, igual que el discriminador lineal de Fisher
suposa que Y4 = Xp i a més, es coneixen les probabilitats g4 = P(A), gqp =
P(B). En el nostre cas tenim

35 5 7 1
qa 56 0.83 i g¢g YR 0.17

Ara, com que hem suposat que A i B es distribueixen com una llei Normal,
podem utilitzar la segiient formula per obtenir el discriminador de Bayes:

B(z) = L(z) + log(qa/q)

Ara, com coneixem els valors de g4, ¢g podem trobar el logaritme

5/6
a4 _ 5/6 =5 = log(qa/qs) = log(5) = 1.609
gz 1/6

Per tant, si volguéssim classificar, segons el criteri de Bayes I'observacio

z = (05,058, 0.7, 0.2),
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tindriem que

B(z) = —0.5035+ 1.609 = 1.105 > 0

i per tant, arribariem a la conclusio que x € A.

e Discriminador quadratic: Aquest discriminador, a diferéncia dels anteriors,
suposa que Y4 # Xp 1 es pot calcular a partir de la seglient formula:

= aT(S5! — 53 + a7

. ) 1 1
(Za = X5l pa) + GHE5 s — SATS Ha—

1 1
— §log|2,4| + §ZOQ|ZB|

Es a dir, necessitem calcular X', X5, [Za4] 1 |Z5[:

> # Primer calculem les inverses de les matrius de covaridncies:
> solve(cov(A))

Y1

Y1l Y2
33.647267 -35.58452

Y3 Y4
4.067574 -15.302752

Y2 -35.584522 59.33784 -19.262933 6.741710
4.067574 -19.26293 15.529658 -5.210047

Y3
Y4

> solve(cov(B))

Y1
Y2
Y3
Y4

-441.06859 1556.3587

Y1l Y2

-15.302752 6.74171 -5.210047 44.6223060

Y3 Y4

429.65394 -441.0686 -44.20525 168.60852

-500.95595 -929.43661

-44.20525 -500.956@0 500.11155 20.71278

168.60852 -929.4366

20.71278 3027.02543

> # Ara calculem els determinants de les matrius de covaridncies:
> det(cov(A))
[1] 2.238946e-05
> det(cov(B))
[1] 4.830131e-12

33.65 —35.58

o1 —35.58  59.34

4 4.07  —19.26

—15.30 6.74

429.65 —441.07

ol —441.07 1556.36
5 =

—44.21 —500.96
168.61 —929.44

407 —15.30
~19.26  6.74 .
1553 _5o1 |0 [Pal=224-10 5
521 44.62
—44.21  168.61
—500.96 —929.44 i
50011 2071 |0 1ZBl=483-107%

20.71  3027.03

Per tant, si volguéssim classificar, segons el criteri del discriminador quadratic
I’observaci6

Tr =

(0.5, 0.8, 0.7, 0.2),
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tindriem que
1 -5 1 —12
Q(z) =21.01 — 5[09(2.25 -107°) + §log(4.83 -107%) =1341>0

i per tant, arribariem a la conclusi6é que = € A.

e Discriminador quadratic de Bayes: Finalment podriem calcular el discrimina-
dor quadratic de Bayes que es pot calcular a partir de ’expressio

BQ(r) = Q(x) + log(q1/¢2)

Per tant, si volguéssim classificar, segons el criteri del discriminador quadratic
de Bayes 'observacio6
z = (0.5, 0.8, 0.7, 0.2),

tindriem que
BQ(zx) =13.41+1.61 =15.02> 0

i per tant, arribariem a la conclusio que x € A.

Resumint, per 'observaciéo x = (0.5, 0.8, 0.7, 0.2) hem calculat 4 discriminadors
diferents obtenint els segiients resultats:
Discriminador lineal de Fisher: x € B
Discriminador de Bayes: x € A
Discriminador quadratic: z € A
Discriminador quadratic de Bayes: © € A
Notem que tres discriminadors (Bayes, quadratic i quadratic de Bayes) conclouen
que = € A, mentre que el discriminador lineal de Fisher conclou que x € B. Com

a conclusié podriem afirmar que x € A, ja que el discriminador quadratic és més
precis que el discriminador lineal de Fisher.
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5 Conclusions

Podem concloure que s’han assolit els dos objectius principals d’aquest treball:

D’una banda, hem pogut estudiar en detall quatre dels principals métodes d’ana-
lisi multivariant: el model de regressio lineal multiple (MRLM), que ens ha permeés
relacionar una variable aleatoria amb un vector aleatori, I’analisi de correlaci6 ca-
nonica (ACC), que és una generalitzacio del MRLM, ja que serveix per relacionar
dos vectors aleatoris, ’analisi de components principals (ACP), que té com a ob-
jectiu reduir la dimensié d’un vector aleatori per poder-lo representar graficament
i 'analisi discriminant (AD), que serveix per classificar un individu entre diverses
poblacions.

D’altra banda, he trobat dades reals amb les quals he pogut construir exemples
interessants d’aplicacié d’aquests métodes, aixd m’ha servit per entendre quina és
la finalitat de cada métode més enlla de la seva base teorica.
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6 Annex

6.1 Mostra per I’exemple del model de regressi6 lineal mail-
tiple

Per construir aquesta base de dades, he extret la informacié a partir de les dades
que té publicades 'IDESCAT (Institut d’Estadistica de Catalunya), que és 1’organ
estadistic de la Generalitat de Catalunya. Entre altres objectius, 'TDESCAT pro-
dueix dades estadistiques oficials economiques, demografiques i socials i a més, fa el
seguiment d’altres activitats estadistiques i en difon els resultats oficials.

e Preu de venda mitja d’habitatge d’obra nova per metre quadrat:
En el segiient enllag https://www.idescat.cat/pub/7id=aec&n=728 es pot
veure com 'IDESCAT informa el preu de venda mitja d’habitatge d’obra nova
de cada comarca per anys. A la meva base de dades he copiat les xifres relatives
a I’any 2018 excepte per les comarques “Conca de Barbera”, “Pallars Sobira” i
“Priorat”, que he agafat les dades del 2019, ja que pel 2018 no n’hi havia i per
les comarques “Alta Ribagorga” i “Pallars Jussa” he buscat una font alternativa,
ja que 'IDESCAT no ha informat el preu de 'habitatge en els ultims 5 anys,
aixi que he buscat com a font alternativa les dades facilitades per la Secretaria
d’Habitat Urba i Territori relatives al gener-juny del 2018, com es pot veure
en el segiient enllag:

http://habitatge.gencat.cat/web/.content/home/dades/estadistiques/
01_Estadistiques_de_construccio_i_mercat_immobiliari/02_Compravenda_
i_preu_de_venda/02_Compravendes_d_habitatges_registrades_i_el_preu_
de_venda/Estadistica_PDF/Compravendes_gen_junl8.pdf.

e Densitat poblacional: En el segiient enllag https://www.idescat.cat/
pub/?7id=aec&n=249&t=2018/es pot veure com 'IDESCAT informa la densitat
poblacional per comarca (hab/km?). He agafat les dades relatives al 2018.

e Distancia entre la capital de comarca i Barcelona: Aquesta distancia
no la recull FIDESCAT, sindé que he estat jo, qui mitjancant Google Maps
ha calculat la distancia en cotxe entre la capital de cada comarca i la Placa
Catalunya de Barcelona.

e PIB per habitant: En el segiient enllag https://www.idescat.cat/pub/
?id=aec&n=358 es pot veure com 'IDESCAT informa el PIB per habitant (en
milers d’euros) de cada comarca. Les ultimes dades disponibles son les de
2018, per aix0 en els altres camps també he agafat les dades relatives al 2018.

¢ Renda familiar per habitant: En el segiient enllag https://www.idescat.
cat/pub/?7id=aec&n=941&t=2018 es pot veure com I'IDESCAT informa la ren-
da familiar per habitant (en milers d’euros) de cada comarca al 2018.

e Mitjana d’edat: En el segiient enlla¢ https://www.idescat.cat/pub/?id=
pmh&n=1180&t=201800&geo=com:01 el nombre de persones de cada edat re-
sidents a la comarca “Alt Camp”, m’he descarregat les dades i he calculat la
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mitjana amb un Excel. He seguit el mateix procediment per les 42 comarques
de Catalunya.

Recollint totes les dades descrites anteriorment, he construit la segiient taula
d’Excel:

Comarques

821,89 81.9 104 332 151 42,16
1.812,31 103.6 146 247 13,9 41,60
1.258,99 182.4 60,2 29,6 16 41,14
948,73 14 175 241 13.5 44 .40
1177.8 8,8 237 33,5 153 44,56
1.125,34 137,5 69,6 22,2 15,2 41,45
2.370,82 15,8 276 38,8 15 41,18
1.122,76 161,6 57,7 28,3 16,3 42,86
1.331.,84 271 109 23,1 14,9 41,08
790,57 77,7 181 22,9 13,3 43,76
2.184,86 190,2 130 23,2 14,3 42,39
2.571,63 1.685,60 11,9 331 17,9 41,25
1.377,75 345,5 69 19,1 13,8 41,99
3.365,24 15.469,20 0 39,5 19,4 43,50
1.358,65 33 102 25,1 16,6 46,15
3.071,42 32,7 158 25,7 14,5 42,58
1057,16 30,9 118 32,6 15,4 4427
3.043,06 805,5 48,5 19,7 17,3 41,90
605,47 23,5 153 22,8 13.5 46,45
1.149,42 77,2 1z 30,2 16,6 43,35
1.666,07 331,5 103 33,2 16,4 39,34
2.298,01 1.123,70 31 22,1 17,2 41,95
1.218,76 39,9 60,6 231 16,2 42,75
681,47 2,2 174 18,6 12,2 43,57
875,92 21,7 148 24,5 13.4 44,01
1.493,49 127,2 72 29,6 17 41,55
7119 9.8 186 23,2 14,3 46,64
945,08 5 235 27,9 14,6 44,52
604,34 121,8 121 27,8 16,2 41,00
1.295,29 120,4 137 27,2 14 42,07
666,67 18,6 136 18,5 14 46,65
919,3 26,6 154 49,4 14,6 45,82
809,72 26,1 107 25 17,2 46,62
33488 31,6 101 344 14 41,28
957.6 149.4 162 29,2 15,2 41,84
1.526,96 169,9 87,6 271 141 41,55
980,42 13,4 107 26,6 141 43,20
1.489,78 791,5 98,8 348 14,9 40,73
647,24 15,5 175 24 13,6 47,99
637,11 62,5 13 26,7 141 42,58
2.258,54 1.574,10 25,7 31 17,6 40,56
1.605,10 552,9 29,4 3,7 16,9 40,87

6.2 Mostra per ’exemple d’analisi de correlacié canonica
La mostra d’aquest exemple conté dades de les segiients fonts:

e Percentatge de vot de cada partit a les eleccions autonomiques de
Catalunya del passat 14 de febrer: Aquestes dades s’han extret a partir
dels resultats oficials publicats al diari ‘Naci6 Digital’.

En el segiient enlla¢ es poden consultar les dades relatives a la comarca de
I’Alt Penedés https://www.naciodigital.cat/eleccions/parlament2021/|
comarca/037elecAnt=parlament2017.

e Quocient Josep/José i Anna/Ana: Per trobar el quocient del nombre de
persones que es diuen Josep i el nombre de persones que es diuen José he extret
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les dades de 'IDESCAT (Institut d’Estadistica de Catalunya). En el segilient
enllag https://www.idescat.cat/noms/7res=d03&sexe=0 es poden veure els
noms de la poblacié de la comarca de I’Alt Penedés aixi que, per construir la
base de dades, he sumat al numerador el nombre de persones que es diuen
Josep o Josep Maria i al denominador he col-locat la suma de persones que es
diuen José o José Maria. S’ha fet el mateix procediment en el cas del quocient
de les persones que es diuen Anna i les que es diuen Ana.

Comarques
Alt Camp 25,50 14,36 28,62 5,64 10,57 0,90 0,81
Alt Emporda 21,71 15,31 27,28 9,56 7.34 0,73 0,84
Alt Penedés 25,19 16,87 25,23 4,75 9,70 0,73 0,9
Alt Urgell 26,95 15,46 28,32 3,43 8,51 0,94 0,93
Alta Ribagorca 22,83 20,44 20,98 3,23 9,26 1.14 0,71
Anoia 22,38 20,47 21,08 6,97 7,28 0,56 0,67
Aran 14,43 29,89 10,54 14,03 3,61 0,10 0,36
Bages 24,75 16.50 27.76 5.59 8.44 0.67 0.84
Baix Camp 22,30 18,81 21,08 9,59 7,16 0,49 0,70
Baix Ebre 31,43 14,77 20,63 5,32 6,48 0,43 0,59
Baix Emporda 22,64 16,89 30,75 5,86 7.72 0,80 0,93
Baix Llobregat 19,54 3141 10,62 9,20 4,16 017 0,32
Baix Penedés 21,26 25,14 14,88 11,12 4,93 0,29 0,40
Barcelonés 18,33 26,21 15,47 7,70 6,20 0,27 0,48
Bergueda 25,70 9,75 36,09 2,35 11,52 0,99 1,49
Cerdanya 20,82 12,42 30,64 5,19 8,87 0,87 1,17
Conca de Barbera 31,05 9,72 31,09 2,89 9,86 2,39 1,95
Garraf 21,45 24,70 17,18 8,21 6,42 0,27 0,47
Garrigues 32,16 9,10 33,28 2,72 8,39 1,60 1.74
Garrotxa 23,16 10,08 39,88 3,05 10,53 1,10 1,49
Gironés 19,24 14,79 33,54 5,62 11,08 0,92 1,37
Maresme 22,58 19,58 22,91 7,78 6,49 0,42 0,61
Moianés 29,51 9,38 31,27 2,92 11,59 1,13 1,12
Montsia 33,55 15,50 18,65 6,21 7,00 0,45 0,68
Noguera 31.23 11,25 29,50 3,79 7,22 0,99 1,18
Osona 22,54 9,50 41,44 3,21 10,32 1,57 1,92
Pallars Jussa 23,32 16,06 33,68 2,78 9,15 0,88 1,10
Pallars Sobira 27.86 9,31 29,92 1.31 14,02 217 1.33
Pla d'Urgell 28,79 10,75 32,48 3,72 6,12 2,99 3,20
Pla de I'Estany 24,79 7,27 40,76 2,00 12,01 0,80 1,05
Priorat 32,61 9,66 28,06 2,10 1435 1.31 0,97
Ribera d'Ebre 33.03 12,78 26,25 3.24 8,80 0,65 0,80
Ripollés 22,86 11,53 36,88 3,53 8,93 0,77 1,50
Segarra 26,90 11,07 31,97 4,06 8,78 1.45 1.27
Segria 24,08 17,89 23,03 7,50 6,05 0,42 0,60
Selva 21,14 17,96 29,04 6,81 6,93 0,73 0,92
Solsonés 24,34 9,40 36,22 2,72 1.4 2,97 4,00
Tarragoneés 19,12 24,14 14,03 12,73 5,10 0,31 0,41
Terra Alta 29,91 14,79 22,57 4,39 7,71 0,56 0,72
Urgell 28,12 10,26 34,72 3,56 8,10 2,78 2,40
Vallés Occidental 19,99 25,50 16,45 8,72 5,65 0,28 0,53
Vallés Oriental 22,04 23,66 19,96 7,18 6,46 0,38 0,56

Ara bé, el que les dades que s’han fet servir per fer I'exemple son el logaritme
dels percentatges de vots i el logaritme dels quocients, per tant, les dades que s’han
importat a R per fer 'exemple son:
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Comarques

Alt Camp

Alt Emporda 1,34 1,18 1,44 0,98 0,87 -0,14 -0,07
Alt Penedés 1,40 1,23 1,40 0,68 0,99 -0,14 -0,04
Alt Urgell 1,43 1,19 1,45 0,54 0,93 -0,03 -0,03
Alta Ribagorga 1,36 1,31 1,32 0,51 0,97 0,06 -0,15
Anoia 1,35 1,3 1,32 0,84 0,86 -0,25 -017
Aran 1,16 1,48 1,02 1,15 0,56 -0,98 -0,44
Bages 1,39 1,22 1,44 0,75 0,93 -017 -0,08
Baix Camp 1,35 1,27 1,32 0,98 0,85 -0,31 -0,16
Baix Ebre 1,50 117 1,31 0,73 0,81 -0,37 -0,23
Baix Emporda 1,35 1,23 1,49 0,77 0,89 -0,10 -0,03
Baix Llobregat 1,29 1,50 1,03 0,96 0,62 -0,78 -0,50
Baix Penedés 1,33 1,40 117 1,05 0,69 -0,54 -0,40
Barcelonés 1,26 1,42 1,19 0,89 0,79 -0,57 -0,32
Bergueda 1,41 0,99 1,56 0,37 1,06 0,00 0,17
Cerdanya 1.32 1,09 1,49 0,72 0,95 -0,06 0,07
Conca de Barbera 1,49 0,99 1,49 0,46 0,99 0,38 0,29
Garraf 1,33 1,39 1,24 0,9 0,81 -0,57 -0,33
Garrigues 1,51 0,96 1,52 0,43 0,92 0,20 0,24
Garrotxa 1,36 1,00 1,60 0,48 1,02 0,04 0,17
Gironés 1,28 117 1,53 0,75 1,04 -0,04 0,14
Maresme 1,35 1,29 1,36 0,89 0,81 -0,38 -0,21
Moianés 1,47 0,97 1,50 0,47 1,06 0,05 0,05
Maontsia 1,53 1,19 1,27 0,79 0,85 -0,35 -0,17
Noguera 1,49 1,05 1,47 0,58 0,86 0,00 0,07
Osona 1,35 0,98 1,62 0,51 1,01 0,19 0,28
Pallars Jussa 1,37 1,21 1,53 0,44 0,96 -0,06 0,04
Pallars Sobira 1,44 0,97 1,48 0,12 1,15 0,34 0,12
Pla d'Urgell 1,46 1,03 1,51 0,57 0,79 0,48 0,51
Pla de I'Estany 1,39 0,86 1,61 0,30 1,08 -0,10 0,02
Priorat 1,51 0,98 1,45 0,32 1,16 012 -0,01
Ribera d'Ebre 1,52 1.1 1,42 0,51 0,94 -0,18 -0,09
Ripollés 1,36 1,06 1,57 0,55 0,95 -0,11 0,18
Segarra 1,43 1,04 1,50 0,61 0,94 017 0,10
Segria 1,38 1,25 1,36 0,88 0,78 -0,37 -0,22
Selva 1,33 1,25 1,46 0,83 0,84 -0,14 -0,04
Solsonés 1,39 0,97 1,56 0,43 1,06 0,47 0,60
Tarragonés 1,28 1,38 1,15 1,10 0,M -0,51 -0,39
Terra Alta 1,48 117 1,35 0,64 0,89 -0,25 -0,14
Urgell 1,45 1,01 1,54 0,55 0,91 0,44 0,38
Vallés Occidental 1,30 1.4 1,22 0,94 0,75 -0,55 -0,27
Vallés Oriental 1,34 1,37 1,30 0,86 0,81 -0,42 -0,25

6.3 Mostra per I'exemple d’analisi de components principals

Per construir aquesta base de dades, he extret la informacié a partir de les dades
que té publicades 'IDESCAT (Institut d’Estadistica de Catalunya).

e Altitud, mitjana de temperatures maximes, mitjana de tempera-
tures minimes, precipitacié anual i humitat relativa: En el segiient
enllag https://www.idescat.cat/pub/7id=aec&n=214 es pot veure com 1'I-
DESCAT informa l'altitud d’una certa estaci6 meteorologica de cada comarca
juntament amb la mitjana de temperatures maximes i la mitjana de tempe-
ratures minimes que registra aquesta estaci6. A sota, hi trobem una segona
taula on trobem les dades relatives a la precipitacié anual (mm) que recull
cada estaci6 aixi com la mitjana d’humitat relativa al llarg de I'any.

Recollint totes les dades relatives al 2019 excloent la comarca del Moianes, ja
que 'IDESCAT no informa cap valor dels que ens interessen, he construit la
segiient taula d’Excel:
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Mitjana Mitjana L .
. Precipitacié [ Humitat
Comarques Altitud temperatures | temperatures :
. L anual (mm) | relativa
maximes minimes
Alt Camp 287 21,8 10,6 342,1 64
Alt Emporda 24 22,1 11,6 522,9 63
Alt Penedés 240 21,9 9,5 465,5 71
Alt Urgell 849 20,2 53 592,2 62
Alta Ribagorga 823 20 2,8 842,9 71
Anoia 316 22,5 10,4 523,9 67
Aran 1.002 16,5 4,7 1.062,90 73
Bages 349 22,3 6,7 490,3 71
Baix Camp 29 22,1 11,5 426,7 69
Baix Ebre 179 22,2 12,3 317,1 65
Baix Emporda 29 22,3 8,8 579,8 75
Baix Llobregat 8 22,3 11,2 555,8 71
Baix Penedes 59 22,7 10,5 368,8 69
Barcelonés 33 21,6 15,2 626,6 62
Bergueda 873 19,8 7 597 71
Cerdanya 1.213 17,3 3,6 677,9 60
Conca de Barbera 446 20,7 8,3 443,2 67
Garraf 148 21,7 9,8 466,6 72
Garrigues 505 20,5 8,6 343,3 63
Garrotxa 433 21,6 6,4 613,6 71
Girones 72 23 7,2 540 73
Maresme 81 20,8 12,1 513,9 69
Montsia 3 21,8 12,9 340,8 71
Noguera 238 21,9 7,6 389,8 70
Osona 509 21,2 6,3 528,2 74
Pallars Jussa 508 21,3 6,5 699,4 65
Pallars Sobira 679 20,3 5,2 775,7 64
Pla de I'Estany 247 21,8 7,7 437,7 69
Pla d'Urgell 176 22,2 10,2 508 68
Priorat 359 21,8 10 465,9 64
Ribera d'Ebre 53 24,1 9,8 320,8 64
Ripolles 852 18,1 4,1 756,9 76
Segarra 554 19,8 8,4 356,2 68
Segria 286 21,2 7,7 331,4 70
Selva 150 22,9 7,7 510,6 71
Solsonés 659 21 6,4 522,1 68
Tarragones 5 22,2 12,4 359,9 67
Terra Alta 515 21,2 9,6 388,3 60
Urgell 427 20,9 9,2 401,6 65
Vallés Occidental 258 21,7 9,3 553 69
Vallés Oriental 176 22,3 9 506,5 69

6.4 Mostra per ’exemple d’analisi discriminant

La mostra d’aquest exemple conté dades de les segiients fonts:

e Poblaci6: A partir dels resultats oficials publicats al diari ‘Nacié Digital’,
he assignat com a poblacié A les comarques en les quals el percentatge de
vot obtingut pels partits independentistes (ERC, JxCat i CUP) és superior
al percentatge de vot obtingut pels partits no independentistes (PSC, VOX,

%)



ECP, PP i Cs). En el segiient enllag es poden consultar les dades relatives a
la comarca de ’Alt Penedés: https://www.naciodigital.cat/eleccions/
parlament2021/comarca/037elecAnt=parlament2017.

¢ Quocient Josep/José, Joan/Juan, Anna/Ana i Carme/Carmen: Ana-
leg a I'apartat 5.2.

Comarques Poblacié

Aran B

Baix Llobregat B 0,17 0,39 0,32 0,04
Baix Penedés B 0,29 0,50 0,40 0,07
Barcelonés B 0,27 0,54 0,48 0,07
Garraf B 0,27 0,45 0,47 0,07
Tarragonés B 0,31 0,50 0,41 0,11
Vallés Occidental B 0,28 0,54 0,53 0,10
Alt Camp A 0,90 1,01 0,81 0,30
Alt Emporda A 0,73 0,82 0,84 0,16
Alt Penedes A 0,73 1,08 0,91 0,17
Alt Urgell A 0,94 1,04 0,93 0,19
Alta Ribagorca A 1,14 1,07 0,71 0,25
Anoia A 0,56 0,68 0,67 0,12
Bages A 0,67 0,85 0,84 0,24
Baix Camp A 0,49 0,66 0,70 0,13
Baix Ebre A 0,43 0,54 0,59 0,14
Baix Emporda A 0,80 0,91 0,93 0,17
Bergueda A 0,99 1,06 1,49 0,39
Cerdanya A 0,87 1,20 1,17 0,19
Conca de Barbera A 2,39 2,36 1,95 0,39
Garrigues A 1,60 1,46 1,74 0,70
Garrotxa A 1,10 1,24 1,49 0,53
Girones A 0,92 1,11 1,37 0,25
Maresme A 0,42 0,75 0,61 0,10
Moianes A 1,13 1,32 1,12 0,30
Montsia A 0,45 0,65 0,68 0,06
Noguera A 0,99 0,96 1,18 0,27
Osona A 1,57 1,69 1,92 0,70
Pallars Jussa A 0,88 0,95 1,10 0,10
Pallars Sobira A 2,17 1,63 1,33 0,41
Pla d'Urgell A 2,99 3,28 3,20 0,98
Pla de I'Estany A 0,80 0,96 1,05 0,31
Priorat A 1,31 1,14 0,97 0,32
Ribera d'Ebre A 0,65 0,87 0,80 0,14
Ripollés A 0,77 1,06 1,50 0,37
Segarra A 1,49 1,51 1,27 0,40
Segria A 0,42 0,61 0,60 0,11
Selva A 0,73 0,91 0,92 0,22
Solsonés A 2,97 3,04 4,00 0,66
Terra Alta A 0,56 1,07 0,72 0,17
Urgell A 2,78 2,43 2,40 1,40
Valles Oriental A 0,38 0,63 0,56 0,09
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