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Resumen

The main goal of this project is to understand the tensor product operation in the category
of dendroidals sets. To do so, we introduce the notion of shuffles between two trees,
and show how they are used in order to describe the tensor product. We begin with
a quick review about categories, functors and operads, focusing on the basic definitions
and constructions. Then, we introduce the formalism of trees, its relation to coloured
operads and the definition of the dendroidal category (), which serves as the indexing
category for defining dendroidal sets as a presheaf category. We also show how the
dendroidal category €2 extends the simplicial category A via the inclusion of linear trees,
and the relation between simplicial sets and dendroidal sets. Finally, we develop a Python
algorithm that generates the complete set of shuffles between two trees and prints their
planar representations.
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1 Nociones previas

En esta seccién vamos a exponer unas nociones previas que nos van a ayudar durante
todo el trabajo. Las definiciones las hemos extraido de [I, Capitulo 1].

1.1 Categorias

Definicion 1.1. Una categoria C consiste en:

e Una clase Ob(C), cuyos elementos llamaremos objetos de la categoria.

e Para cada par de objectos A, B € Ob(C) un conjunto C(A, B) de morfismos o flechas
de A a B.

e Para cada tres objectos A, B,C € Ob(C) una funcién de composicion
C(B,C) x C(A,B) = C(A,C)

que envia el par (g, f) ago f.

e Para cada objeto A, un elemento id4 € C(A, A) que llamaremos la identidad en A.
Ademas, esta estructura cumple los siguientes axiomas:

e Asociatividad. La funcién de composicién es asociativa, esto es, dados f € C(A4, B),
g€ C(B,C)y heC(C,D), se cumple que (hog)o f=ho(go f).

e Unidad. La identidad es un elemento neutro para la composicién, es decir, para
toda f € C(A, B) tenemos que foidy = f =idgo f.

A menudo, denotaremos un objecto A de C como A € C, en vez de A € Ob(C) y
un morfismo f € C(A, B) como f: A — B. Una categoria C es pequena si Ob(C) es un
conjunto.

Ejemplo 1.2. Los siguientes son algunos ejemplos de categorias.

(i) La categoria Set cuyos objetos son todos los conjuntos y cuyos morfismos son la
aplicaciones entre conjuntos

(ii) La categoria Grp cuyos objetos son los grupos y cuyos morfismos son los morfismos
de grupo.

(iii) La categoria Top cuyos objetos son los espacios topoldgicos y cuyos morfismos son
las aplicaciones continuas.

Definicion 1.3. Dada una categoria C, podemos definir su categoria opuesta C°P de la
siguiente manera. Los objectos de C°P son los mismos que los de C, los morfismos cambian
de direccién C°P(A, B) = C(B, A) y la funcién de composicién es f o°P? g = go f.



1.1.1 Funtores

Definicion 1.4. Sean C y D dos categorias. Un funtor F' de C en D, que denotaremos
por F': C — D consiste en:

e Una aplicacién Ob(C) — Ob(D). La imagen de un objeto A de C la denotaremos
por F(A)

e Para cada par de objetos A, B € C una aplicacion
La imagen de un morfismo f: A — B por esta aplicacién la denotaremos por

F(f): F(A) — F(B).

Ademds, estas aplicaciones son compatibles con la composicién y la unidad, esto es, se
cumplen los siguientes axiomas:

e Dados f € C(A,B) y g € C(B,C) se cumple que F(go f) = F(g) o F(f).
e Para todo objeto A € C se cumple que F(ida) = idp(4).

Observacion 1.5. La nocién de funtor que acabamos se llama también funtor covariante
de C en D. Un funtor de C°P? en D se llama functor contravariante de C en D. Observar
que si F' es un funtor contravariante deCen Dy f: A — B es un morfismo en C, entonces
F(f): F(B) — F(A).

Ejemplo 1.6. Dado un conjunto X cualquiera, podemos construir el grupo libre en los
elementos de este conjunto F'(X). Esto define un funtor F': Set — Grp.

Definicion 1.7. Sea F' : C — D un funtor entre dos categorias C y D. Dados un par de
objetos A, B € C consideremos la aplicacién

Fap:C(A,B) — D(F(A), F(B)).
e Diremos que F' es un funtor fiel si para cada par de objetos A, B € C la aplicacién
F5 B es inyectiva.

e Diremos que F' es un funtor pleno si para cada par de objetos A, B € C la aplicacion
F4 p es exhaustiva.

e Diremos que F' es un funtor plenamente fiel si para cada par de objetos A, B € C
la aplicacién F4 g es biyectiva.



1.2 Opéradas en conjuntos

Para cada n > 0, denotaremos por X, el grupo simétrico de n letras (en el caso n =0, 1,
Y, serd el grupo trivial). Este apartado usa las definiciones de [3, Capitulo 1].

Definicién 1.8. Una opérada P consiste en una sucesién de conjuntos {P(n)},>¢ junto
con la siguiente estructura:

e Un clemento unidad 1 € P(1).
e Un producto composicion
P(n) x P(ky) x -+ x P(k,) — P(k)
para cada ny ki,...,k, tal que k = >"7" | k.

e Para cada o € ¥, una accion por la derecha o*: P(n) — P(n).

Ademas el producto composicion es asociativo, equivariante y compatible con la unidad.

Definicion 1.9. Dadas dos opéradas P y (), un morfismo de opéradas f: P — () con-
siste en aplicaciones f,: P(n) — Q(n) para cada n > 0 compatibles con el producto
composicién, la unidad y la accién del grupo simétrico.

1.2.1 Opéradas coloreadas

La nocién de opérada coloreada generaliza a la vez el concepto de categoria y de opérada.

Definicion 1.10. Sea C un conjunto, cuyos elementos llameremos colores. Una opérada
C-coloreada P consiste en, para cada (n + 1)-tupla de colores (cy,...,c,,¢) con n > 0,
un conjunto P(cq,...,cu;c) (que representard el conjunto de operaciones cuyas entradas
estan coloreadas por los colores ¢y, ..., ¢, y cuya salida esta coloreada por ¢), junto con
la siguiente estructura:

e Un elemento unidad 1. € P(c;c) para cada ¢ € C.
e Un producto composicion

P(cl,...,cn;c)®P(d1,1,...,d1,kl;cl)®---®P(dn,1,...,dn7kn;cn)
—>P(dl,la---adl,kzp'--7dn,17-~'7dn,kn§c)

para cada (n + 1)-tupla de colores (cy,...,cy;¢) y n tuplas cualesquiera
(dit,. s digicl)s-oy (dnt, ooy dn ks Cn)
e Para cada elemento o € ¥J,, una accion
0" 1 P(cr, .. cnsc) — PCo(1), -+ Co(n); €)-

Ademas el producto composicion es asociativo, equivariante y compatible con las unidades.



Definiciéon 1.11. Sea P una opérada C-coloreada y () una opérada D-coloreada. Un
morfismo de opéradas f: P — () consiste en una aplicaciones entre los conjuntos de
colores f: C'— D y aplicaciones

fcl,...,cn;c : P(Cla .- .,Cn;C) — Q(f(cl)v s 7f(cn); C)

compatibles con el producto composicion, las unidades y la accién del grupo simétrico.

Denotaremos por Oper la categoria cuyos objetos son operadas coloreadas y cuyos
morfismos son los morfismos de operadas coloreadas.

Ejemplo 1.12. Si C = {x}, entonces una opérada C-coloreada es lo mismo que una
opérada clasica. Si P es una opérada C-coloreada tal que solamente tiene operaciones
de aridad uno, es decir P(cy,...,cp;c) = 0 si n # 1, entonces P es una categoria, cuyo
conjunto de objetos es C.

Ejemplo 1.13. Una categoria pequenia C se puede ver como una opérada coloreada
en Set. Kl conjunto de colores es el conjunto de objetos de C y las operaciones son
operaciones unitarias. La composicion del producto viene determinado por la composicién
de morfismos en C.

A la inversa, las operaciones unitarias en una opérada C-coloreada P dan una categoria
cuyos objetos son elementos de C. Estas dos construcciones definen los funtores adjuntos:

gi: Cat =—— j*: Oper

donde Cat denota la categoria de categorias pequenas.



2 Conjuntos Simpliciales

Los conjuntos simpliciales son esencialmente una generalizacién de los complejos simpli-
ciales geométricos con una topologia elemental. En esta seccién daremos la base para
llegar a entender como se forman los conjuntos simpliciales. Esta seccién usa las defini-
ciones de [2, Capitulos 2 y 3]

2.1 Complejos simpliciales

Definicion 2.1. Un n-simplex geométrico es la envoltura convexa de n 4+ 1 puntos
geométricamente independientes {vy, ..., v,} en un espacio euclideo cualquiera. Es decir,
la coleccién de n vectores vy — vg, ..., v, — ¥, son linealmente independientes. Los puntos
v; los llamaremos vértices.

Observamos que un n-simplex es homeomorfo a una bola cerrada de dimensiéon n.

Definicién 2.2. Una cara geométrica de un n-simplex formado por los vértices {vp, ..., v, }
es la envoltura convexa formada por un subconjunto de dichos vértices.

Definicion 2.3. Un complejo simplicial geométrico X en R™ es una coleccién de simplices
de varias dimensiones en R"” tales que

e Toda cara de un simplex en X también estd en X.

e La interseccion de dos simplices cualesquiera de X, es una cara en ambos, si no es
vacia.

Sea X un complejo simplicial geométrico, denotaremos por X* al complejo simplicial
geométrico formado por todos los k-simplex de X. Observamos que X° = {v;};c; donde
I es un conjunto de indices. Entonces, podemos pensar todo elemento de X* como un

subconjunto de X° de cardinalidad k + 1. Es decir, un subconjunto {v;,,...,v; } C X°
es un elemento de X*. Para toda coleccién finita de vértices {vp,...v,} que forma un
simplex lo denotaremos como el simplex [vy, ..., vp].

Definicién 2.4. Un complejo simplicial abstracto X es un conjunto de vértices X° junto
con los conjuntos X* formados por subconjuntos de X° de cardinalidad k + 1, para todo
k € N. Estos conjuntos deben cumplir que todo subconjunto de cardinalidad j+1 < k de
un elemento de X* es un elemento de X7. Es decir, todo elemento de X* es un k-simplex
abstracto y todas sus caras son simplices en X.

2.1.1 Morfismos simpliciales

En este apartado definiremos los morfismos entre dos complejos simpliciales geométricos.
Estos morfismos serdn una herramienta clave para pasar de los complejos simpliciales a
los conjuntos simpliciales.

Definicion 2.5. Sean K y L dos complejos simpliciales geométricos. Un morfismo sim-
plicial f: K — L envia los vertices {v;} de K a los vertices {f(v;)} de L; de manera
que si [vj,, ..., ;] es un simplex de K, entonces f(vj,), ..., f(v;,) son vértices (no todos
unicos) de un simplex en L.



Ejemplo 2.6. Sea [vg,v1,v2] un 2-simplex y [vp,v1] una de sus l-cara. Consideramos
el morfismo simplicial f: [vg, v1,v2] — [vo,v1] determinado por f(vg) = wvo, f(v1) = v1,

f(v2) = v

Observamos que tal definicién de morfismos simpliciales prevalece para los complejos
simpliciales abstractos. De ahora en adelante simplemente usaremos el término complejo
simplicial.

2.1.2 Complejos simpliciales ordenados y sus caras

Definicion 2.7. Un complejo simplicial ordenado X es un complejo simplicial cuyo con-
junto de vértices X° estd totalmente ordenado. Es decir, la notacién [vj,, . ..,v;] es un
simplex si y solo si v;; < wv; para todo j <.

Definicion 2.8. Un n-simplex ordenado es un n-simplex con los vértices ordenados. De-
notaremos por |A"| el n-simplex ordenado . Para simplificar, normalmente se renombran
los vértices con los nimeros 0, 1,..., n, de tal manera que |[A"| = [0,...,n].

Definicion 2.9. Sea X un complejo simplicial ordenado. Los morfismos cara son una
coleccién de morfismos dp, . .., 0, X™ — X"~ que vienen determinados por [0,...,n]
o,... .. ,n|. Es decir, envian un n-simplex a su (n — 1)-cara asociada al vértice j.
Para complejos simpliciales ordenados en general, 0 < 57 <n

g X" — X!
[Vigy« -+ Vi, | ¥ [Uio,...,vgj,...,v,-n]

Observamos que sii < j, 0;0; = §;—16;. En efecto, 0;6;{0,...,n] =10,...,%,...,4,...,n] =
5j—15i[0; ce ,n]

2.2 A-Set

En este apartado veremos que los A—Set son un intermedio entre complejos simpliciales
y conjuntos simpliciales.

Definicién 2.10. Un A-Set consiste en una sucesiéon Xg, X1,...,X;,... de conjuntos de
i-simplices y, para cada n > 0, funciones §; : X,,11 — Xp, V0 < ¢ < n+ 1, que cumplen
0;0; = 0;_10;, si ¢ < j. Lo podemos representar mediante el siguiente diagrama

(5() 50
S e 6
XO Xl D E— X2 .
1’\_/ \_/
51 52



2.2.1 Definicién categdérica de los A—Set

En este apartado introduciremos la definicién de los A—Set como categorias cuyos objetos
son simplices y los morfismos son morfismos simpliciales.

Definiciéon 2.11. La categoria A es una categoria cuyos objetos son los conjuntos es-
trictamente ordenados finitos [n] = {0,...,n} y los morfismos son las funciones, que
mantienen el orden estrictamente, f: [m] — [n]. Podemos pensar que sea la inclusién
de un m-simplex como cara de un n-simplex. Para todo 0 < ¢ < n consideramos los
morfismos:

d; : [n] — [n+1]
{0,...,n} —{0,...,4,...,n+1}

Definicion 2.12. La categoria AP, es la categoria opuesta de A, cuyos objetos son
los conjuntos estrictamente ordenados finitos [n] = {0,...,n} y los morfismos son las
funciones, que mantienen el orden estrictamente, f : [n] — [m]. Podemos pensar que sea
la extraccion de la cara m-simplex de un n-simplex. Para todo 0 < ¢ < n consideramos
los morfismos:

DZ[TL]—>[7’L—1]
{O,...,n}>—>{O,...,%,...,n}

Definicién 2.13. Un A-Set es un funtor covariante X : A% — Set, o equivalentemente
es un funtor contravariante X: A — Set. Es decir, un funtor contravariante A — Set
asigna a cada objeto [n] de A un conjunto de simplices X, de Set, y asigna a cada funciéon
que mantiene el orden escrictamente [m] — [n] de A una cara X,, — X,,, haciendo una
inclusién de una m-cara de cada simplex en X,, a un simplex de X,,.

Ejemplo 2.14. Sean [2] y [3] objetos de A y sea d : [2] — [3] una funcién que mantiene el
orden estrictamente, determinada por d;(0) =0, d;(1) = 2 y d1(2) = 3. Ahora, aplicando
el funtor contravariante obtenemos los conjuntos de 2 y 3-simplices Xo y X3, y la cara
(51 : X3 — XQ.

2.3 Conjuntos simpliciales y sus morfismos

Antes de poder definir cémo se forman los conjuntos simpliciales, tenemos que introducir
la nocién de degeneraciones de simplices y sus degeneraciones como morfismos.

Definicién 2.15. Un n-simplex degenerado es un n-simplex [vp, ..., v,] cuyos vértices
pueden estar repetidos, es decir, exite algin ¢ y j tal que v; = v;. Por ejemplo, el simplex
[0,1,1].

Definicion 2.16. Sea X un complejo simplicial ordenado. Las degeneraciones son
una coleccién de morfismos o, ...,0,: X"® — X"t determinados por [0,...,n]
0,...,4,7,...,n]. Es decir, envian un n-simplex a su (n + 1)-simplex degenerado aso-
ciado al vértice j. Para complejos simpliciales ordenados en general, 0 < j <n

oj: X" — xntt
[Uio, ce ,’Ul'n] — [Uim ce ,Uij,’UZ'j, ce 7Uin]
Observamos que si ¢ < j, 0,0 = 0j410;. En efecto,

0i05[0,...,n| =1[0,...,4,%,...,4,4,...,n] = 0j4104[0,...,n]



Definicion 2.17. Un conjunto simplicial es una sucesion de conjuntos de i-simplices
Xo,X1,...,X4,..., y para cada n > 0, funciones ¢; : X;, = X1y 0; : Xp, = Xpy1,
V0 < ¢ < n, que cumplen:

1) 6;05 = 0j-10;, 1<

2) dioj =0j-10;, 1< J

(1)

(2)

(3) djo0j =65+ 1o; =id
(4) bioj =0j0i—1,i>75+1
()

9) 00, =01104,1< ]

Lo podemos representar mediante el siguiente diagrama

2.3.1 Definicién categoérica de los conjuntos simpliciales

Como en los A-Set, daremos una definicion categorica de los conjuntos simpliciales. Antes
de ello definiremos la categoria A y su opuesta.

Definicion 2.18. La categoria A es una categoria cuyos objetos son los conjuntos orde-
nados finitos [n] = {0,...,n} y los morfismos son las funciones, que mantienen solamente
el orden, f: [m] — [n]. Para todo 0 <4 < n consideramos los morfismos:

di : [n] — [n+1]
{0,...,n} —{0,...,4,...,n+1}

si:[n+1] — [n]
{0,....n+1}—{0,....i,i+1,...,n}
Definicion 2.19. Categoria Acp
Sea la categoria AP, la categoria opuesta de A, cuyos objetos son los conjuntos orde-

nados finitos [n] = {0, ...,n} y los morfismos son las funciones, que mantienen solamente
el orden, f : [m] — [n]. Para todo 0 < i < n consideramos los morfismos:

Dz[n]—>[n—1]
{0,...,n} —{0,...,%,...,n}

Si i [n] — [n+1]
{0,...,n} —{0,...,4,%,...,n}

Observamos que D; y S; corresponden a las caras y degeneraciones, respectivamente,
y a su vez son los morfismos opuestos a d; y a s; que se encargan de incluir un n-simplex
en un (n + 1)-simplex como cara y de unir los vértices en las posiciones ¢ y i + 1 de un
(n + 1)-simplex, respectivamente.



Definicion 2.20. Un conjunto simplicial es un funtor covariante X : A°? — Set, o equiv-
alentemente es un funtor contravariante X: A — Set. Usaremos la notacién Aln] =

A [n])-
Aln]: A — Set
[m] — A([m], [n])
Ejemplo 2.21. Vamos a calcular el conjunto simplicial A[2] = A(_, [2])

e A([0],[2]) tiene tres O-simplices {[0], [1], [2]}

e A([1],[2]) tiene 6 1-simplices, tres degenerados generados por la degenarcién oy,
{[0,0],[1,1],[2,2]}; y tres no degenerados {[0, 1], [0, 2], [1, 2]} que tienen las caras dg
y 01, por ejemplo dp([0,1]) = [0] ¥ d1([0,1]) = [1] que estan en A([0],[2]).

e A([2],[2]) tiene 10 2-simplices, 9 degenerados generados por las degeneraciones g y
o1, {[0,0,0],[1,1,1},[2,2,2],]0,0,1],[0,0,2],[1,1,2],[0,1,1],]0,2,2],[1,2,2]}; y uno
no degenerado {[0, 1,2]} que tienen las caras dg, 61 y d2, por ejemplo do([0,1,2]) =
[1,2], 81([0,1,2]) = [0,2] y 02([0, 1, 2]) = [0, 1] que estan en A([1],[2])

e A([3],[2]), y en adelante, tendra todos degenerados.



3 Conjuntos Dendroidales

En esta seccién vamos a introducir las nociones necesarias para poder describir los con-
juntos dendroidales mediante el uso de arboles. Para ello tendremos que hablar sobre la
formalizacién de drboles como opéradas coloreadas y los morfismos posibles entre arboles.
Finalmente, podremos definir los conjuntos dendroidales como una categoria de prehaces.

3.1 Arboles como opéradas

Antes de nada, vamos a definir una terminologia para los arboles como opéradas coloreadas
que la usaremos a lo largo del trabajo. Este apartado usa las definiciones de [3, Capitulo
2.1].

3.1.1 Formalismo de arboles

Un drbol es un grafo no vacio, finito, conexo y sin lazos. Llamaremos vértices exteriores
a los vértices que tienen solamente una arista adyacente. Todos los drboles que consider-
aremos tendran raiz, es decir, para cada arbol existe un vértice exterior, llamado output o
salida. El conjunto de vértices exteriores restantes lo llamaremos inputs o entradas. Este
dltimo conjunto puede ser vacio y no contiene el vértice output.

Para dibujar dichos arboles, borraremos los vértices output e inputs de la figura. De tal
manera que los vértices restantes seran los vértices del arbol. Dado un arbol T', definimos
el conjunto de vértices como V(7T') y el conjunto de aristas como E(T).

Llamaremos hojas o aristas externas a las aristas adyacentes de los vértices inputs y
raiz a la arista adyacente del vértice output. De tal manera que las aristas restantes las
llamaremos aristas internas. Podemos observar que existe una direccion clara en cada
arbol, desde las hojas hasta la raiz.

Sea v un vértice de un arbol finito con raiz, definimos out(v) como la tnica arista de
salida y in(v) como el conjunto de aristas de entrada, observamos que este ltimo conjunto
puede ser vacio. Llamaremos la valencia de v a la cardinalidad del conjunto in(v).

Finalmente, la siguiente figura es un arbol de ejemplo:

(3.1)

Observamos que hemos eliminado el vértice output de la arista a y los vértices inputs en las
aristas e, f y c. Este arbol tiene tres vértices r, v y w con valencia 3, 2 y 0, respectivamente.
Este arbol tiene tres hojas e, f y ¢, y dos aristas internas b y d. Finalmente, la raiz es la
arista a.

10



3.1.2 Arboles planares

Los arboles planares sirven para simplificar y poder definir los morfismos que vienen a
continuacién de manera més sencilla, pero todo lo que vamos a definir ahora serd valido
en el caso de arboles no planares.

Definicion 3.1. Un drbol planar con raiz es un arbol con raiz T' dotado con un orden
lineal del conjunto in(v) para cada v de T

Observacién 3.2. El orden de los conjuntos in(v) se obtiene de la idea de dibujar los
arboles en un plano. Es decir, para dibujar un arbol siempre pondremos la raiz debajo
y las hojas arriba ordenando de izquierda a derecha. Observamos con esta técnica que
tendremos varias representaciones planares del mismo arbol. Por ejemplo,

(3.2)

Definiciéon 3.3. Denotaremos por n o unitario el arbol que tiene una tnica arista y
ninglin vértice.

Definicion 3.4. Sea T un arbol planar con raiz. Denotaremos la opérada coloreada no-
simétrica generada por T' como Q,(T"). El conjunto de colores de §2,(7T") es el conjunto
de aristas E(T) de T y las operaciones estan generadas por los vértices del arbol. Es
decir, para cada vértice v con entradas eq,...,e, y salida e, definimos una operacién v €
Q,(T)(e1,...,en;e). Las otras operaciones son las operaciones unitarias y las operaciones
obtenidas por composicién.

Observacién 3.5. Para todo ey, ..., ey, e, el conjunto de operaciones 2,(T')(e1, ..., en;€)
contiene como mucho un solo elemento.

Ejemplo 3.6. Vamos a realizar la descripcién completa de la opérada asociada al &rbol
T:

(3.3)

La operada €2,(T") tiene seis colores a, b, ¢, d, e, y f. Las operaciones generadoras
son v € Qp(T)(e, f;0), w € Q(T)(;d) y r € Qp(T)(b,c,d;a). Mientras que las otras
operaciones son las operaciones unitarias 14, 1p,...,1; y las operaciones composicién r og
veQ(T)(e, f,c,dya), rogw € Qp(T)(b,c;a) y

(ro1v)ozw = (rogw)oyv e Q(T)(e, f,c;a)

Definicién 3.7. La categoria de drboles planares con raiz ), es la subcategoria plena
de la categoria de opéradas coloreadas no-simétricas cuyos objetos son §,(T") para cada
arbol T.

Podemos pensar que €2, es una categoria cuyos objetos son arboles planares con raiz.
Sean S y T dos drboles planares con raiz, el conjunto de morfismos Q,(5,T") es dado por
los morfismos entre opéradas coloreadas no-simétricas de €2,(5) a Q, (7).
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Observacién 3.8. La categoria €, extiende la categoria simplicial A. Para todo n > 0
se define un drbol lineal L,, como un arbol planar con n+ 1 aristas y n vértices vy, ..., vy,
donde la valencia de todos los vértices es uno. Es decir, es un arbol cuyos vértices solo
tienen una arista de entrada.
|
Un

v2
vy
Ly (3.4)

Denotaremos este arbol por [n]. Toda apliacién que mantiene el orden de manera que
envie {0,...,n} a {0,...,m}, define un morfismo [n] — [m] en la categoria ,. De esta
manera obtenemos un encaje

A —-Q,

Este encaje es un funtor plenamente fiel. Podemos observar que para toda flecha S — T
en 2, si T' es lineal entonces S también lo es.

3.2 Morfismos en (2,

En los siguientes apartados vamos a tratar con todos los tipos de morfismos en (2, y dar
una descripcién mas explicita. Este apartado usa las definiciones de [3, Capitulo 2.2].

3.2.1 Caras

Sea T' un arbol planar con raiz.

Definicion 3.9. Una cara interna asociada a una arista interna b en T es una funcién
Op: T/b— T en Qp, donde T'/b es el drbol que se obtiene al contraer la arista b de T

A nivel de opéradas, esta funcién es una inclusién de los colores y de las operaciones
generadoras de €,(7'/b), excepto por la operacién u, que se envia a la composicién r op v,
donde r y v son dos vértices en T con la arista b entre ellos, y u es el vértice correspondiente
en T'/b. Tomamos la siguiente figura para visualizar la funcién.

Oy

(3.5)

Definicion 3.10. Una cara externa asociada a un vértice v en 7', con solo una arista
interna adyacente, es una funcién 0,: T'/v — T en Q,, donde T'/v es el arbol que se
obtiene al cortar el vértice v de T con todas sus aristas externas.

A nivel de opéradas, esta funcién es una inclusién de los colores y de las operaciones
generadoras de Q,(7T"/v), donde r y v son dos vértices en T' con la arista b entre ellos, y u
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es el vértice correspondiente en 7'/b. Tenemos dos tipos de cara externa que mostramos
en las siguientes figuras.

(3.6)

Observacion 3.11. Con esta ultima definicién no queda excluida la posibilidad de cortar
la raiz. Esta situacién solo serd posible si la raiz tiene solamente una arista interna
adyacente. Entonces, no todo arbol T tiene una cara externa asociada a su raiz.

Observacion 3.12. Vale la pena mencionar un caso en especial, la inclusién del arbol
sin vértices n en un arbol con un vértice, llamado corola. En este caso tendremos n + 1
caras si la corola tiene n hojas. La opérada €2,(n) consiste solamente de un color y la
operacién identidad de dicho color. Entonces, una funcién de opéradas Q,(n) — Q(T") es
simplemente eligir un color de una corola 7'.

Para concluir, llamaremos caras tanto a las caras internas como a las caras externas.

3.2.2 Degeneraciones

Sea T un arbol planar con raiz y v un vértice de valencia uno en 7'.

Definicién 3.13. Una degeneracion asociada al vértice v es una funcién o,: T — T\v
en (2,, donde T'\v es el arbol que se obtiene al cortar el vértice v y juntar las dos aristas
adjuntas en una nueva arista e.

A nivel de opéradas, la funcién envia los colores e y ez de Q,(T") al color e de Q,(T'\v)
y envia la operacion generativa v a la operacion identidad id., mientras que es la identidad
para los colores y operaciones generativas restantes. Tomamos la siguiente figura para
visualizar la funcién.

€1

T T\v (3.7)

Observacion 3.14. Las caras y las degeneraciones generan todos los morfismos de la
categoria €2,.

El siguiente lema es una generalizacién en (2, del lema en la categoria A, diciendo

que toda flecha en dicha categoria se puede escribir como composicién de degeneraciones
seguidas por caras.
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Lema 3.15. Toda flecha f: S — T en €}, descompone, salvo isomorfismos, como

S%T

RN

H

donde o: S — H es una composicion de degeneraciones y 0: H — T es una composicion
de caras.

Proof. Es una demostraciéon analoga a la del lema 3.21. U

3.2.3 Identidades dendroidales

En este apartado vamos a dar las relaciones entre los morfismos generadores de €2,,. Las
identidades que obtenemos generalizan las identidades simpliciales de la categoria A.

Relaciones elementales de caras

Sea 0g: T/a — Ty 0p: T/b — T dos caras internas distintas de 7. Seguidamente
tenemos las caras internas J,: (T'/b)/a — T/by Op: (T'/a)/b — T/a. Observamos que
(T'/a)/b = (T/b)/a, entonces el siguiente diagrama conmuta:

(T/a) /b2 T/a

o

T/b————T

Mostramos esta relacion mediante las siguientes figuras:

(T/a)/b (3.8)
\‘/% : I
(T/b)/a (3.9)

Sea 0y: T /v — Ty Oy: T/w — T dos caras externas distintas de T', y asumimos que T’
tiene como minimo tres vértices. Seguidamente tenemos las caras externas 9, : (7'/w)/v —
T/wy Oy: (T/v)/w — T/v. Observamos que (T'/v)/w = (T/w) /v, entonces el siguiente
diagrama conmuta:

(T /) /w2 T /v

al 8 B

T/w—"" T
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Mostramos esta relacion mediante las siguientes figuras:

w v w

O 2

(T/v)/w T/v T (3.10)

(T/w)/v T/w T (3.11)

En el caso que T solo tenga dos vértices, existe un diagrama conmutativo similar
mediante la inclusiéon de 7 a una n-corola. Existe un ltimo caso para combinar una
cara interna con una cara externa, y viceversa; asi obteniendo un diagrama conmutativo
similar, pero se debe tener cuenta dos condiciones excluyentes. Sean 0,: T/v — Ty
O¢: T'/e — T una cara externa y una cara interna de 7. Tenemos que la combinacién de
estas dos caras existen si:

e Si la arista e no es adyacente al vértice v.

e Sila arista e si es adyacente al vértice v, entonces existe otro vértice w adyacente a
la arista e.

Relaciones elementales de degeneraciones
Sea 0,: T — T\v 'y oy: T — T\w dos degeneraciones distintas de 7. Seguidamente
tenemos las degeneraciones o,: T\w — (T\w)\v y oy: T\v — (T\v)\w. Observamos

que (T\v)\w = (T\w)\v, entonces el siguiente diagrama conmuta:

T—2 5 T\w

T\v —2% (T\w)\w

Mostramos esta relacion mediante las siguientes figuras:

SLCEEN —

(T\v)\w (3.12)

Cc1 €1 c e
—> %
(T\w)\v (3.13)
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Relaciones combinadas

Sea 0,: T — T\v una degeneracién y 9: 7" — T es una cara de tal manera que la
degeneracién o, : T" — T"\v esta bien definida. Entonces existe una cara 9: T"\v — T'\v
determinada por el mismo vértice o arista que 9: T — T. Ademds, el siguiente diagrama
conmuta:

T—%T\v

|

T —25T\w

Sea o,: T — T\v una degeneracién y 0: T" — T es una cara interna en una arista
adyacente a v 0 una cara externa en v, si es posible. Entonces, tenemos que 77 = T\v y

la composicién T'\v AN LN T'\v es la funcién identidad idq,.

3.3 Arboles no planares

Una vez dada la definicién de los morfismos en €2,, vamos a dar un generalizacién de
dichos morfismos en 2. Este apartado usa las definiciones de [3, Capitulo 2.3].

Definicion 3.16. Sea T" un arbol no-planar. Denotaremos la opérada coloreada simétrica
generada por T como Q(7T'). El conjunto de colores de Q(T') es el conjunto de aristas E(T)
de T'. Las operaciones estan generadas por los vértices del arbol, y el grupo simétrico de n
letras ¥, actia en cada operacion de n entradas permutando el orden de las entradas. Es
decir, para cada vértice v con entradas eq,...,e, y salida e, definimos una operacién v €
Q(T)(e1,...,en;e). Las otras operaciones son las operaciones unitarias, las operaciones
obtenidas por composicién y la accién del grupo simétrico.

Ejemplo 3.17. Consideramos la figura del siguiente arbol T":

(3.14)

La opérada Q(T) tiene seis colores a, b, ¢, d, e, y f. Las operaciones generadoras son
las mismas que las operaciones generativas en €,(7"). Observamos que toda operacién de
,(T') son operaciones de Q(T), pero no a la inversa ya que hay més operaciones en Q(7T")
obtenidas por la accién del grupo simétrico. Por ejemplo, sea ¢ la transposiciéon de dos
elementos de Y9, entonces tenemos una operacién v o o € Q(f, e;b).

Observacion 3.18. Sea T cualquier drbol, entonces Q(T) = X(Q,(T)), donde T es una
representacion planar de Ty 3 representa todas las acciones del grupo simétrico posibles
aplicadas a las entradas de las operaciones. De hecho, se elige una estructura planar de
T como generador de Q(T).

Definicion 3.19. La categoria de drboles con raiz §2 es la subcategoria plena de la cate-
gorfa de opéradas coloreadas cuyos objetos son (T') para todo arbol T
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Podemos pensar que {2 es una categoria cuyos objetos son arboles con raiz. Sean Sy
T dos arboles con raiz, el conjunto de morfismos Q(S,T) es dado por los morfismos entre
opéradas coloreadas de §2(5) a Q(T).

Observacion 3.20. Los morfismos de la categoria €} son generados por las caras y las
degeneraciones, analogas al caso planar, y los isomorfismos no planares.

Lema 3.21. Toda flecha f: S — T en ) descompone como

SLT

Ao

AN o

donde o: S — S' es una composicion de degeneraciones, p: 8" — T’ es isomorfismo, y
0: T — T es una composicion de caras.

Proof. Vamos a demostrarlo por induccién sobre el ntimero de vértices de Sy T. Si S
y T no tienen vértices, entonces S =T =7y f es la identidad. Podemos asumir que f
envia la rafz de S a la raiz de T; de lo contrario podemos factorizar f como una funcion
S — T’ que conserva la raiz seguido de otra funcién 7" — T que es una composicién
de caras externas. También podemos asumir que f es un epimorfismo en las hojas, de
lo contrario podemos factorizar f como S — T'/v Oa, T, donde v es el vértice que esta
debajo de la hoja en T pero no estd en la imagen de f.

Sean a y b son dos aristas de S tales que f(a) = f(b), entonces a y b deberfan estar
en la misma rama de Sy f envia los vértices intermedios a sus identidades.

Podemos factorizar f como una sobreyeccién seguido de una inyeccién en los colores,
yva que f es una funcion de opéradas coloreadas. Esto corresponde a una factorizacién en

Q,
S S
donde ¥ es una composicién de degeneraciones y & es biyectiva en las hojas, envia la raiz

de S” a la raiz de T y es inyectiva en los colores.

Si € es sobreyectiva en los colores, entonces £ es un isomorfismo. Si & no es sobreyectiva,
entonces existe una arista e de T que no estd en la imédgen de £&. Como e debe ser una
arista interna (no una hoja), podemos factorizar £ como

S’éT/e%T

Ahora continuamos por induccién sobre la funcién £’ O
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3.3.1 Prehaz de estructuras planares

Para poder relacionar la categoria A con las categorias 2, y €2, necesitamos un morfismo
que envia arboles a su conjunto de representaciones planares.

Sea P : Q°P — Set el prehaz en €} que envia cada arbol a su conjunto de representa-
ciones planares. Recordamos que la categoria Q\ P es la categoria cuyos objetos son pares
(T,z) conx € P(T). Sean (T, z) y (S,y) dos objetos, un morfismo entre ellos es dado por
un morfismo f: T — S en €, tal que P(f)(y) = =. Entonces, tenemos que Q\P = Q, y
existe una proyeccion v: €, — €. Tenemos el siguiente tridngulo conmutativo:

A—"5Q,

!

Q

Donde i es un encaje plenamente fiel de A en 2, que envia el objeto [n] de A al &rbol
lineal L,, de €2, para todo n > 0.

Hemos podido ver que las dos categorias, €2, y {1, extienden la categoria A, gracias a
ver los objetos de A como drboles lineales. Ademés, se puede obtener A como la categoria
coma de €2, 0 2. Sea n un drbol en € que no contiene ningin vértice y tan solo una arista,
y sea 1), su representacion planar en €2,. Si T es un drbol cualquiera en €2, entonces Q(7',7)
consiste en un solo morfismo o es el conjunto vacio, dependiendo si T es un arbol lineal o
no. Pasa lo mismo con €2, y 1,. Entonces, Q\n = Q,\n, = A.

3.4 Conjuntos Dendroidales

En este apartado vamos a introducir nociones bésicas y terminologia para la categoria
de los conjuntos dendroidales. Describiremos la categoria de los conjuntos dendroidales
y los conjuntos dendroidales planares como categorias de prehaces en Q y €),, respec-
tivamente. Hemos visto la relacion entre estas categorias con la categoria de conjuntos
simpliciales y la categoria de las opéradas, mediante una adjuncién natural de funtores
entre ellas. Mas adelante definiremos un nervio dendroidal, desde opéradas hacia con-
juntos dendroidales, generalizando asi la construcciéon clésica del nervio, desde categorias
pequenas hacia conjuntos simplicales. Este apartado usa las definiciones de [3, Capitulo
3.1].

Definicion 3.22. La categoria dSets de conjuntos dendroidales es la categoria de pre-
haces en ). Los objetos son funtores 2°°P — Set y los morfismos vienen dados por las
transformaciones naturales. La categoria pdSet de conjuntos dendroidales planares esta
definida de manera andloga intercambiando {2 por £,,.

Un conjunto dendroidal X viene definido como un conjunto X (7'), denotado por X,
para cada arbol T', conjuntamente con una funcién a*: X7 — Xg para cada morfismo
a: S — T en Q. Como X es un funtor, entonces (id)* =idysia: S —-Ty p: R— S
son morfismos en €, entonces (o 8)* = f* o a*. El conjunto X7 lo llamaremos conjunto
de déndrices con forma T, o simplemente conjunto de T-dendrices.

Sean X y Y dos conjuntos dendroidales, un morfismo de conjuntos dendroidales f: X —
Y viene definido por funciones f: Xt — Yp, para cada arbol T', conmutando con las fun-
ciones de estructura. KEs decir, si a: S — T es cualquier morfismo en 2 y z € Xp,
entonces f(a*z) = o* f(z).
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Decimos que Y es un subconjunto dendroidal de X si para cada arbol T tenemos que
Yr C X7 y la inclusién Y < X es un morfismo de conjuntos dendroidales.

Definicion 3.23. Un déndrice z € Xp se llama degenerado si existe otro déndrice y € Xg
y una degeneracién o: T — S tal que o*(y) = x.

Existen inclusiones candnicas y restricciones evidentes

Aiﬁp SSet;§u<9dSets
Q dSets

Donde todos tienen adjuntos por la derecha e izquierda

u Us
sSets Z————— pdSets sSets Z———— pdSets
u* u*

dSets dSets

Que vienen dados por las extensiones de Kan correspondientes [5, Capitulo X, Apartado
3]. Por ejemplo, el funtor i* envia un conjunto dendroidal X al conjunto simplicial

(X = Xi(n))

Su adjunto por la izquierda i: sSets — dSets es la extensién por cero, y envia un conjunto
simplicial X a un conjunto dendroidal dado por

o (X ST i)
(X7 {@ si T % i([n)])

Podemos ver que i es plenamente fiel y que ¢*i; es el funtor identidad en los conjuntos
simpliciales.

Sea T un arbol. El T-déndrice estindar es el prehaz del representable Q(—,T"). Lo
denotaremos por Q[T].

El funtor Q@ — Oper que envia un drbol T' a la opérada coloreada Q(7T') induce, por

extensién de Kan, la siguiente adjuncion

Tq: dSets Z— Oper: Ny

El funtor Ny se llama nervio dendroidal. Para toda opérada P, su nervio dendroidal

es el conjunto dendroidal
Nu(P)r = Oper(SYT), P)

Este funtor es plenamente fiel y Ny(Q(T)) = Q[T] para cada arbol T en Q. También
extiende el nervio de categorias a conjuntos simpliciales. Sea C una categoria cualquiera
y 71(C) es la opérada coloreada asociada, entonces

*(Na(5:(C))) = N(C)
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Sea X un conjunto dendroidal. Nos referimos a la adjuncién por la izquierda 74(X)
como la opérada generada por X. Sabemos que el conjunto de colores de 74(X) es igual
que el conjunto X,. Las operaciones de la opérada son generadas por los elementos de
Xc, , donde C, es la n-ésima corola, con las siguientes relaciones:

(i) s(xq) = idy, € Ta(X)(Tasaa) si vq4 € X;) y s = 0¥, donde o es la degeneracién
o: C1 — .

(ii) Si T es un arbol de la forma

(3.15)

y & € Xp, entonces d, () O, dy(x) = dz,, (), donde

dy(z) € Ta(X)(Tays- -y Tay; Ta)
dy(z) € T9(X)(Tbyy- -+ Tb, 5 Tay)
da,, (2) € Ta(X)(Tays -+ Ta; 1 Toys -+ s Tbys Tagyys - - 1 Lay Ta)

y dy, = 05, viene inducido por la cara asociada al vértice de la raiz w; d, = 0;, viene

inducido por la cara externa asociada al vértice v; y d;, = 0y viene inducido por
i i

la cara interna asociada a la arista z,;.

Entonces, 74(Q[T]) = Q(T) para todo drbol T en . También extiende el funtor 7: sSets —
Clat adjunto al nervio simplicial, es decir, para todo conjunto simplicial X

T(X) = j7a(i1(X))

En particular, tenemos el siguiente diagrama de funtores adjuntos

7y
sSets 7—=dSets

i*
ol
J
Cat —— Oper

J

Tenemos las siguientes relaciones conmutativas salvo isomorfismos:

TN =id, 4Ny = id, i*i = id, j*ji = id
JiT = Ta4i1, Nj* = i*Ng, itN = Ngj)
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3.5 Producto tensorial de conjuntos dendroidales

En este apartado vamos a introducir el producto tensorial entre conjuntos dendroidales
gracias al producto tensorial de Boardman—Vogt. Este apartado usa las definiciones de
[3, Capitulos 4.1 y 4.2].

3.5.1 Producto tensorial de Boardman—Vogt

Definicion 3.24. Sea P una opérada simétrica C-coloreada, y sea () una opérada simétrica
D-coloreada. El producto tensorial de Boardman—Vogt P ®py Q es una opérada (C x D)-
coloreada definida en terminos de generadores y relaciones de la siguiente manera. Para
cada color d € D y cada operacién p € P(cq,...,cy;¢) existe un generador

p®d € P®py Q((Chd)v R (Cn,d); (Cv d))

De manera analoga, para cada color ¢ € C'y cada operacién q € Q(dy,...,dy;d) existe
un generador
c®q€PRpy Q((Cv d1)> T (Ca dm), (Cv d))

Estos generadores estan sujetos a las siguientes relaciones:

(i) (p@d)o((pr®d),...,(pn@d)) = (po(p1,...,Pn)) @d.
(ii

)
) o*(p®@d) = (6*p) @ d, para cada 0 € ¥,,.
(ili) (c®@q)o((c®q1),...,(c®am)) =c® (g0 (q1,---,qm))-
) o
)

(iv) 0*(c®q) = c® (0*q), para cada 0 € Xy,

hm((P®d) o (1@ @) (en® ) = (€® )0 (p@dr),..., (p® dm)), donde
On,m € Xpm €s una permutaciéon que descibimos a continuacién. Consideramos el
conjunto ¥, como el conjunto de biyecciones del conjunto {0,1,...,nm—1}. Cada
elemento de dicho conjunto se puede escribir como kn + j de manera unica para
0<k<my0<j<n;y andlogamente, se puede escribir como km + j para
0 <k <nyO0<j< m. Finalmente, la permutacién oy ,, la definimos de tal
manera que o, m(kn +j) = jm+ k.

(v

Observacién 3.25. Tenemos que las relaciones (i) y (ii) implican que para cada color
d € D la funciéon P — P® gy @ es un morfismo de opéradas, que viene dada por p — pRd.
De manera analoga, tenemos que las relaciones (iii) y (iv) implican que para cada color
c € C lafuncién Q — P®py Q es un morfismo de opéradas, que viene dada por ¢ — c®q.

Ejemplo 3.26. Vamos a ilustrar la relacién (v), también llamada como la relacion de
intercambio con las siguientes figuras. Suponemos que n = 2 y m = 3. Representamos
mediante el siguiente drbol la operacién de la izquierda de la relacién (v), antes de aplicar

o
la permutacién o3 5

(c1,d2) (c2,d2)

(3.16)
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Representamos mediante el siguiente arbol la operacién de la derecha de la relacién (v)

(3.17)

Observamos que la permutacién o9 3 corresponde a la permutacién (2 4 5 3) de X¢. Hemos
pintado los vértices de las operaciones en P de color blanco y los vértices de las operaciones
en @ de color negro.

3.5.2 Producto tensorial de conjuntos dendroidales

La categoria de los conjuntos dendroidales es una categoria de prehaces, y por lo tanto
cartesiana con el producto definido en cada nivel (X x Y)pr = Xp x Y. El producto
cartesiano de los conjuntos dendroidales extiende el producto cartesiano de conjuntos
simpliciales, es decir, para cada par de conjuntos simpliciales X e Y, tenemos que

i!(X X Y) = Zl(X) X ZI(Y)

Definicion 3.27. Para todo par de arboles T'y S en €, el producto tensorial de los
representables Q[T y [S] se define como

QT] ® Q[S] = Na(QT) @pv S))
Donde Ny es el nervio dendroidal, Q(T") y Q(S) son las opéradas coloreadas asociadas a
los arboles T' y S, respectivamente; y ®py es el producto tensorial de Boardman—Vogt.

Esto define un producto tensorial en toda la categoria de conjuntos dendroidales, ya
que es una categoria de prehaces y entonces cada objeto es un colimite canénico de
representables y ® conserva colimites en cada variable.

Definicién 3.28. Sean X e Y dos conjuntos dendroidales y sea X = lim_, Q[T] y
Y = lim_, Q[S] sus expresiones candénicas como colimites de representables. Entonces,
definimos el producto tensorial X ® Y como

XY = liin Q[T ® liin Q[S] = liin Nqg(QUT) ®@pv QS5))
Sabemos que este producto tensorial es cerrado gracias a la teoria general de categorias
[6], v el conjunto de T-déndrices del hom interno viene definido por
Homggers(X, Y ) = dSets(QT] @ X,Y)
Para cada par X e Y de conjuntos dendroidales y para cada arbol T" en ).

Teorema 3.29. La categoria de conjuntos dendroidales admite una estructura monoidal,
simétrica y cerrada. Esta estructura monoidal estd unicamente determinada (salvo iso-
morfismo) por la propiedad de que existe un isomorfismo natural

QT] ® Q[S] = Na(Q(T) ®@pv QS5))
para cada par T y S de objetos de Q. La unidad del producto tensorial es el conjunto

dendroidal representable Q[n] = i(A[0]) =U.
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Proposicion 3.30. Tenemos las siguientes propiedades:

(i) Para cada par X eY de conjuntos simpliciales, existe un isomorfismo natural

W X)@a(Y) 2 i(X xY)

(ii) Para cada par X eY de conjuntos simpliciales, existe un isomorfismo natural

Td(X ®Y) = Td(X) XByv Td(Y)

(iii) Para cada par P e Q de opéradas coloreadas, existe un isomorfismo natural
Ta(Na(P) ® N4(Q)) = P ®@pv Q

Proof. (i) Basta con ver que la propiedad se mantiene en los representables en sSets. Si
vemos [n] y [m] de A como categorias, entonces tenemos

Ji([n] x [m]) = 5i([n]) @pv ji([m])

Entonces tenemos la siguiente cadena de isomorfismos naturales

i(An] x Alm]) =1 ( ([n]) ([ ]))g

Donde L, y L,, son dos arboles lineales con n y m vértices, y n + 1 y m + 1 aristas;
respectivamente.

(ii) Basta con ver que la propiedad se mantiene en los representables en dSets. Tenemos
la siguiente cadena de isomorfismos naturales, usando el isomorfismo natural 73Ny = id

Ta(QUT] @ Q[S]) = 74 Na((UT) @y QS)) = UT) @pv Q5)
= 7(UT)) @pv 1a(Q[S])

(iii) Anédlogamente siguiendo (ii) pero remplazando X por Ny(P) y Y por Ny(Y). O
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4 Shuffles de arboles

En esta secién describiremos el producto tensorial Q[S] ® Q[T] para todo par de arboles
Sy T de €. Para ello deberemos introducir la nocién de conjunto de shuffles de S'y T,
que serd una gran ayuda para encontrar el producto tensorial. Asi podremos entender
qué es el producto tensorial de conjuntos dendroidales. Este seccién usa las definiciones
y ejemplos de [3, Capitulo 4.3].

4.1 Producto tensorial de arboles lineales

Antes de ver el producto tensorial para arboles en general, estudiaremos el caso de arboles
lineales ya que resulta una tarea maés sencilla y la podemos relacionar con el producto
cartesiano de conjuntos simpliciales.

Sean S = L, y T = L,, dos arboles lineales, entonces por la Proposicién 3.30(i),
Q[Ln] © QL] = 0u(Aln]) @ u(Alm]) =i(Aln] x Alm])

Los simplices no degenerados del producto de dos representables en conjuntos simpliciales
se calculan mediante un shuffle. Un (n,m)-shuffle es un camino de longitud maxima en
el conjunto parcialmente ordenado [n] x [m]. Los (n + m)-simplices no degenerados de
A[n] x A[m] corresponden a los (n, m)-shuffles. De hecho,

Aln] x Alm] = | ] Aln+m]
(n,m)
Donde la unién recorre todos los posibles (n, m)-shuffles.

Ejemplo 4.1. Sean n =2y m = 1. Existen tres (2, 1)-shuffles en [2] x [1], (00,01,02,12),
(00,01,11,12) y (00,10,11,12). Tenemos la siguiente figura que representa A[2] x A[1]

12

10 11 )02

00 L=t 01

Podemos ver que cada (2, 1)-shuffle corresponde a un tetraedro, y nos dan una descom-
posicién de A[2] x A[l] como la unién de tres copias de A[3]:

7
-

(00, 01, 02, 12) (00, 01, 11, 12) (00, 10, 11, 12)
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4.2 Producto tensorial de arboles
4.2.1 Shuffles y conjuntos de shuffles

En este apartado vamos a introducir la nocién de un shuffle entre dos arboles y la colecién
de todos ellos. También daremos ejemplos extensos de como calcular dichos shuffles.

Definicion 4.2. Sea S y T dos objetos de 2. Un shuffle de S y T es un arbol R cuyo
conjunto de aristas es un subconjunto de E(S) x E(T'). La raiz de R es (a,x), donde a es
la raiz de Sy x es la raiz de T, y sus hojas son todos los pares (lg,lr), donde g es una
hoja de S y It es una hoja de T'. Los vértices son de la forma

(a1, z x)
(b, @)
Donde u es un vértice de S con entradas ai,...,a, y salida b, y v es un vértice de T con
entradas zy,...,x, y salida y. Nos referiremos a los dos tipos de vértices como vértices

blancos y vértices negros, respectivamente. Para diferenciarlos visualmente los pintaremos
con o y e, respectivamente.

Observamos que existe una biyeccién entre los shuffles de dos arboles lineales L,, y L,,

con los (n,m)-shuffles de [n] x [m].

Definicion 4.3. Sean S y T dos arboles. El conjunto de shuffles de S y T es la coleccion
de todos los shuffles posibles entre S'y T'. La cardinalidad de este conjunto la denotaremos
por sh(S, T).

Proposicién 4.4. El nimero de shuffles sh(S, T) de dos drboles S y T satisface tres
propiedades:

(i) Simétrico: sh(S, T) = sh(T, S)
(ii) Unitario: Si T es un drbol unitario n, entonces sh(S, n) =1

(iii) Induccion: Si S = Cp[S1,...,5] y T = CxplT1,...,Ty], entonces

sh(S, T) = ﬁ sh(Si, T) + ﬁ sh(S, Tj),

i=1 j=1

donde Cy, y Cy, son n y m-corolas, respectivamente; y Cp[S1, ..., Sp] es una n-corola que
cada hoja i-esima la conectamos con la raiz del drbol S;. [{), Proposicién 3.1].

Proof. Las propiedades (1) y (ii) son obvias. La propiedad (iii) viene de que el conjunto
de nombres de las hojas de un shuffle del tipo (s,t), donde s y t son aristas de S'y T
respectivamente, es el producto cartesiano de las hojas de S'y T. (]

Observamos que el nimero de shuffles entre dos arboles cualesquiera aumenta mucho
segin el tamano de los arboles y también parece dificil encontrar una férmula cerrada
que de una aproximacién precisa del nimero, excepto en arboles especiales. En general,
es un problema abierto encotrar esta férmula cerrada.[4, Observacién 3.2].
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Sean S = L, y T = L, arboles lineales con m y n vértices, respectivamente. Denota-
mos A\(m,n) por sh(Ly,, Ly,). De la Proposicién 4.4 tenemos que A\(m,0) =1 = A(0,n) y
A(m,n) = A(m —1,n)+ AX(m,n — 1), que es la relacién inductiva que define el coeficiente
binomial (m:") = (mjﬂl) + (mrff; 1). Entonces, el nimero de shuffles para arboles

lineales es sh(Lm, L,) = (™).

n

Ejemplo 4.5. Sean S y T los arboles

T

El conjunto de shuffles de S y T estd parcialmente ordenado. El arbol minimal R
en el conjunto parcialmente ordenado se obtiene mediante la inserciéon de una copia del
arbol negro T en cada entrada del arbol blanco S. Es decir, primero hacemos una copia
del arbol S de la forma S ® rr, donde todas sus aristas han sido renombradas como
(_, 1), siendo rr la raiz del drbol T'. Luego hacemos una copia del arbol T' de la forma
[l ® T, para toda hoja [ de S; donde todas sus aristas han sido renombradas como (I, _).
Finalmente, obtenemos el arbol R; encajando las tltimas copias encima de las hojas de
la forma (I, r7) de la primera copia. El drbol maximal Ry en el conjunto parcialmente
ordenado se obtiene mediante la insercién de una copia del arbol blanco S en cada entrada
del arbol negro T'. Los arboles Ry y R,, deberian lucir de la siguiente manera

T I I S S S

R1 RN

Existen los shuffles intermediarios Ry (1 < k < N) entre Ry y Ry obtenidos filtrando
los vértices negros en R; hacia la raiz del arbol mediante intercambios con los vértices
blancos. Todo Ry se obtiene desde un R; anterior. Es decir, cada intercambio se basa en
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transformar una configuracién de R;

(b1, y)N_ . (bn, y1)

(b1, ym) . (b, ym)

(4.2)

A una configuracién de Ry

(01, yON .., b1 ym)

(b’ﬂ7 yl) . (b’ﬂ7 ym)

(4.3)

Si un shuffle Ry se obtiene the otro shuffle R; mediante la norma de arriba, entonces
decimos que Ry se obtiene mediante un solo intercambio y lo denotaremos por R; < Ry.
Asi, obtenemos un orden parcial en el conjunto de todos los shuffles.

Tenemos que especificar el caso de un intercambio con un arboles sin entradas, es decir,
n=0o0om=0. Sim=0yn#0, entonces tenemos el intercambio

(b17 .1:) e (b”lv CC)

(a, )

e
(a, w)T

(4.4)
Sin =0y m=# 0, entonces tenemos el intercambio
S
(a, I)I
(4.5)
Finalmente, si n = m = 0, entonces tenemos el intercambio
—
(a, w)T (a, I)I
(4.6)
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Ejemplo 4.6. Sean S y T los arboles

Existen catorce shuffles Ry,..., Ri4 de S y T. Mostramos una lista completa de ellos.
Marcaremos los nombres de las aristas en los tres primeros shuffles.

11

R13 R14



Tenemos la siguiente estructura dentro del conjunto parcialmente ordenado.

Ry

|

Ry
Ry Rg\ Rs
> >
R Rg Ry
o~
Ry 1 Ry
Ry

e
Ry
N SN S
Ria 3
NS
R4
4.2.2 Producto tensorial de arboles

Ahora podemos dar una descripcién completa del producto tensorial entre dos objetos
representables en () mediante el cdlculo de su conjunto de shuffles.

Lema 4.7. Para todo shuffle R; de S y T tenemos un monomorfismo
m: Q[R;]—— Q[S] @ Q[T

El subconjunto dendroidal, que viene dado por la imdgen de este monomorfismo, lo deno-
taremos m(R;).

Proof. Los vértices del conjunto dendroidal [R;] son las aristas del arbol R;. La funcién
m envia aristas nombradas como (a,z) en R; a la arista con el mismo nombre en 2[S] ®
Q[T]. Un morfismo Q[R] — X, de un representable de un conjunto dendroidal a un
conjunto dendroidal arbitrario, es un monomorfismo desde que el morfismo Q[R],, — X,
lo es en los vértices.

O
Corolario 4.8. Para todo objeto T' y S en (), tenemos que

N
O[S @ Q[T] = | m(R:)

i=1

donde la union recorre todos los posibles shuffles de S y T.
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4.3 Shuffle de arboles en Python

No es complicado ver que tanto encontrar el producto tensorial de conjuntos dendroidales
0, equivalentemente, calcular el conjunto de shuffles para dos arboles cualesquiera, resulta
una tarea tediosa si los arboles son grandes. Para tal problema, el uso de un programa
informético, capaz de almanezar grandes cantidades de informaciéon al momento de eje-
cucién, nos resulta comodo, facil y rapido.

En este apartado vamos a describir de manera breve el cédigo del paquete que hemos
desarrollado para poder tratar con opéradas, arboles, shuffles y finalmente con el conjunto
de shuffles. También, el cédigo incluye una funcién para formar figuras con el paquete
zypic de LaTex de un arbol mediante una descripcién completa.

Finalmente, dicho c6digo se puede encontrar tanto en el Anexo B como en el repositorio
publico de cédigo de Github: Trees Shuffling. Hace falta comentar que habran diferencias
entre el cédigo completo que podréis encontrar en el anexo y los pseudocddigos usados
a continuacion, ya que nos hemos quedado con la estructura fundamental del algoritmo
para facilitar la lectura.

Clases del paquete

Definicion 4.9. Una clase es una abastracién de propiedades y funciones de un objeto
en concreto. Siguiendo tal definicién, tenemos las siguientes clases en nuestro paquete:

e Operad: Espacio que guarda los colores y las operaciones que forman un arbol.

e Tree: Clase abstracta que define un arbol con propiedades tipo: raiz, hojas. ..

TreeMerger: Clase para juntar dos arboles S y T', uno encima del otro.

TreeManipulator: Clase para buscar y hacer intercambios.

ShuffleLattice: Clase para generar todos los shuffles entre dos arboles S'y T

Utilidades

Antes de describir las clases que forman el paquete, debemos comentar que existe un
fichero llamado wutils.py donde hay una coleccién de funciones y algoritmos ttiles que
usaremos a lo largo del codigo.

La funcién string_to_tree_space servird como la puerta de entrarda a los drboles. Tiene
como entrada una descripcién completa de un drbol y devuelve una instancia de la clase
Tree. Por ejemplo, la cadena de cdracteres oW (b, c; a)|wB(d, e, f;c)” describe el drbol S

donde el vértice v de color blanco (W) tiene como entradas b y ¢, y salida a; y el vértice
w de color negro (B) tiene como entradas d, e y f, y salida ¢. Durante la explicacién
vamos llamar operaciones a oW (b, c;a)” o "wB(d,e, f;c)”.
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https://github.com/rbrasco/trees-shuffling

El algoritmo sorted servird para ordenar las operaciones que generan un arbol. El
orden que vamos a describir nos asegura que todo color de salida en cada operacion,
aparezca como entrada de otra operacion en la izquierda, salvo el color correspondiente
a la raiz ya que esa operacién en concreto serd la primera. Seguidamente podemos ver el
pseudocddigo.

Algoritmo 1 Pseudocddigo del algoritmo para ordenar las operaciones de un arbol 7.
Podéis encontrar el cédigo completo en el anexo.
Input: Requires an array of operations of a tree

1: function SORTED(operations)

2: n < Length of operations

3: 140 > Starting index
4: while ¢ < n do

5: for jin[i+1,...,n) do

6: if operations[i].trunk in operations|j].branches then

7: operation < Pop operation on index i from operations

8: opertations.insert(operation, j) > Insert operation on new index
9: break

10: else > Note that this else only occurs when the for hasn’t been broken
11: 1+ 1+1

12: return operations

Output: Returns the list of operations sorted

Por ejemplo, todas las siguientes descripciones hablan de un mismo arbol S:
1. 72W(3;2)|1W(2,4,6;1)|3W (5;4)[4W (7;6)|0W (1;0)”
2. 71W(2,4,6;1)[2W(3;2)|3W (5;4)|0W (1;0)|4W (7;6)”
3. "3W(5;4)]2W(3;2)[4W (7;6)|0W (1;0)|1W (2,4, 6;1)”

Si aplicamos el algoritmo sorted a estas entradas, obtendremos la siguiente cadena de
cardcteres "0W (1;0)[1W (2,4, 6;1)[4W (7;6)|3W (5;4)|2W (3;2)” que describe el arbol S

de manera estandar.

Clase Tree
La clase Tree tiene las propiedades que define un arbol como una opérada coloreada.

o trunk: Color de salida.
e branches: Lista de colores de entrada.

e node: Nombre de la operacion.

Por ejemplo, sea S = "vW (b, c;a)”, entonces el tronco (trunk) es el color a, las ramas
(branches) son los colores b y ¢; y el node es el nombre v V.

Sea S un arbol con méas de una operacién, cada operacién serd una instancia de Tree
y estardn relacionadas entre si mediante los colores de las ramas (branches) y los tron-
cos (trunk). Es decir, sea S = "vW (b, c;a)|lwB(d,e, f;c)”, la rama ¢ de la operacién
"vW (b, c;a)” esta relacionada con el tronco ¢ de la operaciéon "wB(d, e, f;c)”.
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De esta manera tendremos una estructura de arbol en forma de grafo, que podremos
explotar con los algoritmos que vienen a continuacién. Y ademads, tendremos todo el drbol
a mano mediante la operaciéon que contienen la raiz. Falta mencionar que usaremos la
clase uTree que describe un arbol sin node ni branches.

Clase TreeMerger

Esta clase esta formada de unos algoritmos, que no describiremos, para poder unir dos
arboles de la misma manera descrita en el apartado 4.2.1. Es decir, esta clase genera el
shuffle Ry si usamos los dos arboles S y T' de entrada; y a la inversa, genera el shuffle Ry
si usamos los arboles T'y S de entrada.

Clase TreeManipulator

Esta clase es importante para la clase que explicaremos a contiunacién ShuffieLattice, ya
que serd su alimento. Es decir, esta clase nos busca en un shuffle R los vértices disponibles
para realizar un intercambio y nos realiza tal intercambio.

El algoritmo de busqueda se llama find_percolations. Es el encargado de buscar los
vértices disponibles para realizar un intercambio en un shuffle R cualquiera, de la misma
manera descrita en el apartado 4.2.1. Es un algoritmo recursivo donde va acumulando las
operaciones donde se encuentran los intercambios posibles. Seguidamente podemos ver el
pseudocdodigo.

Algoritmo 2 Pseudocddigo del algoritmo para encontrar los vértices para hacer un in-
tercambio de un shuffle R. Podéis encontrar el cédigo completo en el anexo.
Input: Requires a Tree R and an optional array found
1: function FIND_PERCOLATIONS(R, found) > Note that R is the rooted operation
2: if found is None then
found < Initialize empty array

if R.node is from S.operations then
for branch in R.branches do > Note that branch is a Tree
if branch.node not in T.operations then
break
else > Note that this else only occurs when the for hasn’t been broken
found < Append R
10: for R’ in R.branches do
11: find_percolations(R', found) > Note that R’ is a Tree

12: return found
Output: Returns the list found of locations

La funcién de accién se llama make_percolation. Es la encargada de realizar el inter-
cambio, préviamiente encontrado por el algoritmo find_percolations. Es decir, realiza un
cambio de operaciones y un cambio de los nombres de las aristas afectadas siguiendo la
norma de intercambios.
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Clase ShuffleLattice

Finalmente, la clase ShuffieLattice es la clase mas importante del paquete que usa direc-
tamente o indirecatamente todas las clases que hemos comentado anteriormente. Esta
clase genera todos los shuffles R; entre dos arboles cualesquiera S'y 7.

La clase tiene una propiedad llamada dictionary donde vamos acumulando todos los
shuffles encontrados. También tiene una propiedad llamada skeleton donde guardamos las
relaciones entre shuffles R; < Ry v asi poder tener la estructura del conjunto de shuffles
parcialmente ordenado.

La clase se basa en la ejecucién del algoritmo generate_shuffle, que basicamente es
el algoritmo clasico de busqueda en anchura, mas conocido como BFS en inglés. Es
decir, es un algoritmo de buisqueda no informada que se alimenta con nuestro algoritmo
find_percolations y actia con la funcion make_percolation. Seguidamente podemos ver el
pseudocddigo.

Algoritmo 3 Pseudocédigo del algoritmo para generar todos los shuffles entre S y T.
Podéis encontrar el cédigo completo en el anexo.
Input: Requires the class instance of ShuffieLattice
1: function GENERATE_SHUFFLES(self)
2: queue < Append R, > Note that R; is the first shuffle
self.dictionary < Save initial shuffle
while queue not empty do
shuffle < Pop the first shuffle in queue
for location in find_percolations(shuffle) do
new_shuffle < Apply make_percolation on location
if new_shuffle not in self.dictionary then
queue < new_shuffle Append new shuffle
10: self.dictionary <+ Save new shuffle

Output: The algorithm does not return anything because the shuffles have been stored
on the class property dictionary

Finalmente para esta clase, comentaremos el algoritmo sh que usa la Proposicion 4.4.
Este algoritmo devuelve el niimero de shuffles entre dos arboles Sy T. Seguidamente
podemos ver el pseudocddigo.

Algoritmo 4 Pseudocddigo del algoritmo para computar el nimero de shuffles entre S
y T'. Podéis encontrar el cédigo completo en el anexo.
Input: Requires two trees S and T
1. function sH(S, T)
2: if S is a unitary Tree or T is a unitary Tree then return 1
prods < 1 & prodp + 1
for branch in S.get_branches() do
prodg < prodg * sh(branch,T) > Note that every branch is a Tree

3

4

5

6: for branch in T.get_branches() do

7 prodyp < prody * sh(S, branch) > Note that every branch is a Tree
8

return prodg + prodr
Output: Returns the sum of the products
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Observacion 4.10. Para usar el paquete tendremos que cortar los vértices que no tienen
entradas, ya que simplifica el codigo de buscar los intercambios y hacerlos. Ademas, tener
o no dichos vértices no varia la cardinalidad del conjunto de shuffles. Por ejemplo,

Figuras en LaTex

Como se ha podido observar, es necesario usar representaciones graficas de los arboles
durante todo el trabajo, ya que facilita entender como acttian los morfismos o que son los
shuffles, entre otros casos.

Hemos usado el paquete zypic para hacer las figuras. Dichas figuras se forman medi-
ante la descripcién de puntos en el plano cartesiano y segmentos que unen dichos puntos.
Hemos creado un fichero latex_gen.py que es una coleccién de funciones para poder con-
vertir una descripcién completa de un arbol cualquiera a la descripcién necesaria del
paquete zypic, ya que la clase Tree genera una estructura de grafo. La funcién principal
es tree_to_latex.

La descripciéon completa de un arbol admite simbolos de LaTex para que sean com-
pilados. Por ejemplo, sea S ="c\\otimes qB(b-1,b_2;b)|lwW(\\ Omega;b_1)”, si usdémos la
funcién obtendremos la siguiente figura
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Ejemplo 4.11. Para acabar esta seccién, pondremos un ejemplo para ensenar la utilidad
del paquete. Sean S y T los drboles

N

Este seria un ejemplo tedioso de calcular el conjunto de shuffles ya que segtn la funcién sh
existen 296 shuffles diferentes. Encontramos todos ellos mediante la clase ShuffleLattice.
Mostramos los shuffles R44 v R157

w Ris7

Se pueden encontrar todos los shuffles de este ejemplo en el Anexo A.
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5 Conclusiones

La idea principal de este trabajo era poder entender el producto tensorial de conjuntos
dendroidales, para ello hemos ido siguiendo un hilo que parte de las nociones bésicas de
categorias y opéradas y acaba con una técnica alternativa para encontrar dicho producto
tensorial.

Una vez dadas las nociones bésicas, el trabajo sigue con la definicién de la categoria
simplicial A y la categoria de los conjuntos simpliciales. Dicha categoria es una categoria
de prehaces sobre A.

Para definir la categoria dendroidal el trabajo se basa en un formalismo de arboles como
opéradas coloreadas. Este formalismo nos permite tener una definicién estricta de qué es
un arbol y los morfismos entre arboles. Con estos morfismos de opéradas coloreadas y con
los arboles planares como objetos obtenemos la categoria €2,. La categoria de arboles no
planares ) viene de la categoria €2, considerando que ahora los drboles admiten la accién
del grupo simétrico en sus entradas.

Para poder introducir la definicién de la categoria de conjuntos dendroidales, tenemos
que introducir la nocién de prehaces en ). Para ello necesitamos un morfismo que envia
arboles a su conjunto de representaciones planares, de esta manera tenemos el prehaz P
en . Entonces, tenemos que Q\P = €, y en consecuencia, existe una proyeccién de €2,
a €. De esta manera podemos ver que las categorias dendroidales extienden la categoria
simplicial mediante el encaje de A en €, viendo los objetos de A como arbolse lineales y la
anterior proyeccién. Finalmente, un conjunto dendroidal X es una conjunto de déndrices
con forma T para todo arbol T en ) junto las funciones asociadas a los morfismos de €.

El producto tensorial de Boardman—Vogt introduce un producto distinto al producto
cartesiano dentro de las opéradas coloreadas y gracias al nervio dendroidal podemos enviar
un arbol como opérada coloreada a su representable en los conjuntos dendroidales. De
esta manera, si definimos dos conjuntos dendroidales como los colimites de representables,
podemos encontrar el producto tensorial de dichos conjuntos dendroidales encontrando
el producto tensorial de Boardman—Vogt de dos opéradas coloreadas y luego aplicando el
nervio dendroidal.

Encontrar el producto tensorial no es tarea ficil, asi que necesitamos introducir la
nocion del conjunto de shuffles, donde un shuffle es simplemente un arbol como opérada
coloreada generado por dos iniciales, manteniendo la configuraciéon de cada uno de ellos
a nivel de vértices. Es decir, la cépia de un vértice blanco de la primera éperada en un
shuffle tendra las mismas entradas que tenia en su opérada original pero con la diferencia
que estas entradas estardn conectadas al output de las cépias de un vértice negro de la
segunda opérada. Luego, podemos generar todo el conjunto de shuffles distintos siguiendo
la norma de intercambio. Una vez que encontramos el conjuntos de shuffles de dos arboles
cualesquiera podemos definir el producto tensorial de sus representables en conjuntos
dendroidales como la unién de los representables de todos los shuffles encontrados.

Tenemos una funcién recursiva que nos calcula cuantos shuffies hay entre dos arboles
sin tener que generarlos. Nos preguntamos si es posible encontrar una féormula general de
dicha funcién recursiva. Si trabajamos con los arboles lineales tenemos un caso especial
donde si existe una férmula cerrada, resulta que el problema se reduce a una relacién
inductiva muy conocida, el coficiente binomial. En general, es un problema abierto.

Finalmente, generar todos los shuffles es una tarea relativamente facil pero costosa
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de tiempo ya que el ntimero de shuffles aumenta mucho segin el tamano de los arboles.
Por eso hemos desarrollado un paquete en Python para que genere el conjunto de shuffles
entre dos arboles cualesquiera. Para realizar el paquete hemos abstraido las nociones de
opéradas coloreadas, de arboles como opéradas coloreadas y de los shuffles de arboles.
Gracias al paquete hemos podido ilustrar todas las figuras que aparecen en el trabajo que
representan los arboles y los ejemplos de los conjuntos de shuffles.
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