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Abstract

Logics allow the study of reasoning’s validity. Essentially, there are two ways of representing
logics, syntactically and semantically. The syntactic presentation builds on the notion of
proof, which is defined by a set of inference rules or calculus, stating that a reasoning is
correct if a proof of the conclusion can be constructed from the premises. The semantic
representation is based on the notions of truth and interpretation, and the idea is that, if
the premises are true, so is the conclusion. Semantic representation has also been studied
using the logical matrices’ method. The existence of completeness theorems makes it
possible to relate syntactic to semantics.

Presently work studies the article [Blo89], by Blok and Pigozzi, where it is formally
defined to be an algebraizable deductive system. Next, some characterization theorems of
these will be proved. It will also be seen that, when a deductive system is algebraizable, it
is easier to find a completeness theorem between syntactic calculus and a matrix semantic
representation. This paper will conclude by considering some applications, such as the
so-called bridge theorems, which relate the branches of logic and algebra.

Resum

Les logiques permeten 'estudi de la validesa dels raonaments. Essencialment, es poden
trobar dues maneres de representar les logiques, sintacticament i semantica. La presentacid
sintactica es basa en la nocié de demostracio, que es defineix mitjancant un conjunt de
regles d’inferéncia o calcul, afirmant que un raonament és correcte si es pot construir
una demostracié de la conclusié a partir de les premisses. La representacié semantica es
fonamenta en les nocions de veritat i interpretacio, i en la idea que, si les premisses sén
veritat, igualment la conclusié. També s’ha estudiat la representacié semantica a partir
del métode de matrius logiques. L’existéncia dels teoremes de completesa possibiliten
relacionar sintactica amb semantica.

En el present treball s’estudia 'article [Blo89]|, de Blok i Pigozzi, on es defineix for-
malment ésser un sistema deductiu algebritzable. Seguidament, es demostraran alguns
teoremes de caracteritzacié d’aquests. També es veura que, quan un sistema deductiu
és algebritzable, resulta més senzill trobar-ne un teorema de completesa entre el calcul
sintactic i una representacié semantica matricial. Aquest escrit concloura considerant
algunes aplicacions, com els anomenats teoremes pont, que relacionen les branques de la
logica i 1’algebra.
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Introducci6

El 1935, Alfred Tarski publica un dels articles pioners en tractar les logiques de manera
algebraica, Grundziige des Systemenkalkiils. Erster Teil, o Foundations of the Calculus of
Systems, el dotzé article de [Tar83|, pag. 342. Entre altres resultats, Tarski va trobar, a
través de I’ara conegut com procés de Lindenbaum-Tarski, que la classe d’algebres de Boole
és D’algebritzaci6 de la logica proposicional classica o, en termes més actuals, és la seva
semantica algebraica equivalent; el que significa que, a la practica, la classe d’algebres es
comporta intrinsecament igual que la logica.

El segiient pas natural fou intentar generalitzar el que Tarski havia fet amb la logica
classica, per tal d’aconseguir les classes d’algebres associades a altres logiques. Foren
bastants els treballs i les investigacions en aquest sentit, com, per exemple, el rellevant
llibre d’Helena Rasiowa, [Ras74|, que dona resultats de gran utilitat per una gran familia
de sistemes deductius.

No obstant aixo, I’article que, es podria dir, esdevingué 'apogeu de la generalitzacio, o
abstraccio, del procés de Lindenbaum-Tarski, és Algebraizable Logics, [Blo89], de Willem J.
Blok i Don L. Pigozzi, presentat el 1989. L’esmentat article sera la base d’aquest treball,
ja que fou el que formalitza la definicié d’ésser un sistema deductiu algebritzable, i presenta
uns teoremes per caracteritzar-los. A més, es considera un dels precursors de la branca de
la logica algebraica abstracta.

Personalment, vaig iniciar aquest Treball Final de Grau sense haver cursat préviament
cap assignatura de logica, aixi que, el primer dels objectius d’aquest escrit sera poder
entendre les definicions, els conceptes i resultats, tant de la logica com de I’algebra, que es
puguin necessitar al llarg de 'argument. Per aquest motiu, també, es comencara amb un
primer capitol dedicat a estudiar unes quantes definicions preliminars, on el qualificatiu
“preliminars” esdevé notablement relatiu, cal dir. Per tal d’illustrar els diferents conceptes,
s’'intercalara constantment ’exemple de la logica proposicional classica, en la que, espero,
resultara una explicacié entenedora i assumible per un lector neofit en la logica, com n’és
un servidor. Al final del capitol, propiament es reconstruira la demostracié de Tarski, el
procés de Lindenbaum-Tarski, per la logica classica.

L’altre objectiu principal, que s’intentara assolir al segon capitol, sera estudiar amb
detall els resultats de Blok i Pigozzi, i aplicar-los a diferents sistemes deductius. Aixi
que, en aquesta part es definiran els sistemes deductius algebritzables, i es demostraran,
concretament, tres teoremes d’algebritzaci6. Igual que abans, es recorrera a ’exemple de
la logica proposicional classica, i, a la vegada, aquesta servira de guia per tractar-ne altres
logiques. Finalment, el tercer capitol també s’interessara per algunes aplicacions directes,
com els teoremes de completesa i els anomenats teoremes pont, els quals, en certa manera,
esdevindran una manifestacié de la gran importancia dels resultats i les construccions
plantejades al llarg d’aquest treball.

Per elaborar tot el mencionat, ha calgut consultar una extensa i variada bibliografia.
Obviament, l'article de Blok i Pigozzi n’ha estat la font més important, perd, segurament la
segona referéncia meés destacable son els primers capitols del llibre [Fon16|. Juntament amb
d’altres com |Bur81; Cin; Pri09], o el primer capitol de [Pla91]|, aquestes obres han estat la
formaci6 basica per comengar a entendre i endinsar-se en la logica i la logica algebraica.

Tanmateix, altres fonts han sigut emprades, especialment per aprofundir un mica en els
diferents temes a tractar. Per la teoria referent a reticles s’han consultat obres com [Bal75;
Bir40; Gra78]. A la vegada, quan s’estudien algunes logiques no classiques, han estat utils



els treballs de [Pri01; Jan90|. Tot i que no s’ha aprofundit massa, pel que fa als teoremes
pont cal referenciar, entre d’altres, [Blo91; Cra57; Cze85; Cze86].

També, obres com [Cze01; Ras63| s’han consultat al llarg del treball, més aviat per
contrastar informacié i considerar diferents punts de vista. Complementariament, al mateix
escrit ja se citen altres fonts emprades en qliestions més puntuals i concretes.

Quant a notacié, generalment es dedicaran p, ¢, r, s per denotar variables, ¢, ¥,1, ¢ per
formules, ¥, T', conjunts de formules, d, €, £, n per formules integrants d’una equacio (pero
no aixi a les quasi-equacions), i © per conjunts d’equacions. Es fara as del simbol - per
relacions definides sintacticament, i, usualment, = per relacions definides semanticament.
També, els conjunts es representaran amb majuscules, A, U, L, ..., i es reservara la negreta
per les algebres, A, B, ..., tot i que els llenguatges proposicionals s’anomenaran usant
L. Tant els calculs com els sistemes deductius s’intentaran expressar amb la tipografia
S,Cl, IPC, ..., mentre que les classes d’algebres concretes es representaran per K, BA, HA, ...;
i els operadors sobre aquestes es denotaran per I, S,Q,V,... T o S usualment seran teories,
pero per les teories equacionals es repetira el simbol ©, tot i que, en principi, no hauria de
portar a confusio.

Finalment, com a tltima apreciacid, tot i que en aquesta introduccié s’han mantingut
les distancies, en el que és propiament el cos del treball es parlard en primera persona del
plural, ja que, espero, puguem gaudir junts d’aquest viatge envers la logica.



1 Definicions preliminars

1.1 Formules i sistemes deductius

En el llenguatge natural, per establir una veritat, o per defensar que una idea és correcta,
resulta necessari presentar alguna evidéncia o argument que ens serveixi de prova. Aquesta
evidéncia o raonament, en el fons, no és més que un conjunt d’enunciats, proposicions, on
anomenem a les primeres premisses, i a partir d’aquestes construim o arribem a I'altima,
que denominem la conclusid. Aixi, definirem un raonament com una expressio de la forma
> .. p, on entenem .". com per tant, > és un conjunt de premisses i ¢ és la conclusi6. Un
exemple de raonament pot ser:

Premissa 1: Si aquest Treball Final de Grau és sobre logica, llavors €s interessant de
llegir.

Premissa 2: Aquest Treball Final de Grau és sobre logica.
Conclusi6: Per tant, aquest Treball Final de Grau és interessant de llegir.

D’altra banda, direm que un raonament és correcte o valid quan les premisses impliquen
la conclusi6. Aixi, per exemple, podem veure que ’anterior és un raonament correcte, i
fixem-nos, també, que, si a la primera premissa i a la conclusié substituim “interessant” per
un altre adjectiu, com “gratificant”, “avorrit”, “facil” o “dificil”; el raonament continuaria
sent correcte, tot i que les conclusions d’aquests nous arguments veiem que podrien ser
contradictories entre elles i, per tant, algunes segurament no les considerariem veritat.

Entendrem la Logica com la ciéncia que estudia, des d’'un punt de vista formal, els
raonaments i la seva validesa. Llavors, per fer logica, en aquest ultim sentit, primerament
ens sera necessari precisar-ne la construccié dels enunciats o senténcies a tractar. En aquest
treball, ens limitarem al que anomenem llenguatge proposicional o llenguatge d’ordre zero,
que és el més senzill dels llenguatges formals:

Definicié 1.1. Un llenguatge proposicional és una parella L = {(L,ar), on L és un
conjunt de simbols (constants logiques i connectives), i ar : L — Ny és una aplicacié que
determina ’arietat dels elements de L.

Definicio 1.2. Donat un llenguatge proposicional L = (L,ar) i un conjunt de variables
X, amb X n L =, el seu conjunt de formules o proposicions Fmp(X) es defineix
per recursiitat de la segiient manera:

Z) X c FmL(X),

ii) {A e L:ar(\) =0} < Fmg(X);

iii) Np1,...,0n) € Fmg(X) per tot p; € Fmp(X) i tot A € L d’arietat ar(\) =n > 1;

iv) No ezisteizen més formules que les generades per i), i) i 14i) amb un nombre finit
de passos.

Quan no porti a cap ambigiiitat, expressarem el conjunt de proposicions Fmy,(X)
senzillament com F'm.

Definici6 1.3. Anomenem substitucio a tot endomorfisme en Fm, és a dir, tota aplicacio
o : Fm — Fm, tal que conserva les connectives 1 les constants, quedant determinada per
la restriccio al conjunt de variables X .

Definici6é 1.4. Una substitucio o és exhaustiva quan per cada formula @ existeir una
formula 1 tal que o(¢) = .



Definicié 1.5. Una logica proposicional és una parella L = {(L,\-r), on L és un
llenguatge proposicional i < P(F'm) x F'm és una relacid entre les parts de les formules
i les formules, que verifica, per tot ¥ U T U {¢} S Fm:

Sip e X, llavors ¥ ¢ ; (Identitat)
SiN ke iXcT, lavors T -, ; (Monotonia)
SiT r ) pertotp e X i X1 p, llavors T 1 p; (Tall)

Si ¥ ¢ @, llavors {o(v¢) : ¢ € B} 1 a(p), per tota substitucid o. (Estructuralitat)
Anomenem +r la relacié de conseqiiéncia de la logica L.

Definicié 1.6. Diem que una logica proposicional L = (L, ) és sistema deductiu quan
és finitaria, és a dir, que, per tot ¥ U {¢} S Fm, si X, @, llavors existeiz ¥/ < X finit
tal que X' ¢ .

Definici6 1.7. Siguin £ = L,y i L' = (L,r) dues logiques definides sobre el mateix
llenguatge proposicional L. Diem que L és una extensié de L' o que L' és més feble que
L (i L és més fort que L), i ho denotem per L' < L, si b Shr.

Essencialment, les 1ogiques proposicionals es poden definir de dues maneres: semantica-
ment i sintactica. A continuaci6, estudiarem ambdds tractaments, i els illustrarem amb la
logica proposicional classica.

1.1.1 Representacié sintactica

A grans trets, la representacié sintactica consisteix en donar un conjunt de regles de calcul
b
per, partint de les premisses d'un raonament, construir-ne una demostracié de la conclusio.

Definicié 1.8. Sigui X el conjunt de meta-variables referides a Fm(X), i prenem ¢ €
Fm(X) i un congunt finit ¥ = {1p; € Fm(X) : i€ N,i <n}. Una regla d’inferéncia és
la parella (3, ), i se sol representar com:

wl: s 7wn
2
L’aplicacid de la regla sobre formules concretes l'anomenem una aplicacid o instancia de
la Tegla.

Exemple 1.9. La regla Modus Ponens es representa, amb les meta-variables ¢ i ¢, com:

P, 0 > Y
(0

Veiem que, per exemple, I'aplicacié de Modus Ponens, sobre les formules p i p — ¢ dona g,
odepvqi(pvq) — (¢ A7) podriem afirmar-ne ¢ A 7, ja que tenim les instancies:

p,p—q pvag,(pvag) —(gar)
q Q/\'I”

Des de la perspectiva sintactica, i segons la definici6, una regla realment no és més que
un joc de simbols, sense cap necessitat de significat al darrere. Malgrat aix0, la idea o
lobjectiu d'una regla (X, ¢) sera afirmar que, si prenem els elements de ¥ com a premisses,
llavors es pot deduir, es pot demostrar, ¢; aixi que, ens interessara, i sera el més usual,
que les regles guardin certa significanca o caracter semantic, en aquest sentit.



Definici6 1.10. Un calcul és un conjunt de regles d’inferéncia.

Definicié 1.11. Una demostracio de p € F'm a partir de ¥ < Fm, en un calcul donat
S, és una successio finita {po,...,pn) tal que @, = ¢ i, per tota i < n, o bé p; € X, 0 bé
p; s’obté de formules anteriors, aplicant alguna regla d’inferéncia del calcul S.

Definicié 1.12. Sigui S un calcul © Fm un conjunt de formules en un llenguatge proposi-
cional L. Prendrem s P(Fm) x Fm com la relacié definida, per tot ¥ U {¢} € Fm,
de la segiient manera:

Y ks @ < Eristeix una demostracid de ¢ a partir de 33, en el calcul S.

Teorema 1.13. Seguint la notacid de la definicic anterior, tenim que S = (L,Fgs) és un
sistema deductiu.

Demostracio. Donat un calcul S, i prenent ¥ U T' U {¢} € Fmu:

Si ¢ € X, aleshores podem considerar la successio {(¢) com una demostracio de ¢ a
partir de X, aixi que ¥ s . (Identitat)

Suposem ¥ g ¢ i X € I'. Sigui (g, ..., e,y una demostracié de ¢ = ¢, a partir de
Y. Tenim que, per tota i < n, p; € X < I' o, en altre cas, ; és deduible de férmules
anteriors mitjangant aplicacions de regles de §. Veiem que, aleshores, {¢p,...,¥n—1,¢)
també resulta una demostracié de ¢ a partir de I', que ens porta a afirmar que I' g ¢.
(Monotonia)

Suposem ara que I' g 1, per tot ¢ € X, i que X s . Sigui (¢y,...,1¥,) una

demostracio de ¢ = 1), a partir de I, per tot ¢ € ¥; i prenem (¢, . . . , ) una demostracio
de ¢ = ¢, a partir de 3. Tenim, llavors, que les ¢; provenen d’aplicar alguna regla a
formules anteriors, o ; € ¥. Suposem que ¢;,, per j = {0,...,k} son totes les ¢; que

pertanyen a 3, que per la definici6 de demostracié sabem que sén un nombre finit. Si a
la demostracio de ¢ a partir de X i intercalem, als llocs de les ¢;;, les successions que
demostren cada ¢ = ¢;; a partir de I', que hem suposat que existeixen i també son finites,
aleshores haurem construit una demostracio de ¢ a partir de T, és a dir, T g ¢. (Tall)

Considerem X g ¢, amb (@, ..., @,y una demostraci6 de ¢ = ¢, a partir de . Sigui
o una substitucié arbitraria. Suposem primer que ; prové d’aplicar una regla a formules
anteriors, llavors, tindrem que, per ig, ..., <1,

Pigy - -+ Piyg
Pi
és una instancia d’alguna regla del calcul S. Aleshores, de la definicié de substitucio, és
immediat que
U(Soio)a s 70'(901'16)
o(pi)
és també una instancia de la mateixa regla.

Si, en canvi, ¢; € 3, igualment tenim que o(p;) € {o(¢) : ¢ € 3}. Per tant, ajuntant tot
el que hem vist, tenim que {o(¢g),...,0(pn-1),0(p)) és una demostracié de o(y) a partir
de {o(¢) : ¥ € £}, amb el que arribem al fet que {o(¢) : ¥ € £} s (). (Estructuralitat)

Veiem que, si 3 s ¢, donat que tota demostracio de ¢ a partir de X és finita, prenent
¥ com el conjunt d’elements de ¥ que intervenen en alguna demostraci6 de ¢ en concret,
tindrem que ¥’ g ¢ amb X/ € ¥ finit i, per tant, g és finitaria. Provem aixi que, per
un llenguatge proposicional L, § = (L, -5) és sistema deductiu. A



Exemple 1.14. (Logica proposicional classica)

Definim Cl = (L,t¢;), on L = {—,—} soén les connectives del llenguatge L, amb
ar(—) = 21iar(—) = 1; i ¢ és una relacio definida sintacticament, segons el vist
anteriorment, a partir d’un calcul, que determinarem emprant unes regles especials, els
denominats axiomes:

Definicié 1.15. Un axioma és una regla de la forma (&, @), per ¢ € Fm(X). En lloc de
representar-lo com
usualment es descriu donant .

En el calcul amb el qual definirem la logica proposicional classica tindrem com axiomes,
per tot ¢, ¥, € Fm(X):

o — (Y — ) (Az1)
(o= (W —=9)) = (g = ¢) = (p = V) (Az2)
—p = (¢ — 1)) (Az3)
(~p—p) > o (Az4)

I, com a tnica regla, Modus Ponens (M.P.):

0, =Y
(0

Aquest calcul és dels anomenats de tipus Hilbert, per contenir molts axiomes i pocs
esquemes de regles, en aquest cas només un. Tanmateix, sén molts i de diferents tipus
els possibles calculs per determinar la logica proposicional classica, com, per exemple, el
calcul tipus Hilbert que trobem a [Pla91|, pag. 17; o els calculs de tipus Deduccid Natural,
caracteritzats per contenir pocs, o cap, axioma, perd un nombre significatiu de regles.
Aquesta pluralitat de calculs no és exclusiva de la logica proposicional classica, sind que,
en general, podem trobar-ne diferents calculs per definir una mateixa logica. A I’ Apéndix
A es consideren els calculs que s’empraran en aquest treball per algunes de les logiques
a estudiar: ZPC per la logica intuicionista, Lo 1] pel sistema deductiu infinit-valorat de
Lukasiewicz, L3 pel sistema deductiu tri-valorat de Lukasiewicz, Gy 1) 1 G, seran els calculs
de les logiques infinit-valorades i n-valorades de Gddel, respectivament, i gK i [K els de
les logiques modals global i local.

Tornant al nostre calcul classic, perd, una demostracié de ¢ € F'm a partir de > € F'm
ara sera una successio finita (o, ..., pn) tal que ¢, = ¢ i ¢; € Fm, per tota i < n, o
pertany a 3, o és una instancia dels axiomes (Az1), (Az2), (Az3) o (Az4), o s’obté de dues
formules anteriors a partir de Modus Ponens, és a dir, a la demostraci6 existeixen dues
formules @; i g, amb j,k < i, tals que ¢; = ¢ — @;.

Pel Teorema 1.13, sabem qué Cl = (L, -¢;) definira un sistema deductiu. Vegem ara
un petit exemple de com demostrar, amb ¢ una féormula, —¢; @ — @:

(= ((e—=9) =) > (p—(@—=9) = (0= ) Instancia de (Az2)
o= ((p—¢) =) Instancia de (Az1)
(e—=(p—9) = (0—¢) M.P. dels dos anteriors
= (¢ — ) Instancia de (Az1)
Y@ M.P. dels dos anteriors



A I’Apéndix B es presenten i demostren algunes propietats rellevants quant a operar
sintacticament amb la logica proposicional classica. En particular, es proven el Teorema
de Deduccid i el Teorema de Reduccid a [’Absurd, i es comenten les propietats de v i A a
Dreta i Esquerra, entre d’altres. Tots aquests resultats els necessitarem i ens seran tutils
més endavant.

1.1.2 Representacié semantica

La representacié semantica descansa sobre les nocions d’interpretacid i veritat, i la idea de
fons seria formalitzar que, si les premisses d’un raonament soén veritat, llavors la conclusio
també ha de ser veritat.

Una interpretacié ’entendrem com una funcié que assigna algun tipus de valor de veritat
a cada féormula, atorgant aixi alguna mena de significat a les connectives. Generalment,
definim la interpretacié d’una férmula de manera recursiva, assignant els valors de veritat a
les variables, i estenent-ho a la resta de férmules mitjangant, per exemple, les que coneixem
com taules de veritat. Aixi, direm que un raonament és correcte si, quan la interpretacio
de les premisses és veritat, llavors també ho és la interpretacié de la conclusio.

Certament, la nocié d’interpretacié i de veritat resulten molt amplies o, fins i tot,
ambigiies. Pero, en part és degut a la necessitat d’abastar la gran casuistica existent: en
particular, si determinem préviament un subconjunt dels valors de veritat possibles, els
elements del qual anomenarem wvalors designats, podem considerar que una férmula és
veritat si la seva interpretacié és un valor designat; a partir d’aixo, i aplicant els conceptes
esmentats de manera practicament directa, tot seguit tractarem la logica proposicional
classica i la logica tri-valorada de Godel. En canvi, no gaire més endavant n’estudiarem un
métode algebraic de definir les logiques, i, tot i que no en parlarem molt en aquest treball,
existeixen altres tipus de semantiques, on, per exemple, les interpretacions es defineixen a
partir dels anomenats models de Kripke, com es pot considerar amb les logiques modals o
la intuicionistal.

Exemple 1.16. (Logica proposicional classica)

Sigui el llenguatge proposicional L = (L, ar), on L = {A, v,—, <>, —} és el conjunt de
connectives, i verifiquen ar(A) = ar(v) = ar(—) = ar(<) = 2, ar(—) = 1. Suposem les
operacions en el conjunt {0, 1} definides per les segiients taules de veritat:

= i
0 0
1 1

De manera que, si prenem una funci6 I : Fm — {0, 1} tal que, per p i ¢ variables:

1
0

0
0
1

S =IO
S =IO

1
0
1

— o>

1
0
1

— o<k
=

1

o OO

I(p),1(q) € {0,1},  I(prq) =1(p)Al(q), I(lp—q) =I(p)=I1(qg),
I(=p) = =I(p), Ipvg) =Ip)VIq), Ilp<q) =Ip) <I(q);

podem considerar I : F'm — {0, 1} una interpretaci6. Observem que, d’aquestes propietats,
n’obtenim que tota interpretacié queda determinada per la seva restriccié a les variables.
Cal esmentar que la notacié habitual és confondre o, podriem dir, fusionar, les operacions
A, VY, = < i = amb les connectives A, v, —, < i —, respectivament.

Wegis els articles [Kri59; Kri65].



Considerarem com a valors designats el conjunt {1}, que evidentment és subconjunt
de {0,1}. Aixi que, per una interpretaciéo I : Fm — {0,1}, si una formula ¢ € Fm
verifica I(¢) = 1, aleshores direm que aquesta és veritat o certa, mentre que una férmula
amb interpretaci6 igual a 0 es prendra com a falsa. Tenint en compte aix0, fixem-nos que
podriem entendre que la taula de veritat de la connectiva A (de 'operacio A) fa que aquesta
prengui el significat de la conjunci6 4, v la disjuncié o, — el condicional si... llavors, <
prendria el significat del bicondicional si, i només si i — seria la negacié no.

Finalment, arribem a la representacié semantica de la logica proposicional classica, a
través de la seglient proposicio:

Proposicié 1.17. Sigui L el llenguatge proposicional definit com a I’Exemple 1.16, amb
{0,1} el conjunt de valors de veritat i {1} < {0,1} el seu subconjunt de valors designats. Si
definim la relacio =ciS P(Fm) x Fm, per tot ¥ u {¢} < Fm, per:

Y E¢; ¢ <= Per tota interpretacio I : Fm — {0,1}, si {I(¢) : ¢ € ¥} < {1},
llavors 1(p) = 1;

aleshores, (L, ¢y és una logica.

Demostracio. Per tot X T U {p} S Fm:

Si p € X, llavors és trivial que per tota interpretacié I : Fm — {0,1} tal que
{I(¢) : ¢ e B} < {1}, també I(p) = 1; aixi que ¥ k¢ . (Identitat)

Suposem X E¢; ¢ 1 3 € I'. Sigui I una interpretacié tal que {I(¢) : ¢ € I'} < {1},
llavors, evidentment es verifica {I(¢) : ¢p € ¥ € T'} < {1}. Per la nostra primera hipotesi,
podem afirmar que I(y) = 1 i, per tant, concloem que I' =¢; ¢. (Monotonia)

Ara suposem que I' =¢; 9 per tot ¥ € 3, 1 que X =¢; . Per tota interpretacié I tal que
{I(¢) : ¢ € T} < {1} sabem, doncs, que I(¢)) = 1, per tot ¢ € 3. Aixi, donat que tenim
que {I(¢) : ¢ € £} < {1}, sabem que es dona I(p) = 1, amb el que podem afirmar que
I' =c; . (Tall)

Considerem ¥ =¢; ¢ i, aleshores, per tota interpretacio I, si {I(¢) : ¢ € ¥} < {1},
tindrem que I(p) = 1. Sigui 0 : Fm — F'm una substituci6é arbitraria. Observem que
I' .= I o o és també interpretacio de F'm en {0, 1}, per tant, en particular, tenim que, si
{I'(y) : ¢ € X} < {1}, llavors I'(p) = 1; és a dir, si {I(o(¢))) : ¢ € X} < {1}, tenim que
I(o(p)) = 1, el que significa que {o(¢)) : ¥ € £} =¢; o(p). (Estructuralitat) A

A tall d’exemple, demostrarem el principi del tercer exclos amb la logica (L, E=¢;)
plantejada: volem provar, per tota férmula ¢, el raonament =¢; ¢ v =, és a dir, donat
que Pantecedent és el conjunt buit, cal veure que, per tota interpretacié I : Fm — {0, 1},
I(p v —p) = 1. Aixo no comporta gaire dificultat, ja que I(¢ v —¢) = I(¢) v —I(¢) (on,
recordem, estem barrejant les operacions definides a les taules de veritat amb les connectives
de L). Si I(p) = 1, per les taules de veritat sabem que I(p v —¢) =1v =1 =1v 0 =1;1i,
si I(p) =0, tindrem I(¢ v —=¢) =0v =0 =0 v 1 = 1. Donat que I(¢) € {0, 1}, concloem
que =¢; ¢ v — es verifica.

Exemple 1.18. (Logica tri-valorada de Godel)

Definim el llenguatge proposicional L = (L,ar) , amb L = {A,v,—,—, L, T}iar(A) =
ar(v) =ar(—)=2,ar(—=)=1iar(L) =ar(T) =0. Amb el conjunt de valors de veritat
{0,1/2,1}, i prenent com a tnic valor designat 1’1, veiem que ara una interpretacié sera de



la forma I : F'm — {0,1/2,1}. Mitjangant taules de veritat, podem definir les segiients
operacions, que, com a l’exemple anterior, determinaran les interpretacions:

A9 0 12 1 ves o 12 1 5% o 12 10 2%

0 [0 0 0 0|0 1/2 1 0 |1 1 1 0 [1
/210 1/2 1/2 1/2 |12 1/2 1 /2 /0 1 1 1/2]0
1 ]0 1/2 1 1|1 1 1 1 |0 1/2 1 1|0

I, 1% =0, TS = 1. Procedint de manera semblant a la Proposicié 1.17, podem definir
una logica (L, k=g, ), on, per tot ¥ u {¢} S Fm:

Y Eg, ¢ < Per tota interpretacio I : Fm — {0,1/2,1}, si {I(¢) : ¢ € ¥} < {1},
llavors I(p) = 1.

Ara podem veure que, per exemple, a la logica (L, Eg,), que anomenem la logica
tri-valorada de Godel, no es dona el principi del tercer exclos, el que ens assegura que és una
logica multivalorada: sigui una interpretacié I : Fm — {0,1/2,1} tal que, per ¢ € Fim,
I(p) = 1/2. Aleshores, tenim que I(p v —¢) = I(p) v& =C3I(p) = 1/2 v&3 =G31/2 =
1/2 v 0 =1/2 # 1. Per tant, concloem que g, ¢ vV .

Tanmateix, aquesta manera de definir semanticament una logica no ens sera la més 1til,
sind que, a la practica, recorrerem, com ja vam avancar, a una abstraccié o generalitzacid
algebraica del que hem estat veient, i que anomenarem meétode o representacié per matrius
logiques.

Definicio 1.19. Sigui un llenguatge proposicional L = (L, ar), una L-algebra o, si no
porta a confusid, senzillament, una dlgebra, és una estructura A = (A, (A4 : Xe L)) on
A és un conjunt no buit, que anomenem Uunivers o domini d’A, i N : A" — A, on
n = ar(\), és una funcié sobre A.

Potser un dels detalls més importants, que desencadenara els principals resultats d’aquest
treball, és el fet que el conjunt de formules F'm ens estableix la que anomenarem 1’algebra
de formules Fm. Arribem a aquesta conclusio sense gaires dificultats, a partir de ) i 4ii)
de la mateixa definicié del conjunt de férmules, la Definicid 1.2, prenent, per tot A € L:

AFm o\ si ar(\) = 0;
=n

/\Fm(npl, ceyon) =M1, 0n), si ar(\) > 1.

Definicié 1.20. Sigui A = (A,(\2 : X\ € L)) una L-dalgebra qualsevol. Una con-
gruéncia és una relacié d’equivaléncia © € A x A tal que, per tot A € L d’arietat
n =1, amb ay,...,an,b1,...,b, € A, si tenim {a;,b;y € © per tot i < n, llavors
AA(ar,. .. an), A\ (by,..., b)) € O.

Definicié 1.21. Donades dues L-algebres A = (A,(M : X e L)) i A = (A", (02 : Xe L)),
diem que A és subalgebra d’A’ si A< A’ i, per tot A€ L d’arietat n i tot ay,...,a, € A,
tenim que M (a1, ..., an) = A (a1, ..., an).

Definicié 1.22. Siguin A = (A,(\ : Xe L)) i B={(B,(\B: X e L)) dues L-algebres,
definides sobre el mateix llenguatge proposicional L = {(L,ar). La funcid h : A — B és
un homomorfisme d’A en B, i ho denotarem per h: A — B, si, per tot A\ € L d’arietat
ar(\) = n i tot ai,...,a, € A, tenim que h(A (a1, ...,a,)) = AB(h(a1),...,h(ay)). Un
homomorfisme bijectiu s’anomena tsomorfisme.



Definici6 1.23. Siguin dues dalgebres A i A’. Una tmmersié d’A en A’ és un homomor-
fisme injectiu, que denotarem per e: A — A’ tal que estableix un isomorfisme entre A,
de domini A, i la seva imatge, que és una algebra amb domini e(A).

Fixem-nos que podem entendre la condicié d’ésser un homomorfisme entre L-algebres
com la propietat de conservar les connectives de L. Com a cas particular, veiem que un
endomorfisme h : A — A, a més de conservar les connectives, també deixara les constants
fixes, ja que tots els simbols A d’arietat ar(\) = 0 hauran de verificar h(\) = A.

Definicié 1.24. Sigui A una L-algebra. Una A-interpretacié és un homomorfisme
I: Fm— A, és a dir, una aplicacié I : Fm — A entre el conjunt de formules en L i el
domini A, tal que preserva les connectives del llenguatge.

Podem apreciar que les A-interpretacions, amb A una algebra, supliran la nocio6
d’interpretacio, considerant I'univers d’A, A, com el conjunt de valors de veritat. Aixi, ara
només ens cal declarar un subconjunt d’A com els valors designats, amb el que suplirem el
requeriment de la nocié de veritat:

Definicié 1.25. Donat un llenguatge proposicional L, una L-matriu és una parella
(A,D), on A = (A,(\ : X e L)) és una L-algebra i D € A és el conjunt format pels
valors designats d’A.

Definicié 1.26. Siguin dues L-matrius (A,D) i (A’,D"y. (A,D) és submatriu de
(A',D"), i es denota per (A, D) < (A, D"), si A és subalgebra de A’ i els conjunts
d’elements designats verifiquen D = D' n A, amb A el domini d’A.

D’aqui arribem a la representacié semantica matricial de les logiques, que podem donar
a partir d’un teorema que pot recordar a la Proposicié 1.17, tant en la seva expressié com
en la seva demostracio.

Definici6 1.27. Sigui L un llenguatge proposicional i A = (A, D) una L-matriu. Definirem
la relacié =4S P(Fm) x Fm a partir de, per tot 3 U {p} S Fm:

Y A ¢ < Per tota A-interpretacio I, si {I(¢): ¢ € X} < D, llavors I(p) € D.

Teorema 1.28. Considerant la definicid anterior, tenim que (L, ) és una logica.

Demostracio. Sigui la L-matriu A = (A, D) i la relacié =4 definida segons la Definicio
1.27. Per tot X 0T U {p} < Fm:

Suposant ¢ € X, per tota A-interpretacio I tal que {I(¢) : ¢» € ¥} € D, tenim que,
evidentment I(p) € D, amb el que deduim que ¥ =4 . (Identitat)
Suposem ara ¥ =4 ¢ 1 X < I'. Sigui I una A-interpretacio tal que {I(¢): peI'} < D,

aleshores, també es verifica {I(¢) : ¢ € ¥ € T'} € D. Per la primera hipotesi, confirmem
que I(p) € D i, per tant, I' =4 . (Monotonia)

Considerem que I' =4 9 per tot ¢ € 3, i que X =4 . Per tota A-interpretacio
I tal que {I(¢) : ¢ € T'} < D, tenim que I(¢p) € D, per tot ¢ € ¥. Aixi, donat que
{I(¢p) : v € ¥} < D, sabem que es dona I(p) € D, amb el que concloem que I" =4 .
(Tall)

Si ¥ 4 ¢, aleshores, per tota A-interpretacio I, si {I(v¢) : ¢ € ¥} < D, llavors tenim
que I(p) € D. Sigui 0 : Fm — F'm una substitucié arbitraria. Observem que I’ := T o o
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és també A-interpretacio, per tant, en particular, tindrem que, si {I'(v)) : ¢ € ¥} € D,
lavors I'(¢) € D; és a dir, {I(o(¢)) : v € £} < D implica que I(o(p)) € D. Aixo ens
porta, finalment, a qué {o(¢)) : ¥ € £} E4 0(p). (Estructuralitat) A

Exemples 1.29. (Logica proposicional classica i tri-valorada de Gadel)

Sigui el llenguatge proposicional L de I’ Exemple 1.16. Veiem que podem prendre la
matriu Bz = (2,{1}), on 2 = {{0,1},{)\? : X\ € L)) és una L-algebra, amb les operacions
determinades per taules de veritat idéntiques a les presentades a 1’Ezemple 1.16. Cal
assenyalar que, a la practica, també se solen designar les operacions a 2 amb la mateixa
notacié que per les connectives de L.

Gracies a la Definicio 1.271 al Teorema 1.28, sabem que la parella (L, =g, ) defineix
una logica. Observem que, tal com hem construit tot, tenim directament que ¥ =5, ¢ <=
Xk e

Pel cas de la logica tri-valorada de Godel podem fer quelcom semblant: definim la
L-algebra G3 = {{0,1/2,1},{\CG : A € L)), on prenem de I’ Ezemple 1.18 tant el llenguatge
proposicional L com les taules de veritat, pel que fa a definir les operacions A&, X € L,
a l'algebra Gs. Procedint igual que abans, sabem que (L, i=<G37{1}>> sera una logica i, a
més, per tot X U {p} S F'm, tenim que X F(q, (1}y ¥ <= X Fg; ¥, on g, és la relacio
definida a I’ Ezemple 1.18.

Exemple 1.30. (Logiques n-valorades i infinit-valorada de Gédel)

Considerarem ara una generalitzacié de la logica tri-valorada de Godel: prenem la
L-algebra Gg 11 = ([0, 1], AG VG G G |G TGy Obviament, donat que I'interval
[0,1] conté un nombre infinit de valors, ens serad impossible representar les operacions
mitjancant taules de veritat, perd, podem igualment establir, per tot a,b € [0, 1]:

a AC b = min{a, b} a—Cb= b S%a>b 16 =0
1 sia<b
a vC b= mazx{a,b} —Gq = Lsia=0 TG =1
. ’ 10 sia#0 o

Observem que aquestes operacions soén tancades sota qualsevol conjunt que contingui el
011’1, aixi que, prenent les mateixes operacions, tenim que G 1] t¢ un subalgebra per cada
subconjunt de [0, 1] que inclogui {0, 1}. Fixem-nos que la subalgebra més petita, la definida
sobre {0, 1}, es pot entendre com propiament I’algebra 2, amb la que hem definit la logica
proposicional classica. També es veu immediatament que, per {0,1} < {0,1/2,1} < [0, 1],
es genera la mateixa subalgebra Gs d’abans.

No suposa una gran dificultat comprovar que, entre dues subalgebres de Gpp 1} de n
elements, es pot trobar un isomorfisme entre aquestes, aixi que, a la practica, parlem de les

algebres n-valorades de Goédel Gy, indicant qualsevol subalgebra de Gyg 1} de n elements.
Usualment, es prenen els n valors {0, ﬁ, %, e Z—j, 1}.

Aixi, acabem de definir un nombre infinit numerable d’algebres. Amb aquestes, igual
que hem fet amb la logica proposicional classica, podem determinar les logiques, per cada
valor de n, (L, |:<Gn,{1}>>, i (L, |:<G[071],{1}>>, que anomenarem, respectivament, les logiques

n-valorades? i la logica infinit-valorada de Godel?.

*Presentades per Kurt Godel el 1932, a [CG6d32).
3Presentada per Michael Dummett el 1959, a [Dum59)].
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Exemple 1.31. (Logica infinit-valorada de Lukasiewicz)

Sigui el llenguatge L = (L, ar), amb L = {A,v,—,—, L, T}iar(A) =ar(v) =ar(—
) =2, ar(—) =1iar(L) =ar(T) = 0. Prenem la L-algebra kg 1 = {[0,1],(A\F : X € L)).
Definim les operacions a ’algebra com, per tot a,b € [0, 1]:

1¥=0

a/\Lb:min{a,b} a—>Lb;—{1_a’+b sia>b

1 sia<b

a v¥ b= maz{a,b} —tg=1—-a TE =1

D’aquestes definicions és directe, per exemple, que es donen les relacions a A b =
—(—av —=b)iavb=(a—b) —b) (un altre cop, emprem la notaci6 de les connectives per
les operacions). Usualment, també resulta util definir una conjuncié (®) i una disjuncié
(@) fortes, per tot a,b € [0, 1]:

a®b:=—(a— —b) =mazx{0,a+b—1}; a®b:=—a—b=min{l,a+ b}.

Operant com abans, sabem que, a partir de la relacio Fp.1{1}) podem definir una

logica (L, kg, 1],{1}>>, que anomenarem la logica infinit-valorada de Lukasiewicz®.

Observem que, de manera analoga al realitzat amb 1’algebra i la logica de Goédel, es
podria generar un nombre infinit numerable de logiques, a partir d’establir unes algebres
de Lukasiewicz n-valorades (on, també, per n = 2 tindriem I’algebra 2). En aquest treball,
pero, ens centrarem principalment en la logica infinit-valorada, i només esmentarem la
logica tri-valorada de Lukasiewicz, és a dir, la definida sobre un conjunt de n = 3 elements,
usualment {0,1/2,1}. Cal dir també, perd, que historicament tot el procés que hem
comentat es dugué a terme a l'inrevés, és a dir, Lukasiewicz primer planteja la logica
tri-valorada, el 1920, a [Fuk20], i posteriorment ho generalitza per n valors i infinits valors.

A partir de la representacié matricial de les logiques, en derivem un resultat interessant
respecte les extensions:

Teorema 1.32. Donades dues L-matrius (A, D) i {A', D"y, si (A, D) = {A’, D", llavors
la logica (L, =ca,py) €s extensid de (L, =¢ar pry)-

Demostracié. Volem veure que, per ¥ U {p} € Fm, & Fca’,pry ¢ implica X = py ¢
Sigui I una A-interpretacio tal que {I(¢)) : v € ¥} € D = D' n A < D', amb el que
sabem que també I(p) € D < D’. Veiem que, per @1, ...,y € Fm itot A € L d’arietat n,
T(@1, -5 00)) = M (91), -, I(0n)) = AT (p1), - - -, I(¢n)), ja que A és subalgebra
d’A’. Per tant, arribem al fet que I també és una A’-interpretaci6, amb {I(y)) : ¢ € X} < D’
i I(p) € D'. Aixi, tenim que X E(pr pry 0 = X Fa,py - A

Proposicié 1.33. La logica proposicional classica és extensid tant de les logiques n-
valorades i infinit-valorades de Gddel com de linfinit-valorada de fLukasiewicz.

Demostracio. Volem veure que, per tot n € N, Ep,Sk(q, (1)) FB2SF (G111 i
FB2 S 11,1 Pel teorema anterior, tenim que només hem de comprovar que Bg és

submatriu de (G, {1}), de (Giop, {1}) 1 de (o175 {13)-

Veiem que els conjunts de valors designats verifiquen la condici6é requerida, ja que
{1} = {1} n {0,1}. Per tant, queda veure que 2 és subalgebra de Gy, Go1] 1 E[o,1]- Es

“Presentada per Jan Lukasiewicz el 1922, a [Fuk22]
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trivial que {0,1} < {i/n :i < n,ie N} < [0, 1], i també comprovem facilment, consultant
les definicions de les operacions, que, per tot a,b € {0, 1},

ﬂzazﬁGazﬁLa; a/\zbza/\sza/\Lb; avzbzava:ava;

a—>2b=a->%b=a->Ybh ao?b=aoCb=aolb.

On hem definit a <G b= (a -% b) AG (b »F a)ia ¥ b= (a -Fb) AY (b ¥ a).
També podem prendre T2 :=a —2 a1 12 = —=2T2 ambel que tindrem 1 = T2 = TG = TE
i0=1%2=16=1%

Ajuntant-ho tot, obtenim que, aplicant el teorema anterior, per tot ¥ U {p} € Fm,
NG {1 P = B EB 0 N EGp (1) P BB 1N Fwy 1) ¢ = DB ¢, és a
dir, veiem que la logica proposicional classica és extensié de les logiques n-valorades de
Godel i de les infinit-valorades de Godel i Lukasiewicz. A

Corollari 1.34. Sigui la L-matriu (A, D) i una L-algebra B de domini B. Si existeix
una immersid e : B — A, llavors la logica (L, =g .1(pyy) €s extensid de (L, = 4 py)-

Demostracio. Sigui la immersié e : B < A. Sabem que e(B) € A, on A és el
domini de I'algebra A, amb el que veiem que ’algebra definida sobre e(B), diguem-li eB,
és subalgebra de A. De la definici6 de submatriu, podem afirmar que {(eB,D n e(B))
és submatriu de (A, D). Pel Teorema 1.32, tenim que (L, E(eB Dne(B))) ¢S extensio de
(L, (A, D>>. Ara, donat que e és una immersio, B és isomorfa a eB, aixi que, com
e Y (D ne(B)) = e (D) n B = e (D), perqué¢ e *(D) € B; podem concloure que
(L, ':<B,e*1(D)>> és extensio de <L, ':<A,D>>~ A

Proposicié 1.35. Per tot n,k e N, n <k, (L, (g, 1)) €5 evtensio de (L, B¢, 1}))-

Demostracié. Es facil de comprovar que, per tot n,k € N, existeix una immersio
G,, — Gy si, i només si, n < k, ja que si n < k podem prendre un isomorfisme que
envil els primers n — 1 elements de G, als primers de Gg, i 1’1l a I’l; mentre que no sera
possible establir cap immersi6 si n > k. Aplicant el Corollari 1.34 obtenim directament
que {Lg, F(q,, {1}y, s extensio de (L, E(q, (1})), com voliem veure. A

D’aquest tltim resultat en construim la segiient cadena, per tot ¥ u {¢} € Fm:

X EGp1h P P UG, ) P T X EG ) P
Y@y ¢ = B E@aay ¢ S EEeap ¢
Tancant aquesta seccid, observem que el que hem estat aplicant sobre una sola L-matriu
també es pot considerar envers una familia o classe de L-matrius .4, definint, per tot

Y u{p} < Fm
Ykeyp<e X Eqppertot Ae A.

Tenint en compte que (L, = 4) és logica per tota L-matriu A de .#, resulta en una mera
comprovaci6 veure que (L, = ;) també és una logica.

1.1.3 Completesa

En aquest punt, és natural preguntar-se per la possible relacié entre la representacid
sintactica i la semantica. D’aquesta qiiestio en surten les segiients definicions:

13



Definicié 1.36. Diem que tenim un teorema de completesa feble entre la representacio
semantica d’una logica (L, =) i un calcul sintactic del sistema deductiv S = (L, gs), s,
per tot ¢ € F'm, es verifica:

Fsy <= Fre

Definici6 1.37. Tenim un teorema de completesa forta finitaria entre la representacio
semantica d’una logica {L,k=r) i un calcul sintactic del sistema deductiu S = (L, gs), si,
per tot wo,...,0n, 0 € Fm:

{¢0,.- - on} Fs o= {po,...,on} EL ©.

Definicié 1.38. FEuzisteix un teorema de completesa forta entre la representacio se-
mantica d’una logica (L, =) i un calcul sintactic del sistema deductiu S = (L, \s), si, per
tot ¥ u {¢} < Fm, tenim que:

Shsp<<= Xk, o

En aquest cas, diem que S €s coherent (=) i complet (<) respecte (L, E=r).

No cal esmentar que, si tenim un teorema de completesa forta entre un calcul i una
representacié semantica, llavors també existeix un teorema de completesa forta finitaria,
i aquest altim també n’implica que tindrem un teorema de completesa feble. Un punt
interessant és que, si tenim un teorema de completesa forta entre una logica definida
semanticament i un sistema deductiu, llavors podrem afirmar que la primera també n’és
finitaria i, per tant, sistema deductiu.

Exemple 1.39. (Completesa a la logica proposicional classica)

Per illustrar els conceptes presentats, veurem que el sistema deductiu sintactic Cl =
(L,t¢;) de Ezemple 1.14 i la logica (L, =p, ) de I’ Exemple 1.29 defineixen el mateix, ja
que tenim el segilient teorema de completesa:

Teorema 1.40. (Teorema de Completesa Forta de la logica proposicional classica) Per tot
Yu{p} < Fm:
Y o= Y EB, ¢

Demostracio. Implicacié (=), o Teorema de Coheréncia: veiem que es redueix a provar
que la regla M.P. es valida a g, 1 que els quatre axiomes (Az1), (Az2), (Az3) i (Az4) son
tautologies a =p,, és a dir, que son valids, sén veritat, per tota 2-interpretaci6. Per tot
p, Y, ¥ € Fm, tenim:

Per tota 2-interpretacio I, si I(¢) = 0 llavors I(p — (¢ — ¢)) =0 — I(¢p — ¢) =1,
perqué 0 - 0 =110 — 1=1; si, en canvi, I(¢) = 1, aleshores I(p — (Y — ¢)) =1 —
(I(y) > 1)=1,jaque I(¢) >1=1,donat quel -1=0—1=1. (Az1)

D’altra banda, si I(y) = 0, llavors,

I = (@ =0) = (p=¥) = (p = V)] =
0= I =] = [Ilp—9) > Ip—D)]=1->(1—-1)=1
((p = ¥) = (p = V)] = 0, llavors, cal

9¥)] = 0. Per tant, s’ha de veure que
¥) = 0. Pero, aixo ultim implica que

Si I(p) = 1, suposem que I[(¢ — (v — ¥)

) —
que][¢—*(¢—>19)]—1lf[(<ﬁ—>¢) (v
0— I(¢Y > ) =1, que és cert, i que 1 — I(yp

—
—
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I(p — ¥) = 0, que és fals, perque I(p — ) =0 — I(¥) = 1 per tota 2-interpretacio I.
Per tant, per reducci6 a ’absurd tenim que la interpretacié en cap cas pot donar 0, provant
aixi que (Az2) és tautologia a =p,.

Quant el tercer axioma, veiem que, si I(y) = 0, llavors,

I~ = (=) =0-Ip—=9)=1-0—-1I({)=1—1=1

i, si I(p) = 1, aleshores,

(o= (p=¥)=~1=Ip—=v)=0-1I(p—y) =1
el que ens assegura 'axioma (Az3).

Comprovem (Azj) considerant que, per tota 2-interpretacioé I, si I(¢) = 0, tenim que
I[(m¢—¢) > ¢]l=(-0-0)->0=(1-0)—->0=0—-0=1;
i, si I(¢) = 1, llavors,

I~ —¢)—>¢]l=(-1->1)—>1=1-1=1.

Finalment, provem que ¢, — 9 E=p, ¥. Veiem que no suposa cap complicacio,
ja que, per tota 2-interpretacié I, si I(p) = 11 I(p — v) = 1, per conservar I les
connectives, tenim que I(p — ¢) = I(¢) — I(¢¥) =1 — I(¢)) = 1, per tant, arribem a
queé, necessariament, I(y) = 1. (M.P.)

Esquema de la implicaci6 («<): per demostrar-ho ens caldra emprar el conegut com
Lema de Lindenbaum (vegis el teorema 56, del cinqué capitol de |Tar83|, pag. 98):

Lema 1.41. Per tot X U {p} S Fm:

Y trer ¢ = Existeir A € Fm un conjunt de formules maximal (respecte <)

Fci-consistent tal que X € A 1 A tep .

Provarem que X t£¢; ¢ = X B, ¢ que, pel contrareciproc, ens confirma el que volem.
Aplicant el Lema de Lindenbaum, tenim que X t£¢; ¢ implica A ¢ ¢ per A un conjunt
maximal ¢;-consistent tal que ¥ € A. Llavors, definim una 2-interpretacié I tal que
verifiqui I(p) = 1< p € A, on p és una variable. Es pot demostrar (per una prova sencera
vegis, per exemple, §2 del seté capitol de [Ras63], pag. 259) que aquesta interpretacio
també confirma I(¢)) = 1 < ¢ € A per tota formula . Aleshores, com ¥ € A, tindrem
{I(v)) : ¢ € ¥} < {1}; mentre que, com A (¢ p < ¢ ¢ A, obtenim que I(¢) = 0. Per
tant, arribem a qué X ¥p, ¢. A

Podem apreciar la importancia del Teorema de Completesa veient, per exemple, que ens
porta a afirmar que =5, és finitaria, propietat que abans no podiem assegurar, senzillament
perqué sabem que ¢; ho és.

1.2 Equacions i classes d’algebres

En aquesta seccié veurem que part dels conceptes que hem anat estudiant es poden gene-
ralitzar, i aixo ens permetra definir, en particular, una relacié6 de conseqiiéncia equacional
relativa a una classe d’algebres, la Definicid 1.51, que, com tractarem al proxim capitol,
ens sera de gran utilitat quant a estudiar ’algebritzabilitat dels sistemes deductius.
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Definicié 1.42. Una equacio és una expressid de la forma ¢ ~ 1 amb ¢,¢ € Fm.
Denotem el conjunt d’equacions per Eqr(X), o merament Eq.

Definicié 1.43. Una quasi-equacio és una parella {¢; ~ ; : i € Nji < n}, o ~ ¢)
on p; ~ P, ~ ¢ € Eq, per tot i < n. Les representarem amb la notacié (py =~
V)& ... &(pn ~ ) = @ ~ 1, i el conjunt de quasi-equacions d’un llenguatge donat el
denotarem per QEq.

Fixem-nos que una equacié és una quasi-equacié amb ’antecedent el conjunt buit ¢,
amb el que tenim la inclusié6 Fq < QFEq.

Definicio 1.44. Sigui A una L-algebra i (po ~ )& ... &(pn ~ ) = ¢ ~ ¥ una
quasi-equacid. Direm que aquesta quasi-equacid és valida a A, i ho denotarem per A &
(po ~ Yo)& ... &(vn ~ Pp) = @ ~ 1 segons la segiient correlacio:

A= (po ~ )& ... &(on ~ ) = ¢ = 1) < Per tot homomorfisme h: Fm — A,
si h(pi) = h(1i) per tot i < n, llavors h(p) = h(1).

Definicioé 1.45. Sigui K una classe d’algebres (L-algebres), és a dir, qualsevol familia
de L-algebres; i sigui (@0 ~ 10)& ... &(pn ~ ¥n) = ¢ ~ ¢ una quasi-equacio. Direm
que aquesta quasi-equacio €s valida a K, i ho denotarem de manera analoga a la definicio
anterior, quan ho sigui per tota dalgebra A € K:

K (po ~o)&.. . &(on ~ tp) = o~ =
Ak (po~ )& ...&(on ~ n) = ¢ ~ Y per tot A € K.
Definicié 1.46. Diem que la classe d’algebres K és quasi-varietat si és definible per

quasi-equacions, és a dir, si existeir © € QFEq tal que K = {A : A = 0, per tot 6 € O}.
D’altra banda, K és una varietat si és definible per equacions.

Com Eq € QEq, és immediat que tota varietat és quasi-varietat. Els Teoremes 1.47
1 1.48 caracteritzaran les quasi-varietats i les varietats, a partir d’'uns operadors sobre
classes d’algebres que presentem breument a continuacié. Per una classe d’algebres K i
una algebra A, diem que:

A € [(K) si A és isomorfa a alguna algebra de K;

A € S(K) si A és subalgebra d’alguna algebra de K;

A € P(K) si A és producte directe d’un conjunt no buit d’algebres de K;

A € Py(K) si A és ultra-producte d’un conjunt no buit d’algebres de K;

A € H(K) si A és imatge homomorfa d’alguna algebra de K.

No entrarem en els detalls d’aquestes definicions; per un estudi més en profunditat,

vegis el segon capitol de [Bur81].

Teorema 1.47. (Teorema de Mal’cev. Vegis els primers teoremes del cinqué capitol de
[Mal73|, pag. 210) Una classe d’algebres K és quasi-varietat si, i només si, és tancada
sobre els operadors 1, S, P ¢ Py.

Teorema 1.48. (Teorema de Birkhoff. Vegis larticle |Bir35]|) Una classe d’algebres K és
varietat si, 1 només si, €s tancada sobre els operadors H, S i P,
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Amb I'ajuda d’aquests teoremes podem construir-ne dos operadors, Q i V, que ens seran
de gran utilitat a ’hora de treballar amb quasi-varietats i varietats:

Definicié 1.49. Sigui K = {A; : i € I} una classe d’algebres qualsevol. Definim Q(K) =
ISPPy (K). Pel Teorema 1.47, sabem que la classe Q(K) sera la quasi-varietat més petita
que conté K i, per aquest motiu, [’anomenarem la quasi-varietat generada per K.

Definicié 1.50. Sigui K una classe d’algebres. Prenem V(K) := HSP(K). Pel Teorema
1.48, podem afirmar que V(K) és la varietat més petita que conté K, i la bategem com la
varietat generada per K.

Definicié 1.51. Sigui K una classe d’algebres. Anomenarem relacio de conseqiiéncia
equacional relativa a K a la relacio =g entre un conjunt d’equacions © € Eq @ una
equacio @ ~ 1, tal que:

O Ek ¢ @Y <= Per tota L-algebra A € K i per tot homomorfisme h : Fm — A,
si h(p;) = h(1;) per tot @; ~ ; € ©, llavors h(p) = h(1).

Definicié 1.52. Direm que =k €és finitaria si, per © U {p ~ Y} S Eq, O Ex ¢ ~ ¢
implica que existeir © < O finit tal que ©' =k p ~ .

Ara, observem que, per una classe d’algebres Ki{y; ~ ¢; : i e N;i < n}u{p ~ ¢} € Eq,
de les mateixes definicions n’obtenim que:

{pixvirieNji<nteEkpr~ <= KiE (po~o)&...&(pn ~ 1) = ¢~ 9.

Per tant, podem deduim que, si K és una quasi-varietat, en altres paraules, és definible
per quasi-equacions, llavors la relacié =k sera finitaria. Observem que no és pas cert en
Ialtre sentit, ja que, si =k és finitaria, no necessariament K és quasi-varietat; pero, si que
tindrem, per tot © U {p ~ ¥} S Eq, que © Fk ¢ ~ ¢ == O Eqk) ¢ ~ ¥, amb el que
definiran, i a la practica les tractarem, com la mateixa relacio.

Abans de passar a estudiar I’exemple de la classe d’algebres de Boole, provarem dos
teoremes referents a la relacié =k presentada:

Teorema 1.53. Per tota classe d’algebres K, la relacid de conseqiiencia equacional relativa
a K wverifica les propietats de la Identitat, la Monotonia i el Tall.

Demostracio. Per qualssevol © U @ U {p ~ 1} € Eq:

Suposem O = {p; ~ ¥; : @i, € Fm,i € I}; si p ~ ¢ € O, llavors existeix algun i
tal que ¢; = @ i ¥; = Y. Per tota algebra A € K i tot homomorfisme A : Fm — A
tindrem que, si h(p;) = h(;) per tot ¢ € I , llavors h(p) = h(v)), amb el que © £k ¢ ~ 1.
(Identitat)

Ara suposem ® =g p ~ i & € © € Fq, llavors, per tot A € K i tot homomorfisme
h:Fm — A, com ® € O, si h(p;) = h(1);) per tot ¢; ~ 1; € O, aleshores h(p;) = h()
per tot ¢; ~ 1; € ® i, llavors, per la primera hipotesi, h(p) = h(7); amb el que concloem
que O Ek ¢ ~ 1. (Monotonia)

Finalment, si © =k ¢; ~ 1; per tot @; ~ ; € 1 & =k ¢ ~ 1, llavors, per tot A € K i
tot homomorfisme h : Fm — A tal que h(yp;) = h(1);) per tot p; ~ 1; € O, tenim que
h(pi) = h(1;) per tot p; ~ 1; € ® i, per la segona hipotesi, aixo implica que h(p) = h(1)).
Per tant, arribem a qué © £k ¢ ~ 9. (Tall) A
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Teorema 1.54. Per tota classe d’algebres K, la relacio =k és estructural en el conjunt
d’equacions, entenent-ho com que, per © U {p ~ ¥} S Fq, si © =k ¢ ~ ¥, llavors
{o(pi) = a(i) : pi = P € O} Ek 0(p) ~ o(¥), per tota substitucid o.

Demostracid. Suposem O Ek ¢ & 1 i sigui o una substitucié. Per tot A € K i tot
homomorfisme h : Fmm — A tal que h(p;) = h(1);) per tot ¢; ~ 1; € ©, sabem que h(p) =
h(v). Ara, donat que una substitucié només altera les variables, i manté les connectives i
constants, si definim ' == hoo, b’ : Fm — A igualment serd un homomorfisme i, per
tant, verifica que, si h/(p;) = h'(1;) per tot ¢; ~ 1; € O, llavors també h'(p) = h' ().
Per la definicié de A/, hem demostrat que, si h(o(p;)) = h(o(1;)) per tot @; ~ 1; € ©,
aleshores h(o(p)) = h(o(v)), és a dir, {o(p;) ~ o (1) : i = ; € O} =k o(p) ~ (V). A

Considerant els dos tultims teoremes, veiem que es podria dir que =k defineix una logica,
perod, sobre el conjunt d’equacions Egq, i no pas sobre el de formules.

Exemple 1.55. (La classe d’algebres de Boole)

En la segilient definicio, i d’aqui en endavant, es pressuposen algunes nocions basiques
respecte dels reticles. A ’Apéndiz C' es presenta tota la teoria sobre reticles necessaria per
a entendre I'estudiat en aquest treball.

Definicié 1.56. Una algebra de Boole® és un reticle B = (B, A, V) acotat, complementat
1 distributiu.

Observem que les algebres de Boole també es poden entendre com L-algebres, si prenem
com a llenguatge proposicional L = (L,ar) amb L = {A,v,—, L, T}iar(n) =ar(v) =2,
ar(—) =1iar(Ll) =ar(T) = 0. Per tot ¢, 1,9 € Fm, considerem O el conjunt de totes
les equacions segiients:

OAPR QP OV PR (Idempoténcia)
CAYRYAQ AV ESE VRVET) (Commutabilitat)
(pA)Ad @A (A (pvi)vid~epv (v (Associativitat)
eviipa)rp eA(pVvyY)~p (Identitats absorcio)
oviIixp, oA Txp onl~l pvTaT (Acotat)
pov-opaT OA—pr L (Complementat)
evWAa)r(evi)a(evd) oan (v I)=~(pad)v(pad) (Distributiu)

Llavors, veiem que la classe de totes les algebres de Boole, que anomenem BA, és una
varietat i, per tant, també una quasi-varietat, ja que sera definible per les equacions de ©,
BA = {B: B E 6, per tot § € ©}. A més, un resultat interessant referent a 1’algebra de
Boole definida sobre el conjunt {0,1}, Bs = ({0, 1}, AB2 B2 Bz | Bz TB2 o veiem
facilment que 182 =01 TB2 = 1; és que By genera BA, és a dir, Q(Bz) = BA (quant a la
demostracio, vegis, per exemple, §1 del quart capitol de [Bur81|, pag. 116, concretament el
corollari 1.14.). D’aqui veiem també que V(B2) = Q(B2).

Recordem ara la L-algebra 2 = ({0,1},{A\2: Xe L)), on L = {—, A, v, —, <>}, amb la
que hem determinat la logica proposicional classica a I’ Exzemple 1.29. El segiient resultat

®Presentades a mitjans del segle XIX per George Boole, a [Boo09]. Donada la gran rellevancia i les
moltes aplicacions de les algebres de Boole, pero, podem trobar-ne bastant literatura envers el tema i, en
particular, diferents definicions equivalents, com les presentades per E.V. Huntington a [Hun04| o per H.M.
Sheffer a [Shel3|, entre d’altres.
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ens assegura que, en efecte, 2 i I'algebra de Boole By = ({0,1}, AB2 B2 —B2 0 1) son
essencialment la mateixa.

Proposicié 1.57. La L-algebra 2 i l’algebra de Boole Bs esdevenen terme-equivalents
definint, a l’algebra de Boole, per tot a,b e {0,1}:

a—B2p.=-B2g B2y

)

a B2 p = (ﬁB2a v B2 b) A B2 (ﬁBQb v B2 a).

I, a 2:
T? =a—%q;
12:= —%(a —-*a).
Demostracié. Primerament, tot i que resulta evident, caldria veure que A2 = AB2,
v2 = B2 i =2 — —B2. yng manera de fer-ho és construint les taules de veritat de les

operacions de By, que esdevenen les mateixes que les de 2. Ara, sabent que TB2 = 1 i
1B2 = 0, també arribem facilment a qué, per tot a € {0,1}, T2 =a -2 a =1 = TB?
i 12 = =2(a —»2 a) = 0 = LB2. Finalment, només ens queda considerar que, per tot
a,be {0,1}, tenim que:

a—B2p=-B2gB2op=2,2p=q>2p

a B2 p = (=B2g vB2p) AB2 (=B2p B2 ) = (=26 v2b) A? (-2bvZa) = a <2 b

com també es pot comprovar directament de les taules de veritat de les operacions de 2.
Concloem aix{ que, amb les definicions de ’enunciat, 2 i By resulten terme-equivalents. A

Un cop presentada la classe d’algebres de Boole, construirem la relacié de conseqiiéncia
equacional relativa a aquesta. Primerament, fixem-nos que el llenguatge proposicional sobre
el qual generem les algebres de Boole pot variar segons com les definim, tot i que sempre
resultaran equivalents. De tota manera, ja hem vist que podem adaptar el llenguatge fins

a ser el mateix que el de la logica proposicional classica, que és el que suposarem.

La relacié de conseqiiéncia equacional relativa a BA, E=ga, es definird com, per tot

Ou{p~1y}c Eq:

O Ega ¢ ~ P < Per tota L-algebra B € BA algebra de Boole, i tot homomorfisme
h: Fm — B, si h(p;) = h(¢;) per tot ¢; ~ ¢; € ©, llavors h(y) = h(v).

Per treballar una mica aquesta relacié E=ga, 1 perqué ens resultara til més endavant,
presentarem el Teorema de Completesa Algebraica de la logica proposicional classica
respecte =pa.

Teorema 1.58. (Teorema de Completesa Algebraica de la logica proposicional classica
respecte l=ga ) Donada la logica proposicional classica Cl = (L, t¢;) i BA la classe d’algebres
de Boole, ambdues amb la constant T definida, tenim que, per tot X U {¢} < Fm:

YStoap < {Yr~T:YpeltEpre~T.

5De fet, en aquest cas podria resultar més util emprar la segona definicié de les algebres de Boole de
Huntington, §2 de [Hun04], pag. 297, ja que només requereix dues connectives, equivalents a — i — de la
logica proposicional classica; les mateixes Gniques connectives necessaries al calcul tipus Hilbert presentat
a "Ezemple 1.14, estalviant-nos aixi la resta de connectives.
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Demostracio. La implicacioé (=) es resol de manera semblant al que ja vam fer a la
primera part de la demostracié del Teorema de Completesa Forta de la logica proposicional
classica, el Teorema 1.40, veient que, transformant una féormula ¥ en I'equacio ¥ ~ T,
les equacions obtingudes a partir dels quatre axiomes i de la regla M.P. de Cl també es
verifiquen a Ega. Vegem, per exemple, que M.P. es transformaria, per ¢,v € Fm, en
p~T,0p—>19Y~THEr¥~~T,ipodem comprovar que es valida considerant que, per tot
B € BA i tot B-homomorfisme h: Fm — B, si h(p) = h(T) =T ih(p =) =h(T) =T,

pel fet que h conserva les connectives, tenim que,
h(T) =T =h(p = ¢) = h(p) =B h(¥) = K(T) =B h(¥) = —BA(T) vB A(¥).

Com —gh(T) = —=gT = 1, isabem que B és complementat, veiem que —gh(T) vph(y) =
1 vp h(v)) = h(y). Per tant, arribem a qué h(y)) = h(T).

Quant a la implicaci6é (<), podem donar dues demostracions: la primera, que resulta
la més curta i senzilla, es basa a fixar-nos que {¢p ~ T : ¢ € X} Ega ¢ ~ T implica
{fw~T:9ei} F(2) ¢ ~ T, 1 que aixo ultim, de manera practicament immediata,
ens porta a afirmar que ¥ (3 (1}, ¢. Per tant, retornant, un altre cop, a la completesa
presentada al Teorema 1.40, tenim que {tp ~ T :p e X} Epp o~ T = X ¢ ¢.

El segon métode per provar el que volem és una demostracié pel contrareciproc que,
a més d’historicament rellevant, ja que és explicitament el procés de Lindenbaum-Tarski;
també ens resultara util més endavant. A grans trets, el procés consisteix a definir
sintacticament una congruéncia, tradicionalment” la relacio, per ¢, € Fm:

o= = Fage—Y ikagtv—o.

I, llavors, el gruix de ’argument radica en provar que, en aquest cas de la logica proposicional
classica, I’algebra quocient Fm/ =, que denominem 1’algebra de Lindenbaum-Tarski, és
algebra de Boole. Donada ’extensi6 de tot el procés, i per no trencar el fil de 'argument,
hom pot trobar tots els detalls de la demostracio a I’Apéndiz D. A

Teorema 1.59. (Teorema de Completesa Algebraica de la logica proposicional classica)
Sigui la classe de matrius B = {(B,{1}): B € BA}, on BA és la classe d’algebres de Boole.
Per tot ¥ U {p} < Fm:

Yy < XEgep.

Demostracio. Resulta facilment deduible del teorema anterior, considerant que la
constant T que plantejarem realment es pot reemplagar per qualsevol féormula que sempre
es verifiqui, com ¥ < ¢ o ¥ v =9, ja que tot homomorfisme sempre ’avaluara com a 1.
Llavors, associant a cada algebra de Boole B € BA el conjunt d’elements designats {1}, tenim
que, pertot DU {p} S Fm, Y kg @ < {vbxT:pellEppro~T < Xigp el
que voliem provar. A

Observem que, a la secci6 anterior, amb el Teorema de Completesa de la logica proposicio-
nal classica, el Teorema 1.40, vam veure que, per tot Yu{p} < Fm, ¥ Faap ¢ X Ea e
Aixi, ajuntant-ho amb el darrer Teorema de Completesa Algebraica, ens porta a afirmar
que X E¢a (1)) ¥ < X Eg ¢, que també és deduible de la propietat que I'algebra de Boole
2 genera BA.

"Vegis la definici6 4 del dotzé article de [Tar83|, pag. 348.
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2 Teoremes d’algebritzacio

2.1 Sistemes deductius algebritzables

Resumint, a grans trets, el que hem obtingut fins ara: d’una banda, tenim S = (L, }-s)
un sistema deductiu, amb g la seva relacié de conseqiiéncia, estructural i finitaria, en
el conjunt de formules F'm; de I'altra, una classe d’algebres K, amb kg la seva relaci6 de
conseqiiéncia equacional relativa, que és estructural i es defineix sobre el conjunt d’equacions
Eq. Seguidament, estudiarem com relacionar aquests conceptes, que ens portaran a establir
quan un sistema deductiu és algebritzable.

Definicié 2.1. Estenem la definicié d’una relacié de conseqiiencia =< P(U) x U, sobre
un conjunt U, a =< P(U) x P(U), prenent, per tot X T € U:

YT <= X+ ¢, pertot pel.

També podem considerar:
YT« XTI il 3.

Definici6 2.2. Una classe d’algebres K és semantica algebraica per un sistema deductiu
S si existeix un conjunt d’equacions finit 5(p) ~ €(q) = {0;(p) ~ €;(q) : i € N,;i < n}, per p
i q variables, tal que, per ¥ U {p} S Fm:

Yks e e {0(Y) ~e(y) 1P e B}k d(p) ~ e(p).

En aquest cas, anomenem el sistema § ~ € com el conjunt d’equacions definidores
per S i K.

Fixem-nos que, informalment, podriem dir que K és semantica algebraica per S si,
transformant les férmules en sistemes d’equacions, som capagos de passar de g a k.
No cal anar gaire lluny per trobar un primer exemple, ja que, si ens fixem, el Teorema
1.58 ja ens estava afirmant que, en efecte, la classe d’algebres de Boole BA és semantica
algebraica per la logica proposicional classica, amb equacions definidores ’equacid, per
w € Fm, 0(p) ~ €(p) = ¢ ~ T. Pel que comentarem després, deduim que la classe
conformada per una sola algebra {2} també n’és semantica algebraica, amb les mateixes
equacions definidores. Vegem un exemple addicional de semantica algebraica per la logica
proposicional classica:

Exemple 2.3. Prenem la L-algebra Ggj, definida com a I’Ezemple 1.29. Comprovem que
la classe {G3} és semantica algebraica per la logica proposicional classica, amb equacions
definidores 'equacio, per ¢ € Fm, §(¢) ~ €(¢) = =—p ~ T. Volem veure, per tant, que,
per X u {¢} < Fm:

Srape={—Y~T:Ypel}Fg,y ~——p~T.

La implicaci6 (<) es pot provar rapidament, considerant alguns resultats que ja
coneixem: si suposem que es verifica {——¢ ~ T : ¢ € X} F(ay) ——¢ ~ T, llavors
també es donara {——1) : ¢ € X} F(Gs,{1}) ¢ 1, com la logica proposicional classica és
extensio de la logica tri-valorada de Godel, pel vist a la Proposicid 1.33, podem afirmar que
{——9 1 e X} Ea 1)y ~—. Per la completesa forta de la logia proposicional classica, el
Teorema 1.40, tenim que 'altima expressio és equivalent a qué {—— : 1) € ¥} ¢ ——p.
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Es pot comprovar facilment que, per tot ¥ € F'm, {——9} —-¢; {9}, amb el que, finalment,
arribem a qué {1 : ¢ € X} ¢ ¢, és a dir, ¥ ¢ ¢.

L’altra implicaci6 (=) es demostra pel contrareciproc. Suposem, per tant, que {—— ~
T 9 e X} Figyy ——w ~ T. Com abans, aixo implicara que {—=—% : ¥ € ¥} H(q, 1))
——. Per tant, tenim que existeix almenys un homomorfisme A : Fm — Gj3, una
Gs-interpretacio, tal que h(——1) = 1 per tot ¢ € X, perd h(——¢) # 1. Ara, fixem-
nos que, de la taula de =%, tenim que, per tot ¥ € Fm, =S=Gh(¥) = 1 & h(9) # 0.
Aixi que, com h(——t) = =F=Chn(y)) = 1 tenim que h()) # 0, per tot 1 € ¥; i
h(=—¢) = =S=Ch(yp) # 1 implica que h(p) = 0.

Definim la funcio f: {0,1/2,1} — {0, 1}, on, per tot a € {0,1/2,1},

f(a)::{ 1 sia#0

0 sia=0

Veiem que f es pot entendre com un homomorfisme entre Gj i 2, ja que és una funcid
sobre els seus dominis i es pot comprovar facilment que conserva les connectives, en el
sentit que, per tot a,be {0,1/2,1}:

F@an®b) = fla) A2 f(b),  fla—>S3b) = fla) 52 f(b), f(LG®) =12
flav®b) = fla)vZf(b), f(=%a) =—2f(a), F(TG8) = T2
on ja sabem que 1L&3 = 12 =01 TG = T2 =1,

Finalment, apreciem que f o h, aleshores, sera una 2-interpretacio, la qual verificara
foh(p) = 1 per tot ¢ € X, i foh(p) = 0. Aixo significa que X Fa 11y, », que,
per completesa, implica X (e . Aixi, en conclusio, pel contrareciproc tenim que
Stap={-"Y~T:¢eX} g, ¢~ T, com voliem demostrar.

En aquest punt, també podem provar que les semantiques algebraiques no sén dniques,
senzillament comprovant que la classe {G3} no defineix la mateixa relaci6 equacional
relativa que la classe d’algebres de Boole o {2}. Veiem que, per exemple, per ¢ € F'm,
F(2y =@ ~ ¢, ja que, per tota 2-interpretacio Iz, Iz(——¢) = —2-2[,(p) = I1(p). En
canvi, Fg,} =@ ~ ¢, perqué, per una Gs-interpretaci6 I3, veiem que, si I3(p) = 1/2,
llavors I3(——¢) = =G=CI3(p) = =C=G(1/2) = =G0 =1 # 1/2 = I3(p).

Definicié 2.4. La classe d’algebres K és semantica algebraica equivalent® al sistema
deductiu § si n’és semantica algebraica 1, a més, existeir un conjunt finit de formules de
dues variables A(p,q) = {Ai(p,q) : i € N,i < n} tal que, per tot ¢ ~ ) € Eq:

{p ~ ¥} FEk 0(A(p, ) ~ e(A(p,9)).

En aquest cas, el sistema A es bateja com les formules d’equivaléncia per S i K.

Les semantiques algebraiques equivalents, en certa manera, ens assegurarien que no
només podem passar de g a =g, siné que també podem tornar enrere, ja que, si passem
de Ek a g, d'una equacié a un sistema de férmules, llavors arribem a la mateixa
conseqliéncia inicial. Analogament, les definicions de semantica algebraica i semantica
algebraica equivalent es poden mirar des de 'altre sentit, amb el que arribem al segiient
corol'lari:

8Mantenim aqui la nomenclatura emprada a [Blo89], tot i que, actualment, se sol reservar el terme
equivalent per designar la semantica algebraica més gran que fa algebritzable una logica, la qual guanyara
importancia a la secci6 2.1.1.
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Corollari 2.5. Sigui K una semantica algebraica per S, amb les equacions definidores § ~ e.
Si K és equivalent a S, amb formules d’equivaléncia A, llavors, per tot © U {p ~ 1} < Eq
i tot 9 € Fm:

i) OFEk e~ = {An):ExneB} s Alp,P);
i1) {9} 45 A(0(9), e()).

D’altra banda, si existeix un sistema de formules A satisfent les condicions i) i ii),
llavors K és equivalent a S amb formules d’equivaléncia A. A

Observem que, entenent les definicions presentades respecte quasi-equacions, podem
afirmar que, si la classe d’algebres K és semantica algebraica pel sistema deductiu S, llavors
la quasi-varietat generada per K, Q(K), també ho és, i K és equivalent a S si, i només si,
Q(K) ho és.

Exemple 2.6. La classe {2} és semantica algebraica equivalent a la logica proposicional
classica, amb equacions definidores () ~ €(¢) = ¢ ~ ¢ — ¢ i formules d’equivaléncia

Alp,v) ={p o v} ={p > V) A (¥ = )} = {o = ¥, > ¢}, per tot ¢ € Fm.
Abans ja hem vist que n’és semantica algebraica, aixi que només queda comprovar que,

per o, ¢ € Fm: {p ~ ¢} =2y 0(A(p, ) = e(Alp, 7)), é¢s adir, p « P = (p « Y) —
(¢ < ).

Si h: Fm — 2 és homomorfisme tal que h(p) = h(¢), veiem que, llavors,

h(g < ¢) = h(p) < h(y) = h(¢) < h(yY) = 1,
perqué per les taules de veritat 1 & 1 =110 < 0 = 1. També,
Wl ov) = (peod)]=hleov)>h(poy)=1-1=1
aixi que, ja hem vist la relacio {¢ ~ ¥} Fay ¢ < Y ~ (9 < Y) — (p < ).

D’altra banda, si h verifica h(p < ¥) = h[(¢ < ¥) — (p < )], lavors h(p < ) =
h(p < 1) — h(p < ). Aixd implica que, necessariament, h(¢ < 1) = 1, donat que
1=1—1, perd 0 # 0 — 0. Llavors, h(y) < h(y)) = 1, el que significa que h(p) = h(1)).
Aixi, hem vist que {¢ < ¥ ~ (¢ < ¥) = (p < ¥)} F2) ¢ ~ 1. Per tant, concloem que,
efectivament, la classe {2} és semantica algebraica equivalent a la logica proposicional
classica. Considerant els resultats que ja coneixem en relacié a 2 i BA, podem establir

facilment que BA també sera semantica algebraica equivalent a la logica proposicional
classica, amb les mateixes formules d’equivaléncia i equacions definidores.

Exemple 2.7. Vegem ara que la classe {G3}, que ja sabem que és semantica algebraica,
per I’Exemple 2.3, no és equivalent a la logica proposicional classica, amb l’equacid
——p ~ T ila formula ¢ < 9. Cal veure que existeixen @, € F'm tals que no verifiquen
{e~ v} Ay {-(p =) » T}

Prenem un homomorfisme h : Fm — Gg tal que, per ¢,9 € Fm, h(y) = 1/2 i
h(v) = 1; també, h(T) = 11 h(L) = 0. Veiem que, com h ha de mantenir valides les
taules, és a dir, preservar les connectives, i es pot comprovar facilment que, per tot % € Fm,
-Gy =9 -G LG, tenim que:

h==(p = ) = [(Alp) < h(¥)) = h(L)] = h(L) = ((1/2 = 1) = 0) > 0 =
(1/2—0)>0=0—0=1.
Ara, arribem a qué h(——(¢p < v¢)) =1 = h(T), pero h(p) = 1/2 # 1 = h(¢), per tant,
{——(p < V) ~ T} (g, ¥ ~ ¢, provant aixi el que voliem.
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Definicié 2.8. Un sistema deductiu és algebritzable si té una semantica algebraica
equivalent.

Alternativament, també podem definir quan un sistema deductiu és algebritzable
senzillament aplegant les definicions anteriors, arribant a una definicié6 més directa:

Definicié 2.9. Un sistema deductiu S = (L, -s) és algebritzable si existeir una classe
d’algebres K, un sistema finit de formules A i un sistema finit d’equacions § ~ € tals que,
per LU {9} < Fm i0O v {p~ ¢} < Eq, es verifica:

2.9.i) X519 < {6(d) ~ () : p € X} Bk §(9) ~ €(9);
2.9.1) © ek p Y < {AE,n) : ExneB) s Alp,¥);
2.9.ii1) {p ~ ¢} Ak 6(Alp, ) ~ e(Alp, ¥));

2.9.1) {0} s A(6(9), (D).

Si es donen aquestes condicions, llavors A és el sistema de férmules d’equivaléncia i
0 =~ € el d’equacions definidores.

Proposicioé 2.10. Un sistema deductiu S = (L, \-s) és algebritzable si, i només si, existeir
una classe d’algebres K, un sistema finit de formules A i un sistema finit d’equacions § ~ €
tals que verifiquen 2.9.i) i 2.9.4ii) o 2.9.4i) i 2.9.1v).

Demostracio. Per la Definicio 2.9, és suficient amb veure que es donen 2.9.7) i 2.9.ii7) si,
inomés si, 2.9.i7) 1 2.9.iv). Implicacié (=): Per tot K, A id ~ e que verifiquin les hipotesis,
tenim que, per ¢, € F'm i © € Eq, si definim 0’ = {§(A(£, 1)) ~ €(A(§,n)) : £ e O}:

(A€ E~neO) s Alp, 1) 2 0 by 8(Ap, 1) ~ e(Alp, ).

Considerant que §(A(p, 1)) ~ e(A(p,¥)) ==k {¢ ~ ¥}, per Tall tenim que © =gk
I(A(p,¥)) ~ e(A(p, 1)) < O =k ¢ ~ 1. Per acabar de provar que es dona 2.9.7i) només
cal veure que © Ex p ~ 1) < O’ B¢ v ~ :

Suposem O £k ¢ ~ 1. Com O =k §(A(E,n)) ~ e(A(&,n)) per tot £ ~ n € O, tenim
que, per 2.9.iii) i Tall, © =k & ~ n; aixi que, podem aplicar Tall respecte a la suposicid, per
arribar a qué ©' =k ¢ ~ 1. D’altra banda, considerem ara que es verifica ©' = ¢ ~ 1, i
volem provar © £k ¢ ~ 1. Evidentment, per la Identitat, podem afirmar © = & ~ n per
tot £ & ne ©. Per 2.9.4ii) 1 Tall tenim O ¢ §(A(E, 1)) ~ €(A(,n)), per tot £ ~ n € O.
Veiem que aquests son precisament tots els elements de ©’, per tant, un altre cop, per Tall,
concloem que © Ek ¢ ~ 1. Hem provat aixi que es verifica 2.9.i1).

Mirem ara d’arribar a 2.9.1v); per ¥ € Fm:

2.9.1)
{0} Abs A(6(0),e(¥)) = (V) = (V) A=k 6(A(S(D), €(9))) ~ e(A(6(9), €(9))).
Que sabem que es satisfa, donat que és propiament la hipotesi 2.9.ii1) aplicada a §(¢9) i
().
Implicacié («<): es demostra a partir dels mateixos arguments que (=), aplicant 2.9.4i)
i 2.9.iv) en comptes de 2.9.i) i 2.9.iii), respectivament, i, practicament, intercanviant

equacions per formules i =k per 5. A

De moment, ja hem vist que la logica proposicional classica és algebritzable, amb les
algebres de Boole com a semantica algebraica equivalent. A continuaci6, en donarem un
segon exemple de logica algebritzable, i un de no algebritzable:
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Definicié 2.11. Una logica S és trivial si satisfa {p} s q per p i q dues variables
diferents. La logica S és inconsistent si és trivial i conté teoremes, formules ¢ tals que
s . La logica és quasi-inconsistent si és trivial ¢ no té teoremes.

La segiient proposicié resulta en una senzilla comprovacié de les condicions de la
Definicié 2.9, només necessitant tenir en compte la definicié general de =k i la definici6 de
les logiques inconsistents.

Proposicié 2.12. La logica inconsistent és algebritzable, amb semantica algebraica equi-
valent qualsevol classe d’algebres, amb un conjunt buit de formules d’equivaléncia i una
equacid definidora 6 ~ € amb §(p) = €(p) = @, per tot p € Fm. A

Proposici6 2.13. Si S és una logica algebritzable, amb A el sistema de formules d’equiva-
lencia, llavors s A(p, ), per tot ¢ € Fm.

Demostracid. Suposem S algebritzable amb sistema de férmules d’equivaléncia A i
equacions definidores § ~ €. Tenim, per ¢ € F'm:
2.9.4) 2.9.ii) i Tall
Fs Alp,p) <= Fri(Alp,p)) 2 e(Alp,p)) <= Frkexe
I aix0 ultim sempre es verifica, ja que, per tota algebra A de la seméantica algebraica
equivalent K, per tot homomorfisme i : Fm — A, evidentment h(p) = h(p). A

Per tant, podem deduir que qualsevol logica sense teoremes no sera algebritzable. En
particular, la logica quasi-inconsistent no és algebritzable.

Tot i que no es podran estudiar tots amb el detall que es mereixerien, més endavant
en tractarem amb més o menys profunditat alguns sistemes deductius concrets, tant
algebritzables com no.

2.1.1 Unicitat

La Proposicid 2.12 dels exemples anteriors ja ens ha avangat un resultat important, donat
que ens ha provat que les semantiques algebraiques equivalents no sén tniques. No obstant
aixo, els seglients teoremes i resultats ens asseguraran que tota logica algebritzable té, en
esséncia, una tnica algebritzacio.

Lema 2.14. Per un sistema deductiu S algebritzable amb formules d’equivaléncia A, es
verifica, per p, v, € Fm:

s Alp, ¢); (Reflezivitat)
Alp, ) s A, ¢); (Simetria)
Alp, ¥) U A, 9) s Ap, 9); (Transitivitat)
Per tot e L, amb ar(A\) =n > 1,

.:A(%, Vi) Fs AA(@1, -y 0n), A1, -5 0n)); (Congruéncia)
{ot v Alp,¥) s ¥ (M.P.)

Siv(&,m),&,ne Fm, llavors A(p,¥) Fs A(D(p,n),9(,n)).  (Reemplacament)

Demostracio. Observem que la Reflexivitat ja 'hem demostrat a la Proposicid 2.13. La
resta es poden provar amb els mateixos arguments: considerant S algebritzable, amb un
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sistema d’equacions definidores § ~ €, apliquem 2.9.i), transformant aixi aquestes relacions
a s en relacions a Ek, on K és la semantica algebraica equivalent a S; i, amb 'ajut de
2.9.133) i el Tall, se simplifiquen les expressions fins a ser gairebé elementals. Per exemple,
comprovem M.P.:

{0} U A, 9) s & 22 (5(0) ~ e9)} 0 {8(A(p, ) ~ (Ao, ) i 6(1) ~ (t)

2'9'i(ii):i)TaH {6(¢) » e(p)} u{p ~ ¥} Fk 6(V) ~ e(¥).

I aix0 altim sabem que es verifica, perqué, per tota algebra A € K i tot homomorfisme
h : Fm — A tenim que, si h(6(p)) = h(e(p)) 1 h(p) = h(y), lavors h(5(1))) = h(e(v)),
ja que, com h manté les connectives, sabem que h(d(¢)) = 0(h(p)) i h(e(p)) = e(h(p)). A

Teorema 2.15. Sigut S un sistema deductiu algebritzable, i sigui K una semantica algebraica
equivalent a S, amb A i 6 ~ € el seu sistema de formules d’equivaléncia i el d’equacions
definidores, respectivament. Llavors, la classe d’algebres K' també sera equivalent a S,
amb formules A’ i equacions &' ~ €, si, i només si, per tot © U {£ ~ n} < Eq i per tot
p, e Fm:

VO EErN e O Fw {~n;

i) A, ) s Al(p, ¥);

iii) 6(p) ~ () Hk () ~ € ().

Demostracio. Implicacié («<): Si es donen les tres condicions, llavors resulta evident
que, com S és algebritzable per K, també ho sera per K'.

Implicacié (=): Si S és algebritzable tant per K com per K’, amb els seus respectius
sistemes de formules A i A/, sabem que es verifica el Reemplacament del Lema 2.1/ per
ambdos conjunts i, en particular, tenim:

Alp, ¥) s A(A (¢, ), A (3, ). (2.1)

I, per M.P.
Ap, ) U A(A (9, 0), A (1, 9)) s A (1, p). (2:2)

Com, per Reflexivitat, s A(yp, ¢) i, per Simetria, A'(Y, ¢) s A'(p,1), tenim que,
aplicant Tall a (2.1) 1 (2.2), arribem a qué A(p,¥) s A’(p, ). Intercanviant els papers
de A1 A’ obtenim A'(p, 1) Fs A(p,v). Aixd prova Papartat ii). Considerant aquest
resultat, els apartats i) i 447) son gairebé directes, per © U {{ ~ n} € Eq:

2.9.41)
OFké~n = {Alp,Y) 1o~ eBt s A(§n) =
2.9.4)
{A(p, ) 1 o xh e O} s A'(E,n) < O =k E~ .
Apelland dos cops a 2.9.iv),

A((p), €(p)) Ai=s {p} Ai-s AN (), € (@) A5 A0 (@), € ().

I, aplicant-hi 2.9.i1), tenim §(p) ~ €(p) =lEk ' (p) =~ € (). A

Aquest altim teorema ens assegura que tot sistema deductiu algebritzable té, princi-
palment, una tnica seméantica algebraica equivalent. Pero, encara en podem afirmar més,
retornant als resultats que coneixem de les quasi-varietats:
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Corollari 2.16. Sigui S un sistema deductiu algebritzable, i siguin K i K' semantiques
algebraiques equivalents a S. Aleshores, K i K' generen la mateiza quasi-varietat, és a dir,

Q(K) = Q(K’).

Demostracio. Pel Teorema 2.15, sabem que, per tot © U {{ ~ n} € Eq, tenim © g
Erxn<e 0 kEk ~n. Sigui qualsevol quasi-equacio (po ~ ¥o)& ... &(pn ~ ¥n) = p ~ P
tal que se satisfa a K. Llavors, sabem que {¢; ~ v¢; : i € N,i < n} Ex ¢ ~ 9, 1 aixd
implica que {@; ~ 1; : i € N;i < n} =/ ¢ ~ 1. Per tant, veiem que les quasi-equacions
que es verifiquen a K també en sén valides a K’. Analogament, podem comprovar que les
quasi-equacions de K’ se satisfan igualment a K. Aixi, arribem a qué Q(K) = Q(K’). a

En definitiva, recordant que K és semantica algebraica equivalent a un sistema deductiu
donat si, i només si, Q(K) també ho és; tenim que tot sistema deductiu té una quasi-varietat
semantica algebraica equivalent univocament determinada. En aquest treball ’anomenarem
la (unica) quasi-varietat semantica equivalent al sistema deductiu.

Observem, pero, que el fet que les logiques tinguin essencialment només una algebritzacio
no implica que les classes d’algebres només puguin algebritzar una logica, ja que podem
trobar logiques diferents amb una mateixa seméantica algebraica equivalent:

Exemple 2.17. Prenem lalgebra A = {({T,v, f, L}, =), on definim l'operaci6 binaria —
amb la segiient taula de veritat:

—~ = = |
s =
— e

e ]
e e

Podem definir dos sistemes deductius &1 = (L, Fs,)1 S2 =<(L_,,}s,), on L_, és el
llenguatge d’una sola connectiva — d’arietat 2, aprofitant la condicié 2.9.i), per i = 1,2 i
Yu{pl € Fmy :

Y ks o= {0i(Y) ~ ei(¥) 1 ¥ € B} Eyay di(p) ~ e(p).

On considerem les formules §; i €; com, per exemple:

61(p) = ¢, e1(p) = ¢ — ¢;
d2(p) = (¢ = (¢ = »)) = o, e2(p) = (p = (p = ¢)) = (¢ = ¢);

que no soén equivalents, aixi que definiran dos sistemes deductius diferents. Per exemple, es
pot arribar a veure (tots els detalls d’aquest exemple es poden trobar a 5.2.4 de [Blo89|, pag.
54) que, per ¢ € Fmy_,, {¢} s, ¢ = (¢ = @), pero, en canvi, {p} Ifs, ¢ = (p = ¢).
A més, aquestes caracteritzacions no només ens definiran §1 i Ss, sindé que també ens
asseguraran que la classe {A} sera semantica algebraica pels dos sistemes deductius, amb
les equacions definidores 41 ~ €1 per 81 1 dg ~ €5 per Ss.

Comprovem ara que K = Q(A) és semantica algebraica equivalent a ambdos sistemes
deductius: prenem, per ¢, 1 € Fimy, , el sistema de formules A(p,v) = {¢ — ¥, — ¢};
volem veure que es verifica, per i = 1,2:

{o ~ ¥} Ak 0i(Alp, ¥)) ~ €i(A(p, ¥)).
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La primera conseqiiéncia (k) és gairebé immediata per les dues formules d’equivaléncia
i pels dos sistemes deductius, ja que, considerant, per tot A € K, els homomorfismes
h : Fmy, . — A tals que h(p) = h(v), resulta en una senzilla comprovacié veure que
h[0i(A(p,¥))] = hlei(A(p,))], per i = 1,2 i per les dues formules de A.

Quant a altra conseqiiéncia (k=), suposem un homomorfisme h tal que h(p — ) =
h((p =) = (¢ =) i h( = p) = h((p = ¢) = (¥ — ¢)). Fixant-nos en la taula de
veritat de — és elemental adornar-nos que, perqué es doni el que hem suposat, cal que
h(e — ), h(¢p — @) € {T,v}. Velem que aixd només pot succeir si h(p) = h(¢) € {T,v}.
Per tant, ja hem provat que 01(A(p, %)) ~ €1(A(p,¥)) =k ¢ ~ 1. De manera semblant es
pot provar que també do(A(p, 1)) ~ e2(A(p, 1)) Ex ¢ & 1.

Per tant, arribem a qué K és semantica algebraica equivalent tant a S; com a Sa.
Resulta interessant que aquests sistemes deductius es podrien caracteritzar matricialment
per S = (A {v,T}) 1 S = (A, {f,v,T}) i, de fet, ambdos sistemes deductius son
extensions de R_,, el fragment implicatiu (vegis la seccié 2.5) de la logica rellevant® R.
Concretament, pel calcul de R_, vegis §8.3.4. de [And75|, pag. 79; i pel de R es pot
consultar §27.1.1., pag. 339.

Exemple 2.18. Prenem 1’algebra tri-valorada de f.ukasiewicz, perd considerant només
les connectives — i —, ki3 = ({0,1/2,1}, »¥3, =E3) on ar(—) = 2i ar(=) = 1 . Definim
dues connectives unaries addicionals: ¢x := —x — z i ox = — ¢ —x. Tindrem les taules:

b0 1/2 1 | —Es | o | obs
o [ 1 1 1 ol 10710
2 |12 1 1 2121 1] 0
1 |0 1/2 1 1|0 |11

Es pot demostrar (per més detalls vegis 'exemple 3.20 de [Fonl6], pag. 121) que la
classe d’algebres {L3} és semantica algebraica equivalent a:

i) El sistema deductiu de la logica tri-valorada de Lukasiewicz (pel seu calcul, vegis
I’Apéndiz A.3), L, amb formules d’equivaléncia {¢ — 1,1 — ¢} i equacions definidores
pRP @

ii) La logica para-consistent de Da Costa i D’Ottaviano'”, amb férmules d’equivaléncia
definidores ¢ ~ ¢ — . Es pot comprovar que, en realitat, aquesta logica és funcionalment
equivalent a la tri-valorada de Lukasiewicz (tant per la definici6 formal de la logica, com
per la prova del que s’acaba d’esmentar, vegis la secci6 4.4.3 de [Carl6], pag. 140).

10

2.2 Un primer teorema d’algebritzaci6
2.2.1 Reticles de teories

En aquesta secci6 donarem una manera alternativa de representar els sistemes deductius,
que sera la que emprarem, a la proxima seccid, per caracteritzar-ne els algebritzables.

Definicié 2.19. Donat un sistema deductiu S = (L, -s), diem que el conjunt T < Fm és
una teoria de S si, per tota formula @, es té que T s ¢ implica p € T.

9Presentada formalment el 1975, per A.R. Anderson i N.D. Belnap, a [And75|, juntament amb altres
logiques estretament relacionades.

10Presentada i estudiada per Da Costa i D’Ottaviano en les seves tesis doctorals i en diversos articles,
per exemple, [Da 70].
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Definici6 2.20. Per ¥ < F'm, anomenem la teoria generada per ¥ a la teoria de S més
petita que inclou X, és a dir, al conjunt de formules:

Cns(X) ={pe Fm:X s ¢}

La funcid definida en el conjunt de les parts de Fm, Cns : P(Fm) — P(Fm), es
denomina l'operador de consegiiéncia de S.

Observem que les condicions o propietats de la Definicid 1.5, que estipulen quan g
defineix una logica, es poden reescriure respecte Cng, per tot ¥ ' € F'm:

Y c Cns(X); (Identitat
Si ¥ c I, llavors Cng(X) < Cns(T); (Monotonia
Cns(Cns(X)) € Cns(X); (Tall
Per tota substitucié o, {o(¢) : p € Cns(X)} < Cns({c(¥) : ¢ € £}). (Estructuralitat

~— — ~—

També podem caracteritzar 'ésser finitari com: Cns(X) € Usycy; fnie Cnis(E).

Aixi, veiem que podriem definir!! una logica com la parella S = (L, Cns), en comptes

de § = (L, -s).

Tanmateix, encara podem trobar-ne una definicié alternativa més, i que és la que ens
resultara atil. Prenem, primer, el conjunt de totes les teories de S, que anomenarem
ThS = Th(S) = {Cns(X) : ¥ < P(Fm)}. Igualment, podriem entendre ThS com tots els

subconjunts de F'm tancats sota Fgs.

Proposicié 2.21. El conjunt de teories ThS és tancat sota interseccions arbitraries.

Demostracio. Donats T; € ThS 1 p; € Fm, per i € I, tenim que T; s ; impliquen
p; € T;, per tot ¢ € I. Volem veure que la interseccio ﬂie[ T; també és tancada sota +g.
Suposem (),c; T; s ¢, amb ¢ € Fm; per la Monotonia de g, com (,.; T; < T; per cada
T;, podem afirmar que T; s ¢ per tot ¢ € I. Aixo implica, per la nostra hipotesi, que
¢ € T; per tot i € I, amb el que arribem a qué ¢ € [)._; T;, provant aixi que la interseccid
arbitraria també és tancada. A

iel

Per tant, podem definir un reticle complet ThS = (ThS, n, v®), on N &s la interseccio,
que, per la proposicié anterior, sabem que és tancada a ThS; i v és una operacié binaria
sobre ThS tal que, si S, T € ThS, llavors SveT = ({ReTh: SuT < R} = Cns(T U S),
que, evidentment, també sera tancada al conjunt de teories. Fixem-nos que la teoria més
gran del reticle és F'm, i la més petita és el conjunt de teoremes de S, és a dir, les formules
p tals que s ¢, és a dir, J s .

Apreciem que tant g com Cng estaran totalment determinats per ThS, amb el que
podriem caracteritzar les logiques per la parella S = (L, ThS).

Ara, a la secci6 1.2, a partir dels Teoremes 1.53 i 1.5/, vam concloure que, en definitiva,
podiem entendre la relacié de conseqiiéncia equacional relativa a una classe d’algebres K,
Ek, com una logica definida sobre el conjunt d’equacions Eq. Arran d’aixo, seguidament
veurem que amb =k podem realitzar quelcom similar al que acabem de fer amb g.

1De fet, aquesta era la definici6 inicial o tradicional pels sistemes deductius, com es pot veure al tercer
article de [Tar83], pag. 30.
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Definicié 2.22. Un operador de clausura sobre un conjunt A és una funcié C :
P(A) — P(A) tal que, per tot A’ < A:

A c oA (Identitat)
Si A" < A€ A, llavors CA" < CA’; (Monotonia)
C(CA"Yc CA. (Tall)

Observem que l'operador de conseqiiéncia Cng és un operador de clausura sobre el
conjunt F'm. Recuperant com hem definit Cng, no ens resultara pas dificil trobar-ne un
operador de clausura sobre Eq:

Definicié 2.23. Sigui K una classe d’algebres. Una teoria equacional de K, o, senzilla-
ment, una teoria de K, és © un conjunt d’equacions tal que, per tota equacid ¢ ~ i € Eq,
O =k ¢ ~ Y implica p ~ ) € O.

Definicié 2.24. Donat © < Eq, la teoria (equacional) generada per © és la teoria
equacional més petita que inclou O, és a dir, el conjunt d’equacions:

Cnk(O) ={p~1eFEq:0 = p~ 1}

Proposicié 2.25. La funcié Cng : P(Eq) — P(Eq) és operador de clausura. A

De manera analoga al que hem vist amb els sistemes deductius, podem prendre el
conjunt de teories o tancats ThK = Th(K) = {Cnk(©) : © € P(Eq)}, i construir-ne un
reticle complet ThK = (ThK, n, \/K>, ja que ThK també sera tancat sota interseccions
arbitraries, amb una demostracié afi a la de la Proposicio 2.21, i, per T,S € ThK,
T vK S = Cn(T U S) € ThK, aixi que ThK també és tancat sota vK. Podem apreciar
que =k es veu totalment determinada o caracteritzada tant per Cnk com per ThK.

Acabem aquesta seccié amb uns resultats gairebé directes, que ens introduiran a ’estudi
que realitzarem a la proxima secci6.
Lema 2.26. Sigui S = (L,}-s) un sistema deductiu, llavors, es verifica:

i) Els elements compactes de ThS son les teories de S finitament generades.

ii) El conjunt de teories ThS és tancat sota unions de conjunts dirigits.

iii) El reticle ThS és algebraic. A
Lema 2.27. Sigui S = (L, Fs) un sistema deductiu, i definim os(T') == Cns(o(T)), per
T € ThS i o una substitucid. Aleshores, es verifica:

i) ThS és tancat sota substitucions inverses, és a dir, o~ (T) € ThS per tot T € ThS.

it) 0s(Cns(X)) = Cns(a(X)) per tot ¥ < Fm i tota substitucio o.

i11) Per tot sistema de teories T;, i € I, i tota substitucid o, tenim que 05(\/;-561 T;) =
Vo os(Ty).

Demostracié. Donat que, per tota substitucié o i tot ¥ < F'm, sabem que es veri-
fica 0(Cns(X)) € Cns(o(%)), Navors tenim que o[Cngs(c~1(T))] < Cns[o(c™1(T))] <
Cns(T) = T, per T una teoria de S. Si apliquem o~ ! als dos costats, llavors ja hem provat i)
i, emprant la mateixa propietat, arribem a qué i) també es verifica. Finalment, veiem que

os(Vier Ti) = os[Cns(Use )] = Cnslo(Uier T = Crs(Uier o(Th) = Vizg os(T),
on hem aplicat que, per tota teoria T', Cng(c(T)) = Cns(os(T")). A
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Fixem-nos que, en general, la substitucié d'una teoria no ha de ser necessariament teoria,
en canvi, per tota S-teoria T', o5(T') també és teoria de S. Podem deduir els equivalents
equacionals dels Lemes 2.26 ¢ 2.27, que tindran demostracions analogues:

Lema 2.28. Siguit K una classe d’algebres, llavors, son equivalents:

i) =k €s finitaria, és a dir, per tot © U {p ~ Y} S Eq, si © = @ ~ 1), llavors existeix
©’ € O finit tal que ©' EK p ~ .

ii) Els elements compactes de ThK son les teories de K finitament generades.
i11) El conjunt de teories ThK és tancat sota unions de conjunts dirigits.
1, qualsevol de les tres anteriors, implica:
iv) El reticle ThK és algebraic. A
Lema 2.29. Sigui K una classe d’algebres, i definim o (©) = Cnk(c(0)), per © € ThK i

o una substitucio, on també estem considerant la contraccic o(©) = {o(p) ~ o (V) : ¢ ~
1 € ©}. Aleshores, es verifica:

i) ThK és tancat sota substitucions inverses, és a dir, o~ 1(©) = {¢ ~ ¥ : o(p) ~

o(v) € ©} € ThK, per tot © € ThK.
ii) ok (Cnk(®)) = Cnk (o (P)) per tot ® < Eq i tota substitucid o.

ii1) Per tot sistema de teories O, i € I, i tota substitucid o, tenim que UK(\/';I 0;) =

\/zKeI ok(0;). A

2.2.2 Relacio entre els reticles de teories

Teorema 2.30. (Teorema d’Algebritzacic) Sigui S un sistema deductiu, i K una classe
d’algebres qualsevol tal que la relacid =k €s finitaria, llavors, se satisfa:

i) K és una semantica algebraica per S si, i només si, existeiz un isomorfisme entre
ThS i un subsemi-reticle complet © compacte de ThK que commuta per substitucions.

ii) K és semantica algebraica equivalent a S si, i només si, existeir un isomorfisme entre
ThS i ThK que commuta per substitucions.

iii) Els apartats i) i 11) continuen sent valids si “substitucions” es canvia per “substitucions
exhaustives”.

Per tal de demostrar aquest teorema, abans haurem de definir dues funcions: H :
ThK — ThS i Qk : ThS — ThK, i estudiar-ne les propietats i relacions que presenten
respecte als reticles ThS i ThK. Els lemes i resultats que n’obtindrem seran els que ens
permetran demostrar el Teorema d’Algebritzacio, com farem a la pagina 33.

Sigui un sistema deductiu S = (L, }-5) i K una classe d’algebres semantica algebraica
de S, amb equacions definidores d & €. Suposem sempre que =g és finitaria. Definirem,
per qualsevol ©® € ThK i T € ThS:

HkO = Hk(©) = {p e Fm : (p) ~ e(p) € O};
QT = Qk(T) = Cnx({6(p) = e(p) : p € T}).

Evidentment, QxT" sera teoria equacional. Vegem que, parallelament, Hx® és S-teoria:
suposant Hx® s 9, per ¥ € Fm, com K és semantica algebraica de S, tenim que
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{0(¢) ~ €(p) : ¢ € HkO} Ek 6(¢) ~ €(yp). Donat que aquestes premisses pertanyen a
O, per la definici6 de Hg, i sabem que © és una teoria de K, arribem, llavors, a qué
5(¢¥) ~ e(y) € ©. Aixo tltim ens confirma que ¢ € HkO.

De les mateixes definicions veiem que tant Hyx com {2k preserven ’ordre. Observem
també que, si S és algebritzable amb K la seva tnica quasi-varietat semantica equivalent,
llavors, per la unicitat que ens assegura el Teorema 2.15, qualsevol sistema d’equacions
definidores generara les mateixes funcions Hy i k.

Lema 2.31. i) Per tot ¥ € Fm, QxCns(X) = Cng({d(¥) ~ e(V¥) : J € E})

i1) Q preserva els suprems de ThS en ThK, és a dir, QK(\/ZGI \/le[ QkT;, per
tot sistema de S-teories T;, i € 1.

i) Qk preserva unions de conjunts de teories dirigits, és a dir, Qx(U;c; Ti) = User Ok T,
per tot sistema de S-teories T;, i € I, dirigits per la inclusio.

Demostracio. i) La inclusio Cng({0(Y) ~ €(¥) : J € £}) < QxCns(X) és evident,
amb el que només resta provar l'altra implicaci6. Suposem ¢ ~ 1 € QxCng(X), llavors,
{0(x) ~ e(x) : x € Cns(2)} Ek ¢ ~ ¥. Ara, com Cng(X) és S-teoria, tenim que
X € Cng(X) és equivalent al fet que ¥ s x, amb el que podem també afirmar que
{0(0) =~ e(¥) : ¥ e B} Ek {d(x) ~ €(x) : x € Cns(2)}. Pel Tall veiem que {0(¥) ~ €(9) :
VeX} bk pr, ésadir, o ~1peCnk({d(V) ~e):9eX}).

ii) Sigui un sistema de S-teories T;, i € I. Prenem ¥ = [
\/zelT Cns(X). Usant i) constatem:

ier 1, de manera que

K <\S/T> — Onk <{5(q9) ~e(W) ey = Um) = Onk <U{5 ) :9e T}>

el el el

- | UCn((8(0) = et0) 0 € T) | = Crne <UQKE) — VKT

i€l i€l 1€l
iii) Per ii) tenim, per T;, amb i € I, un sistema de S-teories dirigit, Qx(U,c; T3) =
QK(\/;-SE[ T;) = \/ZE[(QKT) U,cr Ok T, on podem afirmar 'altima igualtat perqué estem
suposant que £k és finitaria, i perqué sabem que, com 2k preserva ’ordre, llavors QkT;
també és un sistema de teories dirigit. A

Lema 2.32. i) Per tota S-teoria T, HKQT =T
i1) Per tota K-teoria ©, QxHkO < O, i, si © € Qx(ThS), llavors QxHkO = ©.

Demostracio. 1) Obviament, T' < HxQKT, per les definicions de Hy i Q. Per veure
Paltra implicacio, suposem 1 € Hc2kT', que ens porta a afirmar la relacié {J(¢) ~ €(p) :
peT} =k (1) ~ e(y). Com K és semantica algebraica per S, amb equacions definidores
0 ~ €, sabem que tindrem T g %, amb el que concloem, donat que T és S-teoria, que
Ppel.

i) QHk©® = Cnk({d(¢) ~ €(p) : ¢ € HkO}) = Cnk({6(p) ~ €(p) : 0(p) ~ €(p) €
0}) € Cnk(0) = O, per ser © una K-teoria. Si © = QT per alguna T' € ThS, és a dir, si
O € Qk(ThS); lavors, només d’aplicar i), tenim Qx Hx©® = Qu HKQOxT = QT = ©. A

Del primer apartat del Lema 2.32 podem concloure que Qk defineix una bijeccié entre
ThS i Q(ThS), i sabem que Qx(ThS) € ThK. Com Qg preserva l'ordre, veiem que
Qk(ThS) genera un reticle complet sota la relacié d’ordre que, podriem dir, rep de ThK.
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Anomenarem aquest reticle Qx(ThS), ja que és isomorf a ThS, mitjancant I'isomorfisme
Qk.

Lema 2.33. Donat un sistema deductiu S, i K una semantica algebraica per S, amb
equacions definidores § ~ €:

i) Qx(ThS) és un subsemi-reticle complet i compacte de ThK.

ii) K és semantica algebraica equivalent a S, amb equacions definidores § ~ € si, i només
st, Qk(ThS) = ThK.

Demostracid. Donada la llargaria de la demostracio, vegis I’ Apéndiz F, el Lema E.1. A

Com podem veure, aquest ultim lema ens caracteritza les semantiques algebraiques
equivalents. Per caracteritzar, pero, les semantiques algebraiques necessitarem aplicar
alguna restriccié addicional.

Lema 2.34. Sigui o una substitucio. Per tot T € ThS, es dona Qkos(T) = ox(QkT).

Demostracio. Recordem que haviem definit o5(7T") = Cns(o(T)), per T € ThS, i
ok(©) = Cnk(c(0©)), per © € ThK. Per tant, tenim les igualtats, per tot & < FEgq:
Cnk|o(Cnk(®))] = ok[Cnk(P)] = Cnk(c(P)). Ara, pel primer apartat del Lema 2.31
tindrem que, per tot T' € ThS, Qkos(T) = QkCns(o(T)) = Cnk({d(¢) ~ €(p) : p €
o(T)}). Per les igualtats d’abans podem afirmar,

T} =

Cnk({0(p) ~ €(p) : p e o(T)}) = Cnk[o({5(p) ~ e(p) 1 p €
~e(p) 1 pe T} = ox(QT).

ok [Cnk ({6(p)

Aixi, arribem a qué Qkos(T) = ok (QkT'), com voliem veure. A

Amb tots aquests lemes presentats, ara si podem demostrar el Teorema d’Algebritzacio,
el Teorema 2.30, que ens caracteritza les semantiques algebraiques i les semantiques
algebraiques equivalents a través dels reticles de teories.

Demostracio del Teorema 2.30. 1) La implicacié (=) es veu directament d’aplicar
el primer apartat del Lema 2.33 juntament amb el Lema 2.34. Implicacié (<): Sigui
Z un isomorfisme entre ThS i un subsemi-reticle complet i compacte de ThK, tal que
commuta per substitucions. Prenem la S-teoria ' = Cng({p}), on p és una variable
fixada, i considerem © = Z(T). © sera compacte en ThK, perqueé és imatge d’un element
compacte de ThS, i Z(ThS) és compacte en ThK per suposicié. Pel Lema 2.28, sabem
que els elements compactes de ThK son teories de K finitament generades, aixi que
podem afirmar que © és finitament generada. Suposem que el sistema finit d’equacions
&(p,pos - 0k) = ni(py Do,y - - -, Pk), amb i, k < n, genera ©.

Considerem ara una substituci6 o tal que o(p) = p i o(p;) = p, per tot j < k. Veiem
que o5(T) = 0s(Cns({p})) = Cns({o(p)}) = Cns({p}) = T'. Llavors,

O =E(T) = E(os(T)) = ok (E(T)) = ox[Cnx({§(p; po, - - -, Pk) = n(P; Do, - - -, PE)})]-

Per la relacié6 que hem vist a la demostracié del Lema 2.34, i aplicant la substitucio6 o,
tenim que:

ok [Cnk({&(ps po, - - -, Pk) =~ n(Ps PO, - -, Pk)})] =
Cnklo({€(p, po, - -, oK) = n(p;po, - - -, k) })] = C({E(Ds 0, - - - ) = (D5, - -+, P)})-
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Aleshores, veiem que el sistema &(p, p,...,p) ~ n(p,p,...,p) també genera ©.

Considerem ara una substituci6 ¢’ tal que envia p a una formula ¢. Llavors, aplicant a
o’ les relacions que acabem de veure:

=~
—~
@
~—
I

E[Cns({¢})] = E[Cns({o’(p)})] = E(os[Cns({p})]) = ok (E[Cns({p})]) = o
ox[Cnk({&(p,p, -, p) = (P, D, .-, p)})] = Ck({(g, .. 0) = n(e, ..., 9)}).

Ara, observem que, per tot ¥ € F'm, tenim:

=(Cns(2) - =

S K
V Cns({@})] = VE[Cns({p})] =

PEX PEX

\K/ZCnK({&(sD, cens @) =, 0)h) = Cnk({E(ps - 0) (s .. p) e XY,
pE

Llavors, podem fer les segiients afirmacions, per ¢ € Fm:

Yhs Cns({y}) < Cns(¥)
E[Cns({y})] < E[Cns ()]
CnK({§(¢7 A 7¢) ~ n(w’ A 7((/})}) g CnK({é‘(@? R 7<)0> ~ 77((107 AR 7()0) : (IO € E})

{g((P7"'7SO)%77<S07"'7(p):8062} ':Kg(wanww)%n(w?"'aw)'

Per tant, com podem veure, K serd seméantica algebraica per S amb equacions definidores,
per ¥ € Fm, 6(9) ~ €(9) = £(9,...,9) ~ n(¥,...,9). De fet, també podem apreciar que
= coincideix amb Q, aplicant les equacions definidores que hem trobat.

¢ ¢80

ii) Resulta immediat considerant el que acabem de veure a la demostracio de i),
juntament amb el segon apartat del Lema 2.35.

iii) Observem que les substitucions o i ¢’ de la prova de i) en tot moment es podrien
considerar també exhaustives. A

A més de 'important resultat que hem obtingut, sense gaire esfor¢ addicional es pot
derivar el segiient, que expressem en forma de corollari:

Corollari 2.35. Sigui S un sistema deductiu algebritzable, amb K la seva unica quasi-
varietat semantica equivalent. Aleshores, Qx és lunic isomorfisme entre ThS ¢ ThK tal
que commuta per substitucions. A més, si A és sistema de formules d’equivaléncia per K,
llavors, per tot T € ThS, tenim que QT = {p ~ 1 : A(p, ) e T}. A

2.3 Teoremes de caracteritzacio intrinsecs

Tot i que el Teorema 2.30 que acabem de veure representa un dels resultats més importants
d’aquest treball, també és cert que, per aplicar-lo, necessitem conéixer la classe d’algebres
involucrada en I’algebritzacio, i cal trobar un isomorfisme entre aquesta i el sistema deductiu
que estudiem. En aquesta secci6 i la segiient estudiarem dos teoremes d’algebritzacid
que ens donaran un seguit de condicions, o propietats, suficients i necessaries perqué
un sistema deductiu en concret sigui algebritzable. Els anomenarem, per tant, teoremes
de caracteritzacié intrinsecs, ja que no dependran de la seméantica algebraica. Per tal
d’aconseguir tot aixd, en esséncia buscarem, i trobarem, l'isomorfisme de la condicié i) del
Teorema 2.30.
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2.3.1 1a caracteritzacio

Definicié 2.36. Sigui una congruéncia ©, definida sobre l’algebra A, amb domini A.
Diem que © és compatible amb el conjunt F < A si, per tot a,be A, tenim que a € F i
{a,by € © impliquen b e F.

Definicio 2.37. Per tota algebra A amb domini A, i qualsevol F < A, definirem la relacié
de Leibniz, QAo F, com la congruéncia més gran d’A compatible amb F. Denominem
Qg :P(A) — A x A l'operador de Leibniz.

Proposicio 2.38. Per tota algebra A de domini A, i tot F < A, la relacid de Leibniz
QA F sempre existeiz.

Demostracid. Primerament, podem considerar el reticle complet de totes les relacions
d’equivaléncia, on I'infim de 0 i @ dues relacions d’equivaléncia és la seva interseccio, 6 N ¢,
iel suprem és (A o) U (6 06), amb o la composici6. L’ordre parcial vindria determinat
per la inclusié. Llavors, les congruéncies sobre una algebra A seran el que se sol anomenar
un subreticle, és a dir, formaran un reticle complet tal que comparteix infim i suprem amb
el reticle complet de totes les relacions d’equivaléncia.

A la vegada, les congruéncies sobre A compatibles amb F' € A també formaran un
subreticle respecte del de les congruéncies sobre A, ja que es pot veure que tant la interseccio,
com la uni6 i la composicié de congruéncies compatibles sén també compatibles, i d’aquest
fet en traiem que el suprem i I'infim de dues congruéncies compatibles sén igualment
congruéncies compatibles. Comprovem que aquest dltim reticle no és buit, donat que
la relacié d’identitat, Id 4, sempre és, trivialment, una congruéncia compatible i, de fet,
en sera la minima. A més, també podem veure que es verifica que, si © és congruéncia
compatible 1 ©' < O, llavors la congruéncia O també sera compatible, ja que si a € F i
{a,by € O, com O < O, sabem que {a,b) € ©’, i la compatibilitat de O ens afirma que
be F, amb el que © igualment en resultara compatible.

Finalment, donat que tot reticle complet té un maxim, arribem a qué sempre podrem
trobar la congruéncia més gran sobre A compatible amb F', dit d’altra manera, la relaci
de Leibniz sempre existeix. A

Fixem-nos ara que, si prenem l’adlgebra de formules Fm, tenim que el seu operador de
Leibniz, Qgm, es podra entendre com una aplicacié que transforma conjunts de férmules en
congruéncies © € F'm x F'm, és a dir, essencialment, conjunts d’equacions (entrarem en els
detalls quan demostrem el Teorema 2.40). Veiem aixi que 'operador de Leibniz ens obre
la porta a la primera caracteritzacié intrinseca, que es basara a afirmar que, 'isomorfisme
entre ThS i ThK del Teorema 2.30, realment no és altre que el mateix operador de Leibniz.
A la secci6 anterior, pero, al Lema 2.35, ja vam comentar que 2k és I'tinic isomorfisme
entre ThS i ThK que commuta per substitucions. Si, per qualsevol teoria equacional ©,
definim © == {(p, V) : ¢ ~ ¥ € O}, veiem que es dona el segiient:

Teorema 2.39. Sigui S un sistema deductiu algebritzable, 1 K la seva semantica algebraica
equivalent. Sigui Qk 'inic isomorfisme entre ThS i ThK. Llavors, per tota S-teoria T,
tenim que (T = QpmT.

Demostracid. Resulta evident que, per tota teoria equacional ©, O és congruéncia, aixf
que, en particular, (Qk7") també. Suposem ara que {p, ) € (QkT)ique ¢ € T, per T una
S-teoria. Llavors, tenim que ¢ ~ ¥ € QT que, per la caracteritzacio de kT’ presentada
al Corollari 2.35, significa que A(p, 1) € T, per A un sistema de férmules d’equivaléncia
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en K. Ara, com T' és S-teoria, sabem que T 5 ¢ i T s A(p, ) i, pel Lema 2.1/, podem
aplicar M.P. per veure que T g 1. Aixi, tenim que ¢ € T, amb el que veiem que (QT')
és compatible amb T'. Es pot concloure, llavors, que (Q7T) = Qpm7. A

Cal mencionar que, usualment, no es distingeix entre la relacié de Leibniz Qpy,T i
I'nica teoria equacional © tal que O = QpmT. Un cop presentada la relacié de Leibniz, ja
podem enunciar el primer teorema de caracteritzacié intrinsec, la demostraci6é del qual la
construirem al llarg d’aquesta seccio:

Teorema 2.40. (1a Caracteritzacid Intrinseca) Sigui S un sistema deductiu. S és alge-
britzable si, i només si, l'operador de Leibniz satisfa ambdues segiients condicions:

i) Qpm €s injectiu i preserva l'ordre sobre ThS, és a dir, per qualssevol teories T i S
de S, st T < S, llavors QpmT S QpmS;

i) Qpm preserva unions de subconjunts dirigits de ThS.

La primera implicacié (=) del teorema és relativament facil, ja que, suposant S
algebritzable:

i) El primer apartat és cert per tot S sistema deductiu, perqué del Teorema 2.39 se
segueix que 'operador de Leibniz, restringit a les teories de S, és injectiu i preserva 'ordre,
igual que Q.

i1) El segon apartat també esdevé practicament directe, considerant el que acabem de
veure: que Qpm coincideix amb Qg sobre ThS, amb K la semantica algebraica equivalent a
S. Combinant-ho amb l'apartat iii) del Lema 2.31, que ens diu que {2k preserva unions de
subconjunts dirigits, tenim que, com voliem demostrar, gy, preserva unions de subconjunts

dirigits de ThS.

Per provar l'altra implicacié (<), suposem certs i) i i), i hem de veure que S és
algebritzable, és a dir, ens cal construir K, la semantica algebraica equivalent a S. Per
aconseguir-ho, necessitarem aplicar el Teorema 2.30, perd, per tal de verificar les seves
hipotesis, abans n’haurem d’emprar alguns lemes. Per donar continuitat al nostre argument,
les demostracions menys curtes han sigut redirigides a I’Apéndiz F:

Lema 2.41. Sigui o una substitucio exhaustiva. Llavors, per tot ¥ € F'm i tota variable p
de ¥, existeiz ¥ € Fm i una variable q tal que o(¥'[p/q]) = ¥[o(p)/p], per tot ¢ € Fm.

Demostracio. Donat que o és exhaustiva, per cada variable r de ¢ existeix una altra
variable r’ tal que o(r’) = r. Prenem 1 com el resultat de reemplagar a o totes les variables
r diferents de p per o~ !(r) = 7/, i p la reemplacem per una variable g, diferent de totes les
r’. Velem que, amb aquesta definicio, es verifica o(9'[¢/q]) = 9[o(¢)/p] per tot ¢ € Fm,
ja que, en aplicar o a ¢, totes les variables, excepte la ¢, passen a ser o(r') = r. A

Lema 2.42. Assumint que Qpn, preserva l'ordre, es verifica:

i) Qem(Nie; Ti) = Nies QEmTs, per tot sistema Ty, i € I, de teories de S, un siste-
ma deductiv. Per tant, Qpm(ThS) = {QpmT : T € ThS} és tancat sota interseccions
arbitraries.

i) 0 Y (QEmT) = Qpmo (T, per tot T € ThS i tota substitucio exhaustiva o. Per
tant, Qpm(ThS) és tancat sota les inverses de substitucions exhaustives.

Demostracio. Vegis el Lema E.2. A
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Aixi, com, pel primer apartat del Lema 2.42, sabem que Qpm(ThS) és tancat sota
interseccions, tenim que el conjunt forma un reticle complet, que denotarem per Qpm, (ThS).
I, com estem suposant que Qg és injectiu, pel primer apartat del Teorema 2.40, veiem
que tenim un isomorfisme entre els reticles ThS i Qg (ThS). Per tal de poder aplicar el
Teorema 2.30, perod, encara ens cal trobar alguna igualtat entre Qg (ThS) i ThK, per K
alguna classe d’algebres. Aquesta equivaléncia només sera possible considerant la definicié
que hem aplicat al Teorema 2.39, on hem determinat que, per tota teoria equacional ©,
6= {{p,¥) : ¢ ~ 1 € ®}. Com ja haviem esmentat, aixd permet confondre o relacionar
QrmT, on T és una teoria de S, amb I'tinica teoria equacional © tal que © = QpnT.

Els dos lemes que presentem a continuacio, referents als kernels o nuclis de relacions,
bé es podrien prendre com a “sub-lemes”, ja que només els emprarem per provar el Lema
2.46, que és el que propiament ens donara la classe d’algebres que necessitem. La segiient

7
proposicié, prévia als lemes, resulta elemental, considerant la definici6 d’homomorfisme i
de congruéncia:

Proposicio 2.43. Per tot homomorfisme h de Fm en una algebra A, el nucli d’h és el
conjunt {¢ ~ ¥ : h(v) = h(v)}, i és una congruéncia. A

Lema 2.44. Per un homomorfisme h de Fm en algun membre d’una classe d’algebres K,
el nucli de la relacio d’h és teoria equacional de K. A més, per tot © < Eq, Cnk©, la
teoria equacional generada per ©, es pot veure com una interseccio de nuclis de relacions de
tots els homomorfismes h de Fm en algebres de K tals que h(p) = h(), per tot ¢ ~ ¢ € O.

Demostracio. Per tot A € K i tot homomorfisme h : Fm — A sigui ©), = {¢ ~ ¢ :
h(p) = h(¢)} el nucli de la relacié de cada h. Volem veure que Oy, és teoria equacional
de K. Suposem & ~ 1 ¢ O, llavors h(€) # h(n). Com, per definicio, h(p) = h(¢) per
tot p & ¢ € Oy, tenim que Op HFk & ~ 1. Per tant, estem veient que & ~ n ¢ O implica
O Hk £ ~ 1. Pero, aleshores, pel contrareciproc sabrem que 0, Ex £ ~ n implica
&~ ne By, ésadir, O és teoria de K. La segona part de 'enunciat és una conseqiiéncia
practicament directa d’aquest primer resultat. A

Lema 2.45. Donada la classe d’algebres K = {Fm/O : © € Qppy(ThS)}, i un homomorfis-
me h : Fm — Fm/©, amb Fm/© un element de K, i amb la propietat que cada element
de Fm/© és imatge d’un nombre infinit de variables; llavors, el nucli de la relacié d’h és
de la forma o=1(©), per alguna substitucid exhaustiva o.

Demostracié. Sigui h un homomorfisme que satisfa les hipotesis de I'enunciat, i o una
substitucio tal que o(p;) € h(p;) per tot i € I, tal que cada p; és imatge sota o d’alguna p;.
Sabem que o existeix per I'assumpcié que cada Fm/© és imatge d’un infinit nombre de
variables. Tenim també que o és exhaustiva i h(p;) = o(p;)/O, per tot i € I. Sigui 7 la
projecci6 de Fm sobre Fm/O. Llavors, (7o 0)(p;) = w(o(pi)) = o(pi)/© = h(p;) per tot
i € I. Arribem, per tant, a qué m o 0 = h. Sigui ara ® el nucli de la relacié d’h, tenim que
© ~ 1 € ® si, i només si, h(p) = (), és a dir, (roo)(p) = w(o(p)) = w(c(¥)). Pero,
aixo succeeix si, i només si, o(p) = o(¢), per tant, perqué es doni cal que o(p) ~ o(¢) € ©
0, equivalentment, ¢ ~ ) € 0_1(@). Conglomerant-ho tot tenim que ¢ ~ 1 € ® si, i només
si, o ~ ¢ € 0-1(0), per tant, concloem que ® = c~1(0). A

Lema 2.46. Si Qpy, preserva unions de conjunts dirigits, llavors, Qpm(ThS) = ThK, per
K={Fm/O :0 € Qp,(ThS)}.

Demostracio. Vegis el Lema E.3. A
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Per tant, ajuntant els lemes estudiats fins ara, veiem que, si Qg és injectiu, preserva
I'ordre i preserva unions de conjunts dirigits, llavors existeix un isomorfisme entre els
reticles ThS i ThK, amb K = {Fm/© : © € Qpy(ThS)}. Per acabar de tancar tot, ens

queda veure un dltim lema:

Lema 2.47. Suposem que Qpy, €s injectiu i preserva unions de conjunts dirigits. Llavors,
Qpm commuta amb substitucions exhaustives.

Demostracio. Vegis el Lema E.4. A

Finalment, veiem que, sota les dues hipotesis del Teorema 2.40, i gracies als lemes que
hem anat provant, podem aplicar el Teorema 2.30, els apartats i) i iii), arribant a queé
K= {Fm/O : O € Qp,(ThS)} és semantica algebraica equivalent a S. Per tant, S és
algebritzable i, amb aquest resultat, concloem la demostracié del Teorema 2.40.

2.3.2 2a caracteritzacio

A partir del Teorema 2.40, que acabem d’obtenir, podem determinar una segona ca-
racteritzacié intrinseca, que serd més ttil i practica a ’hora de treballar amb sistemes
deductius:

Teorema 2.48. (2a Caracteritzacio Intrinseca) Un sistema deductiu S és algebritzable si,
i només si, existeix un sistema de formules A en dues variables, i un sistema d’equacions
0 ~ € en una variable, tals que verifiquen les segiients condicions, per tot p,v,9 € Fm:

i) s Alp, 9);

i) A, ¥) Fs A, )

i) Alp, ) v A, D) s Alp, D);

iv) Per tota connectiva primitiva A € L, ar(A\) =n, i tot p1,...,¢n,U1,..., %y € Fm,
Uic1 Alwis ¥i) s A (A (@1, on)s A1, .o Pn));

v) {9} ds A (8(9), e()).

Si aquestes condicions es donen, llavors A és sistema de formules d’equivaléncia per S,
10 ~ € son equacions definidores per S.

Demostracio. Implicacio (=): suposem que S és algebritzable, amb A el sistema de
formules d’equivaléncia i § ~ ¢ les equacions definidores. Demostrar que les condicions
i)-1v) es verifiquen és totalment immediat, aplicant el Lema 2.14; i el cinqué apartat
també resulta evident, donat que és exactament la propietat iv) de la Definicid 2.9 de ser
algebritzable.

Implicaci6 («<): suposem que es verifiquen 7)-v), i cal veure que, llavors, S és algebrit-
zable. Per fer-ho, només necessitarem comprovar que es donen les condicions del Teorema
2.40, la primera caracteritzaci6 intrinseca. Si definim QAT = {{p,¥) : A(p,) € T},
veiem que les quatre primeres hipotesis ens asseguren que 2o és congruéncia, i, tot seguit,
provaren que {2a és injectiva, que preserva unions de conjunts dirigits i, finalment, que
coincideix amb 'operador de Leibniz, QAT = QgmT, per tot T € ThS. Llavors, podrem
aplicar el Teorema 2.40 i, aixi, demostrar que & és algebritzable. Tanmateix, de moment
provem que §2a és injectiva:

Suposem QAT = QAS, per dues teories S i T de S, i sigui ¢ € T. Per v) tenim
que {¢} s A(6(p),e(p)); com T és teoria, i aplicant la Monotonia de g, sabem que
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A(5(p),e(p)) € T. Per tant, (6(p),e(¢)) € QAT = QaS, 1 aixo en ens porta al fet que
A(d(¢),e(p)) € S. Aplicant v) en Daltre sentit, i sabent que S també és S-teoria, tenim
que ¢ € S. Aixi que, veilem que T < S i, per simetria, podem obtenir també S < T,
trobant d’aquesta manera que 2a és injectiva.

Demostrem ara que 2o preserva unions de conjunts dirigits: suposem 7;,7 € I, un
sistema de teories de S dirigit per la inclusi6. Es verifica:

{p, ) € Qa <UE> < Ap, ) e JT; < A(p,¢) € T; per alguna i € [ <

el el

< (@, ) € QAT; per alguna i € I < (p, ) e [JQAT;.

el

Finalment, si arribem a qué, en realitat, QAT = QpmT per tot T € ThS, llavors ja
podrem aplicar el Teorema 2.40. Veiem facilment que QAT és compatible amb T, ja que,
si {p, 1) € QAT, llavors A(p, ) € T; si suposem ¢ € T, aleshores, pel M.P. del Lema
2.14, sabem que {¢} U A(p, ) s 1. Per Monotonia de s i recordant que T' és S-teoria,
tenim que @ € T'. Per tant, com Qpm1 és la congruéncia més gran compatible amb T,
arribem a la primera inclusié QAT € QFm7 .

Quant a altra inclusid, per la Identitat del Lema 2.1/, sabem que s A(yp, ), per tot
v € F'm, aixi que, A(p, p) € T. Donat que QpmT" és compatible amb 7', tindrem que, per
tot 1 € F'm, si es verifica (¢, ¥) € Qum T, llavors A(p, 1) € T. Per tant, també tenim que
{p,1) e QAT. Arribem aixi a qué QpmT < QAT.

Com voliem veure, tenim que QAT = QpmT, per tota T S-teoria. Finalment, com hem
obtingut que Qg és injectiva, preserva 'ordre sobre ThS i preserva unions de subconjunts
dirigits de ThS, si apliquem el Teorema 2.40, queda demostrat que S és algebritzable. A

D’aquest segon teorema de caracteritzacié en podem extreure alguns resultats interes-
sants, que seran de gran utilitat:

Corollari 2.49. Una condicio suficient perqué el sistema deductiuv S sigui algebritzable és
lexisténcia d’un sistema de formules A, en dues variables, tal que satisfa les condicions
i)-iv) del Teorema 2.48, juntament amb, per ¢, € Fm:

V) {p} U A, Y) Fs ¥ (M.P)
vi') {p, 1} s Alp, ). (regla G)

Si aquestes propietats es donen, llavors A és el sistema de formules d’equivaléncia per S, i
o~ A(p,p) son les equacions definidores.

Demostracio. Només ens cal veure que aquestes dues noves condicions impliquen la
cinquena del Teorema 2.48. Sigui, per ¢ € F'm, e(p) = ¢ 1 e(p) = A(p,¢). Llavors,
per tot ¥ € Fm, tenim A(§(9),e(d)) = A(I, A(9,1)). Per la regla G, {9} v A(F,9) ks
A(5(9),e(1)). I, com sabem que A(¥,1) sempre es verifica, tenim {9} s A(5(F), e(1F)).
D’altra banda, per M.P. tenim que €(p) U A(e(9),5(?)) Fs 6(9), on §(¢) = ¢. Ja
hem comentat que €(p) = A(p, ) és teorema de S, i la segona suposici6 que hem fet,
A(p, 1Y) Fs Ay, @), ens permet afirmar que A(§(9), €(9)) s . Per tant, ajuntant els
dos resultats que hem obtingut, veiem que es verifica la condicié v) del Teorema 2.48,
amb el que podem assegurar que S és algebritzable, amb les formules d’equivaléncia i les
equacions definidores de I’enunciat. A
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Amb aquest, en certa manera, teorema de suficiéncia, veiem que podem canviar la
cinquena condici6 del Teorema 2.48 pel M.P. i la regla GG, amb el que ens permet inferir si
el sistema deductiu en qiiesti6 és algebritzable i, en aquest cas, ens proporciona un sistema
d’equacions definidores; i tot aixd a partir només del conjunt de féormules d’equivaléncia.

Teorema 2.50. Siguin S, A i 0 ~ € tals que verifiquen les condicions del Teorema 2.48.
Sigut K = {Fm/QAT : T € ThS}. Llavors, Q(K), la quasi-varietat generada per K, és
linica quasi-varietat semantica equivalent a S, A és sistema de formules d’equivaléncia
per Q(K), i 0 ~ € son equacions definidores.

Demostracio. A la demostracié del primer teorema de caracteritzacio, el Teorema
2.40, vam arribar a queé, per tot sistema deductiu S, si Qpy, satisfa les condicions del
teorema, llavors tindrem que la classe d’algebres K = {Fm/O : © € Qg (ThS)} és
semantica algebraica equivalent a S. El fet de suposar que S, A i § ~ e verifiquen les
condicions del Teorema 2.48 ens diu, en particular, que S és algebritzable, amb A un
sistema de férmules d’equivaléncia per S. Per tant, apreciem que, ara, per tot T € ThS,
QAT = {0y + Alp, ) € T} és equivalent a (WT) = {(p,0) : ¢ ~ ¥ € T},
considerant la caracteritzacio QxT = {p ~ ¥ : A(p,¢) € T'} del Corollari 2.35. Aleshores,
aplicant el Teorema 2.39, veiem que QAT = (QT) = QpmT. Aix0 ens porta directament
aquée K={Fm/O:0 € Qpyn(ThS)} = {Fm/QpmT : T € ThS} = {Fm/QAT : T € ThS}.
Finalment, recordem que, com K és semantica algebraica equivalent a S, llavors Q(K)
també, i en sera 'inica quasi-varietat semantica equivalent a S. A

2.4 Algebritzaci6é de logiques concretes

Exemple 2.51. (Logica proposicional classica)

Sigui la logica proposicional classica, Cl = (L, ¢;), definida a I’Exemple 1.14. Per
demostrar que Cl és algebritzable, podem aplicar el Corollari 2.49, amb el que només ens
cal definir un conjunt de formules A, en dues variables, que verifiqui les sis condicions (les
quatre primeres del Teorema 2.48, M.P. i la regla G), i aixi ja en sabrem que és sistema
de formules d’equivaléncia de Cl i, en aquest cas, es podra prendre el sistema d’equacions
definidores com ¢ ~ A(y, ), per ¢ € Fm.

El sistema de formules que ens resultara més adient és, per ¢, € Fm, A(p,¢) =
{o — 1,9 — @}, ja que ens confirma les tres primeres condicions practicament de manera
immediata.

i) et Alp, ) < e p — @, 1, pel Teorema de Deduccid, el Teorema B.1, tenim que
aixo es dona si, 1 només si, {p} -¢; ¢, que sabem que es verifica, per la Identitat de t—¢;.

ii) A(p, ) e A, @) es tradueix al fet que es donin les dues relacions {¢ — 1,9 —
otFa v — @if{p— Y, — @} e ¢ — 1, que evidentment soén certes.

i11) Volem veure que es verifiquen {¢ — ¥, ¢ — p, 0 —> 3,9 — P} b @ = J i
{p >, — p, 1 > 99— Y} e 9 — ¢. Pel Teorema de Deduccio, i aplicant Modus
Ponens repetides vegades a cada expressid, n’obtenim dues que resulten trivialment certes:
{80 - %w - W,w - 19719 - ¢780} Fci v = {SO —>¢}>1/) - 90a¢ - 19,19—’¢»¢ﬂ9a90} Fci 197
{30 - d}a,(vb - (pa¢ - 19719 - waﬁ} oy < {30 - ¢7¢ - (;0711) - 19719 - @Z),d},@,'ﬂ} Fci e

iv) Amb la definici6 que hem adoptat, les iniques connectives primitives del llenguatge
L sén la negacid, —, i el condicional, —:
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Negacid: Per 1,11 € Fm, volem comprovar que es donen {p; — ¥1,91 — @1} Fa
=1 — =1 1 {p1 — 1,01 — p1} Fe —Y1 — —p1. Evidentment, només ens caldra
provar una de les dues, ja que, intercanviant el paper de les ¢; i les 91, esdevenen la
mateixa expressio. Comprovem, per exemple, la primera:

Si apliquem el T.D., tindrem que la relaci6 a demostrar és equivalent a {¢1 — 1,9 —
01, 1} Fer —1. Ara, pel Teorema de Reduccié a I’Absurd,

{1 = Y1,Y1 — @1, —01} o Y1 =
{1 = 1,91 — @1, —p1, =1} er-inconsistent <=
{1 = ¥1,91 — @1, —p1, Y1} Fer-inconsistent.

Com d’aplicar M.P. sobre 1)1 — ¢1 i ¥ n’inferim ;, tenim, a la vegada, que {1 —

1,01 = @1, 1, U1t e —er 1 {er = Y1, — o1, —en, Y} e g1, provant aixi el que
voliem.

Condicional: Volem veure: {¢1 — ¥1,9%1 — @1, 02 — 2,902 — 02} Fer (01 — @2) —
(Y1 = P2) i {1 = 1,91 — p1,02 = Yo, 02 — @} e (Y1 — P2) = (p1 — ¥2).
Podem, un altre cop, centrar-nos només en la primera relacié, i la segona es demostrara
analogament; i també podem aplicar el T.D. i el R.A., amb el que veiem que tot es redueix
a demostrar que {p1 — ¥1,9%1 — @1, 02 — P2, P2 — Ya,01 — Y2, (Y1 — Y2)} és ¢
inconsistent. Considerant que —(¢1 — 12) és equivalent a ¥; A —1)9, i aplicant la propietat
de A a I'Esquerra i, tres cops seguits, M.P., arribem a qué el nostre conjunt de formules és

equivalent a {901 i ¢17¢1 - P1,P2 —> ¢2ﬂ/12 — Y2,P1 — 80277»517 _'¢279017 ()0271/}2}7 que és
Fci-inconsistent perqué conté tant o com —ts.

v’) Per tot ¢,1 € Fim, ens cal provar {¢,v¥ — ¢, — 1} ¢ ¥, que clarament es
verifica, aplicant M.P. sobre ¢ i ¢ — .

vi’) Volem veure que {p,¥} e ¢ — ¥ i {p, ¥} e ¥ — ¢, que, aplicant el T.D.,
esdevé trivial.

En conclusid, veiem que la logica proposicional classica és algebritzable, amb férmules
d’equivaléncia, per tot ¢, 9 € Fm, A(p,9) = {¢ — ¥,7» — ¢} i equacions definidores,
aplicant el Corollari 2.49, 6(p) ~ €(p) = p ~ p — .

Un cop sabem que Cl és algebritzable, aplicant el Teorema 2.50, podem afirmar que la
quasi-varietat generada per K, Q(K), és I'inica quasi-varietat semantica equivalent a Cl,
on K son les anomenades algebres de Lindenbaum-Tarski:

K = {Fm/QaT : T € Th(Cl)} = {Fm/{(p,¢) : A(p,0) € T} : T € Th(Cl)} =
{Fm/{(p,9) : T tc1 ¢ = ¢ i T e — @} : T € Th(CI)}.

Resulta més que evident la relacié d’aquesta classe d’algebres amb 1’algebra estudiada al
procés de Lindenbaum-Tarski, a la demostracié del Teorema D.1, de I’ Apéndiz D. Per tant,
important el que ja vam obtenir, veiem que, per cada teoria T' de CI, ’dlgebra quocient
Fm/QAT coincideix amb una algebra de Boole. Aixi, tenim que, en aquest cas, Q(K) = BA,
la classe d’algebres de Boole (vegis la demostracié de la Proposicid 3.4).

En aquest punt, cal esmentar la gran importancia historica del procés de Lindenbaum-
Tarski, donat que, practicament, introduf la idea de tractar algebraicament les logiques, o,
més concretament, el conjunt de formules com una algebra. Realment, aquesta ha sigut
la base o la inspiraci6é dels conceptes que hem pogut estudiar al llarg del capitol, donat
que, essencialment, el que hem fet és generalitzar el procés de Lindenbaum-Tarski per tal
de poder-lo aplicar a més logiques, i no només a la proposicional classica. Amb aquesta

41



perspectiva, es pot apreciar que, per exemple, la relacié i 'operador de Leibniz resulten una
generalitzacio de la relacio QI definida al segon pas del procés; o que la mateixa definici6
d’ésser algebritzable es pot entendre com les condicions per arribar a establir un teorema
de completesa algebraica, amb les equacions definidores i les formules d’equivaléncia una
generalitzacié de la transformacié que varem fer de la férmula ¥ a I’equacié 9 ~ T, a la
demostracié del Teorema 1.58.

També amb la idea de generalitzar el procés de Lindenbaum-Tarski, Helena Rasiowa
estudia una familia de logiques considerablement extensa, al rellevant treball [Ras74], els
resultats del qual ens permetra afirmar, de manera senzilla, 1’algebritzabilitat, i determinar
les equacions definidores i les féormules d’equivaléncia, de la majoria dels sistemes deductius
que estudiarem.

Definici6 2.52. Direm que un sistema deductiu S = (L, -s) és implicatiu si el llenguatge
L només conté connectives d’arietat 0, 1 o 2 ¢ una de les connectives d’arietat 2, que
denotarem per —, verifica, per tot p,v¥,9,¢ € F'm:

s ¢ = ¥

{pp = ¥} s ¥

lp =¥ =l ks p =,

{e} s v — o

Per tot A € L d’arietat 1, {¢ — 1,9 — ¢} s M) = A(¥);

)
)
)
)
)
Per tot A € L d’arietat 2, {p — P, — 0,9 — ¢, — U} s M, 9) = A, @). )

(2.3
(2.4
(2.5
(2.6
(2.7
(2.8

Teorema 2.53. Sigui S = (L, s) un sistema deductiu implicativ. Llavors, S és alge-
britzable, amb formules d’equivaléncia, per tot p, € Fm, A(p, ) = {p = ¥, — ¢}, i
equacions definidores §(¢) ~ €(p) = ¢ ~ A(p, ).

Demostracio. Amb A(p,v) = {¢ — 1,1 — ¢}, facilment es pot veure que les propietats
(2.3), (2.5), (2.7) 1 (2.8) ens proporcionen les condicions ¢)-iv) del Teorema 2.48. A meés,
apreciem que (2.4) i (2.6) permeten que es verifiquin M.P. i la regla G del Corollari 2.49.
Per tant, aplicant aquest ltim corollari, arribem a qué § és algebritzable amb les férmules
d’equivaléncia i les equacions definidores de I’enunciat. A

Observem que la logica proposicional classica és implicativa, de fet, podem veure
que a I'exemple anterior hem emprat les mateixes férmules d’equivaléncia i equacions
definidores que ens hauria proporcionat aquest ultim teorema. En els segiients exemples
discutirem ’algebritzacié de la logica intuicionista, la infinit-valorada de Yukasiewicz i les
logiques n-valorades i la infinit-valorada de Godel, que seran també tots sistemes deductius
implicatius.

Exemple 2.54. (Logica proposicional intuicionista)

Prenem el sistema deductiu ZPC = (L,tzpc) (vegis ’Apendiz A.1 per la definicio
del llenguatge i del calcul ZPC). Facilment, es pot comprovar que ZPC és un sistema
deductiu implicatiu, aixi que podem concloure’n que és algebritzable, gracies al Teorema
2.58, amb el sistema d’equacions definidores §(p) ~ €(¢) = o ~ ¢ — ¢, 0 p & T (definint
T := p — p, per p una variable); i de formules d’equivaléncia A(p, ) = {¢ — ¥, — ¢}.
Alternativament, es pot comprovar la seva algebritzacié mitjancant el Teorema 2.48, amb
una metodologia molt semblant a la realitzada amb la logica proposicional classica.
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La quasi-varietat semantica equivalent a ZPC sera la classe d’algebres de Heyting'?,
HA, que tenen una estreta relacié6 amb les algebres de Boole.

Definicié 2.55. Una dalgebra de Heyting és un reticle H = (H, <) acotat tal que, per tot
a,be H, existeix un element x € H mazim tal que a A x < b. Aquest element es denomina
el pseudo-complement relatiu d’a respecte de b, i es representa com a — b. Es defineix
el pseudo-complement d’a com —a :=a — 1.

Podem veure, particularment, que 1’algebra tri-valorada de Godel, Gs, que vam definir
inicialment a I’ Ezemple 1.18, és algebra de Heyting; de fet, al segiient exemple veurem
que la resta d’algebres n-valorades i la infinit-valorada de Gddel igualment son algebres de
Heyting. Observem també que, en una algebra de Heyting, per tot element a tenim que
a A —a = L, perod, a diferéncia de les algebres de Boole, a v —a = T no és necessariament
cert. D’aqui, i prenent a — b :== —a v b, per a i b elements d’una algebra de Boole; el
segiient resultat és immediat:

Proposicié 2.56. Tota algebra de Boole és algebra de Heyting. Tota algebra de Heyting
H = {(H,<) que verifica a v —a =T, per tot a € H, és algebra de Boole.A

Exemple 2.57. (Logiques de Gddel)

Els sistemes deductius Gy 1] = (L, gy, 1 Gn = (L, g, (vegis Apéndiz A.2), per
n € N, sén algebritzables. Donat que sén sistemes deductius implicatius, podem obtenir
els sistemes de formules d’equivaléncia i d’equacions definidores d’aplicar el Teorema 2.53.

A Texemple anterior, ja haviem avangat que les algebres de Godel son algebres de
Heyting. La segiient definici6 (o redefinicio) de les algebres de Godel ens evidenciara encara
més aquest fet:

Definicié 2.58. Una dalgebra de Gédel és una algebra de Heyting tal que, per tot a i b del
domini, es dona la propietat o axioma: (a — b) v (b — a) = 1.

D’aquesta manera resulta també més senzill veure, per exemple, que la classe de totes
les algebres de Gdodel, que anomenarem GA, és una varietat i, per tant, una quasi-varietat.
De fet, es pot provar que la classe GA és la quasi-varietat semantica equivalent al sistema
deductiu g[0,1]~

D’altra banda, per cada valor de n, la quasi-varietat seméantica equivalent a G, és la
quasi-varietat generada per 'algebra de Godel n-valorada G,,, és a dir, Q(G,,). També es
dona Q(G,) = V(G,,), ja que la classe Q(G,,) és una varietat. Un altre resultat a ressaltar
és que tindrem la segiient cadena (on, pel comentari anterior, sabem que podem substituir
Poperador Q per V en tot moment):

BA=Q(2) = QG2) £ QG3) & ... QG & QAGn11) & ... & QGy17) = GA.

Exemple 2.59. (Logica infinit-valorada de Lukasiewicz)

Es pot veure que el sistema deductiu Lo 1) = (L, g, ;) (calcul i llenguatge definits a
I’ Apéndiz A.3) sera algebritzable, amb formules d’equivaléncia i equacions definidores les
del Teorema 2.53, ja que també és implicatiu. La seva quasi-varietat semantica equivalent
és la classe de les anomenades M V-algebres'>.

2Introduides per Arend Heyting el 1930, a [Hey30].
13Presentades el 1958 per Chen Chung Chang, a [Cha58].
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Definicié 2.60. Una MV-algebra és una estructura A = (A, +,-,—,0,1), on A 2 {0,1}
és un conjunt, + i - operacions binaries i — n’és unaria, les tres sobre A; tals que verifiquen,
per tot x,y,z € A:

T+y=y+zx rT-Yy=y-x
r+y+2)=(x+y)+2 x-(y-2)=(x-y) 2
z+—-x=1 z-—x =0
r+1=1 z-0=0
r+0==x z-1l=x
—(r+y)=—r- -~y —(z-y)=—r+ -y
T =T -0=1

I definintx vy = (z-—y)+yixzAy=(x+—y)-y, sha de validar:

TVYy=yvae TAY=YAT
xv(yvz)=(xvy) vz xA(ynz)=(xAy) Az
z+ynz)=(@+y) A(z+z) z-(yvz)=(x-y) v(zz)

De les mateixes definicions, es pot veure que la classe de totes les MV-algebres, MV, és
una varietat i, per tant, una quasi-varietat. També n’obtenim facilment que BA € MV. Es
coneixen com a algebres de Wagjsberg a les dlgebres equivalents a les MV-algebres, pero
definides emprant unes connectives — i — (vegis, per exemple, [Fon84]).

Quant a les logiques n-valorades de Lukasiewicz, només comentar que a I’ Ezemple
2.18 ja vam veure que la tri-valorada és algebritzable, amb {E3} una semantica algebraica
equivalent, aixi que sabem que Q(L3) sera la seva quasi-varietat semantica equivalent.
De manera totalment analoga a les logiques de Godel, es pot veure que la quasi-varietat
semantica equivalent a una logica n-valorada de Lukasiewicz és la quasi-varietat (en realitat,
també varietat) generada per una algebra de Lukasiewicz de n valors.

2.5 Algebritzaci6é d’expansions i fragments

Pel que acabem de veure, donat un sistema deductiu, per concloure si és algebritzable o no
només ens cal comprovar si es verifiquen les condicions del Teorema 2.48, o el Teorema
2.40, i, si finalment és algebritzable, podem aplicar el Teorema 2.50 per obtenir la seva
quasi-varietat semantica equivalent, que sera la generada per les seves respectives algebres
de Lindenbaum-Tarski. Tot aquest procés resulta molt til, com hem pogut constatar
amb alguns exemples. Tanmateix, en alguns casos, n’hi haurd maneres més eficients
de comprovar quan un sistema deductiu és algebritzable, recorrent a alguna expansié o
fragment d’aquest. Seguidament, estudiarem les definicions i teoremes que ens ho permetran
fer. Donat que treballem principalment amb sistemes deductius, hem optat per presentar
les properes definicions respecte d’aquests, pero, realment, es poden estendre sense gaires
inconvenients a les logiques en general.

Definici6 2.61. Sigui un llenguatge proposicional L = (L,ar). Un fragment de L és un
llenguatge L' = (L', ar"y tal que L' = L i ar’ = arlp. Es denota per L' € L, i, en aquest
cas, diem que L és una expansio del llenguatge L.

Definicié 2.62. Sigui un sistema deductiu S = (L,+s) i L' un fragment de L. El L'-

fragment de S és el sistema deductiu 8" = (L', g/) on definim la relacid de conseqiiéncia
com Fgri=Fgs m(P(FmL/) X FmL/).
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Es trivial veure que &’ sempre és un sistema deductiu, ja que g manté tant les
condicions de relacié de conseqiiéncia com 'estructuralitat que g ja complia. També és
facil veure que, per tot ¥ U {¢} € Fmy, es verifica ¥ 5 ¢ < X g .

Definicié 2.63. Siguin S = (L,+s) i 8’ = (', -g/) dos sistemes deductius. S és una
expansio del sistema deductiu 8" si L' C L i g Cks.

Observem que, aleshores, una extensio no és altra cosa que una expansié sobre el mateix
llenguatge proposicional.

Definicié 2.64. Sigui la L-algebra A = (A,(A4 : X e L)) ila L'-algebra A’ = (A, (04 : X e
L'y, amb els llenguatges proposicionals verificant L' € L. Direm que A’ és el L/ -reducte
d’A.

Seguidament, donarem els dos teoremes que ens permetran establir si un sistema
deductiu és algebritzable o no a partir d’estudiar els seus fragments, segons el Teorema
2.65, o les seves expansions, Teorema 2.67.

Teorema 2.65. Sigui S un sistema deductiv algebritzable, amb un llenguatge L; 1 sigui
S" un L'-fragment de S. Si L' = L conté totes les connectives primitives que apareixen al
sistema de formules d’equivalencia i al d’equacions definidores per S, llavors S’ també és
algebritzable. A més, si K és la quasi-varietat semantica equivalent a S, i K' és la classe
de L'-reductes dels elements de K, llavors S(K'), la classe d’algebres isomorfes a alguna
subalgebra de K', és la quasi-varietat semantica equivalent a S’.

Demostracid. La primera part del teorema resulta trivial, ja que les condicions per
ser algebritzable no es veuran afectades per I’abséncia d’algunes connectives, suposant
que aquestes no soén primitives que apareguin al sistema de férmules d’equivaléncia o al
d’equacions definidores. La segona part del teorema no és tan elemental, perd esdevé
practicament directa considerant el resultat de Mal’cev que ens assegura que, si K és
quasi-varietat, llavors Q(K’) = S(K’) (vegis el corollari 5 del cinqueé capitol de [Mal73], pag.
216). A

Exemple 2.66. (Fragments implicatius de la logica proposicional classica i intuicionista)

Considerem el llenguatge preposicional L_,, que conté una tnica connectiva —, d’arietat
2. Podem veure que L_, és un fragment tant del llenguatge amb el qual definirem la
logica classica sintacticament (Ezemple 1.14), com del llenguatge amb qué hem presentat
sintacticament la logica proposicional intuicionista (Apéndiz A.1).

Concretament, podem veure que el calcul Cl_,, derivat del de I’ Ezemple 1.14, estara
conformat pels axiomes (Az1l), (Az2) i el denominat Azioma de Pierce, per tot p, 9 €
Fmp(X): ((p = ¥) = ¢) — ¢; ilaregla M.P. com a unica regla. D’altra banda, el calcul
IPC_, estara compost només de (IAzxl) i (IAz8), i M.P. com a regla.

Donat que ja sabem que la logica classica i la logica intuicionista sén algebritzables, i
les seves equacions definidores i les formules d’equivaléncia només contenen la connectiva
—, per ambdos sistemes deductius, podem aplicar el Teorema 2.65 per afirmar que les
seves restriccions implicatives, Cl_, i ZPC_,, respectivament, també séon algebritzables.

Quant a l'algebritzacio, evidentment Cl_, i ZPC_, mantindran el fet d’ésser implicatives,
amb el que podem considerar les equacions definidores i férmules d’equivaléncia com les del
Teorema 2.53. Es pot veure que la quasi-varietat seméantica equivalent a Cl_, és la classe
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t15 o algebres implicatives positives.

de les algebres tmplicatives
classe de les anomenades algebres de Hilber

També cal assenyalar que, aquest mateix procés, es podria repetir per la resta de
sistemes deductius implicatius estudiats, ja que L_, n’és fragment de tots els llenguatges
en qiiestio, i ja sabem que les seves equacions definidores i les formules d’equivaléncia
Gnicament contenen la connectiva —.

Teorema 2.67. Sigui S’ = (L', gy un sistema deductiu algebritzable i S = (L,}s)
una expansio d’aquest. Llavors, S també serd algebritzable, amb les mateixes formules
d’equivaléncia i equacions definidores, si s verifica la condicid iv) del Teorema 2.48 per
totes les connectives noves respecte de L', és a dir, si per tota connectiva A € L~ L' d’arietat

n, 1 tot 1, Ony V1, P € Fmy:
Ugl:l A(SD’H¢’L) |_S A ()\(@1, o ')gpn)))‘(d}la .. 7'¢n))

Demostracié. Suposem S’ un sistema deductiu algebritzable. Evidentment, S’ ha de
satisfer els cinc apartats del Teorema 2.48, per algun sistema de férmules d’equivaléncia
i d’equacions definidores. Llavors, és elemental que, per tota expansié de &', tant les
tres primeres com la cinquena condicié del Teorema 2.48 es verificaran. L’tnic que no es
podria afirmar és que es mantingui la quarta condicid, ateses les noves connectives del
llenguatge. Precisament, pero, és el que prenem, o demanem, com a hipotesi. Aleshores,
donat que 'expansié de S’ valida les cinc condicions del Teorema 2.48, arribem a qué
també és algebritzable. A

Exemple 2.68. (Logica modal)

Prenem el llenguatge L, i el calcul gK (vegis Apendiz A.4). Ja sabem que, a partir
d’aquest calcul, podem definir una relacié de conseqiiéncia, que anomenarem 45, de
manera que (Lg, g K ¢s sistema deductiu. Es pot veure que aquest presenta un teorema
de completesa forta respecte de la logica modal global definida sobre la classe de tots els
models de Kripke (per la definici6 semantica i el teorema de completesa, vegis, per exemple,
[Jan90]).

Observem que els primers quatre axiomes del calcul sén els mateixos que presentarem
per la logica proposicional classica, amb el que ¢ SH45. També tenim que L € L, on L
és el llenguatge proposicional de la representacio sintactica de la logica classica. Aixi, veiem
que el sistema deductiu que acabem de definir és una expansi6 de la logica proposicional
classica. Pel Teorema 2.67, llavors, sabem que serad algebritzable si es verifica, per tot

QO,QZJEFTTLLDZ
{o = v, — o} g 0P — oY;
{o =, — o} g 0P — op.

Veiem que, efectivament, podem construir les demostracions que necessitem, per exemple
(laltra s’obté de manera analoga):

©— Premissa
o (@ — ) Regla de Necessitat respecte de I’anterior
0 (p — 1) — op — oy Instancia de (MAz5)
0 — oY M.P. dels dos anteriors

Presentades per J.C. Abbott el 1967, a [Abb67].
'5Plantejades per L. Henkin el 1950, a [Hen50].
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Per tant, arribem a qué el sistema deductiu (Lo, =g ) és algebritzable, i amb les mateixes
férmules d’equivaléncia i les mateixes equacions definidores que les de la logica proposicional
classica. La quasi-varietat semantica equivalent sera la classe de les anomenades algebres
modals.

Definicié 2.69. Una algebra modal és una dalgebra de Boole dotada d’un operador unari
o tal que o T =T 4, per tots a i b elements de l'algebra, o(a A b) = oa A ob.

Per donar també un exemple de sistema deductiu no algebritzable, podem considerar el
generat pel calcul [K (vegis, per exemple, 3.61 de [Fonl6], pag. 153), que sabem que es
pot derivar de gK limitant la regla de Necessitat als teoremes. Aixi i tot, [K presenta un
teorema de completesa forta respecte de la logica modal local, definida sobre el sistema de
tots els models de Kripke (per la definicio i el teorema de completesa vegis, per exemple,
[Jan90]).

Del Teorema 2.67 es deriva, com a cas particular:

Corollari 2.70. Qualsevol extensid finitaria d’un sistema deductiu algebritzable és també
algebritzable, amb les mateizes formules d’equivaléncia i equacions definidores. A

Exemple 2.71. A la Proposicid 1.33 vam veure que la logica proposicional classica és
extensio de la logica tri-valorada de Gédel i 'infinit-valorada de Lukasiewicz. De fet, també
es podria veure que igualment n’és una extensié de la logica proposicional intuicionista.
Llavors, resulta interessant apreciar que, demostrant que qualsevol d’aquestes tres és
algebritzable, pel Corollari 2.70 també estariem construint una prova alternativa del fet
que la logica proposicional classica és algebritzable.
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3 Aplicacions

3.1 Resultats sobre extensions

En aquest dltim capitol esmentarem breument alguns resultats interessants derivables de
tot el que hem estat veient. En la present seccid, estudiarem primerament com axiomatitzar
les quasi-varietats semantiques equivalents, i a partir d’aixo en deduirem en especial el
Corollari 3.3. D’aquest n’extraurem algunes aplicacions referents a les logiques estudiades.

Teorema 3.1. Sigui un sistema deductiv S, determinat a partir d’un conjunt d’axiomes Ax
i un congunt de regles d’inferéncia Ir. Suposem S algebritzable amb formules d’equivaléncia
A i equacions definidores 6 ~ €. Llavors, ["inica quasi-varietat semantica equivalent a S
esta axiomatitzada per les equacions, per p i q variables:

i) 6(p) ~ €(p), per tot ¢ € Ax;
i) 5(A(p, p)) ~ e(A(p, p))-

1 les quasi-equacions:

i) 6(10) ~ () .. &b 1) ~ e(thn_1) = 6(9) ~ (),
per tot (o, ..., n_1,¢) € Ir;

w) 5(A(p,q)) ~ e(A(p,q)) = p~q.

Demostracio. Sigui K la quasi-varietat definida per i)-iv). Veiem que 'equacio i) i la
quasi-equaci6 iv) resulten equivalents a la condicio per ser algebritzable 2.9.74i), ja que
tenim que {p ~ ¢} =k J(A(p, q)) ~ e(A(p, 9)).

Fixem-nos ara que la segona condici6 necessaria per veure que S és algebritzable, 2.9.7),
és a la vegada equivalent a, per tot XU {p} S Fm: Y sp<ped®={p: {0(¢) ~ €e®) :
Y e X}k 0(p) ~ e(p)}.

De la primera equacié de ’enunciat podem deduir que Az € @, i de 4ii) n’obtenim que
® és tancat sota les regles d’inferéncia, amb el que veiem que ® és una teoria de S. Per tant,
donat que ¥ € @, ja tenim la primera inclusi6, perqué hem arribat a qué ¥ s ¢ = p € ®.

Per obtenir laltra implicacio, suposem ¢ € ®. Sigui K’ la quasi-varietat semantica
equivalent a S (per hipotesi S és algebritzable, aixi que sabem que K’ existeix). Com K’
satisfara i)-iv), veiem que K’ € K. Com hem suposat ¢ € @, per la definici6 de ® tindrem
que {0(¢) ~ €(v) : 1 € B} Exr d(p) ~ e(p). Aplicar 2.9.433) ens diu que aquesta expressio
resulta equivalent a qué ¥ g ¢. Aixi, hem arribat al fet que ¢ € ® implica ¥ g ¢, com
voliem veure. A

Observem que, per dos sistemes deductius S i &', que S sigui extensio de &', &' < S,
és equivalent a qué, per tot X U {p} € Fm, si ¥ s ¢, llavors ¥ s . Per aquest
motiu, de les extensions es deriva una relacié d’ordre entre els sistemes deductius amb un
mateix llenguatge. Considerant aixo, veiem que es pot construir un reticle de totes les
extensions d’un sistema deductiu donat. Si aquest sistema deductiu és algebritzable, el
podem associar a la seva quasi-varietat semantica equivalent, amb el que podem arribar
a determinar, gracies al Corollari 2.70, un isomorfisme entre el reticle de les extensions
d’un sistema deductiu i el reticle de les quasi-varietats de la quasi-varietat semantica
equivalent. D’aquest resultat, i de la segiient definicio, en deduim gairebé directament el
proxim corollari:

Definici6 3.2. Siguin S i 8’ dos sistemes deductius, definits sintacticament. Diem que
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S’ és una extensio axiomatica de S si s’obté d’afegir-ne nous axiomes a aquest, sense
alterar les seves regles, pero.

Corol'lari 3.3. Sigui S un sistema deductiu algebritzable, amb la quasi-varietat semantica
equivalent K. FExisteiz un isomorfisme entre el reticle de les extensions finitaries de S i
el reticle de les subquasi-varietats de K. També, es pot restringir a un isomorfisme entre
el reticle de les extensions axiomatiques de S 1 el de les subvarietats relatives de K, és a
dir, les subquasi-varietats de K que es poden definir només afegint equacions al conjunt de
quasi-equacions que defineizen K. A

Aixi, per un sistema deductiu (L,}-gs) algebritzable, amb K la seva quasi-varietat
semantica equivalent, sabem que si (L, -s/) és una extensio de (L, -s), llavors (L, -s/)
també sera algebritzable, amb la quasi-varietat semantica equivalent una subquasi-varietat
K’ < K. Parallelament, si K” € K és una subquasi-varietat de K, aleshores tenim que Eg»
sera equivalent a una relaci6 de conseqiiéncia, diguem-1i g, tal que (L, kr) és sistema
deductiu algebritzable, amb la quasi-varietat semantica equivalent K”, i és extensio de
(L,Fs). Es a dir, tenim el segiient esquema:

Extensions finitaries de (L, gs) ~ Subquasi-varietats de K
<L7 s > K’
(L, %

On l'ordre parcial de les extensions és <, i el de les subquasi-varietats és 2. També, el
corollari ens afirma que aquest isomorfisme es pot restringir a les extensions axiomatiques i
les subvarietats relatives de K, on es materialitza o evidencia el fet que afegir un axioma als
sistemes deductius equival a sumar més equacions a la quasi-varietat seméantica equivalent,
com, en part, ja haviem vist al primer apartat del Teorema 3.1.

Proposicié 3.4. No existeizen sistemes deductius consistents que siguin extensid finitaria
de la logica proposicional classica.

Demostracio. Veiem, primerament, que les algebres de Boole no tenen subvarietats ni
subquasi-varietats no trivials. Aix0 es pot deduir facilment considerant que 1’algebra 2
genera BA tant com a varietat com a quasi-varietat, és a dir, Q(2) = V(2) = BA; i que
2 és subalgebra (o isomorfa a una subalgebra) de qualsevol algebra de Boole no trivial,
ja que aquestes han de contenir necessariament | i T, és a dir, el 011’1 de 2. Per tant,
qualsevol quasi-varietat que contingui alguna algebra de Boole no trivial tindra també a
2 i, aleshores, generara tota la quasi-varietat BA. Aixi, I'Gnica subquasi-varietat de BA
diferent de la propia BA és la classe de les dlgebres trivials, que només és quasi-varietat
semantica equivalent a la logica inconsistent. Gracies al Corollari 3.3, arribem a qué la
logica inconsistent és I'inica extensi6 finitaria de la logica proposicional classica. A
Definici6 3.5. Una logica superintuicionista és una logica que és extensid de la logica

ntuicionista.

Aplicant el Corollari 2.70, tenim que totes les l0giques superintuicionistes son algebritza-
bles, amb les mateixes formules d’equivaléncia i equacions definidores que ZPC. Observem
també que la logica proposicional classica és superintuicionista, de fet, es pot provar que és
la logica superintuicionista consistent més gran.

Definicié 3.6. Anomenem logiques intermeédies a les logiques superintuicionistes tals
que tinguin la logica proposicional classica com a extensid.
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Proposicié 3.7. FExisteixen infinites logiques intermeédies.

Demostracio. Ja hem vist a I’ Ezemple 2.54 que la quasi-varietat semantica equivalent a
la logica proposicional intuicionista és la classe de les algebres de Heyting. A diferéncia
de les algebres de Boole, les algebres de Heyting tenen infinites subquasi-varietats, per
exemple, les generades per les algebres n-valorades de Godel, com deduim de I’ Exemple
2.57, ja que tenim la cadena Q(G;) & Q(G;+1) & GA & HA, per tot i € N. Aixo ens porta
que, pel Corollari 3.3, les logiques n-valorades de Godel s6n superintuicionistes, amb el
que confirmem aixi que n’existeixen infinites. De fet, aqui recalquem les logiques de Godel
perqué son les que hem estudiat, perd es pot veure que, en realitat, hi ha un continu de
logiques intermeédies (vegis, entre d’altres, [Yan68]). A

3.2 Teoremes de completesa

Com ja s’ha dit i exposat durant el treball, I’algebritzaci6é dels sistemes deductius prac-
ticament també ens proporciona un teorema de completesa. Per la logica proposicional
classica, per exemple, ho vam veure amb el Teorema 1.59, la demostracié del qual es
facilitava notablement considerant que les algebres de Boole son semantica algebraica de la
logica classica. Per algunes de les logiques que hem estudiat passara quelcom semblant,
amb el que podrem establir, per exemple, teoremes de completesa algebraica del calcul
TPC respecte d'una semantica de matrius definida sobre les algebres de Heyting, de Gjg 1
respecte la de les algebres de Gddel, del calcul infinit-valorat de Lukasiewicz respecte de les
MV-algebres, o del calcul gK respecte d’'una semantica matricial definida sobre la classe
d’algebres modals. Ara bé, a continuacio, en deduirem un resultat general més interessant
encara;

Definicio 3.8. Sigui un sistema deductiu S = (L,ts). Donada una L-algebra A amb
univers A, diem que el subconjunt F' < A és un S-filtre si es verifica que, per tot
Yulpl € Fm, ¥ ks ¢ implica ¥ gy ¢

Veiem que, per § = (L, -s) un sistema deductiu algebritzable amb equacions definidores
0 ~ €, podem caracteritzar els S-filtres de 'algebra A, de domini A, com F = {a € A :
d(a) ~ €(a)}. Fixem-nos que, en la majoria de sistemes deductius que hem tractat en
aquest treball, F' = {1} n’és un filtre.

Teorema 3.9. Sigui S un sistema deductiu algebritzable, amb K la seva quasi-varietat
semantica equivalent. Aleshores:

i) Si tenim una algebra A tal que V(A) = V(K) (st K és varietat tenim V(A) = K),
llavors, per F' un S-filtre, existeix el segiient teorema de completesa feble, per tot p € Fm:

s <= FFr) ¢

i1) Si tenim una algebra A tal que Q(A) = K, aleshores, per F' un S-filtre, existeiz un
teorema de completesa forta finitaria, per tot o, ..., on, o € Fm:

{vo,- - son} Fs v = {po,-- o} Ecar) o

En aquest cas, si, a més, tenim que la relacid =4 py €s finitaria, llavors també existeir un
teorema de completesa forta, per tot ¥ U {p} S Fm:

Yhsp = X EAF) ¢
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Demostracio. Considerant tot el que ja sabem, no és pas dificil comprovar aquest
teorema, donat que només cal recordar la caracteritzacié de la relacié de conseqiiéncia
equacional relativa a K, per una quasi-equacié (po ~ 10)& ... &(pn ~ ¥y) = @ ~

{pirYiri<nirEkeo~yY <= KiE (po~v)&...&(on ~ hn) = 0 ~ 1.

Si A és una algebra tal que Q(A) = K prenem totes les quasi-equacions; si, en canvi,
nomeés tenim V(A) = V(K), aleshores a l'expressié anterior considerem tunicament les
equacions, les quasi-equacions amb antecedent el conjunt buit ¢#. D’aquesta manera es
pot provar, amb arguments analegs als que aplicarem al Teorema 1.59, que es verifiquen )
i el teorema de completesa forta finitaria de ). En les condicions d’aquest altim, veiem
que, si ¢ py s finitaria, llavors, per tot X u {p} € Fm, si ¥ s ¢, sabem que existeix
Y < ¥ finit tal que X g ¢, aixi que, en aquest cas, de la completesa forta finitaria se
segueix directament la completesa forta. A

Exemple 3.10. Observem que, per la logica proposicional classica, es dona l'apartat i),
ja que Q(2) = BA, i tenim que (2,1} €s finitaria, ja que 2 és finita, amb el que arribem
al teorema de completesa forta que ja coneixiem.

Amb les logiques n-valorades de Gddel succeeix quelcom semblant: per tot valor de n,
la quasi-varietat semantica equivalent a G, és la generada per G, Q(Gy,,), i F(Ga.(1}) €8
finitaria, perqué G,, és finita. Aixi que, per cada valor de n, podem establir un teorema
de completesa forta entre el calcul G, i la representacié semantica definida per la matriu
(Gp,{1}), d’igual manera que ho podem fer per tot el sistema de matrius generat per
Q(G,,). Fixem-nos que aquesta fou, precisament, la caracteritzaci6 emprada inicialment
per la logica tri-valorada. Pel que fa a G 1}, es dona el mateix, respecte del calcul Gjg 17,
ja que, tot i que Gpg 1] no és finita, (G, {1} ST que és finitaria, com es pot veure, en
part, gracies al fet que tot subconjunt entre {0, 1} i [0, 1] és subalgebra de Gyg 1.

Exemple 3.11. Sabem que el calcul infinit-valorat de Lukasiewicz, Lo 1}, és algebritzable,
amb la classe de MV-algebres la seva quasi-varietat semantica equivalent. Es pot veure que
MV = Q(¥[o,1]), on Eg 1] és I'algebra definida a I’ Ezemple 1.31, sobre el domini [0, 1]. Aixo,
pel segon apartat del Teorema 3.9, ens suposa l'existéncia d’un teorema de completesa forta
finitaria entre el calcul i la representacié seméantica que concedeix la relacié =g, (1)
Pero, = (Ro.1p,{1}) DO és pas finitaria, aixi que, no podem establir un teorema de completesa
forta entre les dues representacions. Igualment, si que tenim, per tot ¥ U {¢} € Fm,
que X Ly © = p E ., (1) @ perqué els quatre axiomes del calcul Lg 1} esdevenen
tautologies, i M.P. es valida, a E oy {1}

Fixem-nos que, com ja sabem, existeix un teorema de completesa forta del calcul Ly
respecte de la classe de totes les MV-algebres, Q(L[Oyl]), perd, en canvi, respecte inicament
de I'algebra Lg ;) només tindrem un teorema de completesa forta finitaria. Aixi i tot, cal
dir que aquest resultat supera la mera completesa feble en la qual Lukasiewicz pensava
quan presenta el calcul infinit-valorat, a [FL.uk22].

3.3 Teoremes Pont

Com hem repetit tant de manera implicita com explicita al llarg d’aquest treball, per un
sistema deductiu algebritzable S = (L, -s), amb K la seva semantica algebraica equivalent,
tenim que la relacié de conseqiiéncia equacional relativa a K, =k, es comporta essencialment
igual que g, i podem passar d’'una relacié a ’altra mitjangant les equacions definidores i les
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férmules d’equivaléncia, que, respectivament, transformen férmules en sistemes d’equacions,
i equacions en sistemes de féormules.

Aleshores, apreciem que hem obtingut una certa connexi6 entre els sistemes deductius,
uns conceptes purament logics, i les classes d’algebres, objectes intrinsecament algebraics.
Es a dir, hem trobat una mena de pont entre la logica i ’algebra, que enllaca aquestes
dues branques de coneixement a priori tan diferents.

Vist aix0, el segiient pas natural és preguntar-se pel que anomenarem com teoremes
pont, i que, podriem dir, seran el colof6 d’aquest treball. Els teoremes pont sén una familia
de teoremes, de la forma:

Un sistema deductiu S verifica una propietat P si, i només si,

la classe d’algebres associada a S verifica una propietat P’.

Si les propietats P i P’ sén essencialment les mateixes, se sol dir que tenim un teorema de
transferéencia, i que la propietat P es transfereix de S a la classe d’algebres.

En aquesta seccié presentarem i comentarem breument alguns dels teoremes pont
principals. La idea no és pas treballar-los en profunditat, aixi que només es presentaran els
conceptes més rellevants, i també es prescindira de donar demostracions. Tanmateix, se
citaran les obres de referéncia on trobar-ne tot.

3.3.1 Teorema de Deduccio

Per tenir tots els detalls i les demostracions del que tractarem a continuacio, vegis 'apartat
3.6 de [Fonl6|, pag. 159, juntament amb [Blo91; Cze85; Cze86| o el segon capitol de
[Cze01], pag. 123.

Definici6 3.12. Sigui A un conjunt de formules de dues variables. Direm que A és un
congunt deductiu per un sistema deductiu S = (L,g) si, per tot ¥ v {p,} < Fm:

Yuf{plbFsy <= ks Alp, ).

Definicié 3.13. Un sistema deductiu verifica el Teorema de Deduccioé (T.D.) si té un
conjunt deductiu.

Exemple 3.14. Observem que, com ja sabem, la logica proposicional classica verifica el
Teorema de Deducci6 per la formula A(p,v) = {¢ — ¥}, amb ¢ i ¢ formules. També es
pot veure, per exemple, que la logica proposicional intuicionista i el sistema deductiu [ K
satisfan el Teorema de Deduccié amb el mateix conjunt deductiu.

Definicié 3.15. Sigui K una classe d’algebres, i sigui ¥ un conjunt d’equacions de dues
variables equacionals (que equival a un conjunt de formules de quatre variables). Direm
que U és un conjunt deductiu per ['operador de clausura associat a =g, si, per tot

OQuip~v,E~n}c Eg:
Oufp~iylEk{~rn <= Ok ¥(p~y,{~n).

Igualment, direm que una classe d’algebres verifica el Teorema de Deduccio (T.D.) si té
un conjunt deductiu.

Teorema 3.16. (Teorema de transferéncia del T.D) Sigui S un sistema deductiu alge-
britzable, amb K una semantica algebraica equivalent. S wverificara el T.D. si, © només si,
loperador de clausura associat a =k satisfa el T.D.
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Definici6 3.17. Diem que una quasi-varietat K té congruéncies relatives principals de-
finibles per equacions (sigles en angles, EDPRCs), quan existeiz un conjunt d’equacions
finit, no buit, de dues variables {;(xo ~ 1,90 ~ y1) ~ ni(xo ~ x1,y0 ~ y1) : i € N,i < n}
tal que, per tot A € K d’univers A i tot a,b,c,d e A:

c=d (0f(a,b)) — &la~berd)=ni(a~b,c~d), pertot i <n.

On @‘é(a,b) denota la K-congruéncia de A més petita que conté totes les parelles que
generen a 1 b.

Teorema 3.18. Una quasi-varietat K té EDPRCs si, 1 només si, l'operador de clausura
associat a =g satisfa el T.D., per un conjunt deductiu finit.

Teorema 3.19. (Teorema pont del T.D.) Sigui S un sistema deductiu algebritzable, amb K
la seva quasi-varietat semantica equivalent. S verifica el T.D. si, i només si, K té EDPRCs.

Exemple 3.20. Tant les algebres de Boole com les de Heyting tenen EDPRCs, i es poden
caracteritzar a partir de ¢ = d (0% (a,b)) < (a < b) A c = (a < b) A d. Aixo suposa una
prova alternativa que els sistemes deductius Cl i ZPC verifiquen el Teorema de Deduccié.

D’altra banda, el Teorema de Deduccié Local és una versié més débil del Teorema de
Deduccié. Essencialment, el que es fa és afeblir la definicié d’ésser un conjunt deductiu, i
després s’opera de manera semblant al que ja hem vist pel T.D.. Hi ha diferents formes de
redefinir els conjunts deductius per tal que siguin més permissius, pero la tradicional o
més antiga és considerar que, en comptes d’un conjunt de férmules A, un conjunt deductiu
sera una familia de conjunts de formules {A; : i € I} tal que, per tot X U {p, 9} < Fm:

Yu{pt ks <= X s Ai(p, 1), per algun i € I.

Observem que, d’aqui, és immediat que, si un sistema deductiu té el T.D., llavors també
tindra el T.D. local, ja que un conjunt deductiu en el sentit d’abans també és un conjunt
deductiu en la nova concepcié o definici6.

Exemple 3.21. Es pot provar que el sistema deductiu gK verifica el T.D. local que hem
definit, amb la familia de conjunts {A,(p,v) = A,., o%¢ — 1 : n € N}, on considerem
\:10<p =i D”+1(p = oo” p.

i<n

Definicié 3.22. Sigui la classe d’algebres K. Direm que K wverifica la propietat de
l’extensio de congruéncies si, per tot A, Be€ K, amb B una subalgebra d’A, tenim que:
Op és una congruéncia de B si, i només si, O = O4 N B2, on ©4 és una congruéncia
d’A i B és el domini de B.

Teorema 3.23. (Teorema pont del T.D. local) Sigui S un sistema deductiu algebritzable,
amb K la seva quasi-varietat semantica equivalent. S verifica el T.D. local si, i només si, K
verifica la propietat de ’extensid de congruéncies.

3.3.2 Teorema d’interpolacié de Craig

Un altre cop, només donarem una ullada rapida als resultats més rellevants. Per més
detalls i demostracions, vegis [Cra57; Cze82; Mak77], o el capitol 22 de [MonT76], pag. 365.
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Definicié 3.24. Sigui un sistema deductiv S. Direm que S té la propietat o el teorema
d’interpolacio de Craig si, per tot o, € Fm tals que {p} s ¥, existeiz una formula
interpoladora, és a dir, ¥ € Fm tal que les seves variables son les que apareizen tant a ¢
com a 1, i que verifica {p} s ¥ i {¥} ks 1.

Exemple 3.25. La logica proposicional classica verifica el teorema d’interpolacié de Craig.
Es pot comprovar que, si ©(p1,.- -, Pny @1y -+, qn)s V(P1y- s PnyT1, - -+, Tn) € F'm verifiquen
{©} Fer ¥, Navors \/Xg{l’“_,n} px és una féormula interpoladora, on ¢x denota la formula
 amb les variables ¢; substituides per T o L, depenent si ¢ € X o no.

Definici6é 3.26. Sigui una classe d’algebres K. Diem que K té la propietat d’amalga-
macio si, per tot A, By, By € K amb immersions e1 : A — By i ey : A — Bs, existeizen
C e K ¢ immersions f1 : By — C i fo: By — C, tals que fi oe; = fooes. Per tant,
tindriem el segiient esquema commutatiu:

f
3141’0

T

A— B
€2

Teorema 3.27. (Teorema pont del teorema d’interpolacio de Craig) Sigui S un sistema
deductiu algebritzable, amb K la seva quasi-varietat semantica equivalent. Llavors, S té el
teorema d’interpolacid de Craig si, i només si, K té€ la propietat d’amalgamacio.

El teorema d’interpolacié de Craig presentat se sol anomenar el teorema d’interpolacio
global o feble. Tot seguit, parlarem del denominat teorema d’interpolaci6 local o fort:

Definicio 3.28. Sigui un sistema deductiv S = (L,}-s) tal que L conté una connectiva
—. Es diu que S té el teorema d’interpolacio (de Craig) local si, per tot @, € Fm, si
{p} s ¥, llavors existeix una formula interpoladora, és a dir, ¥ € F'm tal que les seves
variables son les que apareizen tant a ¢ com a ¥, i satisfa s  —> U i s ¥ — .

Exemple 3.29. La logica proposicional classica verifica el teorema d’interpolacio local, i
és facilment deduible considerant que satisfa el teorema d’interpolacié de Craig (global) i
el T.D. per un conjunt deductiu A(p, ) = {¢ — 1}. Observem, pero, que en general el
teorema d’interpolacié de Craig no implica el teorema d’interpolacié local, ni aquest tltim
implica el d’interpolacié de Craig.

Definicié 3.30. Sigui una classe d’algebres K. Diem que K té la propietat de super-
amalgamacio si té la propietat d’amalgamacio i, a més, sequint la notacid de la Definicid
3.26, i considerant A el domini d’A i Bj el de Bj, tenim que, per {j,k} = {1,2} i per tot
T € Bj1ye€ By:

St fi(x) < fx(y), lavors existeix z € A tal que z < ej(z) 1y < ep(z).

Teorema 3.31. (Teorema pont del teorema d’interpolacid local) Sigui S un sistema deductiu
algebritzable, amb K la seva quasi-varietat semantica equivalent. Llavors, S té el teorema
d’interpolacio local si, 1 només si, K té la propietat de super-amalgamacio.

Exemple 3.32. A [Mak77| es deriva que, del continu de logiques intermédies, només
vuit tenen el teorema d’interpolacié local, entre elles, la logica inconsistent, la logica
proposicional classica i la proposicional intuicionista.
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Conclusions

En aquest viatge per la logica i la logica algebraica, primerament, hem pogut estudiar els
conceptes més elementals, perd també més importants, de la logica: les representacions
sintactica i semantica, i els teoremes de completesa que les relacionen. Després, adaptant
els objectes i conceptes que haviem presentat, hem construit la relacié de conseqiiéncia
equacional relativa a una classe d’algebres, que, practicament, es podria entendre que
defineix una logica sobre el conjunt d’equacions.

Al capiala fi, hem determinat els sistemes deductius algebritzables mitjancant un parell
de relacions entre el sistema deductiu i la logica de les equacions relativa a alguna classe
d’algebres en concret. A més, estudiant i aprofundint en aquesta definicié, i amb 'ajuda
d’alguns resultats sobre reticles i varietats, hem estat capacos de trobar els teoremes que
hem anomenat de caracteritzacid, que es basen a establir un isomorfisme entre el reticle de
les teories del sistema deductiu i el de les teories de la relacié equacional relativa a una classe
d’algebres; i també hem comprovat que tal isomorfisme és I'operador de Leibniz. Finalment,
aplicant els teoremes de caracteritzacid, hem obtingut alguns resultats interessant, com
I’algebritzaci6 de logiques concretes o els teoremes de completesa. Seguidament, hem pogut
comentar alguns teoremes pont, que ens han evidenciat encara més ’estreta relacié entre
la logica i ’algebra.

Aixi, considero que hem assolit els principals objectius d’aquest treball: comprendre les
nocions necessaries basiques, i principals, de la logica i I'dlgebra; i analitzar també 'article
[Blo89], definint ser algebritzable i demostrant els teoremes de caracteritzacio.

Personalment, m’hauria agradat aprofundir més en els resultats de 1'altim capitol,
especialment en els teoremes pont, ja que hi ha molta teoria al darrere, i aqui només
hem pogut fer un petit esment o introduccié al tema, que, cal dir, és prou interessant.
Tanmateix, crec que aixod també resulta bastant representatiu, donat que, en aquest treball,
hem tingut 'oportunitat d’endinsar-nos, una mica, en ’apassionant mén de la logica i la
logica algebraica, pero, en realitat, encara hi ha molt més per descobrir.

Espero, doncs, que la lectura d’aquest petit treball n’hagi estat una inspiracié per
continuar explorant i investigant, aixi com igualment ho ha estat el fet d’escriure’l.
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Apéndixs

A Definici6é d’alguns calculs

A.1 Sistema deductiu intuicionista

Definim el llenguatge proposicional L = (L, ar), amb L = {A, v, —, L} iar(A) =ar(v) =
ar(—) =21iar(L) =0. Un calcul de tipus Hilbert per la logica proposicional intuicionista

pot ser el que anomenarem ZPC, i que estara compost pels axiomes, per tot ¢, 9,9 €
Fmy,(X):

= (Y — ) (IAz1)
el R W) (IAz2)
OAY—p (IAz3)
pAY = (IAz4)
oo pVvY (IAz5)
V=@V (IAz6)
(v ) == )= (¥ =) - V)] (IAz7)
(p—=¥) = [(p— ¥ —9) = (p— )] (IAz8)
1L - (IAz9)

I, com a tnica regla, Modus Ponens:

0,0 =
(0

A.2 Sistemes deductius de Godel

Sigui el llenguatge L = (L,ar), amb L = {A,v,—, L} iar(r) =ar(v) = ar(—) = 2,
ar(L) = 0. Definirem el calcul infinit-valorat de Gédel, Gpg 1), amb els nou axiomes del
calcul intuicionista ZPC juntament amb, per tot ¢, ¥ € Fmy,(X):

(o= 9) v (=) (GAz10)

I 'tnica regla sera Modus Ponens:
P, p =
(G

A la vegada, per cada valor de n, els calculs n-valorats de Godel, G,,, es compondran
dels mateixos axiomes i regles que Gjg 1], amb l'afegito del segiient axioma:

V  ((pi = pj) ~ (pj — pi)) (GnAz11)

0<i<j<n

A.3 Sistemes deductius tri-valorat i infinit-valorat de Y.ukasiewicz

Sigui el llenguatge L = (L,ar), on L = {—,—}, amb ar(—) = 2 i ar(—) = 1. Per tot
@, 1,9 € F'm, el segiient calcul de tipus Hilbert que presentarem!, Lio,1], es compon dels

5Que és el que originalment dona Lukasiewicz a [Luk22], tret d’'un cinqué axioma (£Az5): ((p — ) —
(¥ — ¢)) = (¥ — ¢), que, en realitat, es pot derivar dels quatre anteriors.
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axiomes:

o= (¥ — ) (LAz1)
(p =) = (¥ —=9) = (¢ = 1)) (LAz2)
((p—=v) = 9) = (¥ = ¢) = ¢) (£ Az3)
(o= =) = (b — ) (LAz4)
I 'nica regla del calcul serd Modus Ponens:
0,0 =1
(G

El calcul tri-valorat de Lukasiewicz, L.3, es constituira dels axiomes, per tot ¢, 1,9 € F'm:

o= (Y —p) (LAz1)
(p=9Y) = (¥ —>0) = (p—9)) (LAz2)
(—p = =) = (Y — ) (LAz4)
((p—= —p) =) > (LAz6)

I 'inica regla de L3 és també Modus Ponens:
©, 0 =1
G

A.4 Sistemes deductius modals gK i [K

Sigui el llenguatge proposicional Ly = (L, ar), amb L, = {—, —, o0} iar(—) =2, ar(—) =
ar(o) = 1. Per tot ¢,1,9 € Fmy,, (X), definirem el calcul gK, o calcul modal global, a
partir dels axiomes:

= (¥ — ) (MAz1)
(p—= (W —8) = ((p—v) > (=) (MAz2)
—p = (¢ =) (MAzS5)
(e —p)— e (MAz)
o (¢ = ¢) = (sp — oY) (MAz5)
I, com a regles, Modus Ponens:
@, 0 =1
(G
I la regla de Necessitat: .
2

Si limitem la regla de Necessitat de manera que unicament es pugui aplicar sobre
teoremes, és a dir, sobre formules les quals podem demostrar sense emprar cap premissa;
aleshores anomenem el calcul resultant /K, o calcul modal local.
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B Alguns resultats i definicions sobre
Teorema B.1. (Teorema de Deduccio, T.D.) Per tot ¥ u {p, ¥} € Fm:

Sulptta v <= Eicp—.

Demostracio. Implicacio (<): per la Monotonia de ¢, com ¥ € ¥ U {¢}, tenim
que, si ¥ ¢ ¢ — 9, també ¥ U {¢} ¢ ¢ — 1. Si prenem el conjunt de formules
{p,p — 1}, veilem que, per Modus Ponens, {¢, p — ¥} ¢ ¢. Donat que, per la Identitat,
Y u {y} Fear o, podem aplicar el Tall amb els conjunts ¥ U {¢} i {p, p — 9}, per afirmar

que X U {¢} e .

Implicacio (=): Sigui {po, ..., ¢n) una demostracié de 1) a partir de ¥ U {¢}. Demos-
trarem que X ¢; ¢ — 9 per induccié completa sobre n:

Per n = 0, la demostracio sera {(¢g)y, amb ¢y = 1, i tindrem que ¥ € ¥ U {¢} o que
¥ és instancia d’algun axioma (evidentment, en aquest cas, 1) no pot provenir d’aplicar
M.P. a dues féormules anteriors). Suposem que 1 € ¥ U {p}: si ¢ € X, llavors veiem
que X ¢ ¢, per Identitat. Donat que ¢ — (¢ — 1) és instancia de (Axz1), és trivial
que ¥ ¢ ¥ — (p — ). Com abans, gracies al M.P. i al Tall sobre els conjunts ¥ i
{,9 — (¢ — 1)}, arribem a qué X ¢ ¢ — 1. Si, en canvi, ¥ no pertany a X, sind que
1 = p, velem que ens cal demostrar X ¢; ¢ — . No obstant aix0, ja s’ha provat que
Fci p — @ i, aplicant la Monotonia, arribem a qué X ¢; ¢ — . D’altra banda, si 1) no
pertany a X U {¢}, sin6é que és instancia d’algun axioma, observem que podem procedir
igual que si pertanyés a X.

Demostrat el cas n = 0, procedim a provar el pas d’induccié completa: suposem cert
que, per tot i < n, ¥ ¢ ¢ — ;. Considerant també que {y, ..., pn) és demostracié de
n a partir de X U {p}, volem veure que, si (g, ..., Pn, Pn+1) és demostracio de @11 = ¢
a partir de ¥ U {¢}, llavors ¥ -¢; ¢ — 1. Ara, 1) pot pertanyer a 3 U {p}, ser instancia
dels axiomes o obtenir-se a partir d’aplicar M.P. a dues férmules anteriors. Veiem que en
els primers casos podem actuar de manera analoga al que hem fet al pas n = 0, amb el
que només ens queda comprovar qué passa si existeixen ¢; i ¢;, amb i,j < n, tals que
i = ¢; — 1. Per les nostres Hipotesis d’Induccio, pero, tenim que:

Yhcp—pi=¢— (pj =) Hipotesi d’Induccio (.1)
Ylcre = pj Hipotesi d'Induccié  (.2)
Yta (e = (g = ¥) = (v = 9j) = (g —9)) Instancia de (Az2)  (.3)
Ska (e —p) = (9= 9) M.P.i Tall de (.1)i (.3)  (.4)
Y e — M.P. i Tall de (.2) i (.4)

Aixi que, per induccié completa sobre n, acabem de provar que X U {¢} ¢ ¥ = ¥ ¢
@ — 1, tancant la demostracié del Teorema de Deducci6. A

Definici6é B.2. Diem que ¥ S F'm és l-¢;-tnconsistent si X —¢; ¢, per tot ¥ € Fm.

Lema B.3. ¥ € Fm és \—¢;-inconsistent si, © només si, existeix @ € F'm tal que ¥ ¢ ¢ 1
Yo —ep.

Demostracié. Tmplicaci6 (=): si ¥ és b¢j-inconsistent, per definicié podem trobar una
demostracié de qualsevol férmula a partir de ¥, en particular, ¥ ¢; 0 1 X F¢; — .
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Implicaci6é («<): Donat que és una instancia de (Az3), sabem que es verifica ¥ ¢;
=@ — (p — 1) i, aplicant M.P. dos cops seguits, tenim que {p, =@, —p — (¢ — )} ¢ V.
Aleshores, per Tall sabem que X F¢; 1, 1 aix0 aplica a qualsevol 1 € F'm, aixi que veiem
que X és |-¢j-inconsistent. A

Definicié B.4. El conjunt de formules ¥ < Fm és ¢j-consistent si no és ¢-
wnconsistent, és a dir, si, per tot ¥ € F'm, no es poden donar alhora X \¢c; Y 1 X ¢ —.

Teorema B.5. (Teorema de Reduccio a I’Absurd, R.A.) Per tot X U {¢} < Fm:

Y e <= X U {1} és ¢-inconsistent.

Demostracio. Implicacié (=): Per Monotonia, com estem suposant que X ¢; ¥, tenim
que X U {—=19} ¢ ¢, ara, per Identitat és evident que ¥ U {—=1} ¢, —1. Per tant, pel
Lema B.3, ¥ U {—1} és ¢-inconsistent.

Implicacié (<): Suposant que ¥ U {—1} és F¢-inconsistent, podem afirmar que
¥ u{—vY} e ¥. Pel Teorema de Deduccid, veiem que aixo implica que X ¢; =1 — 9.
Ara, tenim que X ¢; (—% — 1) — 1 per ser una instancia de (Az4), amb el que, aplicant
M.P.a —¢ - ¢ i (=Y — ¢) — 9, per Tall arribem a qué ¥ -¢; ¥. A

Definicié B.6. Prenem unes noves connectives n, v i <, definides, per tot @, € Fm,
com:

o AP =—(p— —);
PV = —p =
pop=(p>9) (- )
Teorema B.7. Amb les definicions anteriors, es verifiquen, per tot ¥ U {¢, ¥, ¢} € Fm:
D{erdttapi{padtay.
i) {¢} Fer o v i{d} e e v
iii) Propietat de A a Esquerra: ¥ U {¢p A ¥} e ¢ <= X U {p, ¥} e ¢.
iv) Propietat de A ala Dreta: X o A <= X ¢ @ 1 X ¢ 9.
v) Prova per Casos: X u{p Vv Y} o d <= X u{p}tc oiXu{} e o

Per una demostracio, vegis, per exemple, la secci6 4.2 de [Pri09], pag. 53 (tot i que
s’empra un calcul i notaci6 lleugerament diferents).
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C Alguns resultats i definicions sobre reticles

En aquest apéndix es condensa la teoria emprada en el treball envers els reticles. La
major part es requereix per entendre la definici6 de les algebres de Boole, pero les tltimes
definicions, que es troben separades de 'anterior per un espaiat lleugerament major, fan
referéncia a altres resultats, com al Lema 2.26 i els que el segueixen, o al Teorema 2.30.

Definicié C.1. Un reticle és una parella (A, <), amb A un conjunt parcialment ordenat
respecte <, tal que, per tota parella a,b € A, existeix un element infim, que podem denotar
per a Ab, i un suprem, a v b.

Alternativament, també podem definir un reticle de la segiient manera:

Definicié C.2. Un reticle és una estructura (A, n,v), on A és un conjunt i A i v son
dues operacions binaries sobre A tals que verifiquen, per tot a,b,c € A:

i) Idempoténcia: a na=aiava=a;
it) Commutabilitat: a Ab=bAraitavb=>bva;
iii) Associativitat: (a Ab)Ac=a A (brc)i(avb)ve=av (bvc);

iv) Identitats d’absorcio: a v (a nb)=aian (avb)=a.

El segiient teorema ens assegura que les dltimes dues definicions sén equivalents. La
demostracio, que ometrem, es pot trobar amb tot detall al primer capitol de [Gra7§|,
teorema 1, pag. 6.

Teorema C.3. i) Sigui un reticle (A, <) segons la Definicié C.1. Si prenem, per tot
a,be A: a Anb=inf{a,b} iav b= sup{a,b}, tenim que (A, A, v) és reticle, segons la
Definicio C.2; i, evidentment, també es dona que a < b<a A b=a.

ii) Sigui un reticle (A, A, v) segons la Definicid C.2. Definim <, per tot a,b € A, com:
a<b< anb=a. Llavors, < és un ordre parcial sobre A, i (4, <) és reticle segons la
Definicio C.1; també, tenim que inf{a,b} =a A bisup{a,b} =avb. A

Fixem-nos que la segona definicié dels reticles, la Definicio C.2, ens permet entendre
aquests com L’-algebres, si prenem com a llenguatge proposicional L' = (L', ar) amb
L'={An,v}iar(A)=ar(v) = 2. Ara, per tot p,1,¥ € Fmy,, prenem O el conjunt de
totes les equacions segiients:

PAPRELIEV PR (Idempoténcia)
pAYrRYApipvY Y VY (Commutabilitat)
(pA)Ad~pA (W Ad)i(pvy)viIxev (Pvi) (Associativitat)
eviipa)rpipa(pvy)~p (Identitats d’absorcid)

Llavors, veiem que la classe de tots els reticles, diguem-li K, és una varietat i, per tant,
també una quasi-varietat, ja que sera definible per les equacions de O, que es deriven de la
Definicic C.2, K,, = {A : A, E 0, per tot 0 € O}.

Definicié C.4. Diem que un reticle (A, A, v) és complet si tot subconjunt A" < A té
un element infim, denotat per \ A, i un suprem, \/ A’, per tots els elements d’A’. Dit
d’una altra manera, per tot A’ € A existeizen )\ A" i \/ A" en A’ tals que, per tot a € A,
NA <a<\VA.
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Definicié C.5. Un reticle (A, A, v) s’anomena acotat si tant A com v tenen element
neutre, és a dir, si existeizen elements L i T tals que, per tot a € A,

av L =a; anT=a
anl=1; av T =T.

Observem que, en aquest cas, 1 és minim ¢ T maxim.

Definiciéo C.6. Un reticle acotat (A, A,v, L, T) és complementat si, per tot a € A,
existeix b € A tal que:

avb=T;
anb=_1.

A més, es pot veure que, si aquest element b existeiz, llavors és unic. Usualment, per tant,
l’anomenem el complement d’a, i el denotem per —a.

Observem que, d’aquestes definicions, se segueix immediatament que, per tot a € A,
——a=a,—-1l=Ti-T=_1.

Definicié C.7. Un reticle (A, A, v ) és distributiu si, per tot a,b,c € A es verifica:

av(bnarc)=(avbd)A(avec);

an(bve)=(anb)v(anec).

Es pot veure, pero, que una expressio implica ’altra.

Definicié C.8. Un element a € A" € A d’un reticle complet (A, A, v) és compacte si
a <\ A implica que a < \/ A" per algun A” = A" finit.

Definicié C.9. Un reticle es diu algebraic si és complet i tots els seus elements son el
suprem d’algun conjunt d’elements compactes.

Definicié C.10. Un subconjunt A" = A d’un reticle (A, A, v) s’anomena dirigit si, per
tot subconjunt finit A” = A’ i tot a,be A", existeir un element c€ A” tal que és suprem,
ésadir,a<cib<ec.

Definicié C.11. Siguin els reticles A = (A, A, vy i A = (A", A, v, on A € A. Direm

que A’ és un subreticle d’A si es verifica, per tot a,be A', avb=av'biarb=anr’b.

Definiciéo C.12. Un congunt parcialment ordenat (A,<) és un semi-reticle superior
(inferior) si, per tota parella a,b € A, existeix un element suprem (infim), a v b (a A D).

Resulta evident que tot reticle sera semi-reticle, tant superior com inferior. La segiient
definicié només és la fusié de definicions anteriors, pero esdevé ttil a la seccio 2.2.2:

Definicié C.13. Donats un reticle complet A = (A, A4, vA), i un subreticle complet

d’A, A" = (A A VA direm que A és un subsemi-reticle complet d’A’ si \/i‘él a; =

7
\/féf a; per tot sistema a; € A, i€ 1.
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D Procés de Lindenbaum-Tarski

Teorema D.1. Donada la logica proposicional classica Cl = (L,F¢;) i BA la classe
d’algebres de Boole, ambdues amb la constant T definida, tenim que, per tot ¥ U {p} S Fm:

{Wr~T:peXlEgrprT = Xt e

Demostracio. La prova és una demostracié pel contrareciproc, I’anomenat procés de
Lindenbaum-Tarski, que consistira en:

1. Suposem X tf¢; ¢, per ¢ € F'm.

2. Sigui la logica proposicional classica Cl = (L, -¢;), definida sintacticament com hem
vist a la secci6 1.1.1. Definim la relacié 23 de la seglient manera, per ¢, ¥ € F'm:

=1 (2Y) <= YXtrage—>YiXtagv— e

Aquesta relaci6 és una generalitzacié de 'emprada per Tarski, on l'original vindria a
ser un cas particular amb X = ¢, com s’explicita a la memoria del treball.

3. Cal comprovar que 2% és una congruéncia per Fm. De la definicié és practicament
directe veure que 23 és relacié d’equivaléncia. Comprovem ara que, per ¢, € Fm,
si o =9 (OX), llavors —¢ = —p (2X). En aquest cas, tenim que X ¢ ¢ — ¢ i
Y ke Y — @, 1 volem comprovar si X ¢ —¢ — = i 3 e —p — —p. Aplicant el
Teorema de Deduccid, de X ¢; ¢ — 1 en sabem que ¥ U {p} -¢; ¢ i, pel Teorema
de Reduccio a I’Absurd, aixo és equivalent a qué 3 U {p, =1} és -¢j-inconsistent.
Emprant que, a la logica proposicional classica, ¢ és equivalent a ——¢, podem tornar
a aplicar R.A. per veure que es verifica ¥ U {—9} -¢; —¢. Pel T.D. concloem que
Y e —Y — —p. Velem aixi la primera relacié que voliem, i la segona es comprova
de manera analoga.

Ara suposem que @1 = 1 (QX) 1 g =19 (2X), 1 hem d’arribar a qué p1 — @3 =
1 — 9 (2X). Demostrarem la primera relacio, i l’altra es prova de manera semblant.
Podem veure que, aplicant dos cops T.D., tenim que ¥ t¢; (1 — @2) — (Y1 — ¥2)
és equivalent a XU {p1 — p2,¥1} ¢y . Ara, considerant que ¢ — po = —p1 V P9,
i aplicant la propietat de v a I’Esquerra, veiem que el que teniem es verificarda només
si es donen les dues segiients relacions:

{ YU {—p1, Y1} e Y2
YU {p2, U1} e o

Veiem que la primera relacié es verifica, donat que hem suposat > ¢ ¥ —
©1, aixi que, per M.P. tenim ¥ U {—p1,¥1} ¢ ¢1. Com, evidentment, també
Y U {—1,¥1} e —p1, tenim que el conjunt ¥ U {11, —p1} és inconsistent; llavors,
en particular, podem concloure ¥ U {—p1, 91} F¢; ¥2. Quant a la segona expressio,
veiem que també es valida, ja que, aplicant T.D. a la suposici6é X -¢; @2 — 12, tenim
Y U {2} e P2. Per Monotonia, arribem al fet que 3 U {p2, 91} e . Aixi,
hem provat el que voliem i, ajuntant-ho amb tot 'anterior, donat que les iniques
connectives primitives de Cl son — i —, tenim que 2 és congruéncia.

4. Ara hem de veure que l'algebra quocient Fm/QY. és algebra de Boole. Hi ha diverses
maneres d’arribar-hi, i a continuacié en presentarem una de les més senzilles, consistent
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en definir un ordre parcial i comprovar que es verifiquen les condicions d’ésser una
algebra de Boole. Aixi que, primerament, definim a 1’algebra quocient la segiient
relacio, per p/QX, /Q%¥ € Fm/QX:

/AL < Y/QX < X e — .

Vegem que < esta ben definit: siguin ¢’ € p/Q¥ i ¢’ € ¢/QX, volem veure que, si
©/Q% < ¥/Q%, llavors ¢ /QX < ¢'/QX, és a dir, que si X ¢ ¢ — 1, aleshores
Y e ¢ — 1. Per la definicio de QX, sabem que X ¢; o — ¢, ¥ e @ — o,
Y e = Y 1Y e ) — 1), Pel Teorema de Deduccid, com ¥ ¢; ¢ — ¢, tenim
que X U {¢'} ¢ . Sota la suposici6, per Monotonia ¥ U {¢'} ¢ ¢ — 9, i per
M.P. i Tall, ¥ U {¢'} ¢ ¥. Com sabem que X t¢; ¥ — 9’, un altre cop per M.P. i
Tall, podem afirmar que ¥ U {¢'} F¢; ¥'. Finalment, tornant a aplicar T.D., arribem
aqué X ¢ o' — 1, que és l'expressio que buscavem.

Ara cal comprovar que < és un ordre parcial a Fm/QX. Per tot ¢, 1,9 € Fm,
tenim que: evidentment, < sera reflexiva, perqué ja sabem que ¢; ¢ — @ i, per
Monotonia, ¥ ¢ ¢ — ¢. Si tenim ¢/Q¥ < ¢¥/QX 1 /QE < /0%, aleshores
podem afirmar X -¢; ¢ — ¥ 1 X ¢ ¥ — ¢, que, segons la definicié del segon
pas, ens assegura que ¢ = 1 (QX); aixi que < és antisimétrica. D’altra banda, si
©/Q8 < P/Q¥X 1 /08 < 9/Q%, lavors X e ¢ — ¥ 1 X ¢ v — 9. Per T.D.,
sabem que X U {p} ¢ ¥, per Monotonia, 3 U {¢} ¢ ¥ — 9, i, per M.P. i Tall,
tenim ¥ U {¢} F¢; ¥. Novament per T.D., arribem a qué ¥ +¢; ¢ — ¢, amb el que
provem també la transitivitat de <.

Per veure que (Fm/Q%, <) és un reticle faltaria veure que, per tot ¢/Q%,¢/Q¥ €
Fm/Q%, existeix un element infim, que denotarem per ¢/Q% Aqx /O3, 1 un suprem,
©/QY vax ¥/Q%. Com, pel pas 3., sabem que X és una relaci6é de congruéncia,
veiem que I'infim i el suprem existeixen, i son:

©/Q8 Ay P/Q8 = (¢ A 1Y) /Q%;
P/QE vas P/Q8 = (¢ v 1)/Q%.

El reticle (Fm/Q%, <) és equivalent al definit per (F'm/QX, nqx, vax) (vegis el
Teorema C.3 de I’Apéndiz C'). Per comprovar que aquest és acotat només ens cal
apreciar que els elements neutres de F'm/Q%, que anomenarem Ty i Loy, seran:

Tas = T/Q%;
Loy = L/Q%.

On, recordem, hem suposat que al nostre llenguatge existeix la constant T, 1 L sera
1 = —=T. Comprovem facilment que es verifica, per tot p € Fm, o A T = ¢ (QX) i
v v L=¢p (QX), donat que:

Per T.D., sabem que X ¢; o A T > o <= X U {p A T} ¢ o, 1 aix0 tltim esdevé
evident aplicant la propietat de A a I’Esquerra. També, per T.D. i la propietat de A
a la Dreta, tenim que X e p > oA T <= X u{ptFaper T<= XS u{pttay
i X u{p}te T, on aquestes dues darreres expressions son elementalment certes.
L’expressio pv L = ¢ (2X) es comprova de manera similar, considerant les propietats
a Esquerra i Dreta de v, i tenint en compte, també, que ¥ U {L} és un conjunt
inconsistent, ja que valida tant T com | = —T.
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Aixi, hem vist que (Fm/Q%, nos, vas, Las, Tax) és acotat. Per provar que també
és complementat, podem aprofitar novament que 23 és congruéncia, amb el que
sabrem que la funcié complement —qy segiient esta ben definida, per tot ¢ € F'm:

—ax(p/QX) = (—p)/QL.

Veiem sense dificultats que T = ¢ v —¢ (), ja que, d'una banda, -¢; p v —p — T
sempre es verifica, com es pot veure aplicant T.D., i, per Monotonia, tenim que
Y e ¢ v~ — T. D’altra banda, com ja sabem que ¢ ¢ — @i — p =
- Vv e = Vv —p, 1 també tindrem que, per ser instancia de Paxioma (Az1),
Fer v —p — (T — ¢ v —p); llavors, per M.P. i Tall, arribem a qué ¢; T — ¢ v —e.
Un altre cop, per Monotonia, 3 ¢ T — ¢ v —p. De manera semblant, igualment
es pot comprovar que L = A —p (QX).

Comprovant que, per tot ¢,1,9 € F'm, es verifica o v (¥ A ¥) = (e v ) A (p A
9¥) (%), que aplicant el Teorema de Completesa de la logica proposicional resulta
gairebé trivial (tot i que sintacticament no resulta pas immediat), arribem a qué
(Fm/Q%, Aqs, Vas, —ax, Loy, Tax) és distributiu i, finalment, algebra de Boole.

. Seguidament, hem de provar que, per tot ¢ € F'm, ¥ \¢; ¢ si, i només si, p € X/QX.
Implicacié (=): si ¥ ¢ ¢, aplicant T.D. tenim ¥ \ {¢} ¢ ¥ — ¢, per ¢ € ¥, i,
per Monotonia, ¥ ¢; 1 — . D’altra banda, aplicant la instancia de l'axioma (Az1)
Fei v — (p — ), 1 T.D., tenim que X U {1} ¢ ¢ — ¥ 1, per Tall (o, simplement,
perqué hem suposat ¢ € ), ¥ -¢; ¢ — 1. Ajuntant els dos ultims resultats, com
1 € X és arbitraria, veiem que hem provat que ¢ € ¥£/QX. Implicaci6 («<): per tot
v, € F'm tal que X ¢; 9, si suposem ¢ € /0%, tenim que ¢ = ¢ (2X), amb el
que X e — ¥ i3 e v — o; llavors, per T.D. i Tall arribem a qué 3 ¢ .

. Finalment, hem de demostrar que ¥/Q¥ = T/QY = Tqyx. Aix0 es pot veure facilment
considerant que, per tot ¢ € F'm, X ¢; ¢ — T sempre es verifica, i, per T.D.,

YraT—-peXu{Tiray<e Xap;
amb el que podem afirmar que
T/ ={peFm :Xtep—->TiXra T —-e}={peFm:X ¢ ¢}

Analogament, tenim que, aplicant T.D.,

Y/ON ={p/Q% :peX}={peFm: T ¢ —1iXke— p, per e X}
={peFm X u{ptraviXu{v}ic g, perpeX} ={peFm:¥ ¢ p}

Per tant, arribem a qué ¥/QYX = T/QX = Tqox.

Aleshores, pel pas 4., I'algebra quocient Fm/QY és algebra de Boole, i, aplicant el punt 6.
al demostrat a 5., tenim que, per tot ¢ € F'm, ¥ -¢; ¢ si, i només si, p/Q¥ = T/Q¥ = Tos.
Aixi, veiem que, si prenem la projeccié 7 : Fm — Fm/QY. que resulta un homomorfisme
entre les algebres, tenim que {w(v)) : ¥ ¢ ¥} = T/QX = «n(T), perd, recuperant la
suposicio d’'l., ¥ t£¢; ¢, en deduim que w(¢) # Ty = 7m(T). Per tant, estem veient
la implicacio X te o = {¢ ~ T : ¢ € X} ¥pa ¢ ~ T, per tot ¢ € Fm, que, pel
contrareciproc, ens confirma {¢p * T : e L} Ega o & T = X ¢ ¢. A (Teorema 1.58)
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E Resultats auxiliars per demostrar els teoremes de caracteritzacio

Lema E.1. Donat un sistema deductiu S, i K una semantica algebraica per S, amb
equacions definidores § ~ €:

i) Qk(ThS) és un subsemi-reticle complet i compacte de ThK.
ii) K és semantica algebraica equivalent a S, amb equacions definidores § ~ € si, i només

Si, QK(ThS) = ThK.

Demostracio. 1) Sigui ©;, amb i € I, un sistema de K-teories en Qk(ThS). Podem
considerar ©; = QgT;, amb T; € ThS. Com {2k preserva el suprem: \/K QkT; =

el
QK(\/;.SGI T;) = \/?EKI(ThS) QkT;, amb el que tenim que, substituint: \/fel 0, = \/?e'}(ThS) O;.

Per tant, ja hem provat que Qx(ThS) és subsemi-reticle complet de ThK. Ara, que sigui
subsemi-reticle complet ens implicara que cada element compacte de Qg (ThS) en ThS
també sera compacte en Qg (ThS). Aixi, només ens quedara estudiar qué succeeix amb
els elements compactes en Qg (ThS). Suposem © un compacte en Qx(ThS), aleshores,
HkO sera compacte en ThS, perque QxHk® = 0, ja que es verifica la premissa del segon
apartat del Lema 2.32, 1 també sabem que Hk és un isomorfisme entre ThS i Qg (ThS).
Llavors, veiem que HkO és finitament generat. Sigui ¥ un conjunt de férmules finit tal que
generi HcO, de manera que Hk©® = Cng(X). Aleshores, pel primer apartat del Lema 2.51,
tenim que © = QHKO = QxCns(X) = Cnk({6(V) ~ €(V) : ¥ € £}). Per tant, arribem
al fet que la K-teoria © també és finitament generada. Com estem suposant =y finitaria,
tenim que O serd compacte en ThK.

ii) Implicacié (=): suposem que K és semantica algebraica equivalent a S, i sigui A
un sistema de férmules d’equivaléncia. Hem de veure © = Qg HkO, per cada © € ThK.
Per lapartat ii) del Lema 2.32, sabem que QxHk® < O, amb el que només ens queda
comprovar l'altra implicacié. Sigui ¢ ~ 1 € ©. Com hem suposat que K és semantica
algebraica equivalent, tenim que §(A(p,¥)) ~ e(A(p,1)) € ©. De la definicié de Hk,
deduim que A(p, 1) € Hk, per tant, 6(A(p,v)) ~ €(A(p, 1)) € QxHk®O. Tornant a aplicar
que K és semantica algebraica equivalent, arribem a qué ¢ ~ ¢ € Qx Hk©. Aixi, veiem que
O < QxHO i, per tant, QxHk® = O.

Implicaci6 (<): Suposem ara que Qk(ThS) = ThK. Aleshores, pel Lema 2.32 podem
entendre Hyk com linvers de Qk, que és isomorfisme entre ThK a ThS. Prenem ara
O = Cnk({p ~ q}), per p i q dues variables fixes. Com © és finitament generat, és
compacte en ThK. Aixi, també sabem que Hx© serd compacte en ThS, i finitament
generat. Sigui un conjunt finit de formules ¢;(p, ¢, po,-..,pr), amb i € Nii < n, que
generin Hk©, de manera que les variables py, ..., pr son totes les variables diferents de p i
q que ocorren a alguna de les ;. Aplicant els Lemes 2.32 i 2.31, tenim:

O = QxHKO = Cnk({0(pi) ~ €(p;) = i < n}).
Com haviem agafat © = Cnk({p ~ q}), veiem que podem afirmar {§(¢;) ~ €(p;) : i <
n}Ekp=q.
Sigui o una substituci6 tal que deixa p i g fixes, perod porta cada p; a p. Com sabem que
K és estructural, concloem que {§(c(p;)) ~ €(o(p;)) : i < n} Ex o(p) ~ o(q), on tenim
que o(p) ~ o(q) = p ~ q. Aixi, veiem que © < Q[Cns({o(p;) : i < n})]. Siapliquem Hg

als dos costats, tenim que HxO < Cns({o(y;) : i < n}), ja que hem vist que, en aquest
cas, Hyk és I'invers de (k.

Per obtenir 'altra implicacio, Cns({o(p;) : i < n}) S Hk®, apreciem que §(p;) ~
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€(pi) € QxHKO = O per tot i < n. Aixo ens porta que {p ~ q} Exk I(¢i) ~ €(@i).
Si apliquem la substitucié o, que, recordem, manté fixades p i ¢, tindrem {p ~ ¢} =
d(o(pi)) ~ e(o(pi)), és adir, com © = Cnk({p ~ q}) és K-teoria, 6(o(p;)) ~ €(o(pi)) € O,
per tot i < n. Aixi, arribem a qué, o(p;) € HcO per tot i < n. Per tant, hem aconseguit
veure que HxO = Cns({o(y;) : i < n}), 1 aquesta igualtat ens assegura que K és semantica
algebraica de S.

Per veure que K també és semantica algebraica equivalent a S, definim el sistema de
formules A;(p, q) = o(vi) = ¢i(p, ¢, D, --.,p), per i < n. Considerant que © = QxHkO =
QCns({A(p,q)}) = Cnk({0(V) ~ €(I) : 9 € A(p,q)}), ila estructuralitat de =k, advertim
facilment que {p ~ ¢} 9=k I(A(p,q)) ~ €(A(p,q)). A (Lema 2.33)

Lema E.2. Assumint que Qg preserva l'ordre, es verifica:

i) Qrm(Nic; Ti) = (Nies QEmT;, per tot sistema T, i € I, de teories de S, un siste-
ma deductiu. Per tant, Qpm(ThS) = {QpnT : T € ThS} és tancat sota interseccions
arbitraries.

i) oY QrmT) = Qpmo H(T) per tot T € ThS i tota substitucid ezhaustiva o. Per
tant, Qpm(ThS) és tancat sota les inverses de substitucions exhaustives.

Demostracio.

i) Donat que Qpm preserva l'ordre, Qpm ([ ic; Ti) S (i QemT;. L’altra inclusio es
veu també rapidament considerant que ();c; QrmT; és compatible amb (,.; Ti: si (p,9) €
MNicr QemTi 1 ¢ € iy Tir Navors (@, ¥) € QpmT; 1 ¢ € T; per tot i € I; per la definicié de
la relacioé de Leibniz, sabem que cada Qgm1; és compatible amb T;, aixi que tenim que
¢ € T; per tota i € I, que implica que ¢ € (),c; 7;. Com, per definicio, Qpm((;c; i) és la
congruéncia més gran compatible amb (,.; T, tenim (,c; QemTi S Qem(Nie; Th)-

ii) Sigui T € ThS i o una substituci6 exhaustiva. Veiem, primer, que o~} (QpmT) és
congruéncia: com QT és relacié d’equivaléncia, o~ (Qp,T) també ho sera. Suposem
ara {a;,b;y € o7 (QpmT), per tot a;,b; € o~ 1(T) i tot i < m, amb n > 1. Alesho-
res, veiem que {(0(a;),0(b;)) € QmmT. Donat que QT és congruéncia, tenim que,
per tot A € L d’arietat n, (\*™(c(a1),...,0(an)), \F®(a(b1),...,0(by))) € QpmT. Ara,
com sabem que les substitucions mantenen les connectives, les operacions, podem afir-
mar que (c(AF™(a1,...,a,)),c(AF™(by,...,b,))) € QpmT i, per tant, arribem a qué
P (g, an), N (by, ..., by)) € 0 Y (QpmT), amb el que veiem que 0~ (QpmT) és
congrueéncia.

Vegem que també n’és compatible: sigui (¢,%) € 071 (QpmT), ¢ € o~ 1(T). Llavors,
(o(¢),o(¥)) € QemT, i 0(p) € T. Com Qm,T és compatible amb T, llavors també
o(1) € T. Aleshores, tenim que ¥ € o~ '(T). Veiem, per tant, que o ' (QpnT) és
compatible amb 7', amb el que obtenim la primera inclusié o~ (QpmT) S QpmoH(T), ja
que sabem que aquesta tltima és la congruéncia més gran compatible amb o~1(T).

Per provar altra inclusié hem de demostrar que {(o(¢),o(¢)) € QEmT, per tot {(p,¢) €
QrmoH(T). Provem-ho per reducci6 a I’absurd: suposem que existeix una formula 9 amb
una variable p i tal que ¥[o(p)] € T 1 I[o(¢)] ¢ T, o viceversa. Com o és exhaustiva,
podem aplicar el Lema 2.41, amb el que veiem que existeix una formula ¢/, amb una variable
g, tal que o(9'[p/q]) = I[o(v)/p] i o(I'[P/q]) = V[o(¥)/p]. Llavors, ¥'[p/q] € o~ (T)
i ¥'[¢/q] ¢ o~ 1(T). Arribem, per tant, a qué {p,¥) ¢ Qpmo 1(T), ja que, en altre cas,
QrmoH(T) no seria compatible amb o~1(T'). Pero, aixo tltim es contradiu amb la hipotesi
inicial (¢, 1) € Qpmo~H(T), amb el que deduim la inclusié Qpmo (1) S o 1 (QpmT). A
(Lema 2.42)
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Lema E.3. Si Qpy, preserva unions de conjunts dirigits, llavors, Qpm(ThS) = ThK, per
K={Fm/O:0 € Qp,(ThS)}.

Demostracié. Primerament, fixem-nos que considerar que Qgy, preserva unions de
conjunts dirigits implica que Qpy, també preserva lordre, i que Qg (ThS) és tancat sota
unions de conjunts dirigits. Llavors, podem aplicar el Lema 2.42, i afirmar que Qpm (ThS)
és tancat sota interseccions arbitraries i sota les inverses de substitucions exhaustives.

Veiem facilment la primera inclusi6 (S), adonant-nos que cada © € Qg (ThS) és el
nucli de la relacié de la projecciéo de Fm sobre Fm/© € K, amb el que resulta evident que
Qrm (ThS) < ThK, donat que ja hem vist al Lema 2.44 que els nuclis de relacions son
K-teories.

Provem ara l'altra inclusié (2): volem veure que tota K-teoria @, o per ser precisos,
pertany també a Qg (ThS). Suposem primer que ® és finitament generat, llavors verificara
® = Cnk(¥) per algun ¥ < @ finit. Pel Lema 2.44, sabem que ® es pot expressar com la
intersecci6 de nuclis de relacions d’homomorfismes h : Fm — Fm/©, per Fm/0 € K. El
fet que W sigui finitament generat garanteix que tots aquests homomorfismes satisfan la
propietat de la hipotesi del Lema 2.45, i aplicant-lo arribarem on volem:

Suposem ¢ ~ 1 ¢ ®, amb el que sabem que ¥ Hk ¢ ~ 9. Existeix, per tant, algun
homomorfisme h : Fm — Fm/© per algun Fim/0O € K, tal que h(§) = h(n) per cada
E~mne W, perd h(p) # h(y). Com, per suposicio, ¥ i ¢ ~ 1 tenen un nombre finit de
variables, podem considerar que h verifica la propietat del Lema 2.45. Sigui A el nucli de
la relacio d’h. Llavors, ¥ € A i@ ~ 1 ¢ A, i tenim que ® = Cnk(¥) < A, perqué A és
teoria de K. Llavors, podem escriure ¢ com la interseccié d’una familia de A; nuclis de
relacions d’h;, amb h; un homomorfisme per cada ; ~ 1; ¢ ®, per ¢ € I. Pero, aplicant el
Lema 2.45, tenim que cada A; nucli de la relacié d’h; és de la forma o~ !(0), per algun
O € Qpm(ThS) i alguna substituci6 exhaustiva o. Llavors, A; € Qpm (ThS), ja que sabem,
pel segon apartat del Lema 2.42, que Qpm (ThS) és tancat sota les inverses de substitucions
exhaustives, donat que hem vist que Qg preserva lordre. Finalment, ® = (),.; A; també
hi pertanyera a Qpm (ThS), pel fet de ser Qpm (ThS) tancat sota interseccions arbitraries.

Suposem ara que ® és una teoria de K, sense la necessitat de ser finitament generada.
Veiem que podem definir ThF'(®) = {Cnk (V) : ¥ < @, ¥ finit}. Llavors, ® = | JThF(P).
Pero, tenim que ThF(®) és subconjunt de ThK, ja que és finit, amb el que arribem a qué
¢ € Qpm (ThS), perqué ThF(®) és dirigit per la inclusio, i sabem que Qpm (ThS) és tancat
sota unions de conjunts dirigits. Aixi, concloem que ThK € Qg (ThS). A (Lema 2.46)

Lema E.4. Suposem que Q gy, €s injectiu 1 preserva unions de conjunts dirigits. Llavors,
Qpm commuta amb substitucions exhaustives.

Demostracid. Sigui o una substitucié exhaustiva i T una teoria de §. Prenem K =
{Fm/0O € Qpm(ThS)}. Recordem les funcions definides al Lema 2.27 i al Lema 2.29,
respectivament: o5(T") = Cngo(T), 1 ok(0©) = {ok(¢) ~ ok (¥) : ¢ = ¥ € O} = Cnko(O),
per © € ThK. Volem veure que ok (QEm1) = Qrmos(T). Considerem, primer, la inclusié
JK(QFmT) - QFmUS(T):

Ho veurem per reduccié a I’absurd. Sigui (¢, ?) € 0(QpmT’). Com o és exhaustiva, tenim
que existeixen ¢’, 1)’ € Fm tals que ¢ = o(¢') 1 ¢ = o(¢'), i es donara {¢’, ") € QpmT.
Suposem (p, ) ¢ Qrmos(T), amb:

Ip/p] € os(T); Ip/p] ¢ os(T).
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Com o és exhaustiva, aplicant el Lema 2.41, veiem que existeix una férmula 9’ amb una
variable ¢ tal que:

o(I'[¢'/q]) = dlp/p] € o5(T); o(I'[¥'/q]) = O[¢/p] ¢ o5(T).

Llavors,

V¢ /) € o os(T)); I fa) ¢ o (os(T)).

Ajuntant-les, deduim {¢’,¢') ¢ Qpm(c (0s(T))), ja que, per definicio, sabem que
Qrm (07 (0s(T))) ha de ser compatible amb o~ !(o5(T)). Per tant, (¢, 9" ¢ Qpm(T),
arribant, llavors, a una contradiccié. Concloem, aixi, que o(QEmT’) S Qrmos(T) i, d’aqui,
en traiem que ok (QEm7) S QEmos(T).

Veiem ara ’altra inclusio: apreciem primerament que ok (QFm7’) és una teoria de K,
ja que Qg7 ho és i, per definici, la imatge de ox d’una teoria equacional també és
teoria equacional. Per tant, ox(QrmI’) € ThK = Qgm(ThS), per la definicié que hem
fet de K. Aleshores, ok(Q2rmT) = QFmS per a alguna teoria S € ThS. Se segueix que,
com QpmT € 0 ok (QrmT)) = 0 H{QFEmS) = Qpmo1(9), llavors, T < o~1(S), amb el
que podem dir que o(T) € S, perqué sigma és exhaustiva. D’aixd altim, arribem a qué
os(T) < S i, llavors, Qpmos(T) € QrmS = ok (QrmT’), com voliem veure. A (Lema 2.47)
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