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Abstract

The approximation theory is concerned with how functions can best be approximated with
simpler functions, in this work we will focus in approximating functions by polynomials
on one variable.

We will start with the Stone-Weierstrass theorem, one of the firsts in the field which
states that all continuous functions in a closed interval can be approximated uniformly by
polynomials. We will continue with the Miintz-Szész theorem, in which there are added
restrictions in the polynomials, specifically on the degrees of the monomials. Once we have
seen this theorem, we will see differents extensions and variations of the same, beginning
by the so called full Miintz-Sasz theorem which considers all possible behaviours of the
monomials degrees and the corresponding version for the Lebesgue space of functions.
Finally, we will see a theorem that can be considered equivalent to the Weierstrass theorem
but in the complex domain, the Runge’s theorem.

Resum

La teoria de I'aproximacié estudia com algunes funcions poden ser aproximades per altres
més simples. En aquest treball ens centrarem en ’aproximacié de funcions per polinomis
en una variable.

Comengarem amb el teorema de Stone-Weierstrass, un dels primers en el camp i que
ens diu que tota funcié continua en un interval tancat pot ser aproximada per polinomis.
Continuarem amb el teorema de Miintz-Szasz, el qual afegeix restriccions en els polinomis,
concretament en els graus dels monomis. Un cop vist aquest teorema veurem diferents
extensions i variacions del mateix, comengant per I’anomenat teorema de Miintz-Szész
complet que considera més possibles comportaments dels graus dels polinomis i després
veurem la versio per a funcions de Lebesgue. Per acabar, veurem el que seria una versié
equivalent al teorema de Weierstrass pero per a funcions holomorfes en el pla complex, el
teorema de Runge.
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1 Introduccio

En Matematiques és molt freqiient ’estudi d’objectes molt complexos, és a dir, dificil
comprensié o manipulacid, que podrien fer ballar el cap de més d’un, és per aix0 que hi
ha un gran interes en buscar elements més senzills els quals puguin assimilar-se tant com
es desitgi als elements complexos i ens facilitin 'estudi i la manipulacio.

Un exemple d’objecte complex podria ser el conjunt de les funcions, on n’hi podem
intuir una gran quantitat i de ben diverses. A partir d’aquest conjunt i l'interes acabat
de mencionar la pregunta és natural, podem aproximar totes les funcions a partir de les
funcions més senzilles que coneixem, els polinomis?

Només comencar el grau ja ens van presentar els polinomis de Taylor els quals ens
permeten aproximar a qualsevol funcié de classe C*° al voltant d’un punt. Aquest resultat
em va semblar d’alldo més sorprenent, pero en aquell moment no vaig ser conscient que amb
el que ens havien explicat, realment no podia aproximar ni totes les funcions continues,
menys encara, ni les C* en un interval qualsevol, clarament altres funcions més generals
com les integrables encara quedaven molt lluny.

Una mica més avancgat el grau ja ens van presentar i demostrar el teorema d’apro-
ximacié de Weierstrass o Stone-Weierstrass, demostrat per Karl Weierstrass el 1885 i
simplificada el 1937 per Marshall H. Stone. Aquest teorema, ampliament conegut, ens
diu que tota funcié continua en un interval tancat pot ser aproximada uniformement per
una successié de polinomis.

Aquest teorema va ser la llavor que al 1912 va portar Serguei Bernstein a plantejar en
el International Congress of Mathematicians de Cambringe quina havia de ser la condicié
que havia de satisfer una successié de nombres reals {\,}, positius per tal que l'espai
de les combinacions lineals finites {t**},, fos dens en I’espai de les funcions continues en
Iinterval [0, 1], és a dir, si hi havia alguna condicié que ens permetés prescindir d’alguns
monomis i poder continuar aproximant les funcions continues reals en un interval tancat.

La resposta va arribar el 1914 de part de Herman Miintz, i dos anys més tard Otto
Szasz va acabar de completar la prova del teorema que actualment es coneix com el
teorema de Miintz-Szdsz el qual enuncia que si la successié {\, },, és creixent, per tal que
el conjunt de les combinacions lineals finites de

L he s
sigui dens en el l'espai de les funcions continues en linterval [0,1] han de complir la

seglient condicié:
oo
>3,
— =0
A
n=0""

De fet aquest enunciat és un si i només si. Una interpretacié que podriem donar a aquesta
condicid és que ens ve a dir que la quantitat de polinomis ha de ser molt gran, que s’han
d’acumular a oo molt lentament, i clarament queda descartat que amb un nombre finit
en tinguem prou.

Aquest és el primer gran resultat que veurem en aquest treball. A part de l'interes
intrinsec del teorema, la propia demostracié té una bellesa especial, ja que per tal de
poder arribar al nostre resultat d’analisi real haurem de fer un cami que tan passara per
I'analisi funcional amb els teoremes de Hahn-Banach i el de representacié Riesz com per
I’analisi complexa amb els resultats de Blaschke sobre els zeros de funcions holomorfes.



Un cop enunciat i demostrat el teorema que denotarem com a classic de Miintz-Szész,
enunciarem la versié més general del teorema de Miintz-Szasz la qual recull tots els com-
portaments que podrien tenir la successié de nombres reals positius que corresponen als
graus dels polinomis.

Tornant a la motivacié inicial de l'aproximacié, un pot replantejar-se la pregunta
sobre l’aproximacié de funcions amb polinomis reemplacant les funcions continues per
les funcions integrables en I'interval [0, 1]. Concretament ens preguntem quina ha de ser
la condicié de la successié {\,}, amb A, > —1/p que ens permeti aproximar totes les
funcions dels espais LP([0,1]). En aquest treball veurem que la condicié és la segiient,
una petita variacié de la anterior:

i An+1/p _
(A +1/p)? +1

n=0

El teorema que enuncia aquest resultat va ser demostrat per Peter Borwein i Tamaés
Erdély. Durant la redaccié del treball vam notar que hi havia un error en el cas L!([0, 1]),
i que aquest apareix en tota la literatura. I és que en aquesta primera publicacié [3] de
la demostracié van cometre un error. Aquest error pero, va ser solucionat més endavant
fent alguna modificacid i restringint algunes condicions per Tamés Erdélyi i William B.
Johnson en la publicacié [6] on també van incloure altres correccions i resultats auxiliars
que complementaven la primera publicacio.

Fins al moment només ens hem centrat en I’analisi real i funcional pero, simultaniament
en el treball, hem anat afegint resultats addicionals sempre i quan fos possible estendre
els teoremes anteriors al cos dels complexes. Tot i aixo, per finalitzar el treball hem
afegit un dels que es podrien considerar els teoremes analegs en 'analisi complexa sobre
I’aproximacié de funcions amb polinomis, el teorema de Runge, el qual segueix en la
linia d’aproximar o expressar funcions, en aquest cas holomorfes, en un compacte per
successions de polinomis o funcions racionals.

Estructura

En aquesta mateixa seccié introductoria comencgarem el contingut matematic amb el teo-
rema de Weierstrass, el qual, com ja hem comentat, és un dels primers resultats sobre la
teoria d’aproximacié amb polinomis.

Seguidament, per tal que el treball sigui autocontingut dedicarem dues seccions a
introduir tots els conceptes i resultats que més endavant necessitarem per tal de demostrar
els teoremes principals. La seccié 2 esta dedicada a l’analisi funcional la qual conté un
seguit de definicions, les desigualtats de Jensen, Holder i Minkowski demostrades i els
teoremes de Hahn-Banach i el de representacié de Riesz enunciats. En 'altra secci6 de
preliminars, la seccié 3, trobareu els resultats corresponents a l’analisi complexa, d’on
destacarem la férmula de Jensen i la condici6 i teorema de Blaschke.

A la secci6 4 presentarem i demostrarem el teorema principal del treball, el teorema de
Miintz-Szasz. Primerament, en la subseccié 4.1 veurem la versié classica i en la secci 4.2
la versi6 completa. En la seccié 5 seguirem amb el mateix teorema pero amb les versions
per a funcions integrables en l'interval [0, 1].

Finalment, en la seccié 6 veurem el teorema de Runge amb dos resultats previs per a
la seva demostracio.



1.1 El teorema d’aproximaciéo de Weierstrass

Comencem enunciant i demostrant el Teorema d’aproximacié de Weierstrass un dels pri-
mers sobre 'aproximacié de funcions mitjancant polinomis i el que inicia la motivacié
d’aquest treball:

Teorema 1.1. Sigui f una aplicacié continua en un interval tancat, és a dir, f € Cla,b]
on a,b € R. Aleshores hi ha una successid de polinomis {pn}n que convergeizen unifor-
mement a f en |a, b

Demostracié: Primer de tot veiem que és equivalent considerar que f € C10,1] i que

f(0)=f(1)=0.

Per a canviar I'interval, podem considerar el canvi z + 7=. Per a ’altra condicié definim:

g(x) = f(z) = f(0) —z(f(1) - f(O)),

on clarament g € C[0,1], g(0) = g(1) =0ilaresta f —g = p és un polinomii f =p+g.
Per tant, si tenim una successié ¢, de polinomis que convergeix uniformement en [0,1] a
g, aleshores g, + p és també una successié de polinomis que convergeix a f.

Un cop vist que podem considerar f € C[0, 1] tal que f(0) = f(1) = 0, estenem f a tot R
definint f =0 en R\ [0,1]. Observem que f és uniformement continua en R.

Per n € N, definim Q,, = ¢, (1 — 2%)", on ¢, és una constant que compleix:

/_11Qn(x) dr =1

Aquesta condicié implica que ¢, < y/n.
Per tal de comprovar aquesta desigualtat considerem la funcié h(z) = (1 — 22)" — 1 + na?
i com és creixent a x > 0 tenim que (1 — 22)” > 1 — nz?. Per tant:

1 1 1
/ (1—x2)"daﬁ—2/(1—x2)"da¢22/(1—nx2)da;
-1 0 0

1 3 1+
v 23 v 4 1
22/ 1 — nz? dx:[2x—] > >

Per 0 < z <1 definim P,(x) = f_llf(x +6)Qn(t)dt. Tusant que f =0en R\ [0,1] i el
canvi de variable ©w = z + t tenim:
1—x

1
_ /_lf(x+t)Qn(t) dt= [ flz+8)Qu(t)dt

/f )Qn(u—x)d /f (1— (u—x)*)"du

On acabem veient que P,(x) és un polinomi. Ara falta veure que P, convergeix unifor-
mement a f en [0, 1]:
Com f és uniformement continua en R tenim que donat € > 0, existeix 0 < d < 1 tal que:

lz—yl <0 = |f(z) = fly)] <e/2

Per tant, com f_ll Qn(t)dt =1 tenim:
Pue) = 1) = | [ s+ 0@ttt 1) [ @utera

3



1 1
- '/_1(f(:v—|—t) — f(2))Qn(t) dt’ < /_1 (x4 1) — f(2)|Qn(t) dt

= [ a0 —s@IQuod + [ e - s

s<|tl<1
Del primer sumand tenim |z +t — x| = |t| < 0, per tant:

e c 1 c
/t|<5'f(“t>f<x>|¢?n(t>dt <o Qua < 2/_1Qn(t)dt:2

2 Jipj<s
Pel segon sumand, considerem M = sup|f(z) > 01icom ¢, </nid <|t| <1 tenim:
Qn(t) = cn(1 =t < /n(1 — 63"

Per l’altra banda:

[ e+t -s@iuea < aavaa -2y [ a
<|t|<1

s<l<1

£

Com /n(1 — §%)" — 0 quan n — oo, tenim ng tal que /n(l — 6%)" < £ i seguint les
desigualtats anteriors:

<AMy/n(1 - 63" <

| ™

Finalment ajuntant els dos sumands hem obtingut:
€

[Pa(2) = (@) < 5 + 5

Es a dir, que P, convergeix uniformement a f en [0,1] O

1.1.1 Les convolucions en el teorema de Weierstrass

En aquesta demostracié del teorema de Weierstrass s’han utilitzat les convolucions sense
especificar-ho, és per aix0 que hi dedicarem una petita seccié per tal de definir-les i
comentar algunes de les seves propietats.

Definicié 1.2. Donades dues funcions f, g € L*(R), es defineiz la convolucié d’aquestes
com:

(fxg)(z) = flz —t)g(t)dt

Lema 1.3. Siguin f,g,h € L*(R) i c € R, aleshores:

i) frg=gxf

W) fx(g+h)=[fxg+fxh
iii) (cf)xg=c(f*g)=f*/(cg)
w) (fxg)xh=[x(gxh)



Totes aquestes propietats son facilment demostrables aplicant canvis de variables o les
propietats basiques de la integracio.

Una de les principals caracteristiques de les convolucions és que al convolucionar dues
funcions, la resultat manté la millor de les condicions/propietats de les dues. Per exemple,
siguin f € L' i g € C3, la funcié f * g resultant sera C3.

Aquesta caracteristica es demostra facilment gracies a la commutativitat de les convolu-
cions.

Anem a veure el resultat general que s’ha emprat per dur a terme la demostracié del
teorema de Weierstrass:

Teorema 1.4. Sigui g,(x) una successié de funcions tal que:
i). V¥n €N, gn(x) >0, g, € LY(R)
ii). Vn, fjoooo gn(z)dr =1,

i11). Y6 >0, Ve > 0, Ing tal que f|m‘>5 |gn(2)|dx < & Yn > nyg.

Sigui f € C(R) uniformement continua i acotada, aleshores g, €s una aproximacid a
la identitat, és a dir la convolucid (g, * f) convergeiz uniformement a f.

Demostracid: Per veure que la convolucié convergeix uniformement cap a f hem de
veure que per a qualsevol z € R

[(gn * f)(@) = fz)] =0

Utilitzant la condicié i) que han de complir g, (z) i propietats dels moduls obtenim:

Kmﬂfx@—fmnzL[Zgawﬂm—w—fuMq/

—0o0

oo

gn(t)dt‘

—o0 |>8

:Um%mqm—wamw¢{ﬁd%@uu—w—ﬂmﬁ+ﬁ o (1) (f (1) — ()t

§A<J%@mﬂ$—ﬂ—f@Wﬁ+/‘|%ﬁMﬂz_g_ﬂ@ut

[t|>5
Com f és continua, del primer sumand tenim que per a qualsevol € > 0 existeix J tal
que si |t| < 8, |f(x —t) — f(z)] < e. Per laltra banda per ii) tenim la desigualtat
f‘t|<5 lgn(t)] < 1, per tant

[ lon@liste =0~ folde < =
[t]<é
Per a l'altre sumand, com f és acotada i f € L*°(I) i la condicié i)
/ gn(O[|f (z — 1) = f(2)]dt < HfHLOO(R)/ |gn ()]t < el f]| oo r)
[t|>6 |t|>6

Ajuntant les acotacions obtingudes de ambdés sumands i definint M = || f|| ;) obtenim
que per a tota x € I

[(gn * ) (@) = f(@)] < (1+ M)e

Tal i com voliem veure. O

Un cop vist i demostrat el resultat, podem apreciar que en la demostracié del teorema
de Weierstrass, els polinomis @, (x) sén un cas particular de les g,(x) del teorema 1.4.



1.2 Notacié
En algunes demostracions seran emprats alguns simbols I'is dels quals no esta generalit-

zat, és per aix0 que a continuacié farem alguns aclariments sobre aquests:

Notacié 1. Farem s del simbol < per a la segiient relacié d’ordre:
A<B < 3C talque A<CB

on C' pot variar.

Notacié 2. Farem s de Uezpressid (t" 122,423 ) sempre que volguem fer referéncia
al conjunt generat mitjancant combinacions lineals pels elements t) 72 %3,



2 Preliminars d’analisi funcional

En aquesta seccié esmentarem tots els conceptes i resultats sobre ’analisi funcional que
necessitarem al llarg del treball.

Definicié 2.1. Sigui E un espai vectorial (complex o real) normat, és a dir, cada x € E
té associat un nombre real no negatiu ||x|| anomenat norma que compleix:

(1) [l +yll < flzll + lyll,

(i) ||lax|| = |all|z|| siz € X i a és un escalar,

(iii) ||z]| = 0 implica x = 0.

Si a més l’espai normat és complet, és a dir, tota successio de Cauchy és convergent,

diem que l’espai X és un espai de Banach.

Definicié 2.2. Sigui A una aplicacid lineal entre X iY espais normats, aleshores definim
la seva morma com:

[A ()]
]

Si|| A ||< oo, aleshores anomenem A una aplicacid lineal acotada o equivalentment,
una aplicacio lineal i continua

||AH:sup{ :xEX,ﬂ:;éO}

Definicié 2.3. Sigui 1 < p < o0 i (S,%,u) un espai mesurable, amb p una mesura
complexa, definim la p-norma d’una funcié com:

11l = ( / !f\pdu)p

Aleshores, podem definir els espais de Lebesgue LP(S, ) com lespai de les funcions
mesurables tals que la seva p-norma és finita.

Teorema 2.4. (Hahn-Banach) Sigui E un espai normat, M C E un subespai de E,
1 f una aplicacio lineal acotada en M, aleshores f admet una extensid acotada F tal que

1EI = 1171

Definicié 2.5. Sigui E un espai vectorial, definim I’ espai dual de E com :
E' ={p: E — C| p lineal i continua}

Definicié 2.6. El suport d’una mesura p de Borel és
supp(p) = {x € X |V Ny, pu(Ny) >0}

on N, és un entorn de x.

Definicié 2.7. Siguin, p, u— dues mesures, tals que supp(p+)Nsupp(p—) és un conjunt
de mesura 0, donat un conjunt A definim la mesura real o amb signe u(A) com

1(A) = pt(4) — p—(A4)

Donades dues mesures reals jiq, tp, definim la mesura complexa d’un conjunt A com

1(A) = pa(A) + i pp(A)



Definicié 2.8. Siguin p,q € [1,00] dos exponents tals que %—l—% =1, aleshores direm que
p i q son erponents conjugats.

Definicié 2.9. Sigui ¢ : R — R una funcio real, aleshores diem que és convexa en un
interval (a,b) on —oo < a < b < 400 si

e((T =Nz + Ay) < (1= Nep(z) + Ap(y)

és certa sempre que a < x < b, a <y <b, 10 <A< 1. Equivalentment podem considerar
que una funcié €s convexa sempre i quan

p(t) = o(s) _ pu) = @(t)
t—s - u—t

sempre que a < s <t <u<b

Teorema 2.10. Desigualtat de Jensen. Sigui (X, M, u) on p és una mesura proba-
bilistica u(X) = 1. Si f : X — (a,b) és una funcié de L'(u) i o : (a,b) — R és una

funcio conveza, llavors
so</ fdu> S/(swf)du
X X

Demostracid: Siguit = [ fdp. I Aleshores a <t < b, on a,b € RU{—o0,+0c0}. Sigui
5 el suprem dels quocients de la segona condicié en la definicié 2.9, aleshores tenim

w(s) > p(t) + B(s — 1), a<s<b

passant tot a la dreta i substituint s per f(x) ens queda que per tota x € X

p(f(2)) —@(t) = B(f(x) —1) = 0

Com ¢ és convexa aix0 implica que també és continua, aixi doncs ¢ o f és mesurable.
Integrem ambdds costats observant que t és una constant:

/ (o(f(@) —o(t) — B @) — ) du>0

[ oo s@an = [ au-pi( [ s [ an) =0

substituint t pel seu valor i aplicant que la mesura és probabilistica aconseguim finalment
la desigualtat que volem provar

[ ees@an—o( [ san) -5 ( [ s@an- [ s@an) =
@(/deu>—<p</xfdu)zo

Teorema 2.11. Desigualtat de Hoélder. Siguin (X, M, pn) un espai de mesura, con-
siderem f,g : X — [0,00] dues funcions mesurables i p,q € (0,00) exponents conjugats.

Aleshores A
/fgdu< </ f”du> (/ngdu>q

Per a p=q =2 la desigualtat de Hélder s’anomena desigualtat de Schwarz

O



Demostracio: Per tal de veure el resultat farem s de la segiient desigualtat, que
és coneguda com la desigualtat generalitzada entre la mitjana geometrica i la mitjana

aritmetica:
at/Ppl/e < . b
p q

Aquesta desigualtat és una conseqiiencia directa de la desigualtat de Jensen considerant
X ={a,b}ip= %(5(1 + %55, on J, és la delta de Dirac, i prenent f(x) = log(x) i ¢(x) = €*
com a funcié convexa. Aleshores tenim:

[ fin= [ FGa 28 = @)+ o) = Slog(a) + < log(h) = log(a!78!/7)

i per acabar apliquem la desigualtat de Jensen

90/ fduzal/pbl/qé/<p0f(15a+15b):/ <1da+155>=a+b
X X p q X \P q p g

Un cop vista aquesta desigualtat, tenim que si f =00 g = 0 g.p.t. aleshores tenim 0 < 0.
Si cap de les dues és nulla, definim , A = [, fPdu > 01 B = [ g%p > 0. Apliquem la
desigualtat anterior amb a = fP/A i b= g?/B, tenim

f9 P g
O< drpia =pat 4B

Si integrem tenim

1 1 1 A B
< du<— | fP+— [ ¢'=—+-—F5=1
O—Al/pBl/q/ng “—pA/Xf +qB/Xg PA+CIB

Per tant ja hem obtingut el resultat que voliem:
1/p 1/q
/fgduéAl/”Bl/qz </ fpdu> </ quu)
T X X

Teorema 2.12. Siguin (S1, 1) i (S, pe) dues mesures o-finites, i F' : S1 x So — R una
funcio mesurable. Aleshores la desigualtat de Minkowski per integrals és la segiient:

.

Demostracid: Sense perdua de generalitat suposarem que F' > 0. També, observem
que el cas p = 1 és una reformulacié del teorema de Tonelli, per tant, suposem que p > 1
i definim G(y) = [, s, F(z,y)dpa(z). Aleshores, calculem la seva norma p-essima

O

pwmfmsé(&wmwwmmf%mw

/Fwwmm
S1

1612010y = /32 (/51 F(w,y)dm(»’v))pdm(y) = /52 (/Sl F(x,y)dm(x)G(y)“) dpia(y)

Com les integrals sén positives, apliquem Tonelli i canviem ’ordre d’integracié

= /S1 ( ., F(w,y)G(y)p‘ldm(y)) dp (z)



Apliquem Holder a la integral interior amb ¢ conjugat de p (% = %)

</ (f 2 FloPda) ) " ( [ ”i‘”—?”)] e

(/52 F(z, y)pdug(y)> v (el

bS]

1/p
( F(fﬂ,y)pduz(y)> dyus (2)
Sa

:/Sl

Si |G H’i;ldul < oo passant dividint a Iexpressié inicial ja tenim el resultat que volem
veure

din(z) = |G /

S1

belll
91— e =
G L
P L/p 1/p
= (/ (/ F(ﬂc,y)d,ul(x)) dm(y)) S/ ( \F(x,y)!pd,ug(y))
SZ Sl Sl S2
Sien canvi tenim que ”GH};l = 00, escollim unes seqiiencies monotones de conjunts

A, C 511 B, CS5; tals que

A, C An+17 UAn =51, Ml(An) < 00

By, C Bm+17 UBm = 527 ,UQ(Bm) < o0

i per qualsevol k € N definim f; = min{f, k}. Aleshores la seglient desigualtat és certa
ja que les mesures de A,, i B, sén finites i f; esta acotada superiorment

(L o)) ) < [ ([ i) o)

Per acabar la demostracid, primer fem el limit quan k£ tendeix a infinit ja que fr — f si
k — oo, aixi obtenint

</B (/Am f <xvy>dm<rv>)pdn<y>)l/p <[ (/ n If(x,y)lpdu(y))l/p dn ().

seguidament fent el limit quan n — oo (B,, — S2) i acabem fent el 1imit de la expressié
quan m — o0,(A,, — S1) on en ambdds limits es manté la desigualtat gracies a que les
successions sén monotones, obtenint aixi finalment el resultat desitjat. O

A continuacié escriurem una versié del teorema de representacié de Riesz que carac-
teritza el dual de l'espai de les aplicacions continues a [0, 1].

Teorema 2.13. Sigui E l’espai de vectorial de les funcions continues a 'interval [0, 1] amb
la norma del suprem, és a dir E = (C°([0,1]), ]| - ||) on ||f]| = SUpgeo,1) |/ (z)|. Observem
que tenim un espai de Banach. Aleshores, donada una forma lineal i acotada ® € E’, hi
ha una Unica mesura complexa i, tal que

1
B(f) = /0 fdu

A més, es compleir que:

[o(HIF < |pl(E)
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Un cop enunciada aquesta versié del teorema de Riesz, veurem ’equivalent pero per a
espais LP:

Teorema 2.14. Suposem 1 < p < oo 1 sigui ¢ € R tal que %+ L — 1. Si tenim
g € LY(A, ) podem considerar l'aplicacio Ay : LP(A, ) — C definida com

A () = [ fadn
A
Aleshores Ay defineiz una forma lineal i continua en LP(A, ).

Demostracié: Primer de tot veurem que A és lineal.
Per les propietats de les integrals és immediat veure que A és lineal, siguin f,h € LP(A, u)
ia,bek:

A(af+bh):/

(af +th)gdn=a [ fgdu-b | hgdu=ah(H)+ A
A A A

Ara hem de veure que A és una aplicacié continua, que és equivalent a que veure que és

acotada:
1/p 1/q
8y(f)] = ’/Afgdu‘ < [istgan < ([ rran) " ([ an)

On hem utilitzat la desigualtat de Holder, utilitzant que [|g||; = ||g||4 acabem obtenint

[Ag(F) < I fllpllglly < oo
Jaque fe LP(Ayu)ige LYA, ). O
El reciproc d’aquest teorema també és cert, per tant, tenim que l'espai dual de LP(A, u)

es pot identificar amb LY(A, i), on p i ¢ sén exponents conjugats, a continuacié enunciarem
aquest teorema pero no en donarem la demostracié.

Teorema 2.15. Suposem 1 < p < co. Si A és una forma lineal sobre LP(A, 1), aleshores
existeir una unica g € LY(A, ) tal que A = A,.
Sip = oo el resultat no és cert.

Definicié 2.16. Donada una funcid f € LP((0,00)) podem definir l’operador de Hardy
H : LP((0,00)) — LP ((0,00)) com

Teorema 2.17. Siguip > 11 f:(0,4+00) = R tal que f € LP(0,+00), aleshores si H és
loperador de Hardy, H(f) € LP(0,+00), a més

IEDlp < 2171

Demostracio: Primer de tot observem que, fent el canvi t=sx, obtenim la segiient

igualtat .
1 xX
$/0 f(t)dt—/o f(xzs)ds

11



i per tant tenim la segiient expressié de || H(f)||, a la qual li aplicarem la desigualtat de

Minkowski 2.12
1 p 1/p 1 - "
/ fles)ds dm) é/ </ |f(x8)|pda:> ds
0 ; ;

IHlp = < / ~
= [ ([ ) V- /() i ([ irwra) ;

_ b
= 72l
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3 Preliminars d’analisi complexa
Com en la seccié anterior, en aquesta esmentarem tots els conceptes i resultats sobre
I’analisi complexa que necessitarem al llarg del treball.
1 2 i
Lema 3.1. 5- [~ log|1 — ¢|df = 0.

Demostracio: Considerem ©Q = {z|Rez < 1}. Com z — 1 mai s’anul-la en i el
conjunt és homoleg a 0 podem considerar la tinica determinacié del logaritme h(z) tal que

eosl® = 2 —1 i h(0)=0.

Observem que Reh(z) = log |1 — 2| i [Imh(z)| < 5.
Sigui § > 0 molt petita, definim el cami

[(t) =e (6§ <t <2m—90)

Definim també ~ I’arc circular de centre 1 i que va de €? a e~ per Uinterior del disc unitat.

Figura 1: Cami.

Aplicant la definicié d’integral de linia veiem que

1 d 1 2m—0 g ZGdQ 1 2m—4 )
h(z)%E = h(ei?) X / h(ei®)dg
4

27 Jr z  2mi Js e T 2r
1 27—4§ "
= — log(1 — ¢")d#
o s og(l —e")

1 27—§ 0 i 27—§ 0
= — log |1l — €"|df + — Im (log(1l—e*")df
5 [ ol etlan s oo [ Tm (o1 — )0
Si només ens quedem amb la part real acabem obtenint:

log |1 — €|df = Re [1 / h(z)dz}
2mi Jr

T z

1 27—0
2m Js

Com h(0) =0 i el cami 7 va en sentit contrari del cami I" aplicant la férmula de Cauchy
tenim la segiient igualtat

Re [;m/rh(Z)cﬂ = Re [glm/vh(z)iz]



La longitud de v és mes petita que wd. D’aqui podem veure que el valor absolut de la
integral és menor que Cdlog(3), per comprovar-ho usarem la notacié z(t) = 1 + de’.

1 dz 1 [0 L dt

‘Re |:2m/yh<2)2:| = |Re 27”/@(5) h(Z(t))Z (t)%
1 b0 Lo |set|dt
< — log(1 — (1 By
< 5 [, 1Bt = (e8I

Observem que podem considerar % <1-6<|2(t)] <140 < 2iper tant utilitzant el
que hem observat anteriorment sobre la part real i imaginaria de h(z) i que < 1

b(5) |
’Re [1, / h(z)dz] < / log (8¢t dt
27i ), z T Ja(s)

b(3) , T 1
< 05/ ‘log |6e™| + 5 dt < C62|log(d)] = C'Slog (5>
a(%)

i per tant quan J tendeix cap a 0 la integral també i per tant, podem concloure que
L [T log |1 — ¢|df = 0. O

Teorema 3.2. Suposem Q = D(0, R), una funcié holomorfa f € H(Y), f(0) #0, 0 <
r <R, iai,.. ay sin els zeros de f en D(0,r), repetits tenint en compte la multiplicitat.

Aleshores
N r 1 vy 9
O oy =ew{ 7 [ rslseian]

Aquesta igualtat és coneguda com la formula de Jensen.
Prenent logaritmes a cada costat de la igualtat tenim una la segiient formula equivalent:

N
r 1 (" i
oz |0+ Y tog 1 = 5 [ log | f(re)ap
n=1 n

—T

Demostracié: Sigui b € C tal que |b| < 1 aleshores I’aplicacié 2% va del disc unitat

1-bz
2 - 7’
al disc unitat i els elements de la frontera van a la frontera. Per tant Tréiia,i;‘) és una

aplicacié que envia elements de D(0,7) a D(0,r).
Ordenem els zeros de la funcié de tal manera que ay, ag, ..., an, sén del disc D(0,7) i que

|@m+1| = ... = |an| = r. Considerem ara la segiient aplicacié:
T — Gz a
o2 =16 [T s T (31)
n=1 n n=m+1 "

Aquesta aplicacié g és holomorfa en D(0,r + €) per algun € > 0 i no té cap zero en
D(0,r + ¢). Per tant, log |g(z)| és una funcié harmonica i tenim que

logl9(0) = 5 [ loglg(re™)las (32)

—Tr

Per al definicié de g tenim que

91 = £ ] ﬁ (3.3)
n=1 n



Per a la part dreta, tenim que el modul dels |a,| = r per m < n < N i per tant a, = €.

Per tant:

log|g(an)| =log|g(re™)| = log|f(re™)| + > log|—5——|
n=m-+1
| N | (3.4)
=log|f(re”)[+ Y log|l —e'?=0)|
n=m++1

Per tant, substituint Iexpressié |g(0)| de (3.3) a Pexpressié (3.2) i log|g(re®)| també
aplicant el lema 3.1 que ens diu que la integral del logaritme de g és igual a la integral
del logaritme de f, obtenim la segona versié de la igualtat de Jensen. O

Observacié 3.3. Hem d’evitar confondre la férmula de Jensen, acabada de definir i de
demostrar, amb la desigualtat de Jensen (Teorema 2.10) ja que tot i tenir noms molt
similars i haver estat presentades i demostrades per la mateixa persona, Johan Jensen,
cadascuna és ben diferent, ja que una pertany a ’ambit de 1’analisi funcional i I'altra al
de 'analisi complexa.

Definicié 3.4. Sigui {ap }nen una successio de nombres complezxos, definim la condicio

de Blaschke com: -
> (1= lan) <
n=1

Teorema 3.5. Sigui f una funcid holomorfa acotada en el disc unitat, f € H>®(D),
siguin Z(f) = {an}tnen els zeros de f, aleshores Z(f) compleix la condicié de Blaschke

2 one1 (1= Jan]) < oo

Demostracid: Per tal de fer aquesta demostracié considerarem, sense pérdua de gene-
ralitat, que f(0) # 0 ja que en cas contrari, prendriem g(z) = z~™ f(z) on m és l'ordre
dels zeros de l'origen i g té exactament els mateixos zeros que f excepte ’origen.

Sigui 0 < r < 1 i k el nombre de zeros de f al disc D(0,r), aleshores per la férmula de
Jensen, teorema 3.5, tenim que

log | £(0) \+Zlog — [ log|f(re)|ds

—Tr

Com f és acotada, tenim que |f(re®)| < || f(re?)||ooi per tant, prenem C > 0 tal que

1 ™ . 1 ™ .
or [ tolste®ido < o [ gl fre) = €

2m -7 -7

Llavors ens queda la condicio

log | (O ]+Zlog—<0 = Zlog— < oo = Zlog

’an’

Finalment per acabar la prova hem de veure que

Z log —

oo
<oo<:>21—]an|<oo

’an’ n=1
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Considerem el quocient de les funcions respectives a les series i prenem el limit aplicant
I"Hopital:

log &
lim 8r _ 1
r—=11—r

Per tant, pel criteri de comparacié de series tenim la equivaléncia i per tant queda de-
mostrat el teorema. O

Comentari 3.6. El seglient teorema d’aquesta seccié enuncia que el reciproc també és
cert i que es demostra mitjancant els productes de Blaschke, pel proposit d’aquest treball
no és necessari i per tant no en veurem la prova.

Teorema 3.7. Si a, és uns seqiiencia en D tal que a, # 0 i que compleizen la condicié
de Blaschke Y .2 | (1 — |ay]) < oo, sigui k € N,i el producte de Blaschke per z € D

[ee]
_ H —z |an|
i (1 —ap)zy
aleshores B € H*® i els zeros de B son unicament els punts de la successio a, i el 0 si
k>0
Corol-lari 3.8. Sigui f € H>*(D), si ay,az,as, ... son zeros de f enD, i si > (1 —|ay|) =

0o. aleshores f(z) = 0 per tota z € D.

Demostracié: Hem vist que la condicié de Blaschke (3 (1 — |ay|) < 00) és necessaria
per tal que a1, as,as, ... siguin els zeros de qualsevol funcié holomorfa i acotada, per tant
si f no compleix la condicié de Blaschke, ha de ser necessariament zero. O

Teorema 3.9. (Teorema de Morera) Sigui Q C C obert i f € C(2), aleshores f € C(2)
si1 només si [or f(2)dz =0 per a tot T C Q tancat.

Demostracid: Aquest resultat s’ha vist a ’assignatura d’analisi complexa de tercer
curs.

Definicié 3.10. Sigui R : C — C una aplicacié del pla complex, diem que és racional si
es pot expressar com

on P i Q) son polinomis
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4 Teorema de Miintz-Szasz en C([0, 1])

Comengarem els nostres resultats sobre 'aproximacié de funcions continues a partir de
polinomis en 'interval [0, 1] amb el teorema de Miintz-Szdsz, primer comencarem amb la
proposada inicialment i anomenada el teorema classic de Miintz-Szasz, i seguirem amb la
versié més general del mateix.

4.1 El teorema classic de Muntz-Szasz

Amb ’ajuda dels resultats vistos als preliminars, ja podem enunciar i demostrar el primer
teorema sobre l’aproximacié de funcions continues en [0, 1] amb polinomis, el teorema
classic de Miintz-Széasz.

Teorema 4.1. Suposem 0 < A\ < Ay < A3 < ... i sigui X la clausura en C([0,1]) del
conjunt de les combinacions finites de les funcions

1,07, 72 ¢

i) si > - = oo, aleshores X = C(I
An
(i) si ) /\%L <00, i A& {\}, A #0, aleshores X no conté la funcid t*.

Abans de comencar amb la demostracié farem uns petits comentaris sobre el conjunt
{An}n 1 un petit resultat que se’n deriva.

Comentari 4.2. Observem que per a tota n > 0, tenim que A, > 0, aquesta condicié és
necessaria si el que volem és aproximar funcions de C([0, 1]), ja que sind, tots els monomis
amb grau negatiu no serien continus en ¢ = 0 i estarfem aproximant funcions continues
amb algunes que no ho sén, i aixo no és possible.

Comentari 4.3. En el teorema de Miintz-Szész (el classic i el que veurem més endavant)
considerarem sempre Ao = 0. En cas contrari, no podriem obtenir les funcions constants
diferents de 0 o les que no passen per 'origen.

Per l'altra banda, tenim que amb la successié {A\,}5%, és a dir, sense N\g = 0, i
complint que ) ﬁ = 0o podem aproximar totes les funcions continues de f € C[0, 1] tals
que f(0) = 0. Veiem-ho en forma de lema.

Lema 4.4. Sigui {\,}52, una successio de nombres reals tal que
D<M < <A<

Vespai X = (1,47 172 1%} és dens en C([0,1]), si i només si

(e e, ) =Y, Y ={fec(0,1]): f(0) = 0}

Demostracié: Sigui f € C[0,1] tal que f(0) = 0, aleshores existeix una successié de
polinomis {p,} de la forma
o0
b= apt
i=0

on a; indica el coeficient del monomi i-essim del polinomi n-éssim, tals que

lim pn(t) = f(t)

n—00
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Observem que p,(0) = ag. Com f(0) = 01 p, convergeix uniformement a f en particular
convergeix puntualment i per tant ha de complir que

lim p,(0) = lim aj =0
n—o0 n—oo

Es per aixo que considerarem la successié de polinomis {Pn(t)}n on pp(t) = pn(t) —ag, ja
que
lim n(t) = 1 pa(t) — all = lim pa(t) — lim afl = () — 0 = (1)
n— 00 n— 00 n—00

n—o0

Per tant, hem vist que si 0 ¢ {\,}, podem aproximar a totes les funcions continues en
[0, 1] tals que f(0) = 0.

Veiem el reciproc, és a dir, si (tM, 22, ..} densen Y, aleshores X = (1,tM 22 %3 )
és dens en C([0, 1]).

Sigui f(z) € C([0,1]), aleshores definim

Clarament ¢g(0) = 0 i conseglientment g(z) € Y, el que implica que existeix una successié
de polinomis {p,}, C Y tal que
g (x) = lim p,

n—o0

sumant f(0) a ambdds costats tenim
F(2) = g(@) + F(0) = lim p + £(0)

obtenint el resultat que voliem, ja que si p, € (t*,t*2,¢*3 ..} aleshores p,, € X i f(0) € X
i per consegiient tota funcié f € C([0,1]) es pot aproximar per polinomis de X. O

Acabats els comentaris previs, ens disposem a demostrar el teorema classic de Miintz-
Szész, la qual seguira I’esquema que es veu en el llibre de Rudin [1].

Demostracio: Comencem amb el resultat (i):
Suposem que X # C(I). Aleshores existeix ¢ € C(I) tal que ¢ ¢ X. Considerem:

Y={f+Xo|fEX, NeR}

Definim ara ’aplicacié:
AY >R, A(f+Ap) =)

Veiem que és lineal. Siguin f,g € X i A\, u,a € R, aleshores
Afa(f +Ap) + (9 + pp)) = Al(af +9) + (ad + p)¢)
Observem que af + g € X i que Alaf +aX) =aXi A(g+ pu) = p 1 per consegiient
Aa(f+Xp) + (g+ pp)) = aX+ p = Aaf +aX) + Alg + p) =

Veiem ara que és acotada. Volem comprovar que

HAU+A@H:$m A
1+ Al 1f+ Aell

§ < o0
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Com ¢ ¢ X i X és un espai tancat, aleshores existeix una bola de radi 6 > 0 de centre ¢
que no interseca amb X. Observem que si f € X aleshores —% f € X itenim que

1
o= (~57)1>3

1
OIAL < AL+l = lf + Agl

multiplicant per A obtenim

Ara que ja hem vist que X és lineal i acotada podem aplicar el teorema de Hahn-Banach
(teorema 2.4) dels preliminars d’analisi funcional. Gracias a aquest sabem que existeix
una extensié acotada A : C(I) — R de A tal que Ajx =01 A(p) = A(p) = 1.

Observem que A€ C(I)', pel teorema de Riesz 2.13, sabem que el dual esta determinat
per les mesures, i per tant existeix una mesura complexa p tal que

1 1
/godu—l i /fdu—O VfeX
0 0

En particular tenim que per tota n

1
/ tMdp =0
0

F(z) = /01 t*dp

Primer de tot observem que és continua en el semipla dret

Definim F: C — C :

Q= {z|Re(z) > 0}

Observem que podem expressar

1 1
/ t*dp = / #1980 dyu(t)
0 0

Observem que quan t — 0 el limit de integral és 0, en la resta de casos veiem que és un
composicié de funcions continues amb ’exponencial, per tant és continua.

Per veure que també és holomorfa primer veurem que F'(z) és integrable, sigui z = z+iy
amb 2 > 010 <t <1 aleshores |[t*| = t* < 1 aixi que

1 1 1
wwwﬁ/ﬁwk/MWWSjlw—l
0 0 0

Gracies a la integrabilitat de F'(z) podem usar Fubini i comprovar que donat qualsevol
T C  tancat, la integral sobre la frontera de T" és nul-la:

/8T F(z)dz = /8T (/Oltzdu(t)> dz = /01 </8T tzdz> du(t) = /01 0du(t) =0

Comentem que |, o t°d = 0 pel teorema de Cauchy.
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Un cop vist aixd podem aplicar el teorema de Morera 3.9 i obtenim que F'(z) és holo-
morfa, al ser també acotada tenim que F € H.

Definim la funcié T : D —
14z

C1—2z
que envia el disc unitat al semipla dret, com 71" és una bijeccié holomorfa entre aquests
dos conjunts, podem definir la seva amb inversa 771 : Q — D

T(z)

z—1
z+1

T7Hz) =

que envia el semipla dret al disc unitat.
Definim g : D — Q

g(z):FoT(z):F<1+Z>

1—=2
1

An—
An+1

Aleshores g € H* i si considerem a, = Tfl(/\n) = estem traslladant els zeros )\,

de F' al disc unitat.

Primer de tot observem que si la successié {\, },, tingués algun punt d’acumulacié dins
del domini, aleshores automaticament g(z) seria nul-la, ja que si els zeros de les funcions
holomorfes tenen algun punt d’acumulacid, vam veure a ’assignatura d’analisi complexa
que la funcié aleshores és identicament zero.

Per tant, al ser {\,, },, una successi6 estrictament creixent, només ens falta veure el cas
que la successio tendeixi a infinit i comprovar si es compleix la condicié de Blaschke amb
els zeros a,, de g.

Si A, — oo aleshores existeix un m € N tal que A\, > 1, és per aix0 que tenim

S0l <Y 0=t = Y (1= ) - X (1-555)

n=0 n=m n=m

n:m)\n+1

Pel Corol-lari 3.5, g = 0 en tots els possibles casos i, per tant, també f = 0, en particular,
f s’anul-la en totes les z =k on k=0,1,2,3,... , és a dir

1
/ t*du(t) =0

0

Aixo implica que la integral de tots els monomis t* amb k € N (incloent el monomi 1) és
nul-la i per tant també la de tots els polinomis, ja que sén combinacions lineals d’aquests.
Només ens falta veure que la integral de ¢ ¢ X que haviem suposat inicialment que valia
1 també s’anul-la.

Com ¢ € C(I), pel teorema d’aproximacié de Weierstrass 1.1, vist a la introducci6,
tenim que existeix una successié de polinomis { P, (t)},, que convergeix uniformement a ¢,
és a dir, limy, oo Pp(t) = . Utilitzant que la convergencia és uniforme i que les integrals
dels polinomis sén nul-les tenim les segilients igualtats:

1 1 1
/ edu(t) = / lim P,(t)du(t) = lim [ P,(t)du(t) =0
0 0

n—oQ n—o0 0
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Es a dir, hem arribat a contradiccié al suposar que podria haver alguna ¢ € C(I) \ X i
per tant podem concloure que X = C(I). Donem per finalitzada la primera part de la
demostracio.

Seguim amb el segon resultat (ii):
En aquest cas volem construir una mesura p en I tal que la funcié f(z) = |, ptPdu(t)
sigui holomorfa en {z|Re(z) > —1}, i que els seus unics zeros siguin a 0, )\1, A2, .... Pel
teorema de Riesz 2.13 , amb aquesta construccid, obtindrem una forma del dual de X que
s’anul-lara en t* sempre que A # 0 0 A & {\,}.
Per comencar a construir la mesura, primer creem una funcié f(z) els zeros de la qual
siguin {\, }:

fz) = 2+z3H2+A + 2z
Observem que Q(i’/{;i)z =1- Qif\;’:iz, aleshores:
o o0 o0
A\ — 2) 2242 2242
L l-——— "<& Y log(l-—"T"—)<
g2+An+z g 24 M tz) T;Og 2+ t+z)

2242
n=1 2+, +z2

Per tant, com partim de la hipotesi que Z < 0. La serie és convergent sempre que
z# —Ap — 2, Vn.

Aix{ doncs tenim que f(z) és una funcié meromorfa a tot C amb pols en z = —2 i en
z=—Ap —

Per criteri de comparaci6 de series, tenim que el sumatori es finit si )2 < oo0.

Pero si només considerem el semipla Re(z) > —1 observem que cap dels pols hi pertany
i per tant la funcié és holomorfa en aquesta regi6. Si Re(z) > —1 es compleix que
|z] < |2+ 23, amés, si A\, — z > 0 tenim

M —2<24A+2z<+— —-1<z
en canvi, si A\, — z < 0 tenim
Z2—A <24\ +tz<= -1,

per tant, com el denominador sempre és positiu tenim |\, — z| < |24+ X+ z|, és a dir, en
aquest mateix semipla tenim que |f(2)| < 1.

El factor (24 2)3 ens assegura que la restriccié de f a Re(z) = —1 és L',
—
I
R
-1
y
,_/

Figura 2: Cami a.
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Fixem z tal que Re(z) > —1 i considerem la férmula de Cauchy de f(z) pel cami
tancat « representat en la figura anterior, el qual consisteix en el semicercle I' de centre
-liradi R,on R > 1+|z|,quevade —1 —iR a —1+iR i el segment vy que va de —1 +ir
a—1—1R,.

f(Z):l_/af(w)dw— ! /Ff(w)dw—i- ! /Wf(w)dw

w—2z omi ), w— 2
En el cas de I" tenim que

R

P S o = I

W —Zz

R

L de’<1/
r

2m Jrw — 2 — 2mi

Per tant quan R — oo

z) = i fw) dw = Lo Mds Re(z —1
i) / / (Re(z) > 1)

w—z om oo —l+is—2

Observem que
1

1
—_— = 2 dt R -1
142 —is /0 (Re(z) > —1)

aplicant Fubini podem reescriure f(z) com

1

+oo 1 ) 1 1 +o0 ]
1@ ==51 /O tzwf(—1+z's)dtds:—27r/o /OO #705 F(—1 4 is)dsdt

1 1 —+o0 )
:/ t* {/ f(—1+z's)t‘“ds}dt
0 27 —00

anomenem a la part interior de les claus h(t):

I

. 1 “+o00 '
h(t) (=1 +is)t™"ds = 2/ f(—=1+ is)e*”log(t)ds
™ — o

:% .

Veiem que h(z) és continua, és a dir volem veure que:

1 [t ;
h(tp) = lim / f(=1+41is)t™*ds

t=to 2 J_

Anteriorment hem vist que |f(2)] < 11 que també |¢t~*| ja que t € [0, 1], per tant tenim
que \fj;o f(=141is)t7"| < 1, per tant, pel teorema de convergéncia dominada podem
entrar el limit dins la integral:
1 [t
h(tp) = lim — f

) 1 +oo )
- P\ Je — T : - - \p—iS
fm oo | (=1 +is)t™"%ds 5 /_OO lim f(—1+4is)t™"*ds

0o t—to

—islog(t)

Icom f éscontinuait™ =e també ho és tenim que

1 [T i 1 [t i
o | lim f(—1+is)t ds:%/ f(=141is)ty**ds = h(to)

0o t—to oo

amb el que acabem de veure que h(t) és continua i pels mateixos arguments acabats
d’utilitzar de cotes, h(t) també és acotada.
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Finalment hem vist que h(t) és una funcié densitat i aleshores, h(t)dt, és una mesura, si
anomenem du(t) = h(t)dt hem obtingut finalment la mesura que buscavem:

1
1) = [ Fdute)
O

Comentari 4.5. Aquest teorema es pot estendre als complexos sempre que Re()\,,) > 0,
i la condicié que hauran de complir haura de ser la mateixa que per als reals, que la
condicié de Blaschke sigui divergent, tot i que a diferéncia del cas anterior aquesta no es
podra simplificar res més enlla que el sumatori que hem definit ala definicié 3.3, és per
aix0 que a continuacié enunciarem el segiient resultat en forma de teorema.

Teorema 4.6. Sigui {\;}, tal que \; € C i Re); > 0, aleshores

(Lth 22, ) = C([0,1])
A — 1\
Ap + 1 -

4.2 Teorema de Miintz-Szasz complet en C(]0, 1])

81 1 nomes st

SIS

n=0

En I'apartat anterior hem vist el teorema classic de Miintz-Szasz 4.1 el qual deixa encara
moltes preguntes per contestar, una de les quals seria, que passa si la successié { A, }, no
és creixent i s’acumula en el 07 Podria ser que en aquest cas també puguem aproximar
a totes les funcions de C([0,1])? La resposta a aquestes preguntes i d’altres similars
que sorgeixen de possibles comportament de la successié {A,}, ens les dona el teorema
complet de Miintz-Szész.

Teorema 4.7. Sigui {\,}n uns successié de diferents nombres reals positius, sigui X la
clausura en C([0,1]) del conjunt de combinacions finites de les funcions

1, M, 2 s

aleshores X és dens en C([0,1]) si i només si

> -
RALEENEN
A+

Demostracio: Primer de tot considerarem els comportaments de la successié en 4 casos
diferents:

2. Titmys o0 Ay = 0.
3. {\w}={an}U{B,}, amb a,, - 01 B, - ¢

4.{\,} té un punt d’acumulaci6 en (0, +00).

Aquests quatre casos ens inclouen tots els comportaments possibles de {\,},, 1 per
tant, els anirem demostrant per separat, de fet, el primer no sera necessari fer-ne la prova
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ja que és el cas del teorema classic i del quart tampoc ja que, també en la prova del
teorema classic, hem vist que si la successio té un punt d’acumulacid, automaticament la
funcié F(z) definida usant el teorema de Hahn-Banach 2.4 i el teorema de Riesz 2.13 és
idéenticament 0.

(2) Comencem doncs amb el segon cas, és a dir, que la nostra successié { Ay, },, compleix

lim A\, =0

n—-+o00
Primer de tot veurem que si es compleix que, Y > A, = 00, aleshores X = C(I).

La demostracié d’aquest apartat del teorema és identica a la del primer resultat del
teorema de Mintz-Szész 4.1, exceptuant la part on comprovem la condicié de Blaschke
per als zeros a,, de la funcié ¢ = F' o T. Recordem que la funcié F' ’haviem definit usant
la mesura dp i suposant que f s’anulla en tots els polinomis de [0, 1] que no pertanyien
en X.

En aquest cas, com la serie s’acumula en el 0, ha d’existir un ng tal que per a tot
n > ng aleshores A\, < 1 i, per tant, i”;l < 0 quan n > ng. Considerem a continuacié la
condicié de Blaschke:

i(l—\an!)z i(l_mn\): i (1_‘2;10

n=0 n=ng n=ng
> Ap — 1 2\,
=2 (1- 1) A+ 1
n=ng n + n=ngo n +

Observem que podem acotar el denominador entre dues constants, concretament 1 i 2, ja
que si n > ng Ay € (0,1) i per tant tenim que

SETPE IV
2 A+ 1 1
n=ng n=ng n=ng
1 aleshores
St e Y M
00 00
=ng n=ng

I com teniem com a hipotesi que "7 A, = 00, també tenim fo_no )\2)3?1 = 00 obtenint
- - n

de nou que la funcié g i conseqiientment f son identicament 0 i repetint idénticament
I’argument de la prova anterior acabem aquest cas.

Abans de seguir amb la resta, observem que no hem utilitzat la condicié de I’enunciat
fe'e) A\ . . s , o0 o . e
Y ico Py 7 = 00, sin6 que només hem usat que ) 2, A\, = oo, condicié completament
diferent a la que haviem usat en el teorema classic de Miintz-Szasz 4.1, concretament hem

vist que:

La successi6 {\,}n ha de ser estrictament creixent i complir que Y00 ;s = oo, on

— n
ens podriem trobar que s’acumul-la en qualsevol punt de la recta real positiu diferent del
zero o en 'infinit, o en el cas de no ser creixent, hauria d’acumular-se en el 0 i complir

que > o7 o Ap = 00.

Aquestes dos casos es poden fusionar en una sola condicié, que és que la segiient serie

] . P .
=
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Que aquesta serie divergeixi recull totes les opcions anteriors ja que si A,, — oo, aleshores

Isi A, — 0, pel mateix argument usat en el Teorema 5.1 usant I’acotacié del denominador

obtenim

SN

Zl+/\2 <oo(:>2)\ < o0

n=0 n=0
Acabem aixi I'incis respecte les condicions que han de complir {\,}, depenent del seu
comportament quan n — oo per a que X sigui dens en C([0, 1]).

Continuem amb el reciproc en el cas A, — 0 quan n — oo.Volem veure que si X és

dens en C([0, 1]) aleshores s’ha de complir que ) ;% /\2>‘+1 00, és a dir, volem veure

oo
A
Y <o, i AE{}=1t"¢X
— X\ 41
=0

Igual que en la implicacié anterior a demostracié d’aquest resultat és practicament
identica a la de la segona part del teorema classic de Miintz-Szész (Teorema 4.1), només
que farem petites variacions en la funcié f(z) definida a Re(z) > 0 depenent del compor-
tament de la successi6 {\,}.
Considerem el cas 2, és a dir lim;,_, 4o Ay, = 0 1 la nova f(2):

1) = 2+Z3H)\ +z

clarament aquesta funcié s’anul-la sempre que z = A,.

Anem a comprovar que el productori és convergent:

D I~ 2\ > 2An
A _TT (1 log (1
15+ }:Il At 2 <00 & ) log mtz) =

n=1

Pel criteri de comparacié de series tenim que el sumatori és finit si > 7, (Zi’\;j ) < 00,

com A\, — 0,1\, > 0 la condicié > ;2 0/\2+1

tant com tenim el denominador acotat per z tenim

B () < 5 (2)

< 00 és equivalent a que > °g A, < oo i per

Ara només ens falta veure que la funcié f segueix sent acotada.

Observem que el numerador del productori és el calcul de la distancia entre z i les
An, en canvi, el denominador és la distancia entre z i —\, al ser z > 0, la distancia
entre qualsevol A, sera sempre menor que amb la de la seva oposada, per tant tenim que
[An — 2| < |An + z|- Fem una petita exemplificacié grafica
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z
|z -2
)-ﬂ

|z+24]

Figura 3: Desigualtat grafiques

An—2
An+2z

Es a dir, en Re(z) > 0 sempre tindrem que < 11 per tant, f és holomorfa i

acotada en Re(z) > 0.
Un cop vist aixo0, la resta de la demostracié és idéntica a la del Teorema 4.1

Passem a demostrar el cas (3):
Veiem primer que si es compleix que Z?io )\2’\—;1
([0, 1]).
Si la nostra successié és {\n} = {an} U{B,}, amb ay, — 01 3, — oo, podem expressar la

= 00, aleshores (1,1, A2, ...) és dens en

condicié y ;2 )\2 ‘7 = 0o com:
oo o o o o
Ai @i Bi 1
= + =00 < a; + — =0

Per tant, tenim que com a minim un dels dos sumatoris no ha de ser convergent, és a dir,
aplicant els casos anteriors tenim que (1,#*#*2,...) és dens en C([0, 1]).

Veiem la implicacié contréria sigui {\n} = {an} U{Bn}, amb o, —» 01 5, — 00,
aleshores si A ¢ {\,} 1) .7, )\QH < oo tenim que t* ¢ X.
Igual que en els casos anteriors, hem de construir una funcié f(z) que s’anul-li en tota A,,.
Com sabem que {\,} = {am} U {B}, amb a,, — 01 3, — oo definim la nostra funcié
f:Q—1[0,1] on Q = {z [ C|Re(z) > 0 de la segiient manera.

B z i Bn — 2 oz —ap,
i) = (Z+2)3£02+ﬂn+zlg)z+an

Clarament aquesta funcié s’anul-la en tots els valors de la successié {\,} i com en els
casos previs hem vist que ambdds productoris sén finits i acotats, el producte d’aquests
també ho és. Per tant, tenim que aquesta nova f esta ben definida i és acotada, per tant
ja hem acabat la demostracié perque el que segueix és identic que en el cas del Teorema
4.1. O
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5 Teorema de Miintz-Szasz complet per L”([0,1]).

Tal i com hem mencionat a la introduccié és natural preguntar-se que passa amb altres
funcions que no han de perque ser continues seccid, és per aix0d que enunciarem i demos-
trarem el resultat equivalent del teorema complet de Miintz-Szdsz per espais LP([0,1])
amb 1 < p < oo.

Observem que ometem el cas p = oo, en el qual no es compleix el teorema, aixo és
degut a que volem aproximar amb funcions continues (polinomis) funcions acotades amb
la norma del suprem, i aixo no és possible. Veiem-ho en forma de lema.

Lema 5.1. Sigui {\,}, una successié de nombres reals, aleshores, el conjunt (1,t* 122 ...)
mai podra ser dens en L>([0,1]).

Demostracid: Si tenim que una successié de funcions continues és convergent amb la
norma del suprem, aleshores la convergencia és uniforme i per tant la funcié resultant
també ha de ser continua, en canvi, ’espai de les funcions acotades conté moltes funcions
no continues, com per exemple podria ser el cas de la segiient funcié:

ra={] % s

st 1<z

O

A continuacié ens disposem a veure el resultat equivalent del teorema complet de
Miintz-Szasz a LP([0, 1]), tot i que per qliestions técniques que comentarem més endavant
anirem veient-lo desglossat per parts.

. . .z )\z+*

Comencem veient en forma de teorema la direccié on suposem que » .2 m
i que aleshores tenim que els polinomis de grau A, sén densos en LP([0,1]) per a tota
0<p<4oo.

=0

Teorema 5.2. Sigui 1 < p < 00. i {A\p}n, amb A\, > —% Vn, una successio de nombres
reals tals que

< N+l
> EraEis
it )P+l

aleshores, el conjunt de combinacions finites de les funcions

1,tM, 22 s
és dens en LP([0,1]).

Demostracio: Estem suposant que

o0

— (A +1/p

de manera que, seguint els mateixos arguments que en la demostracié del teorema de
Miintz-Szasz classic (Teorema 4.1), amb el teorema de Hahn-Banach (Teorema 2.4) i els
teoremes 2.14 i 2.15 (I’equivalent al teorema de Riesz 2.13 pero per espais LP), el conjunt
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(t* tM ..} no és dens en L'(]0,1]) si i només si existeix una funcié h € L>([0,1]) no
nul-la tal que V2

1
/ tNh(t)dt = 0
0

seguint amb el guié de la demostracié del teorema classic, definim

F(z) = /0 1 2 h(t)dt

en la regi6 Q = {z € C|Re(z) > —1}.

Per a continuar, com en el cas complet del teorema de Miintz-Szasz, diferenciarem el
comportament de {\,},, en els quatre casos possibles:

1. {A\n} té un punt d’acumulaci6 en (—%, +00).

2. limpy 400 Ap = 00 .

3. limyyy00 A = —1/p.

4. {\} ={an} U{Bn}, amb a,, » —1/pi B, — 0.

(1) La successio tingui un punt d’acumulacid més gran de -1/p. En aquest cas, com
F(z) és una funcié holomorfa, els zeros de la qual, tenen un punt d’acumulacid, con-
seglientment obtenim que és identicament 0.

(2) La successié s’acumula a l'infinit. En aquest cas considerarem la regi6
Q' = {z € C|Re(z) > 0}

definim la funcié T : D —

14z

e

com T és una bijeccié holomorfa entre aquests dos conjunts podem definir la seva amb
inversa 771 : Q' — D

T(z)

z—1
T'(z) =
(2) z+1
Definim g : D — €
(5)= FoT(z) = F [ 112
e = N 11—z

Comprovem que efectivament g(z) és integrable i per tant holomorfa

1 1
9(2)] = / t<1+z>/<1—z>h<t>dt's / $RECE/ A=) (1) dt < (|| 1 0.y < o0
0

0

Acabem de comprovar que g és acotada i analitica en el disc unitat.

Com que A\, — oo ha d’existir un ng tal que A, > 0, si considerem a,, = i"ﬁ per a
n

tota n > ng tenim, per construccié de g i F', que

g(an) =F(M\,) =0

per tant, hem de veure que no es compleix la condicié de Blaschke per als zeros de g, és
a dir
A+11)

n=0
28




i pel corol-lari 3.8 tindrem que g = f = 0. Comprovem-ho, com A, — oo

(- () - () -2 )

n=0 n=no n=no n=ngo

Com hem suposat que 4 Mtl/P oo i estem en el cas An — 00 aleshores existeix

>\n+1/p)2+1)
un ng € N tal que A, > 1, és per aix0 que tenim

=0 & — =00
Z(An+1/p)2+1 ZAnJrl/p
i observant que
1 1 1
— <Y ———— ==Y —— =
ZAnJrl Z)\n—l—l/p > Z/\n+1 o
Es a dir, la condicié de Blaschke també és divergent i consegiientment F'(z) = 0.

(3) La successio s’acumula en -1/p. En aquest cas definirem ¢g : D(1 —1/p,1) — C,
on D(1 — %, 1) és el dir el disc de radi 1 centrat en —1/p.

9(2) = (2 +1/p)°*F(2 + 1~ 1/p)

Veiem que esta ben definida

2 ! pRe(z) e ! q Ha 2 1 e
19(2)] < |2+ 1/p| t dt |h(®)|%dt ) =2+ 1/p| A ()l
0 0 pr + 1

Observem que aquesta funcié podria no estar acotada en z = —1/p, pero tenim que g
esta definida en un conjunt acotat, per tant, pel principi del maxim d’analisi complexa,
el maxim s’assoleix a la frontera, per consegiient, en tenim prou estudiant un entorn de
z = —1/p a la frontera.

En aquest entorn de -1/p els punts z = x + iy formen una corba parabolica que podem
expressar com x = Cy? — 1/p tal i com ho podem observar en el dibuix inferior.

x=(&%J4p

pl o x

Figura 4: Entorn de -1/p en el disc.
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i per tant, retornant a la cota que haviem calculat de g(z) tenim:

(z+1/p)* +y? (Y —1p+1/p)? P 41
lg(2)] < B(Co? —1/p) - L) 1h(t)]lq = (P(Cy — L))o 17(8)]lq
02y4 +y2
= Gy IOlg <o

Si fem el limit quan y — 0, que és quan z — —1/p i podia haver la singularitat, tenim

[1~(8)lq
Cl

que la cota tendeix cap a , aixi doncs, hem vist que g(z) és acotada en el disc.

Com ara tenim una funci6 definida en el disc unitat podem comprovar si es compleix la
condicié de Blaschke. Observem abans que a,, = A,, +1/p —1 s6n els zeros de g obtinguts
al traslladar \,, al disc

Sabem que la successié {\, },, s’acumula en -1/p, aixi doncs, existeix un ng tal que per
a tota n > ng es compleix que A\, < 0, per tant com les )\, € R tenim

Y—lan)) = Y (A —laa) =D (I4an) =Y 1+A-1+1/p
n=0 n=ng n=ng n=ng
> An +1/p
522;)A Mt ji: (An +1/p)?

Conseglientment hem vist, pel corol-lari del teorema de Blaschke 3.8 i 3.5, que g i per
tant també F' sén ideénticament 0.

Finalment considerem I'iltim cas:

(4) La successio s’acumula tan en el -1/p com a co. Aquest comportament és equi-
valent a que {\,} = {a,} U{B,}, amb a,, — —1/p i B, — oo i per tant la condici6 de
divergencia es poden reinterpretar com

oo

M+1l/p 7 s I
%(Awl/p)ﬂ Oo{:)Zaz Up_ooo;&H/p_

=1

Per tant, aplicant el cas (3) a {a;}; enel casque ) .2 a;+1/p =00 o el cas (2) en {B;}:
siy oy m = oo obtenim el resultat desitjat.

Havent finalitzat aquest darrer cas (4) podem donar per acabada la prova en una
direcci6 del teorema de Miintz-Szasz per espais de Lebesgue.

O

Seguirem veient el reciproc d’aquest mateix teorema que acabem de demostrar pero
només en el cas p = 1:

Teorema 5.3. Sigui {\,}n, amb A\, > —1 Vn, una successié de nombres reals, i el
conjunt de combinacions finites de les funcions

e s
és dens en L'([0,1]) aleshores
Ai +1
N+ 1)241
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Demostracid: Anomenem X a 'espai de les combinacions lineals de les t* i suposem
que X és dens en L1(]0,1]).

Fixem un enter no negatiu m. Per € > 0, escollim un polinomi p € X de la forma
p(t) = aoth® + a1t + ... on p; € {A\,}n tal que

[t —pHLl([o,l]) <e
definim la funcié

a(t) = /0 p(s)ds

Que clarament pertany a (Pt M+l ) Usant la desigualtat anterior tenim
’ gm+1 t
= sup —/p‘é (tm—p)‘
e(lo.1) m+1Jo

t 1
3/ |tm—p|s/ "yl <&
0 0

Es a dir, per cada enter m positiu podem trobar un element de (t)‘0+1,t)‘1+1,...> tal

tm+1
m+1 q

t

H tm—i—l

m—l—l

— < g, i pel teorema d’aproximacié de Weierstrass 1.1 sabem que
els polinomis sén densos en C([0,1]), aixi que (1,t*+1 tM+l ) 45 dens en C([0,1]).
Finalment, aplicant el teorema complet de Miintz-Szasz (Teorema 5.3) podem concloure

substituint els A, per A\; + 1 en la condici6 necessaria en C([0, 1]) que

que ‘

o0

/\—|—1
)\—1—1

1=

Obtenint aixi la condicié desitjada. O

Ara ja quasi tenim totes les eines per tal d’acabar demostrar el teorema de Miintz-Szész
en LP([0,1]), només ens falta un lema:

Lema 5.4. Sigui {pn}n una successié de nombres reals positius, tals que el conjunt

(g =t/ gpz=t/r

és dens en L"([0,1]). Aleshores, per s > r, l'espai

(ti—1/s gpa=l/s |y
és dens en L*(]0,1]) @ (1,tM1 t#2,...) és dens en C([0,1]).

Demostracié: Considerem 'espai A = <t”1_1/ roghe—1/ ",...) 1 els espais de funcions
X =L"(]0,1]) i Y = L*([0, 1]).
El nostre objectiu és construir un operador lineal que anomenarem J entre els espais X
iY tal que J(X) sigui dens en Y i per tant observem que també obtindrem que J(A) és
dens en Y.
Considerem 'operador J : L"([0,1]) — L*(]0,1])

0 = [ oian,  reol, ¢ e 1(0,1)
0
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1 1 _
on;—%—;—l.

Per tal que sigui lineal hem de veure que 'operador és acotat en L*([0, 1]).
A continuacié comencgarem usant la desigualtat de Holder amb una h que definirem una
mica més tard i per fer la notacié una mica menys farragosa, definirem a = % + %
Comencem considerant la norma de 'operador elevada a s i fem alguna petita modificacié

[l o] = [l foof = [ (s fLoto)

apliquem la desigualtat de Holder amb p = ** i el seu conjugat, ¢ = %:

s

L r-a)str—s)/ (r=s)fr o] g NS0/ gt s(r/s)\ */"
< T—)S\r—S)/T -
< ([rermerre) | Gr) s
Tractarem primer el segon factor, simplificant tenim
1 1 s(r/s) pt s(r/s) 111 ft r
[lGr) T [ewad = [|3 [ o] = el < clo;
o [\1 0 o ItJo

Per tant, tenim que

r\ S/T
) < gl

</01 1/0t<p(u)du

per l'altra banda ens falta comprovar que

1 (r—s)/r
</ t(l/ra)s(rs)/r) < 00
0

hem d’assegurar-nos que I'exponent de ¢ és més gran que -1, primer veiem una expressié
més clara de I’exponent

1 1 1 sl:— 2—1—1—1 o " :_(T—1)5+T:_1_ rs
r r s h r s r—8 r—s r—5

rs TS
> -1 <=
r—3S rT—35

-1- >0

I com per hipotesi tenim que s > r > 0 aquesta desigualtat és certa. Per tant ja hem vist
que l'operador J esta acotat al haver comprovat que els dos factors de la desigualtat de
Hoélder estan acotats.

Per cada n € N definim la funcié ¢, (t) := (n + & + L)ttV/s=Ur per t € [0,1] .
Observem que 9, € L"([0,1])

HwnH?:/Ol
1
-

i que també compleix (Ji,)(t) = t™, aquesta igualtat es veu facilment integrant i usant
que % + L =1

r

T

(Tl+ l + l)thrl/sfl/r
r s

T

1 1
n+—+-

1
/ |t|nr+r/s—1 S/ ClnrJrr/sfl < 00
r S 0
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Com a partir d’elements de X mitjancant 'operador 7" podem obtenir qualsevol poli-
nomi, pel teorema d’aproximacié de Weierstrass 1.1 podem concloure que el conjunt J(X)
és dens en L5([0,1])

Per veure que (1,t# t#2 ...} és dens en C([0,1]), considerem un altre operador lineal
J: L"(]0,1]) — C([0,1])

(o)1) = 1" /0 pu)du, te (0,1, (Jp)0)=0

Amb ¢ € L"([0,1]) i 7’ conjugada de r. Repetint 'argument de la primera part del lema
podem concloure que el conjunt (1,t#1 ¢#2 ...) és dens en C([0,1]). O

Ara ja podem enunciar i demostrar I'altim resultat per a tenir la versié completa per
LP([0,1]) amb p > 1:
Teorema 5.5. Sigui 1 < p < 00. i {\n}n, amb A\, > —1% Vn una successié de nombres
reals, i el conjunt de combinacions finites de les funcions

A A s
e e

és dens en LP([0,1]), aleshores

> Ai + 1

Z o =

it +1

Demostracié: Suposem que (tM, 22 ¢33 ..} és dens en LP([0,1]), definim pu; = \; + %,
per tota i € NU {0}, aixi obtenint que el conjunt
(- Vp iy palp

és dens en LP([0, 1]).
Pel lema 5.4 anterior tenim que 1’espai

<tlll7tli2’tll3’ >

és dens en C[(0,1)]. Per tant, aplicant el teorema de Miintz-Szdsz complet (Teorema 4.7)
tenim que

0o X 1 0o
Nty oo

z: 1 z: 2

SNt )2+l S+l

O

Amb aquest 1iltim teorema ja hem acabat de demostrar totes les components que ne-
cessitem per provar la versié del teorema de Miintz-Szész en LP([0, 1]) perd que encara no
hem enunciat, veiem-lo:

Teorema 5.6. Sigui 1 <1 < 00 i {\p}n, amb A\, > — 1 Vn, una successio de nombres
reals, aleshores, el conjunt de combinacions finites de les funcions

SRR
és dens en LP([0,1]) si i només si
00 o4 1
S
N+ 3)2+1

=0

33



A part de la demostracié desglossada que acabem de veure, també podriem veure
Aitd
p
(Nit3)2+1
que lespai de les combinacions dels polinomis és dens en LP([0,1]) pero partint d’una
demostracié d’aquest mateix resultat per p =1 1i el lema 5.4.

una demostracié alternativa de la direccié on suposem que y .~ = 00 i veiem

A continuacié tornem a enunciar el resultat amb la demostracié alternativa:

Teorema 5.7. Sigui 1 < p < 00. i {A\p}n, amb A\, > —]% Vn, una successid de nombres
reals tals que

00 o401
S A
c o 1)2
iﬂ(&+p)+1
aleshores, el conjunt de combinacions finites de les funcions

1,0, 12 ¢

és dens en LP([0,1]).

- . . . At .
Demostracid: Considerem la successié {\,}, que satisfa » 2, ﬁ = oo i que
41
P
o1 inuacié consi 6 {0100 )1 :
Ai > —2. A continuacié considerem la successi6 {v;}72, on v; = A; — ¢ per tota i > 0 on
1419
P T q ’

Per hipotesis tenim que
oo oo

v; +1 )\Z—l-l/p o
221;+1 241 E;QM+1MV+1‘””

1=

Per tant, pel teoremab.2 considerant només el cas p = 1 podem concloure que l’espai
(tv) = (t}~1/9 és dens en L'([0,1]).

Prenem p; = \; + }%, per tota i € NU {0}, observem que
(g gua=t/p gus=l/p -y — g phe gre )

i per tant per lanterior lema 5.4 tenim que ambdés conjunts sén densos en LP([0,1])
sempre que p > 0. U

Comentari 5.8. La majoria de d’articles sobre el teorema de Miintz-Szédsz en LP([0,1])
es basen en 'article [3] de Peter Borwein i Tamés Erdélyi, ja que van ser els primers en
estendre el teorema més enlla de funcions continues. En aquesta publicacio els autors van
enunciar i demostrar el teorema complet per C([0,1]) i L([0,1]).

L’enunciat era correcte pero en la demostracié quan usaven el teorema de Hahn-Banach
i el de Riesz definien

F(z):= /01 t*h(t)dt

on h(t) € L*=([0,1]) i que Vn compleix F'()\,) = 0. Seguidament, mantenint el curs de la
demostracié classica, també definien

g@y:F<ifz—1)
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pero cap de les dues no estaven ben definides ja que

1 1
F(z)] < / ] B(6)|dt < / £ (1) | ot
0 0

i quan z — —1 aquesta funcié no esta acotada, el que implica que no és valida pel cas
A — —1.

Per tal de solucionar aquest problema, uns quants anys més tard Tamas Erdélyi i
William B. Johnson es van adonar de l'error i al 2001 van mencionar i rectificar ’error en
larticle [6] on definien la funcié ¢ tal i com esta descrita a continuacié, perd només en el
disc de radi 1 centrat en el —1/p+1 en comptes de a tot el semipla complex Re(z) > —1/p

o) = G4 12 (1)

1—2z

i amb la qual tot funciona correctament en L'([0,1]), és a dir, per p = 1. Per a la resta
de casos en canvi és incorrecta, al no haver especificat la demostracié no es pot saber si
no es van adonar del nou l'error o simplement és un error d’escriptura, ja que al funcid
que s’ha usat en la demostracié és la segiient

o) = G 1/oPr (157

-z
la qual segueix estant definida en el disc de radi 1 i centrat en 1 — 1/p pero el terme

quadratic és lleugerament diferent ja que sind no podriem cancel-lar termes quan la suc-
cessi6 tendeix a —1/p.

Aquest error en la demostracié inicial del teorema és el motiu pel qual hem fet la
demostracié alternativa del teorema 5.7, ates que és la que es pot trobar en tot els articles
sobre la tematica exceptuant el que conté la correccié.

Aquesta rectificacié de la demostracié fa que, a diferencia del cas en C([0,1]), no
puguem estendre el teorema generalment a tots els complexos.

Ens trobem, pero, que diferenciant casos del comportament de {\,}, i restringint
I’espai a on pertanyen si que podem trobar un resultat equivalent, és aquest el que enun-
ciarem en forma de teorema a continuacié.

Teorema 5.9. Sigui 1 < p < 0o i {\,}, una successid de nombres complezos tal que per
a tota n, \, € C i Re(\,) > —1/p

(i) Si Re(\,) — o0
(thr tr2, ) = LP([0,1])

Ap—1
=00
Ap+1
(ii) Si la successio {Ap}n s’acumula en —1/p, quan n — oo i pertanyen al disc de radi 1
centrat en —1/p + 1, aleshores

81 1 nomes st

SIS

n=0

(th,tr2 ) = LP([0,1])
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S 1 nomes si
o0

S (1= =14+ 1/p]) = 0

n=0

Comentari 5.10. El cas no mencionat en el teorema anterior, és a dir quan la successio
{A\n}n compleix que Re(X\,) > —1/p i Re(\,) — —1/p sabem que el comportament de
F(z) és de la segiient forma

| < L
Re(z)+1/p
Al no estar en el disc i no ser acotada no podem aplicar el Teorema de Blaschke 3.5, pero

hi ha altres condicions que ens podrien donar un resultat similar pero aquests resultats
no estan recollits en la literatura.

[F(2)
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6 Teorema de Runge

Hem arribat a la ultima seccié del treball, on acabarem veient un resultat més sobre
aproximacié de polinomis perd en aquest per a aproximar funcions holomorfes, tot el
contingut d’aquesta seccié s’ha basat en el llibre d’analisi complexa de Joaquim Bruna i
Julia Cufi [7].

El resultat que voldrem provar sera el teorema de Runge, pero per tal d’arribar-hi
primer haurem d’enunciar i demostrar uns resultats previs

Proposicié 6.1. Sigui~y un cami del pla complex i F' la funcid holomorfa a C\~v* definida

per la integral de Cauchy
1
Fe) =g [T, agy
gl

21 w—2z

on f és una funcié continua sobre v*. Sigui K un compacte de C disjunt amb v* i e >0
qualsevol. Aleshores hi ha una funcid racionar R amb pols simples a v* tal que

|F(2) — R(2)| <, ze K

Demostracié: Sigui 7 el cami definit per v(t) amb a < ¢t < b. La funcié % és
continua per a tota t € [a,b] i tota z € K ja que z ¢ ~* i esta definida en el compacte
[a,b] x K, per tant a més a més és uniformement continua, per consegiient existeix una
particié

a=th<ti1 <..<t,=D>

tal que

fO®) _ JO) | 2me i <t <t zeK

V() —z)  A(t)—2)|  M(b—a)

on M és una cota superior de |7/(¢)|. Considerem ara la funcié racional

R = g 3 20U (1) )

3
Il

(@)
2
—~
k)“

Aleshores tenim que passant la funcié dins la integral i aplicant la cota de la continuitat
uniforme

1 / f(w) dw—R(z)' |1 "z_:l/tjﬂ (f(’Y(t)) B f(fy(tj)))’y,(t)dt
y ¢ —Z

271 J,w — 2 2mi Pl v(t)—z ()
1 2me
< —M——-—(b—a) =
—2r M(b- a)( a) =¢
Es a dir, hem trobat una funci6 racional que aproxima F(z) O

La segiient proposicié és coneguda com el métode de translacié de pols ja que si tenim
una aproximacié racional d’una funcié, aquest meétode ens permet canviar de lloc els pols
de la funcié racional.

37



Proposicié 6.2. sigui K un compacte de C. Llavors tenim que
i) Si V' és una component conneza de i a,b eV, lafuncioc —— es pot aprozimar
) StV é t deC\K i a,beV,1 ’/(zla) t '
uniformement sobre K per polinomis en ﬁ .

(ii) Si Voo és la component no acotada de C\ K i a € Vi, la funcié - es pot

aprozimar uniformement sobre K per polinomis.

(iii) Reciprocament, si a ¢ K i la funcié ﬁ es pot aproximar uniformement per

polinomis sobre K, aleshores a € V.

Demostracié: Comencem demostrant (i), considerem, fixada b € V', el conjunt

1 1
A= {a eV: és limit uniforme sobre K de polinomis en b}
z—a z—

El conjunt A és tancat, ja que per qualsevol successié {a,}, — a on Vn a,,a € V podem
trobar m > 0 tal que d(a,, K) > m, aleshores tenim

1 1

la — ap,| la — ap)|

VzeV

z—a z—ap :|z—a]|z—an|_ m?

per tant ﬁ tendeix uniformement a Zfla sobre K. Per transitivitat, resulta a € A.

Veiem que el conjunt A també és obert, sigui a € A i D(a,7) C V, amb r > 0, volem
veure que per tot punt w € D(a,r), w € A. Considerem el segiient desenvolupament,

(e 9]

R — ! _y ot
z—w_z—a—(w—a)_(Z_a)(l_g,_g>_ngo(z_a)nﬂ’ eK

aquesta series és uniformement convergent en K ja que com w, a € D(a,r) iz ¢ V, tenim

que

v <1.

]w—a!<]z—a\=>‘

—a
zZ—aQ
1

Acabem de veure que aproxima uniformement a K per polinomis en ﬁ, pero com

zZ—w
a€Ai Zia s’aproxima uniformement a K per polinomis en ﬁ i, per tant, també les
seves potencia, per transitivitat obtenim que w € A. Com hem vist que A és obert i

tancat a V i no és buit ja que b € A, tenim que A =1V

Seguim amb la demostraci6é de 'apartat (7).

Sigui M = max{|z| : z € K} ibe C amb |b| > M + 1, clarament b € V. considerem
el segiient desenvolupament de series de poténcies

és uniformement convergent sobre K ja que ‘%‘ < MLH < 1. Per tant, hem vist que

1 ) . . . . s . . . 7
1= S’aproxima per polinomis en z i en conseqiiéncia, els polinomis en fracll — b també

s’aproximen uniformement per polinomis en K.
Si a € V4, com és la component no acotada del complementari d’un compacte ha de

. . y ). . 1 . . . s
ser connexa i podem aplicar I'apartat (i), i tenim que ;= s’aproxima per polinomis en
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1

, . . .
1=, S’aproxima per polinomis en z.

%—b’ per tant, per transitivitat, deduim que

Acabem ja la demostracié veient 'apartat (uii).

Veurem aquest apartat fent us del contrarreciproc, és a dir, si @ ¢ K i a esta en una
component acotada V' C C\ K, aleshores %a no es pot aproximar uniformement per

i
polinomis sobre K.

Si tenim una successié de polinomis {P,(2)}, tals que convergeixen uniformement a
fla en K ial ser K compacte, tenim que 0V C K, en particular la successié { P, (2)}, és

uniformement convergent en 9V Es a dir, per ¢ > 0 existeix ng tal que VYn > ng

P,(z) —

<e, z€edV

zZ—a

considerant € < tenim

D S

2diam (V)
1

|(z—a)Pn(z)—1\<5]z—a]<§, z€dV

Pel principi del maxim sabem que el maxim d’una funcié holomorfa s’assoleix a la frontera,
i per la desigualtat anterior sabem que aquest és menor o igual a %, pero al prendre
z =a € V ens trobem que un valor de 'interior te modul més gran que -1, és a dir que
hem arribat a contradiccié.

Finalment poder dir que si a esta en una component acotada no podem aproximar ﬁ
uniformement per polinomis sobre K. O

Ara ja tenim totes les eines per enunciar i demostrar el teorema de Runge.

Teorema 6.3. Teorema de Runge per compactes

(i) Si K és un compacte de C i C\ K és connex, llavors tota funcié holomorfa en un
entorn de K es pot aproximar uniformement sobre K per polinomis. Reciprocament, si
aquesta aproximacio és possible per a tota funcid, holomorfa en un entorn de K, llavors
C\ K és connex.

(ii) Si C\ K no és connex i A C C és un conjunt que talla cadascuna de les components
acotades de C\ K, llavors tota funcidé holomorfa en un entorn de K es pot aproximar
uniformement sobre K per funcions racionals que tenen els seus pols en punts de A.

Demostracio: Comencem amb el primer apartat. Sigui f una funcié holomorfa en un
entorn U de K ie > 0. Com C\ K és connex podem trobar un camiy tal que v* C U\ K
tal que, per la féormula de Cauchy

1

f(z) =-— / Sfw) dw, e K
2mi Jyw—z

Llavors per la proposicié 6.1 hi ha una funcié racionar R amb pols a v* C C\ K tal que

If(z) — R(2)| < ¢/2, e K

Al ser R una funcié racional, aquesta ha de ser una combinacié lineal de funcions de la
forma

1

)
z—aj

ajgéK
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Si C\ K és connex, pel segon apartat de la proposicié 6.2, cadascuna d’aquestes funcions
s’aproxima uniformement sobre K per polinomis, consegiientment, hi ha un polinomi P
tal que

R(z)-P(R)| <5, zeK
amb el que acabem obtenint
f(z) = P(z)| <e, z€K

Veiem laltra implicacié, aquest resultat és una conseqiiencia del tercer apartat de la pro-
posici6 6.2, si C\ K no és connex, aleshores ha de tenir una component acotada V, i
si a € V, la funcié % que és holomorfa en entorn de K, no es podra aproximar per

—a )
polinomis.

Comencem amb el segon apartat. Suposem que C\ K no és connex i que A talla totes
les components acotades de C\ K. Definim la funcié racional R com

R(Z) = Rl(z) + RQ(Z)

on R; té pols en la component no acotada de C\ K i Ry té els pols en les components
acotades. Com K és compacte, les components no acotades han de ser connexes i per tant
per I'apartat anterior que acabem de veure existeix un polinomi P tal que

IRi(2) — P(2)| < Z : e K.

Per acabar, és suficient veure que tots els pols en components acotades es poden traslladar
a A, per obtenir una altra funcié racional R3(z) amb pols a A tal que

|R2(z) — R3(z)| < z € K.

€

17

La funcié Rs és una combinacié lineal de funcions de la forma
1

z — aj

, anéKUVoo

aixi doncs, és suficient demostrar que
1

Zz—Q

, a¢ KUV

s’aproxima uniformement sobre K per funcions racionals amb pols dins de A.

Si V és la component acotada de C\ K que conté a, per hipotesi hi ha un punt b € VNA

i per tant pel primer apartat de la proposicié 6.2 tenim que podem aproximar Zia per

ﬁ acabant aixi la demostracid. O

polinomis en

Aquest teorema que acabem de demostrar es considera 'analeg al teorema de Weiers-
trass pero en el cos dels complexos, tot i aix0 hi ha un Teorema encara més precis i similar
al de Weierstrass que ens diu que podem aproximar funcions continues en un compactes
i que a la vegada siguin holomorfes en el seu interior, el teorema en qiiestié és el teorema
de Mergelyan i I'enunciarem (no el demostrarem) a continuacié per tal d’acabar el tre-
ball amb un resultat més que ens obre la porta a possibles futurs estudis sobre la teoria
d’aproximacié en una variable.

Teorema 6.4. sigui K un subconjunt compacte del pla complex C tal que C\ K és connex.
Aleshores tota funcié continua f : K — C tal que la restriccid de f en Uinterior de Kés
holomorfa, pot ser aprorimada uniformement en K amb polinomis.
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7 Conclusions

Un cop finalitzat aquest viatge per la teoria de l'aproximacié hem pogut apreciar en
diversos contextos com podem aproximar amb polinomis una gran diversitat de funcions.

El nostre punt de partida ha estat el teorema d’aproximacié de Stone-Weierstrass, hem
continuat amb Mintz-Szasz el qual ens ha permetes saber quines condicions han de tenir
els graus dels polinomis sempre que en manquin per tal de poder aproximar funcions tant
continues en [0, 1] com funcions de Lebesgue i les seves extensions al considerar exponents
complexos.

També ha sigut molt interessant detectar un error i haver de fer una revisié més
exhaustiva de la literatura per solucionar-lo.

Finalment hem vist amb el teorema de Runge un equivalent al teorema d’aproximacio
de Weierstrass per a funcions holomorfes.

Tot i haver estudiat la teoria de I'aproximacié en diversos contextos hem vist que en
tots encara han quedat portes obertes per a seguir I'estudi, com és el cas de I’aproximacié
de funcions pertanyents a espais de Lebesgue amb exponents complexos fora del disc o en
el cas ’analisi complexa anar una mica més enlla amb el teorema de Mergelyan.
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