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Abstract

The main goal of this work is to introduce the notion of Lie groups and their representations.

We start with a reminder of the basic concepts of differential geometry. Immediately after
we introduce the concept of a Lie group and some of its most important related notions, namely
its Lie algebra, the adjoint representation and the exponential map.

Then the main results of representation theory are introduced, with a focus on the repre-
sentations of compact Lie groups. Torus representations receive special consideration due to
their later importance. We also present the notion of a representation of a Lie algebra, along
with the weights and infinitesimal weights of a Lie group.

Finally, we introduce maximal tori of compact connected Lie groups, together with the cor-
responding Weyl group. We show without proof that the weights of the adjoint representation
of a compact connected Lie group form a root system. These concepts are exemplified for the
Lie group SU(3) due to its importance in particle physics. This is the topic of the last section.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és introduir la noci6é de grup de Lie i les seves representa-
cions.
Comencem amb un recordatori dels conceptes basics de geometria diferencial. Immediata-

ment després introduim el concepte de grup de Lie i algunes de les nocions relacionades més
importants, principalment ’dlgebra de Lie, la representacié adjunta i I’aplicacié exponencial.

Llavors s’exposen els resultats principals de teoria de representacions, amb especial interes
en els grups de Lie compactes. Les representacions de tors reben especial consideracié degut a
la posterior importancia. També presentem les representacions d’una algebra de Lie, juntament
amb els pesos i pesos infinitesimals d’un grup de Lie.

Finalment, introduim els tors maximals d’un grup de Lie compacte i connex, juntament
amb el grup de Weyl associat. Mostrem sense demostracié que els pesos de la representacid
adjunta d’un grup de Lie compacte i connex formen un sistema d’arrels. Aquests conceptes
s’exemplifiquen pel grup de Lie SU(3), degut a la seva importancia en fisica de particules.
Aquest és el contingut de I'tltima seccio.
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1 Introduccid

El projecte

Una de les estructures fonamentals de la memoria és la d’un grup de Lie. Els grups apareixen
sovint en Matematiques i en Fisica com a representants de les simetries d’'un cert objecte.
Un exemple tipic seria el de n particules indistingibles, situacié en que hom podria aplicar
qualsevol permutacio entre elles i el sistema fisic resultant romandria inalterat si realment sén
indistingibles. El conjunt d’aquestes permutacions té estructura de grup, 'anomenat grup
simétric S,,. Es aquest un cas en que les simetries del sistema son discretes. Pero si llavors
pensem en l'esfera S? dins I'espai euclidia R? i les seves simetries de rotaci6, requerim certa
nocié de continuitat i diferenciabilitat, que és la que ens subministrara el concepte de grup
de Lie. En Matematica Fisica apareixen molts grups de Lie importants. Es el cas dels grups
lineals generals GL(n,C) i GL(n,R), dels grups unitaris U(n) i SU(n), dels grups ortogonals
O(n) i SO(n), del grup de Lorentz O(1,3) i tants altres.

Com a varietat diferenciable amb estructura de grup, un grup de Lie no és l'objecte mate-
matic més simple. La teoria de representacions permet estudiar els grups de Lie utilitzant una
estructura matematica més simple i estudiada extensivament: ’espai vectorial. Aix0 permet
I'ts de moltes eines propies de I’Algebra Lineal —com és la traca, les sumes directes o els
productes tensorials— per estudiar els grups de Lie.

Els grups de Lie i les seves representacions sén un dels pilars matematics de la Mecanica
Quantica i del model estandard de la fisica de particules. Per concloure el treball veurem com
les representacions de SU(3) van ser utilitzades per Murray Gell-Man i Yuval Ne’eman per
posar llum en el camp de la fisica de particules.

Si bé és apreciable que la principal motivacié de 'autor és la comprensié d’una de les peces
matematiques claus de la fisica moderna, la teoria de representacions de grups de Lie s’utilitza
en diferents camps de les matematiques. Un exemple és I'analisi de Fourier que, a través
del teorema de Peter i Weyl, pot entendre’s en termes de descomposicié de representacions
en representacions irreductibles. Si bé no tractem aqui el teorema, el lector interessat pot
adregar-se a [2|, capitol III. Aquest llibre de text, Representation of Compact Lie Groups és la
principal font de referéncia d’aquest treball. Una gran quantitat dels resultats aqui exposats
provenen d’aquest llibre.

Estructura de la Memoria
L’estructura del treball és la segiient:

1. El capitol 2 comenga amb un recordatori de geometria diferencial. Es presenta a con-
tinuacié el grup de Lie i molts dels conceptes relacionats, principalment ’aplicacié de
translacié per esquerra, ’dlgebra de Lie, el producte de Lie, la representacié adjunta
i Paplicacio exponencial. Aquesta dltima vincula un grup de Lie amb ’dlgebra de Lie
que defineix. Al final del capitol es discuteixen exemples de grups de Lie, entre els quals
apareixen els mencionats a la introducci6.

2. El capitol 3 esta dedicat a la teoria de representacions. Comencem introduint el con-
cepte de representacié complexa i de morfisme de representacions. Després de mostrar
algunes representacions, veiem com utilitzar eines d’Algebra Lineal per construir noves
representacions a partir d’altres. Centrant-nos en el cas de representacions de grups de
Lie compactes, presentem resultats teorics importants, com és el lema de Schur i la des-
composicié d’una representacié com a suma directa de representacions irreductibles. A



continuacié fem una exposicié més detallada de les representacions de tors i d’algebres
de Lie, principalment dels seus pesos i pesos infinitesimals.

. En el capitol 4 es tracten grups de Lie compactes i connexos. En aquests hi distingim
tors continguts en ells: els tors maximals. A partir del tor maximal podem definir el
grup de Weyl i 'accié d’aquest sobre el tor. Com a exemple mostrem com sén els tors
maximals i els grups de Weyl de U(n) i SU(n). Seguidament exposem el concepte de
sistema d’arrels i mostrem que els pesos de la representacié adjunta formen un sistema
d’arrels. Ens detenim en el cas particular de SU(3) degut a la seva importancia en fisica
de particules. Acabem exposant justament 'us del grup SU(3) per Gell-Mann i Ne’eman
per posar ordre entre la gran quantitat de particules conegudes.



2 Grups de Lie

En gran mesura assumirem aqui certa familiaritat amb el camp de la geometria diferencial. Tot
i aix0, després de definir formalment el grup de Lie en recordarem alguns conceptes fonamentals.

Definici6 2.1. Un grup de Lie és una varietat diferenciable G equipada amb una estructura
de grup (G,+) complint que l'operacid de grup

:GxGE—=>G
és una aplicacio diferenciable.

L™ ltim requisit és una relacié de compatibilitat entre les dues estructures — la de grup i la
de varietat diferenciable—. Notem que pel teorema de la funci6 inversa, el requeriment de que
Poperaci6é de grup sigui diferenciable implica que I’aplicacié que assigna a un element el seu
invers g — g~! també és diferenciable. Definim llavors els tipus de morfismes que respecten
I’estructura de grup de Lie:

Definicié 2.2. Siguin G © H grups de Lie. Una aplicacio f: G — H és un homomorfisme
de grups de Lie si és un homomorfisme de grups i una aplicacié diferenciable.

2.1 Varietats diferenciables

Fem aqui un breu repas de conceptes de geometria diferencial que seran essencials al llarg de
la memoria.

Definici6é 2.3. Una varietat topologica de dimensio n € N és un espai topologic M de
Hausdorff que admet una base numerable d’oberts i tal que tot punt p € M admet un entorn
obert U homeomorf a un obert de R™. Una carta local de la varietat és un parell (U, ¢) on U
és un obert de la topologia i ¢ : U — V C R? és un homeomorfisme. Una col-leccid de cartes
locals (U;, ¢i)iel s’anomena un atles si U;c;U; = M, és a dir, si les cartes locals recobreizen
tota la varietat.

La idea darrera del concepte de varietat topologica és la de generalitzar 1’espai euclidia
a objectes que, si bé globalment no es comporten com a tal, si que ho fan de manera local.
Aquest comportament local de la varietat com a espai euclidid ve donat pel requeriment de
que cada punt admeti un entorn obert U homeomorf a un obert de R™. A través d’aquest
homeomorfisme podrem donar coordenades locals a la varietat topologica. En efecte, podem
escriure ’homeomorfisme com ¢ = (z1,...,2,) on les aplicacions z; : U — R s’anomenen
coordenades locals. Els exemples més tipics de varietats topologiques, exceptuant els propis
espais euclidians R™, son les esferes S™ i els tors T". També un R-espai vectorial V' de dimensio
finita és una varietat topologica. En efecte, una vegada seleccionada una base, V =2 R"™.
De manera similar, tot C-espai vectorial de dimensi6 finita pot interpretar-se com a varietat
topologica.

En aquest moment no disposem encara del concepte de diferenciabilitat en varietats. Per
aix0 sera necessari equipar la varietat topologica d’estructura addicional. Notem que fins ara
la tGinica noci6é de diferenciabilitat la tenim definida entre oberts d’espais euclidians. No per
casualitat, les varietats topologiques, a través de les cartes locals, es comporten localment
com espais euclidians. I justament si prenem dues cartes, (U, ¢1) 1 (Uz, ¢2), la composicid
¢g 0 (;51_1 : Uy — Uy és un homeomorfisme (anomenat canvi de coordenades) entre dos
oberts de R"™, possiblement buits. Aquest raonament justifica la segiient definicié:



Definicié 2.4. Diem que un atles és diferenciable si per tot parell de cartes locals (Uy, ¢1),
(Ua, ¢2) tals que Uy NUs # O Uaplicacié de canvi de coordenades ¢o o gbl_l Uy — U és
diferenciable (en el sentit de C*°). Direm que dos atles diferenciables son equivalents si la
seva unid torna a ser un atles diferenciables.

Ara ja podem donar a la varietat topologica, a través d’atles diferenciables, aquesta estruc-
tura addicional amb la nocié de diferenciabilitat. Per fer-ho, notem que la relacié definida
entre atles diferenciables és una relacié d’equivaléncia. I com que interessa no distingir entre
estructures diferenciables que provinguin d’atles diferenciables equivalents, en la definicié de
varietat diferenciable emprem classes d’equivaléncies.

Definici6 2.5. Sigui M una varietat topologica de dimensid n. Una estructura diferenciable
sobre M és una classe d’equivaléncia d’atles diferenciables. Una varietat diferenciable de
dimensio n € N és un parell (M, [U]) on M és una varietat topologica de dimensié n i [U] és una
estructura diferenciable sobre M. Sovint ens referirem a la varietat diferenciable unicament
per M.

A partir d’aquest moment treballarem exclusivament amb varietats diferenciables, de tal
manera que a no ser que ens referim especificament a varietats topologiques, sovint anomenarem
a les varietats diferenciables simplement com a varietats.

Podem generalitzar la noci6é de diferenciabilitat a aplicacions entre varietats diferenciables:

Definicié 2.6. Siguin M i N dues varietats diferenciables. Una aplicacié f : M — N és
diferenciable en un punt p € M si existeizen cartes locals (U,¢) a M ambp e U i (V,¢) a
N amb f(p) € V de tal manera que la composicié Yo fo¢=t: ¢p(U) — (V) és diferenciable
a ¢(p). Diem que f és diferenciable si ho és en tot punt p € U.

Que la varietat sigui diferenciable, aixo és, que sigui una varietat topologica equipada amb
una classe d’equivalencia d’atles diferenciables, ens assegura que si l'aplicaci6 f és diferenciable
en un punt, per qualsevol tria de cartes locals amb (U, ¢) aMambpeUi (V 1/1) a N amb
f(p) € V la composici6 ¢ o f o ¢~ és diferenciable a ¢(p).

Sera de capital importancia la nocié d’espai tangent a una varietat diferenciable M en un
punt p € M. Notem que en cap moment ens estem imaginant la varietat embedded en un
cert espai euclidia R"™, aixi que hem de recorrer a una definicié més abstracte d’espai tangent.
Recordarem aqui les definicions oportunes de geometria diferencial, sense entrar a demostrar
propietats importants que es suposen conegudes.

Definicié 2.7. Sigui M wuna varietat diferenciable. Denotem el conjunt de les aplicacions
diferenciables ¢ : M — R com F(M). Una derivacié a M en un punt p € M és una
aplicacido R-lineal D : F(M) — R complint la tipica llei de Leibniz de les derivacions, és a dir,
D(¢0) = D(¢)0(p) + ¢(p)D(0) V¢,0 € F(M). Al conjunt de totes les derivacions en un punt
p € M, que té estructura d’espai vectorial amb les operacions tipiques d’addicio © multiplicacio
de funcions, l’anomenem espai tangent a M en el punt p i el denotem per T, M.

Com a exemple conegut de geometria diferencial, '’espai tangent 7,V en qualsevol punt
p € V d'un espai vectorial real o complex de dimensi6 finita és isomorf al mateix espai,
T,V = V. També és conegut que en qualsevol punt d’una varietat, el seu espai tangent és un
espai vectorial de la mateixa dimensi6é que la propia varietat. Si la varietat és de dimensi6 n,
I'espai tangent a qualsevol punt p € M és de dimensi6 n, és a dir, T,M = R". Pero justament
degut a la definici6 de varietat topologica -i, en conseqiiéncia, de varietat diferenciable- com
a localment homeomorfa a un obert de R" -i, conseqiientment, localment homeomorfa a tot



R"-, podem interpretar I'espai tangent 7, M com format pel conjunt de direccions i velocitats
possibles des de les quals una particula, situada a p, pot moure’s dintre la propia varietat.
L’espai tangent, doncs, representa en cert sentit els canvis dins la propia varietat.

Donades dues varietats diferenciables M i N, i una aplicaci6é diferenciable entre elles f :
M — N, hom pot justament voler recuperar la nocié de diferencial que disposem per funcions
diferenciables d’espais euclidians. Com que la definicié sera més abstracte, donem abans certa
motivaci6 en la linia del que acabem de comentar respecte 1’espai tangent. Déiem que l'espai
tangent T,M a una varietat M en un punt p € M representa el possible moviment, des del
punt p, dintre la varietat. Si tenim llavors una aplicacié diferenciable entre dues varietats
f: M — N, ens interessara relacionar com canvis en la primera produiran canvis en la segona.
Pero justament estem dient que els canvis en les respectives varietats venen donats per vectors -
les derivacions- dels respectius espais tangents. Havent fet aquest comentari, podem ja recorrer
a la definici6 en si:

Definicié 2.8. Sigui f : M — N wuna aplicacid diferenciable entre varietats. Definim el
diferencial, o aplicacio lineal tangent, de f a un punt p € M com Uaplicacid lineal T), f :
TyM — Ty, N definida de tal manera que

Vo€ F(N) ¥DeT,M  T,f(D)(¢) = D(éo f)

L’assignaci6 f — T, f enviant qualsevol aplicaci6 diferenciable f : M — N al seu diferencial
en un punt p € M, T),f : T,M — Ty, N, té caracter functorial (covariant), és a dir, envia la
identitat a la identitat T}, f(id) = id i preserva la composici6 de morfismes Tggo T, f = Tp(goq)
per aplicacions f : M — N amb f(p) =qig: N — L amb g(q) = r. Donada la definici6
usual d’isomorfisme en teoria de categories, el caracter functorial ens assegura que el diferencial
d’aplicacions diferencials isomorfes -aixo és, de difeomorfismes- és ell mateix un isomorfisme
d’espais vectorials.

Al llarg de la memoria farem ts de dos conceptes importants de geometria diferencial dels
que, per limitacié d’espai, donarem aqui només una idea vague. Vegi’s, per exemple, Brocker i
Janich [1], capitol 3, pagina 30. Donada una varietat M, podem reunir els seus espais tangents
a tots els punts en un objecte anomenat el fibrat tangent i denotat per T M.

™™ = JT,M
p

El propi fibrat tangent, com a exemple de fibrat vectorial, es composa de I'espai total
TM,'espai base M, les fibres T),M ila projeccié m : TM — M enviant v € T,M ap. Si M és
una varietat diferenciable de dimensi6é n, podem dotar el seu fibrat tangent 7'M d’una topologia
i d’'una estructura diferenciable amb el que el fibrat és ell mateix una varietat diferenciable de
dimensio 2n. Es justament degut al fet que hem dotat el fibrat d’una estructura de varietat
diferenciable que podem definir finalment el concepte d’espai vectorial diferenciable sobre una
varietat.

Definici6 2.9. Sigui M una varietat diferenciable. Un camp vectorial diferenciable sobre M
és una seccid diferenciable del fibrat tangent, aixd és, una aplicacid diferenciable X : M — T M
tal que mwo X = idyy.

2.2 Grups de Lie

Arribats a aquest punt podriem seguir dos camins diferents. Podriem veure els exemples tipics
de grups de Lie (com per exemple, els grups lineals generals GL(n,C) i GL(n,R) i subgrups



importants d’aquests com les matrius ortogonals O(n) i les unitaries U(n)) o bé, tot deixant
aquesta exposicié per més endavant, podriem primer desenvolupar la teoria dels grups de Lie.
Seguirem aquest ultim cami. Recordem la definici6é de grup de Lie.

Definici6é 2.10. Un grup de Lie és una varietat diferenciable G equipada amb una estructura
de grup (G,+) complint que l'operacid de grup

- GExGE—->G

és una aplicacio diferenciable.

Exemple 2.11. Hem comentat a (2.1) que totes les esferes S admeten estructura de varietat
diferenciable. També admeten estructura de grup. Es un fet remarcable que, en canvi, només
S50, 811 83 admeten estructura de grup de Lie. El lector interessat pot trobar una demostracio
utilitzant la cohomologia de De Rham a [8], p. 144-155. Aixo indica que lestructura de grup
de Lie és bastant més restrictiva que la de varietat diferenciable i la de grup per separat.

Observaci6é 2.12. D’igual manera que podem dotar el producte de grups d’una estructura
canonica de grup, i també el producte de varietats diferenciables és una varietat diferenciable,
el producte de grups de Lie torna a ser un grup de Lie.

Comencem veient una primera diferéncia entre els grups de Lie i les varietat diferenciables
en general. En geometria diferencial, hom acostuma a estar interessat en comparar vectors
d’espais tangents diferents d’una mateixa varietat M, és a dir, corresponents a espais tangents
de punts diferents. Donat que ’espai tangent és un element local a cada punt, a priori no
es disposa d’una noci6 valida per fer aquesta comparaci6. Es per aixd que s’introdueixen les
connexions sobre les varietats, que permeten transportar vectors d’un punt a un altre, en el
que es coneix com a transport paral-lel.

L’operacié del grup de Lie, pero, ens dona també un métode per traslladar vectors d’un
espai tangent a un altre:

Definicié 2.13. Sigui g € G un element d’un grup de Lie. L’aplicacio ly : G — G definida
per lg(x) = g+« s’anomena una translacié per l’esquerra.

Observem que aquesta aplicaci6 és diferenciable, per ser-ho 'operacié de grup, i que 'apli-
caci6 associada a g, Iy, té per aplicacio inversa [,-1, és a dir, l; és un isomorfisme. Prenent el
diferencial d’una translacié de ’esquerra en ’element identitat e obtenim un aplicacié lineal
entre els espais tangents a la identitat i al punt g, Tely : TeM — Ty M. Per I'observacio feta
a (2.1) sobre el caracter functorial de I’assignacié f +— T, f, el fet que [, sigui un isomorfisme
implica que T¢ly ho és també. Aixi, acabem d’obtenir una manera de traslladar un vector a
través dels diferents espais tangents. En particular, per tot punt g de la varietat tenim un
isomorfisme canonic entre I'espai tangent a g i a la identitat, Tel,.

Definici6 2.14. Sigui G un grup de Lie amb identitat e. A l’espai tangent a la identitat T.G
se l'anomena algebra de Lie i se’l denota per g =T, M.

El fet que g admeti una estructura d’algebra de Lie ho veurem més endavant (per ara és
només un espai vectorial). Pero ja podem anar avancant que tot homomorfisme de grups de Lie
f : G — H indueix, en considerar el diferencial a la identitat, un morfisme d’algebres de Lie
T.f : g — b, de nou de manera functorial. L’algebra de Lie serd un altre dels conceptes claus,
que permetra estudiar el propi grup de Lie considerant només ’espai tangent a la identitat.

L’operaci6 de translacié per 'esquerra també ens permet considerar tipus especials de camps
vectorials que siguin invariants per aquestes operacions:



Definici6 2.15. Diem que un camp vectorial X : G — TG és invariant per translacio per
Uesquerra si el segiient diagrama és commutatiu Vg € G

G ,q

x|

Tl
TG — TG

Fixem-nos, doncs, que un camp vectorial invariant per I’esquerra queda determinat pel valor
que prengui a la identitat, de tal manera que podem identificar ’algebra de Lie amb el conjunt
de camps vectorials invariants per I’esquerra.

Passem ara a considerar les corbes integrals respecte un camp vectorial X : G — TG.
Sabem que un cami diferenciable « : I — G, defineix a cada punt a(t) una derivacio, és a dir,
un vector de l'espai tangent 7,(;)G, definida de tal manera que compleix la seglient propietat:

d

() = 5

(aft)) V¢ € F(G)

Llavors hom pot qiiestionar-se si, donat un camp vectorial X -que en el cas que ens ocupa,
suposarem invariant per I’esquerra- sobre una varietat (=, existeixen camins diferenciables sobre
la varietat de manera que la derivacié que defineixen a cada punt és la mateixa que dona el
camp vectorial en el punt. Un cami que compleixi aquesta propietat s’anomena corba integral
de X. L’existéncia i unicitat d’aquestes corbes al voltant de cada punt x € G ve assegurat
per la teoria d’equacions diferencials, si bé a priori hom té el resultat de manera local [7].
Aixo és, la teoria d’equacions diferencials ens assegura que per tot z € G existeix una corba
integral « : (—¢,€) — G tal que a(0) = z. Tanmateix, l'existéncia de Paplicaci6 de translacio
per 'esquerra ens assegura que, de fet, podem ampliar el domini de definicié d’aquestes corbes
integrals a tot R. En efecte, si a és una corba integral, llavors I, o o ho és per tot g € G.
Que ly o av és un cami diferenciable és evident, doncs resulta de la composicié d’aplicacions
diferenciables. I que sigui una corba integral és conseqiiéncia de que el camp vectorial és
invariant per I’esquerra i que « és una corba integral d’aquest camp.

Aleshores, considerem a : (—¢,€) la corba integral (definida, a priori, localment) complint
que .(0) = e. Llavors, traslladant a, per tota la varietat amb totes les translacions per
I'esquerra [, veiem que, per unicitat de la solucié maximal, el domini de definici6 de tota
corba integral és, en el cas dels grups de Lie, tot R. El flux global definit pel camp vectorial
X és, doncs, ®(t,g) = ga™(t), sent aX la corba integral definida a tot R amb aX(0) = e i
aX(0) = X.

El fet que el domini s’estengui a tot R motiva la segiient definicio:

Definici6 2.16. Sigui G un grup de Lie. Un grup uniparameétric de G és un homomorfisme
de grups de Lie a: R — G.

Aqui considerem R com a grup additiu. Les corbes integrals de G per diferents X € g sén
grups uniparamétrics i tot grup uniparamétric de G és una corba integral. De fet, ’assignacié
enviant el grup paramétric «(t) a &(0) és un bijeccid entre el conjunt de grups uniparamétrics
de G i l'algebra de Lie g -que podem veure-la identificada amb el conjunt de corbes integrals
complint «(0) = e i &(0) = X per diferents X € g-. Demostrem aquesta relacio.

Sigui G un grup de Liei a : R — G un grup uniparamétric. Com que « és un homomorfisme
de grups de Lie és, en particular, un cami diferenciable. La derivacié que defineix « en la
identitat (a(0) = e, en ser av un morfisme de grups) necessariament és un element de l’algebra
de Lie, g.



Ara, l'invers de ’assignacié anterior és la que envia un element de I’Algebra de Lie X € g
a la corba integral del camp vectorial invariant per esquerra X (utilitzant la bijeccid existent
entre els vectors de l'algebra de Lie i els camps vectorials invariants per I’esquerra) complint
a(0) = e i a(0) = X. Hem de veure que les corbes integrals obtingudes son efectivament
grups uniparamétrics i que ’assignaci6 enviant el grup uniparamétric o a &(0) és realment una
bijecci6 amb inversa la que acabem de donar. Considerem, doncs, la corba integral o (¢) i
vegem que és un grup uniparameétric. En ser una corba integral ja tenim que és diferenciable,
aixi que ens falta veure tiinicament que és un morfisme de grups. Donat que prenem R com a
grup additiu, hem de veure que o (s +t) = a®(s) - o (t). Recordem que el flux definit pel
camp vectorial -invariant per I'esquerra- X € g és ®(¢,g) = gaX (t). Llavors

X (s+1)=D(s+t,e) =Dt (s,e)) = B(s,e)D(t, e) = a™ (s)a* (1)

A la segona igualtat hem utilitzat que ®(¢,¢g) és un flux i a la tercera la forma concreta
que adopta. Aixi doncs, hem vist ja que o és un grup uniparamétric. Demostrem finalment
I’afirmacié sobre la bijeccio, veient que les composicions en ambdoés sentits donen la identitat.

Partint d’un grup uniparamétric «, aquest defineix un vector de l'dlgebra X = &(0) al
qual li assignem posteriorment la corba integral -que acabem de veure és també un grup
uniparamétric- aX. Ara, el propi a defineix un flux donat per ®(¢,g) = ga(t) satisfent que
%‘ = Tl4((0)). Perd aquest és justament el flux definit pel camp invariant per l'esquerra
X € g. Aixi doncs, X = «a i la composicié donada és la identitat. El sentit contrari és més
senzill de veure. En efecte, X +— a® + &~ (0) és necessariament la identitat per la definici6
d’aX.

Aixi doncs, acabem de veure que les corbes integrals coincideixen amb els grups unipara-
métrics, fet que justifica que d’ara en endavant s’utilitzi indistintament ambdds termes per
referir-nos al mateix concepte.

2.3 L’algebra de Lie i la representacié adjunta

Hem introduit anteriorment ’algebra de Lie g associada a un grup de Lie G com l’espai
tangent a la identitat e. Com a espai vectorial, ’espai tangent té definides ja dues operacions:
I’addici6 i el producte per un escalar d’un cos, que en aquest cas és R en tractar varietats
diferenciables reals. Per tal de donar a g ’estructura d’una R-algebra de Lie necessitem en-
cara una tercera operaci6. Es important distingir el concepte general d’algebra de Lie com a
estructura algebraica particular, i I’espai tangent a la identitat d’'un grup de Lie, que no és
siné un exemple particular d’aquesta estructura. Recordem el concepte general:

Definicié 2.17. Una algebra de Lie sobre el cos K és una quaterna (A, +, -, [-,-]) on (A, +,-)
és un espai vectorial sobre el cos K, i [-,-] : A — A compleiz les propietats segiients:

1. Bilinealitat: [aX + bY,cW + dZ] = ac[X, W] + ad[X, Z] 4+ be[Y, W] + bd]Y, Z]
Va,be,dc K YX,Y.W.Z € A

2. [X,X]=0 VXcA

3. Identitat de Jacobi: [[X,Y], Z] +[[Y,Z],X]|+ [[Z,X],Y] =0

Procedim, doncs, a equipar I'espai tangent g a la identitat en un grup de Lie G amb aquesta
tercera operaci6. Per aix0, recordem que ’espai tangent a una varietat en un punt és el conjunt
de derivacions en aquest punt. En particular, si X € g, X és una derivacié a la identitat e,
X : F(G) — R. Ara bé, 'aplicaci6 de X sobre una aplicaci6 diferenciable ¢ € F(G) defineix



ella mateixa una aplicacié diferenciable X(¢) : G — R. Donat que hem de construir una
operacio binaria sobre g, considerem un segon vector Y € g. Com que X (¢) € F(G) és ella
mateixa una aplicacié diferenciable, podem llavors aplicar-li Y, obtenint Y (X (¢)). Procedint
en l'ordre invers, podem primer aplicar Y i després X.

Definim el producte de Lie de dues derivacions X,Y € g, [X,Y] com la derivacié que
actua sobre tota aplicaci6 diferenciable ¢ € F(G) com

(X, Y](¢) = X(Y(9)) - Y (X(0))

La primera qiiestiéo a comprovar és que efectivament aquest procediment ens porta a una
derivacié. Recordem que una derivaci6é a una varietat G en un punt p € G és una aplicacié R-
lineal D : F(G) — R complint la regla de Leibniz. Doncs bé, la R-linealitat queda assegurada
per complir-la X i Y. Més interessant és la regla del producte. Vegem que la compleix:

[X, Y](¢0) = X(Y(0)) - Y(X(¢0)) = X(Y(9)6 + ¢Y (0)) — Y (X(¢)6 + 6 X (0))
= X(Y(9))0 +Y(¢)X(0) + X(0)Y (0) + ¢ X (Y (0))
—Y(X(9))0 — X ()Y (0) — Y(¢)X(0) — ( ()
= X(Y(9))0 + oX(Y(0)) - Y(X(9))0 — ¢Y (X(0))

Per la demostracié hem utilitzat la R-linealitat de X i Y, i que ambdés compleixen la regla
de Leibniz. Notem que en el comput de X (Y (46)) i Y(X(46)) ens hem trobat amb termes
que, si bé ulteriorment s’han cancel-lat entre si, ens asseguren que individualment no podiem
definir una derivacié partint tnicament de X (Y (¢)) o Y (X (¢)). Havent demostrat que [X,Y]
és de nou una derivacio, per veure que (g, +,-, [-,:]) és una algebra de Lie, faltaria comprovar
les propietats (1), (2) i (3) de la definici6 de producte de Lie. Aquest és un facil exercici que
no reproduirem aqui. Com a exemple, pero, si X € g, [X, X] € g és la derivacié que envia
tota aplicacié diferenciable ¢ € F(G) a [X, X](¢) = X (X (¢)) — X(X(¢)) = 0. Es, per tant, el
vector 0 de l'espai tangent.

Hem comentat a (2.1) com un R-espai vectorial V' admet estructura de varietat diferenciable.
En particular, el conjunt dels endomorfismes End(V'), com a R-espai vectorial és també una
varietat diferenciable. Aixi mateix, el conjunt dels automorfismes Aut(V'), com a subconjunt
obert de End(V), és una varietat diferenciable. Veurem més endavant que V i Aut(V) no
so6n només varietats diferenciables, sind que admeten estructura de grups de Lie, sent End(V)
l’algebra de Lie associada a Aut(V). Quan arribi aquell moment, en mostrar alguns dels grups
de Lie més rellevants, ens interessard entendre 1’estructura de les algebres de Lie associades.
En particular, sera important entendre com actua el producte de Lie en elles. Es per aixo que
donem aqui una interpretaci6 alternativa d’aquest producte.

Sigui G un grup de Lie i g la seva algebra de Lie. Fixant un element ¢ € G, podem
considerar I'automorfisme intern -o automorfisme de conjugacio- que defineix:

c(g):G—=G

T — gxg_1

Notem que c¢(g) és un isomorfisme de grups de Lie i, en particular, envia la identitat a
la identitat. Aixi, ¢(g) indueix un isomorfisme d’algebres de Lie Tec(g) : g — g. Per tant,
Tec(g) € Aut(g) 1 podem considerar I'assignacio Ad : G — Aut(g) enviant g a Tee(g). Com
hem comentat anteriorment i demostrarem més endavant, Aut(g) és un grup de Lie amb algebra
de Lie 2lut(g) = End(g).



Amb lestructura de varietat diferenciable amb que equipem Aut(g), l'aplicacio Ad és dife-
renciable. I com a functor, f — T}, f preserva la composicié de morfismes T,go T, f = T,(goq)
i Ad és també un morfisme de grups i és, doncs, un homomorfisme de grups de Lie. Quan
estudiem la representacié de grups de Lie veurem que Ad : G — Aut(g) donara lloc a una
representacié de singular rellevancia, I’anomenada representacié adjunta. Per ara, pero,
prendrem ’homomorfisme d’algebres de Lie que defineix, ad : g — 2dut(g) = End(g).

Proposici6 2.18. L’homomorfisme d’algebres ad : g — End(g) envia X a l’endomorfisme de
g enviant Y a [X,Y].

Demostracié. Siguin X,Y € g. Hem de veure que [X,Y] = ad(X)Y. La demostracié que
reproduirem és en esséncia la donada per [2]. Considerem les corbes integrals a™ (s) i a¥ (t).
Comencem amb "automorfisme de conjugacid, prenent

a(s,t) = c(a™ (s)a’ (t) = o™ (s) - a" (1) - (¥ (5)) 7 = @™ (s) - a¥ () - ¥ (~5)

Notem que, fixant s, a(s,t) és un cami diferenciable a G, i com a tal podem considerar el
vector tangent que defineix a cada punt. Com qualsevol cami diferenciable, el vector tangent
%’a(s n és la derivacié actuant sobre una funcié diferenciable ¢ € F(G) com

¢(a(s, 1))
a(s,t) ot a(s,t)

El primer pas és considerar 'aplicacié lineal tangent de l'’automorfisme de conjugacio,

T.c(g), aixi que prenem la derivacié %‘0:

Ad(eX(s)y = 2

5 a(s,t)

0

Hem vist ja que un espai vectorial real és, com a espai euclidia, una varietat diferenciable,
i que l'espai tangent a qualsevol punt és isomorf al propi espai vectorial. Que g, com a espai
vectorial, sigui una varietat diferenciable, ens permet afirmar que %‘0 a(s,t), variant s, és un
cami diferenciable a g. Com a tal, defineix a cada punt un vector tangent i, en particular, a
s = 0 defineix el vector

_9
~ Os

0

ad(X)Y N

a(s,t)
0

Notem que donat que ad(X) € End(g), ad(X)Y € g. I és que hem utilitzat que 1'espai
tangent a g és isomorf al propi g i, per tant, el vector tangent a s = 0 defineix una derivacié
que actua sobre una aplicacié ¢ € F(G) com

82

= Ba ()0 (1) 0¥ (~9))

0

2
bla(s. 1) =

(ad(X)Y)(9) 0 "

Volem veure que ad(X)Y aplica sobre ¢ de la mateixa manera que [X, Y]. Per tant, calculem
el membre de la dreta en l'anterior igualtat. Aplicant la regla de la cadena a la composicid
donada per

(s,t) — (s,t,—5)
R*> - R®* > R
(0,t,7) = ¢(a’ (o) - @ (1) - (7))
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obtenim que podem escriure

> d(a™(s)- ¥ (t) - a¥(—s)) = > p(a™ (o) -a¥ (1) — i p(a¥ (t) - (7))
dsot |, dodt |, orot|,
_ o(a™(s) - a¥ (1) — i o (t) - o™ (s))
-~ 9sot 0 0s0t |,

Per tant, hem de computar cada terme per separat.

82

oor| Ba ()Y (1)

0

Notem que si fixem s, o (s) és un element de G fixat i podem definir ’aplicaci6 diferenciable
$:G—>R
9= d(g) = ¢(a’™(s) - g)
Fent aquesta substitucid,

0? 9*

0s0t

(o’ (1)

0

()0 ) = 5

Per tant, si primer fixem s i derivem respecte ¢, notem que justament per la definicié de
vector tangent induit per un cami diferenciable en un punt

2 2 - -
o3|, A0 ()0 (1) = 55| da¥(0) = S| Yite) = L) Yo(a¥ ()
— X(Y(8))(e)

Per tant,
P | pa*(s)-a¥ (1) = X(Yo)(e)
0sOt 0 @ \5a - €

Analogament veuriem que
P | pa¥ (1) -a¥ () = Y(Xe)(e)
0s0t 0 @ a

i, per tant, queda demostrat que

ad(X)Y = [X,Y]

2.4 L’aplicaci6é exponencial

Fins ara hem introduit el concepte de grup de Lie G i la seva algebra de Lie g associada,
definida com I’espai vectorial a la identitat equipada amb un producte intern que converteix
I’espai vectorial en una R-algebra de Lie. Hem vist ja certa relacié entre ambdues estructures:
podem identificar els camps vectorials sobre GG invariants per I’esquerra amb els elements de
I’algebra de Lie g. Veurem que la relacié és encara més forta:

11



Teorema 2.19. Sigui G un grup de Lie © g l’algebra de Lie associada. L’aplicacid exp:g — G
definida per exp(X) = oX(1), anomenada aplicacié exponencial, és diferenciable i el seu
diferencial a la unitat és la identitat.

Demostracié. La demostracio és la donada per Brocker i Dieck [2]. Comencem veient que
I’aplicaci6 és diferenciable. En efecte, considerem el flux en G X g associat al camp vectorial
donat per (g, X) — (X (g),0):

RxGxg—Gxg (tg,X)r (g,0%(),X)

En tant que és un flux és una aplicaci6 diferenciable, pero llavors ho sera també la restriccid
alxex g, que és justament l'aplicaci6 exponencial (1,e, X) = a~(1).

Per veure que el diferencial a la unitat és la identitat, considerem les corbes integrals donades
per s — ol (s) i s — a*(ts). Evidentment el vector de l'algebra de Lie del primer és X,

= doZ (0) dlts) .= tX. Per tant,

. ) . ] - d_ X
perd també ho és per la segona corba, ja que -« s)}o I 05

exp(tX) = o™ (t) i dte:cp (tX) ‘0 jtaX t){o = X, pero com que acabem de demostrar que
I aplicacié exponencial és diferenciable, prenent ’aplicacié lineal tangent a la identitat trobem
que dtea:p (tX) |0 = Toea:p%tX = Toexp(X) i, per tant Topexp = id,. O

Notem doncs que, pel teorema de la funci6é inversa, l'aplicacié exponencial defineix un
difeomorfisme local a l'origen de g entre I’algebra de Lie i el grup de Lie. L’aplicacié exponencial
és un aplicacio6 essencial que descriu la relacié entre un grup de Lie i la seva algebra de Lie, on
aquesta ultima determinard en gran mesura les propietats del primer. La importancia queda
ressaltada pel fet que tot homomorfisme de grups de Lie f : G — H commuta amb I’homorfisme
d’algebres que indueix Tpf : g — b:

Tef
g——0bh

exrp J{
!
G——H

La commutativitat es compleix ja que f o a™ és una corba integral del camp T, f(X) amb
vector inicial T, f( %ax (t)’ o = Tef(X). Aquesta propietat, anomenada naturalitat, és una
altre mostra de fins a quin punt ’algebra de Lie determina el grup de Lie del que parteix.

2.5 Exemples rellevants de grups de Lie

Es ja el moment de mostrar els exemples més essencials de grups de Lie, i com es manifesten
els conceptes que hem anat comentant.

2.5.1 Els espais vectorials reals de dimensi6 finita

Una vegada hom fixa una base, tot R-espai vectorial de dimensi6 finita és identificable a un
cert espai euclidia R™. Com a tal, ’espai vectorial té estructura de varietat diferenciable,
i prenent 'addici6 de l'estructura d’espai vectorial, també és un grup. Donat que la suma
és diferenciable, tot espai vectorial real de dimensi6é finita admet una estructura de grup de
Lie. Donat que tot C-espai vectorial de dimensi6é n es pot veure com un R-espai vectorial de
dimensioé 2n, el resultat també aplica per espais vectorials sobre els complexos.

Un dels primers conceptes importants que hem introduit és el d’espai tangent al grup de
Lie en un punt. Com hem comentat a (2.1), en el cas d’un espai vectorial V resulta que per
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tot punt p € V, I'espai tangent és isomorf a l’espai original 7,V = V. En concret, I’algebra de
Lie v d’un espai vectorial, vista com espai vectorial és isomorfa al propi espai v &£ V. Ara bé,
a ’algebra tenim definida una tercera operacié binaria i per entendre l'estructura d’algebra de
Lie necessitem entendre com actua aquest producte. Utilitzarem el comput de a(s,t) introduit
en parlar de la representacié adjunta per conéixer com actua el producte de Lie.

En el cas dels espais vectorials, la corba integral -grup uniparamétric- associada a un vector
vEVEV ésa’(t) =tv. Llavors, si considerem dos vectors X,Y € v, tenim que

oX(s) = sX
oY (t) =ty

I, per tant, a(s,t) = aX(s) + ¥ (t) + X (—s) = sX +tY + (—sX) = tY. Hem utilitzat
que l'operacié de V' com a grup de Lie és ’addicié com a espai vectorial. Pero llavors derivant
2
% obtenim que

_9
- Os

3}

[X,Y] = ad(X)Y B

a(s,t) =0
0

Es a dir, el producte intern en I’algebra de Lie associada a un espai vectorial és nul. Més
en general, en qualsevol grup de Lie abelia el producte en l'algebra sera nul. En efecte, tot
automorfisme de conjugaci6 és en aquest cas la identitat, c¢(g) = idg Vg € G. Pero llavors
el morfisme d’algebres que indueix torna a ser la identitat i, consegiientment, la representacié
adjunta Ad : G — Aut(g) envia tot ¢ € G a la identitat. Per tant, el diferencial d’Ad,
ad : g — End(g), és nul.

Pero tornant al cas dels espais vectorials, considerem ara ’aplicacié exponencial, exp : v =
V' — V. Donat que a(t) = tv, exp(v) = a¥(1) = v. Per tant, utilitzant la identificacié de
I’espai tangent d’un espai vectorial amb ell mateix, ’aplicacié exponencial és aqui la identitat.

2.5.2 Grup d’automorfismes

L’anterior cas és considerablement senzill en tant que ’dlgebra de Lie és, des del punt de vista
de D'estructura d’espai vectorial, isomorfa al propi espai vectorial i en tant que el producte de
Lie és nul. Veurem ara un cas no tant trivial.

Sigui V' un espai vectorial de dimensio finita sobre el cos K € {R,C}. El conjunt dels endo-
morfismes sobre aquest espai, End(V'), torna a ser un espai vectorial de dimensio finita sobre
R. Aixi, pel que acabem de discutir, End(V') admet estructura de grup de Lie. Considerem,
perd, el subconjunt format pels automorfismes de V, Aut(V) C End(V). Volem demostrar
que també podem equipar Aut(V') amb estructura de grup de Lie.

Per comengar, el conjunt dels automorfismes Aut(V) forma un grup amb la composicid
com a operacio del grup. En efecte, una vegada hom tria una base de V', End(V') és isomorf
al conjunt de matrius quadrades n x n i Aut(V') és el conjunt format per les matrius n x n
amb determinant nul. Donat que el determinant d’un producte de matrius és el producte
dels determinants de les matrius individuals, det(AB) = det(A)det(B), i la composicié d’en-
domorfismes correspon al producte de matrius, la composicié6 d’automorfismes és de nou un
automorfisme i 'operacié de composici6 és interna al conjunt Aut(V). Com que el producte
de matrius és associatiu, ho és I'operaci6 de composicié. L’endomorfisme identitat és també
un automorfisme que actua com a identitat respecte 'operacié de composicié. Finalment, si
A i B representen un automorfisme i el seu invers, satisfan AB = F, de manera que prenent
determinants obtenim det(A)det(B) = 1 aixi que necessariament det(B) # 0 1 B és també un
automorfisme. Per tant, Aut(V) admet estructura de grup.
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Vegem ara que també és una varietat diferenciable. Donat que
Aut(V) ={A € End(V)|det(A) # 0},

i el determinant és una funci6é continua sobre End(V), resulta que Aut(V) és un obert de
End(V). Ara bé, com que End(V) és, com ja hem argumentat, un grup de Lie, Aut(V') és un
obert d’una varietat diferenciable i, per tant, hereta també estructura de varietat diferenciable.
Com que I'operaci6 de composici6 és diferenciable a End(V'), en restringir-la a Aut(V') continua
sent-ho i, per tant, Aut(V') és també un grup de Lie.

Aquest procediment ens aporta dues de les categories més importants de grups de Lie: els
grups lineals generals sobre els reals i els complexos.

GL(n,R) = Aut(R")
GL(n,C) = Aut(C")

Ara, com que 2ut(V) = End(V), l'algebra de Lie de GL(n,K) és End(K"). Es a dir, és el

conjunt de matrius n x n sobre el cos K. Vegem que aqui el producte de Lie no és trivial.

En introduir 'aplicacié exponencial, vam veure que la corba integral o (t) es pot escriure
com aX(t) = exp(tX). Com que tX és, una vegada fixada una base, una matriu n x n, seria
temptador recorrer a I’exponencial d’'una matriu. Tenim, doncs, dos conceptes als que ens
referim pel mateix nom d’exponencial. Per una banda, en la teoria de grups i algebres de Lie
I’aplicacié exponencial déna un vincle entre un grup de Lie i la seva algebra associada. Per
altra banda, pel cas de les matrius existeix la nocié de la matriu exponencial d’una matriu
quadrada. Volem veure que, en el cas dels grups de Lie realitzats com a grups de matrius, els
dos conceptes coincideixen.

Recordem primer el concepte de matriu exponencial i demostrem la igualtat entre els dos
conceptes d’exponencial en el cas mencionat. Sigui X una matriu quadrada n x n. L’exponen-

cial de X és la matriu definida per
oo

1.
eX = Z EX !
i=0
on s’entén que X? = E, sent F la matriu identitat. La matriu eX estd ben definida, en el
sentit de que la série anterior convergeix per tota matriu X quadrada. Tenim també que
e!X : R — M, (C) defineix un cami diferenciable amb %etx = !X X com a vector tangent al
punt ¢ € R. El lector pot trobar les demostracions d’aquestes afirmacions en Hall [4], capitol 2.
En particular, la corba ¥ és un cami diferenciable complint e!X(0) = E i 2¢2X(0) = X, és a
dir, etX

coincideix amb la corba integral exp(tX). Per tant, en el cas de grupcsltde Lie matricials,
I’aplicacié exponencial exp : g — G coincideix amb el concepte de matriu exponencial una
vegada hom veu g i G com a conjunts de matrius.

Fins ara sabem ja que ’algebra de Lie del grup d’automorfismes de V' és End(V') i coneixem
com actua l'exponencial. Vegem ara com actua el producte de Lie. Siguin X € giY € g vectors
de l'algebra de Lie i aX(s) i a¥ (t) les corbes integrals associades. Coneixent ja 'aplicacio
exponencial, tenim que aquestes corbes es poden escriure de la manera segiient:

X (s) =X

oy (t) = et

Per tant, a(s,t) = aX(s)a¥ (t)a™ (—s) = e¥X et e=5X. Derivant respecte % obtenim

[X,Y]:ad(X)ng 9 a(s,t)—g

sX —sX
= Y =XY-YX
ds|, Ot|, 0s © ¢

0

Per tant, el producte de Lie dels grups lineals generals és el commutador de matrius.
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2.5.3 Grups lineals especials

Teorema 2.20. Tot subgrup tancat d’un grup de Lie admet una estructura canonica de grup
de Lie.

La demostracié d’aquest teorema, que el lector pot trobar a [2], capitol 1, p. 28, teorema
3.11, ens assegura que a partir dels grups lineals generals podem obtenir un gran nombre de
grups de Lie. Aix0 motiva la definicié segiient.

Definicié 2.21. Un grup de Lie matricial és un subgrup tancat de GL(n,C).

El teorema anterior ens assegura que tot grup de Lie matricial és efectivament un grup de
Lie. Si en la definici6 es recorre a GL(n,C) i no GL(n,R) és perqué GL(n,R) C GL(n,C),
sent GL(n,R) tancat en GL(n,C). Vegem ara un primer exemple d’un grup de Lie matricial
diferent dels grups lineals generals.

Si el grups lineals generals estan formats per aquelles matrius -sobre els respectius cossos-
amb determinants no nuls, sovint hom pot estar interessat en restringir I’atenci6 a les matrius
amb determinant 1.

SL(n,C)={A € GL(n,C)|det(A) =1}
SL(n,R) = {A € GL(n,R)|det(A) = 1}

Vegem que aquests son grups de Lie matricials. Per comengar, la formula det(AB) =
det(A)det(B) ens assegura que SL(n,C) i SL(n,R) son realment grups. Per altra banda, la
continuitat del determinant ens assegura que els anteriors conjunts son tancats (en el respectiu
GL(n,K)). Per tant, aplicant el teorema anterior obtenim ja una nova classe de grups de Lie:
els grups lineals especials.

Estudiem com és 'algebra de Lie d’aquests grups, denotada per sl(n,K). Els seus ele-
ments soén els vectors de l'espai tangent a la identitat, que podem prendre com el conjunt de
vectors tangents definits a la identitat per les corbes integrals -grups uniparamétrics-. Do-
nat que SL(n,K), sent una varietat diferenciable, compleix SL(n,K) C GL(n,K), sabem que
sl(n,K) C End(K™). Suposem donat un grup uniparameétric a : R — SL(n,K), que podem
identificar amb e'X per algun X € g. Per definici6 es compleix que det(a(t)) = 1 Vt € R.
Perd per la formula de Jacobi [4] (capitol 2, p. 41, teorema 2.12),

det(etX) _ etr(tX)

Aixi doncs, e”X) =1 Vt € R, és a dir, tr(tX) = 0 V¢t € R. Com que s’ha de complir
per tot t, necessariament X és una matriu amb traca nul-la. Amb aquest raonament hem
demostrat que tot element de sl(n,K) és una matriu amb traga nul-la. Demostrem la inclusié
contraria: tota matriu A € M, (K) amb traga nul-la és un element de sl(n,K). En efecte, sigui
X € M,(K) amb tr(X) = 0. Sabem que ¥ és un cami diferenciable, i la formula de Jacobi
ens assegura que és un cami diferenciable a SL(n,K). Com que X és el vector tangent a e'X
at=0, tenim que X € g.

Aixi doncs,

sl(n,C) = {A € M, (C)|tr(A)
si(n,R) = {A € M, (R)|tr(A)

0}
0}
Com que sl(n,K) C End(K"), el producte de Lie a sl(n,K) és la restriccié del producte a

End(K"), és a dir, actua també a sl(n, K) com [X, Y] = XY -Y X per X, Y € sl(n,K). Faltaria
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veure com actua aqui I’aplicacio exponencial. Pero com que la inclusié i : SL(n,K) — GL(n,K)
és un homomorfisme de grups de Lie, la naturalitat de I’aplicacié exponencial ens assegura que
actua sobre X € sl(n,K) de la mateixa manera que ho fa interpretant X € End(K"), és a dir,
actua com
€X — sz
1!
i=0

El mateix argument és valid per tot grup de Lie matricial.

2.5.4 Els grups unitaris

Els grups unitaris U(n) son un altre exemple de grups de Lie matricials, definits com
U(n) = {A € GL(n,C)|ATA = E},

on Al denota el conjugat hermitic d’A. La condici6 ATA = E és equivalent a requerir que les
columnes d’A siguin ortonormals respecte el producte escalar canonic a C™.

Analogament al cas dels grups lineals especials, volem veure que U(n) és un subgrup tancat
de GL(n,C). Que és subgrup és senzill de demostrar. La identitat E clarament compleix
E'E = E. Si prenem dues matrius A, B € U(n), aquestes compleixen ATA = BB = E, i
donat que (AB)" = BTA" obtenim (AB)TAB = BTATAB = B'EB = B'B = E, i el producte
AB és a U(n). Finalment, si A € U(n), notem que el fet que ATA = E ens diu que A~! = Af,
perd llavors prenent l'operador 1 a 'anterior equacié, obtenim que F = Ef = (A]LA)Jr =
AT(ANT = A=Y (A1) Tenim, doncs, que A~! € U(n). Per tant, queda vist que U(n) és
subgrup de GL(n,C).

Podriem veure que és tancat de diferents maneres, perd és suficient notar que 'aplicacid
F : GL(n,C) — GL(n,C) definida per F(A) = AT A és continua, aixi que U(n) = F~Y(E) és
tancat en ser la preimatge d’un tancat per una funcié continua.

Havent demostrat que U(n) és un grup de Lie hem llavors d’estudiar com és I’algebra de
Lie associada, u(n). Si prenem un grup uniparamétric f : R — U(n) sabem que

vieR f()Tf(t) = E,
de manera que diferenciant I’anterior igualtat obtenim que
PO+ o) =0
Com que volem f’(0), avaluem a t = 0 'anterior igualtat i obtenim

0= f(0)T£(0) + £(0)T£'(0) = £ (0)T + '(0)

1'(0) és justament el vector tangent pertanyent a I’algebra de Lie de U(n), u(n). Per tant,
acabem de veure que totes les matrius de u(n) son antisimétriques. Faltaria veure que u(n) esta
realment formada per totes les matrius antisimétriques. Per comprovar-ho, utilitzarem dues
propietats demostrades a [4], capitol 2. La primera d’elles és que I’exponencial d’una matriu
compleix (e4)t = A’ La segona és que en el cas que dues matrius A i B commutin, llavors
es verifica eAtB = e4eB. Sigui doncs X € M,(C) una matriu antisimétrica, X' + X = 0 i
definim el cami diferenciable

a:R— M,(C)

t s efX
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on X representa la matriu exponencial de tX. Volem veure que « és realment un cami

diferenciable a U(n). Per tant, considerem

— et(fX+X) — B

t t
(X)) etX = X7 tX (X T4X)

a la segona igualtat hem utilitzat que ¢tX i tXT commuten. En efecte,

X'X=-X X=X (—X)=XxXxT
Per tant, o és un cami diferenciable a U(n) amb a(0) = E i %‘0 a = X. Queda demostrat
que u(n) és el conjunt de matrius complexes n x n antisimétriques.

La caracteritzacié de les matrius unitaries com aquelles complint ATA = E restringeix els
possibles valors que pot prendre el determinant. En efecte, com que det(Af) = det(A) -on
A denota el conjugat complex d’A-, prenent determinants a la igualtat anterior obtenim que
|det(A)|? = det(A)det(A) = 1. Per tant, les matrius unitaries tenen necessariament determi-
nant de modul 1. Pero igual que amb les matrius lineals generals, podem prendre el subconjunt
de U(n) format per les matrius amb determinat exactament 1. Obtenim llavors un altre grup
de Lie, SU(n), que té per algebra de Lie, su(n), l'espai vectorial format per les matrius de
M,,(C) antisimétriques i amb traga nul-la.

2.5.5 Les matrius ortogonals

Analogament al cas de les matrius unitaries -definides sobre els complexos i requerint que les
columnes de les matrius siguin ortonormals respecte el producte escalar tipic de C™-, en el cas
real trobem les matrius ortogonals O(n) i les matrius ortogonals especials SO(n). El primer
conjunt esta definit com les matrius de M, (R) amb columnes ortonormals respecte el producte
escalar tipic de R™ (que porta a la caracteritzaci6 A’A = E), i en el segon cas ens restringim
a les que tenen determinant 1.

Amb raonaments analegs podriem demostrar que tant O(n) com SO(n) son grups de Lie,
i que les seves algebres associades son

o(n) = {A € M,(R)|A" + A =0}
so(n) = {A € o(n)|tr(A) =0}

Observacié 2.22. De manera semblant a les matrius unitaries, prenent determinants a la
caracteritzacio A'A = E veiem que det?(A) = 1, és a dir, det(A) = £1.

Es necessari fer un breu comentari sobre el significat dels grups ortogonals i unitaris. Hem
comentat que tant O(n) com U(n) estan formats per les matrius quadrades -sobre els reals en
el primer cas, sobre els complexos en el segon- complint A'A = E i ATA = E, respectivament.
Ara bé, amb el producte escalar tipic en ambdos casos, es compleixen les igualtats

Yu,v € C" VA € M, (C) (u, Av) = (Alu,v)

Yu,v € R" VA € M, (R) (u, Av) = (Alu,v)
on (-,-) denota els respectius productes escalar tipics. Pero llavors si interpretem A com a
transformacié de R™ o C™, veiem que els grups ortogonals i unitaris estan formats per aquelles
matrius que respecten el producte escalar tipic, en el sentit segiient. En el cas real, partint de

u,v € R™ i aplicant la transformacié definida per A € M,,(R) obtenim els vectors Au, Av € R".
El producte escalar d’aquest sera

(Au, Av) = (A" Au,v)
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Per tant, O(n) esta format pel conjunt de matrius reals que respecten el producte escalar
usual a R™ i, de manera analoga, U(n) son les matrius complexes que respecten el producte
escalar tipic a C™. Notem, pero, que les transformacions de R™ donades per multiplicacié per
una matriu i que respectin el producte escalar de R™ -és a dir, les distancies i angles-, séon les
reflexions, les rotacions i les composicié d’ambdés tipus (les translacions respecten el producte
escalar, perd no estan donades per aplicaci6 d’una matriu a un vector R™). Sovint pot ser
interessant restringir-se a aquelles matrius que no només preserven el producte escalar, siné
també la orientaci6é dels eixos, aix0d s’acompleix quedant-nos tnicament amb les matrius de
O(n) amb determinant 1, és a dir, restringint-nos a SO(n). Resumint, SO(n) representen
rotacions de l'espai euclidia de dimensié n i O(n) esta format per aquestes rotacions, reflexions
i composicions d’ambdos tipus de transformacions.

Similarment, U(n) esta generada per rotacions i reflexions de C", i SU(n) sén tnicament
les rotacions. A Mecanica Quantica, on els estats d’un sistema fisic s’escriuen en general com a
combinacio lineal -en coeficients complexos- d’una certa base d’un espai de Hilbert, apareixen
sovint les matrius unitaries. Per exemple, la simetria de gauge del Model estandard de fisica
de particules ve donada pel grup de Lie U(1) x SU(2) x SU(3).

2.5.6 Forma bilineal

Acabem de veure dos casos de grups de Lie formats per matrius que respecten un cert producte
escalar. La situaci6 és generalitzable i ens aportara una gran quantitat d’altres exemples de
grups de Lie.

Proposicio 2.23. Sigui V un espai vectorial real de dimensio finita, ¢ H un altre espai vectorial
real. Sigui ( -,-) : V XV — H una forma bilineal. Llavors

G = {4 € Aut(V)|(Au, Av) = (u,v) Yu,v eV}
és un grup de Lie.

Demostracié. Hem de demostrar que G és un subgrup tancat de Aut(V). Per comencar,
és facil veure que és subgrup, de manera idéntica a com ho vam fer en el cas de les matrius
unitaries. La identitat E trivialment és a G. Si prenem A, B € Aut(V) i considerem com
aplica el producte AB sobre la forma bilineal:

(ABu, ABv) = (A(Bu), A(Bv)) = (Bu, Bv) = (u,v)
Per tant, AB € G i finalment, si A € G hem de veure que A~! € G. Ara,

Vu,v €V {u,v) = (Bu, Ev) = (AA™)u, (AA™ 1))
= (A(A7 ), A(A7 1)) = (A7 1w, A1)

Es a dir, (A~ 'u, A=) = (u,v) VYu,v € V. Per tant, A~! € G. Per veure que G és
tancat en Aut(V) considerem una successié {4, },en dintre de G convergent a una matriu
A € Aut(V). Siguin u,v € V. Com que A, € G Vn € N, (4, u, A,v) = (u,v), i donat que
les A,, convergeixen a A, necessariament (Au, Av) = (u,v). Per tant, G és un subgrup tancat
d’Aut(V) i, pel teorema 2.20, és un grup de Lie. O

Com avancavem, molts exemples importants de grups de Lie els podem obtenir aplicant
aquesta proposicié. Per comengar, igual que a R™ i C" tenim els productes escalars tipics
-el producte euclidia i ’hermitic, respectivament- si prenem els quaternions H"” amb el seu
producte escalar tipic -el simpléctic-, el conjunt de matrius que respecten aquest producte
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forma un grup de Lie anomenat grup simpléctic, Sp(n). Un altre exemple rellevant son
les matrius ortogonals generalitzades O(n; k) obtingudes prenent una forma bilineal amb
imatge a R i definida sobre R"** com (u,v) = ugvg + ... + UnVp — Un 110011 — .. — Ut kVUnik. EN
particular, 'anomenat grup de Lorentz O(3, 1) és molt important a Relativitat Especial, on el
producte escalar definit en I'espaitemps de Minkowski distingeix el temps i ’espai assignant un
+ en els termes de la forma bilineal referits a les coordenades espacials, i un - a la coordenada
temporal. Per veure una llista més extensiva de grups de Lie obtinguts d’aquesta manera,
recomanem el primer capitol de [4].
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3 Teoria de representacions

Després d’una breu presentacié dels grups de Lie, passem a donar una també breu presentacié
de la teoria de representacions de grups de Lie i, en especial, de grups de Lie compactes. La idea
darrera de la teoria de representacions és molt maca i potent. Els grups de Lie, com a varietats
diferenciables equipades amb estructura de grup, no séon, certament, l’'objecte matematic més
senzill a estudiar. Seria interessant -i és justament el que fem- passar d’alguna manera del camp
dels grups de Lie a alguna altra estructura matematica més senzilla i ben estudiada. Aquesta
sera ’espai vectorial, i ’Algebra Lineal ens donara moltes eines per tal d’estudiar els grups
de Lie des d’aquest prisma. Presentarem a continuacié la nocié d’una representacié complexa.
El concepte és extensible a representacions sobre espais vectorials reals o quaternionics i pel
lector interessat recomanem |[2], capitol II, secci6 6, pp 93-101.

Definici6é 3.1. Sigui G un grup de Lie i V un espati vectorial complex de dimensid finita. Una
representacio de G en ’espai vectorial V' és una accid continua de G sobre V

p:GxV =V

complint que la restriccid a un element g € G fizat, Iy : v — p(g,v), €s una aplicacid lineal.
El parell (V, p) s’anomena una representacio complexa i V l’espai de representacio. La
dimensid de la representacio, dim 'V, és simplement la dimensio de V' com a espai vectorial.

Recordem que el concepte d’accié (per l'esquerra) implica que

ple,v) =v
p(gh,v) = p(g, p(h,v))

Escrit en termes de les translacions [, les igualtats anteriors esdevenen

l. = idy

lgn =1g0lp

Pero notem llavors que les translacions [, no sén només aplicacions lineals, sin6 que son totes
automorfismes, on [,-1 és I'aplicaci6 inversa de ;. Es per aixd que alguns autors defineixen
directament una representacié complexa de G com un homomorfisme de grups de Lie G —
Aut(V'), sent V' un espai vectorial complex. Per exemple, vegi’s [4], capitol 4, p. 77. Al llarg
de la memoria adoptarem els dos punts de vista.

Observaci6é 3.2. En la definicié de representacié hem demanat que 'accié fos continua, no
necessariament diferenciable. Pero pot demostrar-se que tot homomorfisme continu entre grups
de Lie és diferenciable i, per tant, un homomorfisme de grups de Lie [2]|, capitol I, secci6 3,
Proposicié 3.12, p 29. Aix0 ens permet establir que ’homomorfisme

p:G— Aut(V)
gl

és un homomorfisme de grups de Lie.

Notem ara que, donat que una vegada fixada una base de V, Aut(V) queda identificat
amb GL(n,C), una representaci6 es pot veure des d’un punt de vista més numeéric com a
homomorfisme de grups de Lie amb G — GL(n,C). Passar al camp de I’Algebra Lineal
ens permet ara utilitzar totes les eines que ens proveeix aquesta, com per exemple la traca
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d’aplicacions lineals. Aixi, la funci6 G — C definida per g — T'r(l;) és una funci6 especial
anomenada caracter de G que determina la representacié tret d’isomorfisme. Tot i que per
motius d’espai aqui no parlarem sobre els caricters en teoria de representacions, es recomana
al lector interessat referir-se a [2], capitol I, secci6 4, pp 77-83.

Notacio 1. En comptes d’escriure l'accié d’una representacié com p(g,v) sovint escriurem
g - v si s’entén pel context de quina accio es tracta. I inclis el propi - s’acostumara a ometre.

Després d’introduir un objecte matematic és costum presentar els morfismes que respecten
I’estructura d’aquests objectes.

Definicié 3.3. Sigui G un grup de Lie. Un morfisme entre representacions (V, pv) i (W, pw)
de G és una aplicacio f : V — W lineal i equivariant, aizo és, complint foly, =lsof Vg e G.
Denotem per Homa(V, W) el conjunt de morfismes entre les representacions (V, py) © (W, pw).
Diem que dues representacions (V, py) i (W, pw) son isomorfes si existeiz un morfisme f : V —
W amb inversa.

Notem que a la definici6 anterior, tot i denotar per [, les dues translacions, en escriure
folg =140 felprimerl, ésly,:V — Vielsegon ésl, : W — W. Requerir que un morfisme f
entre representacions sigui una aplicaci6 lineal és comprensible en tant que f és una aplicacié
entre espais vectorials. Notem que la condicié que sigui equivariant implica, en particular, que
les orbites de l'accié de G sobre V' sén enviades a orbites de 'accié de G sobre W. En efecte,
si prenem un vector v € V' i la seva imatge f(v) € W, un element de I'orbita del primer, ,(v)
per algun g € G, és enviat a f(l,(v)). Pero com que f és equivariant, f(l,(v)) = l;(f(v)). Es a
dir, hem enviat [4(v), un element qualsevol de I’orbita de v, a I’orbita de f(v). Resumidament,
f respecta l'estructura de les orbites.

3.1 Exemples de representacions

Abans de continuar desenvolupant la teoria de representacions de grups de Lie mostrarem
alguns exemples de representacions importants.

Definicio 3.4. Sigui (V, py) una representacid complexa. La representacio es diu trivial si
lg=1idy Vged.

Donat que els elements de GL(n,C), U(n) i SU(n) son grups de Lie realitzats com a grups
de matrius, podem fer-los actuar sobre C™ per la multiplicacié matricial usual.

Definicié 3.5. Les representacions de GL(n,C), U(n) i SU(n) sobre C" obtingudes per mul-
tiplicacio matricial s’anomenen representacions estandards.

Recuperem aqui una representacidé que ja va aparéixer en presentar el producte de Lie a
I’algebra de Lie g. Com hem comentat, la idea de teoria de representacions és passar del camp
dels grups de Lie al dels espais vectorials. Perd donat un grup de Lie GG, un primer espai
vectorial que destaca és justament la seva algebra de Lie g -oblidant-se del producte de Lie-.
Notem, perd, que no és suficient identificar un espai vectorial en el que fer la representacio, sind
que cal també definir com actua G sobre aquest espai. I ara recordarem el desenvolupament que
vam fer per introduir la representacié adjunta, per veure com actua G sobre g en aquesta
representacio.

Considerant 'automorfisme de conjugacié per un cert g € G

c(g):G—G

T — gxg_1
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preniem el seu diferencial a la identitat, Tec(g). Llavors obteniem el morfisme enviant cada
g € G al diferencial corresponent.

Ad : G — Aut(g) g— T.c(g)

Aquesta és la representacié adjunta, que ara efectivament podem identificar com a repre-
sentacidé. Vam continuar llavors prenent I’homomorfisme d’algebres de Lie que Ad induia,
ad : g — End(g). Veurem més endavant que aquest és un exemple de representacié d’alge-
bres de Lie.

3.2 Construcci6é de noves representacions

Una vegada disposem d’algunes representacions, podem obtenir-ne de més operant amb els
espais vectorials dels que comptem. Una primera opci6 és prendre la suma directa de dues
representacions. Vegem com funciona. Suposem donades dues representacions del mateix grup
G, (V,pv) i (W,pw). Una operaci6 possible que ens proporciona 1’Algebra Lineal és la de
prendre la suma directa d’ambdoés espais vectorials, V & W. Podem definir una acci6 de G
sobre la suma directa, definida per

p:Gx(VaeW)-VaeWw
(g,v @ w) = py(v) @ pw(w)

Notem que des de la perspectiva matricial, si 'accié de g € GG sobre V' ve donada per una
matriu A(g) i sobre W per una matriu B(g), llavors 1'acci6 de g sobre V@& W ve donada per

la matriu diagonal per blocs
(A(g) 0 )
0 Bg)

Per tant, de dues representacions podem definir-ne una nova a partir de la suma directa
V@W. Veurem en el segiient capitol que sovint ens interessara descompondre una representacio
en sumes directes de representacions més senzilles.

Una altra possibilitat seria prendre el producte tensorial, V @ W. En la mateixa notaci6é
que anteriorment, l'acci6 de g sobre v ® w, ve donada per py (v) ® pw (w).

Un tercer métode que volem comentar és la utilitzacié de les aplicacions lineals. Sabem
que si V i W sén espais vectorials, el conjunt d’aplicacions lineals de V' a W, denotat per
Hom(V, W), té també estructura d’espai vectorial. Pero llavors, si tenim representacions a V'
i W podem definir-ne a Hom(V, W) de manera que g € G actua sobre f € Hom(V,W) com

lg-10folg (3.1)

Notem que aqui iy : V. = Vil : W — W. Leleccié d’utilitzar [; o la seva inversa
lg_1 resulta de la necessitat de que 'accié de g sobre Hom(V, W) sigui realment una acci6é per
I’esquerra.

Un cas particular d’aquest ultim procediment serd quan prenem W = C, cas en el qual
V* = Hom(V,C) és l'espai dual de V. Si, a més a més, prenem que 'accié de G sobre W
sigui la representacié trivial, llavors la representacié obtinguda sobre V* pel métode anterior
s’anomena la representaci6é dual.

L’Algebra Lineal i Multilineal ens proporciona de més eines per tal de construir noves
representacions a partir d’antigues: productes exteriors, productes simétrics, espai conjugat i
més. Per veure aquests exemples, de nou recomanem |2], capitol II, seccié 3, pp 74-76.
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Finalment, considerem una representacié (V, p) d’un grup de Lie G. Si H C G és també un
grup de Lie, obtenim una acci6 de H per restriccié de p. Sii: H — G representa la inclusié
d’H en G, 'accio6 esta definida per

resGp: HxV =V
(h, v) = p(i(h))(v)

Per exemple, a partir d’una representaci6 d’U(n) podem obtenir una representaci6 de
SU(n). En general, si « : H — G és un homomorfisme de grups de Lie, podem definir
un morfisme d’H en V prenent

pHXV >V
(h,v) = p(a(h))(v)

3.3 Representacions unitaries, irreductibles i lema de Schur

Després d’haver vist exemples de representacions, continuem 1’exposicié tedrica. En un primer
curs d’Algebra Lineal hom acostuma a dotar un espai vectorial de productes escalars, i aqui
utilitzarem justament aquesta estructura.

Definicié 3.6. Sigui (V, p) una representacio compleza del grup de Lie G. Sigui (-,-) : VXV —
C un producte escalar (hermitic) sobre V. Diem que el producte escalar és G-invariant si
(lgu,lgv) = (u,v) Vg € G Yu,v € V. Una representacio unitaria és una representacid
compleza equipada amb un producte escalar G-invariant.

Es necessari fer aqui un breu comentari sobre les representacions unitaries. Suposem do-
nada una representaci6 unitaria (V,p). Si seleccionem una base ortonormal, podem veure la
representacio des del punt de vista matricial, resultant en un morfisme p : G — GL(n,C).
Ara bé,en aquest cas podem restringir GL(n,C) a U(n). En efecte, en les columnes de p s’hi
troben les imatges de la base ortonormal escollida per Iaplicacio de p(g) = l;. Perd com que
el producte escalar és G-invariant i la base escollida és ortonormal, les columnes tornen a ser
ortonormals entre elles i, per tant, p(g) € U(n). Al revés, si tenim donat un morfisme continu
G — U(n), la representaci6 donada per aquest morfisme és unitaria si escollim el producte
escalar tipic de C™.

Com hem comentat ja i veurem més clarament al final, els grups de Lie acostumen a
representar simetries d’un sistema. La idea de teoria de representacions és traslladar-nos del
camp dels grups de Lie al dels espais vectorials, enviant tot element de g a un element de
Aut(V). I una matriu d’Aut(V) també pot interpretar-se com una simetria. Per donar un
exemple, considerem l'espai euclidia R? i, fixat un eix z, el grup de rotacions entorn d’aquest
eix, identificat amb SO(2) com a subconjunt de SO(3). En rotar R? per un eix obtenim
un automorfisme de R? a ell mateix. Ara bé, I'accié definida per SO(2) deixa tant el pla
z = 0 com l'eix z fixos, de tal manera que el morfisme G — Aut(R3) podria ser restringit a
morfisme G — Aut(R?) (el pla invariant) o G — Aut(R) (I'eix invariant). D’aquesta manera
aconseguim descompondre la simetria global que pugui representar 1'accié de G sobre R? en
dues accions, una sobre R? i I'altra sobre R. Aquestes idees queden ben definides amb el
concepte de subrepresentacié6.

Definicié 3.7. Sigui G un grup de Lie i (V,p) una representacic de G en V. Si un subespai
U C V és invariant per Uaccié de G -aizd és, lg(u) € U Vg € G Yu € U-, llavors diem que
(U, pjy) €s una subrepresentacié de V. Una representacio irreductible és aquella que no
admet subrepresentacions diferents de 0 i ella mateiza. En cas contrari, la representacio es diu
reductible.
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Si pot interessar en una primera aproximacié als grup de Lie restringir-se al cas de grups de
Lie compactes és perqué disposem aqui d’eines molt potents que ens ajudaran a caracteritzar
les seves representacions. Alguns dels grups de Lie més importants son compactes: els grups
unitaris U(n) i SU(n), els grups ortogonals O(n) i SO(n) i els tors T™ son alguns exemples. En
canvi, un R-espai vectorial de dimensi6 finita no és compacte. Veurem a continuacié que tota
representaci6é complexa d’un grup de Lie compacte es pot descompondre com a suma directa de
subrepresentacions irreductibles. La demostracié del segiient teorema utilitza 1’existéncia, per
qualsevol representacié V' d’un grup de Lie compacte G, d'un producte escalar G-invariant.
Alhora la demostracié d’aquesta existéncia recau en el concepte de mesura de Haar i la
possibilitat de definir sobre G una integral especial invariant per l'acci6 de G. Pel lector
interessat, vegi’s [2] capitol I, secci6 5, pp 40-53, i capitol II, secci6 1, teorema 1.7, p 68.
Nosaltres donarem per assumit que tota representacié V d’un grup de Lie compacte G admet
un producte escalar G-invariant.

Teorema 3.8. Sigui G un grup de Lie compacte i (V,p) una representacié d’aquest sobre V.
Sigui U C V' un subespai G-invariant i, per tant, una subrepresentacid. Llavors existeix una
subrepresentacic W C V', complementaria de U, complint que V.= U & W. En particular, V
pot descompondre’s com a suma directa de subrepresentacions irreductibles.

Demostracié. Sigui (-,-) : V x V' — C un producte escalar G-invariant. Llavors podem
prendre el complement ortogonal, UL, de U. Sabem ja que V = U @ U~. Falta veure que U+
defineixi una subrepresentacio, és a dir, que U~ sigui també G-invariant. Per aixo, considerem
g € Gitue U, Volem veure que lg(u) € U~. Sigui, doncs, u € U un element qualsevol,
llavors

<l9(ﬂ)7u> = <lg*l(lg(ﬂ))alg*1 (u)> = <2~L, lgfl(u)v> =0

A la primera igualtat hem utilitzat que el producte escalar és G-invariant i podem, per tant,
introduir /,-1. A la tercera igualtat hem utilitzat que u € UL i que, com que u € U —sent
U G-invariant—, [,-1(u) € U. Pero llavors iterant el procés fins arribar a subrepresentacions
irreductibles, tenim que tota representacié complexa d’un grup de Lie compacte es pot escriure
com a suma directa de subrepresentacions irreductibles. O

Es interessant veure com, en treure el requeriment de que G sigui compacte, el teorema
anterior és fals. Considerem el grup de Lie segiient

G = {(é ‘1‘> € GL(n,C)|a € C}

Que G és un grup de Lie és facil de veure, demostrant que és un subgrup tancat de GL(n, C).
Considerem la representacié de G sobre C? definida per multiplicacié matricial. Aquesta repre-

sentaci6 és reductible, doncs si prenem el subespai U generat per 0) , aquest és efectivament

G-invariant i, per tant, defineix una subrepresentaci6é de C2. Ara bé, qualsevol subespai V' com-
. . . b
plint C2 = U@V es pot escriure com el subespai generat per | ) perun cert b € C. Pero cap

d’aquests subespais és invariant per ’acci6 de G, és a dir, no defineixen una subrepresentacio.
Per tant, si bé la representacié de G sobre C? anterior és reductible, no pot descompondre’s
com a suma directa de subrepresentacions irreductibles.

Després d’haver introduit les representacions irreductibles, presentem un teorema de vital
importancia en la teoria de representacions: el conegut com a lema de Schur

Teorema 3.9. Sigui G un grup de Lie. Siguin V i W representacions irreductibles de G.
Llavors
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1. Un morfisme (de representacions) f :V — W és, o bé zero, o bé un isomorfisme.
2. Tot morfisme f:V — V és un mailtiple de la identitat.
dimcHomg(V,W) =1 si V=W
" dimcHomg(V,W) =0 si VEW

Demostracié. Comencem demostrant la primera afirmacié. En les condicions de ’enunci-
at, considerem el subespai ker(f) C V. Aquest és un subespai G-invariant. En efecte, sigui
u € ker(f) i considerem [4(u) per un g € G qualsevol. Com que f és un morfisme de repre-
sentacions, és equivariant i commuta amb l'acci6é de G, aixo és, [j o0 f = f ol,. Pero llavors
flg(w)) =1y(f(u)) =14(0) = 0. A la pentltima igualtat hem utilitzat que u € ker(f), mentre
que a la tltima hem utilitzat que [, és una aplicacio lineal. Aixi, l,(u) € ker(f) i queda demos-
trat que el nucli de f és G-invariant, és a dir, defineix una subrepresentacié de V. Perod com
que V és irreductible, tenim tinicament dues possibilitats: o bé ker(f) =V i f és el morfisme
zero, o bé ker(f) = {0} i f és injectiu.

De manera semblant demostrariem que la imatge Im(f) € W és G-invariant, aixo és, una
subrepresentacié de W. Pero com que W és també irreductible, retrobem de nou dues opcions:
obé Im(f) =01 f és el morfisme zero, o bé Im(f) = W i f és exhaustiu. Per tant, queda
demostrat que f pot o bé ser el morfisme zero o bé un isomorfisme.

Passem a demostrar la segona afirmacié. Per aix0, considerem el morfisme f : V' — V amb
V' irreductible i suposem que no és el morfisme zero. Com que V és un espai vectorial sobre
C, sabem que f admet vectors i valors propis (algun no nul). Sigui ug un vector propi de f
de valor propi A # 0, aixo és, f(ug) = Aug. Considerem el subconjunt de vectors propis amb
aquest valor propi

U={ueV|f(u) = Au}
També U és G-invariant: si apliquem [, a la igualtat f(u) = Au obtenim que f(ly(u))

lg(f(u)) =lg(Au) = Alg(u). Perd com que V és irreductible i U # {0}, necessariament U =V,
aixo és, f(v) = Av Yo € V. Per tant, f = Xidy.

O

La tercera afirmacioé és resultat de les dues anteriors.

Vegem un important corol-lari del lema de Schur:

Proposicié 3.10. Les representacions irreductibles de grups de Lie abelians compactes son
uni-dimensionals.

Demostracié. S’entén que s’esta excloent el cas de la representacio trivial en un espai vectorial
zero-dimensional. La demostracié és senzilla una vegada disposem del lema de Schur. El que
ens aporta el fet que el grup de Lie, G, sigui abelia és que les translacions que defineix una
representacio (V, p) - les [, per diferents g € G - son de fet morfismes de representacions. En
efecte, per la definici6 de representacio, l, : V' — V ja és una aplicacio lineal. Per tal que [,
fos un morfisme de representacions faltaria que fos equivariant, i justament l’abelianitat ens
ho assegura. Efectivament, si prenem g € G i considerem [, llavors tenim

lgolg=lgg=1lg5=1g01g,

on a la primera i dltima igualtat hem utilitzat que p és una acci6 i a la segona l’abelianitat
de G. I justament que lzol, = l,0l5 Vg € G és la definicio de que [, sigui equivariant.
Per tant, [, : V — V és un morfisme de representacions. Pero llavors pel lema de Schur
tenim que l; = A(g)idy. Aix0 ens assegura que qualsevol subespai de V' és G-invariant. Pero
com que estem suposant que la representacio és irreductible, necessariament obtenim que la
representacié ha de ser unidimensional, per tal de no tenir cap subespai de dimensi6 1 que, pel
que hem vist, seria immediatament G-invariant. U
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3.4 Descomposicié canonica

Hem demostrat ja que tota representacié complexa de dimensi6 finita V' es pot descompondre
com a suma directa de representacions irreductibles. I tot i que la descomposicié no és tnica,
existeix una descomposicié especial: la descomposicié candnica.

Sigui G un grup de Lie i considerem un conjunt complet de representacions irreductibles
complexes de G sense incloure dues representacions isomorfes, Irr(G, C). Ens interessa trobar
una descomposicié d’una representacié finita V' de GG. Diem que una representacio6 irreductible
U esta continguda a V si U és isomorfa a una subrepresentacié de V.

Observacié 3.11. Notem que, a ’hora de descompondre V' com a suma directa de represen-
tacions irreductibles, no ens interessa distingir entre representacions irreductibles isomorfes.
Aixo és aixi perqué el prendre la suma directa preserva l'isomorfisme. SiV = Vi @ Va, Vi =2 VY
iVo =2 V), llavors V=V, @V, = V] & Vj.

Ara, U pot estar continguda a V multiples vegades, i per fer la descomposicio ens interessa
saber aquesta multiplicitat.

Definicié 3.12. Sigut U una representacio irreductible continguda en V. Definim la multi-
plicitat de U en V' com la dimensié dimcHomg(U,V).

Hem de veure que la multiplicitat aixi definida es correspon efectivament amb una nocié de
quantes copies de U trobem a V. Ara, sabem que V es pot descompondre com a suma directa
de representacions irreductibles

V=V

Llavors, podem descompondre també Homg(U, V') com

Homg (U, V) = @ Homa(U, V;)

7

Pero Homg(U,V;) involucra tnicament les representacions irreductibles U i Vj, i el lema
de Schur ens assegura que dimcHomg(U,V;) és 1 si U = V; 0 0 en cas contrari. Pero llavors,
com que

dimcHomg(U,V) = Z dimcHomg(U,V;),

tenim que dimcHomg(U, V') és el nombre de representacions irreductibles V; que son isomorfes
a U. Aix0 justifica la definici6 d’aquest valor com a multiplicitat d’U en V. Ara, donada una
representacio irreductible U € Irr(G, C) podem considerar I’aplicacio

dy : Homg(U,V)®@cU =V
fRu— f(u)

Podem fer actuar G sobre Homag(U,V) ®@c U de tal manera que g- (f@u) = f@g-u. I
equipant el domini de sortida amb aquesta accié, el morfisme dy és equivariant. En efecte,

dy(g-(f@u)) =du(f®@g-u)=flg-u)=g-f(u)=g-du(f®u),
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on hem utilitzat que f és G-equivariant. Pero si prenem totes les representacions U de Irr(G, C)
podem reunir les aplicacions dyy en una de sola

d: P Homa(UV)@cU—V
Uelrr(G,C)

Volem veure que d és un isomorfisme de representacions, amb el que ja haurfem aconseguit
descompondre V com a suma directa de representacions irreductibles d’un cert conjunt complet
Irr(G,C).

Proposicié 3.13. L’aplicacio d és un isomorfisme de representacions.

Demostracid. Per comencar, definida 1'accié de G sobre cada Homg(U, V) ®c U com abans,
G actua també sobre Dyesyr(qc) Homa(U, V) ®@c U en la manera usual de definir Iaccio
en sumes directes. I, de nou, aquesta acci6é sobre el domini de sortida fa de d una aplicacio
G-equivariant.

Hem de veure que d és un isomorfisme. Notem que és suficient veure-ho pel cas V €
Irr(G,C) ja que tant la suma directa com un isomorfisme de representacions manté la veracitat
del teorema. Per exemple, suposem que V = Vi & V5 i el teorema és cert per Vi i Vo, és a dir,
els morfismes

di: @ Homg(UW)ecU—W
Uelrr(G,C)
dy: @ Homg(U Vo) @cU — Vs
Uelrr(G,C)
son isomorfismes. Perd com que V =V; & Vs,

Homag(U,V) = Homg(U, Vi) & Homg(U, Va)

i, per tant,

V=nieW>| P HomeUWeclU|ae| @ HomglUVa)ecU
Uelrr(G,C) Uelrr(G,C)
= Homg(U,V) ®@c U
Uelrr(G,C)

i d és també un isomorfisme. Analogament pel cas en que Vi = Vs. Per tant, és suficient que
demostrem la proposici6 pel cas V' € Irr(G,C). Pero llavors és trivial, ja que en ser Irr(G,C)
un conjunt complet de representacions irreductibles no hi ha cap parell de representacions
isomorfes, ¢és a dir, per tot U € Irr(G,C) diferent de V, V 22 U i en aquest cas el lema de
Schur ens assegura que Homg (U, V) = 0. Del domini de d roman tnicament Homg(V,V)®cV,
pero el lema de Schur també afirma que Homg(V, V) = C, aixi que d és llavors

d:C®cV =V
a@v+— av

i d és un isomorfisme. O

Definici6 3.14. La imatge de U per dy s’anomena el sumand W-isotipic de V, i es denota
per V(U). La multiplicitat de V(U) és la dimensid dimcHomg(U, V)
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Com que d és un isomorfisme, i aquest preserva la suma directa, hem vist que donat un
conjunt complet de representacions irreductibles Irr(G,C), podem descompondre V com a
suma directa dels corresponents sumands isotipics:

v= & v

Uelrr(G,C)

Aquesta descomposicié s’anomena la descomposicié candnica. Volem veure que satisfa
certa noci6 d’unitat, en el sentit segiient: si Wi = Wy, llavors V(W) = V(Wa). Aixi, si
haguéssim escollit un altre conjunt complet de representacions irreductibles no dues d’elles
isomorfes, la descomposicié canonica seria la mateixa. Vegem doncs que V(W;) = V(Ws) per
Wy = Wa.

~

Proposicio 3.15. Siguin W1 = Wy dues representacions irreductibles d’un grup de Lie G, i
sigut V' una representacio (no necessariament irreductible) de G. Llavors V. (Wi) =V (Wa).

Demostracio. Sigui ¢ : W7 — W5 un isomorfisme. Aquest indueix un isomorfisme entre
Homg(W1,V) i Homg(Wa, V)

¢ : Homg(W1,V) — Homg(Wa, V)
frfoo™!

Alhora, aquests dos isomorfismes indueixen un isomorfisme entre Homg(W1,V) @c Wi i
Homg (W2, V) @c Wa:

P Homg(Wl, V) ®c W1 — HOmG(WQ, V) ®c Wo
fOwi— fod™! @ ¢(wr)
Volem veure que dy, = dyw, o ®, i per fer-ho ens és suficient veure-ho que la igualtat es

compleix en actuar sobre elements de Homg (W1, V)®c W1 de la forma f ®cwi, ja que aquests
generen tot 'espai Homg(W1,V) ®c Wi. Pero efectivament,

dyw, (2(f ®c w)) = dwy(f 0 7' @ $(wr)) = (f 0 ¢~ ) (d(w1)) = f(w1) = dw, (f @c w1)
Aixi doncs, dw, = dw, o ®, i aix0 ja ens assegura que V(W) = V(Ws). O

Aixi doncs, si en compte de Irr(G,C) haguéssim escollit un altre conjunt complet de re-
presentacions irreductibles no dues d’elles isomorfes, Irr(G,C)’, la descomposicié canonica
resultant d’aquesta ultima tria continuaria sent la mateixa. Es en aquest sentit que diem que
la descomposicié candnica és tnica.

3.5 Representacions dels tors

Com a exemple que sera de gran importancia més endavant, estudiarem aqui les representacions

dels tors T" = ﬂ% = (%)” =~ (SH". El segiient teorema esta extret de [2], capitol II, seccio 8,

p 107.

Proposicio 3.16. Les representacions irreductibles del tor T™ son de la forma

©:7"— 5
[x] — exp(2mia(x)) =€ R"™

on ofz) = (a,z) =Y, a,x, amba € Z".
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Demostracié. Comencem notant que 77 és un grup de Lie compacte abelia, de tal manera
que per la proposicié (3.10) les seves representacions irreductibles sén unidimensionals. Per
tant, ja sabem que les representacions irreductibles séon de la forma

©:T" - GL(1,C) = C*

Ara bé, com que T" és compacte, tota representacié admet un producte escalar T"-invariant,
i escollint una base ortonormal respecte aquest producte escalar podem prendre la representacio
com
0:1T" - U(1)=s!

L’algebra de Lie del tor 7™ és t* = R™ i, en particular, la de S és R. Ara, una representaci6
irreductible © : 7" — S! indueix una aplicaci6 entre les algebres de Lie 7,0 : R® — R que fa
commutatiu el diagrama segiient

; exr
zZn —t L je P

o Jro o

Z— R, 50
O

Tota representacié de dimensi6 finita del tor 7™ es pot escriure com a suma directa de
representacions irreductibles, aixi que ’anterior proposicié ja ens proporciona totes les repre-
sentacions de dimensi6 finita de T".

En tractar les representacions de tors, apareix un concepte similar al de vectors propis en
Algebra Lineal.

Definicié 3.17. Sigui T un tor i (V,p) una representacic complexa de T. Un morfisme de
grups de Lie 6 : T — S' s’anomena un pes de T si el subespai

V(@) ={veVplt)(v)=0(t)-v VteT}

és no nul. En aquest cas, V(0) s’anomena espai de pesos de 0 i un element no nul de V(0)
s’anomena un vector de pes 6.

Es necessari aclarir la notaci6 usada en la definici de V(). Un t € T donat actua sobre V'
com "automorfisme p(t), de manera que ’acci6 de t envia el vector v a p(t)(v), que és el terme
de I'esquerra. Pero per altra banda, podem entendre §(¢) € S' com un escalar de C, i com que
V' és un espai vectorial complex, tenim definit el producte per escalar, aconseguint 6(t) - v.

Com déiem, la nocié de pes i vector de pes generalitza la nocié de valor propi i de vector
propi. Podem interpretar § com un funcional sobre T' de tal manera que V() esta format per
tots els vectors de V' que sén simultaniament vectors propis de I’acci6 de 0(t) per tot t € T.

El concepte de pes, perod, no és siné la particularitzacié de la noci6 de representacié irreduc-
tible en el cas dels tors. En efecte, sabem que una representacié complexa (V, p) de dimensio
n d’un tor T es pot descompondre com a suma directa de representacions irreductibles.

V=Viec..oV,

on 'acci6 de p sobre V es pot escriure com

p(v) = p1(v1) + ... + pn(vn)
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Ara, com que el tor T' és abelia, aquestes representacions irreductibles (V;, p;) son unidimen-
sionals. Una vegada fixada una base de cada V;, la representacié6 —que prenem, sense pérdua
de generalitat, unitaria— és un morfisme 7' — S'. Pero com tota representacio, una vegada
fixada una base, p; actua sobre V; per multiplicacié matricial. I com que la matriu resultat és
1 x 1, la multiplicacié matricial coincideix amb el producte per un escalar. Aixi, si prenem un
vector v; € V; no nul de cada V;, el conjunt (vy,...,v,) forma una base de V, i donat que p
actua sobre un v com

p(v) = p1(v1) + ... + pu(vn),

Vi és justament el conjunt
Vi={veVlp(v)=pi v}

Es a dir, els pesos de V sbén en realitat les subrepresentacions irreductibles de V. En el
cas de subrepresentacions amb certa multiplicitat, podriem descompondre arbitrariament la
subrepresentacié en suma directa de subrepresentacions irreductibles unidimensionals.

Fins aqui hem estat treballant Ginicament amb R-algebres de Lie, doncs aquestes apareixien
com espais tangents a varietats diferenciables reals. Veurem, pero, que pot resultar interessant
passar a una C-algebra de Lie. La definici6 d’aquesta és idéntica a la de R-algebra de Lie,
excepte en el canvi del cos sobre el que esta definida. Hi ha diferents maneres de definir la
C-algebra de Lie associada a una R-algebra de Lie. Nosaltres seguim a Hall [4], capitol 3,
seccid 6, p 65.

Definicié 3.18. Sigui V' un R-espai vectorial de dimensid finita. La complexificacio de V,
denotada per V¢, €s Uespai vectorial per les combinacions lineals formals

v1 + 102

amb v1,ve € V. Aquest és directament un R-espai vectorial, i si definim el producte per la
unitat 1maginaria com
i-(v) +ive) = —vg +ivy
és també un C-espai vectorial.
Observaci6 3.19. Si V és un R-espai vectorial, podem prendre la seva complexificacié6 com

el producte tensorial Vo 2 C®r V.

Si g és una R-algebra de dimensi6 finita, podem complexificar 1'espai vectorial associat i el
producte de Lie associat s’estén de manera tnica a la complexificacié gc. Per una demostracié
vegi’s [4], capitol 3, secci6 6, proposici6 3.37, p 65.

Exemple 3.20. Sabem que l’dlgebra de Lie del grup unitari U(n), u(n), estad formada per les
matrius n X n antisimétriques. La seva complexificacié és C ®g u(n), perd

C®ru(n) — gl(n,C)
c®R®A—cA

defineix un isomorfisme. Aixi doncs, la complexificacié de u(n) és gl(n,C).

Analogament, ’algebra de Lie de SU(n), su(n), esta formada per les matrius n x n antisi-
meétriques i amb traga nul-la. Pero llavors, tenim I’isomorfisme

C ®g su(n) — sl(n,C)
cR A cA

Per tant, la complexificacié de su(n) és sl(n, C).
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Quan hom discuteix les representacions del tor, freqiientment es recorre a representacions
sobre R-espais vectorials. La definicié d’una representacié real és idéntica a la d’una represen-
tacié complexa, excepte en que l’espai de representacio és un R-espai vectorial, no un C-espai
vectorial. Per un lector interessat en les representacions reals i quaternioniques, i les relacions
entre els diferents tipus de representacions, es recomana [2|, capitol II, seccié 6, pp 93-101.

En el cas de representacions reals, disposem d’un concepte analeg de pes i de vector de pes,
tot 1 que recorrent a la complexificacié.

Definicié 3.21. Sigui T' un tor i (V,p) una representacio real de T. Un pes de V' és un pes
de la complexificacio V.

3.6 Representacions d’algebres de Lie i pesos infinitesimals
Existeix per les algebres de Lie una nocié analoga a la de representacié donada pels grups de
Lie.

Definicié 3.22. Sigui g una algebra de Lie i V un espai vectorial. Una representacio de g en
V' és una forma bilineal

LxV =V
(X,v) = Xv
satisfent X (Yv) — Y (Xv) = [X,Y]v.
Igual que en el cas de les representacions de grups de Lie, podriem haver donat una definicié
equivalent de representaci6 d’algebra de Lie com un morfisme d’algebres de Lie L — End(V).

El requeriment de que la representacié compleixi X (Yv) — Y (Xv) = [X,Y]v és simplement
per tal de que es preservi el producte de Lie de les algebres L i End(V).

Veurem ara com una representacié d’un grup de Lie G indueix una representacié de la seva
algebra de Lie associada, g. Sigui p : G X V — V una representacié complexa. Com que
I’aplicacié exponencial ens relaciona G i g, podem utilitzar-la per definir I’accioé de g sobre V.
En efecte, considerem I’aplicacio

gxV =V
1
(X,v) = Lyv = }im —(exp(tX)(v) —v)
—0 1

on notem que hem utilitzat que exp(tX) és un element de G i per tant actua a través de
la representacié p : G x V. — V. Vegem que g X V — V aixi donada és una representacio
d’algebres de Lie.

Per comencar, I'aplicaci6 és lineal tant en X com en v.

Laxv = lim 1 (eap(taX))(v) — o) = lim & (eap(FX))(0) —v) = aLxv
Ly = lim Hep(t(X +¥))() =) = lim 2 (eap(t) - eap(t))(w) — 0
= lim *((eap(tX) - exp(t¥))(v) — exp(tY )o + exp(tY )v —v) = Lv + Lyv
Ly(av + bu) = lim %(exp(tX)(cw +bu) — (av + bu))
= alin %(exp(tX)(v) ~v) +blim %(ea:p(tX)(u) —w)

=alLxv+bLxu
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A les anteriors igualtats hem utilitzat que el cami diferenciable a(t) = exp(tX) - exp(tY)
té per vector tangent a la identitat X + Y, la continuitat de l'accié de p en V i que I'acci6 de
exp(tX) per un t € R fixat és una aplicaci6 lineal. Notem que donat que p : G — Aut(V') és un
homomorfisme de grups de Lie, el seu diferencial Tep : g — End(V') és un morfisme d’algebres
de Lie. De fet, T.p(X) és justament I’endomorfisme que envia v a Lxv. I com que T.p és
un morfisme d’algebres de Lie, preserva el producte de Lie, de tal manera que Tep([X,Y]) =
[Tep(X), Tep(Y)]. Queda demostrat, doncs, que g x V' — V definida per (X,v) — L,v és una
representaci6é d’algebres de Lie. La naturalitat de I'aplicacié exponencial ens assegura que el
segiient diagrama és commutatiu:

g Ter, End(V)

e:vpl le:cp

G —2— Aut(V)

Donat que exp : End(V) — Aut(V) coincideix amb ’exponencial de matrius, la commuta-
tivitat del diagrama ens assegura que, per un vector X € g, eX actua sobre V com e* on Ly
és automorfisme Lx = Tep(X).

Hem vist que tota representacié d’un grup de Lie G indueix una representacio de la seva
algebra de Lie g. Tot i que en general ’algebra de Lie no determini el grup de Lie del que
parteix, en el cas de grups de Lie simplement connexos, tot homomorfisme 7 : g — End(V)

determina univocament una representacié de G en V. Vegi’s [4], capitol 5, secci6 7, teorema
5.6, p 119.

Una vegada introduides les representacions de les algebres de Lie, continuem aqui la dis-
cussio sobre les representacions dels tors.

Recordem que si T' és un tor i (V,p) és una representacié complexa de T', un pes de V' és
un homomorfisme 6 : T'— U(1) tal que el subespai

V(0) = {ve V|pt)(v) =0(t) - v VteT)

és no buit. Com a representacio, 6 indueix una representacioé d’algebres de Lie que denotarem
© : t — u(l). Havent vist a (2.5.4) com és u(n) per un n general, tenim que u(l) = iR. El
diferencial déna lloc a una nocié infinitesimal de pes:

Definici6 3.23. Una aplicacid R-lineal © : t — iR és un pes infinitesimal de V si el subespai
VO)={veV|Lxv=06(X)-v VX €t}

conté elements no nuls. En aquest cas, V(0) s’anomena espai de pesos i v un vector de
pes.

Pel cas de representacions complexes, tenim tant una nocié global de pes, § : T'— U(1),
com una d’infinitesimal, © : t — iR. Vegem que existeix una bijeccié entre aquestes nocions.

Teorema 3.24. Sigui T' un tor i (V,p) una representacio complexa. L’assignacio 0 — Te6
és una bijeccid entre pesos i pesos infinitesimals de V. No només aixo, sind que per tot pes 0

tenim V(0) = V(T.0).

Demostracié. Sigui § un pes de V. Com tal, § : T — U(1) és un homomorfisme de grups de
Lie. Prenem el morfisme d’algebres de Lie que indueix, 7.0 : t — ¢R. Volem veure que 7.0 és
un pes infinitesimal, és a dir, que V(7.0) és diferent de {0}.
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Ara, prenent v € V(#) un vector de pes 6, aquest compleix que

p(t)(v) =0(t)-v VteT

En particular, si prenem X € t i considerem el grup uniparamétric exp(tX), tenim que

plexp(tX))(v) = O(exp(tX))) - v VteR

Diferenciant la igualtat anterior obtenim

Lxv=TH0(X) v

Per tant, v € V(T.0), és a dir, V(0) C V(T.0) i, en particular, V(7T.0) # {0} és un espai
de pesos i T,f un pes infinitesimal. Demostrem ara la inclusié contraria. Sigui © : g — ¢R un
pes infinitesimal de V' i sigui v € V(©) un vector no nul. Llavors v compleix

Lxv=0(X)-v VX €t

Aixi, Lx és 'endomorfisme de End(V) actuant per multiplicaci6 per ©(X). Ara, vam
veure que exp(X) actua sobre V' com elx . Perd pel que acabem de veure, elx = X)) Aixg
doncs, exp(X)(v) = e®X) .y, Pero donat que Paplicacié exponencial d'un tor exp : t — T és
exhaustiva (|4], capitol 11, secci6 11.1, a la demostracié del teorema 11.2), podem factoritzar
Paplicacio t — U(1) enviant X +— e®X)  a travées de l'exponencial, obtenint llavors una
aplicacié g : T — U(1) que justament per la ultima igualtat vista, és un pes de V. Aixi
doncs, {0} # V(O) C V(fg). Per acabar la demostracio falta veure que 07,9 = 01 T.(fe) = O,
és a dir, que les aplicacions enviant © +— fg i 6 — T.60 sén inverses una de laltre.

Vegem per exemple que 07,9 = 6. Comengant pel pes 6 : T" — U(1), si prenem el seu
diferencial a la identitat obtenim 7.0 : t — iR. Pero llavors 07,9 és l'aplicacio T — U(1)
enviant exp(t) — e’<? i justament aquesta aplicacié és 6. Per tant, f7,9 = 0. Analogament
veuriem que L(fg) = O. O

Donat que U(1) 2 S', podriem haver parametritzat 1’algebra de U(1) com R en comptes
de iR. Aixi, definim el concepte relacionat de pes infinitesimal real:

Definici6 3.25. Una aplicacid R-lineal a : t — R és un pes infinitesimal real de V si l’espai
de pesos
V(a) ={v e V|Lxv =2mia(X) - v VX €t}

conté elements no nuls. De nou, els elements no nuls de V(a) s’anomenen vectors de pes «.

Una conseqiiéncia de 'anterior teorema i del fet que tota representacié complexa es pot
descompondre com a suma directa dels espais de pesos corresponents a pesos globals, és que
de la mateixa manera podem descompondre la representacié com a suma directa dels espais
de pesos corresponents als pesos infinitesimals.

El fet que la definici6 de pes infinitesimal sigui com a aplicacié R-lineal no s’ha de confondre
amb que la propia representacio del grup de Lie estigui feta sobre un espai vectorial complex.
Aixo0 és resultat de que fins aqui hem tractat anicament grups de Lie i algebres reals. Pero donat
que en la representacié adjunta l’espai de representacié és un R-espai vectorial, necessitem una
nocié de pes per representacions reals.

Definici6é 3.26. Sigui T un tor i V wuna representacic real de T. FEls pesos reals, també
anomenats infinitesimals, de T son els pesos infinitesimals de la complezificacio de V, Vo =

CerV
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4 Tor maximal, grup de Weyl i diagrama de pesos

4.1 Tor maximal i grup de Weyl

Hem vist que les representacions irreductibles dels tor 7™ es poden ordenar facilment amb Z".
Es per aix0 que en tractar les representacions d’altres grups de Lie ens interessa recuperar les
representacions dels tors. En endavant, G sera un grup compacte connex. Pel lector interessat
en tractar el cas en que G no sigui connex es recomana [2|, capitol IV, seccié 4, pp 176-182.

Definici6 4.1. Sigui G un grup de Lie. Un tor mazimal T de G és un subgrup T C G isomorf
a un tor T' =2 % i tal que no existeiz un altre tor T" C G amb T C T".

El primer que hem de fer és veure que tot grup de Lie G compacte i connex admet un
tor maximal. Com que els tors son compactes i connexos, si tenim dos tors 7' C T, llavors
dim T < dim T'. Perd com que e és un tor i la dimensi6 de G és finita, la dimensi6 dels
possibles tors esta acotada, el que prova que existeix un tor maximal.

En general, en un grup de Lie G compacte i connex no existird un tnic tor maximal. El
segiient teorema ens assegura, pero, que tots els tors maximals sén conjugats. El lector pot
trobar una demostracio a [2], capitol IV, secci6 1, teorema 1.6, p 159.

Teorema 4.2. Dos tors mazimals en un grup de Lie G compacte i connex sén conjugats, i tot
element de G es troba en un tor mazximal.

El fet que tot tor maximal sigui conjugat ens assegura que tots tenen la mateixa dimensio.
En efecte, siguin T i T dos tors maximals de G. Pel teorema, existeix un automorfisme
de conjugacié c(g) de tal manera que 77 = ¢(g)(T). Perd justament com que c¢(g) és un
automorfisme, 7' 1 T” tenen la mateixa dimensié. Aixo justifica la segiient definicio.

Definicié 4.3. El rang de G, denotat per rang(G), és la dimensio d’un tor mazimal de G.

Una altre corol-lari important de I'anterior teorema és el segiient:
Corol-lari 4.4. L’aplicacié exponencial d’un grup de Lie compacte 1 connex és exhaustiva.

Demostracié. L’aplicacié exponencial d’un tor és exhaustiva. El lector pot trobar una de-
mostracio a [4], capitol 11, secci6 11.1, a la demostracié del teorema 11.2. Prenem doncs x € G
i considerem un tor maximal T que contingui . Com que 'aplicacié exponencial d'un tor és
exhaustiva, x pertany a la imatge exp : t — T. Ara bé, donat que la inclusi6 T' — G és un
homomorfisme de grups de Lie, indueix un homomorfisme d’algebres de Lie t — g. I la natura-
litat de 'aplicacié exponencial ens assegura que x també es troba a la imatge de exp : g — G.
O

Un altre resultat pel qual no aportarem demostraci6 és el fet que un tor maximal 7" de G
és un conjunt abelia maximal, és a dir, no existeix un subgrup abelid S amb T' C S. Per una
demostracio el lector pot adregar-se a 2], capitol IV, secci6 2, teorema 2.3, p 165.

Ara, fixat un tor maximal T' de GG, podem considerar el normalitzador de T

N(T) = {g € Gle(g)(T) =T}

Clarament T'C N(T) i, de fet, T' és un subgrup normal de N(T') per la propia definicié de
normalitzador. Aixi doncs, podem considerar el grup quocient N(7')/T
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Definicié 4.5. Sigui T un tor maximal de G. El grup W = % s’anomena grup de Weyl

de G

El grup de Weyl dependra de la tria de tor maximal. Perd de nou el teorema (4.2) ens
assegura que tots els grups de Weyl de GG sén isomorfs. En efecte, el teorema ens diu que
dos tors T i T” son isomorfs per un cert automorfisme de conjugacié c¢(g). Pero llavors ¢(g)
també ens dona un isomorfisme entre els normalitzadors N(T) i N(T"), aixi que en prendre els
quocients obtenim un isomorfisme entre els grups de Weyl W i W”.

Per la propia definici6 del normalitzador N(7T') podem definir una acci6 per conjugacio de
N(T) sobre el tor T.
N(T)xT—T

(n,t) — ntn "

I com que tots els elements de T actuen de manera trivial, aquesta accié pot ser portada a
una acci6 del grup de Weyl sobre el tor.

WxT—T

(nT,t) — ntn =t

Per estudiar el grup de Weyl de U(n) i SU(n) necessitarem la seglient definici6 i teorema:

Definici6 4.6. Sigui T un tor. Diem quet € T és un generador de T si el conjunt
{th e T|k € 7}
és dens en T.

Teorema 4.7. Teorema de Kronecker Un vector v € R™ representa un generador de T™ si
i només si 11 els components vy, ...,v, de v son linealment independents sobre els racionals.
Per tant, quasi tot element de T és un generador i els generadors formen un subconjunt dens
en el tor.

El lector pot trobar una demostracio del teorema a [2], capitol I, secci6 4, teorema 4.13, p
38.

4.2 Tors maximals i grups de Weyl de U(n) i SU(n)

Com a exemple que serd rellevant més endavant, prenem els grups unitaris U(n) i unitaris
especials SU(n) per il-lustrar el que s’ha exposat respecte els tors maximals i el grup de Weyl.
Considerem a U(n) el subconjunt format per les matrius diagonals

dq
A(n) = { € M,(C)|d; € S}
dn

Com que una matriu unitaria ha de complir ATA = E, una matriu diagonal unitaria ha
de complir que les seves entrades diagonals siguin a S* = U(1). Veure que A(n) és un tor
és senzill si considerem un tor 7™ com (S')". Més interessant és veure que és de fet un tor
maximal.
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Suposem que existis un altre tor 7' contenint estrictament A(n). Donat que A(n) esta
format per totes les matrius diagonals contingudes a U(n), com que A(n) C T, existeix a T
una matriu A € U(n) amb algun element fora de la diagonal no nul. Donat que A no commuta
amb tota matriu diagonal de A(n), T' no és abelia. Hem arribat doncs a una contradiccio, ja
que haviem suposat que 7" era un tor pero tot tor és abelia. Aixi doncs, queda vist que A(n)
és un tor maximal de U(n) i, per tant, U(n) és un grup de rang n.

Falta veure com és el grup de Weyl de U(n). Per aix0, representem els elements de A(n)
com D = (01,02, ...,0,) amb 0; € R/Z i d; = €*™%. Pel teorema de Kronecker (4.7) un element
D = (01,09, ...,0,) és un generador de T si 1,04, ...,0, son linealment independents sobre Q.
Considerem un generador D = (61,02, ...,0,,) i 'accié d’un element del grup de Weyl w € W
en D. Com que el grup de Weyl actua sobre el tor per conjugacio, i la conjugacié no modifica
els valors propis d’una matriu, w - D € A(n) és una matriu de A(n) tenint els mateixos valors
propis que D. Per tant, el maxim que pot fer 'accié6 d’un element de W sobre D és permutar
els elements de la diagonal. I donat que D és un generador de 7', queda determinada 'acci6
de W sobre tot T'. Per tant, un element del grup de Weyl de U(n) es pot identificar amb una
permutaci6 de S(n). Vegem que de fet el grup de Weyl W és tot el grup simétric S(n). En

efecte, com que
0 1\(fa O0\/0 -1\ (B 0
-1 0/ \0 8/ \1 0/ \o a
—1
0 -1 0 -1 0 1 .
sent (1 0 ) € U(2) amb <1 0 ) = (_1 0), per tota transposici6 o de S(n)

existeixen al normalitzador N(A(n)) i, per tant, al grup de Weyl W elements que actuen
sobre A(n) transposant les entrades de la diagonal com o. Com que tota permutacié es pot
escriure com a producte de transposicions, queda demostrat que el grup de Weyl W de U(n)
és el grup simétric S(n). Obviament el raonament anterior no aplica a n = 1, perd en aquest
cas, U(1) = S! és directament un tor.

Estudiem ara el cas de SU(n). Vegem que SA(n) = SNA(n) és un tor maximal de SU(n).
Notem que

dq
SA(n) = { € M,(C)|d; € S* Ndy - ... -d, =1}
dn
Per una tria de dy,...,d,_1 sempre podem escollir d,, de tal manera d; - ... - d, = 1. Per tant,

SA(n) és un tor de dimensioé n — 1. Per un raonament idéntic al fet en el cas de U(n) obtenim
que SA(n) és un tor maximal de SU(n). SU(n) és, doncs, un grup de rang n — 1. Amb els
-1
mateixos arguments fets en el cas de U(n) i la consideracié de que la matriu <(1) 0 > té
determinant 1, retrobem que el grup de Weyl de SU(n) és també el grup simétric S(n).

4.3 Sistema d’arrels

A la segiient secci6é veurem que el sistema de pesos de la representacié adjunta d’un grup de
Lie forma un sistema d’arrels. Es necessari, per tant, introduir abans el concepte abstracte
d’un sistema d’arrels. L’exposicié esta basada en [4], capitol 8.

Definicié 4.8. Un sistema d’arrels és un parell (E,V) on E és un espai euclidia equipat
amb un producte escalar i V és un subconjunt finit de vectors d’E no nuls complint el segiient:

1. Els vectors de V generen E.

2. Sia,B €V son proporcionals, llavors o« = 0o a = —f3.
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3. Pertot o, €V, so(B) €V, on

4. Pertota,B eV, 2B ¢ 7

(a,a)

S’anomena rang del sistema d’arrels a la dimensié d’E, ¢ arrels als elements de V.

Alguns autors defineixen un sistema d’arrels sense la propietat 2. En aquest cas, un sistema
d’arrels complint aquesta propietat s’anomenaria un sistema d’arrels reduit. Com que els
sistemes d’arrels que ens trobarem seran reduits, per nosaltres no és important la distincio. Es
important observar que s, és la reflexio respecte I’hiperpla ortogonal a ’arrel . En particular,
sa(@) = —a i, per tant, per la propietat 3, si « € V, també —a € V. La propietat 4 ens
assegura que si a, f € V, la diferéncia entre s,(f) i § és un un multiple enter d’av.

Notem que donat un sistema d’arrels (E, V') podriem aplicar una homotécia i obtindriem
un altre sistema d’arrels que, tot i ser quasi idéntic al mateix, no manté els productes escalars
entre les seves arrels. Com que ens interessa distingir els sistemes d’arrels realment diferents,
definim una nocié d’equivaléncia entre sistemes d’arrels.

Definicié 4.9. Diem que dos sistemes d’arrels, (E,V) i (F,U), son isomorfs si existeir una
aplicacio lineal bijectiva ¢ : E — F, induint una bijeccic ¢ply : V. — U i complint

P(sa(B)) = sp(a) (#(5))

La ultima condicié ens assegura que el morfisme preserva 'estructura de reflexions del
sistema d’arrels. Les reflexions sén un dels objectes importants en un sistema d’arrels:

Definicié 4.10. Sigui (E,V') un sistema d’arrels. El grup de Weyl del sistema, denotat per
W, és el subgrup del grup ortogonal O(E) generat per les reflexions s, amb o € V.

Notem que, donat que els vectors de V' generen tot E, una transformacio lineal de E queda
determinada per 'acci6 d’aquesta sobre V. I com que la imatge de V per qualsevol reflexio
Sa és a V, sent aquest un conjunt finit, el propi grup de Weyl W és un conjunt finit. Sabem
que tota reflexié s, és un element del grup ortogonal O(E) amb determinant —1 aixi que, en
particular, tota reflexié estableix una bijeccié entre les arrels, aixo és, un element del grup
simétric corresponent.

4.4 El sistema d’arrels d’un grup de Lie i la representaci6é adjunta

En el cas concret de la representacié adjunta, als pesos de la representacié els hem anomenat
arrels. En aquesta seccié veurem que les arrels reals d’un grup de Lie G formen un sistema
d’arrels com hem definit a la seccié anterior. Recordem qué és un pes real:

Definicié 4.11. Sigui T un tor + V wuna representacic real de T. FEls pesos reals, també
anomenats infinitesimals, de T son els pesos infinitesimals de la complezificacio de V', Vg =

CerV

Donat que t és un espai vectorial real, en tractar la representacié adjunta hem de recorrer a
la complexificacié t¢ = C®g t. Sigui G un grup de Lie compacte i connex, i T un tor maximal
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de GG. Una arrel real de G és un pes real de t¢, és a dir, és una aplicaci6 lineal a : t = R
complint que I'espai de pesos

V(a) = {X € tc|[H, X] = 2mia(H) - X VH €t}

és no nul. Aqui « és un element del dual t*, pero si disposéssim d’un producte escalar sobre t
podriem identificar t* amb t. Per aixo, considerem la forma de Killing:

Definicié 4.12. Sigui G un grup de Lie i g l’algebra de Lie associada. La forma de Killing
P de g és la forma bilineal i simétrica definida per

Y(X,Y)=Tr(adX oadY) X,Y €g

Recordem que si X € g, la representaci6 adjunta ad envia X a ’endomorfisme de g definit
per Y — [X,Y]. Aixi doncs, la forma de Killing resulta de prendre la traca del producte de dos
endomorfismes. Donat que Tr(AB) = Tr(BA), la forma de Killing efectivament és simétrica.
Ara bé, 1 no és un producte escalar, doncs no és definida positiva. Vegem-ho.

Sigui G un grup de Lie compacte i connex, i sigui X un element de ’dlgebra de Lie g.
Com que tot element de G es troba en algun tor maximal, podem triar un tor maximal 7" amb
X € t. Podem descompondre t{¢ com a suma directe dels seus espais de pesos. Si denotem per
R el conjunt de pesos reals de GG, la descomposicio és

tc = @ V(a)

a€ER

Si prenem com a base una base de vectors de pes {v, }, llavors adX és una matriu diagonal.
En efecte, ad(X)(vy) = [X, va] perd com que v, és un vector de pes a,

ad(X)(ve) = [X,vq] = 2mia(X) - v,

Aixi doncs, en aquesta base ad(X) és una matriu diagonal, sent els elements de la diagonal
2mia(X). Pero llavors ad(X)oad(X) és una matriu diagonal en que els elements de la diagonal
son —(2m)%2a(X)?2. Per tant,

Y(X,X) =Tr(ad(X) o ad(X)) = —(2m)* > o(X)?
aER

Per tant, si no existeix cap vector X € t no nul satisfent (X) = 0 Va € R, és a dir, si
Nacrker(a) = {0}, llavors la forma de Killing 1 és definida negativa. En aquest cas, podem
definir un producte escalar (X,Y’) a t prenent

<X’ Y> = _w(X’ Y)

Hem vist que un grup de Lie compacte i connex complint Nyerker(a) = {0} sembla ser
important. Diem que un grup de Lie és semisimple si no conté cap subgrup normal connex
i abelia diferent de la identitat {e}. La demostracié de que un grup de Lie compacte i con-
nex complint Nyeprker(a) = {0} és semisimple és més avangada de I'exposicié d’aquest text i
requeriria del desenvolupament de representacions reals. Pel lector interessat recomanem |[2].
Elements claus per la demostraci6 sén la relacié entre representacions complexes i representa-
cions reals (capitol II, secci6 6, pp 93-101), el fet que el centre d’'un grup de Lie compacte i
connex és la interseccié dels seus tors maximals (capitol IV, seccid 2, teorema 2.3, p 165) i que
Naerker(a) és el centre de G (capitol V, secci6 2, proposicio 2.3, p 189).

Els grups de Lie compactes, connexos i semisimples ens seran rellevants degut a que ens
permeten donar estructura de sistemes d’arrels a les arrels del grup.
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Teorema 4.13. Sigut G un grup de Lie compacte i connex amb tor maximal T i sigui V C t*
el subespai generat pel conjunt R d’arrel reals de G. Llavors R és un sistema d’arrels a V i el
grup de Weyl de G, vist com a subgrup d’Aut(V') és el mateix que el grup de Weyl del sistema
d’arrels definit a ’anterior seccid.

La demostracio del teorema es pot trobar a [2], capitol V, secci6 3, teorema 3.12, p 200. Es
necessari fer un seguit d’observacions.

Per comencar, el teorema no és tnicament per grups semisimples. En cas que G no sigui
semisimple, perd, hom ha de tractar amb el centre no nul de G. Per altra banda, el producte
escalar derivat de la forma de Killing I’hem definit a t, no al seu dual t*. Ara bé, justament a
través del dual obtenim un isomorfisme entre t i t*

Kit—t*
X'_><Xa>

Aixi, les arrels de G, tot 1 propiament ser aplicacions lineal de t a R, les podem identificar
amb elements de t.

Finalment, vegem que no és estrany que el grup de Weyl de G, definit com a quocient
% a partir d’un tor maximal T', actui sobre les arrels de G. En efecte, suposem fixat un
tor maximal 7' i sigui t la seva algebra de Lie. Sigui p : t — End(V) una representacio de
tia:t— Runaarrel de V. Sigui g € N(T') un element del normalitzador de T". Llavors
c(9)(T) = T i podem prendre ¢(g) : T — T. Prenent el diferencial a la unitat T.c(g) : t — t
obtenim un automorfisme de I’algebra de Lie t. L’aplicacié enviant a a ovo T, ! indueix llavors

una bijecci6 de les arrels reals de G.

4.5 Representacions de SU(3)

Veurem aqui com s’organitzen geométricament les arrels de SU(3), i utilitzarem aquest co-
neixement per investigar ’estructura de pesos d’altres representacions, no necessariament la
representacio adjunta. El tor maximal de SU(3) és

d 0 0
SAB)={[0 dy 0] €M,(C)d;c S ' ANdy-dy-d3=1}
0 0 ds

T := SA(3) és un tor de dimensi6 2, aixi que la seva algebra de Lie t és una algebra de
dimensio6 2, t = R2. Notem que identificant d; = 2™ amb 6;, podem interpretar SA(3) com

#fpb 0 O
SA(3) = {27Ti 0 6 0] € Mn(C)|01 ERAOL + 65+ 03 :0}
0 0 65

Aixi vista, una base de l’algebra de Lie t és

1 0 0 1 0 O
Hi =27 |0 -1 0 Ho=2mi |0 0 O
0 0 O 0 0 -1

Donat que t és un R-espai vectorial, les arrels infinitesimals de SU(3) son arrels infinitesimals
de la complexificacid, és a dir, son aplicacions lineals o : t — R no nul-les satisfent que existeix
una matriu X € C ®p su(3) = sl(3,C), X # 0 satisfent

[H,X]=HX — XH = 2ria(H) - X
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El subespai dels elements de la diagonal és justament 1’espai generat per 2miH; i 2wiHo, i
donat que aquests commuten entre ells, si prenguéssim X € t no nul, tindriem 0 = [H, X] =
2mia(H)- X, és a dir, o(H) =0 VH € t. Es a dir, hem de prendre X € sl(3,C)\t. Considerem
E,, € sl(3,C) la matriu amb un tnic 1 a la posicié (u,v), amb pu # v. Llavors,

[H1, Eo1) = 2miEy  [Ha, Eo1] = 2miEo
[H1, Eg2) = 2miEyy  [Ha, Ep2] = 2miFEo2
[Hy, E19) = —2miEyg  [H2, E10] =0
[Hy, E12) = —2miE19  [Ha2, E19] =0
[H1, E20) =0 [Ha, Ey] = —2miEyy
[Hi,F21] =0 [Ha, E21] = —2miE9

Com que « : t — R és una aplicacio6 lineal, el producte de Lie és bilineal i {2miH, 2miHa} és
una base de t, @ queda determinat pels valors que pren a 2wiHy i 2miHs. Podem denotar una
arrel per (a(2miHy), a(2miHz)). De les anterior igualtats, i en la notacioé («(2miH), a(2miH2)),
veiem que les formes (1, 1), (—1,0) i (0, —1) son arrels reals. Donat que si « és una arrel, també
ho és —a, tenim que les arrels de SU(3) son (1,0), (0,1),(1,1),(-1,0),(0,—1) i (—1,—1). La
disposicié geométrica d’aquestes arrels és el sistema d’arrels conegut com A2, representat a
continuacio.

(0,1)

(-1,0) (1,1)

(-1,-1) (1,0)

(0,-1)

Figura 1: Sistema d’arrels A2

Si bé no tenim espai per detallar extensivament com s’organitzen geomeétricament els pesos
de representacions diferents de la representacié adjunta, si que farem la segiient observacio.
Sigui (p, V') una representacié de SU(3). Sabem que podem descompondre V' com a suma
directe dels seus espais de pesos:

V=P

aER

on R denota els pesos reals de V. Sigui o : t — R un pes real de V. Llavors es compleix que
existeix un X, € V no nul amb

p(H)(Xa) = 2mia(H) - Xa
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per tot H € t. Considerem una arrel 5 : t = R. Aquesta compleix que existeix un Xg € t no
nul satisfent
[H, Xg] =2miB(H) - X3

Per simplificar la notaci6 tot distingint I’acci6 de p(H) sobre X, del producte per un escalar,
utilitzarem la notaci6 H(X,) = p(H)(X,). En aquesta notacio, H(X,) = 2mia(H) - X,.
Demostrem que X3(X,) és també un pes de V:

H(Xp(Xa)) = Xp(H(Xa)) + [H, Xp|(Xa) = Xp(2mia(H) - Xo) + (2miB(H) - Xg)(Xa)
= 2mi(a(H) + B(H)) - Xp(Xa)

Per tant, Xg(X,) és un pes de V amb pes o(H) + B(H). Escrivint els pesos i arrels com
(a(2miHy), a(2miH3)), tenim que Xg(X,) és un pes amb (a(2miHy) + B(2miHy), a(2miH) +
B(2miHsy)). Aixi doncs, si tenim un pes d’una representacié qualsevol, podem obtenir nous
pesos fent Gs de les arrels de la representacié adjunta. De la mateixa manera que les arrels
es disposen geométricament com un sistema d’arrels, en general els pesos també mostren dis-
posicions geométriques especials. A la seglient seccidé veurem exemples de sistemes d’arrels de
SU(3) representant grups de particules

4.6 The eightfold way

Per acabar el treball mostrarem aqui la importancia que va tenir —i continua tenint— la teoria
de representacions de grups de Lie en Fisica. Ho farem a través de 'exemple de 1'as del grup
de Lie SU(3) en fisica de particules.

El 1969 el fisic nord-america Murray Gell-Mann rebé el premi Nobel en fisica “per les seves
contribucions i descobriments relacionades amb la classificacié de les particules elementals i les
seves interaccions” [9]. Gell-Mann i, independentment el fisic israelia, Yuval Ne’eman, havien
utilitzat la simetria SU(3) per posar ordre a la gran quantitat de particules descobertes fins
al moment. Per posar alguns exemples, el 1949 es descobri el kaé neutre (K), quatre anys
després es descobriren els kaons carregats (KT i K~) i el 1950 la particula lambda A. No
només s’havien descobert una gran quantitat de particules, sin6 que moltes d’elles semblaven
estar organitzades en grups de particules que, si ve es diferenciaven per algunes propietats,
tenien una massa molt semblant. Un exemple patent és el del proté i el neutrd, que tot i
tenir una carrega eléctrica diferent, tenen masses quasi idéntiques. La utilitzacié per part
de Gell-Mann i Ne’eman el 1961 de SU(3) per posar ordre al “zoo de particules” és el que
en ultima instancia va conduir a la formulacié de la teoria dels quarks. Nosaltres, pero, no
seguirem el desenvolupament historic, siné que mostrarem com el grup SU(3) apareix en fisica
de particules des del coneixement de la teoria dels quarks.

Sabem actualment que el protd i el neutré no séon particules elementals, sin6é que estan
formats per particules fonamentals anomenades quarks. El proté esta constituit per dos quarks
up i un quark down (uud), mentre que el neutré esta format per un quark up i dos quarks
down (udd). Existeixen un total de 6 quarks, que es mostren a la figura segiient.
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masa  =~2.2 MeV/c? ~1.28 GeV/c? ~173.1 GeV/c?

carga % % %
espin | 2 U V2 C Ve t
up charm top

~=4.7 MeV/c? =96 MeV/c? ~4.18 GeV/c?
. @ @ |- @

down strange bottom

Figura 2: Els 6 quarks del model estandard, ordenats en les tres generacions de fermions. La
massa de les particules esta expressada en MeV/c?. Imatge de Fabsanhvasq - Treball propi,
CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=114975485

Els quarks up i down tenen una massa relativament semblant. Aixi doncs, no és estrany
que proté i neutré6 —que es diferencien en un quark up o down— tinguin masses tan properes.
Pero els quarks up i down tenen unes carregues eléctriques de 2/3 i —1/3, respectivament. Es
per aixo que el protd té una carrega eléctrica de 1 i el neutrd carrega nul-la. Existeix també
un quartet de particules, els barions delta (A), amb masses molt semblants perd carregues
eléctriques diferents. El seu contingut en quarks és el segiient A+ (uuu), AT (uud), A (udd) i
A~ (ddd). Semblaria, doncs, que si ignoréssim la diferéncia de massa entre els quarks up i down,
i I'existéncia de la carrega eléctrica —i d’altres propietats—, els barions A no es diferenciarien
entre ells, com tampoc es diferenciarien els protons i els neutrons.

La massa del quark strange és suficientment semblant a la dels quarks up i down com per
participar d’aquesta simetria. Aixi, el neutrd i el proté en veritat formen part de I’anomenat
octet J = 1/2 de barions, representat a la figura segiient.

n
o £V —T7) P
d 0 d

Figura 3: Octet de barions amb moment angular total J = 1/2. @ representa la carrega
eléctrica, S 'estranyesa i I3 el tercer component de 1’isospin.

En aquest octet, les particules X i A tenen un quark strange i els barions = tenen dos quarks
strange, sent la resta de quarks o bé up o down. Totes aquestes particules estan formades per
tres quarks. De nou, semblaria que si menyspreéssim la diferéncia en massa dels quarks up,
down i strange, i ’existéncia de carrega eléctrica —i altres forces—, tots els elements d’aquest
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octet serien indistingibles. Tenim, doncs, una simetria aproximada. La disposicié d’aquest
grup de particules en un octet és el que va originar la denominaci6é d’eightfold way, terme pres
del budisme.

La disposici6 geométrica de les particules de I'octet de barions J = 1/2 i altres agrupacions
evoquen la geometria dels sistemes d’arrels de les representacions de SU(3). Vegem per qué.
El primer postulat de la Mecanica Quantica és que a tot sistema fisic li correspon un espai
de Hilbert i que l'estat del sistema ve descrit per un vector de ’espai. Suposem donada una
particula X i considerem l’espai de Hilbert V' generat per tots els possibles tipus de particula
que X podria ser. Per exemple, la particula X podria ser un proté6 X = |p) o un neutr6 X = |n).
L’espai V' és un espai vectorial complex, i la particula X es podria trobar en el que s’anomena
una superposicio dels estats prot6 i neutrd. Per exemple, X podria ser X = % |p) + %z In).
Els quarks |u), |d) i |s) també son vectors de 'espai V.

Podem llavors considerar ’accié sobre V' resultant de permutar els quarks up i down. |u)
passaria a ser |d) i viceversa. Pero al mateix temps, el protod |p) passaria a ser un neutrd
[n), 1 el neutré passaria a ser un neutr6. En canvi, el quark strange romandria inalterat.
Donat que estem afirmant que la simetria correspon als quarks up, down i strange, també
podriem considerar una permutacié entre els quarks up i strange. En aquest cas, el proté |p)
es convertiria en una particula =, |=7). En general, perd, com que un estat general de V' es
pot escriure com una combinaci6 lineal —recordem, amb coeficients a C—, totes les possibles
simetries entre els quarks up, down i strange corresponen a totes les rotacions de C?, és a dir,
el grup de simetria és SU(3).

Tenim, doncs, un C-espai vectorial V' i el grup de Lie SU(3) actuant sobre V, és a dir,
tenim una representacié de SU(3). I aquest és un dels casos on es veu clarament la idone-
Ttat de considerar la descomposicié d’una representacié en suma directa de representacions
irreductibles. La particula QY (particula omega encantada) té un contingut en quarks de dos
quarks strange i un quark charm. Considerant ’acci6 de SU(3) —la simetria aproximada entre
quarks up, down i strange— sobre Q¥ —és a dir, 'orbita de [20) — podem canviar els quarks
strange per combinacions lineals de quarks up, down i strange. Perd en l'orbita de |QY) no
s’hi troba, per exemple, cap particula contenint un quark bottom. Hem mencionat al principi
que s’havien trobat grups de particules amb masses molt similars. Arribem al resultat de que
aquells grups corresponen a subrepresentacions irreductibles de (p, V). Per tant, en conside-
rar la descomposicié de V' com a suma directe de representacions irreductibles estem tractant
grups de particules que, si no fos perqué la simetria no és exacta, serien indistingibles. Pero el
que la simetria sigui una bona aproximaci6é ens garanteix que, a part de tenir propietats com
I’spin idéntiques, tenen una massa molt semblant. Vegem alguns d’aquests grups de particules
—algunes subrepresentacions irreductibles—. Per comencar tenim la subrepresentacié gene-
rada pels quarks up, down i strange. Un exemple més interessant és el de l'octet de barions
amb moment angular total J = 1/2, que inclou el prot6 i el neutré. La seva representacio
geométrica és la de la figura 3. En aquests diagrames s’esta utilitzant els nombres quantics de
la tercera component de l'isospin (I3), 'estranyesa (S) i la carrega eléctrica (Q) com a eixos.
Per més informacioé sobre aquests recomanem |[3], capitol 11, pp 166-177. Un altre grup de
particules és el decuplet de barions amb J = 3/2. La seva disposici6é geométrica és la segiient.
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Figura 4: Decuplet de barions amb moment angular total J = 3/2. @ representa la carrega
eléctrica, S lestranyesa i I3 el tercer component de I’isospin.

Ara bé, el barié 2~ no s’havia encara descobert el 1961. Gell-Mann, havent-se donat
compte que els grups de particules s’organitzaven com el sistema de pesos de representacions
irreductibles de SU(3) va teoritzar-ne l'existéncia predient que la particula havia de tenir una
estranyesa de -3, carrega eléctrica de -1 i una massa propera als 1680 MeV /c?. El bari6 2~ va
ser descobert el 1964, i Murray Gell-Mann rebé el premi Nobel en Fisica el 1969.
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5 Conclusions

Aquest treball ha servit a l'autor per introduir-se en el camp dels grups de Lie i les seves
representacions. Per l'autor, pero, ha representat una introduccié que desitja portar endavant.
Possibles desenvolupaments posteriors podrien incloure l'estudi de les caracteristiques dels
grups de Lie, de les funcions representatives i del teorema de Peter i Weyl, i endinsar-se més
profundament en els sistemes d’arrels i pesos, i la classificacié de les representacions en termes
dels diagrames de Dynkin. El lector interessat podra trobar aquestes giiestions a [2], que ha
sigut el text principal en I’elaboracié d’aquest treball. També es podria hom decantar per posar
el focus en les algebres de Lie. Alla, per exemple, trobariem les subalgebres de Cartan com
a analeg al tor maximal en un grup de Lie. Introduction to Lie Algebras and Representation
Theory |5|, de Humphreys, probablement sigui el text més adequat en aquest cami. Per una
lectura més avancada tindriem Lie Groups Beyond an Introduction [6], de Knapp.

Hi ha una gran quantitat de fonts per estudiar la utilitzacié de grups i algebres de Lie en
la Matematica Fisica. Algunes d’elles serien Lie Algebras in Particle Physics [3] de Georgi,
The Theory of Groups and Quantum Mechanics [10] de Weyl o Quantum Theory, Groups and
Representations [11] de Woit.
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