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Abstract

This final degree project is intended to provide an introduction to portfolio mana-
gement with the aim of understanding, from an economic and mathematic point of
view, its basic fundamentals.

We will show the Markowitz model, with the necessary concepts to understand
it, such as the minimum variance curve, efficient frontier among others... and the
Capital Asset Pricing Model (CAPM): we will explain which are the hypotheses,
we will state and prove its theorem.

Finally, we will relate the theoretical study with a practical one, where we will
calculate the efficient frontier of the Markowitz method with real situations of two
companies.

Resum

En aquest treball de final de grau, es pretén fer una introducció a la gestió de
carteres amb l’objectiu d’entendre, des de l’àmbit econòmic i matemàtic, els seus
fonaments bàsics.

Mostrarem el model de Markowitz, amb conceptes necessaris per poder-lo entendre
com són la corba de mı́nima variància, frontera eficient entre d’altres ... I el Capital
Asset Pricing Model (CAPM): explicarem quines són les hipòtesi, i enunciarem i
demostrarem el seu gran teorema.

Finalment, relacionem l’estudi teòric amb un pràctic on calculem la frontera efi-
cient del model de Markowitz amb situacions i dades reals de dues companyies
conegudes.
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1 Introducció

Invertir, del llat́ı invertire, es compon del prefix in i de la paraula vertire. El
que originalment significava ‘vestir’, es va transformar en ‘assignar a algú alguna
responsabilitat financera’ a principis del segle XIV a Itàlia i a Anglaterra a principis
del segle XVII. Finalment, el que es coneix avui dia com ‘col.locar capitals en’, va
aparèixer per primera vegada al diccionari francès Larousse a l’any 1922.

És probable que el primer pensament que tenim al cap quan escoltem la paraula
invertir, és el de les ‘noves’ formes com són les criptomonedes: el famós Bitcoin o
d’altres com Cardano o Ethereumn. També, un altre exemple d’invertir és el que
es tracta a [1].

Segons explica Núria Bajo Davo al llibre Diccionario de Finanzas (veure [2]),
una inversió és un actiu o algun tipus de bé que es compra amb l’esperança que
generi uns ingressos o que es revalori en el futur.

En tot acte d’invertir intervenen els següents elements: subjecte que inverteix,
aquesta pot ser una persona f́ısica o juŕıdica; cost que suposa la renúncia a una
satisfacció en el present i esperança d’una recompensa en el futur. Existeixen tres
visions a l’hora de considerar una inversió: la juŕıdica, l’econòmica i la financera.
Des del punt de vista juŕıdic, una inversió és l’adquisició de tot aquell que pugui
ser objecte d’un dret de propietat i ser susceptible de formar part del patrimoni
d’una persona f́ısica o juŕıdica; pel que fa el punt de vista econòmic, una inversió
és la compra d’un bé que no es consumeix avui, sinó que s’utilitzarà en el futur
per a aconseguir riquesa; i finalment des del punt de vista financer, una inversió
és la compra d’un actiu monetari que es fa amb la intenció de que proporcioni uns
ingressos en el futur, o que s’aprecïı també en el futur i que pugui ser venut a un
preu major del que s’ha pagat per ell en el present.

Una cartera d’inversió és un conjunt d’actius financers (accions, bons, participa-
cions en fons...) en els que inverteix una persona o una empresa i que es construeix
ajustant una proporció de cada actiu d’acord amb la tolerància al risc i les expec-
tatives de retorn de la inversió prèviament determinades.

La major o menor tolerància al risc s’acota mitjançant la diversificació de les
inversions (cartera d’inversions), donat que l’expectativa del risc d’una cartera com-
pleta serà menor que la suma ponderada de les seves parts. Existeixen dos models
de valorització de carteres:

• Models que es basen en els fonaments de les inversions front al risc. Destaquen
el model de selecció de carteres amb criteri d’elecció de mitjana-variança,
desenvolupat per l’economista nord-americà Harry Markowitz i el model de
valoració de t́ıtols Capital Asset Pricing Model (CAPM), que es una extensió
de l’anterior, introduint la taxa de lliure risc, desenvolupat per William Sharpe
en 1964.

• Models de rendiment amb arguments d’arbitratge.
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En el nostre treball ens centrarem en el primer model.

Per tal d’entendre la selecció de carteres, les posteriors evolucions i models que
tractarem, és necessari entendre i contextualitzar alguns conceptes previs:

En el context de la teoria de carteres, si suposem que existeix un mateix tipus
d’interès sense risc per prestar i demanar prestat, amb el que es pot demanar pres-
tat sense limitacions, on els individus coincideixen en les seves previsions sobre els
rendiments mitjans i els riscs que tenen les diferents carteres i que el mercat ha
arribat a l’equilibri, tots els individus repartiran la seva inversió entre una cartera
òptima amb risc, ho denotarem per R* i t́ıtols sense risc (que també poden tenir en
negatiu: és el cas de demanar-ho en préstec).
En aquestes condicions, R* és la cartera de mercat, per tant haurà de contenir tots
els t́ıtols amb risc i en les proporcions que està el mercat: si un t́ıtol no està en R*,
ningú el comprarà i tots compraran en les proporcions de R*.

La cartera de mercat sovint s’aproxima amb un ı́ndex borsari, i seguint la teo-
ria, són molts els inversors que inverteixen en carteres basades en aquests ı́ndexs,
amb el que els permeten una correcta diversificació.

D’altra banda, una cartera eficient és aquella que compleix dues condicions:

1. Pel seu nivell de rendiment esperat, no hi ha cap altra cartera que tingui un
risc més baix.

2. Pel risc que comporta, no hi ha cap altra oportunitat d’inversió que perme-
ti obtenir un rendiment esperat més gran, és a dir, proporciona la màxima
rendibilitat esperada possible per al nivell de risc.
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2 Model de Markowitz

En aquest segon bloc, explicarem el model de Markowitz: unes definicions prèvies,
de què tracta, quines són les hipòtesis i objectius.

Seguint la teoria de Karl Sigman [3] i l’article original del model de Markowitz
[8], la finalitat serà introduir conceptes, definicions i aspectes a tenir en compte per
poder entendre el model de Markowitz.

Estudiarem l’acció d’invertir un capital X0, amb X0 distribüıda en diversos ac-
tius diferents. Calcularem la mitjana i la variància per veure el rendiment de cada
actiu, també veurem que el risc es pot reduir diversificant el capital en els diferents
actius. Finalment, acabarem parlant del Capital Market Line i de frontera eficient.

2.1 Model bàsic

Suposem que volem invertir un capital inicial X0 > 0 a l’instant inicial t = 0 en
una cartera amb n actius diferents (n ⩾ 2). Sigui X1 el pagament en t = 1. En
principi, no sabem com distribuir el capital inicial entre els n actius diferents, per
tal d’obtenir el màxim rendiment possible. Si X0i es la quantitat a invertir en l’actiu
i, per 1 ⩽ i ⩽ n, X0 serà la suma de tots els X0i, és a dir, X0 = X01 + · · · +X0n,
i el seu pagament està definit per X1 = X11+ · · · + X1n, on X1i es el pagament
d’invertir X0i en l’actiu i.

Definim Ri =
X1i

X0i

com el rendiment total de l’invertit en l’actiu i, definim també

la taxa de retorn com:

ri := Ri − 1 =
X1i −X0i

X0i

.

Fàcilment es pot veure que

X1i = X0i + riX0i = (1 + ri)X0i.

La mitjana ve definida per l’esperança de la taxa de retorn i la denotem per

z = (z1, . . . , zn),

on zi = E(ri).
Com que X0i és determinista, l’esperança del pagament d’invertir X0i en l’actiu i
és:

E(X1i) = E((1 + ri)X0i) = (1 + E(ri))X0i = (1 + zi)X0i.
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Un altre concepte important que cal definir són les proporcions (també denomi-

nat pesos). Definim p = (p1, . . . , pn) com el vector de les proporcions, on pi =
X0i

X0

,

és la proporció o el pes del recursos invertits en l’actiu i. Tenim que la suma de
totes les proporcions és 1, és a dir, 1 = p1 + · · ·+ pn.

Finalment, podem calcular l’esperança de la taxa de retorn total de la cartera:

r = r1p1 + · · ·+ rnpn

E(r) = E(r1p1 + · · ·+ rnpn) = E(r1)p1 + · · ·+ E(rn)pn = z1p1 + · · ·+ znpn.

La variància i la covariància venen donades per les expressions:

σii = σ2
i = V ar(ri) = E(r2i )− z2i ,

σij = Cov(ri, rj) = E(ri, rj)− zizj.

Definim la variància total de la nostra cartera com

σ2 = V ar(r) =
n∑

i=1

p2iσ
2
i + 2

∑
1⩽i<j⩽n

pipjσij.

Definició 2.1. Definim

C =


σ11 σ12 · · · σ1n

σ21 σ22 · · · σ2n
...

...
. . .

...
σn1 σn2 · · · σnn

 ,

la matriu de covariàncies, quadrada de dimensió n, invertible i simètrica.

Fins aqúı, una possible idea seria prendre σ2 com el mı́nim de les σ2
i per i = 1,

..., n; invertint tot el capital X0 en l’actiu amb la variància més petita, ja que sigui
quin sigui X0, els valors r, z, σ2 són iguals quan les proporcions són les mateixes.
Però és interessant veure com invertint en més d’un actiu, la variància pot reduir-se
encara més.

Teorema 2.2. El retorn esperat z = E(r) i la variància σ2
p = V ar(ri) d’una cartera

amb pesos p, venen donats per:

z = ptz

σ2
p = ptCp

Demostració: Per la primera equació fem servir la linealitat de l’esperança ma-
temàtica, per la segona utilitzem la bilinealitat de la covariància:

z = E(r) = E

(
n∑

i=1

piri

)
=

n∑
i=1

piE(ri) =
n∑

i=1

pizi = ptz.

σ2
p = V ar(r) = Cov(r, r) = Cov

(
n∑

i=1

piri,

n∑
j=1

pjrj

)
=

n∑
i,j=1

pipjσij = ptCp.
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□

2.2 Cartera amb mı́nima variància

Seguint la teoria de [4], en aquesta secció donarem la fórmula dels pesos de la cartera
amb mı́nima variància. Abans, però, hem d’introduir una notació i un lema.

Notació: Denotem u = (1, . . . , 1) el vector de dimensió n on cada component
és igual a 1.

Lema 2.3. Tenim les següents fórmules pels gradients calculats respecte p.

∇(ptz) = z

∇(ptu) = u

∇(ptCp) = 2Cp

A més, H(ptCp) = 2C, on H(x) és el Hessià de x.

Demostració: Com que

∂

∂pi
(ptz) =

∂

∂pi
(p1z1 + · · ·+ pnzn) = zi.

Provem la primera fórmula:

∇(ptz) =


∂

∂p1
(ptz)

∂
∂p2

(ptz)
...

∂
∂pn

(ptz)

 =


z1
z2
...
zn

 = z.

Per la segona fórmula:

∇(ptu) =


∂

∂p1
(ptu)

∂
∂p2

(ptu)
...

∂
∂pn

(ptu)

 =


u1

u2
...
un

 = u.

Finalment, per demostrar la tercera fórmula, tenim

∂

∂pi
(ptCp) =

∂

∂pi

n∑
j=1

n∑
k=1

pjpkσjk.

La derivada de cada terme només pot ser diferent de zero quan k = i o j = i, amb
el que tenim

∂

∂pi

n∑
j=1

n∑
k=1

pjpkσjk =
∂

∂pi

(
pipiσii +

∑
j=i

∑
k ̸=i

pjpkσjk +
∑
j ̸=i

∑
k=i

pjpkσjk

)

= 2piσii +
∑
k ̸=i

pkσik +
∑
j ̸=i

pjσji = 2
n∑

k=1

pkσik = 2(Cp)i
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on (Cp)i és la component i -èsima del vector Cp. Combinant les derivades parcials
en totes les components, provem la tercera i equació.

Per últim, demostrem que el Hessià de ptCp és 2C:

∂

∂pj

∂

∂pi
(ptCp) =

∂

∂pj

(
2

n∑
k=1

pkσik

)
= 2σij = 2σji.

Finalment, tenim (
∂2

∂pi∂pj
(ptCp)

)
i,j⩽n

= (2σij)i,j⩽n = 2C

que és el Hessià de ptCp.

□
A partir d’aqúı, som capaços de derivar la fórmula pels pesos de mı́nima variància
de la cartera.

Teorema 2.4. La cartera amb la mı́nima variància té com a pes mı́nim

pmin =
C−1u

utC−1u
. (2.1)

Demostració: Volem trobar el mı́nim ptCp que compleixi ptu = 1. Per fer-ho,
utilitzarem el mètode dels multiplicadors de Lagrange:

L(p) = ∇(ptCp)−∇(λ(utp− 1)) = 2Cp− λu = 0.

Amb el que trobem

p =
λC−1u

2
.

De l’inici de la demostració, ptu = 1, substituint ens queda:

ptu = utp = utλC
−1u

2
= 1.

Aı̈llant λ, tenim:

λ =
2

utC−1u
.

Ara, substiuim aquesta λ on hem äıllat p i ens queda:

p =
λC−1u

2
=

C−1u

utC−1u
.

Hem vist que el pmin de l’enunciat del teorema és l’únic candidat d’extrem local.
Sabem que H(ptCp) = 2C, pel Lema 2.3 i al ser semidefinida positiva, tenim
finalment que pmin és un mı́nim global.

□
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2.3 Corba de mı́nima variància

En aquesta secció veurem la definició de corba de mı́nima variància i com es pot
construir aquesta corba a partir d’alguns corol.laris importants

Definició 2.5. Diem que una cartera A domina a una cartera B, si per un actiu
qualsevol amb risc σ, A té un rendiment major que B.

Per tal de trobar la frontera eficient de la nostra cartera, haurem d’identificar i
treure les carteres dominades. Per fer-ho, fixem m, que serà la mı́nima rendibilitat
que espera treure l’inversor.
Haurem de:

minimitzar ptCp,

tenint en compte: ptz = m, (2.2)

ptu = 1.

Corol.lari 2.6. Existeixen dos vectors v1, v2 (depenen només de z i de la matriu
C), tals que per qualsevol m real, la solució del problema (2.2) és:

p = mv1 + v2

Demostració: Sigui M la matriu:

M =

(
ztC−1z ztC−1u
ztC−1u utC−1u

)
Com que M i C són matrius invertibles, tenim que la solució al problema (2.2) és
de la forma:

p =
C−1

(
det(M1)z + det(M2)u

)
det(M)

,
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on

M1 =

(
m ztC−1u
1 utC−1u

)
,

M2 =

(
ztC−1z m
ztC−1u 1

)
.

Els determinants:

det(M) = (ztC−1z)(utC−1u)− (ztC−1u)(ztC−1u),

det(M1) = mutC−1u− ztC−1u,

det(M2) = ztC−1z −mztC−1u.

Reescribim p substituint els determinants corresponents:

p =
C−1

(
(mutC−1u− ztC−1u)z + (ztC−1z −mztC−1u)u

)
det(M)

.

Traient factor comú de m i arreglant, arribem a:

p =

C−1

(
m
(
(utC−1u)z − (ztC−1u)u

)
+
(
(ztC−1z)u− (ztC−1u)z

))
det(M)

=
C−1

(
m
(
(utC−1u)z − (ztC−1u)u

))
det(M)

+
C−1

(
(ztC−1z)u− (ztC−1u)z

)
det(M)

Observem que p = mv1 + v2 on:

v1 =
C−1

det(M)
((utC−1u)z − (ztC−1u)u),

v2 =
C−1

det(M)
((ztC−1z)u− (ztC−1u)z).

□

En els propers punts veurem com a partir de dos carteres es pot construir tota
la recta de mı́nima variància.

Corol.lari 2.7. Suposem dues carteres p1, p2 amb unes rendibilitats zp1 , zp2 respec-
tivament, amb zp1 ̸= zp2. Això implica que qualsevol cartera p que viu en la corba de
mı́nima variància es pot obtenir a partir de zp1 i zp2, de la forma p = αp1+p2(1−α),
per algun α ∈ R.

Demostració: Trobem α tal que compleix

zp = αzp1 + zp2(1− α).
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Com que zp1 ̸= zp2 , podem äıllar α:

zp = αzp1 + zp2(1− α)

zp = αzp1 + zp2 − αzp2
αzp1 − αzp2 = zp − zp2

α =
zp − zp2
zp1 − zp2

.

Si p1 i p2 viuen en la corba de mı́nima variància, compleixen:

p1 = zp1v1 + v2,

p2 = zp2v1 + v2.

Amb el que tenim:

αp1 + p2(1− α) = (αzp1 + zp2(1− α))v1 + v2 = zpv1 + v2,

Com que p viu a la corba de mı́nima variància, tenim que zpv1 + v2 = p.

□

Donat aquest corol.lari, veurem un resultat encara més fort. A partir d’hipòtesis
similars, obtenim que la corba de mı́nima variància és una hipèrbola. Abans hem
d’introdüır unes definicions i teoremes previs:

Definició 2.8. Definim coeficient de correlació com: ρij =
σij

σiσj
.

Introduim ara un teorema on la cartera està formada per dos actius, que serà de
gran utilitat per probar el teorema final.

Teorema 2.9. Si zp1 ̸= zp2,−1 < ρ12 < 1, llavors tenim una hipèrbola centrada en
l’eix vertical

Demostració: L’equació d’una hipèrbola es defineix:

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1, (2.3)

on els vèrtex són: (h± a, k) i els focus són: (h± c, k)

Per tant, el nostre objectiu es arribar a escriure-ho d’aquesta forma.

Sigui:

x2 = σ2
1p

2 + σ2
2(1− p)2 + 2σ12p(1− p)

y = pzp1 + zp2(1− p)

9



Resolem aquest sistema. Per fer-ho, simplificarem els càlculs: de la segona equació
äıllem p:

p =
y − zp2
zp1 − zp2

.

Com que zp1 ̸= zp2, tenim el denominador no s’anul.la. Substituim p a la primera
equació. Ens queda:

x2 = σ2
1

(
y − zp2
zp1 − zp2

)2

+ σ2
2

(
zp1 − y

zp1 − zp2

)2

+ 2σ12

(
y − zp2
zp1 − zp2

)(
zp1 − y

zp1 − zp2

)

x2 = α(βy2 − 2γy + δ), (2.4)

on:

α =
1

(zp1 − zp2)2
> 0,

β = σ2
1 + σ2

2 − 2σ12,

γ = σ2
1zp2 + σ2

2zp1 − σ12(zp1 + zp2),

δ = σ2
1z

2
p2 + σ2

2z
2
p1 − 2σ12zp1zp2.

Seguim amb l’equació (2.4), traiem factor comú de β.
Com que ρ12 < 1, tenim doncs que β > 0, ja que β = σ2

1 + σ2
2 − 2σ12 > σ2

1 + σ2
2 −

2σ1σ2 ⩾ 0. Aleshores,

x2 = αβ

(
y2 − 2y

γ

β
+

δ

β

)
= αβ

[(
y − γ

β

)2

− γ2

β2
+

δ

β

]
= α

(
β(y − k)2 + c

)
,

on

k =
γ

β
,

c =
βδ − γ2

β
,

amb c > 0, ja que ρ12 ∈ (−1, 1); β > 0; α > 0, per tant,

c =
βδ − γ2

β
=

σ2
1σ

2
2(1− σ2

12)

αβ
> 0.

Finalment, fent uns petits canvis en l’última expressió de x2, arribem a:

x2

αc
− (y − k)2

c
β

= 1,

10



que es de la forma de (2.3), amb h = 0, és a dir, tenim una hipèrbola centrada a
l’eix vertical.

□

Teorema 2.10. Suposem que existeixen dues carteres p1 i p2, que viuen en la corba
de mı́nima variància. Suposem també que les rendibilitats són zp1 , zp2 respectiva-
ment, amb zp1 ̸= zp2. Per tant la corba de mı́nima variància és una hipèrbola
centrada en l’eix vertical.

Demostració: Siguin p1, p2 les carteres i r1, r2 les respectives rendibilitats, pel
corol.lari 2.7 tenim:

p = αp1 + p2(1− α),

amb rendibilitat:

r = αr1 + r2(1− α).

Sabem que

z = αzp1 + zp2(1− α)

σ2 = α2σp
2
1 + σp

2
1(1− α) + 2αCov(r1, r2).

Per hipòtesi zp1 ̸= zp2 , apliquem el teorema 2.9 i tenim el que voĺıem.

□
A continuació veurem una definició important per seguir en la nostra construcció
de cartera eficient com és el Capital Market Line, però abans és necessari introduir
un teorema.

Teorema 2.11. La cartera de mercat ve donada per l’expressió

m =
C−1(z −Ru)

utC−1(z −Ru)
,

en el cas que la rendibilitat esperada de la cartera de mı́nima variància sigui major
que la rendibilitat lliure de risc, R.

Demostració: En el teorema anterior hem vist que la corba de mı́nima variància
és una hipèrbola, amb el centre a l’eix vertical. Considerem el punt (0,R) com a
centre de l’hipèrbola, tenim una recta que passa per (0,R) i és tangent a un punt
de la corba de mı́nima variància. Agafem la recta que maximitza el pendent. El
pendent és de la forma:

zp −R

σp

=
ptz −R√

ptCp
,

11



on R és el retorn sense risc i p el pes de la cartera. El lagrangià de p és zero quan
el pendent és màxim:

L(p) = ∇
(
ptz −R√

ptCp

)
− λ∇(ptu− 1)

=
z
√
ptCp− ptz−R

2
√

ptCp
2Cp

ptCp
− λu = 0.

Amb el que tenim:

zσp − (zp −R)
Cp

σp

− λσ2
pu = 0.

Dividim tot per σ per simplificar i com que ptu = 1, multipliquem tot per pt:

zp −R

σ2
p

ptCp = zp − λσp.

Denotem λ = R
σp

i ζ = zp−R

σ2
p

i arribem a

ζCp = z −Ru,

i per tant

ζp = C−1(z −Ru). (2.5)

Multipliquem per ut en totes dues bandes i obtenim

ζ = utC−1(z −Ru).

Finalment, substituint ζ a (2.5) tenim el que voĺıem.

□

Definició 2.12. Definim actiu lliure de risc com aquell actiu on es coneix la ren-
dibilitat amb anterioritat i no presenta risc.

Definició 2.13. En anglès, el Capital Market Line, d’ara en endevant CML, és la
recta tangent traçada des del punt de l’actiu lliure de risc, fins la regió factible pels
actius amb risc. Té com equació:

z = R +
zk −R

σk

σ.

En altres paraules, el CML és la combinació de la cartera de mercat (σk, zk) i
l’actiu lliure de risc (0,R).

12



Amb el que hem vist fins ara, obtenim una parametrització de totes les carteres
de mercat (σp, zp) que viuen en la corba de mı́nima variància:

ζp = αzpmin
+ zk(1− α),

σ2
p = α2σ2

pmin
+ σ2

k(1− α)2 + 2α(1− α)σ2
pmin

.

Suposem una situació natural on les rendibilitats dels actius són diferents. Fem un
cas finit per trobar la frontera eficient:
Siguin (0, R1), (0, R2) els actius lliures de risc, (σk1 , zk1) i (σk2 , zk2) els actius que
viuen en la corba de mı́nima variància. Per qualsevol cartera p, el pla de solucions
(σ, z) queda:

• Cas α ∈ (−∞, 0] :

z = αR2 + zp(1− α),

σ = (1− α)σp.

• Cas α ∈ (0, 1] :

z = αR1 + zp(1− α),

σ = (1− α)σp.

• Cas α ∈ (1,+∞) :

z = αR1 + zp(1− α),

σ = (α− 1)σp.

La frontera eficient resulta ser el segment que uneix (0, R1) amb (σk1 , zk1), unió
(0, R2) amb (σk2 , zk2) com mostra la següent figura:
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3 Capital Asset Pricing Model

En aquest segon bloc analitzarem el model CAPM, de l’anglès Capital Asset Pri-
cing Model, donarem les principals hipòtesi i unes definicions que es requereixen per
entendre aquest model com poden ser: els coeficients beta, la ĺınia de mercats de
valors (més conegut com Security Market Line (SML)) o la Security Charasteristic
Line (SCL)).

Sabem que la cartera de mercats existeix quan la rendibilitat de la cartera de
mı́nima variància supera la rendibilitat sense risc.
El CAPM dóna una relació lineal entre el retorn esperat en la cartera de mercat i
el de qualsevol actiu amb risc. El nexe entre tots dos és el que denominarem com
a coeficients betes (β).

En aquest bloc analitzarem aquesta relació i veurem com la fórmula de CAPM
pot ajudar a prendre decisions d’inversions i introduir mesures per al rendiment de
la cartera.

3.1 CAPM

El model CAPM és un model de valoració d’actius financers desenvolupat per Wi-
lliam Sharpe [9], que permet estimar la rendibilitat esperada en funció del risc
sistemàtic beta.

Les principals hipòtesi d’aquest model són:

• Tots els inversors són eficients des del punt de vista de Markowitz

• Els inversors poden invertir o finançar-se a un tipus d’interès anomenat ‘tipus
d’interès lliure de risc’

• Tots els inversors tenen expectatives homogènies sobre el futur, és a dir, tots
tenen la mateixa informació

• Tots els inversors tenen el mateix horitzó d’inversió

• Les inversions són infinitament divisibles

• No hi ha impostos ni costos de transacció

• No hi ha inflació o està totalment descomptada en el tipus d’interès vigent

• Els mercats estan en equilibri: totes les inversions estan correctament valora-
des d’acord al seu nivell de risc

Entre les diferents mesures de risc utilitzades tenim els coeficients beta:
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Definició 3.1. Anotem el factor beta i-èsim com

βi =
Cov(ri, r)

σ2
.

Es defineix com el risc d’un actiu respecte a tot el mercat. Es deriva del Single
Index Model de Sharpe

Teorema 3.2. (CAPM)
Suposem que la rendibilitat lliure de risc R és inferior al retorn esperat de la cartera
de mı́nima variància. Tenim doncs, per cada i ⩽ n, el retorn esperat zi de l’actiu
i-èsim de la cartera ve donat per la fórmula

zi = R + βi(z −R).

Demostració: Pel bloc anterior, sabem que el CML és tangent a la corba de
mı́nima variància. Considerem totes les carteres constrüıdes per la mitjana de la
cartera de mercat. Totes elles formen una hipèrbola tangent al CML.

A continuació constrüım la recta tangent a la hipèrbola al punt (σ, z), i notem
que el pendent del CML és el mateix que el pendent de la hipèrbola al punt (σ, z).
Sigui Λ la cartera formada per els guanys invertits en l’actiu i (ho denotarem per λ)
i l’invertit en la cartera de mercat (ho indicarem per 1− λ). Aix́ı doncs, la cartera
queda definida com: Λ = (λ, 1 - λ).
El risc i la rendibilitat les expressarem amb un ∼ a sobre de cada variable per
diferenciar-ho de les altres. Són:

z̃ = λzi + (1− λ)z,

σ̃ =
√

λ2σ2
i + (1− λ)2σ2 + 2λ(1− λ)Cov(ri, r).

Calculem les parcials respecte λ:

∂z̃

∂λ
= zi − z,

∂σ̃

∂λ
=

σ2(λ− 1) + σ2
i λ− 2λCov(ri, r) + Cov(ri, r)√

σ2(1− λ)2 + λ(σ2
i λ+ 2(1− λ)Cov(ri, r))

.

Evaluat en λ = 0 ens queda:

∂z̃

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

= zi − z,

∂σ̃

∂λ

∣∣∣∣
λ=0

=
Cov(ri, r)− σ2

σ
.
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Com que el pendent del punt que acabem de trobar i el pendent del CML són iguals,
podem resoldre el sistema dividint una per l’altre i ens queda

zi − z
Cov(ri,r)−σ2

σ

=
z −R

σ
.

Aı̈llem zi:

zi = R +
Cov(ri, r)

σ2
(z −R) = R + βi(z −R).

□

3.2 Security Market Line

La rendibilitat d’un actiu es pot expressar com la rendibilitat de l’actiu lliure de
risc i una prima de risc que depèn de la correlació d’aquest actiu amb el mercat.

La gràfica de la funció
z̄ = R + β̄(z −R)

en el pla (β̄, z̄) es coneix com Security Market Line, d’ara en endavant SML.

En la següent ilustració es pot apreciar el SML, a més, el CML està també gra-
ficat per poder-los comparar.

Una pregunta natural que un es pot fer és veure quines diferències podem trobar
entre SML i CML.
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3.2.1 SML vs CML

• Definició: El SML ajuda un inversor a determinar el risc de mercat de la
seva inversió. D’altra banda, CML permet a un inversor determinar una taxa
mitjana de guanys o pèrdues en la quota de mercat.

• Objectiu: L’objectiu de SML és poder analitzar tots els factor, mentres que
el CML descriu només les carteres de mercat i les inversions sense risc.

• Carteres: Mentres que amb el SML es pot veure les carteres eficients i no
eficients, amb el CML només es poden veure les carteres eficients.

• Eficient: El CML és més eficient que el SML.

• Mesura del risc: Aqúı apareix un factor diferenciador entre totes dues rectes:
el coeficient beta. Aquest coeficient β s’utilitza per al SML, mentre que la
mesura del risc al CML és la desviació estàndar.

• Gràfica: Com podem veure en la anterior il.lustració, l’eix vertical coinci-
deixen tots dos, en canvi l’eix horitzontal tenim mesures diferents: En SML
tenim els coeficients β, mentre que en CML tenim els σ.

Com a comentari global, destacar que no podem decantar-nos per un dels
dos, tots dos són molt potents i útils alhora d’ajudar a l’inversor a obtenir
informació sobre el rendiment i el risc. Per tant, cal tenir en compte aquestes
dues eines per prendre una decisió informada sobre la inversió a realitzar.

3.3 Preus dels actius

Un cop calculada la taxa de rendibilitat esperada E(Ri) mitjançant CAPM, podem
comparar aquesta taxa amb la taxa de rendibilitat estimada de l’actiu durant un
horitzó d’inversió espećıfic per determinar si seria una inversió adequada.

Un actiu té un preu correcte quan el seu preu estimat és el mateix que el valor
actual dels fluxos d’efectiu futurs de l’actiu, descomptat a la taxa suggerida per
CAPM. Si el preu estimat és superior a la valoració CAPM, aleshores diem que
l’actiu està sobrevalorat, pel contrari, diem que l’actiu està infravalorat quan el
preu estimat és inferior a la valoració CAPM.

Sigui Pt el preu de l’actiu P a l’instant t, quan l’actiu no pertany al SML, pot
ser un indicador que el preu és incorrecte. Com que el rendiment esperat de l’actiu
en l’instant t val

E(Rt) =
E(Pt+1)− Pt

Pt

, (3.1)

un rendiment esperat superior al que recomana el CAPM, indica que el preu de
l’actiu P a l’instant t és massa baix, és a dir, l’actiu està infravalorat, suposant que
en el moment t+ 1 l’actiu torna al preu recomanat del CAPM.
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De manera equivalent a (3.1) tenim

Pt =
E(Pt+1)

1 + E(Rt)
.

Apliquem l’equació de CAPM i arribem a

Pt =
E(Pt+1)

1 +R + βt(z −R)
. (3.2)

Es coneix com la versió de preus de la fórmula de CAPM.

Considerem t = 0. Podem reescriure de nou la fórmula anterior.
Sigui

r =
P1 − P0

P0

.

La covariància de r i rM (on rM denota el rendiment del mercat) és

Cov(r, rM) = Cov(
P1 − P0

P0

, rM)

= Cov(
P1

P0

− 1, rM)

= Cov(
P1

P0

, rM)

=
Cov(P1, rM)

P0

,

amb el que tenim

β =
Cov(P1, rM)

Pσ2
.

Substituim β a (3.2).
Recordem que ara βt = β, obtenim

P =
E(P1)

1 +R + Cov(P1,rM )
Pσ2 (z −R)

.

De forma equivalent

P =
E(P1)− Cov(P1,rM )

σ2
z−R
σ2

1 +R
.

Una altra manera d’analitzar el rendiment, és la comparació del preu del risc de
mercat d’una cartera amb un punt de referència acordat. Per una determinada
cartera, el preu de mercat del risc es defineix com l’excés de rendibilitat per unitat
de risc.
Aquesta quantitat es defineix de la següent manera.

Definició 3.3. Diem raó de Sharpe o ratio de Sharpe a

MPR =
z −R

σ
.
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3.4 Security Characteristic Line

Considerem les variables aleatòries:

rp = R + βp(r −R) + ep, (3.3)

on l’error ho denotem com ep.
De la fórmula de CAPM, tenim:

E(ep) = zp −R− βp(z −R) = 0.

És interesant veure com el principi de minimització d’errors implica la forma dels
coeficients beta.

Proposició 3.4. Sigui ep = rp −R− β(r −R), per algun β.

La variància de ep és mı́nima per β = Cov(rp,r)

V ar(r)
.

Demostració: La variància de ep és

V ar(ew) = V ar(rp −R− β(r −R))

= V ar(rp − βr) + V ar(βR−R)

= V ar(rp − βr) + 0

= V ar(rp) + V ar(−βr) + 2Cov(rp,−βrp)

= V ar(rp) + β2V ar(r)− 2βCov(rp, r).

Tenim una funció de segon grau respecte β, amb V ar(r) positiu.
És trivial veure que el mı́nim d’aquesta funció es troba quan

2βV ar(r)− 2Cov(rp, r) = 0,

amb el que concloem

β =
Cov(rp, r)

V ar(r)
.

□

La relació entre (3.3) i la minimització de la variància de l’error, ens dóna un
mètode per trobar el coeficient β a partir de dades històriques.
El rendiment d’una cartera en particular respecte la de la cartera del mercat en
cada moment, es coneix com SCL, de l’anglès Security Characteristic Line.

Finalitzem veient com el coeficient beta quantifica el risc no diversificable. Per
fer-ho, calcularem la variància de rp.

Proposició 3.5. La variància de la rendibilitat d’una cartera es pot expressar com

σ2
p = β2

pσ
2 + V ar(ep).
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Demostració: Calculem la covariància entre r i ep, on ep està definit a la propo-
sició 3.4.

Cov(r, ev) = Cov(r, rp −R− βp(r −R))

= Cov(r, rp)− βCov(rp, r) = 0.

Ara som capaços de calcular la variància de rp:

V ar(rp) = V ar(R + βp(r −R) + ep)

= V ar(βpr + ep)

= β2
pV ar(r) + V ar(ep) + 2βCov(r, ep)

= β2
pV ar(r) + V ar(ep).

La fórmula de la proposició 3.5 aporta més informació entre els dos tipus de risc.
El primer terme representa el risc sistemàtic que no es pot evitar afegint més valors
a la cartera (es mesura per la beta). Pel que fa el segon terme, aquesta és la part
diversificable del risc.

Observem que si prenem
e = r −R− β(r −R).

Al ser β = 1, tenim que la variància de ep es pot descartar si invertim en una cartera
prou diversificada per a que es pugui dur a terme a la pràctica com a substitut.
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4 Cas pràctic

En aquesta secció, farem un cas pràctic del càlcul de la frontera eficient de Markowitz
utilitzant les eines de Microsoft Excel. Les dades s’han extret de [6] i [7]. Les taules
es poden consultar a l’anex. També l’arxiu Excel a [10].

L’objectiu d’aquest cas pràctic, es veure com es comporten dues companyies en
conjunt, calcular quina serà la mı́nima variància global de la cartera diversificant
els actius i construir una frontera eficient de Markowitz.

Considerem els actius de dues companyies catalanes: Banc Sabadell i Audax Re-
novables. Prenem els preus diaris a data 01/01/2021 fins el 31/12/2021. De tota
la informació disponible, ens interesa les columnes: Date (data) i Adj Close (preu
ajustat del tancament).

Un primer pas és calcular el rendiment de manera discreta de cada companyia,
ho denotem HPR, simplement es calcula fent el valor actual menys el valor anteri-
or, tot dividit pel valor anterior.

En segon lloc, haurem de calcular:

1. Valor esperat (µ): directament amb la funció PROMEDIO que té incorporada
Excel

2. La desviació estàndar (σ): amb la funció DESVEST.P

3. La variància (σ2): amb la funció VAR.P

4. La covariància (σ12): amb COVARIANCE.P

5. El coeficient de correlació (ρ12): finalment amb la funció COEF.DE.CORRE

La figura següent mostra els resultats dels càlculs:

A continuació calculem la nostra cartera, per fer-ho, necessitem els pesos de les
dues companyies. Ara podem donar qualsevol valor, ja que després optimitzarem
aquests pesos. Per exemple 50% per Banc Sabadell i 50% per Audax. La cartera és
la suma de la ponderació de la cartera pels rendiments. Per cada actiu i, la nostra
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cartera és el pes que hem definit de Banc Sabadell, pel rendiment a data i, més el
pes que hem definit d’Audax, pel rendiment a data i.
Un cop fet tot això, podem calcular µ, σ i σ2 de la nostra cartera, però en aquest
cas es calcula d’una manera diferent de la que hav́ıem fet abans:

1. µ és la suma de la cartera

2. σ és l’arrel de la variància

3. σ2 és la variància i la calculem com la definició

Amb aquests pesos, els resultats són:

Clarament, el nostre objectiu és trobar el mı́nim risc possible que faci que la rendi-
bilitat sigui màxima. És aqúı quan apareix una eina molt potent d’Excel: Solver.
Establim l’objectiu que la cel.la de la variància sigui mı́nima canviant la cel.la dels
pesos, subjecte a les condicions que els pesos no poden ser majors que 1, i també
que existeix la no negativitat. Per tant, tenim que si volem el mı́nim risc, haurem
d’invertir un 43% a Banc Sabadell i un 57% a Audax i la nostra cartera amb aquests
pesos queda:

Finalment, constrüım la frontera eficient de Markowitz. Per fer-ho, prenem files
equidistants del 2% per fer el gràfic més prećıs. Prenem σ i µ per columnes, i els
corresponents valors de la taula anterior. Ara, per emplenar tota la taula, en la
finestra de dades fem clic allà on diu “anàlisi d’hipòtesi”. Un cop emplenada la
taula, procedim a dibuixar la frontera eficient amb un gràfic de dispersió amb ĺınies
suavitzades.
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5 Anex
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6 Conclusions

Un cop finalitzat el treball, són moltes les conclusions que podem treure. Com a
aspecte a destacar en tot anàlisi previ, comentar que cal tenir en compte un factor
molt important alhora d’invertir en actius: el temps present, és a dir, l’actualitat
d’avui dia. El mercat és molt inestable i els valors dels actius actuals poden variar
molt en qüestions de minuts, o inclús de segons, ja sigui per la mala gestió d’un pais,
o fins i tot per accions de personatges públics (com el que va passar a l’Eurocopa
de 2020, on el futbolista Cristiano Ronaldo pel simple fet d’apartar una ampolla
de Coca-Cola, va provocar una caiguda del 1.6% en borsa, el que equival a unes
pèrdues per la companyia per un valor de 4.000 milions de dòlars).

Per una banda, el model de Markowitz no presenta una gran complexitat, el que
provoca que pugui arribar a més públic. En aquest model actua un factor important
i és l’actitud de l’inversor en front al risc: hi hauran inversors que adoptaran una
actitud més conservadora i d’altres que no.
La rendibilitat d’una cartera ve definida per l’esperança matemàtica. Pel que fa el
risc d’una cartera, aquest es mesura a través de la volatilitat ( la desviació tiṕıca,
quan prenem el risc total de la cartera). Destaquem que l’inversor prefereix una
cartera amb la major rendibilitat al menor risc possible.

Per d’altra banda, en el model CAPM i com passava a Markowitz, determina el
conjunt de carteres eficients, el que porta a determinar la cartera òptima, però en
canvi en CAPM determinar l’actitud de l’inversor en front al risc no serà el més
important. Si que coincideixen tots dos models en que l’inversor prefereix la cartera
amb major rendibilitat i menor risc.
La principal diferència i el fet més caracteŕıstic de CAPM són les β. I es que en
aquest model, la rendibilitat d’una cartera ve donada per la seva beta.

Per finalitzar, comentar que tots aquests models i eines que presentem són real-
ment útils i aplicables a la vida quotidiana, que es poden complementar amb altres
eines dins la gestió de carteres.
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Nota: Tots els gràfics que apareixen en aquest treball són pròpis.
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