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Abstract

Sturm’s Theorem quantifies the real roots of a polinomial inside a given interval. We
review the article by Kaiwen Hou and Bin Li which presents a demonstration of this
theorem using matrix theory. We also implement the algorithm they describe in Python.

Resum

El Teorema de Sturm quantifica les arrels reals d’un polinomi dins un interval donat. En
aquest treball revisem ’article de Kaiwen Hou i Bin Li que presenta una demostracié del
teorema mitjancant la teoria de matrius. També implementem 1’algoritme que s’hi descriu
en Python.
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1 Introduccio

El projecte

En matematiques, tot i que a primera vista podem trobar dos camps amb aparentment
poca relacid, sovint veiem que diferents elements de les matematiques tenen connexions
més estretes del que sembla.

El 1835, el matematic frances Jacques Charles Frangois Sturm va descobrir el teorema
que porta el seu nom [2]. En aquest treball definirem els elements basics per poder
enunciar i entendre el teorema de Sturm i revisarem i ampliarem la demostracié que
Kaiwen Hou i Bin Li donen al seu article [1].

Pel teorema de Sturm, el nombre d’arrels reals diferents d’un polinomi donat f(x) en
qualsevol interval (a, b] es pot expressar pel nombre de variacions de signe de la cadena de
Sturm als extrems de l'interval. Construint la ”Matriu de Sturm”, una matriu simetrica
associada a f(z) € R[x], les variacions del signe de f(x) es poden caracteritzar per I'index
d’inercia negatiu d’aquesta matriu.

També implementarem 1’algoritme que ofereixen pel calcul de la cadena de Sturm i
matriu de Sturm d’un polinomi en un programa de Python que ens servira per detectar
el nombre d’arrels reals donat un interval.

Estructura de la Memoria

En aquest primer capitol donarem les definicions necessaries per establir una base ma-
tematica on estructurar el Teorema de Sturm i donarem també una demostracié elemental
del teorema.

Al llarg del segon capitol es fa una exposicié dels conceptes que es desenvolupen a [1]
i es proposen ampliacions de les demostracions de K. Hou i B. Li. També hi inclourem
exemples d’aquests elements amb polinomis concrets.

Pel que fa al tercer capitol, comentem part per part la realitzacié del programa de
Python inclos a I’Annex I, també amb explicacions de com implementar les funcions
propies de Python i el funcionament del codi que hem creat.



2 Teorema de Sturm

Aquest capitol compren les definicions necessaries per enunciar i demostrar el Teorema
de Sturm classic.

2.1 Definicions basiques

Proposicié 2.1. Siguin K un cos i f(X),g(X) polinomis tals que g(X) # 0. Llavors,
existeizen polinomis q(X),r(X) € K[X], unics, tals que

f(X) = g(X)q(X) +r(X) i gr(r(X)) < gr(9(X)).
On gr(p(X)) indica el grau del polinomi p(X).

Demostracié. [3] En el cas que gr(f(X)) < gr(g(X)), 'existéencia és gairebé immediata.
En efecte, posem ¢(X) := 0, r(X) := f(X); llavors, és clar que se satisfan les propietats
enunciades: f(X) = ¢(X)g(X) + r(X) i gr(r(X)) < gr(g(X)). Suposem, doncs, que
gr(f(X)) < gr(g(X)).

Siguin f(X) =:1a90+ a1 X + - -+ a, X", ag,a1,...,an € K, g(X) =:bg+ 0 X +--- +
b X™, bo, b1,...,bm € K, amb a, # 0, b,, # 0, i n > m. Llavors, el polinomi

f(X) — g(X)g—;Xn—m =:co+ ch + -4 Cn—an_l,

on cp,...,cn—1 € K, és de grau estrictament menor que el grau de f(X); repetint el
mateix procés, el polinomi

F(X) = g(X) g X7 — g(X) %=t Xl = f(X) — g(X)(fa X7 — Gt Xnomel)

és un polinomi de grau menor o igual que n — 2. Doncs, podem calcular recursivament

un polinomi

q(X) c— Qn Yn—m _ Cgf;an—m—l 4.

T bm

El procés s’atura quan el grau de la diferencia f(X)— g(X)q(X) és menor que el grau, m,
de g(X). Definim el polinomi r(X) com aquesta diferéncia: r(X) := f(X) — g(X)q(X).
Llavors, les propietats enunciades se satisfan per definici6 de ¢(X) i de r(X).

Demostrem, ara, la unicitat. Suposem que

A
N
N
»
SN—
ol

f(X) = g(X)q1(X) + ri(X), gr(ri(X)) < gr
9(X)q2(X) +72(X), gr(r2(X)) < gr(9(X)),

on ¢1(X), g2(X),r1(X),r2(X) € K[X]. Es té que ra(X) —ri(X) = g(X)(q1(X) — ¢2(X)),
de manera que el grau de ro(X) — r1(X), que és menor estricte que el grau de g(X),
coincideix amb el grau del producte del polinomi g(X) pel polinomi ¢;(X) — ¢2(X); pero,
si q1(X) — q2(X) # 0, el grau d’aquest producte és la suma dels graus dels dos factors, de
manera que és m és gran o igual que el grau de g(X). Aquesta contradiccié obliga que
sigui ¢1(X) = q1(X) i, en conseqiiencia, 71 (X) = ra2(X), com voliem provar. O

Definicié 2.2. S’anomena la divisié entera del polinomi f(X) per g(X) al calcul dels
polinomis q(X) i r(X) que apareizen a la proposicié anterior.



L’algoritme d’Euclides per a polinomis fa servir ’existencia de quocients i residus en
la divisié entera entre polinomis i també la igualtat

mde(f(X), (X)) = med(f(X) = g(X)q(X), 9(X)),

que és certa per qualssevol f(X),g(X),q(X) polinomis de K[X], per calcular el maxim
comn divisor entre dos polinomis. L’algoritme calcula la seqiiencia segiient:

Jfo(X) = di(X) 1(X) + fa(X), gr(f2) < gr(f1),
J1(X) = d2(X) fo(X) + f3(X), gr(f3) < gr(f2),

Fona(X) = dy 1 (X) frn 1 (X) + (X, 97(fm) < g7 (1),
Fon 1 (X) = don () fon ()

1 se satisfa:

med(fo(X), f1(X))
I també, per tot 1 <1

cd(fo(X) = [1(X)di(X), f1(X)) = med(f2(X), f1(X)).

S —1:

med(fi-1(X), fi(X)) = med(fip1(X), fi(X)) = med(fi(X), fiyr (X)) =
= mCd(fO(X>vf1(X)) mCd<fm(X)vfm—1(X))

= med(fn(X), fm—1(X) = fn(X)dm (X)) = med(fin(X),0)) = fm(X)
Definicié 2.3. Donat un polinomi no constant fo(X) € K[X], anomenem la cadena de
Sturm, a la seqiéencia fo(X),..., fm(X) que calculem mitjangant l'algoritme d’Euclides
amb una petita modificacio:

fon2(X) = dy 1 (X) frn 1 (X) = (X, 97(fm) < g7 (1),
Fon 1 (X) = dn () fon ()

Nota: D’ara endavant utilitzarem x mintscula en comptes de X com a variable dels
polinomis i les funcions.

Definicié 2.4. La funcid delta de Kronecker i la funcid signe, notades &;; i sgn(z) res-
pectivament, son funcions definides com:

5i,j—{1 si Q]

0 st 1=y

1 st x>0
sgn(z) =¢ 0  si =0

-1 si <0

Per una seqiiéncia de nombres reals no nuls ¢y, ¢, ..., ¢,, denotem per o(cy, ..., cy,) el
nombre de variacions de signe de la seqiiéncia, i.e.

U(Cly ~-',Cn) = Zz 1 5 1,sgn(cici+1)>
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Per una seqiiencia de nombres reals cy, ..., ¢, sigui ¢, ..., ¢;,, la subseqiiencia d’aquesta
obtinguda eliminant tots els zeros i definim

o(C1yeeyCn) = 0(Ciyy ey Gy ).

Sigui V¢ (z) = o(fo(x), fi(z), ..., fm(2)).

Teorema 2.5. (Teorema de Sturm): Per un polinomi no constant f(z) € Rlx| i dos
nombres reals a < b, el nombre d’arrels reals diferents a Uinterval (a,b] és Vi(a) — Vi(b)
si i a nib son arrels miltiples de f(x). A continuacid es dona una demostracio classica
del Teorema de Sturm [4].

Demostracié. : Estudiarem com varia la funcié Vy(x) a mesura que x avanca en I'interval
(a,b). Primer fem un pas previ: Afirmem que podem suposar sense perdua de generalitat
que f(z) té totes les seves arrels simples. En efecte si aixo no fos aixi, aleshores f(z) i
f'(x) tindrien un factor en comu p(z). Aquest factor també seria multiple de f(z) perque

fa(x) = c(x) f'(x) — f(x), amb c(z) € R[z],

i com que

fs(x) = *(z) fa(x) — f/(x), amb ¢*(x) € R[z],

inductivament es té que p(z) és un factor de f;(z) per tot ¢ = 0,1,.... D’altra banda, és
facil veure que

V(p(x)Ao(x), p(x)Ar(2), p()A2(2), ...) = V(Ao (), A1 (2), A2 (), ...)
si p(x) # 0. Doncs com que V només estudia les variacions de signe tenim:
V(p(x)Ao(z),p(x)A1(x),...) = V(=Ao(x), —A1(x),...) = V(Ap(x), A1(x),...)
sip(z) <01
V(p(x)Ao(x),p(x)A1(x),...) = V(Ao(x), A1(x),...)

si p(x) > 0. Aixo permet treballar amb polinomis f(x) que no tinguin cap factor en comu
amb f’(z). Notar que aix0 també implica que totes les arrels de f(xz) seran simples. Aixd
és perque si f(z) té una arrel k£ amb multiplicitat & > 1 tenim f(x) = (z — k)p(x) per
algun p(z) € R[z] tal que p(k) = 0. Aleshores f'(x) = p(z) + (x — k)p/(z) i és evident que
(k) =0, és adir que f i f’ tindrien el factor (z — k) comu.

Ara observem que el fet que f i f’ no tinguin arrels comunes implica que per tot
i =0,1,... no hi ha arrels comunes entre f; i f;11. En efecte si « és una arrel de f; i fi+1,
també ho sera de f;—1 perque f;—1 = ¢*f; — fi+1, amb ¢* € R[], i aleshores inductivament
s’arriba a fo(a) = fi(a) = 0, una contradiccio.

Fetes aquestes observacions, comencem a estudiar la variacié de signes de la successio
(fo(z), fi(x),...). - Si existeix a € (xg, z1) tal que f(a) = 0, aleshores com que f'(«) sera
diferent de zero, f creixera o decreixera en un entorn d’a.. En tot cas, fy canvia de signe al
passar per «, perd no passa el mateix amb fi. Aqui hi ha una variacié de signe. - Suposem
que a més existeix algun i > 2 tal que fi(a) = 0. Com que fi_1(z) = ¢*(x) fi(x) — fix1(z),
aleshores es té



fic1(a) = = fir1(a),

és a dir, els valors de f;—1 i fi+1 en un entorn d’a sén de signes oposats (i a més sabem
que cap d’ells pot ser igual a zero). Aixo diu que, independentment del valor que tenia
fi en un entorn d’a, el nombre de variacions de signe en la terna f;_1, f;, fi+1 no canvia
en atravessar . En conclusié, 'dnic canvi en la successié de signes de (fo(x), fi(z),...)
es produeix quan s’atravessa una arrel de f i aixo és el que voliem demostrar. O

Observacié 2.6. Es interessant notar que el nombre de passos per calcular la cadena de
Sturm d’un polinomi de grau n és finit, doncs a la demostracié de ’existencia del quocient
i el residu de la divisié entera de polinomis es dona un algoritme per calcular-los amb un
nombre finit de passos, i hem de fer un nombre finit de divisions enteres per trobar la
cadena de Sturm.

D’ara endavant introduim els conceptes que es desenvolupen a [1].



3 Matriu de Sturm i1 demostracié matricial

3.1 Preliminars

Donada una matriu real simetrica A, la forma quadratica definida per A es pot convertir
a una matriu diagonal mitjancant una transformacié de coordenades no singular. La llei
d’inércia de Sylvester garanteix que el nombre de coeficients positius (negatius) a la forma
diagonal es un invariant anomenat l'index positiu (negatiu) d’inércia denotat per p(A)
(respectivament g(A)). Val la pena notar que p(A) i g(A) és el nombre de valors propis
positius i negatius (comptats amb multiplicitats) d’A respectivament.

A «
ol b

amb o € R™ i b € R tals que els determinants |A| i |B| satisfan |A]* + |B]* # 0,
aleshores

Lema 3.1. Si A es una matriu real simétrica nxn de rangr(A) >n—14iB = {

a(A) s |A||B|>0V|B|=0

q(B) =
q(A)+1 si |A||B|<O0VI]A|=0

Demostracié. Provem-ho pel cas |A||B| # 0. Tenim que q(A) = ¢(MAMT™) (respectiva-
ment per p(A)), per qualsevol M invertible. A més, pel procés d’ortogonalitzacié existeix
una matriu My tal que:

A1 0
MoAM{E = ,
0 Am
On Aq, ..., Ay, s6n els valors propis de la matriu A. Ara, se satisfa:

A by

b

My B[ M _ ?
1 1 :

An bn
b1 by ... by, b |

A la ultima fila 1i restem la fila ¢ multiplicada per %, Vi, 1 < i < n. Ens quedarem amb
una matriu com la segiient:

A b1
bo

An bnp,

(0 0 ... 0 ¢

amb ¢ # 0 Com que és una matriu triangular superior, els valors propis d’aquesta matriu
sén A1, Ag, ..., Ay, cicom que aquesta matriu conjuga amb B, tenim que si ¢ < 0, aleshores



|B||A| < 0iamés, ¢(B) = q(A)+1. Si, per altra banda, ¢ > 0, aleshores tenim |B| |A| > 0
i també ¢(B) = q(A).

Ara si |B| = 0, la condicié |A]? + |B|* # 0 implica que A és invertible. Tenim

[ I 0 A «o I —Ala | A 0
_—ozTA_1 1 ol b 0 1 10 b—alAla

Prenent determinant als dos costats tenim que b — o’ A™'av = 0. Per tant, B es con-
juga amb

A 0

ki

que implica ¢(B) = q(A). Ara si |A| = 0, aleshores rang(A) =n — 11 |B| # 0. Existeix
una matriu ortogonal Q tal que

A
A2
QTAQ =
An—l
- O -
on \;(1 <i<mn—1) sén els valors propis diferents de 0 d’A. Aleshores tenim
[\ by |
b
Q" 1l@ . ;
1 1 An-1 :
0 b,
| b1 b ... by b

que conjuga a una matriu de la forma

A1

Anfl .
0 c
c d_

Com que |B| # 0, ¢ # 0 i per tant els dos valors propis u1, pu2 de [ 2 ¢ } satisfan

d
_ 2
pipg = —c= <0
Aix0 implica que q(B) = q(A) + 1.

O

Donada una matriu A n xn il C 1,...,n, sigui A; la submatriu principal d’A les
columnes i files de la qual estan indexades per I. El determinant d’A; es diu el menor
principal d’A d’ordre #1, on #1 denota la cardinalitat d’I.

Definicié 3.2. Sigui A una matriu n X n sobre R.



(i) diem que D1, Ds, ..., D, és la seqiéncia principal de menors d’A, si D; = |Ay,| on
I; C Ii+1 - {1, ,n} 1 #I; = 1.

(i) Una seqiiéncia principal de menors Dy, Da, ..., D, es diu que és normal si D, # 0
ambr =r(A) iper1<i<r—1, dos menors consecutius qualssevol D;, D;11 no sén els
dos 0.

Aplicant el Lema 3.1 obtenim el seglient lema.

Lema 3.3. Donada una matriu n x n simétrica A de rang r(A) = r, si Dy, Da, ..., Dy, és
una seqiiencia principal de menors normal d’A, aleshores

q(A) = 6—1,sgn(D1) + Z:;]_l 5—17897’1(D1‘Di+1) + 2:::_]:_L 60,D1 ‘

Demostracio. Veiem que q(Ar,) = 6_1 p,, és a dir que la férmula funciona per r = 1. Ara
suposem que funciona per r = m i veurem que també funciona per r = m + 1. Com que
Ap, és una matriu simetrica per tot ¢ i com que D; és una seqiiencia de menors principal
i per tant D? + D?; # 01 a més r(A;41) > 4, aplicant el lema 2.3.1 se satisfa:

q(AInH»l) = q(AIm) + 571,sgn(DmDm+1) + 6O,Dm

Es a dir,

q(AIm+1) = 571,sgn(D1) + Z?ll 671,sgn(DiDi+1) + ZZL 50:Di
Per tant se satisfa:
Q(Afr) = 5—1,sgn(D1) + Z:;ll 6—1,sgn(DiDi+1) + Z:;ll 50,Di

Com que r(A) = r sabem que per tot ¢ > r, D; = 0, per tant també aplicant el lema,
q(Ar,) = q(Ar,,), és a dir:

Q(A) = Q(Afn) = Q(AIT) = 5—1,sgn(D1) + Z::_ll 5—1,sgn(DiDi+1) + Z:;ll 50,Di
U

Observacié 3.4. Val la pena senyalar que es pot demostrar, per qualsevol matriu simetrica
real A, existeix una seqliéncia principal de menors per la que es pot determinar el seu
index d’inercia positiu i el negatiu.

3.2 Matriu de Sturm i Teorema de Sturm

Sigui fo(z) = f(z) 1 fi(x) = g(x). La cadena de Sturm foy, ..., f, associada a (f, g) s’obté
de la manera segiient:



fo=di(2) f1(z) — fa(z), deg(f2) < deg(f1),
f1=da(z) f2(2) — f3(2), deg(f3) < deg(f2),

Fn = A (2) fon 1 (@) — (), deg(fin) < deg(frn1),
fm—l - dm(x)fm(x)

Les segiients afirmacions sobre la cadena de Sturm son evidents.

(a) Si a és una arrel comuna de f(x) i g(x), aleshores f;(a) = 0 per tot 1 <i < m; altra-
ment, qualssevol polinomis consecutius f; i f;+1 de la cadena no tenen arrels comunes.
(b) fm(x) = med(f(x),g(x)), doncs a és una arrel comuna de f(z) i g(z) si, i només si
fm(a) =0.

(c) Si fi(a) =0peralgun 1 <i<m—11 fy(a)# 0, aleshores, f;_1(a)fi+1(a) <O0.

Definicié 3.5. Per f(z),g9(z) € R[z], la matriu de Sturm associada a (f(x), g(x)) es
defineix com:

d1 (l‘) 1
1 dg (CL’)

1' dpm ()

i s’escriu com Sy g(x).

Exemple 3.6. Sigui f(r) € Rlz], fo(z) = f(z) = 2 — 7z + 1, calculem la cadena de
Sturm associada a (f(x), f'(z)):

fi(z) = f(x) =32° =7
(z) = di(z) * fi(z) — fo(2)
w?(z) = di(x) % (32 = 7) — fa(),

1 continuem

fem el mateix

) * f3(x) 1—34,};4(95)
Sr—1= ds(z) * —1%6

_ 2744 19
d3(®) = 55357 — 1315

9



En definitiva, tenim que la cadena de Sturm de f(z) = 3 — Tz + 1 és:
{23 — Tz +1, 322 -7, 1%az—l, %45
A més, com que coneixem di(z), da2(x), d3(z) podem trobar la matriu de Sturm:

%:c 1 0
-9 27
L 957 — 156 1
0 1 2744 . 196
4035 1345

Sf}f/(x) ==

Notem que 7(Sy4(x)) > m — 11 per qualsevol divisor comt d(x) de f(z) i g(x),

per una propietat de les matrius tridiagonals [5], se satisfa en aquest cas s;(x) = d;(x)s;—1(x)—
si—a2(x), amb so(x) := 1, s_1(z) := 0. Aleshores no podria ser s,,(z) = sm—1(z) = 0 per-
que tindriem $p,—2(x) = dpSm—1(z)—$m(x) = 01isuccessivament s;(z) =0amb 1 <i<m
pero sabem que si(z) = di(x) # 0, per tant, 7(Sfq4(x)) > m — 1.

Nota: En la referencia [5], trobem la seglient férmula pel calcul del determinant de
matrius tridiagonals de la forma:

ay ¢

b1 a2

Dn = anDn—l - Cn—lbn—an—Z

D’altra banda, si calculem la cadena de Sturm associada a (5, ) amb d(x) un divisor
comu de f(x) i g(z) (i per tant de f; per tot i) obtenim:

L = dy (@) 5 - L) deg(£) < deg(L) +

< fo=di(z) fi1(z) — fa(x), deg(f2) < deg(f1)

1 aixi successivament:

Loalt) — (o) B — S0 g (fst) < deg(L)

< fior = di(x) fi(x) — fir1(x), deg(fiv1) < deg(f;

Definicié 3.7. Definim la cadena de Sturm refinada associada a (f(x),g(x)) com

10



f()afl)"')f;n7

onfi: ]{:;

Se satisfa St, . (¥) = Sg 7 (x). Sigui Vy,g(x) el nombre de variacions de signe de fo(z), f1(2), ...

Vig(@) =o(fo(x), fi(x),..., fm(z)).
Veiem que
Viala) = V(@)

amb § = fi si a no és una arrel comuna de f(z) i g(x).

Exemple 3.8. Calculem la cadena de Sturm refinada pel nostre exemple anterior. Tenim
que per 0 <7 <2

fila) = £ i fala) =1
FooN 196 .3 _ 1372 196
fo(fU)N— 1345 s 1345 13‘7"2 1345
b
fa() = F535% — 1335

i en efecte, se satisfa

folz) = di(x) * fi(z) — folx)
fi(z) = da(2) * fo(2) — f3(2)
fo(2) = d3() * f3(x) = d3(),

doncs si substituim:

196 .3 _ 1372, 196 _ 1 588 .2 1372 2744 196
TaaE L = 3T % x° — 555) — (5653 — 755
1345 1345 1%)%5 3% (13515 $ 7&45)_ ﬁ):}f 1315)
1345 41345 e 2722 4035 1345
4035 1345 — 40357 1345) 1

e 1 (588 2 1372\ _ (2744 196 ). 196 _ 1372 . 196
simplificar 2 x - | 3975 — 1315 ) (-1335“ 1345)° 1345 1345 ' 1345
e 9 o744 196\ _ .. 58 _ 1372
S'mp“ﬁc‘"( 11" 1Jr] ( 0% 135 ] © o135 135

Figura 1: Captures dels calculs de les igualtats anteriors [8]

Considerem el segiient menor principal de Sy (),

‘Sf, {m i+1,m—i+2,...,

que és d’ordre i per 1 <7 < m.
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Proposicié 3.9. Per 1 <i<m, Dij(z) = fr_i(z).

fm— 1(1')

Demostracio. Fem servir inducci6 en i. Veilem que Di(z) = dp(z) = @) = fm 1(z) i
_ dm_l(x) 1 . _ fmo1(@)dm—1(x) _
Do) =1 g () | T T @dm(@) = 1= == 1 =
fm—2@+fm() _ q _ fm-2(x) _ ¢
fute) LT e~ fm2(@)
Ara assumim que Dy (z) = f_(x) i que Dy () = frn_p_1(x).
dm—k—l(f) 1
1 dp—r(x
Disale) = )
' 1
1 dn(x)
Expandint el determinant per la primera fila, tenim:
1 1
0 dm—kr1() 1
Diy2(z) = dim—g-1(2) D1 (x) — 1 dim—k+2(2)
5 |
0 1 dn(z)

i expandint ara per la primera columna ens queda:

Diyo(2) = dpp—g—1(2) D1 (2) — Dy, = dpp—g—1 (@ )fm k1 (%) = fnon(z) =
Am—t—1(2) frn—k=1(Z) = fm—1(®) _ fr—r—2(z) fm jo(z)

fm (@) fm (@)
O
Teorema 3.10. ¢(Sy4(a)) = Vig(a) sia no és una arrel comuna de f(x) i g(x).
Demostracié. Per les afirmacions (a) i (b) sobre la cadena de Sturm (refinada), Di(a), ..., Dp(a)

és una seqiiencia de menors principal de Sy 4(a) si a no és una arrel comuna de f(z) i
g(z). Per tant, pel Lema 3.3, tenim

Q(Sf,g(a)) =0d_ 1,sgn(D1(a + Z o 1,sgn(D;(a)D;11(a)) + Z 50 D( (31)

=1 =1

amb r = r(S ( )). Notem que 7(Sy4(a)) = m si a no és una arrel de f(z), altrament,

r(Sfg(a)) =m — 1. En els dos casos (1) es pot reescriure com
m—1 m—
q(Srg(a)) = 0_1 sgn(D1(a)) + Z 0_1,5gn(Di(a)Di11(a)) T Z 30,D;(a) (3.2)
i=1 i=1
Es a dir,

m—1 m—1
(ng( )) 5_1 Sgn(fm 1 +Z 5_1 sQ”(fm z(a)fm i— 1 +Z 50 fm l(a)
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= Vf,g(a)v

El pas de la primera igualtat a la segona és degut a la propietat (c) de les cadenes
de Sturm: Els canvis de signe en dos polinomis f; consecutius queden comptabilitzats a

st 01 sgn(Fon_s(a) fons_1(a)) | COM que S fi(a) = 0, aleshores, f;_1(a)fiy1(a) < 0 aquests

canvis de signe queden comptabilitzats a Z:l_ll d Foni(a)" Finalment, d_, sgn(Fon (a)) =

=0o(1, fn_1(a)).
O

3.3 Demostracié del Teorema de Sturm
Sigui aq,...,a; € R totes les arrels de fo(a:). Suposem que
a; < ag < --- < ag.

Sigui I; 'interval obert (a;, a;+1) per 0 < i < k, amb la convenci6 ayg = —00 i a1 = +00.

Proposicié 3.11. q(Sf4(x)) és constant en cada interval I;.

Demostracié. Com que Sy 4(x) és una matriu simetrica real, per cada = € R donada, els
valors propis de Sy 4(x)

sén nombres reals. Suposem A\ (z) < -+ < A, (x). Tenim
|S7.4(@)] = Din() = fo(z) = Mi(@) ... A (@) # 0

i el seu signe no canvia en linterval I; per la continuitat de fo(x). Per tant A;j(z) és
diferent de 0 i no canvia de signe en I; ja que és continua en x. En conseqiiencia, el
nombre de valors propis negatius de Sy 4(x) és constant en I;. (]

Proposicié 3.12. Per ¢ € R tal que fo(c) = 0, existeiz € > 0 tal que f(z) i g(x) son
diferents de 0 en (¢ —€,¢) U (¢c,c+€). A més

o aSn@)  si f@)gla) >0
151 ))‘{ WS +1 si Fa)gla) <0 (3.3)

perx € (c —e€,¢)U(c,c+e€).
Demostracié. La primera part és evident per la continuitat de f(x) i g(x). Notem que

fg(:c) #0amb z € (c—e,¢)U(c,c+€) i també fi(x) # 0 amb z € (¢ — €, ¢ + ¢€), doncs
fl(C) 7'50

Per simplicitat, denotem Ty (x) la submatriu principal Sy 4(%)f23,. my de Sy4(x). Per
la Proposicié 3.7,

|Tyg(2)| = Di—1(2) = fi(2).
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Com que el signe de fi(z) no canvia en (¢ — €,¢ + €), és facil veure amb un argument
semblant al de la Proposicié 3.9 que q(T,4(x)) és constant en (¢ —€,c+€). Pel Lema 3.1
se satisfa per x € (¢ —€,¢) U (c,c+¢),

2)) — (Tt q(x)) si fo(x)fl(a:)>()
1) = { ) o1 5 o) <o

i també pel mateix Lema,

q4(S1g(€)) = a(Ty4(c)) = q(Ty4())

Per tant, (3.3) és un resultat immediat ja que f(x)g(z) > 0 és equivalent a fo(z)f1(z) > 0
per z € (¢ —€,¢) U (c,c+e). O

Sigui q(Stg(x)) = g per € I; 1 ¢(Sfg(a;)) =tjamb 0 < i< kil <j <k El
segiient corol-lari segueix de la proposicié anterior.

Corotari 3.13. Per1 <i <k,

b= ) 21 st f(x)g(x) >0 en algun interval (a; — €, a;)
"l g1 —1 st f(x)g(x) <0 en algun interval (a; — €,a;)

o si f(z)g(x) > 0 en algun interval (a;,a; + €)
|l -1 si f(x)g(x) <0 en algun interval (a;,a; + €)

Demostracio. Només cal aplicar per casos la proposicié anterior:

Sigui a; una arrel de f(x) i € tal que f(x)g(x) no canvia de signe quan x € (a; — €, a;).
Si f(z)g(x) < 0, aleshores per la proposicié tenim ¢(Sy4(z)) = ¢(Sfq4(ai)) + 1, és a dir,
gi—1 = t; + 1, per tant tenim ¢; = ¢;—1 — 1. Si per contra, f(z)g(x) > 0, aleshores per la
proposicid, q(Srq(x)) = q(Sf,q(asi)), o altrament, t; = g;—1.

D’altra banda i de manera semblant, sigui p tal que f(z)g(x) no canvia de signe
quan = € (aj, a; +p). Si f(x)g(x) < 0, aleshores per la proposicié tenim ¢(Syq(x)) =
q(Srg(a;)) +1, és adir, ¢; = t; + 1 i el que és el mateix, ¢; = ¢; — 1. Per 1ltim, en el cas
que f(x)g(x) > 0, aleshores per la proposicié, q(Sr.q(x)) = q(Stqg(ai)); osigui t; = ¢ O

Si g(x) és la derivada de f(z), g(z) = f'(x), fo(z) té exactament les mateixes arrels que
f(x) amb multiplicitat 1. Com a funcié polindomica real, f2(x) arriba al seu minim a a;. Es
senzill veure que (f2(x)) = 2f(z)f'(x) > 0 en algun interval (a;, a; +¢€) i 2f(x)f'(x) <0
en algun interval (a; — 7, a;). Per tant, podem provar el Teorema de Sturm pel Corol-lari
3.11.

Teorema 3.14. (Teorema de Sturm). Sigui a1 < ag < --- < ay les arrels reals de
f(z) € Rlx], i sigui g(x) la derivada de f(z).

(1) q(Syg(x)) €s constant en cada interval (a;—1,a;] amb valor ¢; amb i =1,2,... k,
on ag = —o0

(i) ¢ — giv1 =1 per 0 <i <k —1.

(i1i) Per qualsevol a < b, el nombre d’arrels reals diferents de f(x) a linterval (a,b] és

q(Syg(a)) — q(Ssq(b)).
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Demostracio. La primera afirmacié del teorema és evident, doncs és un cas particular de
la Proposicié 3.11.

Pel que fa a la segona, podem observar que en ser g(z) la derivada de f(x), per
'explicacié anterior a I’enunciat del teorema se satisfa (f2(x)) = 2f(x)f (x) > 0 en
algun interval (a;,a; + €)1 2f(z)f'(x) < 0 en algun interval (a; — 1, a;). Aix{ doncs, ens
trobem al cas especific del corol-lari en que t; = ¢;—1 — 1 per ser f(x)g(x) > 0 en un
interval (a; — €,a;), i t; = ¢; per ser f(x)g(z) > 0 en un interval (a;, a; + €). I per tant,
tenim ¢;—1 — 1 =¢;, és adir, ¢;_1 —¢; =1 amb 1 <1 <k, o equivalentment ¢; — ¢;41 =1
per 0 <i<k-—1.

La tercera afirmaci6 és evident quan f(b) # 0, i en el cas que b si que és una arrel
de f(x), aleshores tenim que b = a; per algun i entre 1 i k i aleshores, q(Sy4(b)) =t; =
gi—1—1. Per tant, ¢(S4(a))—q; és el nombre d’arrels a I'interval (a,b) i ¢(Sf4(a))—¢i+1 =
q(Stg(a)) —q(Sfq(b)) el nombre d’arrels a I'interval (a, b] O

Observacié 3.15. Es pot veure que el teorema anterior cobreix 'original pel Teorema
3.8, mentre que la condicié que a i b no siguin arrels multiples de f(x) no és necessaria
en aquesta versio del Teorema de Sturm.
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4 Implementacié en Python

En aquest capitol explicaré els motius pels que he creat una implementacié dels conceptes
descrits a [1] en Python i faré un resum de la cronologia de la ideaci6é d’aquest programa.

4.1 Objectius

Principalment la idea de fer una implementaciéo en un programa dels resultats del tre-
ball sorgeix per poder fer una comprovacié numerica d’aquests amb les proporcions que
permeten les eines informatiques. En segon lloc, el programa és una eina util per poder
calcular la cadena de Sturm i la matriu de Sturm d’un polinomi qualsevol donats els seus
coeficients en un temps relativament curt, aixi com quantificar el nombre d’arrels reals
d’aquest polinomi en qualsevol interval.

4.2 Per que Python: 'extensié NumPy

Inicialment, el llenguatge de programacié amb el que tenia previst fer aquesta imple-
mentacié va ser Maple. Tot i aixo, degut al fet que ja tenia coneixements en Python
per 'assignatura Algorismica, vaig decidir investigar si existia alguna manera de treba-
llar amb polinomis de forma eficient. Aqui apareix NumPy, una extensié de Python que
constitueix una biblioteca d’operacions matematiques que permet treballar amb vectors
i matrius de forma molt més eficient que amb Python estandard [10]. Aix{ mateix, pro-
porciona eines per poder treballar amb polinomis amb més facilitat. A continuacié veiem
una comparativa dels temps d’execucié d’una operacié senzilla amb vectors per ’extensio
NumPy i per Python estandard.

v ° import numpy as np
impert time
import sys
mida = 10000000
print("vector numpy")
t_vector = time.time()
vector_numpy = np.arange(mida,dtype="inte4")
suma_vector = vector_ numpy.sum()
print("Tipus d'objecte:"+str(type(vector_numpy)))
print("suma:"+str(suma_vector))
print("Temps d'execucid:"+str(time.time()-t_vector))
print("------------ ")
print("llista")
t_llista = time.time()
1llista = list(range(mida))
suma_llista = sum(llista)
print("Tipus d'objecte:"+str(type(llista)))
print("suma:"+str(suma_llista))
print("Temps d'execucid:"+str(time.time()-t 1lista))

> vector numpy
Tipus d'objecte:<class 'numpy.ndarray’>
suma:49999995000000
Temps d'execucid:0.04778575897216797
1lista
Tipus d'objecte:<class "list'>
suma:49959995000000
Temps d'execucid:9.42905402183532715

Figura 2: Comparativa del temps d’execucié per sumar els elements d’un vector

Es pot apreciar que en aquest cas el temps d’execucié és al voltant de 10 vegades més
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rapid utilitzant NumPy.

4.3 Funcionament del programa

La funcié principal que faig servir de NumPy és la funcié Polynomial [9]. Donada una
llista de coeficients de mida arbitraria, la funcié Polynomial crea una variable que funciona
com un polinomi amb els coeficients de la llista de la seglient manera:

v ° import numpy as np
from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial, polyval

coeficients = [1,2,3,4,5]
polinomi = Polynomial(coef = coeficients)
print(polinomi)

G 1.0 +2.0-x* + 3.0-x% + 4.0-x3 + 5.,0-x4

Figura 3: El polinomi pren els coeficients d’esquerra a dreta comencgant pel terme inde-
pendent i pujant el grau de cada terme en una unitat

NumPy també permet calcular la derivada d’un polinomi amb una funcié propia aixi
com avaluar el polinomi:

v ° import numpy as np
from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial, polyval

coeficients = [1,2,3,4,5]

polinomi = Polynomial(coef = coeficients)
print(polinomi)

derivada = polinomi.deriv()

print(derivada)

> 1.2 + 2.@-x* + 3.0-x*> + 4.8-x* + 5.0-x°
2.0 + 6.0-x* + 12.8-x% + 20.0-x°3

Figura 4: El calcul de la derivada

coeficients = [1,2,3,4,5]
polinomi = Polynomial(coef = coeficients)

print(polinomi(-1), polinomi(®), polinomi(1))
[ 3.e l1l.e 15.@

Figura 5: El polinomi avaluat en -1, 0i 1

Clarament, NumPy també te els seus propis vectors i matrius, que funcionen de manera
semblant als elements equivalents de Python [10].
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Respectant ’ordre cronologic de la construccié del programa, després de comprendre
el funcionament de I'extensié NumPy, vaig agafar una variable de tipus Polynomial per
poder treballar amb un polinomi concret i posteriorment canviar el programa per poder
rebre un polinomi arbitrari. Aixi doncs, vaig comencar amb el polinomi f(z) = 5z* +
423 + 322 4+ 22 — 1. Un polinomi de grau 5 amb dues arrels reals, les dues entre -1 i 1,
i que per tant, era prou interessant com per fer-lo servir d’exemple. Vaig prendre també
una segona variable Polynomial amb la derivada d’aquest primer polinomi.

Observacié 4.1. Si bé en la major part de [1] es treballa amb la cadena de Sturm donats
dos polinomis f(z), g(z), no considero necessari admetre dos polinomis en el programa,
doncs els resultats interessants ocorren en el cas g(z) = f'(z).

El primer que vaig haver d’implementar és la versié modificada de I’algoritme d’Eucli-
des per calcular la cadena de Sturm d’un polinomi. Per fer-ho, ens podem aprofitar del
fet que tant la operacié // (divisié entera sense residu) com la operacié % (modul) son
compatibles amb la classe Polynomial de NumPy [10].

A pesar de ser senzill, la complicacié d’aquest algoritme radica en que al vector de
residus apareixen 3 elements després de la primera divisié entera, mentre al vector de
quocients n’hi apareix un. Es una cosa a tenir en compte a ’hora de crear els bucles, que
se soluciona de la segiient manera.

#Algoritme d'Euclides amb polinprova i la seva derivada (deriv)

quocients = np.array([]) #Creem els vectors de guocients i residus

residus = np.array([polinprova,deriv]) #Al vector de residus afegim f@ i f1

quocients = np.append(quocients, polinprova // deriv)

residus = np.append(residus, - polinprova + quocients[@]*deriv)

i=2 #Afegim els primers elements dels vectors fora del bucle
#perqué els indexos no donin error

while(residus[i]!=poli®): #Compararem sempre amb el polinomi nul en comptes de @

quocients = np.append(quocients, residus[i-1] // residus[i])

residus = np.append(residus, - residus[i-1] % residus[i])

i=i+1 #Afegim a quocients i a residus les divisions enteres i els residus
#respectivament fins que 1'Ultima divisid hagi tingut residu @

Figura 6: Retall del programa, algoritme d’Euclides modificat (Annex 1)

Tenint la cadena de Sturm (el vector de residus) podem calcular el nombre de variacions
en el signe quan aquests polinomis s’avaluen en un valor concret. Aquesta és la funcié vig
que calcula aquest nombre sumant el nombre de cops que dos elements consecutius de la
cadena tenen signes oposats i sumant també, com es fa notar a la demostracié classica
del teorema de Sturm (Teorema 2.5), el nombre de cops que hi ha un element igual a 0
fora dels extrems de la cadena. Es recorda aquesta propietat en el segiient exemple.

Exemple 4.2. Suposem que tenim una cadena de Sturm fo(z),..., fn(z) dels polinomis
fo(x), fi(x) i que calculem el nombre de variacions en a € R. Si hi ha algun i tal que
fi(a) = 0, aleshores tenim:

fi-1(a) = difi(a) — fir1(a)
fi—1(a) = —fiy1(a)
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i per tant hi ha un canvi de signe en la terna (fiy1(a), fi(a), fi—1(a)).

def vfg(a): #Definim la funcid Vf,g que calcula el nombre de canvis de signe
j=e #en la cadena de sturm avaluada en a
for i in range(len(residus)-2):
if(residus[i](a)*residus[i+1](a)<@):
j=j+1 #augmenta j en 1 sempre que hi hagi un canvi de signe consecutiu
if(residus[i](a)==0) and (i<len(residus)-3) and (i!=8):
j=j+1 #o un valor igual a @ fora dels extrems de la cadena
return(j)

Figura 7: Retall del programa, funcié vfg (Annex 1)

Exemple 4.3. Comprovem que la funcié vfg dona el resultat correcte amb un petit calcul:

#Comprovacid de la funcionalitat de vfg
coefaux = list(reversed(coefprova))
rc = np.roots{coefaux)
r = rc[np.isreal{rc)]
n = len(r)
for 1 in range(n):
print{ "Arrel r_1:")

print(r[i])

print('Variacid de signes en r_i - 8.8881: ",end="")
print(vfg(r[i]-8.66881))

print{'Variacid de signes en r_i + 8.08881: ',end="")

print{vfg(r[i]+8.8861))

C» Arrel r_i:
(-8.00866497575@3474487)
Variacid de signes en r_i - @.geel: 3
Variacid de signes en r_i + @.8881: 2
Arrel r_i:
(8.29656656293315314+87)
Variacid de signes en r_i - @.geel: 2
Variacid de signes en r_i + @.8881: 1

Figura 8: Calcul de la variacié de signes de la cadena de Sturm al voltant de les arrels
del polinomi (Annex 1)

Continuem amb la construccié de la matriu de Sturm, Sy g(x). Tot i la existencia de
variables matricials a NumPy i si bé és possible tenir una matriu amb polinomis com a
coeficients [7], no hi ha una manera de crear aquesta matriu mitjancant un bucle que
afegeixi aquests polinomis a la matriu. Aixi doncs, la matriu Sy 4(x) a ulls del programa
és realment un vector, tot i aix0, en podem escriure les files. A continuacié hi ha el detall
del calcul de la matriu i com queda escrita pel programa.

Com que no té un format de matriu, no és possible escriure-ho com una quadricula i
per tant les files queden desalineades entre elles. De totes maneres, amb aquesta repre-
sentaci6 es pot visualitzar facilment les files de la matriu de Sturm.
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v o #Construim S_f,g(x)
mat = np.array([])
for 1 in range(len({quocients)):
for j in range(len{quocients)):
if(i==j):
mat = np.append(mat, quocients[i])
elif(i==j-1 or i==j+1):
mat = np.append(mat, polil) #Cada element de la matriu ser2 8, 1 o d_i(x)
else: #en funcid del lloc on es trobi
mat = np.append{mat, poli@)

#Escrivim la matriu
for i in range(len(quocients)):
for j in range{len{gquocients})): #Modifiquem el final del print per deixar espai a la resta d'elements
print(mat[i+j*len(quocients)],end=" )
print('') #Com que per defecte els prints a Python afegeixen un \n, al final
#de cada fila fem un print buit perqué canvii de linia

» @8.85 + 8.25-x* 1.e 8.8 B.8
1.e 16.296296296296385 - 22.222222222222225-x* 1.a 8.8
] 1.8 ©.820733333333333327 + ©.8179090950900990009 - x* 1.8
6.@ 8.8 1.8 -25.4217247350293085 + 79.8123916128@155-x*

Figura 9: Generacié de la matriu de Sturm (Annex 1)

Per poder calcular el nombre de valors propis negatius de la matriu de Sturm, calcula-
rem la cadena de Sturm refinada amb una funci6 senzilla. Per trobar ¢(Sf4(x)) ens aju-
darem del Lema 3.1 i la Proposici6 3.7 que garanteixen d'una banda que D;(z) = f,_1(z)
i de ’altra, que se satisfa:

Q(Sf,g(x){mfiJrl,...,m}) =
q(St.g(T) fm—it2,..m}) si Dij(x)Di—1(x) >0V Di(xz) =0

q(St.g(x) fm—it2,.my) +1 si Di(x)Di_1(x) <0V Dj1(x) =0

Aix{ doncs, la funcié calcula tots els determinants D;(z) fins a D,,(x) i utilitza aquesta
informaci6 per anar trobant els indexs negatius d’inercia de cada Sy 4 (%) {m—it1,m—i+2,...,m}

#Calculem la cadena de Sturm refinada
cadr = np.array([])
for 1 in range(len(residus)-1):
cadr = np.append(cadr,residus[i]//residus[-2])
#fm és el pendltim element del vector residus perqué l'altim és @

#calculem q(S_f,g(x)) recursivament
def qs_fg(x):
qs =0
m = len(cadr)
det = np.array([]) #det sera el vector (D _1(x),D 2(x),...,D m(x))
det = np.append(det, cadr[-2](x))
if(det[@]<0):
qs += 1
for i in range(2,m):
det = np.append(det, cadr[-i-1](x))
if(det[i-1]*det[i-2]<®@ or det[i-2]==0): #aqui apliquem les condicions del lema
gs += 1
return qs

Figura 10: Calcul de la cadena de Sturm refinada i de 'index negatiu d’inercia de la
matriu de Sturm (Annex 1)
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Finalment fem una petita comprovacié dels valors que retorna la funcié vfg i la funcio
qS_fg a l'interval [—5, 2], on hi trobem les dues arrels reals del polinomi.

for i in range(-500,2e0):
assert(vfg(i/1lee)==qsS_fg(i/1ee0))

Figura 11: Comprovacié dels calculs de les funcions vfg i qS_fg (Annex 1)

En aquest punt tenim acabades les funcions del programa, i queda estructurar-lo de
manera que puguem introduir el polinomi que desitgem. Malauradament hi ha una trava
i és que Python no té una funcié per rebre inputs fora de fitxers o del propi codi del
programa [6], per tant la soluci6 sera comentar 'inici del programa amb les instruccions
per introduir el polinomi amb el que es voldra treballar.

#Canvia el valor de la variable coefprova pels coeficients del polinomi que
#vulguis analitzar. Per posar els coeficients d'un polinomi a@+al*x+a2*x~2
#s'escriura la llista segiient: coefprova = [a@,al,a2]

coefprova = [-1,2,3,4,5]

polinprova = Polynomial(coef = coefprova)

deriv = polinprova.deriv() #Definim el polinomi f i la seva derivada
cofe = [@]

def vfg(a): #Definim la funcid Vf,g que calcula el nombre de canvis de signe
j=o #en la cadena de sturm avaluada en a
for i1 in range(len(residus)-2):
if(residus[i](a)*residus[i+1](a)<@):
j=j+1 #augmenta j en 1 sempre que hi hagi un canvi de signe consecutiu
if(residus[i](a)==0) and (i<len(residus)-3) and (il=0):
j=j+1 #o0 un valor igual a © fora dels extrems de la cadena
return(j)

#Ara es pot cridar la funcidé vfg i escriure el resultat: si es vol calcular el

#nombre d'arrels reals de polinprova dins l'interval (a,b], s'escriura el seglient:
#print(vfg(a)-vfg(b))

Figura 12: Exemples dels comentaris amb les instruccions per utilitzar les funcions del
programa (I) (Annex 1)
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#calculem q(S_f,g(x)) recursivament Vv oez
def gS_fg(x):

qs = @

m = len(cadr)

det = np.array([]) #det sera el vector (D_1(x),D_2(x),...,D_m(x))

det np.append(det, cadr[-2](x))

if(det[©]<@):

qs += 1

for i in range(2,m):
det = np.append(det, cadr[-i-1](x))
if(det[i-1]*det[i-2]<@ or det[i-2]==8): #aqui apliquem les condicions del lema
qs += 1
return qS
#Ara, igual que amb la funcid vfg, es pot cridar la funcid gqS_fg i escriure el
#resultat: si es vol calcular el nombre d'arrels reals de polinprova dins
#1'interval (a,b], s'escriura el segient:
#print(qs_fg(a)-qS_fg(b))

Figura 13: Exemples dels comentaris amb les instruccions per utilitzar les funcions del
programa (II) (Annex 1)

Per ultim, una qiiestié interessant que el teorema de Sturm permet calcular de forma
rapida, és el nombre d’arrels reals d’un polinomi. Si fem els limits a —oo i a 400 dels
polinomis de la cadena de Sturm, sabrem quin és el nombre total d’arrels que el polinomi
té a R. Aquest calcul I'implementem amb uns bucles que adjunten els coeficients de grau
més alt de cada polinomi de la cadena de Sturm. D’aquesta manera i sabent si aquests
coeficients sén d’'un terme de grau parell o senar, podem calcular si els limits de cada
polinomi de la cadena son positius o negatius i comptar el nombre de variacions de signe.

A |
#Calcul del nombre d'arrels reals d'un polinomi

y = np.array([])
arrelsreals = @
varinf = @
varmenysinf = @ #Mirarem la variacio de signes de la cadena de Sturm a -inf i a inf
signes = np.array([])
for i in range(len(residus)):
x = list(residus[i])
y = np.append(y, x[-1]) #Per a aix0o construim un vector amb els coeficients de

if(len(x)%2==1): #grau maxim de cada element de la cadena de Sturm
signes = np.append(signes, 1) #Si aquest coeficient és de grau parell, el multiplicarem
else: #tper 1 per mirar la variacid a menys infinit

signes = np.append(signes, -1) #51 el coeficient és imparell el multiplicarem per -1
print(x[-1])
for 1 in range(len(y)-1):
if(y[i]*y[i+1]«@): #La variacid de signes a + infinit ve donada pel signe dels coeficients de grau més alt
varinf += 1
if(y[i]*y[i+1]*signes[i]*signes[i+1]): #Pel que fa a la variacié a - infinit, s'han de tenir en compte si
varmenysinf += 1 #els coeficients son de grau parell o imparell
arrelsreals = varmenysinf - varinf
print('El nombre d\'arrels reals del polinomi', end="")

print(polinprova, end=" ")
print('és: ', end="")
print(arrelsreals)

Figura 14: Fragment del programa on es calcula el nombre total d’arrels reals del polinomi
(Annex 1)
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5 Conclusions

Les matematiques com a conjunt de ciencies tenen sentit en quant a facilitar-ne ’estudi de
les seves parts. Sense fer-ho, seria impossible abordar el conjunt del saber matematic. Tot
i aix0, en ocasions trobem curioses relacions entre elements diversos dins les matematiques.
En aquest treball explorem la relacié entre un teorema, que en un principi no estava
relacionat amb 1’algebra matricial, i la propia teoria de matrius.

En afegit, les eines informatiques ens permeten fer calculs i generar elements ma-
tematics en qliestio de fraccions de segon, i a pesar de la limitacié pel que fa a la precisié
del calcul, és converteixen en un recurs especialment til per posar en practica els resultats
recollits durant la recerca.

Pel que fa als coneixements que han sigut necessaris per la redaccié d’aquest treball, he
aprofitat les assignatures d’algebra dels primers cursos del grau, aixi com els coneixements
en Python que he adquirit a I'assignatura Algorismica durant aquest semestre de tardor.
Altres competéncies les hem desenvolupat en paral-lel a la redaccié del treball, com per
exemple competencies en recerca i sintesi, que no havia treballat tant profundament fins
al moment. S’ha consultat una diversitat de recursos digitals com llibres, articles, forums
o videos. L’accessibilitat dels recursos bibliografics des d’Internet dona lloc al fet que
totes les referencies provenen de la xarxa, doncs ofereix moltes més possibilitats: eines de
cerca, accés instantani des de qualsevol lloc, disponibilitat absoluta de documents...

Aixo posa un final a aquest projecte. El teorema de Sturm permet acotar les arrels
reals d’un polinomi en un nombre finit de passos. Es dones un teorema amb aplicacions
interessants sobretot, considero, a nivell estudiantil substituint, o millor, complementant
la cerca cega d’arrels de polinomis mitjangcant Ruffini. La relacié entre la variacié de
signes de la cadena de Sturm i el nombre de valors propis negatius en la matriu de Sturm
dona lloc a preguntar-se quines altres relacions semblants a aquesta poden existir, no
obstant, aquesta feina recau sobre investigacions futures.
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Annex 1

Codi del programa en Python

import numpy as np
from numpy.polynomial.polynomial import Polynomial, polyval

#Canvia el valor de la variable coefprova pels coeficients del polinomi que
#vulguis analitzar. Per posar els coeficients d’un polinomi aO+al*x+a2*x~2
#s’escriura la llista segiient: coefprova = [a0,al,a2]

coefprova = [-1,2,3,4,5]

polinprova = Polynomial(coef = coefprova)

deriv = polinprova.deriv() #Definim el polinomi f i la seva derivada
cof0 = [0]

cofl = [1]

poli0 = Polynomial(coef = cof0)

polil = Polynomial(coef = cofl) #Creem també els polinomis p(x)=1 i q(x)=0

#Algoritme d’Euclides amb polinprova i la seva derivada (deriv)

quocients = np.array([]) #Creem els vectors de quocients i residus

residus = np.array([polinprova,deriv]) #Al vector de residus afegim fO i f1

quocients = np.append(quocients, polinprova // deriv)

residus = np.append(residus, - polinprova + quocients[0]*deriv)

i=2 #Afegim els primers elements dels vectors fora del bucle
#perqué els indexos no donin error

while(residus[i] !'=poli0): #Compararem sempre amb el polinomi nul en comptes de O

quocients = np.append(quocients, residus[i-1] // residus[i])

residus = np.append(residus, - residus[i-1] % residus[il])

i=i+1 #Afegim a quocients i a residus les divisions enteres i els residus
#respectivament fins que 1’dltima divisidé hagi tingut residu O

#Escrivim el polinomi i la seva cadena de Sturm:

print C£(x)=’,end=""’)

print (polinprova)

print(’Cadena de Sturm: [’, end=’’)

for i in range(len(residus)-2):
print(residus[i], end=’’)

print(’,’, end=’’)
print(residus[-2], end=’’)
print(’]?)

def vfg(a): #Definim la funcié Vf,g que calcula el nombre de canvis de signe
j=0 #en la cadena de sturm avaluada en a
for i in range(len(residus)-2):
if (residus[i] (a)*residus[i+1] (a)<0):
j=j+1 #augmenta j en 1 sempre que hi hagi un canvi de signe consecutiu
if(residus[i] (a)==0) and (i<len(residus)-3) and (i!=0):
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j=j+1 #o un valor igual a O fora dels extrems de la cadena
return(j)

#Ara es pot cridar la funcié vfg i escriure el resultat: si es vol calcular el
#nombre d’arrels reals de polinprova dins 1’interval [a,b], s’escriurd el segiient:
#print (vig(a)-vig(b))

#Comprovacié de la funcionalitat de vfg
??2coefaux = list(reversed(coefprova))
rc = np.roots(coefaux)
r = rc[np.isreal(rc)]
n = len(r)
for i in range(n):

print (’Arrel r_i:’)

print(r[il)

print(’Variacié de signes en r_i - 0.0001: ’,end=’’)
print (vfg(r[i]-0.0001))
print(’Variacié de signes en r_i + 0.0001: ’,end=’’)

print (vig(r[i]1+0.0001)) "

#Construim S_f,g(x)
mat = np.array([])
for i in range(len(quocients)):
for j in range(len(quocients)):
if (i==3):
mat = np.append(mat, quocients[i])
elif (i==j-1 or i==j+1):
mat = np.append(mat, polil) #Cada element de la matriu serad 0, 1 o d_i(x)
else: #en funcidé del lloc on es trobi
mat = np.append(mat, poliO)

#Escrivim la matriu
print(’Matriu de Sturm:’)
for i in range(len(quocients)):
for j in range(len(quocients)): #Modifiquem el final del print per deixar espai a la re
print (mat[i+j*len(quocients)],end=’ ’)
print(’’) #Com que per defecte els prints a Python afegeixen un \n, al final
#de cada fila fem un print buit perqué canvii de linia

#Calculem la cadena de Sturm refinada
cadr = np.array([])
for i in range(len(residus)-1):
cadr = np.append(cadr,residus[i]//residus[-2])
#fm és el peniltim element del vector residus perqueé 1’dltim és O

#Escrivim la cadena de Sturm refinada
print (’Cadena de Sturm refinada: [’, end=’’)
for i in range(len(cadr)-1):

print(cadr[i], end=’’)
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print(’,’, end=’’)
print(cadr[-1], end=’’)
print(’]’)

#calculem q(S_f,g(x)) recursivament
def gS_fg(x):
gS =0
m = len(cadr)
det = np.array([]) #det sera el vector (D_1(x),D_2(x),...,D_m(x))
det = np.append(det, cadr[-2](x))
if (det [0]<0):
gqsS +=1
for i in range(2,m):
det = np.append(det, cadr[-i-1](x))
if (det[i-1]*det[i-2]<0 or det[i-2]==0): #aqui apliquem les condicions del lema
gS +=1
return gS
#Ara, igual que amb la funcié vfg, es pot cridar la funcié gqS_fg i escriure el
#resultat: si es vol calcular el nombre d’arrels reals de polinprova dins
#1’interval [a,b], s’escriura el segiient:
#print (qS_fg(a)-qS_fg(b))

for i in range(-500,200):
assert(vig(i/100)==qS_£g(i/100))

#Calcul del nombre d’arrels reals d’un polinomi

y = np.array([])

arrelsreals = 0

varinf = 0O

varmenysinf = O #Mirarem la variacié de signes de la cadena de Sturm a -inf i a inf
signes = np.array([])

for i in range(len(residus)):

list(residus[il])

y = np.append(y, x[-1]) #Per a aixd construim un vector amb els coeficients de

X

if (len(x)%2==1): #grau maxim de cada element de la cadena de Sturm
signes = np.append(signes, 1) #Si aquest coeficient és de grau parell, el multiplicar
else: #per 1 per mirar la variacié a menys infinit

signes = np.append(signes, -1) #Si el coeficient és imparell el multiplicarem per -1
print(x[-1])
for i in range(len(y)-1):
if(y[i]*y[i+1]<0): #La variacié de signes a + infinit ve donada pel signe dels coeficie
varinf += 1
if(y[il*y[i+1]*signes[i]*signes[i+1]): #Pel que fa a la variacié a - infinit, s’han de
varmenysinf += 1 #els coeficients son de grau parell o imparell
arrelsreals = varmenysinf - varinf
print (’El nombre d\’arrels reals del polinomi’, end=’’)
print(polinprova, end=’ ’)
print(’és: ’, end=’’)
print (arrelsreals)
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