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1 Introduccio6

Es tracta d’un dels primers resultats que es troben (indirectament) en el trans-
curs d’aprendre matematiques a nivell universitari. En aquelles primeres lligons,
és comu escoltar la frase ” Aquesta funcié, e’zz, no té primitiva; la seva integral
només es pot aproximar numericament.”

Ara bé, quan diem que una funcié donada als reals no té primitiva, que no exis-
teix una funcié en termes simples que n’expressi la integral en un cert interval,
que volem dir? Que volem dir, tan sols, quan intentem acotar el significat d’ex-
pressar qualsevol funcié als reals o als complexos en termes simples? Apro-
fundir en aquestes preguntes, i copsar-ne 'interes matematic, sén els objectius
d’aquest treball.

Emprant resultats de les matematiques modernes, es preté introduir un llenguat-
ge i base teorica on aquestes preguntes tinguin sentit, i on es pugui demostrar
el teorema que historicament els dona resposta: el teorema de Liouville d’anti-
derivades.

1.1 Abstract

It’s one of the first results a maths undergraduate hears about. The function
e~ does not have an antiderivative, the value of its integral on any given inter-
val where it can be calculated can only be approximated via numerical methods.
But what does it mean for a real function to not have an antiderivative, a func-
tion that expresses its integral in simple terms? When do we even consider a
real or complex function to be expressible in simple terms?

These questions are the focus of this project. Using modern results in mathema-
tics, mainly differential algebra, we aim to introduce a theoretical frame where
these questions can be posed rigorously, one where we can prove the theorem
that answers them: Liouville’s theorem about antiderivatives.



2 Algebra diferencial

Com bé és enunciat al paragraf introductori, ’objectiu del treball gira en torn
a un teorema en particular, aixi com les seves conseqiiencies més immediates.
Aquest resultat, el teorema de Liouville d’antiderivades, en la seva primera
forma a nivell historic, determina la forma general -en un sentit algebraic que
determinarem rigorosament- que ha de tenir una funcié determinada per ser
integrable en ”termes elementals”.

Si bé es podria pensar que aquest és un resultat inherentment lligat al calcul,
donat el context historic en que neix el problema i el seu contingut, els arguments
que el demostren troben sustent i generalitzacié actualment en una branca de
I’algebra: especificament la coneguda com a algebra diferencial.

Aquesta seccié del treball es dedica a introduir els fonaments i resultats clau
d’aquesta branca de les matematiques; a proporcionar un llenguatge precis amb
el qual perfilar el contorn de les nostres preguntes.

2.1 Anells diferencials

Pel cas que ens ocupa, ens referirem a anells commutatius cada cop que parlem
d’anells.

Definicié 2.1. Anomenem anell diferencial a una parella (R,D) on R és un
anell i D : R+ R és una aplicacid (que anomenarem derivacid) que satisfa:
1)D(a+b) = D(a) + D(b) Ya,b € R

2)D(ab) = D(a)b+ aD(b) Ya,b € R

De la primera propietat es desprén immediatament que D(0) = 0.
A la practica, normalment citarem només ’anell amb el qual treballem i direm
que és diferencial quan el considerem amb una derivacié determinada.

Obs. 1. Sigui R un anell unitari, llavors D(1) =0

Demostracié. Considerem la igualtat 1-1 = 1 i apliquem la propietat 2) de la
definicid, obtenint 2D(1) = D(1) < D(1) =0 O

Obs. 2. D(z") =nz" 'D(x) Yn €N

Demostracié. Ho demostrem per induccié. El cas n = 1 és trivial per definicio,
de manera que només cal provar el pas inductiu. Suposem que es satisfa la
propietat per n-1:

D(z") = D(z" 'x) = D(z" 1)o + 2" 1 D(z)

i, per la hipotesi d’induccié

D(z™) = (n — 12" 1D(x) + 2" 1D(z) = na" 1 D(z) O



Seguidament, passem a demostrar una serie de resultats basics relatius a anells
diferencials.
A vegades denotarem D(x) per 2’ per economia, i D™ (z) com (™).

Corol.lari 2.1. Per la Obs.1 i les propietats d’una derivacid respecte la suma,
D(n) =0Vn € Z on entenem per enters en aquest context els elements que son
resultat de sumar 1 o -1 finites vegades.

Proposicié 2.1. (Formula de Leibniz)
(ab)™ =31 (Ma@b"=) ¥n e N

3

Demostracio. Ho demostrem per induccio.

El cas n = 1 és la propietat 2) d’una derivacid, de manera que ’obtenim trivi-
alment. Demostrem el pas inductiu.

Suposem que és certa per a n-1:

(ab)™) = ((ab)"—Dy = (S (") alp =10y

(0 (51 aptn =m0y = 37 ()@l et g TR () aD b

on I'iltima igualtat és conseqiiencia del corol-lari 2.1. Procedim ara a observar
detinguadament aquests dos sumatoris, i a reordenar-los de forma convenient.
Resulta clar que, sii =n —1 o ¢ = 0, ja tenim els sumands corresponents a la
expressié que busquem en funcié de n.

Per a la resta de casos, canviant I'index i”"per ”j”entre 1 i n-1, tindrem que el
terme a@Wb(™=9) ve dels termes aU=Dp(n=9) i ¢(D)p(n=1-9) respectivament, de
manera que el coeficient que li pertocara a la suma sera (7;:11) + (”;1) = (?)
per les propietats dels nombres combinatoris.

Per tant, reordenant les dues sumes segons aquest criteri, obtenim que

(ab)™ = > i1 (?)a(j)b("_j) com voliem demostrar. O

Proposicié 2.2. (Identitat logaritmica de les derivacions)
Sigui R un cos diferencial. Llavors:

D el_“ en .
Dluy ") Z?zlei% neNu € Re; €Z

€n
Up Uy

per a tot valor de i entre 1 i n.

Demostracio. Ho veiem per induccié.

El cas inicial n = 1 és, de fet, la Obs.2, tenint en compte que podem interpretar
els exponents negatius e; com potencies positives de 'invers multiplicatiu cor-
responent.

Demostrem llavors el pas inductiu, suposant que la proposicié és certa per a n-1:
DTry vy _ 1 DATfqyui) _ 1 DATS wiuem +110" wi D(ugr)

n 23 — u&n n—1_¢€; — u&n n—1_¢;
i=1%; un TS uy Un | M

NS | e

=1 i
i, per la obs.2 i la hipotesi d’induccid, tindrem

n e; n—1_e;
— DT, »*) _ DI}, w®) +D(Ui")

DT, ui?) n—1 _ D(u;) e,,,ui"le(un) o n D(u;)
L S R R S -



Proposicié 2.3. Sigui (R,d) un anell diferencial amb R domini d’integritat.
Sigui K el seu cos de fraccions. Llavors, d estén de forma unica a una derivacio
a K.

Demostracio. Comencem demostrant la unicitat: sigui D una derivacié a K sa-
tisfent les propietats volgudes, llavors tot b diferent de 0 complira:

0=D(1) =D(bL) =bD(1) + 1D®b) = D) =20

de manera que, per a qualsevol element de K ¢, es tindra

D($) = aD(}) + }D(a) = RLkzeb®

de manera que aquesta D sera unica, suposant que sigui també una derivacié.
La part de la demostracio relativa a la seva existencia consistira llavors en con-
firmar que D com la ja definida és, en efecte, una derivacié a K. Comencem per
veure que D esta ben defnida, és a dir, que si dues parelles (a,b) i (¢, d) perta-
nyen a la mateixa classe d’equivaléncia del cos de fraccions, tenen la mateixa
imatge per D. Sigui ¢ € K

D(&) _ D(sa)sb—saD(sb) _ D(sa)b—aD(sb) _ (D(s)a+D(a)s)b—a(D(s)b+D(b)s)
sb (sb)? sb2 sb2

D(%) _ D(s)ab—D(s)a?;—l")-zD(a bs—D(b)as _ D(a)bb—2D(b)a _ D(%) Vs e R
Finalment, comprovem que D és una derivacié.

a c ad+c D(ad+cb)bd—(ad+bc)D(bd
(1)D(§+E):D( de(rjb): ( +)(bd()2+)()
_ D(a)bd*+D(d)abd+D(c)db*+D(b)bed—ad? D(b)—adbD(d)—becd D (b) — D (d)cb>
o (bd)?

D(a)b—aD(b D(c)d—cD(d a c a ¢
— (a)zﬂa ®) 4 (C)d2c ():D(§)+D(8) 4 e K

acy _ ac\ _ D(ac)bd—acD(bd) __ D(a)cbd+D(c)abd—D(b)dac—D(d)bac
(2) D(33) = D(5g) = ®d)? = ®d)?

_ D(a)bed—aD(b)cd
= (bd)2 +

D(c)dab—D(d)cab _ D(a)b—aD( D(c)d—cD(d) a
ba)? = b2 b

b)
at— =

— D)5+ D(5)} Vi 5eK
O

Com és usual durant la construccié d’'una branca de coneixement algebraic, no
només ens resulten d’interes les estructures en si mateixes, siné també com es
relacionen entre elles, especialment a través de morfismes.

Al context de ’algebra diferencial, aquest enfoc ens porta a parlar de
morfismes diferencials.

Definicié 2.2. Anomenem morfisme diferencial a una aplicacié entre anells
diferencials f : A —— B (amb A, B anells diferencials) tal que [ és morfisme
d’anells:

fla+0b)= f(a)+ f(b) Va,be A

f(ab) = f(a)f(b) Va,be A (I f(1) =1 si els anells sén unitaris)

#(d) = (f(a)) Vae A



Definicié 2.3. Si f morfisme diferencial és exhaustiu, l’anomenarem epimor-
fisme.

Definicié 2.4. Si f morfisme diferencial és injectiu, l’anomenarem monomor-
fisme.

Definicié 2.5. Seguint el conveni habitual, si f és monomorfisme i epimorfis-
me, direm que €s un isomorfisme.

Analogament, ens interessa un equivalent al concepte general d’anell quocient
amb els anells diferencials, especialment per les necessitats del nostre treball,
en tant que passar a quocients és una manera usual d’estudiar estructures o
donar constructivament exemples d’algunes d’elles que satisfacin propietats
especials.

Aquesta necessitat justifica llavors la definicié del concepte d’ideal diferencial.

Definicié 2.6. Sigui un subconjunt I d’un anell diferencial A, direm que I és
un ideal diferencial si I €s ideal de A en el sentit usual i, a més, satisfa:
a el Yael

Obs. 3. Si f és un morfisme diferencial, llavors Ker(f) és un ideal
diferencial.

Obs. 4. Sigui A anell diferencial, I un ideal diferencial d’A, llavors l’anell
quocient ? és un anell diferencial amb la derivacio:
d([a)) = [D(a)] V[a] € 7

Demostracio. d satisfara les propietats d’una derivacié tot heretant-les de D,
de manera que només cal veure que esta ben definida.

Ara bé, aix0 també és directe, ja que a,b € A sén de la mateixa classe si, i només
si, a—b € I i, com I és ideal diferencial, llavors D(a—b) = D(a)—D(b) € I. O

Obs. 5. Com resulta d’esperar, l'aplicacid m : A — ? que envia cada ele-
ment a la seva classe d’equivaléncia €s, en els termes que acabem de definir, un
epimorfisme diferencial.

Obs. 6. També es satisfa per a anells diferencials el primer teorema d’isomor-
fia, és a dir, ﬁ'(f) > Im(f) si f és un morfisme diferencial, ja que Im(f) és
un anell diferencial amb la derivacidé (f(a)) = f(a') Va € A

Un altre resultat usual amb versi6 referida a anells diferencials és 1’existencia
d’elements maximals al conjunt dels ideals diferencials.

Es a dir, existeixen en tot anell diferencial A ideals diferencials I amb la propi-
etat que cap altre .J ideal diferencial propi és tal que I C J.

La demostracié d’aquest fet és analoga a la del cas estandard, constituint una
aplicacié directa del Lema de Zorn, amb 'afegit que I’element maximal de tota
cadena ascendent d’ideals (la seva unid) és també un ideal diferencial quan tots
els membres de la successié ho sén.

Finalment, introduim ara un altre concepte basic propi del context diferencial:

Definicié 2.7. Anomemem constants al subconjunt d’A
Consty :={a € A|D(a) = 0}



Proposicié 2.4. Consty és subanell d’A (o subcos si A és cos)

Demostracio. Primerament, ja sabem que tant 0 com 1 ja pertanyen al sub-
conjunt de constants, ja que es segueix directament de les propietats de les
derivacions.

Que a+0b € Consty si aib hipertanyen és conseqiiencia directa de la propietat
1) d’una derivacid, de manera que només ens queda veure que Const 4 és tancat
respecte al producte i que, si A és cos, 'invers multiplicatiu d’una constant és
també una constant. Ho demostrem per ordre:

Siguin a,b de Const4, llavors D(ab) = D(a)b+ aD(b) = 0b+ a0 =0

Quant al cas d’A cos, sigui ¢ € Const 4 invertible, llavors D(¢™1) = —D(c)e™2
fet que ja vam deduir pel cas particular on K era el cos de fraccions d’un domini
d’integritat A i voliem estendre’n la derivacio.

La deduccié és analoga, ja que es dedueix del fet que cc™! =11 D(1)=0. O

2.2 Extensions de cossos diferencials

D’aquesta seccié en endavant, ens centrarem en ’estudi de cossos diferencials,
especialment aquells de caracteristica 0.

Aquesta restriccié és raonable, ja que el nostre objectiu és aplicar ’algebra
diferencial a ’anell de funcions de variable real o complexa.

Més concretament, en aquesta nova terminologia d’algebra diferencial, donat
un cos diferencial K i un dels seus elements f, ens preguntem quines propietats
ha de tenir f perque existeixi un cert cos diferencial L que contingui a K,
contingui una antiderivada de f (g tal que ¢’ = f) i, a més, sigui ”elemental”,
que el poguem construir a partir de K afegint termes relativament simples.
Abans d’entrar en mateéria i definir com han de ser aquests termes, resulta clar
que ens manca un llenguatge per parlar d’aquests cossos que "estenen” K, la
seva existencia i en quin sentit ho fan.

En termes formals:

Definicié 2.8. Sigui (K,d) un cos diferencial, anomenem una extensid de cos-
sos diferencials de K a un cos diferencial (L, D) tal que K C L i la restriccié
de D a K és igual a d, és a dir:

D(a)=d(a) Yac A

Quan A és un anell en general, parlem d’una extensié d’anells diferencials.
Havent introduit el concepte, llavors, resulta natural preguntar-se com trobar-ne
a la practica; amb quins metodes podem, en general, obtenir un cos diferencial
extensié d’un altre.

Si ens emmirallem al cas de 1’algebra convencional, les extensions de cossos més
simples que hom pot trobar sén les algebraiques, més concretament aquelles
resultants de construir un cos que contingui una sola arrel d’'un polinomi amb
coeficients al cos.

Aquest precedent, juntament amb ’estudi de les equacions diferencials, ens por-
ta a considerar les extensions de cossos diferencials que es formen afegint solu-
cions d’equacions diferencials relativament simples, on per simples entendrem
normalment lineals i homogenies.



Abans d’introduir formalment qué entenem per equacié diferencial lineal i
homogenia, i quines sén les propietats que volem d’una extensié de cossos
associada a ella, demostrem un primer resultat general d’utilitat que ens
assegura l’existencia d’extensio de cossos diferencials quan 'extensié L és
algebraica.

Obs. 7. Sigui (K,d) un cos diferencial, per estendre d a K[X] és suficient
definir X'.

Demostracid. Per la propietat 1) de les derivacions, n’hi ha prou amb definir
(aX™)" on a és un element de K i n natural.
Perd, per la propietat 2), n’hi ha prou amb definir (X™)’.
Ara bé, la observacio 2 precisament ens diu que aquest resultat queda determinat
pel valor de (X)'.

O

Proposicié 2.5. Sigui (K,d) un cos diferencial, i sigui L una extensio de cossos
de K algebraica i separable *.

Llavors, la derivacio d de K estén de manera unica a L.

Encara més, tot K-automorfisme de L és diferencial.

Demostracio. Considerem primer el cas corresponent a una extensié finita.
Llavors, per ser L una extensié separable i el teorema de I'element primitiu,
existird o € K tal que L = K(«), en el llenguatge usual d’extensions de cossos,
de manera que sera una extensié simple.

Sigui llavors P(X) € K[X] el polinomi minim associat a «, considerant que
P(«) =0 i derivant, obtindrem:

(P(a)) =0

Aplicant ara la propietat 2) d’una derivacid, podem separar (P(«))’ de la segiient
manera:

0= (P(a)) = P4a) + DP(a)d

on P%(X) és el polinomi tal que els seus coeficients sén els coeficients de P(X)
derivats i DP(X) és el polinomi derivada de P(X) en el sentit algebraic usual.
Com P(X) és el polinomi minim associat a «, aquest element en serd una arrel
simple, de manera que DP(«) # 0 i obtenim o/ = Eii(((j)).

Com en aquest cas L és un K-espai vectorial finit amb base de potencies d’a,
aquest fet implica la unicitat d’una derivacié de L.

Demostrem ara ’existéencia d’una tal derivacié: com L és una extensio simple,
K[X
(P([X %)’
definir-hi una derivacié sera definir D(X) (que determina una derivacié D a
K[X] juntament amb la derivaci6é d de K) i definir-la de manera que

D(y) € (P(X)) Vy € (P(X)) perque (P(X)) sigui un ideal diferencial de
(K[X], D).

Una derivacié D com la descrita es pot obtenir definint D(X) := —P4(X)h(X),

és ben conegut el fet que L = de manera que l'estrategia natural per

L Aqui exposem la prova general del teorema, malgrat que, al marc que hem fixat pel treball,
podriem no esmentar la separabilitat, ja que tota extensié ho és per Car(K) =0



on h(X) € K[X] és tal que DP(X)h(X)=1 (mod(P(X))
Si h(X) és tal que DP(X)h(X) =1+ q(X)P(X), es tindra:

D(P(X)) = (P(X)) = PYX)+ DP(X)X' = PYX) + DP(X)(—P4X)h(X))
= PYX) — PUX)(1 + q(X)P(X)) = —P4X)q(X)P(X) € (P(X))

Per tant (L, D) amb D definida d’aquesta manera sera una extensié de cossos
diferencials de K.

La demostracié del cas general és una aplicacié del Lema de Zorn a partir del
cas finit, que seguidament desenvolupem en profunditat.

Considerem ara el conjunt

C :={(F,9)|(F,d) és extensié diferencial algebraica de (K,d) i F C L}
Clarament C és no buit, ja que (K, d) hi pertany, de manera que podem definir
a C la segiient relacié d’ordre:

(F,0) > (H,e) < H C F i/ ésextensi6 d’ e.

Per a aplicar el Lema de Zorn, hem de veure que tot subconjunt D totalment
ordenat de C té una cota superior a C. Sigui D tal conjunt totalment ordenat i
no buit:

Prenem com a candidat a cota 'element a = (Upcp, ¥ Usep, §) amb

Dy :={F cos|3J tal que (F,§) € D}

D, := {4 aplicacié|IF tal que (F, ) € D}

que s6n no buits perque D ho és.

Pensem la unié de totes les deltes en un sentit conjuntista, interpretant una
funcié com el producte cartesia del seu domini i el seu recorregut.

Com totes les parelles de funcions de Dy estan totalment ordenades en el
sentit que una sempre és extensié de ’altra o viceversa, tal funcié unié, que es
comporta com cadascuna d’elles en els seus dominis respectius, és també una
funcidé, amb domini la unié de tots els conjunts F de Dj.

I encara més, per ser totes les ¢ derivacions, la funcié unié també ho sera, de
manera que a € C, ja que la unié de tots els F de D; esta continguda a L. Es
a dir, a és cota superior de D a C i podem aplicar el Lema de Zorn: existeix
un element maximal y = (H,¢€) a C.

Comencem veient que H = L.

La primera inclusié és obvia, ja que y € C, de manera que ens falta inicament
veure que L C H. Suposem que no fos aixi, que H estés estrictament contingut
en L. Llavors, hi hauria un cert element a de L. que no estaria a H.

Pero, com hem demostrat previament, llavors podriem estendre € a una
derivacié v de H(a) i (H(«),7y) pertanyeria a C, clarament satisfent

(H(a),7) >y, de manera que y no podria ser maximal. Per tant, H = L.

Per acabar, veiem la unicitat d’e.

Considerem la possibilitat que hi hagués una altra parella (L,~) a C tal que no
fos comparable a y amb la relacié d’ordre definida, de manera que no la
poguéssim descartar per la maximalitat de y. Llavors, com L és una extensio
algebraica, tot element 5 € L és algebraic respecte K, de manera que podem
considerar l'extensié (K (), D) de (K, d). Ara bé, les restriccions de v i € a

K () sén derivacions que estenen d, de manera que només poden ser D, ja que



hem provat la unicitat pel cas finit.

En particular, v(8) = D(B) = €(p)

Com l'argument es pot fer per a tot 8 de L, tindrem que ambdues funcions
coincidiran a tot el seu domini, de manera que e =y i y = (L, €) és I'inica
extensi6 diferencial de cossos de (K, d) tal que la extensié de cossos que li
correspon és L, com voliem demostrar.

Quant a I'dltima afirmacié del teorema, sigui o un K-automorfisme de L (aixo
és, un morfisme de cossos de L en L bijectiu i tal que la seva restriccié a K és
la identitat), i sigui € I'inica derivacié de L que estén a d, llavors resulta clar
que o0~ teo és una derivacié de L, de manera que, de la unicitat, es segueix
immediatament que 0 'eo = € i o€ = €0, de manera que ¢ és un isomorfisme
diferencial de L en L.

O

2.2.1 Operadors diferencials lineals

Sigui (K, d) un cos diferencial amb derivacié no trivial (aixo és d # 0 com a
funcié de K en K).

Podem considerar, llavors, les funcions f : K — K de la forma:
f=30",aD%+ayonneNia € K Vie{l1,2,..,n}

Anomenem a una funcié f d’aquesta forma Operador diferencial lineal.
Sigui V := {f]| f és operador diferencial lineal}, llavors V és un anell que
usualment denotarem com K|[D], un anell de polinomis no commutatiu amb
coeficients a K, ja que definirem Da = a’ + aD Va € K.

Definicié 2.9. Si a,, # 0 direm que l'operador [ té grau (denotat Deg(f)) n.
Definicié 2.10. Sia, =1 direm que l’operador és monic.

Sota aquesta definicid, és facil veure que Deg(fg) = Deg(f) + Deg(g) Vf, g
€ K[D] i, de fet, tenim algoritmes de divisié semblants als presents als anells
de polinomis convencionals, tot i que cal distingir entre divisié per la dreta i
per ’esquerra.

En tot cas, els operadors diferencials lineals ens resulten interessants perque
ens permeten associar-los de manera natural a una equacié diferencial i, en
conseqiiencia, considerar les extensions de cossos diferencials que s’obtenen
d’afegir a un cos diferencial base les solucions d’una equacié d’aquesta forma.
De forma rigorosa:

Definicié 2.11. Sigui un operador diferencial lineal | :== """, a; Y@,
anomenem equacio diferencial lineal associada al a la expressio

W) =31 ,a;Y® =0

on Y =Y per conveni.

A vegades també les anomenarem equacions diferencials lineals i homogénies,
fent referéncia al fet que, si les considerem com a polinomi diferencial en
funcié de Y, tenen terme independent nul.

En general, assumirem que a, # 0 i direm que ’equacid en qliestio té ordre n.



Per a entendre 'estructura algebraica d’una tal extensié de cossos diferencial
que incorpori les solucions d’'una equacié diferencial lineal homogenia,
estudiem les propietats del seu conjunt de solucions.

Proposicié 2.6. Sigui (K,d) un cos diferencial, I(Y) := 1" ;a;Y® =0 una
equacio diferencial lineal © homogenia amb coeficients a K ©+ K C L una
extensid de cossos diferencial de K que contingui els conjunt de solucions A de
Iy).

Llavors, A és un C—espai vectorial, on Cp, := Consty,

Demostracid. Siguin z,y elements de A, per la propietat 1.) d’una derivacié
tindrem que

St pai(m4+y) D =30 gaiy® + 37 a; YD =040 =0 de manera que
r+yeA

D’altra banda, sigui « un element d’A i c € Consty,

S g ailer)® = Y a; g (el el = S0 e =0

on el primer pas és degut a la formula de Leibniz, el segon al fet que

¢ € Consty, (només queden els sumands on ¢ no apareix derivada) i 'dltim pas
és conseqiiencia directa del fet que x € A, de manera que cx € A, com voliem
demostrar.

Per tant, A és tancat per la suma i el producte per escalars que hem proposat,
i la resta de propietats que el fan espai vectorial sén conseqiiencia directa de
les propietats de L com a cos. O

Sabem, llavors, que el conjunt de solucions d’una equacié diferencial lineal
homogenia amb coeficients a K és un espai vectorial del conjunt de constants
d’una extensié de cossos diferencials que el contingui.

Encara més, de fet, el cas que considerem té propietats tan convenients que
resulta possible demostrar que aquest conjunt de solucions sén un espai
vectorial finit respecte al subcos d’aquestes constants, i la seva dimensié és
acotada superiorment per 'ordre de [(Y).

Amb l'objecte de demostrar aquesta propietat, introduim el concepte de
wronskid.

Definicié 2.12. Sigui K un cos diferencial, i siguin yi, ...,y elements de K
per un cert n > 1 natural.
Llavors, anomenarem el determinant:

Y1 Y2 Yn
Y Yoo o Un
W= W(ylavyn) = . : . .
-1 —1 -1
S S P
Determinant wronskia de yy, ..., yn, 0 simplement wronskia dels elements

Yty -y Yn-
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Especificament, veiem que I’anulacié del wronskia d’un conjunt d’elements de
K caracteritza la seva dependéncia lineal sobre el conjunt C' de constants del
cos diferencial.

Proposicié 2.7. Sigui K un cos diferencial, i siguin yi, ..., Y, un conjunt
d’elements de K.

Llavors, {y1,...yn} €s un conjunt linealment independent sobre el conjunt
Constg = C si, i només si, W(y1,...,yn) # 0.

Demostracio. Veiem primer que la dependencia lineal implica que el wronskia
és igual a zero: si el conjunt {yi, ...,y,} és linealment dependent sobre C,
existiran c1, ..., ¢, € C tals que Y ., ¢;y; = 0 i, llavors, derivant la identitat,
obtindrem: _ o

(i eaw)? = XLy () = Ty g (e’

= >, ciygj) =0Vje{l,2,..,n—1}

ja que, com hem fet servir a proposicions anteriors, aplicant la formula de
Leibniz i el fet que els valors ¢; sén constants, només queden els sumands on
aquests elements no apareixen derivats.

D’aquesta manera, hem obtingut una relacié de dependencia lineal per les
columnes de la matriu que defineix el wronskia i, per tant, W(yi,...,y,) = 0.
Passem a demostrar el reciproc: considerem W (y1,...,y,) = 0.

Com el wronskia esta definit com el determinant d’una matriu, la igualtat
implica que existeix una relacié de dependencia lineal entre les seves columnes,
en principi amb coeficients a K, és a dir:

Hkitieqr,2,....ny C K tals que S kiyzm =0Vje{l1,2,..,n—1}

Com al menys un dels coeficients de la igualtat sera diferent a zero, podem
assumir que és el corresponent a y; sense perdua de generalitat.

Per tant, multiplicant pel seu invers, podem suposar que k1 = 1

També podem assumir que n és, de fet, el nombre natural minim d’elements
diferents de {y1,...,yn} que sén linealment dependents. En cas contrari, com
sabem que aquest nombre minim existeix (n satisfa la propietat, i tot
subconjunt dels naturals no buit té un minim), simplement reescriuriem la
proposicié anomenant n a aquest nombre natural.

En sintesi, esta justificat suposar que W (ya, ...,yn) 7# 0 1 es segueix facilment
que {y2, ..., Yn és un conjunt K-linealment independent.

Amb aquestes simplificacions en ment, podem prendre la igualtat original per
a j = 0 i, derivant, obtindrem:

Yo kvl + > o Kly; = 0 1, restant Pequacié Y., k;y; = 0, deduim que

S o kly; = 01, com el conjunt dels y; amb i entre 2 i n és linealment
independent, k} =0 Vi € {1,2,...,n} i els elements yq, ..., Y, sén linealment
dependents sobre el subcos C' de les constants de K. O

Obs. 8. D’aquesta propietat s’obté, en el fons, una definicio consistent
d’independéncia lineal sobre el subcos de les constants d’un cos diferencial,
sense haver de calcular-lo explicitament o treballar-hi directament.
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Veiem ara que 'ordre n de la equacié diferencial acota la dimensié del seu
conjunt de solucions com C-espai vectorial, completant la subseccio.

Proposicié 2.8. Sigui l(Y) una equacid diferencial lineal i homogénia d’ordre
n. Si{Y1, .., Ynt+1} €s un conjunt de solucions de 1(Y'), llavors
W(yt, -, Yns1) =0

Demostracio. Per la propia definicié del wronskia com a determinant d’una
matriu, sera igual a zero si, i només si, existeix una relacié de dependencia
lineal entre les columnes (o files) d’aquesta. Ara bé, com el conjunt

{y1, s Yn+1} és de solucions d’una equacié diferencial lineal homogenia,

WY) =31 a;Y® =0, resulta que yfn) = a;l(zgzol ajygj))

(com la equacié és de ordre n, a,, # 0) per a tot i entre 1 i n+1, de manera que
tenim una relacié de dependencia entre les files de la matriu que defineix el
wronskia.

En conclusié, W(y1, ..., ynt1) =0 O

Corol.lari 2.2. Sigui A el conjunt de solucions d’una equacio diferencial
lineal homogeénia d’ordre n.
Llavors, per la proposicidé 2.6, A és un C-espai vectorial, i, a més, n > dim(A).

Obs. 9. Com A espai de solucions d’una equacid diferencial lineal homogénia
d’ordre n i, per tant, un C-espai vectorial finit, entre tot parell de bases By i
By de A ezisteiz una matriu M de coeficients a C tal que M és matriu de canvi
de base entre By i Bo. Es a dir, que tot conjunt de solucions de l’equacio
esmentada que sigui generador de [’espai de solucions i linealment
independent, es podra erpressar de forma unica en funcié d’un altre sistema de
solucions d’aquesta forma, amb coeficients a C.

Definicié 2.13. Sigui {y1,...yn} una base de lespai de solucions d’una
equacio diferencial lineal © homogeénia.

A un conjunt de tals caracteristiques I’anomenem conjunt de solucions
fonamentals.

Tenim, llavors, un marc teoric suficient per estudiar les extensions de cossos
diferencials associades a una certa equacié diferencial lineal i homogenia pero,
un cop més, per analogia amb la teoria d’extensions de cossos usual, resulta
natural preguntar-se si és aplicable a aquest tipus d’extensions de cossos
diferencials una certa nocié de minimalitat, si existeix un cert cos diferencial
minim en algun sentit amb la propietat de contenir el conjunt de solucions
d’una equacié com la descrita, un analeg en cert sentit del cos de
descomposicié d’un polinomi aplicat al cas diferencial.

La resposta és, com a minim pels casos que estudiarem a la practica, positiva,
i la nocié de minimalitat cercada es troba al conjunt C de les constants de K.
Tot seguit, ho il-lustrem amb un exemple.
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Obs. 10. Sigui (K,d) un cos diferencial amb d =0 i K algebraicament tancat,
i considerem Uequacid [(Y):=Y' =Y =0. Es clar que 0 és solucié d’aquesta
equacio diferencial i Constx = K, pero, com hem vist a l'apartat anterior, un
conjunt no trivial de solucions d’una extensid de (K,d) tindrd dimensid 1
sobre K com a espai vectorial.

Construim Uexstensio L := K(y), on L és el cos de fraccions de Kly], i la
derivacid de L és inica extensid de la derivacid D de K[y] tal que la seva
restriccid a K és d i D(y) = y.

Clarament, aquesta extensio és una solucié d’un cas molt particular del
problema de construir una extensio de cossos diferencials que inclogui les
solucions d’una equacid diferencial lineal © homogénia.

Ara bé, sense una certa nocié de minimalitat preestablerta, res ens impedeizr
construir una segona solucid, igualment valida, prenent H := L(z), on obtenim
H d’aplicar el mateiz métode sobre L que sobre K, de manera que, en
particular, H = Q(K|y, z]) com a cos i 2/ = z, on Q(A) indica notacid pel cos
de fraccions d’A quan aquest és un domini d’integritat.

La diferéncia entre L i H radica, principalment, en que, en el procés de
construccio de H, afegim constants que no teniem previament a K.

Procedim primer a demostrar que Consty, = Constyx = K, observant que la
derivada d’un element z de Kly], on z:=> " ,a;y", és

ol =YLy + Y day’ +ap =0 day’

de manera que sera igual a zero si, i només si, ia; =0 Vi € {1,2,...,n}

Pero, com ja hem establert clarament abans, considerem K tal que

Car(K) =0, de manera que cap dels valors de i pot ser zero.

En conseqiiencia, tots els a; entre 1 i n hauran de ser zero i x € K.

Fem servir aquest resultat per demostrar que les constants de L son elements
de K:

sigui g # 0 una constant de L amb f i g coprimers (recordem que f i g sén
elements de K[y|, que com anell és un D.F.U, assequrant que els podem triar
d’aquesta manera), resulta suficient veure que g € K, de manera que ’element
serd una constant de K[y] i, com hem vist, un element de K.

D(f) = P IPO) — 0 = D(f)g— fD(g) =0 < [D(g) = gD(f)

Com K algebraicament tancat, el resultat que volem veure equival a veure que g
no té arrels a K, que cap factor de la forma y — X amb A € K divideiz a g.
Tot factor y — X és primer a Klyl, ja que (y — A) és mazximal per ser un
polinomi irreductible, de manera que podem aplicar el segiient raonament:
sigui y — A un tal factor que divideizx g, llavors, per la igualtat obtinguda del fet
que 5 constant, divideiz a f o a D(g). El primer cas és impossible, ja que hem
triat f i g coprimers.

Quant al segon cas, si iterem el mateix raonament per a tots els factors de la
forma establerta que divideizen g, obtindrem que g|D(g).

Ara bé, sabem que Deg(g) = Deg(D(g)), de manera que % € K. Pero aizo
no és possible, ja que, com hem vist anteriorment, els coeficients de D(g) sdon
els coeficients de g multiplicats per l'index i que els pertoca, per la poténcia de
y que els acompanya.
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Com la contradiccid sorgeix naturalment de suposar que g és divisible per algun
factor lineal, es conclou que g € K, completant la demostracio.

Per tant, Const;, C K i son el mateix conjunt.

Ara bé, H si que afegeiz constants que no soén elements de K, com podem
veure facilment considerant [’element . Es evident que no pertany a K, o

tindriem que z = 2y seria tal que z € K[y] C L
pero D(%) = D(Z)nyZD(y) = 2 =0, del qué es sequeiz que Consty # K
immediatament.

2.3 L’extensié de Picard-Vessiot

L’exemple anterior, juntament amb la resta de conceptes i resultats que hem
desenvolupat a la seccié 2.2.1, ens permeten, finalment, definir aquest analeg
que buscavem del cos de descomposicié d’un polinomi al context de I’algebra
diferencial, 'extensi6 de cossos diferencial minimal (en el sentit de mantenir el
subcos de constants del cos base) que conté les solucions d’una certa equacié
diferencial lineal homogenia. L’enunciem:

Definicié 2.14. Sigui (K, d) un cos diferencial, i considerem [(Y) = 0 una
equacio diferencial lineal 1 homogénia amb coeficients a K. Sigui L un cos amb
una certa derivacio D tal que K C L.

Llavors, direm que L és una extensié de Picard-Vessiot de K associada a

I(Y) =0 si, i només si:

1.) (L, D) és una extensid de cossos diferencials de (K, d)

2.) L=K <uyi,..,yn > per a un cert n natural (L és el minim cos diferencial
extensio de K que conté yi,...,yn, €s a dir, el cos minim en sentit d’inclusio
conjuntista que conté aquests elements i les seves derivades), on {y1,...,yn} €s
un conjunt de solucions fonamental de [(Y) = 0 contingut a L

3.) Consty, = Constg

Per suposat, la primera pregunta que hom es planteja davant d’un concepte
matematic convenient és, de fet, si existeix i, si ho fa, quines propietats en
garanteixen 1’existencia.

Seguint la mateixa linia de treball que hem plantejat de bon principi, ens
centrarem en arribar al resultat teoric particular de la teoria de Picard-Vessiot
que ens serveix per delimitar la nostra qiiestié central.

Com veurem al capitol segiient, considerarem cossos de funcions amb la
derivacié usual propia del calcul diferencial i valors complexos en comptes de
reals, amb una serie d’avantatges en ment.

El primer d’ells, tocant a aquest apartat, és que C és algebraicament tancat, i
sera sempre el subcos de constants d’aquests cossos de funcions.

En sintonia amb aquest marc de treball, a nivell teoric general, podrem
assegurar que existeix una extensié de Picard-Vessiot per a un cos diferencial
K quan Constg sigui algebraicament tancat.
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Encara més, de fet, en aquest cas particular, ’extensié de Picard-Vessiot sera
lnica excepte isomorfismes diferencials.

2.3.1 Nocions preliminars

La construccié d’una extensié de Picard-Vessiot emprant tecniques
algebraiques dista de ser un afer trivial. La demostracié constructiva de la
seva existencia requereix coneixer i fer referencia a tot un conjunt de resultats
i objectes d’is comu entre la comunitat matematica, pero que dificilment
podrien ser obviats sense assumir cert bagatge.

En un intent per fer el treball el més autocontingut possible i no haver de
referir la bibliografia al lector hipotetic innecessariament, aquesta subseccié
serveix com una sort d’annex, malgrat inclosa al treball per la seva relacié
directa amb els propers resultats.

Definicié 2.15. Sigui A un anell, i sigui S C A. Diem que S és un conjunt
multiplicativament tancat si1 € S,0¢ S iste SV s,t €8

Definicié 2.16. Sigui A un domini d’integritat>, S C A un conjunt multi-
plicativament tancat. Considerem la relacid d’equivaléncia definida a A X S:
(a,s) ~ (r,w) < aw=rsV (a,s), (rrw)e AxS

Anomemem llavors al conjunt quocient d’aquesta relacid d’equivaléncia, denotat
per STLA, localitzacid de A respecte S.

En general, emprarem notacid de fraccions per referir-nos a la classe d’un ele-
ment, aivi: [(a,s)] == %

Obs. 11. (A\ {0})7tA = Q(A)
S=1A C Q(A) en general.

Obs. 12. Es especialment comi considerar els casos S = {1} U {z™| n > 1}
ambx € A\ {0} i S=A\p onp és un ideal primer d’A.

De fet, en el segon cas denotem S™'A = A, ja que, historicament, és el cas
que dona nom al concepte, pel paper que tenen en algebra commutativa aquestes
construccions a l’hora d’estudiar propietats locals de A; propietats de I’anell que
es poden deduir de l’estudi de les localitzacions respecte els seus ideals primers.

Obs. 13. Naturalment, S~*A és subanell de Q(A), amb les operacions:
1) a 4 b _ attbs
Dan a7
2) =%
ja que el numerador de la fraccid resultat és un element de A de manera trivial i
el denominador pertany a S per ser aquest un conjunt multiplicativament tancat.

Obs. 14. Per la proposicié 2.3, com S™'A és subanell de Q(A), podem es-
tendre una derivacid d de A dnicament a una de S™'A prenent la restriccio
corresponent de [inica derivacio del cos de fraccions de A que estén a d.

2La localitzacié respecte un conjunt multiplicativament tancat es pot definir en general per
un anell A, pero la relacié d’equivaléncia canvia i el cas és més subtil quan A conté divisors
de zero. A nivell practic, nosaltres només ’emprarem amb dominis d’integritat.
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A més, (2) € STAV ¢ € S7'A per ser S C A conjunt multiplicativament
tancat, de manera que te sentit considerar les localitzacions com a extensions
d’anells diferencials.

Seguidament, introduim una serie de conceptes basics propis de 'algebra
commutativa:

Definicié 2.17. Sigui A un anell amb unitat, M un conjunt.

Diem que M és un A-modul® si (M,+) és un grup abelia amb una certa
operacid, i podem definir una aplicacio ¢ : A x M — M que anomenarem
producte per escalars i denotarem com ¢((a,m)) := am VYa € A, Vm € M
que satisfa:

1.) a(z+y) =ax + ay

2.) (a+b)x =ax + bx

3.) (ab)x = a(bx)

4.) lz==x

Ve,ye M,VabeA

Obs. 15. Quan A és un cos, un A-modul és, de fet, el mateix que un A-espai
vectorial.

Definicié 2.18. Sigui N C M, si N és tancat respecte la suma i el producte
d’escalars, diem que N és un submodul de M.
Quan aquest €s el cas, podem considerar el modul quocient d’un modul respecte
un submodul: de manera andloga al cas dels espais vectorials, sera el conjunt
quocient associat a la relacié d’equivaléncia x ~y <= x —y € N. El

M
denotarem ¢
Definicié 2.19. Sigui M un A-modul, diem que M és finitament generat si
existeiz un conjunt finit {ey,...,e,} tal que, per a tot element x € M,
existeizen valors a; € A Vi € {1,2,...,n} de manera que =Y, _, ae;

Definicié 2.20. Sigui M un A-modul, direm que M és lliure quan tingui una
base, és a dir, un sistema de generadors que sigui linealment independent, en
el mateizr sentit que es defineizen aquests conceptes pels espais vectorials.

Definicié 2.21. Sigui X un A-modul, direm que X és una A-algebra si
existeix una aplicacio A : X x X — X que anomenarem producte

(i denotarem per A((z,y)) = xzy) amb les segiients propietats:

1.) z(y+z2)=zy+zz

2.) (y+2)r=yx+zx

5.) (az)(by) = (ab)ay

Va,yze€ X Va,be A

Obs. 16. Resulta clar que, si X és un anell commutatiu, les propietats 1.) i
2.) de la definicid es satisfaran trivialment, de manera que un A-modul que a

3En particular, aqui hem donat la definicié d’un modul per esquerra d’A. Es poden definir
de forma analoga els moduls per la dreta, encara que, a la majoria d’aplicacions practiques,
els moduls que considerem ho seran per ’esquerra i la dreta.
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més sigui anell, només necessita satisfer la propietat 3.), una certa
compatibilitat entre el seu producte intern i el producte amb escalars.

Definicié 2.22. Direm que una A-dalgebra X és finitament generada si el seu
producte és commutativ i associatiu i existeix un congunt finit {x1,...,z,} tal
que tot element de X es pot escriure en termes d’una expressio polinomica en
funcio dels termes x; amb i entre 1 i n, és a dir:

sigui x un element de X, llavors existeiz p € A[X1,...,X,] (Uanell de
polinomis de n variables amb coeficients a A) tal que f(p) =z, on

f:AXq, .., Xn]) — X és el morfisme d’anells que, restringit a A és la
identitat i envia X; a x; per a tot i, també conegut com a morfisme
d’avaluacio.

La raé principal per la qual introduim els moduls i les algebres al context
d’aquest treball és per construir el producte tensorial de dos A-moduls, un
modul particular assignable a una parella d’A-moduls que conserva algunes
propietats algebraiques interessants.

Primer, introduim una serie de definicions necessaries per a la seva construccio:

Definicié 2.23. Siguin M, N A-moduls, diem que una aplicacié f: M — N
és A-lineal si satisfa:

1)f(x+y) = f(z)+ f(y)

2)f(az) = af(z)

Ve,ye MVacA

Definicié 2.24. Sigui M un A-modul. Denotarem per AM) 1’A-modul lliure
amb base del mateir cardinal que M, aixo és: a cada element m de M i
assignem un unic element, T, i AM) és el modul lliure resultant de prendre
totes les sumes formals finites dels elements ., amb coeficients a A,
considerant els x., linealment independents.

Definicié 2.25. Sigui f : M X N — Z amb M,N,Z A-moduls.
Diem que f és una aplicacid A-bilineal si les aplicacions f(x,.): Nv+— Z i
f(y) : M — Z (les aplicacions resultants de restringir f a un sol valor a
cadascuna de les seves components) son A-lineals Vo € M Yy € N

Finalment, demostrem la propietat que defineix el producte tensorial de dos
moduls:

Proposicié 2.9. Siguin M i N A-moduls, existeix un unic A-modul T i una
unica aplicacié g : M x N — T A-bilineal satisfent la segiient propietat:
Per a tota aplicacid f: M x N — Z bilineal, amb Z A-modul, existeix una
inica funcid f: T — Z A-lineal tal que f = fog

Demostracié. Comencem provant la unicitat (estructural, excepte
isomorfismes de moduls, és a dir, aplicacions A-lineals bijectives) d’una parella
(T, g) amb la propietat enunciada: considerem (717, g’) una altra parella amb la
mateixa propietat.
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Com (T, g) té la propietat i g’ és bilineal, existira una tinica g’ lineal de T a T”
talque ¢’ =g'og

Analogament, existeix una tnica g de 77 a T lineal tal que g =go ¢’

Per la primera igualtat, ¢’ = ¢’ o g o ¢/, de manera que g’ 0 g = idp

Aplicant el mateix argument a la segona igualtat, obtenim que g =go g’ o g,
de manera que g o ¢’ = idy, aixi que sén inverses i T = T’ com A-moduls.
Sobre la unicitat que atribuim a I’enunciat a la funcié g, és en el sentit que
existeix j isomorfisme d’A-moduls tal que ¢’ = j o g. En aquest cas, j = ¢'.
Quant a 'existéncia, la demostrem de manera constructiva: considerem, en la
notacié que hem preestablert, R := AM*N) i fem pas al quocient per S, que
és com denotarem el submodul més petit (en el sentit d’inclusié conjuntista)
que conté els elements de la forma:

(1‘7 Y+ y/) - (x7 y) - (x’ y/)

(z+2'y) — (z,y) — (@' y)

(az, y) - a(;r, y)

({E, ay) - a(x, y)

Vo, e MVyy € NVae A

Cal notar que fem un abus de notacid, ja que, en la notacié anterior, quan
parlem de (z,y) fem referéncia a I'element z(, ) de AMIXN)

Per fi, prenem T := % com el nostre candidat a satisfer la propietat enunciada,
i denotem [(x,y)] := x ® y com a element de T.

Prenem també g : M x N — T tal que g((z,y)) =z ® y per a tot (z,y) i
resulta clar que g és A-bilineal per construccid, per com hem triat S.

Només queda veure que satisfa la propietat:

sigui f: M x N — Z bilineal, amb Z A-modul.

Per la definicié de R, podem estendre per linealitat qualsevol funcié de M x N
a Z aunade Ra Z. Si f és bilineal, en particular s’anul-lara en tots els
generadors de S, de manera que definira una aplicacié A-lineal entre T 1 Z.
Aplicar aquest procediment a una funcié determinada ens déna una tunica
aplicacié lineal f que satisfarda f(x ® y) = f((x,y)) per a tot (z,y) € M x N,
de manera que és I'aplicacié que busquem, satisfent f = fog O

Definicié 2.26. A la parella (T, g) com l’enunciada a la proposicié anterior
l’anomenem producte tensorial de M i N respecte A, i podem denotar el
A-modul corresponent per T := M ® N, indicant-se a vegades sobre quin anell
es prenen els moduls amb un subindex situat al signe de producte.

A la propietat que satisfa la parella esmentada I’anomemem propietat
universal del producte tensorial.

Als elements de M ® N de la forma x ® y els anomenem tensors purs.

Obs. 17. Si M i N son A-algebres, M @ N és també una A-algebra, amb el
producte definit per (@ y)(z ®@1t) =z QuytVx,z€ MYyt € M

Obs. 18. Siguin A i B sistemes de generadors de M i N moduls,
respectivament, (aizo és, subconjunts que puguin generar amb les seves
combinacions lineals tots els elements del modul), llavors el conjunt
{e®@wv| e€ A v e B} és un sistema de generadors de M @ N.
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En particular, st M i N son finitament generats, el seu producte tensorial
també ho sera.

Obs. 19. A més del propi anell A i els ideals d’A com a exemples de
A-moduls, també podem considerar A com a C-modul, on C C A és un dels
seus subanells.

Proposicié 2.10. Siguin (R, dy), (F,dz2) extensions de cossos diferencials
d’un cert cos K amb una derivacié d. Llavors, considerant R i F' com
K-moduls, R® F és un anell diferencial amb la derivacio D que satisfa
Dz®y)=di(z)@y+2®ds(y) Vo € R, y € F i envia tota suma de tensors
purs a la suma de les seves imatges per D.

Demostracio. Que R ® F és un anell és conseqiiencia directa de la observacio
17, ja que tant R com F sén K-algebres i anells commutatius.

D’aquesta manera, només és necessari demostrar que D com la definida és una
derivacié. Hem aprofitat que els tensors purs sén un sistema de generadors de
R ® F per definir per bilinealitat D que satisfaci la propietat 1.) per
construccié, de manera que només cal veure com es comporta el producte de
tensors respecte D.

Siguin p,q € R ® F, llavors existeixen n,m > 1 naturals i conjunts

{a;}1<i<n C K, {bj}1<j<m C K tals que p= 7" | a;z; @y; 1

q= Z;ﬂ:l bjz; ®1t; on tots els x;,z; € R1itots els y;,t; € F

Per tant, tindrem:

D(pq) = D(325= 71 aibj(z: @ yi) (25 @ t5))

per la binealitat dels tensors purs, podem definir 2} := a;z; per a tot i i

2 :=bjz; per a tot j, de manera que simplifiquem ’expressi6 per a

J
manipular-la comodament:

D(pq) = D(3i_, X0, (@ yi) (2 @ t5)) = D(O2i, D050, 212 ®@ yit)

n m
=D i1 2 D(@52 @ yit;)
=i 2 di(wh2)) @ yity + 2i2 @ da(yity) =
Doy 2y di(@))2f @ yity + widi(2)) @ yity + w)2) @ da(yi)ty + 2525 @ yida(ty) =
Doy 2y di(w))2 @ yity + )2 @ da(yi)ty + widi(2)) @ yity + x)2) @ yida(t;) =
Sy 2oy (da (@) + 27)2f @ (da(yi) + yi)ty + @(di(2)) + 25) @ yi(t; + dalty)) =
Yoic1 2y (D@ @ yi)) (2 @ t5) + (2 @ i) (D(2) @ t5))
= D(p)g+pD(q) Vp.g € RO F O

Obs. 20. A la situacié descrita pel teorema anterior, el tensor pur 1 ® 1 és
una unitat de R® F com a anell i, si un tensor pur r @ y €s tal que els
elements x iy son invertibles (pel cas que ens ocupa, sera suficient que siguin
diferents de zero per ser R i F' cossos), llavors x @ y és invertible amb el
producte definit al tensorial.

Per a acabar la seccid, introduim una serie de resultats basics referents a
I’ambit de la geometria algebraica.

19



Definicié 2.27. Sigui K un cos, K" el producte cartesia de n copies de K
amb n > 1 i sigui K[X, ..., X,,] Uanell de polinomis en n variables amb
coeficients a K.

Anomenem varietat afi a un subconjunt V-.C K™ de la forma

V=V{I)={pec K" flp)=0Vpel}, onl ésun ideal de K[X1,...,Xp]

Proposicié 2.11. FEls conjunt de varietats afins de K™, denotat per T, és un
congunt de tancats d’una topologia.

Demostracid. Clarament, ) € 7, ja que V(K[X1, ..., X,]) = 0 (cap punt de K™
pot anul-lar un element de K diferent de zero, per exemple).

Analogament, K" € 7, ja que V({0}) = K™.

Només queda veure que, per a tot conjunt {V'(I;)}ier C 7, (e, V(L) €T
Aquesta propietat, pero, es segueix directament del fet que

Nic: Vi) = V(D,e; Li), on @, I; denota la suma directa d’un conjunt
d’ideals de K[Xy,..., X,]. En general, anomenem suma directa d’un conjunt
d’ideals al conjunt d’elements que es poden escriure com sumes finites
d’elements de cadascun dels I;, rigorosament el podem definir com

Dicr Ii =< U,er Ii >, que, com és natural, es redueix a la suma d’ideals
convencional quan el conjunt I és finit.

Demostrem la propietat enunciada: prenem p de la interseccié de totes les
V(I;). Com f(p) =0V f €I, per a tot ¢ de I, és clar que p anul-lara tota
suma finita d’elements d’aquests ideals i, per tant, p € V/(P,; 1)
Reciprocament, tot element p de K™ que anul-li tots els elements de &, ; I;
anul-lara en particular els elements de | J;c; I; i, per tant, també els de cada
1;. O

Definicié 2.28. A la topologia sobre K™ que té per tancats les varietats afins
l’anomenem topologia de Zariski.

Definicié 2.29. Sigui V C K", resulta directe demostrar que el conjunt de
polinomis f de K[X1, ..., X,] tals que f(p) =0V p €V és un ideal.
El denotem per I(V') i l'anomenem ideal associat a V.

Definicié 2.30. Diem que una varietat afi és irreductible si no es pot
expressar com la unid de dos subconjunts tancats de la seva toopologia induida.

En el context de les varietats afins, la irreductibilitat d’una varietat és
caracteritzable en termes del seu ideal associat.

Proposicié 2.12. Sigui V' un tancat de la topologia de Zariski de K™.
Llavors, V' és irreductible si, i només si, I(V') és un ideal primer.

Demostracidé. Escrivim I per a referir-nos a I(V') per abreujar.

Considerem V irreductible, i prenem p, ¢ € K[X1, ..., X,;] tals que pg € I, de
manera que p(a)q(a) =0V a € V. Com K és un domini d’integritat, llavors
p(a) =0 0 g(a) =0 per a tot a de V, de manera que a € V((p)) o a € V((q)),
V cV((p))uUV((q)), de manera que V. C V((p)) o V C V((q))
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per ser V irreductible (en cas contrari, tindriem que V' és unié de dos tancats
de la seva topologia induida), i, en conseqiiéncia, p(a) =0V a € V o0 g(a) =0
YVaeV,ésadir,obépeloqéeli, pertant, I és un ideal primer.
Demostrem el reciproc per reduccié a I'absurd: suposem que V' = V3 U V5 amb
V; tancats de V', i € {1,2}, i I ideal primer.

Com suposem que la descomposicié de V' nega la seva irreductibilitat, no pot
ser trivial, de manera que cap de les V; pot contenir V. Per tant, podem
prendre f i g elements de I(V;) i I(V2), respectivament, que no pertanyin a
I’ideal associat de ’altra varietat.

Resulta clar, llavors, que ni f ni g pertanyen a I, pero fg si per ser V unié de
les V;, de manera que I no pot ser primer i obtenim una contradiccié. O

Quan K és algebraicament tancat, a més, comptem amb un resultat
especialment il-lustre, el Nullstellensatz, que estableix bijeccions entre certs
tipus d’ideals de K[X1, ..., X,,] i varietats afins.

Lema 2.1. (Nullstellensatz*) Sigui K un cos algebraicament tancat,

A= K[X1,..., X,], llavors:

a.) Tots els ideals maximals de A sdon de la forma (X1 — y1, ..., X — Yn) amb
b= (yh 7yn) € K"

b.) Tot ideal propi de A, I, és tal que V(I) # ()

c.) Sigui I ideal de A, I(V(I)) = V1, on

VI:={zxc Al In €N tal que 2™ € I}

Citem aquest resultat com a lema en tant que tindra un paper auxiliar en el
context d’aquesta seccid, i és un resultat prou destacat i conegut com per no
necessitar una seccié dedicada a demostrar-lo, malgrat una demostracié
detallada es pot trobar al capitol 1 de [C-H].

De fet, emprarem de manera concreta el corol-lari seglient de la seccié c.) del
teorema:

Corol.lari 2.3. Sigui K un cos algebraicament tancat, existeiz una
correspondeéncia bijectiva entre el ideals radicals de K[X7, ..., X,] i les varietats
afins de K™.

Abans d’aplicar-la, pero, definim el context en que la necessitarem, parlem del
concepte d’anell de coordenades d’una varietat V i la relacionem amb un tipus
especific de K-algebra.

Definicié 2.31. Sigui f un element de K[X;, ..., X,]. Podem interpretar f
com la funcié f: K™ — K que enviap € K™ a f(p). Considerem ara una
varietat afi V', i interpretem [ com a funcio restringint el seu domini a V,
f:V — K. EIl conjunt de totes aquestes restriccions polinomiques és
clarament un anell, heretant aquesta estructura de les operacions usuals amb
polinomis.

Denotat per K[V], anomenem anell de coordenades de V.

4”Teorema dels zeros”, en alemany. Teorema cabdal en geometria algebraica classica,
demostrat originalment per David Hilbert(1862-1943).
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Proposicié 2.13. Sigui V una varietat afi de K™, K[V] & W com a

anell.

Demostracié. Considerem ¢ : K[X7, ..., X,;] — K[V] la funcié que envia cada
polinomi en n variables f a la seva funcié de valoracio restringida a V', tal com
hem considerat préviament. Resulta clar llavors que ¢ és exhaustiva, de
manera que només ens cal veure que Ker(¢) = I(V) i aplicar el primer
teorema d’isomorfia d’anells.

Perd aix0 és senzill de deduir, ja que un element g de K[X7, ..., X,,] és tal que
@(g) = 0 si, i només si, com a polinomi, satisfa g(p) =0V p € V, per definicié
del que vol dir que una funcié sigui igual a la funcié zero.

Ara bé, aquesta condicié és equivalent a dir que g € I(V) i, en conseqiiéncia,
K[v] & Ml =
Proposicié 2.14. Sigui K un cos, X una K-dlgebra finitament generada tal
que 5 K C X amb conjunt de generadors A := {1,21,...,x,} i n > 1 natural.

Llavors, existeiz un ideal I de K[X;, ..., X,] tal que X = M

Demostracié. Prenem ¢ : K[X,..., X,] — X tal que ¢(X;) = x; per a tot ¢
entre 1in i ¢(1) =1 satisfent ¢(p + q) = ¢(p) + ¢(q) i ¢(pg) = #(p)¢(q) per a
tot p,q de K[Xy,..., Xp].

Com X és finitament generada amb sistema de generadors A, ¢ queda
totalment determinada com a funcié per aquestes propietats i, a més, sera
exhaustiva.

Encara més, per les propietats de X com a K-algebra, 1 sera ’element neutre
del producte de X, de manera que ¢ envia el neutre del producte de ’anell de
polinomis al neutre de X, satisfent les propietats de definicié d’'un morfisme
d’anells.

Per aquest motiu, podem considerar I = Ker(¢) i, aplicant el primer teorema
d’isomorfia d’anells, obtenim la relacié desitjada, X = M O

Proposicié 2.15. Sigui K un cos algebraicament tancat, i sigui X una
K-algebra finitament generada tal que K C X i, a més, sigui domins
d’integritat.

Llavors, existeiz una varietat ofi V tal que K[V] =2 X

Demostracio. Sigui A amb la notacié del teorema anterior un sistema de
generadors de X com a K-algebra.

Per la proposicié 2.14, existeix un cert ideal I de K[X7y, ..., X,,] tal que
X o KXiX]
= T
D’aquesta relacié d’isomorfia, i perque X és domini d’integritat, es segueix que
I és un ideal primer i, per tant, radical.
Com K és algebraicament tancat, podem aplicar el corol.lari 2.3 i deduir que,

de fet, I = I(V') per a una certa varietat aff V de K™.

5 Aquesta condicié, que és formulada en sentit algebraic, és equivalent a dir que existeix un
cert morfisme d’anells h : K —— X, de manera que X sera una K-algebra en el sentit definit
a [A-M], en comptes de la definicié més general que hem escollit pel treball.
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Per la proposicié 2.13, resulta clar que X = K[V] O

Definicié 2.32. Sigui X un espai topologic, diem que un conjunt B és
localment tancat si existeiz un parell de conjunts A i C tals que A és obert i C
tancat que satisfacin B = ANC

Definicié 2.33. Sigui X un espai topologic, diem que un subconjunt de X és
constructible si és unio finita de conjunts localment tancats.

Proposicié 2.16. Sigui K un cos, considerat com a espai topologic amb la
topologia de Zariski.

Llavors, tot conjunt D C K constructible és finit o el complementari d’un
conjunt finit.

Demostracié. Com és constructible, llavors és unié finita de de conjunts
localment tancats. Sigui un conjunt B localment tancat de K amb la
topologia de Zariski, B = AN C amb A obert i C tancat, si C' # K, llavors C
és el conjunt d’arrels d’un polinomi p de K[X].

Aixo passa perque, si C' tancat, C' = V(I) per un cert ideal de K[X], perd
K[X] és un domini d’ideals principals, de manera que I = (p) per un cert
polinomi i, clarament, C és el seu conjunt d’arrels a K.

A més, es segueix del fet que K sigui un cos que el conjunt de les seves arrels a
K ha de ser finit, de manera que C' també ho sera.

En conclusid, si B és localment tancat i el conjunt C' que el defineix no és K,
llavors B és finit per estar-hi contingut.

Resulta clar que, si aixo aplica per tots els conjunts localment tancats que
componen D, llavors sera finit. En cas contrari, hi haura com a minim un cert
B localment tancat tal que sera la interseccié d’un obert A amb K i, per tant,
sera obert. Si B és obert, llavors o és el buit i no aporta res a la unié o bé és el
complementari d’un tancat diferent del total i, per I'observacié que hem fet
abans, ha de ser el complementari d’'un finit.

Com el resultat de la uni6é del complementari d’un finit amb un altre
complementari d’un finit o amb un conjunt finit continua sent el
complementari d’un finit, en aquest cas tindrem que D és el complementari
d’un conjunt finit. O

Lema 2.2. (Chevalley)® Sigui f : K™ — K una funcié polinomica (la funcié
d’avaluacid associada a un polinomi).
Llavors, per a tot D C K™ constructible, f(D) és constructible.

6De manera analoga al cas anterior pel Nullstellensatz, citem aquest resultat com a lema
pel seu paper fonamentalment auxiliar. L’anotacié Chevalley fa referéncia al fet que és un
corol-lari del teorema de Chevalley, un resultat profund que s’enuncia i demostra generalment
al context de la teoria de varietats algebraiques, de manera que s’escapa del focus d’atencié
del treball.
Un desenvolupament exhaustiu de la teoria que fonamenta aquest resultat, a més d’una de-
mostracié de la versié general, es pot trobar al capitol 2 de [C-H].
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2.3.2 Existéncia

En tota la seccié considerarem (K, d) el cos diferencial a estendre, amb

Const g algebraicament tancat.

Acabada la presentacio i demostracié de la majoria de resultats teorics
necessaris per fer una demostracié constructiva de l'existéncia de I’extensié de
Picard-Vessiot’, hi procedim seguint l’estrategia segiient: construirem una
K-algebra convenient que contingui les solucions d’una equacié diferencial
lineal i homogenia, i assegurarem a través de diferents modificacions
algebraiques que sigui un cos i tingui el mateix subcos de funcions que K, a
més de procurar que la derivacié que hi definim sigui una extensié de la
definida sobre K.

Definicié 2.34. Sigui (A, d) un anell diferencial, sigui A[X;)ien Uanell de
polinomis amb una quantitat infinita comptable d’incognites. Llavors, definint
D(X;) = Xi+1 per a tot i, D(a) =d, i canviant la notacid per Xg = X,

X; = X9 per a tot i > 1, obtenim un anell diferencial de polinomis en una
variable i les seves derivades per D, el qual anomenem anell de polinomis
diferencials amb coeficients a A, denotat per A{X}. Iterant el mateix
procediment prenent coeficients a l’anells de polinomis diferencials amb n — 1
incognites, podem definir A{X1,...,X,} per a tot n > 1

Considerem ara una equacié diferencial lineal i homogenia amb coeficients a K
1Y) =31 ,a;Y® amb a, = 1 per a un cert n > 1, i considerem l'anell de
polinomis en n? variables K[Y;;,i € {0,1,..n — 1}, j € {1,2,...,n}]. Podem
estendre la derivacié d de K a una de K[Y;;] definint:

Y;/] = }/;+1j7 Vie {1, R 2}

Y, 1= —an-1Yn_1j — ... — a1Y1j — aoYo;

per a tot valor de j entre 1 i n.

Resulta clar que tenim una extensié d’anells diferencials de (K, d) construida
de manera especifica perque les incognites es comportin com solucions de

I(Y') = 0, de manera que constitueix un bon punt de partida per a obtenir la
extensié de Picard-Vessiot.

Una altra manera de construir el mateix anell i comprovar la validesa del
nostre argument és considerar K{Xy, ..., X,,} i fer el quocient per l'ideal
diferencial generat pels elements de la forma X7' — an_lX](-"_l) — . —apX;
per a tot j entre 1 i n, que és, de fet, I'ideal generat per aquests elements i les
seves derivades (de manera que el terme d’ideal diferencial generat per un
subconjunt es pot plantejar en termes d’ideals generats convencionals, sense
haver de recérrer a nous conceptes).

Aquest anell, juntament amb les nocions referents a localitzacié detallades a la
seccié anterior, ens permeten introduir la segiient definicié, que sera ’anell
base a partir del qual obtindrem I’extensié desitjada.

"La nomenclatura es deu a Ernest Vessiot(1865-1952) i a Emile Picard (1856-1941), gene-
ralment considerats els precursors de la teoria relativa a aquest tipus d’extensions.
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Definicié 2.35. Sigui K[Y;;] Uanell diferencial que acabem de construir, i
sigui W = det((Yi;)), la matriv amb coeficients Yi; a la posicio (i,7). Resulta
clar que, amb la derivacid que hem definit a K[Y;;], W és el wronskia de
{Yo1, .., Yon}, @ prenent S := {1} U {W"| n > 1}, podem definir

R := S7'K[Y;;], que és un anell diferencial amb [inica derivacid de la
localitzacid que estén la definida a K[Y;].

En aquestes condicions, diem que R és l’algebra de solucions universal de
(Y)=0

El segiient pas del procés és passar al cocient per un ideal diferencial
convenient, veure que el resultat és un domini d’integritat i prendre com a
extensio el seu cos de fraccions.

El treball que ens queda és veure com triar aquest ideal i que, en efecte, es
conserva el subcos de les constants.

Abans, pero, demostrem un resultat auxiliar d’utilitat:

Proposicié 2.17. Sigui (K, d) un cos diferencial, L una extensié de cossos
diferencials de K. Llavors, sigui una constant o de L algebraica i separable
sobre K, a és algebraic sobre C':= Constg.

Demostracio. Com « és algebraic i separable sobre K, podem considerar el seu
polinomi minim P(X) de K[X] i podem considerar-lo monic. Si
P(X)=Y" X" tindrem:

P(a) =0 — (P(a)) =0 = Y, chai +ch+a' (), ia X~1) = 0

Com o/ =01 ¢, =1, deduim que

Pla)=0 = Z;L:_Ol cia® = 0, de manera que « és arrel d'un polinomi amb
coeficients a K de grau menor a n, fet que no és possible excepte si el polinomi
és zero, per la tria de P(X).

Aixi, ¢, =0V € {1,2,...n} i « és algebraic sobre C. O

Proposicié 2.18. Sigui (K, dy) un cos diferencial, R una extensid diferencial
d’anells de K amb derivacid d.

Llavors, si I €s un ideal diferencial propi de R amb la propietat de ser
mazximal dins el conjunt d’ideals diferencials, és un ideal primer de R.

Demostracio. Primerament, passem al quocient % Com tot ideal diferencial
de R és també, en particular, un ideal, per la correpondencia bijectiva entre els
ideals de R i els ideals de % que contenen I, el fet que I sigui maximal al
conjunt dels ideals diferencials propis ens assegura que el cocient no tindra cap
ideal diferencial propi. Amb aquesta consideracié en ment, I’'objectiu és deduir
que A := ? és un domini d’integritat. Ho veiem per reduccié a ’absurd:
assumim que existeixen elements a, b de A tals que a,b# 0iab=0

Per comencar, ens resulta interessant demostrar 1’afirmacié d*)(a)b*+! = 0,

¥V n > 1 natural. Emprem induccié matematica: del fet que d(ab) = 0 deduim
que d(a)b+ ad(b) = 0 per ser d derivacié i, multiplicant per b, obtenim que
d(a)b®> =0

Quant al pas d’induccid, si suposem que la condicié és certa per a un cert k
natural, podem deduir

d(d*(@)bF+1) = 0 = d¥1(a)bE ! + d¥(a)(k + 1)bFd(b) = 0
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i, multiplicant per b, deduim que d**1(a)b**? com a conseqiiéncia de la
hipotesi inductiva, provant la propietat.

Considerem ara J l'ideal diferencial generat per a, és a dir, I'ideal generat pel
conjunt de a i les seves derivades, {d*(a)| k > 1} U {a}. Suposem que b ¢ n(A),
el conjunt dels nilpotents de A. Llavors, per la propietat que acabem de
demostrar, totes les derivades de a i a mateix sén divisors de zero de A, de
manera que tots els elements de J sén divisors de zero i, en particular, J # A
(per exemple, J no pot contenir cap element diferent de 0 pertanyent a K). A
més, a € J amb a # 0 per definicié, de manera que tampoc és I'ideal trivial.
Es a dir, en aquestes condicions, J és un ideal diferencial propi de A,
contradint les seves propietats definitories. En consequencia, ha de ser

b e n(A). Ara bé, hem triat b un divisor de zero qualsevol de A, de manera
que tot divisor de zero de A és nilpotent. En particular a € n(4).

Triem n natural minim tal que a™ = 0. Aplicant propietats basiques de les
derivacions, deduim rapidament que na™ td(a) = 0 i, com a # 0i Car(K) = 0,
ha de ser que d(a) és un divisor de zero i, per tant, també nilpotent.
Recuperant J l'ideal diferencial anterior, aquesta propietat implica que

J C n(A), de manera que no pot ser A (cap element de K diferent de 0 és
nilpotent) i, un cop més, podem deduir que tampoc és I'ideal nul del fet que
contingui a a. Aixi, també en aquest context tindriem que J és un ideal
diferencial propi de A, contradint les seves propietats.

Com aquesta disjuncié de casos contradictoris sorgeix naturalment d’assumir
que existeixen elements de A a i b com els triats anteriorment, aquest succés
no és possible.

Per tant, A és un domini d’integritat i I és un ideal primer de R. O

Demostrem ara el resultat principal de la seccid, la proposicié que ens permet
construir una extensié de cossos diferencials de (K, d) amb les seves mateixes
constants. Es aqui on fem valer tota la seccié de nocions preliminars:

Proposicié 2.19. Sigui K un cos diferencial, C el seu subcos de constants,
amb la propietat de ser algebraicament tancat.

Considerem R una extensio d’anells diferencials de K tal que, a més, és una
K-algebra finitament generada i un domini d’integritat.

Denotem per L el seu cos de fraccions. Llavors, si a més suposem que R no té
ideals diferencials propis, Consty, = C.

Demostracid. Primer observem que cap element de Consty, \ C' pot ser
algebraic sobre K ja que, per la proposicié 2.17, seria algebraic sobre C' i, com
és algebraicament tancat, pertanyeria a C.

A més, Const;, C R. En efecte, sigui b € Consty, tindrem b = £ per a uns
certs f, g de R. Considerem ara el conjunt de denominadors de b,

J:={h € R| hb € R} i observem que J és un ideal, fet que és facilment
demostrable.

Sigui D la derivacié de R, el fet que h € J implica hb € R i, per tant,

D(hb) = h'b+ kb’ = h'b (b constant) pertany a R, de manera que h' € J i J és
un ideal diferencial. Ara bé, J no pot ser l'ideal trivial, ja que g hi pertany i
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g # 0 per ser denominador d’una fraccié de L. Com R no pot tenir ideals
diferencials propis per hipotesi, ha de ser J = R i es segueix directament que
lb=beR.

Finalment, demostrem que, per a tot b de Consty,, existeix un element ¢ de C'
tal que b — ¢ no és una unitat de R. Llavors, (b — ¢)R sera un ideal diferencial
diferent del total de R i, per tant, sera {0}, d’on es desprén que b = c.
Introduim algunes simplificacions gracies als resultats previs: considerem K la
clausura algebraica de K, R := R® K, on el producte tensorial es pren sobre
ambdds conjunts en tant que K-algebres. Per les propietats que hem vist del
producte tensorial, sib® 1 —c® 1 = (b—¢) ® 1 no és una unitat, b — ¢ tampoc
ho sera a R (per la Obs.20). A més, el conjunt de generadors de R

A :={r®1jr € R} isomorf a R (i, per tant, domini d’integritat i finitament
generat) és una K-algebra amb el producte per escalars definit per

k(r®1) =r®k per a tot k € K. No només aix0, siné que també podem
considerar a R com anell diferencial tal que K C R (en sentit algebraic) amb
la derivacié definida a 2.10.

Es a dir, a efectes del qué volem demostrar, podem canviar R per R i
considerar que estem treballant amb una K-algebra finitament generada sobre
un cos K algebraicament tancat.

Assumir que treballem sobre un cos algebraicament tancat ens permet
introduir la potencia dels resultats de la geometria algebraica, de manera que,
pel teorema 2.15, existeix una varietat aff V' de K" tal que R és isomorf al seu
anell de coordenades. Per tant, podem interpretar b com una funcié
d’avaluacié polinomica f amb domini V.

Ara, pel lema 2.2 (Chevalley), f(V) sera constructible, en tant que tot conjunt
tancat és localment tancat i, com f(V) C K, sera finit o complement d’un finit
per la proposici6 2.16. Al segon cas, per ser C infinit (conseqiiéncia del fet que
1 és constant i Clar(K) = 0), existira algun v € V tal que f(v) =c perac
constant, de manera que f — ¢ s’anul‘la a c i, pel Nullstellensatz, b — ¢ pertany
a 'ideal maximal definit per v. En particular, per pertanyer a un ideal propi,
b — ¢ no és una unitat.

Al primer cas, com f(V) finit i R domini d’integritat, I(V') primer i, com hem
vist, V irreductible i, en conseqiiéncia ha de ser un sol punt (Els punts sén
conjunts tancats amb la topologia de Zariski, de manera que un conjunt finit
amb més d’un no serd mai irreductible), de manera que f constant i b haura
de pertanyer a K, essent llavors b € C' directament.

Aixo completa la demostracié. O

Corol.lari 2.4. Sigui R l'algebra de solucions universal de [(Y) = 0 una
equacid diferencial lineal i homogénia amb coeficients a K, P un ideal
diferencial mazimal de R, llavors L := Q(E) és una extensio de Picard-Vessiot

P
de (K,d)

Demostracidé. Resulta evident que, per construccid, L és un cos amb un subcos
isomorf a K i amb una derivacié obtinguda a través de processos ben coneguts
(estendre la derivacié de K a una de R, prendre la derivacié al quocient per P
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i estendre-la inicament a L). A més, per la proposicié anterior, Consty, = C.
Quant a les solucions de ’equacié, R les conté per construccid, i la localitzacid
per les poténcies del wronskia assegura que no pugui pertanyer a P per ser
invertible, de manera que conservem el conjunt de solucions fonamental en
passar a classes modul P, arribant aixi a ser elements de L que satisfan la
igualtat desitjada.

Per tant L satisfa totes les condicions i és una extensié de Picard-Vessiot de
(K,d). O

2.3.3 Unicitat

Demostrada 'existencia de ’extensié de Picard-Vessiot associada a una certa
equacio, només queda demostrar-ne la unicitat com a estructura, provar que
tota parella d’estrcutures satisfent les propietats d’una extensié de
Picard-Vessiot d’un cos diferencial K associada a una equacié {(Y) = 0 sén
isomorfes en sentit diferencial.

Abans d’abordar el resultat principal, pero, en demostrem un d’auxiliar:

Proposicio 2.20. Siguin Ly, Lo extensions de Picard-Vessiot d’un cos
diferencial (K,d) assocaides a una equacid I(Y) =0 d’ordre n, i L una
extensio de cossos diferencials de K tal que Constyx = Constr,.
Llavors, siguin o1 : L1 — L i 09 : Ly — L K-morfismes diferencials
(morfismes diferencials tals que la seva restriccid a K és la identitat),
o1(L1) = 02(L2)

Demostracid. Siguin V; :={y € L;| I(y) =0} per ai 112,

Vi:i={y € L| l(y) = 0}. Com hem vist a les seccions previes, tant V' com els
dos V; sén Const g-espais vectorials, els segons de dimensié exactament n
(Pordre de lequacid) i el primer de dimensié com a molt n.

Com Consty, = Consty i els o; sén, en particular morfismes de cossos, sén
injectius i envien els tres conjunts a espais vectorials sobre el subcos de
constants de L de la mateixa dimensié que les seves antimatges. Llavors, com
0;(V;) C V i es conserven les dimensions, ha de ser dim(V) =n i

01(V1) =V = g(V2). Del fet que els L; sén generats com a K-espais vectorials
pels V; corresponents i que les o; sén K-morfismes, obtenim la igualtat
desitjada. O

Proposicié 2.21. Sigui (K,d) un cos diferencial, C' el seu subcos de funcions,
que suposem algebraicament tancat. Sigui [(Y) = 0 una equacid diferencial
lineal i homogeénia d’ordre n amb coeficients a K. Si L1, Lo son dues
extensions de Picard-Vessiot de K associades a l(Y) =0, existeix un
K-isomorfisme diferencial entre Ly i Lo.

Demostracio. Prenem L I'extensié de Picard-Vessiot que hem construit a la
secci6 d’existencia. L’estrategia a seguir per a dur a terme la demostracié és la
segilient: cosntruirem FE una extensié de cossos diferencials de K tal que
Constg = C' i trobarem K-morfismes diferencials entre els L; i € {1,2} que
ens permetin aplicar la proposicié 2.20.
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Considerem ara l’anell A := (%) ® La, on R és l'algebra de solucions universal
de I(Y) =01 P un ideal diferencial maximal de R. Prenem el producte
tensorial en tant que K-algebres. Clarament, pel teorema 2.10, A és un anell
diferencial equipat amb la derivacié usual del producte tensorial. A més, el
podem interpretar com una Ls-algebra finitament generada amb el producte
escalar definit com al teorema anterior d’existéncia, enviant [(r @ k) a r ® Ik
per a tot tensor pur de A i considerant que % és finitament generada com a
K-algebra.

Sigui @ un ideal diferencial propi i maximal de A, i sigui la funcié % — A
que envia a a a ® 1 per a tot a de %. Considerem 'antimatge de @ per a
aquesta funcié: ha de ser igual a {0}, ja que % no té ideals diferencials propis i
no podria ser tot l'anell, o Q = A.

Per tant, prenent el cocient per ) i composant la funcié descrita amb el

morfisme de pas al quocient, obtenim un K-morfisme diferencial injectiu de %
ad.

De manera similar, podem obtenir un K-morfisme diferencial injectiu de Ly a
S, composant amb el morfisme de pas al quocient el K-morfisme injectiu que
envia tot element [ de Ly a 1 ® .

Per la proposicié 2.18, @ és un ideal primer i S és un domini d’integritat;
podem considerar E el seu cos de fraccions. Com, a més, F satisfa les
hipotesis de la proposicié 2.19, C' = Constr, = Constg

Finalment, podem estendre els K-morfismes diferencials de L; i £

B
anteriorment a K-morfismes diferencials entre L1, % i F/, composant-los amb
Iinclusié natural d’un anell al seu cos de fraccions.

Ara, aplicant la proposicié 2.20, obtenim que les imatges de Ly i Lo pels
K-morfismes definits sén iguals, i, per tant, diferencialment isomorfes. Pero,
per ser els morfismes injectius, aquestes imatges sén isomorfes a les seves
antiimatges, de manera que L; = Lo com a cossos diferencials. O

A ‘o
ag definits
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3 El teorema de Liouville

3.1 El cos de les funcions meromorfes

Al capitol anterior hem desenvolupat els fonaments de ’algebra diferencial, des
de la definicié d’un cos diferencial a com extendre’ls, tractant les dues maneres
més senzilles de fer-ho: considerant extensions de cossos algebraiques o, si el
subcos de les constants és algebraicament tancat, considerant I’extensié de
Picard-Vessiot associada a alguna equacié diferencial lineal i homogenia.
L’objectiu, ara, és capturar algebraicament la pregunta basica del treball, en
principi plantejada en termes purament analitics, i respondre-la demostrant el
Teorema de Liouville, més concretament, la versié abstracta sobre cossos
diferencials de la generalitzacié demostrada per Ostrovsky (1946) del teorema
classic de Liouville (1835).

Per comencar, adrecem la qiiestié d’expressar una funcié en termes simples, o
en forma tancada.

Sigui una funcié de variable real o complexa definida en una regid (un conjunt
connex, obert i no buit, en la topologia corresponent), intuitivament parlant,
considerem que una funcié és elemental, o expressable en forma tancada si és
una funcié en una variable que es pot construir combinant consecutivament un
nombre finit d’operacions algebraiques, composicions per exponencials,
composicions per logaritmes (que sempre assumirem que sén en base e) i
composicions per funcions trigonometriques o funcions trigometriques inverses,
en definitiva, una funcié que, col-loquialment, considerariem que té una forma
simple; raonable.

El primer problema sén les funcions trigonometriques i les seves inverses, ja
que és facil caracteritzar un logaritme (o una determinacié del seu logaritme
en el cas complex) d'una funcié determinada definida en una certa regié en
termes de les seves propietats diferencials (de fet, podem definir els logaritmes
i exponencials d’un element d’un cos diferencial en termes de la seva
derivacid), perd la tasca resulta molt més complicada en el cas d’aqueste
funcions, de manera que ens resulta estrategicament interessant poder
expressar-les algebraicament en funcié de la resta d’operacions permeses,
combinacions finites d’operacions algebraiques, composicions per logaritmes i
composicions per exponencials.

Aquest interés motiva 1'as de funcions a valors complezos.

Es a dir, permetre que les funcions amb les quals treballem, encara que tinguin
domini real, puguin tenir recorregut potencialment complex.

Pel cas general on parlem de funcions a variable complexa és clar que el
problema és inexistent. L’avantatge més immediat que obtenim considerant
aquesta definicié ampliada de funcié de variable real és, efectivament, evitar el
problema de les funcions trigonometriques i les seves inverses, ja que, per
exemple, de les formules de De Moivre obtenim expressions com a funcions a
valors complexos de les funcions trigonometriques basiques en funcié de
I’exponencial:
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sin(z) = %, cos(x) = %, tan(z) = %

i, pel cas de les funcions trigonometriques inverses, tindrem:

arcsin(x) = —iy/In(l — 22 +ix); arccos(z) = —i/In(1 — 22 + x);

arctan(z) = —% n(;;;),

pels seus valors principals, on In(z) és la determinacié principal del logaritme
complex. Tenim, llavors, una nocié més o menys solida de que entenem com a
funcié principal, pero ens falta traduir-la a un context algebraic particular;
hem d’aconseguir una estructura de cos diferencial amb les funcions amb les
quals volem treballar.

La part de definir una derivaci6 és senzilla: si considerem les funcions de
variable complexa, tenim la derivada usual sorgida del concepte del limit del
quocient incremental i ens interessa els conjunt de les funcions holomorfes en
una regié complexa ) determinada.

Quant al cas de les funcions a valors complexos f, podem considerar la
igualtat f = u + iv amb wu, v funcions de variable real, i assignar-li la derivacié
f" =4 + 10" on derivem u, v en el sentit real usual, i llavors ens interessa la
classe de les funcions diferenciables dins el conjunt de les funcions a valors
complexos. Per a obtenir l'estructura de cos, ens centrem en el cas de variable
complexa de les funcions meromorfes en una regié {2, i pensarem les funcions
del cas real, generalment, com restriccions d’aquestes funcions complexes a
regions reals on siguin diferenciables:

Definicié 3.1. Sigui 2 una regic complezxa, diem que una funcio f és
meromorfa si és holomorfa a  exceptuant un conjunt finit de punts, que seran
pols de la funcid (recordem que un pol d’una funcié de variable complexa és un
punt zo tal que lim,, ., |f(2)] = 00). El conjunt de funcions meromorfes
d’una regid Q es denota per M(2).

Obs. 21. H(R2) Cc M(Q)
Proposicié 3.1. M(Q) és un cos.

Demostracid. Siguin f, g elements de M (), al conjunt resultant de restar a Q
la uni6 dels conjunts dels seus pols, f + g sera holomorfa. A més, sigui zg un
pol de f ino de g o viceversa, sera un pol de f + g, ja que

[1f(2)| = 19(2)|| < 1f(2) + g(2)| V z € C i, passant al limit quan z tendeix a 2o,
obtenim que zg és un pol de f + g. Si fos un pol compartit per f i g, podria
ser que no ho fos de la suma, pero, en tot cas, els pols de f + g sén subconjunt
de la unié dels pols de f i g i, per tant, un conjunt finit.

Quant a fg, els seus pols sén exactament la unié dels pols de f i g, ja que

|7 (2)g(2)] = |f(2)|lg(2)| per a tot nombre complex i, passant al limit quan z
tendeix a algun pol de f o g, tindrem que és sempre un pol de fg.

Finalment, si f és una funcié meromorfa diferent de zero, la seva inversa
multiplicativa sera una funcié holomorfa excepte a la unié dels pols de f (on
tindra singularitats puntuals) i als zeros de f, on tindra pols. Com és conegut
que una funcié holomorfa en una regié €2 tindra un conjunt finit de zeros
aillats, + tindra un nombre finit de pols i serd, per tant, una funcié
meromorfa. U
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Corol.lari 3.1. Q(H(Q)) C M(2)

Resulta clar, llavors, que el cos de les funcions racionals C(z) esta contingut a
M(Q) per a tota regié, de manera que sera ’eleccié natural de cos diferencial
(amb la derivada usual d%) a partir del qual considerar extensions amb
propietats convenients.

Per comengar, podem capturar la nocié de ser una funcié elemental en termes
d’extensions de cossos:

Definicié 3.2. Sigui C(z) = C C L una extensid de cossos. Direm que L és
una extensid elemental si L := C(f1,..., fn) per an > 1 i, emprant la notacid
C(fr,--s fi) = Ci per a tot i entre 1 in, es satisfa Cj11 = Cj(fj+1) amb fj41
algebraic sobre C;, fijt1 =1In(f) amb f € C; iln(z) determinacid del
logaritme o fj11 = €9 per a algun g € Cj, j entre 0 in —1, Cy :=C.

Evidentment, f és una funcié elemental si pertany a alguna extensié elemental
de C(z). Aquesta manera de tornar la nostra qiiestié principal en una
essencialment algebraica té els seus inconvenients per a tractar amb funcions,
pero, ja que prendre logaritmes, exponencials o elements algebraics de cossos
de funcions pot obligar-nos a modificar la seva regié de definicié, sigui de
manera minima (sigui f holomorfa a Q, In(f) només ho sera alla on f no
s’anul-li, per exemple, malgrat continuara sent meromorfa) o profunda, per
exemple si f és un element algebraic sobre un cos de funcions, és a dir, si és la
solucié d’una equacié polinomica amb coeficients que sén funcions meromorfes.
El teorema de la funcié implicita assegura 'existéncia d’una regié on f esta
definida i és holomorfa, pero f podria no ser meromorfa com a funcié de la
regio 2 inicial. Per tant, tota funcié que obtinguem com a element d’una
extensid elemental d’una altra s’ha de considerar com a funcié amb certa
precaucio, estudiant quan sigui possible com canvia el seu domini.

A canvi, pero, hem guanyat un marc teoric algebraic on considerar el nostre
problema i, a més, un d’equipat amb una derivacié tal que el subcos de les
constants, C, és algebraicament tancat, de manera que el podrem veure com
un cas particular d’una teoria general d’extensions de cossos diferencials
elementals.

3.2 Extensions elementals

Establertes les bases per a transformar la nostra pregunta sobre funcions en
una sobre extensions de cossos, anem a generalitzar-la a una qiiestié general i
teorica relativa a extensions de cossos diferencials.

Comencem definint alguns termes:

Definicié 3.3. Sigui F' un cos diferencial, a,b € F'. Diem que b és un
logaritme de a si b’ = %

Definicié 3.4. Sigui F' un cos diferencial, a,b € F. Diem que a és una
ezponencial de b si a' = ba
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Obs. 22. Noti’s que a és exponencial de b si b és logaritme de a, 1 viceversa.

Resulta també clar que aquestes nocions generalitzen naturalment les nocions
comuns d’exponencial i logaritme com a funcions, en un sentit purament
diferencial.

Aix0 ens permet introduir la nocié d’extensié de cossos diferencials elemental:

Definicié 3.5. Sigui (K, d) un cos diferencial, K C L una extensid de cossos
diferencials. Llavors, diem que L és una extensid elemental de (K,d) si
L:=K(f1,.., fn) per a algun n > 1 com a extensié de cossos amb una
derivacié D, i, si denotem K(f1,..., i) := K; per a tot i entre 1 in, satisfa:
Kit1=K;(fj+1) 1 <j<n—1) amb fj41 algebraic sobre K; o bé fji4
exponencial o logaritme d’un element b € K; amb la derivacid obtinguda de
restringir D a K;.

Si, a més, considerem el cas particular C := Constg algebraicament tancat,
obtenim una propietat important i profunda, resultat directe de la teoria que
hem demostrat previament.

Proposicié 3.2. Sigui (K,d) un cos diferencial amb subcos de constants C
algebraicament tancat, K C L amb L = K(f1,..., fn) (n > 1) extensid de
cossos diferencials elemental.

Llavors, la derivacio de D de L queda determinada per d i, a més, és minimal,
en el sentit que Consty, = C

Demostracio. L’estrategia és simple: veiem que cadascun dels tipus
d’extensions simples que componen una extensié elemental satisfan les
propietats que requerim: volem demostrar que, sigui F' un cos diferencial amb
C’ = Constp, F(t) elemental és una extensié de cossos diferencials tinica (en
sentit algebraic) i conserva el subcos de constants de F. Si f és algebraic sobre
F, podrem estendre de manera tnica la derivacié de F' a F(f) per la
proposicié 2.5 i, per la proposicié 2.17, com tota constant de F(t) seria
algebraica sobre F', ho seria també sobre C’ i, com és algebraicament tancat,
seria un element de C".

Quant al segon cas, si f és una exponencial transcendental d’un cert element
a € F, llavors F[f] = F[X] 1 F(f) = Q(F[f]) com a anells, de manera que,
com a més tenim determinada f’ pel fet que sigui una exponencial d’un
element de F, la derivacié de F[t] queda totalment determinada, i com la
extensio al cos de fraccions és tnica pel teorema 2.3, la derivacié obtinguda en
aquest tipus d’extensié també ho és. Quant al subcos de les constants, F'(t) és
el minim cos que extensié de F' que conté ¢, de manera que, si considerem L
Iextensié de Picard-Vessiot associada a Y’ — aY = 0 que conté a ¢, haura de
contenir a F'(t), i en particular Constp) C Consty, = C, de manera que és el
mateix que el de F'. En particular, F'(¢) en aquestes condicions satisfa les
propietats d'una extensié de Picard-Vessiot associada a ’equacié esmentada,
de manera que L = F(t)

L’altim cas, quan f és logaritme d’un cert element b de F', és més complex.
Primerament, descartem els casos trivials: com f logaritme de b de F,
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= % =n € F' i, si hi ha algun altre element g € F' logaritme de b, llavors no
caldria estendre F' per a incloure-hi un logaritme de b, de manera que podem
suposar que, si estem considerant una extensié d’aquest tipus i no és la trivial,
no hi ha cap element de F' amb derivada 1. A més, si f no és un logaritme
trivial, és transcendent sobre K, ja que, en cas contrari, tindrem un polinomi
minim de K[X] amb arrel f, anomenem-lo P(X), que podem escollir monic.
Llavors, si P(X) :=>"1" ;m; X", 0= (P(f)) i, com m,, =1, tindrem un
polinomi de grau n — 1 que anul-la f i, per la tria de P(X), ha de ser el
polinomi zero. En particular, observant el coeficient n — 1-esim d’aquest
polinomi derivat de P(X), tenim que m,,_; +nm, f' =01

= 7m:‘1 = (7m;‘1 )’, negant que sigui un logaritme de no trivial d’un
element de K.

Amb aixo en ment, repetim argument del cas anterior: si f és un element
transcendent, f només s’anulla a 0 € F[X] i, per tant, F[f] = F[X] com a
anell. Per la Obs.7, podem estendre una derivaci6é de F' a una de F(f) sempre
i quan definim f’, pero, en aquest cas, f’ queda determinada per ser f
logaritme de b, de manera que l'extensié és tnica. A més, com F[f] és un
domini d’integritat per ser F' cos, F(f) = Q(F[f]) i la derivacié de F[t] estén
unicament a una de F'(f) per la proposicié 2.3. Queda per veure que, en
aquest cas, I'extensioé no afegeix constants.
Comencem veient que C" = Constpy). Sigui ¢ = i ¢; f* una constant de
grau n (c, #0), lavors 0 = ¢ = >0 jcif' + f’(Z;:ll ((j+ Dejraf?)

com f’' € F'i f és transcendent, el polinomi en funcié de f ha de ser zero, de
manera que, en particular, ¢/, _; = f'ne,, i llavors

’ ’ /
f/ _ “Cn—1 _ “Cp_1MCntnCn_ic, (7571.—1

) per ser ¢, =0 com a coeficient

2
NCp ncs Cn
lider del polinomi en funcié de f descrit previament, de manera que ja hi

hauria un element de F' logaritme de b, causant una contradiccié.

Finalment, per a veure que Constp(y) = C’, considerem ¢ = % amb h, g
polinomis en funcié de f coprimers, g # 0 i el triem monic. La demostracié és
molt semblant a la de 'exemple de la pagina 15, on es construeix una extensié
de Picard-Vessiot per una equacié en particular. Repetim el raonament:

0=c ="M s hg=hy

Com h, g coprimers i F[f] D.F.U, si g no és un element de F' (que ens reduiria
al cas anterior), és producte de poténcies de primers de F[f]. Per la igualtat
que acabem de veure, un primer que divideixi a ¢ dividira a g¢’, perque no
podra dividir a f per coprimalitat. Iterar aquest raonament amb tots els
factors primers que divideixen a g ens porta a deduir g|g’, pero, com f' € Fig
monic, Deg(g') < Deg(g), de manera que arribem a una contradiccié i ha de
ser g = 1 (escollit monic, pero no el poden dividir factors primers), essent
llavors que Constp(yy C Constpp = C'.

Aplicar aquest raonament a cadascun dels passos K1 = K;[fj11] per a tot j
entre 0in — 1, amb Ky := K completa la demostracio. O

Per a poder aplicar la proposicié 3.2 i entendre bé les extensions principals de
C(z), ens queda demostrar que les extensions de cossos elementals sén
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extensions de cossos diferencials en aquest cas, hem de veure que sén conjunts
d

tancats per -~
Proposicié 3.3. Sigui L := C(f1,..., fn) en la notacid anterior una extensid
elemental, amb n > 1. Llavors, L és tancat per d%, la derivada de tot element
de L pertany a L.

Demostracié. Ho veiem per induccié. Quant al cas inicial, si considerem
C(z) = Cy, és clar que el cos de les funcions racionals en una variable
complexa és tancat per d%.
Demostrem el pas d’induccid: suposem que la porpietat es satisfa peran — 11
la veiem per a n. Denotem C(fi, ..., fn—1) := C, de manera que

C(f1y..es fn) = C(fn) amb f, := f algebraic sobre C, logaritme o exponencial
d’un element de C.

Simplifiquem primer lleugerament la demostracié veient que és suficient amb
veure que [’ € C(f).

En efecte, sigui x € C[f], z = Y i, a;f* per a algun n natural,

=31 alft+ f’(zy;ll ja;jf7), de manera que, si f' € C(f), lavors

' € C(f). Com C(f) és el cos de fraccions de C[f], aplicant la regla del
quocient veiem automaticament que f' € C(f) = (%)' € C(f) per a tot %
de C(f).

Per tant, només ens queda veure que f' € C(f) per als tres tipus d’element
que pot ser f. Si f és exponencial d’'un element a de C, llavors ' = af i,
evidentment, f' € C(f) perqué a i f hi pertanyen. Si f és logaritme de b de C,
llavors f' = % i f € C(t) perque, per hipotesi, C' és tancat per d—dz.

Finalment, sigui f algebraic sobre C', llavors sera separable sobre C perque
Car(C) = 0 per ser extensié de cossos dels complexos i podem considerar
P(X) el polinomi minim de f.

El raonament és analeg a ’emprat al cas finit de la proposicié 2.5, de manera
que, reciclant la mateixa notacié pel polinomi derivat DP(X) i el polinomi
amb coeficients les derivades dels coeficients de P(X), P4(X) , tindrem que

= Blj;(%), que té sentit perque DP(f) # 0 per ser P(X) polinomi minim de

f, 1 es segueix de manera immediata que f' € C(f). O

Aixi, hem demostrat que podem aplicar la teoria d’extensions diferencials
elementals al cas particular dels cossos de funcions meromorfes en una regio,
amb les precaucions ja descrites.

Estem, per fi, en situacié de formular de manera univoca la nostra pregunta
inicial, i demostrar-la introduint el teorema de Liouville. Introduim la nocié
d’integral d’'un element i d’extensié simple integral.

Definicié 3.6. Sigui f € K, K un cos diferencial, i K(g) una extensié simple
de cossos diferencials.
Llavors, diem que g és una integral de f, o una antiderivada de f, si g’ = f.

Definicié 3.7. Si K(g) extensid de cossos diferencials de (K,d) amb g
integral d’un element f € K, diem que l’extensid és integral.
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Es segueix d’aquesta definicio i tot el treball previ que hem fet per definir les
extensions elementals que, la nostra pregunta original, en termes algebraics, és
formulable com: sigui f un element de (K, d) un cos diferencial, i sigui g una
integral de f en alguna extensi6 de K. Es sempre K (g) una extensié de cossos
diferencials elemental? En cas negatiu, quines propietats ha de satisfer f per
tal que aix{ sigui? Com és d’esperar, la resposta és, en general, negativa i, de
fet, perque aquesta propietat es satisfaci, f ha de satisfer condicions bastant
restrictives sobre la seva forma, s’ha de poder expressar d’una manera
especifica.

Ens disposem, llavors, a enunciar formalment el teorema que déna resposta a
aquesta pregunta i a demostrar-lo. Abans, pero, provem un lema important:

Proposicié 3.4. Sigui F' un cos diferencial, F(t) una extensio diferencial de
cossos simple amb Constpy = Constr tal que t és transcendental respecte F

i, a MEs, es té que t és integral d’un element b de F' o % e F (t ésuna
exponencial d’un element de F').

Llavors, sit és integral d’un element de F, qualsevol polinomi p de F[t] és tal
que la seva derivada p’' té el mateix grau que p o exactament el grau de p
menys u, depenent de si el seu coeficient lider (aquell que acompanya el terme
de grau maxim) és o no una constant de F.

En el segon cas, sit és una exponencial d’un element de F, llavors, per a tot
a# 0 de F itotn > 1 natural, tindrem (at™)’ = ht™ per a algun h no nul de F.
Encara més, per a tot p no nul de F[t], Deg(p’) = Deg(p) i p és multiple de p’
(el seu quocient és de F') si, i només si, sén monomis.

Demostracid. Considerem primer el cas ¢’ = b amb b de F.

Sigui p € F[t], p= Y1 ,a;t" per a algun n > 1 derivant, tenint en compte que
t' = b, obtenim que p’ = al t" + bZ;:ll (al + (i 4+ 1)a;+1)t" + af), que, per
descomptat, pertany a F[t] i té grau n si a,, no és una constant. Si a), =01 p’
no té grau n — 1, llavors a!, _; + na,b =0 i, com na,, serd una constant,
0=al,_; +na,b= (an—1 + nayt), de manera que a,,_1 + na,t és una
constant i, per hipotesi, pertany a F', aixi que, manipulant algebraicament
Iexpressio, deduim immediatament que ha de ser ¢t € F', contradient la
hipotesi que diu que és transcendent sobre F. Per tant, Deg(p’) =n — 1
Quant al segon cas, sigui b = % € F, i considerem a de F' no nul, a més d’un
enter n igual o més gran que 1.

Tenim (at™)’ = a't" + ant't" "1 = (a’ + anb)t™, i a’ + anb no pot ser zero, o
at™ € Fit" € F, de manera que t € F, contradient la hipotesi.

Sigui de nou p de F'[t], amb la mateixa notacié que abans. Com a,, # 0,
(ant™) = ht™ amb h € F no nul, de manera que Deg(p) = Deg(p'). Acabem
de veure que un monomi és multiple de la seva derivada en aquest cas, de
manera que només falta veure el reciproc. Sigui p un element de F[t] tal que
p=kp amb k € F no nul.

Suposem que no sén monomis, i considerem a,t" monomi de p i ka,,t™
monomi de p’, amb n > m, que sempre és possible si no sén monomis. Com la
derivada de p sera multiple de p amb quocient a F', tindrem la igualtat pels
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seus coeficients:

7 / / / / ’
a,+nanb _ a,, +mamnbd a, t _ ay, t
= < n— = m-—-
an am , an + t am + t
al +napb a’ +mamb
i, per tant (22ts) = — o S anam " - PR aant™
» P A T - agntQm =

i, llavors, el quocient de monomis pertany a F' per hipotesi, i ¢ ha de ser
algebraic sobre F', generant una contradiccio.

Com aquesta contradiccié ha sorgit de suposar que p no és un monomi, hem
demostrat allo que voliem veure. O

Proposicié 3.5. (Teorema de Liouville)

Sigui (K,d) un cos diferencial, f de K i sigui K(g) una extensid de cossos
diferencials tal que ¢’ = f.

Llavors, K(g) és una extensio elemental tal que Consty (g = Constg = C 8
(i, per tant, totes les subextensions tenen subcos de constants C) si, i només
si, existeizen conjunts {gi}1<i<n C K (diferents de zero),

{aiti<icn C Constg gy =C (n>1) i un element h € K tals que:

f=> aigf + W

Demostracio. Resulta evident que una de les direccions de la implicacié és
molt més simple de demostrar que l’altra, concretament, si existeix per f una
expressié com l'enunciada, resulta clar que un element g = " | a;b; + h amb
b; logaritme de g; per a tot ¢ és una integral de f i, clarament, g és element
d’una extensié elemental que afegeix un nombre finit de logaritmes d’elements
de K que no siguin trivials (I’extensié podria ser potencialment K). Com hem
vist demostrant la proposicié 3.2, una extensié que afegeixi un logaritme no
trivial, és transcendent i conserva el subcos de les constants, de manera que
obtenim la propietat desitjada.

Quant al reciproc, el veiem per induccié, suposant K(g) = K(f1,..., fn),
prenent la notacié K; := K(f1,..., f;) per a tot ¢ entre 1 i N. Amb el conveni
Ky = K, resulta clar que el cas n = 0 és trivial, si f té una integral a K, té la
forma general desitjada.

Passem a demostrar el pas d’induccid, suposant que el teorema es satisfa per a
tot element que pertany a una extensié elemental del cos diferencial al qual
pertany que s’aconsegueixi afegint N — 1 elements.

Aplicant aquesta hipotesi veient f com a element de K7 i considerant
lextensié K1 C Ky de N — 1 elements, tenim que, en efecte,

f=>r, aiZ—i + A/, amb els elements a; constants de K i algun n > 1, pero
els g; 1 h a K1 = K(f1). D’ara endavant, simplifiquem la notacié prenenent

f1 =t 1i, considerant les de ¢t en cadascun dels tres casos possibles, busquem
una expressié amb els termes que la defineixen a K.

Comencem pel cas f algebraic sobre K: en els termes que hem vist abans,
existeixen U;[X], H[X] polinomis de K[X] tals que U;[t] = u;, H'[t] = I’ per a
tot ¢ entre 1 1 N. Considerem ara {71 =t,..., 75} les arrels del polinomi minim

8Gracies al teorema 3.2 no és necessari veure aquesta condicié com una necessitat purament
técnica, siné més bé com una relaxacié de la condicié que C sigui algebraicament tancat, ja
que, en aquest cas, sabem que tota extensié elemental conserva les constants.
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de t sobre K a alguna clausura algebraica de F(t) (en el cas que parlem de
funcions, les 7 estaran definides en alguna subregié convenient de la regié
original pel teorema de la funcié implicita, de manera que hi haura prou amb
canviar la regi6 on considerem les funcions per a continuar la demostracio),
llavors, per la proposicié 2.5, la derivacié de F'(t) estén tinicament a una
derivacié d’aquesta clausura algebraica, i, a més, es satisfara la propietat:

S g:{:ﬁ + H'[r;] per a tot j entre 1 i s. Aixo és conseqiiencia del fet que,
al cos de descomposicié d’un polinomi, les arrels del polinomi estan
relacionades entre si per K-isomorfismes que envien una arrel a una altra
diferent. En particular, juntament amb la proposicié 2.5, aquests
K-isomorfismes sén diferencials 1 K[r,] = K|[7;] per a k # j entre 1 1 s com a
cossos diferencials amb aquests K-isomorfismes de canvi d’arrel, de manera
que, en particular, les imatges dels elements U;[7;] i H'[7;] satisfan la mateixa
igualtat per a tot j entre 1 i s perque 71 =t la satisfa.

Sumant totes les igualtats entre 1 i s i dividint per s, obtindrem:

n a; (Ui[m1]...Us[Ts ! Ef:j H/[T’]
f=> ?((Ui[[rll]]...U,;[[Tj])) + .

identitat logaritmica de les derivacions sobre els U;[r;].

, com a conseqiiencia d’aplicar la

Es clar que aquesta expressio és un polinomi simetric en les variables
{m1,...,7s} amb coeficients a K i, com és sabut (és un dels resultats més egregis
sobre polinomis simeétrics), tots aquests elements han de ser de K, de manera
que hem obtingut una expressié com la que demana ’enunciat del teorema.
D’ara endavant, podem considerar t transcendental sobre K, de manera que
K(t) =2 Q(K][t]) i podem introduir diferents simplificacions: com K[t] és
D.F.U, cadascun dels u; sera un producte de poténcies enteres (també
negatives) d’elements irreductibles i monics de K[t] i una constant de K,
emprant de nou la identitat logaritmica de les derivacions, podem separar els
termes corresponents a cada wu; en sumes d’expressions iguals on el polinomi
corresponent és un element de K, un element monic i irreductible de K[t].
Sumant els elements de K a h’ i canviant el nom a les variables de manera
adequada, podem assumir que f és igual a una expressié de la mateixa forma
que la anterior, pero on cada wu; és monic i irreductible i a; és sempre no nul.
A més, podem considerar la descomposicié de h en forma reduida, és a dir,
com a suma de polinomis de K[t] de la forma qp((tt))“ amb p(t) monic i
irreductible i ¢(t) polinomi no nul amb grau menor que del de p(t) (vegi’s
[Bro.97] per aprofundir més en diferents descomposicions de funcions racionals
i demostrar la descomposicié en fraccions parcials, que podem emprar perque
K[X] sobre un cos és un domini euclidia).

Ateses aquestes modificacions, considerem els casos restants, que resoldrem
emprant la proposicié 3.4 com a lema.

Considerem primer el cas en que ¢ és un logaritme no trivial d’un element a de
K, = %' Sigui f(t) un polinomi irreductible i monic, llavors, pel queé hem
vist al teorema 3.4, f'(¢) € K[t] i té grau menor que f'(t), de manera que f(t)

no divideix a f/(t). Si u; = f(¢), lavors la fraccié Z—/ ja no es pot simplificar

més, amb denominador f(t). Quant a h, si el factor % apareix en la
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descomposicié en forma reduida amb g(t) de grau menor a f(t), amb r > 0
maxim amb aquesta propietat, llavors A’ descomposara en la suma d’una serie
de factors amb f(¢) al denominador amb exponent com a maxim r i el sumand

de ( ((t)) ) segiient, —rg(t )(fgf))ﬁl) Com f(t) no divideix a g(t)f’'(t), llavors
deﬁmtlvament hi haura un element a la banda dreta de la igualtat amb

denominador f(t) amb exponent r + 1 > 2 que no es pot cancel-lar amb cap

dels elements que aporten les descomposicions dels elements Z—, de manera que
tal factor hauria d’apareixer a la descomposicié de f de K, fet que és
impossible. Per tant, f(¢) no pot apareixer al denominador de h i llavors

tampoc ho podra fer al de cap L per un ¢ fix, ja que no apareixeria cap altre
factor corresponent a u; per un altre valor de j que el pogués anul-lar i hauria
d’apareixer a la descomposicié de f.

En conclusié, tenim que tots els u; només poden ser de K per com els hem
simpliﬁcat i h € K[t]. A més, per la proposicié 3.4, h=ct+dambcaCida
Kin —c "+ d element de K.

Com tots els u; son de K i f també, 'expressié que hem trobat ha de tenir
grau 0 en t, i aix0 només s’aconsegueix si ¢ =01 h € K, obtenint una igualtat
de la forma desitjada.

Finalment, considerem el cas en que t és una exponencial d'un element a’ de
K, de manera que % = a’ de K (podem fer aquesta simplificacié pel raonament
segiient: sigui t exponencial d’un element a de K, a és un logaritme de t. Com
a € K C K(t), no pot ser un element transcendent respecte K (t), de manera
que ha de ser una integral trivial, pel contrarreciproc del qué hem demostrat
pel cas dels logaritmes al toerema 3.2 i, en conseqiiéncia, ha d’existir b € K(t)
tal que b’ = a i, pel teorema 3.4, com han de tenir el mateix grau, b € K ).
Ara, per la proposicié 3.4, si f(t) és un element monic irreductible diferent de ¢
de KJt], no pot dividir f'(¢), de manera que podem repetir 'argument del cas
anterior sobre 'aparicié de f(¢) al denominador corresponent al descompondre
qualsevol dels factors u; i h, aixi que, com a molt un u; per a i fix (que podem
triar 1 sense perdua de generalitat) és tal que uy = ¢, i h ha de ser tal que

h = Z;el a;jt/, on I és un conjunt finit d’enters (pot contenir negatius).

Si Z—; € K per a tot i, llavors de I’expressié obtinguda deduim que h/ € K. Pel

teorema 3.4, aixo vol dir que h € K. En cas contrari, si es déna el cas

’
u
particular uy = t, tindrem que o= i = d/, de manera que podem canviar h

perv=h+caeKi obtindrem una 1gua1tat amb la forma desitjada. O

Corol.lari 3.2. La integral d’una funcid racional de C(z) és elemental si, i
només si, la funcic en questid és la suma de la derivada d’una funcid racional
1 una combinacio lineal finita de logaritmes de funcions racionals.

En particular, quan provem de calcular-ne una antiderivada, fem referéncia a
trobar la part racional i la part transcendental de la integral.

Demostrat el teorema principal, veiem les virtuts de considerar el teorema de
Liouville com un resultat particular en el marc de la teoria d’extensions
diferencials, aprofitant també I’estudi de les extensions de Picard-Vessiot.
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Tornant a la proposicié 2.19, utilitzem la hipotesi que C' és algebraicament
tancat per a justificar que cap constant de I’extensié L de Picard-Vessiot és
algebraica sobre K, o ho seria també sobre C i hi hauria de pertanyer.

En el cas general, no podem descartar aquesta possibilitat, pero la demostracié
continua sent certa aplicada a elements transcendentals de Consty, de manera
que, allo que realment ens diu la proposicié sobre el cas general és que, sigui
una extensié de Picard-Vessiot (fem un cert abis de notacid, en realitat
parlem més bé d’'una extensié construida seguint el procediment de Kolchin),
Consty, C C, la clausura algebraica del subcos de constants de K.

Aix0 ens permet enunciar una propietat general de les extensions elementals
de forma natural:

Proposicié 3.6. Sigui (K, d) un cos diferencial, C el seu subcos de constants,
i sigut K C L una extensid elemental de K.
Llavors, Consty, C C

Demostracio. Com ja sabem, una extensid és elemental si és finita i a cada pas
simple, afegeix una exponencial, un element algebraic o un logaritme no trivial
al cos base de 'extensié.

Quan l'element afegit és un logaritme no trivial, I’extensié simple associada a
ell no afegeix constants, i, a la resta de casos, només pot afegir constants
algebraiques sobre C, ja que bé és una extensi6 algebraica (i tota constant
algebraica sobre K ho és sobre C, com vam veure) o és una extensié de
Picard-Vessiot si afegeix una exponencial, de manera que només pot afegir
constants algebraiques pel que acabem d’observar. O

I no només aixo, siné que, a més, la proposicié 3.4, admet una versié amb la
condicié Constp ) = Constr relaxada a Constpy) C Constp. Aixo passa
perque les propietats que aconseguim sén conseqiiencia de veure que un
monomi en funcié de ¢, o un polinomi de grau 1 en ¢ és una constant de F'(t) i
deduir que t ha de ser algebraic sobre F', aconseguint una contradiccié amb el
fet que ¢ sigui transcendent sobre F'.

Ara bé, amb la condicié relaxada que proposem, aquestes igualtats ens diuen
que t pertany a Consty C F, de manera que acabem deduint que ¢ és algebraic
sobre F, pertany a F. Perod és ben conegut el fet que F = F, de manera que ¢
hauria de ser algebraic sobre F', obtenint les mateixes contradiccions. Es a dir:

Corol.lari 3.3. La proposicié 3.4 també és certa si relaxem la hipotesi a
Constpy C Constp

Aquestes observacions, juntament amb una versi6 de la proposicié 3.4
modificada que ens pot ajudar a demostrar els casos d’extensions simples de
logaritmes no trivials i exponencials no trivials, ens donen una certa intuicié
sobre com podria ser una versié generalitzada del teorema de Liouville sense
suposar restriccions o relacions entre els subcossos de constants de les
extensions, prenent elements de C per fer el seu paper en el cas general.
Aquest cas general, pero, particularment quan tractem el pas d’inducci6 per a
una extensié simple algebraica, no funciona si considerem una expressié amb
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elements de K com al cas anterior, i requereix una hipotesi extra a més dels
dos resultats enunciats, els termes que componen 'expressié de f han de
pertanyer a K(a;, ..., ), el minim cos que conté els termes que fan el paper
de les constants al cas particular.

En tot cas, la teoria de Picard-Vessiot ens déna una bona intuicié sobre com
modificar les hipotesis per traslladar el resultat al cas general.

Enunciem el teorema sense desenvolupar la demostracid, referint a on
trobar-ne una prova alternativa a la bibliografia.

Proposicié 3.7. (Teorema de Liouville general) Sigui (K, d) un cos
diferencial, f de K i sigui K(g) una extensid de cossos diferencials tal que
/

g=1r.

Llavors, K(gLés una extensio elemental si, i només si, existeiren conjunts
{aihi<i<n C C, {giti<i<n C K(aq,..,ay,) (diferents de zero), (n > 1) i un
element h € K tals que:

5" .
f=> Cigr T W
Una demostracié rigorosa d’aquest resultat, malgrat que des d’un enfoc molt
diferent a la del nostre treball, es pot trobar a [Bro,97].

3.3 Aplicacions

Per a acabar el treball, tornem a considerar els espais de funcions meromorfes
a una regié 2, en particular aquelles de la forma fe9 amb f, g racionals.
L’objecte de ’apartat és aplicar el teorema de Liouville a aquestes funcions i
trobar exemples de funcions elementals sobre el cos de les funcions racionals
C(z) sense antiderivada elemental.

Primer, veiem un resultat preliminar:

Proposicié 3.8. Sigui e9%*) amb g racional no constant. Llavors, e9(*) no és
algebraica sobre C(z).

Demostracio. Ho veiem facilment aplicant resultats d’analisi complexa. Com g
és una funcié racional, tindra com a minim un pol a algun punt zg € C, de
manera que €9 tindra una singuralitat essencial a zg, propietat que no satisfa
cap funcio racional de variable complexa. O

Per tant, fed tal que g no constant i f racional sera una exponencial
transcendent sobre C(z), i estem en posicié d’aplicar la proposici6 3.4 i el
teorema de Liouville per a determinar com de restrictiva és la forma en que la
podem expressar, obtenint un criteri.

Si denotem ¢ = e9, podem veure ft com un element de C(z,t)

Proposicié 3.9. Sigui x = fe?, amb f i g racionals i g no constant. Llavors,
una extensié C(z,t,g) integral sera primitiva si, i només si, existeiz a € C(z)
tal que f =ad' + ag’

Demostracid. Denotem C(z) := F, de manera que treballem a 'extensié F'(t).
Pel teorema del Liouville, existeixen u; € F(t), ¢; € C, h € F(t) per a tot i

41



’
n u

entre 1 i un cert n més gran o igual que 1 tals que ft =", Cig + h' com els
elements de la expressié sén a F'(t) amb ¢ exponencial transcendental, podem
aplicar la proposicié 3.4 de manera analoga al cas anterior i, simplificant les
expressions (com abans, tot simplificant els u; a elements de F'[t] monics i
irreductibles ), tindrem que només pot existir, com a molt, un sol u; (suposem
uy) igual a t i la resta han de pertanyer a F. Quant a h, com hem vist abans,
ha de ser de la forma h =}, ; b;jt! per a un conjunt I finit d’enters. Ara bé,
com ft és un monomi a F(t) de grau 11 ., ch—/ € F (també per a uy =1t,
per ser t exponencial d’una funcié racional) serd zero i 'inic coeficient no nul
de la expressié de h serd by (o la derivada conservaria monomis d’altres graus,
com hem demostrat préviament), de manera que h' = (b} + b1g’)t i, com és
una igualtat de polinomis en ¢, tindrem f = b} + b1¢’ amb b; € F. Prendre

a = by completa la demsotracio.

Quant al reciproc, si existeix a € F tal que f = a’ + ag’, tindrem que at és una
integral de ft. En efecte, (at) = ag't + o’ = ag't + ft — ag’'t = ft, que
clarament és un integral elemental de ft. O

Obtinguda aquesta caracteritzacié de les funcions d’aquest tipus que tenen
antiderivada elemental, aprofitem el resultat per demostrar alguns casos
particulars destacables.

s s . .2 .1 )
Proposicié 3.10. Les funcions e™* ie= no tenen integrals elementals.

. L, . - RN .
Demostracio. Per la proposicié 3.9, tenim que e~* tindra la seva antiderivada

a una extensi6 elemetnal del cos de les funcions racionals si, i només si,
existeix una funcié racional sobre els complexos a tal que 1 = a’ — 2za, en la
notacié preestablerta.

Veiem primer que a no és un polinomi en funcié de z. En efecte, si fos aix{ i
fos de grau n > 1, el seu coeficient lider a,, # 0 hauria de ser el coeficient lider
de @’ — 2za (perqué Deg(a) > Deg(a’)), perd llavors hauria de ser a,, = 0,
contradient les seves propietats de definicié. Només quedaria el cas en que a
fos una constant, perd llavors a’ = 0 i tindriem que 1 és igual a un monomi de
grau 1 o a 0, ambdues situacions acabant en contradiccié.

Quant al cas general, sigui a = % amb h, g polinomis en la variable z tals que
h'g—hg'—2zgh
g2

g% = h'g— hg' — 2zgh i, sigui p un factor primer que divideix a g, llavors
divideix a h'g i 2zgh, i tindrem que p|hg’. Perd p no pot dividir a h, de manera
que dividira a ¢’. Repetint el mateix raonament per a tots els factors primers
de g, i emprant que C[X] és un D.F.U, arribem rapidament a la situacié g|g’,
que no és possible, ja que la derivada de g té grau estrictament menor que el
de g. Es segueix, llavors, que la normal no té una expressié elemental.

Quant al segon cas, si ’extensié integral corresponent fos elemental, tindriem
1= zd' + za = z(a’ + a) per a una certa funcié a racional. Seguint la notacié

sén coprimers, tindrem: 1 = , de manera que

! ’
anterior, tindriem que 1 = W, de manera que, per a tot factor
primer de g, diem-li p, tenim, de nou, que p|zhg’. Llavors, o bé p = z o p|g’.
Pero aixo voldra dir que g|zg’ i, com tenen el mateix grau, el seu quocient
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haura de ser una constant de C, k. En particular, s’hauran de satisfer les
igualtats ka; = ia; per ai entre ni1iag =0, on els a; sén els coeficients de g.
Pero aixo voldria dir que ¢ = k = j per a ¢ # j si hi ha a;, a; diferents no nuls,
obtenint una contradiccié. Per tant, g hauria de ser un monomi, de manera que
g no tingués realment cap factor primer diferent de z a la seva descomposicio.
Ara bé, en aquest cas, com z estaria al denominador de a i a’, ens podriem
reduir al cas 1 = @’ + a simplificant la z que multiplica, i no pot haver cap
funcio racional en la variable z satisfent aquesta igualtat, ja que obtindriem
una contradiccié molt similar a la del primer cas: si a = % amb h, g coprimers,

acabariem deduint que g|g’ de nou, obtenint la contradiccié desitjada.
O

Emprant diferents canvis de variable i raonant de forma similar per a altres
igualtats simples, podem demostrar que moltes integrals conegudes no sén
elementals, com les de les funcions @ i %(Z)

L’existencia d’aquest tipus de criteri suggereix un problema de decisié més
general, el dubte de si és possible decidir sempre (deduir) si una funcié donada
té integral elemental o no, en especial aplicant algun tipus d’algoritme.
Aquesta pregunta, juntament amb la tasca de calcular integrals indefinides
elementals quan aquestes existeixen, dubtes importants dins el camp de les
matematiques aplicades, sén plantejades aprofitant el marc teoric proporcionat
pel teorema de Liouville, posant de rellevancia que, si bé és un teorema
generalment oblidat a les aules de les universitats com subratllem al paragraf
introductori, val la pena demostrar-lo i posar-lo en context adequadament.
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