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Abstract

The heat equation, developed during the XIX century, is one of the most important and
well known partial derivative equations. In this final degree work you will find firstly the
derivation of this formula, then a second part where you will find all the most relevant
properties and results, and finally the treatment of the equation with numerical methods,
which have a relevant role in the EDPs, since we will not always be able to find the
solution of these, but we can find an approximation using the numerical methods.

Resum

L’equacié de la calor, comencada a estudiar durant el segle XIX, és una de les equacions
en derivades parcials més important i conegudes. En aquest treball de final de grau
trobareu primerament la deduccié d’aquesta férmula, després una part on hi seran totes
les propietats i resultats més rellevants, i per ultim el tractament de I’equacié amb metodes
numerics, que tenen un paper rellevant en les EDPs, ja que no sempre podrem trobar la
solucié d’aquestes, pero si una aproximacié fent servir meétodes numerics.
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1 Introduccio

La modelitzacié matematica és un procés en el qual s’utilitzen conceptes i tecniques ma-
tematiques per a representar i analitzar fenomens o sistemes del mén real. La modelitzacid
matematica es fa servir en una amplia varietat de camps, com ara l’enginyeria, I’economia,
la medicina i la psicologia, entre d’altres.

Per dur a terme la modelitzacié matematica, primer s’identifiquen els aspectes relle-
vants del fenomen o sistema que es vol modelar. A continuacid, se seleccionen i s’utilitzen
conceptes i técniques matematiques adequades per a representar i analitzar aquests aspec-
tes. Per exemple, en el camp de I'enginyeria, es poden fer servir equacions diferencials per
a modelar el comportament dels sistemes que evolucionen amb el temps, com els sistemes
de control en un cotxe. En el camp de I’economia, es pot fer s dels models matematics
per a predir el comportament dels mercats i prendre decisions d’inversié.

La modelitzacié matematica és una eina poderosa per a entendre i predir el compor-
tament dels fenomens i sistemes en el mén real. No obstant aixo, és important tenir
en compte que les modelitzacions matematiques sén simplificacions del mén real i, per
tant, poden no ser completament precises. Cal avaluar i validar les modelitzacions ma-
tematiques per assegurar que siguin 1tils i precises en la prediccié del comportament dels
fenomens o sistemes que s’estan estudiant.

Entenem per model matematic un conjunt d’equacions i altres relacions matematiques
capaces de plasmar les caracteristiques d’un fenomen natural o artificial amb 1’objectiu
de descriure, preveure i controlar el comportament i I’evolucié. Als models matematics
sovint hi apareixen equacions diferencials ordinaries (EDO) i equacions diferencials en
derivades parcials (EDP).

Una equaci6 diferencial ordinaria (EDO) és una equacié matematica que descriu com
canvia una quantitat, anomenada variable independent, en relacié amb una altra quanti-
tat, anomenada variable dependent.

Una EDO es pot escriure en la forma:

dy

% = f($’y)7

on y és la variable dependent, x és la variable independent i f(x,y) és una funcié que
descriu la relacié entre x i y.

Per resoldre una EDQO, és necessari trobar una funcié y(z) que satisfaci ’equacié i
que compleix qualsevol condicié inicial o condicions de frontera especificades. Aixo, a
vegades, es pot fer utilitzant tecniques matematiques com el metode d’integracié o el
metode de separacié de variables, perd no sempre es pot trobar una solucié fent servir
aquests metodes. En canvi, sempre podrem trobar una aproximacié de la solucié fent
servir metodes numerics.

Una equacié diferencial en derivades parcials (EDP) és una equacié matematica que
involucra una o més funcions de varies variables i les seves derivades parcials respecte a
cada una d’elles. Les EDPs es fan servir per a modelar el comportament dels sistemes
que depenen de més d’una variable, com el flux de calor en un material o la propagacié
d’ones en un mitja continu. Una EDP es pot escriure en la forma:

F(X1y ey Ty Uy Uy y ey Uy s Uy g s Uy vy ooy Uy, s Uy gy s o) = 0, (1.1)

on I és una funcié que involucra les variables x1, x2, 3, ... 1 les seves derivades parcials. La
solucié d’una EDP és una funcié o conjunt de funcions que satisfan ’equacié i qualsevol



condicié inicial o condicions de frontera especificades. Les EDPs es poden classificar
segons la funcié que relaciona la funcié incognita i les seves derivades. Resoldre una
EDP pot ser un repte matematic i pot requerir I'is de técniques especialitzades i eines
matematiques i tot i aixi la majoria de vegades no és possible trobar la solucié. Per la
majoria d’EDPs hem de recérrer als metodes numerics per trobar una aproximacié de la
solucié. Malgrat aixo, una vegada resolta, una EDP pot proporcionar informacié valuosa
sobre el comportament d’un sistema que depén de més d’una variable.

L’equacié de la calor és una de les equacions diferencials més importants en la fisica i
I’enginyeria. El seu origen es remunta a la teoria de la calor del segle X VIII, desenvolupada
per cientifics com Benjamin Franklin, Joseph Black i Antoine Lavoisier. Aquests cientifics
van estudiar el comportament de la calor en diferents materials i van descobrir que la calor
es propaga per conduccid, conveccio i radiacié. La conduccio és el procés pel qual la calor
es transmet a través d’un material solid o liquid a causa de les col-lisions de les particules
properes. La conveccié és el procés pel qual la calor es transmet a través d’un fluid, com
I'aire o 'aigua, a causa del moviment de les particules del fluid. La radiacié és el procés
pel qual la calor es transmet a través de 1’espai sense necessitat d’un mitja material.

Al segle XIX, els cientifics Joseph Fourier i Pierre-Simon Laplace van desenvolupar
I’equacié de la calor en la seva forma actual, que descriu com la temperatura es propaga
en un cos o sistema en el temps i en I'espai. Aquesta equacié es basa en la llei de
conservacio de ’energia, que estableix que ’energia total d’un sistema es manté constant
a menys que s’afegeixi o es tregui energia del sistema.

Des d’aleshores, I'equacié de la calor ha estat ampliament utilitzada en molts ambits
de la ciencia i ’enginyeria, com ara la termodinamica, la mecanica de fluids i ’enginyeria
termica. També ha estat feta servir per a modelar el comportament de la calor en diferents
sistemes, com ara la calor en materials conductors o la propagacié de la calor en fluids.

A causa de la importancia d’aquesta equacié centrarem aquest treball en 'estudi i les
aplicacions d’aquesta. La primera part d’aquest treball estara centrada en I’estudi teoric
de V'equacié de la calor. Ens farem preguntes com per exemple, d’on sorgeix, com es
resol i, fins i tot, com s’aplica. Es una equacié que es pot resoldre utilitzant metodes
matematics, com per exemple el metode dels elements finits o el metode de les diferencies
finites com veurem al final d’aquest treball.



2 Preliminars

En aquesta seccié primer recordarem i definirem els conceptes basics que més tard farem
servir per estudiar i entendre 'origen de I’equacié de la calor. Definirem el problema de
I’equacié de la calor aixi com totes aquelles condicions que faran d’aquest un problema
ben plantejat. Per ultim, veurem com es pot obtenir '’equacié de la calor com a limit
d’un model discret i aleatori de difusié.

Comengarem definint el que entenem per equacié diferencial en derivades parcials i
parlarem de les seves caracteristiques.

Definicié 2.1 (Equacié diferencial en derivades parcials). S’anomena equacid diferencial
en derivades parcials (EDP) a l'equacio de la forma:

F($1, ooy Ty U,y ufﬂlv ey Ugy, s umlfﬂlvumlww oo Uz uiblwlfﬂlv ) = Oa (21)

on u=u(x1,...,ry) € una funcié de n variables i uy,, vy Ugyzp - SON les seves derivades
parcials.

Definicié 2.2 (Ordre). S’anomena ordre d’una EDP lordre més alt de les derivades
parcials que apareizen a l’equacio.

Definicié 2.3 (Linearitat). Direm que l'equacié (2.1) és lineal si F' és lineal respecte u i
les seves derivades, altrament direm que és no lineal.

Hi ha altres tipus d’EDP segons la relacié entre F', u i les seves derivades. Les podem
classificar de la segiient manera:

e Semilineal. Si F' és no lineal respecte u, pero si respecte les seves derivades.

e Quasi lineal. Si F' és lineal respecte la derivada d’ordre major d’u i els coeficients
només depenen d’zx, u, i derivades d’ordre menor.

o Completament no lineal. Si F' és no lineal respecte la derivada d’ordre major d’u.

L’objectiu d’aquest treball és ’estudi de ’equacié de la calor,
us — DAu =0, (2.2)

que és un exemple d’equacié diferencial en derivades parcials lineal.

2.1 Problema ben plantejat

Per assegurar que estem treballant amb un model matematic coherent, tnic i estable hem
de treballar amb problemes ben plantejats.

Treballar amb un problema ben plantejat és important ja que permet obtenir resultats
precisos i fiables. Al contrari, un problema mal plantejat pot tenir multiples solucions o
no tenir solucié en absolut.

Definicié 2.4 (Problema ben plantejat). Diem que un problema és ben plantejat si com-
pleiz:
1) Ezisteix una unica solucid.

2) La solucié depén continuament de les dades, és a dir, un petit canvi en les dades
provocara un petit canvi a la solucid.



2.2 Problema de la calor en R"

Tot seguit enunciarem el problema de la calor i, per a que sigui un problema ben plantejat,
incialment ens cal tenir:

1) L’equacié que compleix la funcié de la calor u = u(z,t), =€ QCR" obert, te
(0,T7:

uy — DAu =0,
on D és I’'anomenat terme de difusié.
2) La condici6 inicial
u(z,0) =g(z), z€Q,
on g(z) és una funcié que descriu el model inicial de la temperatura.

3) I, per tltim, les condicions de frontera. En parlarem de les quatre més comuns:

e Condicions Dirichlet:
U(¢, t) = h(¢7 t)) ¢ € 895 te (05 T]

e Condicions de Radiacié o Robin:
Sigui 7 el vector normal unitari,

Onpu(d,t) + au(op,t) = h(p,t), a>0, ¢e€d, te(0,T].
e Condicions Neumann:
6nu(¢vt) = h‘((z)at)a peI, te (OvT]

e Condicions mixtes:
Suposem 02 = A; U Ay tal que A1 N Ay = (), amb Aq, Ay conjunts oberts.
Aleshores:

u(¢’t) =hy (¢vt) st (¢7t) € Ay x (O’T)
On(6,1) = ho(e, ) si (64) € Ay x (0,T).



2.3 Passeig aleatori (n = 1)

El métode del passeig aleatori, també conegut com el métode de difusioc Montecarlo, és
una técnica numerica per obtenir ’equacié de la calor. Es una forma de simulacié que
es basa en la idea que la calor es propaga a través d’un material com si fos la calor
transportada per particules que es mouen a l'atzar. Aixo es fa mitjancant la simulacid
de moltes particules ficticies que es mouen a ’atzar a través del material. Cada particula
porta un petit paquet de calor, i el seu moviment a ’atzar simula la calor es propaga d’'un
lloc a un altre.

La idea principal és que cada particula es moura de manera aleatoria des de la seva
posicié inicial cap a un vei qualsevol, i cada vegada que una particula es mou, s’actualitza
la temperatura en aquest punt. Ho hem d’entendre com si la calor fos transportada per un
conjunt de particules que es mouen més rapidament contra més alta sigui la temperatura, i
per tant amb aquest moviment va xocant contra les particules veines transmetent energia,
en aquest cas en forma de calor. Amb aquest moviment vibratori podem entendre que
quan xoca amb la particula de la dreta no ho pot fer amb la de l’esquerra, per aixo
parlem de moure’s cap a una banda o l'altra. D’aquesta manera, es simula com la calor
es propaga a través d’un material.

Aquesta escena pot variar i també es podria entendre amb altres elements, per exemple
la difusié d’un contaminant en una canonada d’aigua. En aquest cas pot ser una mica
més intuitiu entendre com s’escampa el contaminant en una canonada.

Suposem que la nostra particula es mou a través de I'eix de les  amb un pas d’espai
h > 0, cada interval de temps 7 > 0, d’acord amb:

1) La particula comenca en x = 0.

2) La particula es mou a la dreta o a I’esquerra amb una probabilitat p = % indepen-
dentment dels passos anteriors.

V]
N[

x—h x z+h

Figura 1

Denotem amb p = p(x,t) la probabilitat de que la particula es trobi en z = mh a temps
t = N7, ontés el temps després de N > 0 passos, per tant, m € Z, —N < m < N. Ara
calculem la forma de la probabilitat p = p(x,t). Cada moviment és independent respecte
P’anterior. Si la particula, a temps ¢t + 7, es troba en z, vol dir que a temps t es podia
trobar en x — h o x + h amb la mateixa probabilitat.

La formula de probabilitats totals ens dona:

1 1
p(l’,t—i—’l’) = §p(x—h,t) + 5p<1‘+h,t>, (2'3)
amb les condicions inicials:
p(0,0)=1 i p(x,0)=0 si x#0.

Anem a veure que succeeix quan h — 0, 7 — 0 amb z i t fixes. Hem de pensar en p
com una funcié suau definida a R x (0, +00), quan passem al limit trobem una distribuci6



continua de probabilitat i p ’hem d’interpretar com una densitat de probabilitat. Amb
la férmula de Taylor podem escriure:

p(z,t +7) = p(z,t) + pe(x, )T + O(7?)
1
p(z £ h,t) = p(x,t) £ p(z,t)h + ipzz(iva t)h2 + O(h3)7

substituint en (2.3) obtenim:

| =

p(z,t) 4+ pi(z, )7 + O(T?) = =(p(z,t) — pu(z, t)h + %pm(m’, t)h% + O(h3))

50 1) + pe(, O+ Spaal, O + O(1))

'@ M\I—lw

(z,t) + %pm(m, t)h? + O(h?),
i finalment tenim la segiient igualtat:

P17+ O() = Lpral, O + O
Ara si dividim per 7:

2 3
m@w+aﬂ=;m@ﬁZ+o<Z) (2.4)

Si volem obtenir una solucié no trivial quan A, — 0, hem d’imposar que el quocient h7
tingui un limit finit i positiu, 'opcié més simple és considerar

h2
Y _9p,
-
per algin D > 0 tal que les seves dimesions siguin [D] = [longitud)? x [temps] L.
Per tant, ara aplicant el limit quan h,t — 0 a la igualtat (2.4), obtenim:
pi(x,t) = Dpgs(z,t), (2.5)

i amb les condicions inicials s’obté:

lim p(z, 1) = 6(z),
on 0(x) és la coneguda Delta de Dirac de la que parlarem més endevant. Com veurem
més endevant, aquesta condicié junt amb (2.5) i tenint en compte [ p(x,t)dz = 1 ens
dona una tnica solucié:
pla.t) = ———c s
’ Var Dt '

coneguda com la solucié fonamental de la que també parlarem més endevant. La constant
D de la que hem parlat abans, és precisament la constant de difusié. Tenint en compte:

x2 t

tenim

que vol dir que en una unitat de temps, la particula recorre una distancia de v/2D unitats.



2.4 Passeig aleatori amb deriva (n = 1)

Aquesta situacié no és sempre simetrica. Imaginem que ara en comptes de difondre’s la
calor estem estudiant com s’escampa un contaminant en una canonada d’aigua, i aquesta
canonada té una mica d’inclinacié cap a una de les dues bandes, o en un riu amb un
corrent suau. Aleshores el contaminant tindra tendeéncia a escampar-se cap a una de les
dues direccions.

Suposem que la nostra particula (de calor, o contaminant) es mou un espai h > 0 cada
interval de temps 7 > 0, d’acord amb:

e La particula comenga en z = 0.

e Es mou cap a la dreta amb una probabilitat py # % i cap a I’esquerra amb proba-
bilitat gy = 1 — pg, independentment dels passos anteriors.

q90 Po

z—h z z+h

Naturalment, la segona regla trenca la simetria del cas anterior. Podem veure la tendencia
de la difusié en el signe pg — qo, tindra tendéncia cap a la dreta si és positiu o cap a
l’esquerra si aquest és negatiu. Volem fer el mateix estudi que hem fet durant el cas
anterior i veure les diferéncies que trobem i el seu significat.

Denotem amb p = p(z,t) la probabilitat de que la particula es trobi en x = mh a
temps t = N7, amb N € Z on mh és la posicié de la particula després de N passos. Per
la féormula de les probabilitats totals:

p(z,t+7) = pop(x — h,t) + qop(x + h,t), (2.6)
amb condicions inicials:
p(0,0)=1 i p(z,00)=0 si z#0.

Ara volem estudiar el limit de la probabilitat quan h — 0, 7 — 0. De la férmula de Taylor
tenim:

p(z,t +7) = pla,t) + pi(z, )7 + O(72),

1
p(x £ h,t) =p(x,t) £ pg(x,t)h + ipm(:c, t)h?® + O(h3).
Substituint en (2.6), acabem obtenint:
1
pu(@, )7+ O(7%) = Spaa (2, )h% + (0 = po)pa(x, )b + O(h?),

Notem que ens apareix un nou terme que no hi era al cas anterior (qo — po)p«(z,t)h.
Dividint per 7

1 h2 (qO — po)h h2



Con al cas anterior, volem que el terme h; tingui un limit finit i positiu per h — 0, 7 — 0,
per tant imposem que aquest limit sigui

h2
= =2D
T

on D > 0. Pero encara no és suficient, per que tenim un nou terme, observem:

(90 — po)h
T

— 00

Per evitar aixo, primer notem que podem escriure aquest terme com:

(90 — po) h*
h T’

(g0—po)
h

per tant ara cal que el terme tingui un limit finit, i per aixo imposarem:

(90 — po)
h
amb f finita. Aquest limit existeix ja que, tenint en compte que es compleix gg + po = 1,
puc escollir els valors de tal manera que es compleixi:
1 B RG]

= - —"h = — 4+ —h
DPo 2 2 q0 2+27

observem que aleshores es pot interpretar com l’existéncia d’una simetria a petita escala.
Finalment el limit del terme és:

_ 2
thnﬁhAQDﬁ:b
-

I per dltim, el limit de la formula de probabilitat quan h — 0, 7 — 0 és:

-5,

bt = Dp:c:(; + bpac-

Entendrem ara el significat d’aquest limit. Com ja sabem, el terme Dp,, modela el
fenomen de difusid, el que ara ens interessa entendre és el terme bp,. Per aixo primer
examinarem les dimensions de b, com el factor (g9 — pp) no té dimensions, seran les
mateixes que les del quocient %, que anomenarem velocitat, espai recorregut en una

unitat de temps. Es a dir, el coeficient b ens donara tant la direccié de la tendencia de la
difussié (signe del terme b) com la velocitat a la qual avanca (valor |b]).

2.5 Passeig aleatori (n > 1)

En aquesta seccié extendrem el metode del passeig aleatori a n > 1. Per imaginar-nos
en quina situacié ens trobem, un exemple en n = 3 podria ser la temperatura d’una
habitacid, com varia en funcié de la calor que reben les parets.

Aquesta seccié és molt similar al cas en n = 1 en relacié als calculs. Hem d’introduir
el concepte de xarxa Z™, que és un conjunt de punts x € R™ amb coordenades enteres
amb signe, és a dir, tant positives com negatives. Donat un pas d’espai h > 0, el simbol
hZ™ indica la xarxa de punts tal que les seves coordenades sén multiples de h.

Cada punt x € hZ™, té 2n punts a distancia h, donats per:
x+hej 1 x—hej (j=1,...n),

on eq,..., e, €s la base candnica en R". El moviment de les particules ha de complir:



1) Comenga en = = 0.

2) Sigui 7 > 0 el pas de temps. Si la particula es troba en x a temps ¢, la particula
a temps ¢t + 7 es trobara en un dels 2n punts x £ he; amb probabilitat p = %
independentment dels passos anteriors.

Tornarem a calcular ara la probabilitat p(z,t) com hem fet per n = 1. Les condicions
inicials sén:

p(0,0)=1, p(@,0)=0 si z#0,

la férmula de probabilitats totals ens dona

n

plt47) = % 3" ol + hes, )+ p(o = hej,) (2.7)

Per fer els calculs seguirem els mateixos passos que en n = 1. Primer, mantenint x, ¢
fixos volem estudiar que succeeix al limit h — 0, t — 0. Suposem p continua i suau en
R™ x (0, 400), amb la férmula de Taylor obtenim:

p(x,t+7) = p(z,t) + pi(x, )7 + O(7)

1
p(z £ hej, t) = p(x,t) & pa, (z,t)h + SPzjz, (z,t)h* + O(h?).

Substituint en (2.7) i simplificant:
h2
pe(z, )T+ O(1) = %Ap + O(h?),

dividint per 7

1 K2 h?
pe(w,t) + O(1) = %?Ap +0 <T> , (2.8)

com en ’anterior cas, necessitem que h; tingui un limit positiu i acotat, per tant, escolli-
rem el limit com:

h2
— =2nD,
T

amb D > 0. Aix0 ens indica que en una unitat de temps, la particula avanga v2nD
unitats.
Per tant, si apliquem el limit h — 0,7 — 0, a expressi6 (2.8) deduim:
pi(x,t) = DAp(z,t),
amb les condicions inicials tornem a obtenir

li t)=24¢
lim p(z, 1) = 6(z),

i tenint en compte fR" p(z,t)dz = 1, la soluci6 tnica trobada és:

1 _LleP?
4Dt t>0.

p(x,t) = \/We )



3 Resultats basics sobre ’equacié de la calor

Durant aquesta seccié cercarem la solucié del problema principal d’aquest treball, 'e-
quacié de la calor. Ja hem vist, i ens podem situar, una primera forma de la funcié de
la calor, ara ens centrarem en trobar la solucié d’altres maneres, com per exemple amb
el metode de separacié de variables o partint d’un inici amb condicions no homogenies.
També esmentarem els resultats més rellevants d’aquesta funcio.

En aquesta seccié trobarem que a vegades els resultats es mostren i discuteixen en
n = 11 d’altres en n > 1. Per exemple, quan trobem la solucié fent servir el metode
de separacié de variables ho farem n = 1, ja que es tipicament unidimensional, en canvi,
per generalitzar, el teorema d’unicitat, el principi del maxim i la solucié fonamental ho
trobarem en n > 1, per udltim, discutirem el problema global de Cauchy que tornara a
estar en n = 1 per simplicitat dels calculs.

3.1 Solucié per separacié de variables (n = 1)

En aquesta seccié considerarem un cas concret, ens situem en R. Suposem que tenim una
vareta metal-lica fina de longitud L, alllada excepte als extrems, amb temperatura inicial
(t=0) constant T' = wug. Volem saber que passara si aplico calor en un dels extrems de
la vareta amb temperatura u; > ug. Com es difondra? Intuitivament podem pensar que
acabarem obtenint una temperatura constant igual al llarg de tota la vareta metal-lica,
pero podem calcular quant trigara a arribar a aquesta situacié? Aquest comportament
dependra de les caracteristiques de la vareta? Totes aquestes preguntes les podem estudiar
a través del model matematic que ens dona el problema de la calor.

El problema de la calor és un problema matematic que es fa servir per modelar la
transferencia de calor en un cos i predir com la temperatura cambiara al cos amb el
pas del temps i la posicié. Per resoldre el problema de la calor, és necessari establir les
condicions inicials i de frontera del sistema.

Les condicions inicials del problema de la calor fan referencia a la temperatura inicial
del cos i com esta distribuida en aquest. Les condicions de frontera del problema de la
calor fan referencia a com es transfereix la calor al cos a través de les seves fronteres.

3.1.1 Plantejament del problema

Definim ara el model matematic:
ug — Dugy = 0, t>0 0<zx<lL, (3.1)
amb una condici6 inicial:
u(z,0) = ug, 0<z<L, (3.2)
i la condici6 de frontera de tipus Dirichlet:
u(0,t) = up, u(L,t) =uq, t > 0. (3.3)

No imposem limit superior al temps ja que el nostre interés esta en ’estudi del compor-
tament a llarg termini.

Per fer I’estudi més senzill reescalarem el problema i plantejarem ’equacié de la tem-
peratura z amb variables sense dimensio.
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1) Variable d’espai. Farem servir la longitud de la vareta L i definirem:
x
y= T
notem que clarament y és una variable sense dimensid, es tracta d’una escala de
longitud que esta definida en 0 <y < 1.

2) Variable de temps. Recordem que les unitats del terme de difusié D sén [longitud]? x
[temps] !, per tant si definim 7 = L2/D la seva unitat de mesura serd [temps] i
aleshores definint

S = 5

o
tenim la variable s sense unitats de mesura que ens indica el pas del temps.

Per tant, si plantegem 1’equacié de la temperatura amb aquests parametres, obtenim
el model matematic segiient:

u(Ly, Ts) — ug

2(y,s) = T —u

i fent servir (3.2) i (3.3) obtenim les condicions inicials i de frontera de tipus Dirichlet
també redimensionades:

Ly,0) —
z(y,O)szO, 0<y<1 (3.4)
_ L _
2(0,8) = 7U(O’TS) o _ 0, z(1,s) = —u( ,75) ~ Uo =1, (3.5)
U1 — Ug Up — uo

on z(y, s) serd ’equacié de la calor amb variables sense unitats, ug la temperatura inicial
i u; la temperatura que aplicarem al problema.

Al llarg del problema ens trobem amb tres estats diferents: ’estat inicial, que ja hem
comentat, ’estat transitori, és tot el que succeeix entre l'inici i el final del problema, i
I'estat d’equilibri, quan temperatura en cada punt de la verta metal-lica que ja no varia.
A continuacié farem un analisi dels dos estats que encara no hem vist.

Estat d’equilibri

Abans d’estudiar que succeeix en 'estat d’equilibri observem que:

ot L?
(up —up)zs = —uUp = TUp = —
Os D
ox\
(U1 — uo)zyy = (89) Upe = LUy

U,

I ara, per ’equacié de la calor, tenim u; = Duy,, aleshores:

L? 5 L?

(w1 —up)(zs — 2yy) = 5ut — LUy, =

Per tant, concloem que

2 — Zyy = 0. (3.6)
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Ara doncs, ja podem analitzar el comportament de la funcié z durant I’estat d’equilibri.
Sabem que aquest estat es produeix quan la temperatura és constant al llarg de la vareta
metal-lica, per tant tenim z, = 0 i per (3.6) obtenim zy, = 0 i junt amb (3.4) i (3.5),
tenint en compte que ens trobem en linterval [0, 1], com la solucié ha de ser una recta
obtenim que I’equacié durant ’estat d’equilibri és

ZSt(

y) =1y,

i amb la variable x inicial trobarem

x
ut(z) = ug + (uy — uo)z.

Estat transitori

Aquest estat comprén tot el que succeeix des de 'inici fins arribar a l'estat d’equilibri,
per tant, per definicié obtenim que ara I'equacié de la temperatura és:

Uly.s) = 2°"(y.5) = 2(y,8) =y — 2(y. 5).

Observacié 3.1. Notem que la funcié U(y, s) convergira a 0 quan ¢t — oo ja que z ?
o

St

z°" = y. Aquesta funcié ens donara informacié sobre la velocitat a la qual s’escampa la

calor.

Per trobar I'’equacié de la calor en 'estat transitori farmen servir el métode de separacio
de variables. Es un métode matematic que s’utilitza per resoldre equacions diferencials
parcials (EDPs). Consisteix en separar les variables dependents i les independents de
I’equacio i després resoldre les equacions resultants per separat.

Tenint en compte els darrers calculs seguirem buscant la férmula explicita de U(y, s)
fent servir el métode de separacié de variables?.

Volem buscar una funcié del tipus U(y,s) = v(y)w(s) complint les condicions de
frontera de tipus Dirichlet (3.4) i (3.5). Per comencar suposarem v(0) = w(0) = 0.
De la igualtat (3.6) tenim

o) (s
obtenim doncs
v"(y) — Mv(y) =0 (3.7)
w'(s) — dw(s) = 0. (3.8)

Per trobar la forma explicita de U(y, s) haurem de trobar slucions no trivials d’aquestes
equacions diferencials i ho farem separant tres casos: A =0, A >01i A <0.

2Tractarem amb unes condicions de frontera homogenies, d’aquesta manera ens serd més senzill realitzar
els calculs.
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e \=0
Obtenim v”(y) = 0 per tant busquem calcular Cy,Cy € R tal que v(y) = Cry + Co.
Aplicant les condicions de frontera v(0) = v(1) =0

OZU(O) :CQ

per tant C7 = Cy = 0, aquesta solucié és trivial i no ens interessa.

e A=pu%2>0
Calculem la solucié de v (y) — p?v(y) = 0 obtenint v(y) = Cre " + Coet¥ i amb les
condicions de frontera tornem a obtenir C7; = C5 = 0 una solucié trival i per tant
aquest cas tampoc ens interessa.

e\ =<0
Calculem ara la solucié de v”(y) + p?v(y) = 0 d’on obtenim v(y) = Cjsinuy +
C5 cos py i amb les condicions de frontera

0= U(O) = 02
0=v(1) =Cysinpu+ Cycos p,

de la primera equacié obtenim Cs = 0 i per tant hem de resoldre
0= C1sinp,

amb Cy € R arbitrari tenim u, = nmw,n € N. Finalment, la solucié per aquest cas
és v, (y) = A, sinnmy.

Als dos primers casos hem obtingut una solucié trival, és I'iltim cas el que ens interesa
per trobar la forma explicita de U(y, s). Ens cal ara calcular la forma de w(s), per aixo
hem de calcular la solucié de

w'(s) — dw(s) =0,
per A = —pu2 < 0, d’on obtenim wy(s) = Bpe ™ ™%, Si ho agrupem tot tenim

2.2 2.2

Un(y, s) = vn(y)wn(s) = Apsin (nmy)Bre ™ ™ ° = Dy sin (nmy)e” ™™ °.

Com l’equacié és lineal, qualsevol combinacio lineal de solucions és solucié. Es pot veure
que qualsevol serie convergent de la forma:

oo oo
i 2.2
Uly,s) = Z Un(y,s) = ZD” sin (nmy)e” "%,
n=1 n=1
també és solucié. Els coeficients D,, es poden determinar a partir de la condicié inicial.

3.2 Unicitat i principi del maxim
Es aquesta seccié veurem i provarem dues propietats rellevants de la solucié de I'equacio

de la calor. Primer volem comprovar que el problema de la calor en R™ que hem plantejat
a la seccié 2.2, amb una de les quatre condicions de frontera, té una tinica solucié.
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Teorema 3.2 (Unicitat de la solucié en R"™). El problema de la calor (Seccié 2.2) amb
qualsevol de les quatre condicions de frontera enunciades, té una unica solucid.

Demostracio. Comencem assumint que w1 i uo sén solucions del problema, definim w =
u] — u2, haurem de provar que w = 0. Per construccié, w compleix

wy — DAw =0, (¢,t)€Qx(0,7T], (3.9)
amb la condicié inicial
w(z,0) =0,

i les condicions de frontera amb (z,t) € 9Q x (0,7] :

w(x,t) =0 (Dirichlet)
o
Opw(z,t) =0 (Neumann)
o
Opw(z,t) + aw(x,t) =0, a>0 (Robin)
o
w(z,t) =0 en Aj, Oyw(xz,t)=0 en A (mixtes).

Multipliquem per w i integrar (3.9) en Q:

/wwtdaﬁ—D/wAwdx.
Q Q

Per una banda, al costat esquerra de la igualtat tenim:

1d 1d
/wwtdx:/w2dx: w? dz.

I a la banda dreta, fent servir la identitat de Green® amb w; = wo = w:

D/wAwd:c:D wé?nwd:r—/ |Vw|? da.
Q Q

[2}9]

Anomenem E(t) = [, w? dz i amb les igualtats anteriors obtenim:

1
§El(t) =D | wowdr— D/ \Vw|? d.
Q

o2
Veiem ara que E'(t) < 0. Com |Vw|? > 0, només cal veure [, wd,wdz < 0, ho compro-

vem per totes les condicions de frontera:

e Condicions de Radiacié o Robin:
Tenim la igualtat 9,w = —aw, per tant

/w@nwdm: a/ wlde,
Q Q

ara w? > 0 per tant el terme és negatiu i E'(t) < 0.

3fQ w1 Aws dz = fBQ w1 Opwa dx — fQ VwiVws dz
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e Amb les altres condicions o bé tenim w = 0 o 8, w = 0, per tant el primer terme és
nul i E'(t) < 0 com voliem veure.

Ara, per tant, tenim que E(t) és una funcié decreixent i per la condicié incial:

E(0) = /Qw2(x,0) dx =0,

aleshores E(t) = 0 és una funcié constant i, finalment, w(z,t) = 0, (z,t) € Q x (0,7),
hem demostrat que la solucié és tnica. O

Ara ja hem vist que existeix una Unica solucié al problema de la calor, i per tant aixo
ens permetia suposar, quan intentavem trobar una solucié amb el metode de separacié
de variables, que existia una soluci6 del tipus U(y, s) = v(y)w(s), ja que si trobem una
solucio sera aquesta la valida al tenir la propietat de unicitat.

Tot seguit demostrarem un teorema que parla d’'una de les propietats de l'equacio
de la calor: el principi del maxim. El principi del maxim és un principi matematic que
s’utilitza per predir el comportament de sistemes fisics en equilibri. Es basa en la idea
que en un sistema de difusi6 en equilibri, la magnitud que s’esta estudiant (per exemple,
la temperatura, la pressié o lenergia) no pot tenir un valor maxim o minim a 'interior
del domini. Ho enunciarem i demostrarem en el domini definit Dy = Q x (0, 7).

Definicié 3.3 (subsoluci6 (supersolucid)). Una funcié w € C*'(Dr) tal que wy— DAw <
0(>0) en Dy s’anomena subsolucid (supersolucid) de l’equacid de la calor.

Ara passarem a enunciar un teorema auxiliar que necessitarem per provar el principi
del maxim.

Teorema 3.4. Suposem u € C?(Dr) N C(Dr). Si
Au>0 en Drp, (3.10)

aleshores max u = max u.
DT aDT

Demostracié. Teorema 1 de 'apartat 6.4.1. Weak maximum pinciple del llibre [2] de les
referencies. U

Teorema 3.5 (Principi del maxim). Sigui u(z,t) una funcié que satisfa la desigualtat
Fluy=uw—Au<0 (resp.>0) en Dr, (3.11)

aleshores el mazim (resp. minim) de u(x,t) sobre Dy es trobara en 0,Dr = (Q x {t =

0})US = (89 x (0,T)).

Demostracio. Suposem que tenim la desigualtat estricta

ug—Au<0 en Drp, (3.12)

perd J(xq, to) € D tal que u(xg,ty) = maxu. Si0 <ty < T aleshores (xg,ty) es troba a
I'interior de Dy i per tant o

ug =0 en(xzg,tp), (3.13)
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ja que és un méaxim de u. Ara hem de veure que Au < 0 en (zg,tp) per arribar a
contradiccid, 1 aixd ho tenim pel teorema auxiliar fent servir que (zg,tp) és un maxim i
un punt interior, per tant

u— Au >0 en (x,t), (3.14)

que contradiu la hipotesi i per tant el maxim no pot ser un punt interior. O

3.3 Solucié fonamental (n > 1)

En aquesta seccié buscarem una solucié particular en R” de 'equacié u; — Au = 0 que és
coneguda com la solucio fonamental.

La soluci6é fonamental de I’equacié de calor és una solucié general per a ’equacié de
la calor que s’utilitza com a punt de partida per resoldre problemes especifics de la calor,
com per exemple, com veurem més endevant, el problema global de Cauchy.

Buscarem una funcié u(z, t) que sigui invariant respecte dilatacions de la forma u(z,t) —
Xu(Mz, Xt) amb XA > 0, o, B € R.

Prenent A = t~! es comprova que aquests tipus de solucions sén de la forma

1
u(w,t) = v (t%) . (z,t) €R" x (0,T), (3.15)
amb o, € Riv:R" — R una funcié a determinar.

De (3.15) deduim:

up(z,t) = —at~ @y (%) + gt D=Byy (%) x
Au(z,t) =t~ @Ay (%) .

Ara si u(x,t) és solucié de l'equacié de la calor i sustituim y = 5 aleshores v és soluci6

de
at—(a—i—l)v(y) n 5t—(a+1)Vv(y)y + t—(a+26)Av(y) =0, VyeR" Vt>D0.

Si sustituim g = % podem deduir que u és solucié si, i només si:

a 11 1
rart VW) + 5 e VoW + g Av(y) =0
pres) av(y) + %Vv(y) + Av(y)| =0

aw(y) + %Vv(y) + Av(y) = 0.

Ara tenim una EDP que només depén de la variable z.
Volem trobar una solucié de la forma

v(y) =w(ly]) amb w:R-—R.

Si diem r = |y| aleshores 1’equacié anterior es converteix en:

aw(r) + 17“11/(7“) +w”(r) + N-1

5 . w'(r) =0,
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N—

multiplicant per V=1 obtenim:

1
PNl (r) + (N = D)V 20 (r) + ar™ Lw(r) + =rVu'(r) = 0,

2
prenent v = & es queda com:
N-2, N-1, 1 N N1 o N-1, L N I
(N —=1)r" 2w (r) +r " w' (r) + 57 w(r) + 5w (ry={(r""w'(r)+ 5" w(r) ) =0.

Es una EDO lineal de segon ordre que resolent-la s’obté:
2

r2 r 1 s r2
w('r’) —bhe 7 + (Z/ Wefijd‘s, a, b S R.
0

Prenent a = 0 i tornant a (3.15) obtenim una solucié de ’equacié de la calor donada per:

1 =
u(z,t) =b—e 2, (x,t) € R" x (0,T).
t2

Volem trobar la solucié que compleix

/ u(z,t)de =1, Vt>0.
Q

Per tant b = —+ ja que:
4m)2

Definici6 3.6. Anomenem a la funcio

~ i st reR"t>0
(4mt) 2

G(l‘,t):
0 st xeR"t<0

solucio fonamental de ’equacio de la calor o nucli de Gauss.

Proposicié 3.7 (Propietats de la solucié fonamental). Per tot (xg,ty) € R™ x (0,00) es
compleix:

1) G(z,t) >0

2) du(a,1) — Ag(,1) = 0
3) ¢(z,t) € C=(R", (0, 00))
4) Jgn la,t)dz =1

Demostracio.

1) La prova és trivial.

2) Aquesta propietat es compleix per construccio.

17



3) La funci6 ¢(z,t) és producte de dues funcions C*:

91(2) = 7=

_lal?
92(3:‘) = e 4t
amb derivades continues V(z,t) € R" x (0, 00).

4) Aquesta propietat es compleix per construccio.

3.3.1 Delta de Dirac

En aquesta seccié estudiarem el comportament de la solucié fonalmental trobada a la
seccié anterior. Observem que succeeix a prop de l'instant inicial £ = 0, Vo € Dp, si

x#0

en canvi, si x =0

= +00.

lim =
t—0+ /4t
Si interpretem la solucié fonamental com la concentracié de la calor en z a temps t

deduim que a linici (t = 0) la calor tendeix a concentrar-se tota a l'origen (xz = 0).
Aquest comportament segueix la distribucié de Dirac.

Definicié 3.8 (Delta de Dirac). La delta de Dirac, denotada per §(x), és una funcié
generalitzada que satisfa:

e §(z)=0, z#0
o [[X5(x)=1

No hem d’entendre la delta de Dirac com una funcié definida a analisi ja que no té,
per exemple, un valor per cada punt, sino com una distribucié. Si volem visualitzar §(z)
hem de considerar una funcié de variable real x que sigui nula fora d’'un petit domini
d’amplitut € al voltant de x = 0 i que a l'interior d’aquest domini sigui 1. Si prenem el
limit € — 0 tindrem una imatge proxima a la distribucié de Dirac. A la Figura 2 trobareu
dues imatges que representen la funcié G(z,t) de la definici6é 3.6 amb valors de ¢ propers
a zero per poder aproximar graficament el que és la Delta de Dirac.

Enumerem dues propietats de la delta de Dirac que ens seran ttils al proper capitol.

Proposicié 3.9. Propietats de la delta de Dirac:

1) Sigui f(x) una funcié continua:

“+oo

f(@)é(x)dz = f(0).

2) Si fem un canvi d’origen, aleshores tenim que:

+o0o
/ f(@)6(z — a)dz = f(a).
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Figura 2: Representacié G(x, t)

3.4 El problema global de Cauchy (n = 1)

Que succeiria si a 'inici del problema cada punt de la barra comencés amb una tempe-
ratura diferent? Trobar una resposta a aquesta pregunta equival a trobar una solucié al
segiient problema:

Ut — Ugy = 0, en R x (0, +00)
u(z,0) = g(z), enR,

on g(x) és una funcié coneguda. Farem la deduccié de quina és la solucié d’aquest pro-
blema de Cauchy i seguidament ho formalitzarem en un teorema.

Aquest problema modela I'evolucié de la temperatura al llarg d’una barra on cada
punt ha comencat amb una temperatura diferent. Interpretem les dades del problema per
poder arribar a la solucié: observem que u(z,t)dz ens donara la concentracié a 'interior
de linterval (z, x+dz) al temps ¢. Per tant g(y)dy representa la concentraci6 en U'interval
(y,y+dy) en t = 0. Recordant les propietats de la delta de Dirac, distribuci6 que segueix
la solucié fonamental, sabem que G(x —y,t) també és solucié i representa la concentracié
en x al temps ¢ causat per una unitat de massa, i aleshores G(x — y,t)g(y)dy representa
la concentraci6 en z al temps t causat per la difusié de la massa g(y)dy.

Per la propiertat lineal de I'equacié de la calor podem calcular la concentracid total
com la suma de les petites concentracions. Aixo ve donat per la segiient férmula:

u(z, ) Z/R{G(w—y,t)g(y)dyz \/i?t/Requ)Qg(y)dy- (3.16)

El segiient teorema demostra que, sota la hipotesi sigui g(x) una funcié acotada, u(zx,t)
és solucié del problema de Cauchy plantejat.

Teorema 3.10. Sigui g € C(R) acotada, i u(x,t) definida com a 3.16, aleshores

1) u(t,x) € C*(R x (0,00))
2) ug(,t) — uge(z,t) =0 (z,t) € (R x (0,00))

3 lim wu(x,t) =g(x Vr € R
)(x’t)ﬁ(xo’t) (z,t) = g(xo)

4) |u(z,t)] < sup |g(z)]
zeR
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Demostracio.

1) Es demostra amb la regla de Leibniz.

2) Es conseqiiencia del punt anterior i la propietat 2 de la solucié fonamental.

un (2 1) — g (2, 1) = /R (Cr— Gua)(x — . Dlg(w)dy =0,

ja que G(z — y,t) és solucié de 'equacié de la calor.
3) Siguin zy € R, e > 0 fixes, agafem ¢ > 0 tal que
9(y) —g(xo)| <€ si |y—=zo| <0 VyeR.

Aleshores, si |z — zg| < g i amb la propietat [p G(x —y,t)dy = 1 tenim doncs

u(z, xo!—‘/Gx—y, (y)dy — g(o)

/Gﬂf—y, (y)dy — gxo/Gm—y, t)dy

-| [ -0t - Q(JBO))dy‘

< /R G(z — . 1)|g(y) — g(zo)ldy

=/ Gz —y,t)|g9(y) —g(xo)!der/ Gz —y,t)|g(y) — g(xo)|dy := I1 + Ia.
B(z0,0) R—B(z0,9)

I ara

L= / Gz — ,8)l9(y) — g(wo)ldy
B(m0,§)

ge/ G(z —y,t)dy
B(zo,9)

6/ Gz —y,t)dy =
R

A més, si |z — xo| < g ily —xo| > 0, aleshores
) 1
ly— ol < ly— ol + 5 < Iy~ 2l + 5y~ ool

Per tant |y — x| > |y — zo|. I per tant, ara tenim

I < 2/|g]lso / Gz -y, t)dy
R—B(z0,9)
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2

< (ZL/‘ ly— ﬂ dy
2 $07
< (’;/ e gy
2 xo,é)
e
=C 16 dz — 0.
R B(mo,\%) t—0F

Per tant, si |z — xg| < g it — 0 suficientment petita, obtenim |u(z,t) — g(zp)| < 2e.

4) Aquest apartat es demostra fent servir el canvi de variable z = x — y

i1 =| [ Gte - ot

= /G(z,t)g(a: — z)dz
R

< /RG(z,t)\g(x ~ 2)|d

G(z,t) sup |g(z — z)|dz
R z,z€R

= sup|g()| G (2,t)dz = sup|g(z)|.
r€R z€R

Aixi, queda demostrada la desigualtat.

O

Ara doncs ja hem demostrat que (3.16) és la soluci6 del problema global de Cauchy,
el seglient pas és provar que aquesta solucié és tinica, per aixo ens caldra el pincipi global

del maxim que anunciarem seguidament.

Teorema 3.11 (Principi global del maxim). Sigui z continua en R x [0,T], amb les
derivades zy, Zyy, 21 continues en R x (0,T), tal que, en R x (0,T):

2 — Zgg <0 (resp. > 0)

z(x,t) < Cerr’ (resp.z(x,t) > —CeAz2> , (3.17)

on C > 0. Aleshores

sup z(zx,t) < supz(x,0 (resp. inf z(xz,t) > infz x,0>
R RCUEETSE Lt =(a.1) > inf=(.0)
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Demostracio. Aquesta prova es troba al Teorema 2.16 del llibre [4] de les referencies del
treball. 0

Necessitarem el segiient corol-lari per demostrar el teorema d’unicitat.
Corollari 3.12. Suposem u solucio de
Ut — Ugg = 0 en R x(0,T)
u(z,0) =0 en R,

continua en R x [0,T], amb derivades uy, uy,, up continues en R x (0,T). Si |u| satisfa
(3.17), aleshores u = 0.

Demostracio. Del teorema (3.11) tenim

0=infu(z,0) < inf wu(z,t) < sup u(z,t) <supu(x,0) =0,
nf u(, 0) RX[O’T]( ) RX[O,T]( ) u (z,0)

per tant, u = 0. O
Ara anunciarem i demostrarem el teorema d’unicitat.
Teorema 3.13. Sigui g una funcid continua en R, tal que
lg(z,t)] < Ce™™  en R x (0,7),

i sigui f i les seves derivades fi, fu, fox continues i acotades en R x [0,T). Aleshores el
problema de Cauchy (3.4) té una inica solucié u en R x (0,T) donada per (3.16).

Demostracié. Siguin u i v solucions del problema de Cauchy (3.4), aleshores w = u — v

també és solucié del problema amb f = g = 0 i aleshores es satisfan les hipotesis del
corol-lari 3.12, per tant w = 0, és a dir u i v sén la mateixa solucid. O
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4 Metodes numerics per ’equacio de la calor

Ja hem parlat al capitol anterior sobre el problema de Cauchy del problema de la calor, en
aquest capitol trobarem la teoria utilitzada per resoldre el problema fent s de metodes
numerics. Un dels metodes més comuns és el metode de les diferencies finites, que implica
la discretitzacié de l'espai i del temps i la resolucié de ’equacié de la transferencia de
calor en cada punt de ’espai i en cada pas de temps.

Un altre metode comi és el metode dels elements finits, que implica la discretitzacio
de I'espai en elements finits i la resolucié de I'equacié de la transferencia de calor en cada
element. Aquest metode és eficient en dominis més generals, perd com el nostre domini
de treball sera quadrat farem servir el meétode de les diferéncies finites que no funciona
tan precis en dominis més generals com en espais quadrats i rectangulars.

Ambdés metodes requereixen 'especificacié de les condicions inicials i de frontera pel
problema, aixi com la seleccié d'un tamany de pas adequat i I'is d’un algoritme d’iteracié
per resoldre I'’equaci6 de la transferencia de calor en cada pas de temps.

Cal tenir en compte que la solucié obtinguda fent s de metodes numerics és una
aproximacié i pot no ser completament precisa. No obstant, aquests metodes sén tutils
per a la resolucié de problemes complexos i per obtenir una comprensié aproximada de
com la temperatura canvia amb el temps.

L’objectiu d’aquest capitol és resoldre el segiient problema de Cauchy fent servir la
teoria de metodes numerics que s’explicara tot seguit.

u— Au = f(x,t) enQ=(0,1)2, vte (0,T)
u =g(xz,t) ambzedQ Vte (0,7)

Per poder resoldre el problema farem 1us del metode de les diferéncies finites i per tant
haurem de discretitzar dos cops, primer discretitzarem 1’espai en una malla de punts
equiespaiats i després, en una segona part, realitzarem la discretitzcié del temps.

4.1 Metodes de semidiscretitzacio

En aquesta seccié discretitzarem ’espai dividint-lo en una malla de punts o cel-les espa-
cials. Aix0 es fa per poder aproximar I'’equacié de la transferéncia de calor en cada punt
de la malla i, aixi, obtenir una solucié numerica pel problema.

Per discretitzar I'espai, es tria una distancia finita (coneguda com a tamany de pas)
entre cada parella de punts consecutius de la malla. Aixo permet dividir I'espai en un
conjunt finit de cel-les. A continuacid, s’assigna una temperatura a cada punt de la malla
en un temps inicial donat i s’utilitza ’equacié de la transferencia de calor per calcular la
temperatura en cada punt en el segiient pas de temps.

Es important tenir en compte que el tamany de pas s’ha de triar amb cura per garantir
la precisio de la solucié. Si el tamany de pas és massa gran, la solucié pot ser molt poc
precisa. D’altra banda, si el tamany de pas és massa petit, el procés de calcul pot ser
molt lent i requerir molt temps de comput.

Per implementar el métode de les diferéncies finites, és necessari seguir una serie de
passos:

1) Definir 'equacié diferencial parcial que es vol resoldre i establir les condicions de
frontera.
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2)

3)

4)

5)

Discretitzar el domini de ’equacié diferencial utilitzant una malla fina, el que sig-
nifica dividir el domini en una serie de punts equiespaiats.

Utilitzar una férmula de diferencies finites per aproximar la derivada en cada punt
de la malla.

Resoldre el sistema d’equacions resultant per obtenir els valors de la funcié en cada
punt de la malla.

Utilitzar els valors de la funcié de la malla per obtenir una aproximacio de la solucié
de I'’equacié diferencial en el domini discretitzat.

*Si és necessari, repetir els passos 2-5 utilitzant una malla més fina per obtenir una
solucié més precisa.

Hi ha moltes formules de diferencies finites diferents que es poden utilitzar per aproximar
la derivada d’una funcié en un punt donat. Algunes de les férmules més comunes sén:

1)

Formula de les diferéncies finites cap endavant: aquesta férmula s’utilitza per apro-
ximar la derivada en un punt utilitzant el valor de la funcié en aquest punt i en un
punt adjacent posterior. La férmula s’escriu com a:

fla+h) — f@)

@)~ B2

Formula de les diferencies finites cap enrere: aquesta férmula s’utilitza per aproxi-
mar la derivada en un punt utilitzant el valor de la funcié en aquest punt i en un
punt adjacent anterior. La férmula s’escriu com a:

f/(l')% f(m)_i(a:_h)

Foérmula de les diferencies finites centrada: aquesta férmula s’utilitza per aproximar
la derivada en un punt utilitzant el valor de la funcié en aquest punt i en dos punts
adjacents, un anterior i un altre posterior. La férmula s’escriu com a:

fle+h)— flz—h)

/@)~ L=,

on h és un valor petit que s’utilitza per calcular ’aproximacio de la derivada.

En aquest capitol farem servir la formula de les diferéncies finites centrada ja que aques-
ta té un error d’ordre h? i l'error de les dues primeres férmules es major, d’ordre h.
Discretitzarem 1’espai considerant la malla de punts segiient:

{(zi,y;) :i=0,.,.N+1,j=1,..,N+1} perlaregié QonN €N, (4.1)

=
OnTi =x§Ny1 1Y% = Ny

Observacié 4.1. Anomenarem u;; = u(x;,y;) al valor de la solucié.
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Figura 3: Malla de punts equiespaiats

Ara fent servir la formula de les diferéncies finites centrada obtenim:

1 1
—Au ~ — 72 (Wit — 2u4j + wit1,5) + e (wij—1 — 2u; 5 + wij+1)
1
~ 72 [—du; j + w1 + it1j + Wi j—1 + Wi 1] - (4.2)

Si estem interessats en resoldre 'estat estacionari, on u; = 0, el que hem de resoldre és
—Au = f(x), aixo és l'equivalent a resoldre:

1 .
—z [T iy i o gl & figoper 4 =1, N (4.3)
Notem que els valors u;; a la frontera, és a dir, per 4, j = 0, N +1 no sén incognites, ja que
el seu valor ve donat per la condicié de frontera g. Per tant, finalment, hem de resoldre
un sistema amb N? incognites i N? equacions. En passar-ho a forma matricial obtindrem
un sistema Au = b on A és una matriu definida a blocs tal que:

T -I 0 0 - 0

I T —-I 0 - 0

, 0 -I T —-I -~ 0
A= | R

0 - —I T —-I 0

0 - 0 —I T —I

0O - 0 0 —-I T

on la matriu —/ és la matriu identitat amb —1 a la diagonal i la matriu 7" és de la forma:

4 -1 0 0
-1 4 -1 0
T =
0 -1 4 -1
0 0 -1 4

Sigui u el vector de les incognites i b el terme independent, si ho endrecem en ordre
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lexicografic respecte els idexs, aleshores:

U1,1

UN,1

U1,2

UN,2

UL N

UN,N

i el vector b conté els termes independents que seran h? fij més els termes g;; de les
equacions (4.3) en les que apareixen valors de la u que pertanyen a la frontera.

Ara farem una prova que sera important en els segiients capitols. Veurem que la
matriu A definida abans, és una matriu simetrica i definida positiva. Primer veiem que és
simetrica ja que les matrius 7" 1 —I ho sén. Per veure que és definida positiva ho podem
fer provant que tots els seus VAPs sén reals i estrictament positius, per aixo necessitarem
el teorema de Gershgorin.

Teorema 4.2 (Teorema dels cercles de Gershgorin). Sigui A una matriv quadrada de di-
mensid n amb valors propis A1, Ao, ..., Ap. Aleshores els valors propis de A estan continguts
a la unio, en el pla complex, dels discs:

D(aii,ri) ={z € C:|z—ayu <r}, i=1,..,n,

onr; = Z;'L:l,j laij|, €s a dir Spec(A) C U, Dj(asi, 7). Els conjunts Dji(ai;, r;) s’anome-
nen cercles de Gershgorin.

Notem aleshores que amb la nostra matriu A tenim 2 discs B(4,2), 2 més B(4,3) i la
resta sén B(4,4), per tant tots els VAPs de la matriu A es troben dins del disc B(4,4),
és a dir Spec(A) C [0, 8].

Hem vist que tots els VAPs sén reals positius i pertanyen a l'interval [0, 8], només queda
veure que el 0 no és un dels VAPs de A.

Per demostrar-ho suposarem 0 € Spec(A) i arribarem a contradiccid.
0 € Spec(A) <= Fv#0 talque Av =0,
hem de trobar v tal que compleixi
4vij = Vi1 = Vit1,; — Vig-1 = Vig+1 = 0,

és a dir:

Vi—1,j + Vit1,5 T Vij-1 + Vijt1
1 .

Vij =

26



Ara jo agafo v; ; el valor maxim, com que aquest és de la forma (4.4) vol dir que el valor
maxim és el promig de valors menors, per tant:

Vij = Vi-1j = Vit+l,j = Vij—1 = Vij+1,

pero als extrems de la malla de punts hi ha punts que sén 0, per tant hauria de ser v = 0,
aixi arribem a contradiccié.

Per tant la matriu A del sistema és simetrica i definida positiva, i podrem aplicar el
metode del gradient conjugat (veure secci6 4.2.4).

Aquesta primera part és la teoria necessaria per poder aproximar —Au =~ Au, ara
ens trobem devant d’un sistema d’EDOs u; — Au = f(z,t) que hem de resoldre amb els
metodes explicats a continuacié.

4.2 Metodes numerics per EDOs

Enunciarem tres metodes numerics per EDOs:  FEuler explicit, Fuler implicit i Crank-
Nicolson, estuadiarem ’ordre i ’estabilitat per poder escollir el metode més acurat per
fer els calculs. Es en aquesta part on haurem de fer la discretitzacié del temps per poder
acabar de resoldre el nostre sistema.

Aquests metodes tenen com a objectiu trobar una aproximacié de la funcié v : 2 — R™
del sistema

{ &= f(.%', t)

x(to) = xo

Definicié 4.3 (Ordre d’'un metode numeric). Diem que un metode numéric és d’ordre p
si l’error local és d’ordre p+1 i l'error global és d’ordre p.

Definicié 4.4 (Estabilitat d’'un metode numeric). Un métode numeéric és estable quan,
aplicat al sistema

T=-Ar, A>0
z(0) = xo,

produeir una solucié acotada YAt > 0, VA > 0.

4.2.1 Euler explicit

El metode d’Euler explicit és un metode per calcular valors de cada punt per un temps
futur basant-se en el valor present del punt i els seus veins.
Aquest metode troba una aproximacio fent servir la definicié de derivada per la dreta de
la funcié u respecte la variable de temps t.

ot — At) —x(t)

f($,t):l’t(t)~ At )

aillant tenim
z(t + At) =~ x(t) + At f(z,t).
Per tant el metode d’Euler explicit és:

Tpt1 = Tp + Atf(zp,t,)
tnp1 = b + At

27



Ordre del metode

Per calcular 'ordre del metode aplicarem la férmula de Taylor per tal de calcular l'error
local.
Un pas del metode d’Euler explicit és:

Tl = X + Af(l‘(JatO)a

ara el desenvolupament de Taylor de la solucié exacta és:

z(t1) = o + ToAt + %io(At)Q +O((A)?)

= x0 + f(.%'(), to)At + % g:];(l'o, to)f(af[), to) + g{(l‘o, to) (At>2 + O((At)3)

Notem que els dos primers termes coincideixen, en canvi, al metode d’Euler no hi ha un
tercer terme que si que apareix quan apliquem la formula de Taylor, aquest terme d’ordre
2 ens indica que 'ordre de l'error local és 2, el global sera 1 i per tant 'ordre del metode
d’Euler explicit és 1.

Estabilitat del metode

Fent servir la definicié d’estabilitat apliquem:

Tpt1 = Tp + At(=Azp) = (1 — NAb)z,

Tn = (1 — AAt)"xg.
La solucié sera acotada si ho és

(1 = AA)" «—
— |1 -2 <1 =

— 0 < MAt <2,

aixi doncs, el metode 'Euler explicit no és estable.

4.2.2 Euler implicit

Als métodes implicits I’equcié que es vol resoldre tindrd més d’una incognita i per tant
no podra ser resolta de forma explicita.

El metode d’Euler implicit troba una aproximacié fent servir la definicié de derivada
per 'esquerra de la funcié u respecte la variable de temps t.

Ft) = m(t) ~ x(t+ AAtz — x(t)v

aillant tenim
z(t + At) =~ x(t) + Atf(z, t + At).
Per tant el metode d’Euler implicit és:

Tpp1 = Tn + Atf(Tpi1, tnsr)-

28



Ordre del metode

Per calcular I'ordre d’aquest metode farem el desenvolupament de Taylor per comparar-lo
amb un pas del metode. Comencem calculant la serie de Tayor de la solucid exacta:

1 . .
z(t1) = zo + At &g + §(At)2dco + O((At)?).
El metode d’Euler implicit aproxima xz(t1) pel valor Z; que resol I'equacié:
1 =g + Atf(Z1,t1).

Calculem la serie de Taylor per aquest valor per At = 0 per comparar-la amb la de x(t;)
i obtenir 'ordre del metode:
8$1 1 2 82331

dry of of O0xq
AL f(z1,t1) + At 5(1’1,?51) + 8761(331,t1)@
0
xp (o) = F(xo,to).

Finalment notem que el terme de grau zero xg i el primer terme avaluat en ¢y coincideixen

amb el metode, en canvi el terme d’ordre 2, si fem el calcul de aa(QT% obtenim un resultat

diferent al terme del desenvolupament de Taylor de la solucié exacta &g, per tant 'error

local és d’ordre 2, el global d’ordre 1, que vol dir que el meétode d’Euler implicit és d’ordre
1.

Estabilitat del metode
Fent servir la definicié d’estabilitat apliquem:

Tn+l = T, + At(—)\.’bn_;,_l)

(1 4+ AA)zpt1 = a0

T,
It T A
x _7.%0
T (L AAN

Notem que el denominador 1 + AAt sera sempre major a 1, ja que At > 0, A > 0, per
tant, x, tendira a 0, aix{ doncs, el metode d’Euler implicit és estable.
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4.2.3 Crank-Nicolson

El metode de Crank-Nicolson és un metode numeric utilitzat per resoldre equacions di-
ferencials parcials (EDPs) en dues o més variables. S’utilitza sovint per resoldre EDPs
que tenen una dependencia temporal i espacial, com ara les equacions de difusié o les
equacions d’ona.

El metode de Crank-Nicolson es basa en el metode de diferencies finites i es caracte-
ritza per utilitzar diferencies finites centrat-centrat tant en el temps com en l’espai per
aproximar la solucié de 'EDP en una malla de punts discretitzada del domini. Aixo
significa que s’utilitza una férmula de diferencies finites centrada tant per aproximar les
derivades espacials com les temporals.

Un dels avantatges del metode de Crank-Nicolson és que és un metode de segon ordre,
el que significa que la precisié de la solucié augmenta de manera lineal amb la mida de
la malla temporal. A més, el metode de Crank-Nicolson és un metode implicit, el que
significa que la solucié en el temps ¢t + 1 depen tant dels valors coneguts en el temps t
com dels valors desconeguts en el temps ¢ + 1. Aixo fa que el metode sigui més estable
numericament que el metode explicit, que només utilitza els valors coneguts en el temps
t per calcular la solucié en el temps ¢ + 1.

Per aproximar la solucié d’una equacié diferencial parcial (EDP) utilitzant el metode
de Crank-Nicolson, primer hem de discretitzar I'interval de temps i I’espai. Aixo significa
dividir 'interval de temps en un conjunt de passos de temps més petits, cada temps t,, sera
el temps anterior t,,_; afegint un pas de temps que anomenarem hy, és a dir, t,, = t,,—1+hy,
i dividir I’espai en un conjunt de punts discrets, per aixo farem servir una malla de punts
com hem fet anteriorment.

En primer lloc, farem servir el meétode de Crank-Nicolson per resoldre la segiient EDO:
&= f(z,1)

4.5

{ :L‘(to) = X0 ( )

Ara, doncs, busquem calcular per tot n, una aproximacié de z. El metode més simple, al
qual ens limitarem, és el § —meétode on 6 € [0, 1] és un parametre: consisteix a reemplacar
Pequacié diferencial (4.5) per I'esquema de diferencies finites:

}if(xn—&-l = 2n) = 0f(2n41) + (1 = 0)f(an),

amb el qual, considerant 6 = % obtenim el metode de Crank-Nicolson.

Ordre del metode

Per calcular ’ordre d’aquest metode primer aplicarem Taylor a = en t:

2

T(tni1) = x(ty) + hei(tn) + %i(tn) + O(h}), (4.6)

ara aplicant-ho:

0f (@n41) + (1= 0)f(zn) = 02 (tnt1) + (1 — O)a(tn)
= 0[(tn) + hei(tn) + O] + (1 — 0)i(t,)
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= @(ty) + Ohyii(t,) + O(h?).
Sigui ara Z una aproximacié de x, tenim doncs:

1

h*(jnﬂ —xn) = 0f (Tns1) + (1 = 0)f(2n) + €n
¢

hlt(~n+1 — x) = @(tn) + Ohgii(t,) + O(hD).

Aillant Zp41:
Fni1 = x(tn) + hed(tn) + OhFi(t,) + O(R}),

juntament amb la igualtat inicial (4.6)

- . hi . 1,,9.
Fni1 — Tyt = O3 (t,) — ?ta:(tn) = (60— §)h?a:(tn)

Com el metode Crank-Nicolson és quan 6 = % trobem que l'error local és d’ordre 3 i
lerror global és d’ordre 2, per tant el metode de Crank-Nicolson és d’ordre 2.

Estabilitat del metode

Fent serivir la definicié d’estabilitat apliquem:

i bt = 0) = O(=Agns) + (1= O)(~Aay)

Tn4+1 = Tp =+ eht(—)\$n+1) + (]. — G)ht(—)\xn)

(14 0h Nzt = (1 — (1 — O)he\)an

1 (1-0)Ak
Tl T T o,
11— )Mk,
L S vy v )

és a dir, el metode Crank-Nicolson és estable si, i només si

L— (1= M| _ |

1+ 0\ | =
L= =0 _
=T 140Ny

Estudiem per separat les dues desigualtats. De la desigualtat de I’esquerra obtenim:

1= 0N <1 — (1 —0)\hy
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—2<[(0=1)+6)Ahy
—2< (20— 1)Ahy

=2+ My

<40
2A Ny B
1 1
i<y
Ahy * 2 =

Com la desigualtat s’ha de complir VA > 0,Vh; > 0, la part esquerra de la desiguatat
—/\%t + % sera com a maxim %, per tant:

N | —

Ara de la segona deigualtat obtenim:

1— (1= 0)Ahy < 1+ 0Ny
1—1<60hi+ (1—0)Ahy

0 < Ahy, (4.7)

cert V. Per tant com hem dit al principi § € [0,1] i de les desigualtats hem tret la
restriccid % < 6, aleshores 0 € [%, 1] per a que el metode sigui estable. Sabem que el
metode de Crank-Nicolson és per 6 = %, per tant el meétode de Crank-Nicolson és un
metode estable.

Aplicaci6 del metode

A continuacio es troba I’explicacié de com passa aquest metode teoric a la practica, veurem
com es fa servir per fer els calculs numerics. Com hem comentat al final del capitol 4.1
tenim ’aproximacié d’un sistema matricial d’una part del problema que volem resoldre,
—Au =~ Au, completant ’equacié, sigui I la matriu identitat, hem de trobar la solucié al
segiient sistema matricial:

U+ Au=f, on f, = f(tn).
Per trobar la solucié fent servir el metode de Crank-Nicolson I’apliquem sobre aquesta

dltima equacio, obtenint:

;twnﬂ ) = O] At + Lfsa] + (1= 0)[— Aun + ]

1 1
Fun+1 - }TUn = _GAUTH—I + efn-‘rl - (1 - H)Aun + (1 - H)fn
t t
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(T 4 6AYun i1 = (o1 — (1= 6) A + Ofuss + (1= )y
t t

(I + htHA)unH == (I - (1 - G)htA)Un + ehtfn+1 + (1 — G)htfn

Es a dir, tot es redueix a resoldre el sistema Mu = bon M = I + %htA ib= (-
(1 = 0)hiA)up, + Ohyfry1 + (1 — 0)hyfr,. Tindrem un sistema a cada pas de temps i per
resoldre aquests sistemes es pot fer amb diversos metodes numerics com per exemple
Jacobi, Gauss-Seidel o el metode del gradient conjugat, que com veurem a continuacié és
més acurat i eficient que els altres dos esmentats.

4.2.4 Metode del gradient conjugat

El meétode del gradient conjugat és, en general, una manera eficient de resoldre un sistema
del tipus Ax = b, on la matriu A és simetrica i definida positiva. El metode es basa en
fer servir direccions conjugades, aixo permet que el metode convergeixi més rapid que
altres meétodes iteratius com el metode de Jacobi o el metode de Gauss-Seidel. S’utilitza
sovint per aprofitar el fet de que la matriu que representa el sistema és simetrica i definida
positiva, per tant aquest metode és d’interés per poder resoldre el nostre exemple ja que la
matriu A de la secci6 4.1 és una matriu simetrica i definida positiva com ja hem demostrat
anteriorment.

Com veurem més endevant, el metode del gradient conjugat convergeix en un nombre
finit de passos que és com a maxim igual a la dimensié del sistema (n), per tant, és un
metode directe. Succeeix que el metode produeix solucions molt acurades molt abans
de fer n passos. Per tant és habitual agafar aquesta solucié aproximada i tractar aquest
metode com un metode iteratiu. Aixo vol dir que es van fent passos del metode fins que
s’assoleix una solucié aproximada que compleix amb un cert criteri de convergencia.

En aquest meétode es fa servir el producte escalar (x,y) = 7y i considerem r, = b—Axy,
que és el residu del pas k. Aquest metode consta dels seglients calculs i passos:

e Per k = 0 escollim z, iniciem py = r¢ i calculem (rg, 7).

e Ara,perk=1,...n

T

(pr, Apr) pl Apy,

Th+1 = Tk — OkPk

Th+1 = Tk + QpApg, (4.9)

es comprova si ||rp41]|? > €, si és aixi es continua:

Bk _ (rk+17 ’f’k+1> _ _pgArk+1 (4 10)
(Tks k) p} Apy,
Pht1 = Tkt + Bk (4.11)
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Notem que efectivament (4.9) calcula el residu, ja que:
Tht1 = b — Azpi1 = b — Az — awpr) = b — Axg + agApg = 1 + a Apy.

Aquest metode fa servir el que es coneix com a direccions conjugades. Els metodes que
fan servir aquest tipus de vectors sorgeixen quan hi ha n vectors py, ..., p,—1 que satisfan:

(pi))" Ap; =0, i (4.12)

Aquests vectors sén ortogonals respecte el producte intern (z,y) = 27 Ay definit per A,
també s’anomenen conjugats respecte A.

Ara volem provar doncs dues coses: que el metode convergeix en maxim n iteracions i
que les direccions p; sén conjugades respecte A.

Comencem veient la prova sobre la convergencia del metode.

Teorema 4.5 (Teorema de convergencia). Si A és una matriu n x n real, simétrica i
definida positiva i pg, ..., pn—1 vectors diferents de zero que satisfan (4.12), aleshores per
qualsevol xq els iterats xxy1 = T — axPr, on ax €s donada per (4.8), convergeir a la
solucid exacta de Ax = b en mazxim n passos.

Notem que el teorema 4.5 garanteix, no només que convergeix sino que, a més, ho fa
en un nombre finit de passos, com a maxim n.

Demostracio. Primer, observem:
(Azpyr — b)p; = (Azy, — o Apy, — b) ' pj = (Azg — b)" pj — cn(Apr) " p;.

Aixi, fent servir la propietat de vectors conjugats de p; i py si i # k i la definicié de (4.8)
si j = k, obtenim:

COnNT. (Aa?k—b)ij, 1<k
(Azpy1 = b) pj = { 0, =k
aleshores

(Azy — b)Tpj = (Azp—1 —b)Tpj =+ = (Azj41 — b)Tp; =0,

per j =0,..n —11icom pg, ..., pp—1 s6n linearment independent tenim Az, — b = 0. Pot
succeir que Az, = b per alguna m < n, per tant ja hauriem obtenit la solucié. O

Seguirem veient que, efectivament, les direccions p; sén conjugades respecte A.

Teorema 4.6 (Teorema de les direccions conjugades). Sigui A una matriu nxn simeétrica
i definida positiva i sigui la solucid del sistema Ax = b. Aleshores els vectors py, generades
pel métode del gradient conjugat satisfan

pEAp; =0, 0<j<k, k=1,.,n—1 (4.13)

i pr # 0 fins que xp, = &. Aleshores x,, = T per algun m < n.
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Demostracio. Primer veurem que per les definicions de «; (4.8), 5; (4.10), el residu (4.9)
i les direccions (4.11), tenim que

p;“»Fer = p;frrj + oajp;fFApj, j=0,1,.. (4.14)

p; Apjr1 =p; Arji1+ Bjp; Ap; =0,  j=0,1,... (4.15)

Ara veurem que els residus r; = b — Ax; satisfan:
rir; =0, 0<j<k, k=1,..,n—1. (4.16)

Farem la demostracié d’aquesta propietat per induccié. Asumim per hipotesi que (4.13)
i (4.16) es compleixen per algun k£ < n — 1 i demostrarem que també ho fan per k + 1.
Com pg = 19, per (4.14) provem que funciona per k = 1. Per qualsevol j < k, fent servir
(4.9) 1 (4.11) tenim

Tj-Trk+1 = ’I“]T(’I“k + apApg) = TjTrk + agpf Arj = TjTrk + agpf Alp; — Bj—1pj—1) =0,

per la hispotesi d’induccid. Per tant, hem demostrat que (4.16) val per k + 1.
Ara tenim que, per qualsevol j < k, fent servir la hipotesi d’induccid, (4.11), (4.9) i (4.16),
tenim:

pJTAPkH = pjTA(TkJrl + Brpr) = P]TATkH =q; Y(rjg1r —15) g =0,

per (4.15) tenim també que pkoApkH = 0. Per tant, (4.13) queda demostrat per k+ 1 i
la demostracié per induccié queda finalitzada.

Anem a provar ara que les direccions compleixen pi # 0, a no ser que siguem a la solucié.
Ho farem per reduccié a I'absurd, suposem p,,, = 0 per algun m < n. Aleshores fent servir
(4.11) tenim:

0= p%pm = ('rm + Bmflpmfl)T(rm + ﬁmflpmfl)

T T 2 T T
=Tm"m + 2ﬁm—l’r'mpm—l + ﬁm—lpm—lpm—l > T Tms

ja que Tﬁpm,l = 0 per (4.14). Com r,, = b — Ax,, = 0 aleshores x,, = Z. Per una
altra banda, si pg, ..., pn_1 sén totes diferent a zero, aleshores x,, = I pel teorema 4.5.
Finalment, hem suposat durant tota la prova a; # 0. Per (4.11) i (4.15) obtenim:

T T t
ripj =1; (rj + Bj—1pj-1) =157},

per tant la definicié de a; és equivalent a:

t

J— T ’
p;j Ap;
ara, si aj = 0, aleshores r; = 0, i per tant x; = 7 i el procés pararia en x;. O

Ara volem veure que les dues igualtats de [ sén equivalents. Si p; sén direccions
conjugades respecte A i els residus 7; sén ortogonals, tenim les segiients igualtats:

ThaPer1 = (1 + o Apk) " prr = il prsr = 1 (Tt + Brpk) = Birf pr (4.17)
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TPk = T4 (Tk — Br—1Pk—1) = T4 Tk, (4.18)

aillant de (4.17) obtenim

T
By = Tk 1Pk+1
- T
Ty Pk
i tenint en compte (4.18)
T
By = Tr1Th+1
= )
T Tk

Aquesta sera la 8 que farem servir a la seglient seccid, al codi.
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5 Problema contextualitzat

En aquesta secci6 es troba la resolucié i ’explicacié del problema de la calor amb metodes
numerics. Apliquem tota la teoria detallada a 'anterior seccié per resoldre numericament
el problema central d’aquest treball.

Com farem servir el metode de les diferencies finites hem escollit un espai quadrat per
a que sigui més senzilla i acurada la resolucié del problema.

Ens imaginem que tenim una habitacié cuadrada vista des de dalt amb un radiador
al mig amb el qual volem escalfar la sala. L’habitacié comengara amb zero graus i volem
veure com es difon la calor des del moment el que engeguem el radiador i aquest es
comenca a escalfar i emetre calor tenint en compte que les parets donen a l’exterior que
es troba a zero graus.

Com hem dit ara Q = (0,1)?, i considerem les equacions:

Ut—AU :f(tvxvy) per (337y) EQ
u =g(t,z,y) per (x,y) € .

On f(t,z,y) modela el comportament del radiador, on el valor és:

{1000 si(x,y) € Boa((0,0))
ftz,y) = { 0 altrament.

ig(t,z,y) és una funcié constat 0, ja que és la funcié que modela el comportament de les
parets, és a dir, les condicions de frontera, i les condicions inicials sera tot a temperatura
zero ja que, com hem dit, 'habitacié es troba a zero graus a l'inici del problema.

Volem fem servir Crank-Nicolson per aproximar numericament la solucié per ¢ € [0, 1].
El primer pas és crear una malla regular de punts per u, com hem fet en (4.1). Ara
tenint present ’aproximacié del Laplacia (4.2) podem passar a un sistema matricial amb
la matriu A ja coneguda de manera que tindrem —Awu = Au, i per tant, el que cal resoldre
seguidament és:

U+ Au = fn o on  f, = f(tn),
discretitzant ara el temps (secci6 4.2.3) obtindrem la igualtat:
(I + htHA)unH = (I — (1 — G)htA)un + Hhtan + (]. — G)htfn

Cal fer un incis per aclarir que les dues h que apareixen no sén les mateixes, per una banda
tenim el pas d’espai h que apareix quan apliquem el metode de les diferencies finites i per
una altra banda tenim h; que apareix en discretitzar el temps.

Finalment tot es resumeix en resoldre el sistema Mz = b on M = (I + h0A) i
b= - (1-0)hAu, + Ohifns1 + (1 — 0)hy fr. Es a dir, a cada pas de temps on
aplicarem Crank-Nicolson haurem de resoldre un sistema de N? equacions, i per fer aixd
hem aplicat el metode del gradient conjugat que comparat amb altres metodes com Jacobi
o Gauss-Seidel és més eficient. Per 1ltim, fer notar que efectivament podem aplicar el
metode del gradient conjugat, ja que, com hem comprovat anteriorment la matriu A és
una matriu simetrica i definida positiva i per tant M també ho sera.

Respecte el codi he creat funcions auxiliars com per exemple una per guardar memoria
de les matrius, dues per calcular les funcions f i g del problema, una altra per fer el
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producte de dos vectors, per fer el producte de vector per matriu, i per ultim una funcié
que fa les iteracions del metode del gradient conjugat per a cada pas de temps del metode
de Crank-Nicolson.

La part principal del codi consta d’un bucle on es va incrementant el temps, comenca
en 0 fins arribar a 1 per realitzar cada pas del metode de Crank-Nicolson on es crida a la
funcié del metode del gradient.

Seguidament podem veure els outpus del programa en un diagrama de colors per a
quatre valors diferents de temps. Notem que, com era d’esperar, el que succeeix és que el
punt central on es comenca a generar l’energia va propagant-la fins que, arribat un cert
temps, s’atura i avanga molt lentament, o gairebé res, ja que les parets segueixen a zero
graus degut a la temperatura de l'exterior. Aixd podria ser un exemple d’una sala mal
aillada.
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