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Abstract

Around the year 1924, Hungarian mathematician Gabor Szeg6 found that the zeros of
the nth partial sums of the exponential series, rescaled by n, accumulate on the curve
S ={zeD:l|e"%z| =1}. Not only that, but he showed that this zeros are uniformly
distributed around S according to the variation of the argument of the entire function
h(z) = e!7*z. In this thesis we show these results and other later discoveries that specify
the velocity of convergence and the distance from the zeros to S.

Resum

Vora l'any 1924, el matematic hongares Géabor Szegb va descobrir que els zeros dels
polinomis truncats de grau n de la serie en potencies de la funcié exponencial, reescalats
per n, s’acumulen a la corba S = {z €D : |et 3z = 1}. A més, també va veure
que aquests zeros es distribueixen al voltant de S de manera uniforme en relacié amb
la variacié de I'argument de la funci6 entera h(z) = e!~?z. En aquest treball mostrem
aquests resultats i altres treballs posteriors que precisen la velocitat de convergencia i la
distancia dels zeros a S.
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1 Introduccio

Considerem la funcié exponencial:

- P 2" 2. 2k
=1+ttt =) o 2€C
k=0
i els corresponents polinomis truncats:
2 n no_k
z oz z z
Po(2) =1+ 5+t ot =) o n>0.
k=0

La funcié e® és entera i no s’anul-la mai. Per altra part, és ben conegut que, per a cada
n > 0, el polinomi P, té exactament n arrels en el pla complex (Teorema fonamental de
l’algebra). Aix{ doncs, on van els zeros d’aquests polinomis quan n creix, si la série no
s’anul-la mai?

Utilitzant el Teorema de Rouché, es veu de seguida que I'tinica possibilitat és que els
zeros de P, se’n vagin a infinit. Aixo ens dona el comportament qualitatiu dels zeros de
P, pero no diu res del seu comportament quantitatiu. De quina manera van a infinit? A
quina velocitat? Com es reparteixen?

L’objectiu d’aquest treball és precisament estudiar el comportament asimptotic dels zeros
dels polinomis truncats P,. El primer resultat que veurem és el Teorema de Iyengar [lyen],
que mostra que, per n gran, aquests zeros viuen a un anell {z € C : nay, < |z| < n}, per
cert ay, € (0,1).

Teorema de Iyengar. [lyen] Per n > 0 gran, existeizen nombres oy, € (0,1) tals que
Z(P,) C A, ={z€C:nay, <|z| <n}.

A més, {an}n €s una successié monotona creizent amb o, < « i lim, o @, = «, on
a € R és linic zero de la funcio f(t) =14t + log(t), t € (0,1].

En particular, els zeros de P, tenen modul de ’ordre de n i, per tant, se’'n van a infinit
a aquest ordre de velocitat. Aquesta caracteristica, que els zeros dels polinomis truncats
de la serie de Taylor d’una funcié entera tinguin modul d’odre n, només es produeix si la
funcié és exponencial. Aquest és el resultat del Teorema de Buckholtz 1 [Buckl, Theorem
1], que veurem a la Secci6 3.

Donat que, per n gran, les regions on viuen els zeros de P, sén anells d’escala n, és
natural reescalar aquests polinomis. Definim

Qn(z) = Py(nz), z € C.

Com a conseqtiencia del Teorema de Iyengar, per n > 0 gran, els zeros de ),, viuen a un
anell {z € C: a, < |z] < 1}. Com que lim,, 00 0, = @ 1y, < @, deduim que els zeros
dels @Q,, pels diferents n s’acumularan forgosament a 1’anell

A={zeC:a<|z| <1}



Vora I'any 1924, el matematic Gabor Szegé va estudiar amb més precisié el comportament
dels zeros del polinomis @),,. El punt de partida de la seva investigacié, segons s’explica
en [Cal, Car], és la férmula de Taylor amb terme de resta integral, que dona la igualtat

z

e’ = Pn(z)—i—e

z
‘/ e 't"dt, n>0. (1.1)
n: 0

Aleshores, els zeros de P, equivalen a les solucions de I'equacié:

1 4
1 = — [ e t"at.
n' 0

Fent el canvi de variable ¢ = nu, s’obté ’expressio

+1 rz/n
1 — n'" / en(l—u)undu,
0

enn/!

de manera que les solucions de P,(nz) = Qn(z) = 0 sén exactament les solucions de
I’'equacio:
nn+1

= ’ e ~u)"du
1 = /0( ) du. (1.2)

e"n!

A més, per la Formula de Stirling, aquesta darrera igualtat és de la forma

/0 () = \/% (1+en), (1.3)

amb {e, }, successié que tendeix a zero.

Estudiem el comportament qualitatiu de les dues bandes d’aquesta igualtat quan n ten-
deix a infinit, depenent de la posicio de z.

En primer lloc, observem que la part dreta de (1.3) decreix de manera polinomial, amb
ordre 1/y/n. Pel que fa a la integral de la part esquerra, com que h(u) = e' ~%u és entera,
no importa el cami que es recorri per anar de 0 a z. Aleshores:

e Si |[e!7?z] < 1, podem triar un cami que estigui tot dins la regié |e!™%u| < 1;
aleshores 'integrand tendira a zero exponencialment. Per tant, la part esquerra de
(1.3) es fara molt petita i no podra arribar mai a 1//n.

e Si [e!7?2| > 1, podem triar un cami de manera que una part estigui inclosa en la
regié |e!™u| > 1, aleshores tindrem una situacié analoga a anterior, perd amb la
part esquerra de (1.3) fent-se exponencialment gran.

Aix{ doncs, d’entrada sembla que, per tal que es mantingui la igualtat (1.3), cal que z
s’acosti a la corba definida per la igualtat |e!~%z| = 1. Tenim com a corba candidata a
ser el lloc limit dels zeros dels polinomis (),, a 'anomenada Corba de Szego6:

S={zcC : |e%z| =1, |2|] <1}



Figura 1: Corba de Szegd S, regié U limitada per S i circumferencia |z| = 1.

Els resultats de Szeg6 mostren que aquesta corba candidata és, efectivament, el lloc
limit dels zeros de @,. No només aix0, siné que els zeros es distribueixen al llarg de S
d’una manera concreta [Sz].

L’objectiu principal d’aquest treball és provar el segiient resultat.
Teorema de Szeg6. Siguin @, els polinomis reescalats definits anteriorment. Sigui

Z(Qn) el conjunt de zeros de Q. Sigui S la Corba de Szegd definida anteriorment.
Aleshores,

1. La corba S és el conjunt format pels punts d’acumulacio dels zeros dels polinomis
Qn. Es a dir, si Z =, Z(Qn), aleshores

Z'=8S.

2. Sigui U la regio tancada per S, i sigui h : U — D la representacio conforme que
envia l’eiz real a Ueix real i 0 a 0. Aleshores, la distribucid de Z(Q,) tendeiz a la

mesura 20
— (=
u=n(52).

en el sentit que, sigui I C S interval, la proporcid de zeros de @y, propers a I tendeix

¢ a9
w(l :/ —.
(1) ) 27

Es diu que p és la mesura harmonica de U al punt 0.

La part 2 es troba enunciada amb més precisié a la Seccié 4.3 (Teorema de Distribucio).
Per entendre una mica millor com el valor () depeén de la posicié de I en S, podem
interpretar-lo com la probabilitat que un moviment brownia que comenca en 0 surti de U
per I. Sense entrar en detalls, podem veure el moviment brownia com el limit del passeig
aleatori quan el pas tendeix a zero. Com que el moviment brownia és isotropic, és a dir,
té el mateix comportament en totes les direccions, esperem que si I C .S és proper a 0 el
valor p(I) sigui més gran que si I és lluny de 0.



Aixo queda reflectit a la distribucié de Z(@,), tal i com podem veure a la Figura 2
extreta del Wolfram Demonstrations Project [Row].

06F

'
ol
=

-06}

Figura 2: Distribucié dels zeros de Q31 al voltant de S.

A banda d’aquests resultats, n’hi ha d’altres posteriors que descriuen altres aspectes
del comportament de Z(Q,). Buckholtz demostra en [Buckl] i [Buck2] que els zeros de
Q. es troben fora de la regié U delimitada per S, perd a una distancia de S menor que
2e/y/n. Per altra part, Walker prova en [Walk] que aquests zeros es troben a una distancia
de S major que (2'/™ — 1)/(2¢?), que té ordre de velocitat 1/n. Per tant, la distancia
que separa els zeros de S és controlada. La menor distancia a la qual poden ser els zeros
decreix amb ordre de velocitat 1/n, més rapid que la major distancia a la qual poden ser,
que decreix amb ordre de velocitat 1/4/n.

Estructura de la Memoria

El treball seguira el fil conductor mostrat durant la Introduccié, afegint-hi una seccié
preliminar d’eines d’Analisi Complexa (Secci6 2). Entre aquests preliminars, el paper
més important el tindra el concepte d’ordre d’una funcié entera.

A la Seccié 3 es presentara l'estudi del comportament asimptotic dels zeros dels po-
linomis P,, amb 'ajuda del Teorema de Iyengar, i es mostrara la caracteritzacié de 1’-
exponencial en relacié amb els zeros dels seus polinomis truncats que s’ha comentat a la
Introduccid, amb el Teorema de Buckholtz 1.

La Secci6 4, que és el cor del treball, mostra amb rigor el comportament asimptotic
dels zeros dels polinomis reescalats ,,. Un pas fonamental en aquest estudi sera ’analisi
de la funcié entera h(z) = e! 7?2, que surt a la férmula (1.3). Un cop fet aixo, es podran
demostrar els dos apartats del Teorema de Szegd, que acabaran la Seccid 4.

Per acabar, a la Seccidé 5, es presentaran uns resultats més recents, de Buckholtz i
Walker, que mostren que els zeros de ),, viuen fora de la regié tancada per S i que estan
a una distancia controlada d’aquesta corba.



2 Preliminars

En aquesta seccid es presenta un recull de resultats d’Analisi Complexa que seran neces-
saris en els capitols propiament del treball.

Per comencar, fem un aclariment sobre notacié. D’ara endavant, per indicar que una
funcié f és holomorfa en un conjunt 2, denotarem f € H(£2).

El primer resultat que presentem és el ben conegut Teorema de Rouché, que sera ne-
cessari inicialment, a la Seccié 3, per demostrar que els zeros dels polinomis P, van a
infinit. Més endavant, a la Seccié 4, sera utilitzat per veure la distribucié dels zeros dels
polinomis @Q,, al voltant de la Corba de Szegd. Finalment, també I'utilitzarem a la prova
del Teorema de Hurwitz, al final d’aquest capitol.

Teorema de Rouché. Sigui Q C C obert. Sigui D C Q un domini amb D C Q i
tal que OD és una corba de classe C' a trossos. Siguin f,g € H(Q) amb Z(f) N OD =
Z(g)NnoD =o. Si

|f(2) —g(2)| <lg(2)], =z€ID,
aleshores

#(Z(f) D) = #(Z(g) ND).

2.1 La Férmula de Stirling

La Férmula de Stirling dona el comportament asimptotic de n!. Normalment es troba en

aquesta forma:

|
lim —— = 1.

n—00 e~/ 271n

De fet, es pot precisar més. Com es mostra en [Pri, Var],

n! . 1 N 1 139 N
nre—n\2mn 12n  288n2  51840n3 '

No utilitzarem aquest desenvolupament tan precis, pero si que utilitzarem que

n!
ne="\/2mn

on {e,}n és tal que €, > 01 lim;, o0 €, = 0.

=1+ep, (2.1)



2.2 Ordre d’una funcié entera

Els conceptes d’aquesta seccié seran utilitzants durant la demostracié del Teorema de
Buckholtz 1 de caracteritzacié de I'exponencial, en la Secci6 3.

Aqui presentem una petita part de la teoria de funcions enteres (vegeu [Cal, Car| i
[Lev, Chapter 1]). En concret, donarem el concepte d’odre d’una funcié entera, junt amb
un parell de resultats caracteristics d’aquesta mena de funcions.

Sigui f(z) una funcié entera. Considerem la funcié maximal associada:

M¢(r) = max|f(z)], r>0.

|z|=r
Es clar que My és continua i, pel Principi del modul maxim, creixent.

Definicio 2.1. Diem que f entera és una funcio d’ordre finit, si existeizen una cons-
tant k > 0 i un radi ro(k) tals que, per tot r > ro(k),

Me(r) <e”.
Diem ordre de f a Uinfim de tots els k que verifiquen la desigualtat, i el denotem py.

Exemples 2.2.

(a) Sigui f(z) =e*. Com que My(r) =€" per tot » >0, py = 1.
(b) Els polinomis tenen ordre zero. Sigui P(z) = ag + a1z + - -+ + a,2" € C[z], i sigui
C = |ag| + |ai| + - - + |an|. Per tot r > 1,
Mp(r) < |ao| + |ai|r + -+ |an|r™ < Cr".

Aleshores, per tot € > 0 existeix 79(g) tal que, per tot r > ro(g), Cr™ < e i, per
tant, pp = 0.

Utilitzant la definicid, és possible caracteritzar ’ordre d’una funcié entera d’odre finit
de la segiient manera.

Proposicié 2.3. Sigut f una funcio entera d’ordre finit. Llavors,

log log M
oy — limsup 2818 M1 ().
r—o0 logr

Demostracié. Sigui py I'odre de la funcié f. Sigui € > 0 un valor fix qualsevol. Per la
definici6é d’ordre, existeix una ro(e) tal que, per tot r > ro(e),
+e
My (r) < e
D’altra banda, per les propietats de I'infim py, existeix una successié {r,}, que tendeix
a infinit i tal que

pr—€

f
e <M f (Tn).
Prenent logaritmes de les desigualtats anteriors, obtenim que, per a r > r9(¢),

log log M¢(r)
— <
logr Prte



i, per a n gran,
log log M¢(ry)

—el ———.
pr—e log ry,

La combinacié de les dues desigualtats mostra que py és el limit superior de I’enunciat.

O

També és possible caracteritzar ’ordre d’una funcié entera d’ordre finit utilitzant els
coeficients del seu desenvolupament en serie de potencies. De fet, aquesta és la versié que
utilitzarem per demostrar que I'ordre d’una funcié és menor o igual que 1, en el Teorema
de Buckholtz 1 (Secci6 3).

Teorema 2.4. Una funcid f(z) =Y o2 anz" entera és d’ordre finit, si i només si

nlogn

p = lim sup +00.

— <
n—oco 10g |1/an|

En aquest cas, p és igual a py, lordre de f.

Demostracid. Demostrarem cada implicacié per separat. A més, la prova de la primera
implicacié ens mostrara que p < py, i la prova de l'altra implicacié ens mostrara que
p > py; aixi quedara provada la segona part del teorema.

—>| Suposem que f és una funcié entera d’ordre finit p;. Sigui e > 0, definim a = py +¢.
Per la definicié d’ordre de f, existeix r(e) tal que, per tot r > r(g),

My(r) <e". (2.2)
La intencié és veure que p és una cota inferior d’a; aixi, com que € > 0 pot ser tan petita
com vulguem, tindrem que p és cota inferior de py. Aleshores, com que py és un valor
finit, p sera també finit.

Per cercar una cota d’a, primer acotem |a,|. Donat que f és una funci6 entera, apli-
cant les desigualtats de Cauchy en qualsevol disc D(0,7) amb r > 0, tenim que, per tot
n >0,

£ (0)]

= Janl <

My(r)
n! '

T’I’L

Llavors, utilitzant la desigualtat (2.2), per tot r > r(g) i tot n > 0

My(r) _e™

,r.n ,r.n

|an| <

Ara considerem la funcié g(r) = €™ /" definida per r > 0. Es facil veure que aquesta

funcié té un minim en
1/a
n
rh = | — .
a

El valor de g en aquest punt és



i per tant, existeix n(e) tal que, per tot n > n(e), es té r,, > r(e), i aleshores

n/a
lan| < (6“> .
n

Amb aquesta cota superior de |a,| procedim a cercar una cota inferior d’a. La igualtat

anterior equival a

nn/a|an| < (ea)n/a,

i, prenent logartimes,

n logn + log|a,| < L log(ea).
a a

Com que f(z) = Y .2 anz" és entera, tenim que lim, o |a,| = 0. Aleshores, podem
suposar que hem triat n(e) prou gran, de manera que per tot n > n(e) tenim |a,| < 1.

Aixi doncs, la desigualtat anterior equival a

nlogn n
log[1/an| ~ log[1/an]

log(ea) < a.

Per ser f entera, es té que limsup,, ., |a,|"™ = 0 i, per tant, lim, o |a,|"/" = 0. La

log|1/an|

qual cosa implica lim,_ s -

Aleshores, prenent el limit superior de la desigualtat anterior, obtenim que

" nlogn
a > limsup——————
- n—>oop10g |1/an’

Com que a = py + ¢, i podem triar € > 0 tan petita com vulguem, llavors

pf = Py

i en particular p < oo.

o ‘ . . n o
=00, €5 a dlr, hmn_mo m = 0.

<=] Suposem que p < oo. Siguin ¢ > 01 k = p+ ¢, existeix ng = no(k) € N tal

que, per tot n > ng,

nlogn
— <k
log |1/ay]

Com que f és entera, podem suposar que la ng triada és tal que, per tot n > ng, es

compleix |a,| < 1. Aleshores, per tot n > ny,

n

k

|an]
Treient els logaritmes, obtenim que, per tot n > ny,

1

1
logn < log —.

(2.3)

A partir d’aqui, volem trobar una cota de M(r). Sigui r > 0, considerem z € C tal que

|z| = r. Per l'acotacié anterior, per tot n > ng,

n o r
|an2"| < ok \ ik



Volem acotar els termes |a,2"| pel terme 27" de la série geometrica. Observem que
r/n** < 1/2 si i només si 2r < n'/*F, que es té si i només si (2r)F < n. Aixi doncs, si
prenem enter n; = ni(k,r) = max(ng, [(2r)¥]), tenim que, per tot n > n1,

1
lanz"| < o

Aplicant la desigualtat anterior, obtenim
0 ni 1 ni
P <Y lanz"| <Y lanlr™+ Y 5 < D lanlr™ +27
n=0 n=0 n>ni n=0

Considerem ara la funcio,
p(r) = max|a,|r", r >0.
n>0

Aleshores, la desigualtat anterior dona
My(r) < map(r) + 27" (2.4)

A continuacié, veurem que 'index n en el qual s’assoleix el maxim de p(r) és prou gran
per poder aplicar la desigualtat (2.3). Aixi, obtindrem una cota de u(r), que ens donara
una cota de M(r).

Com que tot polinomi és una funcié entera d’ordre finit 0 (Exemple 2.2), podem suposar

que f no és un polinomi. El segiient resultat permet descartar el creixement polinomial
de My (r).

Lema 2.5. Sigui g(z) =Y .2 cn2" una funcid entera. Si existeix algun m € N tal que

M
lim sup #

r—o00 r

< 00,
aleshores g és un polinomi de grau menor o igual que m.

Demostracié. Suposem que existeix m > 0 com a l’enunciat. Volem veure que g(z) =
Yool o cnz™ és tal que, per tot n > m, ¢, = 0. En primer lloc, utilitzant les desigualtats
de Cauchy, obtenim que, per tot n > 0 i per tot r > 0,

9™ (0)]
n!

_ M) M) 1

- rn rm  pn—m :

len| =

D’altra banda, per hipotesi, existeixen alguna constant C' > 0 i alguna successié creixent
{r;j}; de radis, que tendeix a infinit, tals que, per tot j > 0,

Mg(rj) < C.
rit
J
Llavors, per tot j > 0, es té
o] < Mgy(r;) 1 < C '
rit T T
J J J

Conseqiientment, per n > m, fent tendir j a infinit, obtenim que |¢,| < 0, com voliem. [



Aquest lema ens permet afirmar que M(r) creix més que 7" per qualsevol m > 0. En
particular, per la desigualtat (2.4), u(r) creix més que r™ per qualsevol m > 0.

Aixi doncs, per no contradir aquesta darrera afirmacid, és necessari que I'index n en

el qual s’obté el maxim que defineix p(r) vagi a infinit a mesura que r tendeix a infinit.
Per tant, podem aplicar la desigualtat (2.3) per acotar p(r):

n
. n r
pu(r) = T}gg’an”f < (nl/’f> :

Optimitzem ara aquesta acotacié. La funcié ¢(n) = (r/n'/*)", definida per n € (0, 00) té
un maxim en 72 = ¥ /e, i el valor de la funcié en aquest punt és, per tant,

1 k
< -
p(r) < exp (ker )

la qual cosa implica, per la desigualtat (2.4),

Llavors,

1
My(r) < njexp <kerk> 427,

Finalment, utilitzant la caracteritzacié de l'ordre de f en termes de Mj(r) (Proposicié
2.3), veurem que py < p. Comencem prenent logaritmes de la desigualtat anterior:

1
log My (r) <logni + k—rk —nq log 2.
e

Sigui C’ una constant major o igual que (logn; — ny log?2), aleshores

1
k
log My(r) <r (ke + rk>

Prenent logaritmes de nou, i dividint per logr, obtenim

loglog My (r) < klogr +log(1/ke+ C'/rF) - log(1/ke + C"/rk)
log r - logr B log r '

Per tant, fent el limit superior d’aquesta desigualtat, i aplicant la Proposici6 2.3, arribem
a la desigualtat

log log M¢(r)

pf = limsup < limsup
r—00 ogr r—00

(k: n log(1/ke + C' /r%)

=k=p+e.
logr ) pte

Aix0 prova que f és una funcié entera d’ordre finit. A més, com que aquesta desigualtat
val per € > 0 tan petit com vulguem, es té que py < p.

O

10



2.3 El Teorema de Factoritzacié de Hadamard

Tot seguit presentem breument el Teorema de Factoritzacié de Hadamard (vegeu [Lev,
Chapter 1]), que ens servira en la prova del Teorema de Buckholtz 1 (Seccié 3) per
demostrar que una funcié entera sense zeros d’ordre py és igual a una exponencial e9(2),
on g(z) és un polinomi de grau menor o igual que py.

El Teorema de Factoritzaci6 de Hadamard prova que per tota funcié entera f, no
identicament nul-la i d’ordre finit p;, existeix una factoritzacié amb dues funcions d’ordre
menor o igual que ps: un producte canonic que conté els zeros de f i I’exponencial d'un
polinomi de grau com a molt py.

Considerem f € H(C) no identicament nulla, d’ordre finit py > 0, i amb f(0) # 0.
Per ser f entera, o bé s’anul-la en un nombre finit de punts, o bé existeix una successié
{an}n dels zeros de f repetits segons la seva multiplicitat tal que lim, o |a,| = co.

Per cercar la factoritzacid, s’utilitza el fet general que les restriccions en el creixement
d’una funcié impliquen restriccions en la quantitat de zeros que pot tenir. En concret, a
partir de la Féormula de Jensen

27
3 log () — o | oglstre®) a0 ~ g 70},

lan|<r |an|

s’obté que

1
Z lan]* convergeix per tot s > py.
n=1

Aquesta darrera propietat permet construir un producte canonic
= z
F(z) = Byl — |,
@=11 ()

on b= [ps]i

B 2) = (1= 2 Yo (pnk B0l El0D)

de manera que F' és una funcié entera que s’anul-la exactament en {ay, }y.

Podem generalitzar el que hem vist per a f amb f(0) = 0 afegint-hi el factor z™, on
m indica la multiplicitat d’aquest zero:

F(z) = 2™ ﬁEk (:n)

A més, com que la quantitat de zeros de F' és restringida, el seu creixement també és
restringit, i en particular, F' és d’ordre finit menor o igual que py.

D’aquesta manera, es pot veure que el quocient f/F és una funcié entera d’ordre
finit menor o igual que ps, que no s’anul-la mai. Llavors és immediat (per a tota funcié
sense zeros h existeix una determinaci6 de log h) que existeix una funcié entera g tal que

f/F =é9.

D’altra banda, amb arguments similars al Lema 2.5, es pot demostrar que la funcié g
és un polinomi complex de grau menor o igual que 'ordre de f.

11



Tot aix0 es recull en el seglient Teorema.

Teorema de Factoritzacié de Hadamard. Siguin f,ps, {an}n, m definits anterior-
ment. Sigui b= [ps]. Aleshores, existeix un polinomi g € Clz| tal que deg(g) < py i

f(z) = 2med®?) H E, <az>
n=1 n

En particular, en cas que f no s’anul-li mai, existeix un polinomi complex g € C[z] de
grauw menor o igual que py tal que f(2) = e9?) 2 e C.

2.4 FEl Teorema de Hurwitz

Aquest teorema sera utilitzat, en la demostracié del Teorema de Buckholtz 1 (Seccié 3),
per veure que una funcié entera concreta no s’anul-la en cap punt.

Teorema de Hurwitz. Sigui G C C un domini i siguin fr € H(G), k > 0, tals que
fr — f uniformement en compactes de G, on f € H(G) no és idénticament nul-la en G.
Suposem que f té un zero zog € G d’ordre m. Aleshores, per tot § > 0 prou petit i per tot
k € N (dependent de 6) prou gran, fi, té ezactament m zeros al disc D(zg, ).

Demostracid. Per ser f no idénticament nul-la i holomorfa en G, els seus zeros sén punts
alllats. Aleshores existeix > 0 tal que

D(20,0) CG i Z(f) N D(z0,9) = {z0}.

En particular,

= mi > 0.
£ 85?;51’5)\f(2)!

A més, com que per cada k > 0 els zeros de fj son aillats, sense punts d’acumulacié a G,
el conjunt

Uz

k>0

és numerable. Llavors podem suposar que d és tal que, a més,

| Z(fx) N 0D(20,6) = @.
E>0

Per altra part, com que fx — f uniformement en compactes de G, i 9D(z, d) és compacte,
existeix kg € N tal que per tot k > kg

max |fi(2) — f(2)] < g

0D(z0,0)

En particular, per a tot z € 9D(zp,9), i per a tot k > ko,
€
[fr(2) = f2)] < 5 <e < [f(2)].
Aleshores, aplicant el Teorema de Rouché a fi i f, per k > kg tenim

#(Z(fr) N D(20,6)) = #(Z(f) N D(20,6)) = m.
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3 Els zeros dels polinomis truncats P,

En aquesta seccié fem els detalls de I'esquema indicat a la Introduccid, pel que fa al
comportament asimptotic dels zeros dels polinomis P,. Comengarem provant que aquests
zeros se’n van a infinit quan n creix.

Ens sera 1til tenir en compte que, per a tot n > 01 tot z € C,
" =Pu(z)+ Y o (3.1)
k=n+1

Proposicié 3.1. Per tot r > 0, existeix ng € N tal que, per tot n > ng,
Z(P,)ND(0,1) = 2.

Demostracio. Apliquem el Teorema de Rouché a les funcions P,(z), e € H(C). Fixem
un 7 > 0 tan gran com vulguem. Per poder aplicar el Teorema de Rouché, demanem
també que (U2 Z(P,)) N{|z| =7} = @. Aix0d no és cap restriccid, ja que (J,— Z(Py)
és numerable. Utilitzant la igualtat (3.1), tenim que, per |z| =r

[ Zk ) |Z|k oo ’f'k
zZ| _
Pe-e=| 3 Ale > H e

k=n-+1 k=n+1 k=n+1

La serie del costat dret de la desigualtat és la cua de la serie de ’exponencial e” i, per
tant, es pot fer arbitrariament petita a mesura que n es fa gran. D’altra banda,

Re(z) Re(z) -

> min e =e

ef] =e
jzl=r

Es a dir, |e*| esta afitat per un valor fix que només depen de r; aleshores existeix ng > 0
prou gran de manera que si n > ng aleshores

0 k
Pu(z)—efl < Y < <[], Jel =
k=n+1

Aixi doncs, pel Teorema de Rouché, P, no té zeros al disc D(0,r) perque perque e* no
s’anulla mai.

(]

Passem a demostrar el Teorema de Iyengar, provat per K. S. K. Iyengar en [Iyen].

Teorema de Iyengar. Pern > 0 gran, existeizen nombres oy, € (0,1) tals que
Z(P,) C A, ={2€C:noy, <|2| <n}.

A més, {an}n €és una successié monotona creizent amb o, < « i lim,_ o0 vy = @, on
a € R és linic zero de la funcid f(t) =14t + log(t), t € (0,1].
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Demostracid. Desigualtat |z| < n:

Considerem els polinomis P, reescalats Q(z) = P,(nz), i considerem el polinomi

n 1 n "1 nk " pk "
g9(z) =z Qn<z>—z P( > ,;k’“ ;k F=bo+brz+- -+ bp2™

Observem que by = by > by > --- > by, ja que

Sera suficient veure que tots els zeros de g(z) es troben en |z| > 1, ja que si g no s’anul-la
en |z| <1 llavors @, no s’anul-la en |z| > 11 P, no s’anul-la en |z| > n.

Per a veure aix0 escrivim

(1—2)g(z) = by — ((bo —b1)z+ (b1 —b2)2® + - + (bpo1 — by)2" + bnz"H). (3.2)
Utilitzant la desigualtat triangular |z 4+ w| > |z| — |w|, obtenim, per |z| < 1:

(1= 296 2 b0 = (o = 0l + (01 = B o By = Bl + 021

> by — \z|<(b0 —b1)+ (b1 —b2) + -+ (bn-1 —bn)+bn>

=bo(1 — |2]).
(3.3)
Amb aix0 veiem que si |z| < 1, necessariament g(z) # 0. Ara comprovarem que en |z| = 1,
la funcié (1 — z)g(z) només s’anul-la per z = 1. Aleshores tindrem ¢(z) # 0 per |z| < 1,

perque g(1) # 0.

La desigualtat triangular és estricta excepte en el cas que z i w estiguin alineats, és
a dir, que arg(z) = arg(w). Representem en forma polar un valor z tal que |z| = 1: e
per algun 0 € [0,27). Per (3.2),

(1 —2)g(2) = by + (b — bo)e? + (ba — b1)e®” + -+ + (b, — by_1)e™? — b1,
Aleshores, la desigualtat triangular de (3.3) és una igualtat si i només si
0 = arg(by) = arg((by — bo)e‘%) —- .= .gung(bne(n+1)9i>7
ésadir,siinoméssi0=0=20=---=(n+1)f. Per tant, (1 — z)g(z) = 0 si i només si

z=1.

Desigualtat na, < |z|:

Sigui zp € Z(P,) un zero de P,(z) (observem que zg # 0, ja que P,(0) = 1). Com
que P,(zp) = 0, utilitzant la igualtat (3.1) veiem que

S T
20 Y -~ —
e =Pula0)+ ) 3= M s a2

k=n+1 k=n+1
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Com que z és arrel de P, pel que hem demostrat anteriorment, |zo| < n. Ara definim
z . . _ _ . .

7‘142|1 € R i mirem d’acotar e 1?0, Trobarem una cota per e % i deduirem que
existeix una successié {ay, }n, com la de 'enunciat, tal que ug és major que «v, per n gran,

i conseqiientment |zg| > no,.

ug =

Observem que, amb aquesta definicié de ug, tenim

20l < eftelz0) = || = i 4
k!
k:n+1
< i |20 |n+1z \2’0| ’n+1z
7k:n+1 ! n+1+m n+1+m
_ | 20|+ <1+(n+1)u0+ (n+1)%u3 (n+1)"ug +>
(n+1)! n+ 2 (n+2)(n+3) (n+2)...(n+1+m)
|20’n+1

Com que up = |zp|/(n+1) <n/(n+1)=1—-1/(n+1) < 1, la seérie geometrica anterior

és sumable i queda:
+1
eIl < 20" < : >
(n+ 1)\ 1—ug

A més, tenim que

1
1—
n+ 1 < uo,
aleshores,
+1 +1 +1
e~ 170l 20" ( +1)= 20" _ (up(n +1))" ]
(n+1)! n! n!
Donat que e~1%0l = (¢e=%0)"+1 ]a desigualtat anterior dona
—ug UQ(TL + 1)
(n!)l/(n+1) !

que equival a
(n!)l/(n—l—l)

uge! T > e
n+1

(3.4)

A continuaci estudiem el comportament asimptotic de la banda dreta de la desigualtat
anterior. A partir d’aqui, al valor €, no el considerarem un valor fix; com en la Férmula de
Stirling (2.1), denotara simplement una successié de valors positius (e, > 0) que tendeix
a zero, i que pot anar canviant pas a pas.

Lema 3.2.
(n!)l/ (n+1) 1

lim ——n— = —.
n—o00 n+1 e

Demostracio. Per la Férmula de Stirling (2.1), obtenim

(n!)l/(n+1) ( 27r7m”e_”)1/(”+1) (271'71)1/2(”+1)n”/(”+1)6_”/(n+1)
lim —— = lim = lim
=e ! lim 7n171/(n+1) =e ! lim ono b =e !
n—oo n 4+ 1 n—oon + 1 nl/(nJFl)
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Com a conseqiiéncia d’aquest Lema i la desigualtat (3.4), per n > 0 gran,
upet U > 1 — ¢,.
Prenent logaritmes d’aquesta desigualtat, tenim, per n > 0 gran,
1+ ug + log(ug) > log(1 — €,),

on log(1 — €,) és un valor negatiu que tendeix a zero quan n tendeix a infinit. Per tant,
podem denotar log(1 — €,) per —¢,. D’aquesta manera,

1+ ug + log(up) > —e€p. (3.5)

Ara observem que la funcié f(ug) = 1+ up + log(ug) és continua i creixent en (0, 1], ja
que f(up) =1+ 4710 Llavors, com que f(1/e?) < 01i f(1/e) > 0, hi ha una tnica arrel
a de f, situada en (1/e2,1/e). A més, per cada €, existeix una tnica a, < a tal que
flayn) = —€,. Aquests «,, creixen amb n i tendeixen a a.

Y= —¢€n

Figura 3: Valors ¢, i ay,.

Per tant, com que per n > 0 gran f(ug) > —e€, si ug € (ap, 1], si volem que es compleixi
la desigualtat anterior (3.5), caldra que ug > ay, per n > 0 gran. Aleshores, per n gran
tenim, com voliem,

n > |zo| = (n+ 1)ug > nug > nay,.

Observacions 3.3.

1) El valor a es podria aproximar numericament. Per exemple, utilitzant el Metode
de Newton amb g = 1/e i quatre iteracions, obtenim « = 0.27846454....

2) El valor —a € R~ és el tall de la corba |ze!™2| = 1 amb el semieix R™, ja que

—ael=(=2) = 1. Laltre tall d’aquesta corba amb R és el punt z = 1.
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Com ja s’ha comentat, de l'acotacié del Teorema de Iyengar surt de manera natural
la consideraci6 dels polinomis reescalats @, (z) = P,(nz). Fent aix0, podem reformular
aquest teorema.

Corol-lari 3.4. Siguin oy, i o com al Teorema de Iyengar. Per n > 0 gran,

Z(Qn) CA,={2€C:a, < |zl <1}

Aixi arribem a la conclusié explicada en la Introduccié. Com que lim, oo vy = ' 1
an < @, és evident que els zeros dels diferents @), s’acumularan forcosament a

A={zeC:a<|z| <1}

Aix0 ens ofereix la possibilitat de continuar I’estudi dels zeros de P, observant el com-
portament dels zeros de @), en aquesta regié concreta.

Per acabar la seccid, demostrem el teorema de caracteritzacié de I’exponencial de J.D.
Buckholtz [Buckl, Theorem 1], esmentat en la Introduccié. Veurem que el fet que els ze-
ros dels polinomis truncats de la serie de Taylor d’una funcié entera tinguin modul d’odre
n, caracteritza la funcié exponencial.

Teorema de Buckholtz 1. Suposem que Z;io apzP és una funcid entera. Aleshores,
les segiients afirmacions son equivalents:

(i) Ezisteizen ¢ > 0 ing > 0 tals que per tot n > ng, el polinomi truncat ZZ:O apzP no
té cap zero en el disc |z| < nc.

(ii) ag # 0 1 Z 0 apzP €és el desenvolupament en série de potencies de l’exponencial
aoe‘“z/ao.

Demostracid. Provem cada implicacié per separat.

(1) = (i): Siguin P, (2) = > _ap2? els polinomis truncats de la serie de potencies

arz/ap — ai,\p — D arz/ap — N0 1ar \p . \OOO D
ape / ao Zp 0 pl( Z) Zp 0 apz". Tenim e / - Ep:O p! (ao Z) Zp 0 aoz
Fent el canvi de variable w = a1z/ag veiem que

n n

WP R =S () -

p=0 "

Aleshores, pel Teorema d’Tyengar, existeix ng > 0 tal que per tot n > ng, P,(w) no té
cap zero en el disc |w| < n/e?; conseqiientment, existeix ¢ = ’Z—‘; e% > 0 tal que per tot

n > ng, Pa(z) no té cap zero en el disc |z| < ne.

(¢) = (i1): Primer veurem que f(z) = » 2, apzP és una funcié d’ordre més petit
o igual que 1, utilitzant la férmula que caracteritza 'ordre d’una funcié entera amb
els coeficients de la seva série de potencies (Teorema 2.4). Després, amb l'ajuda del
Teorema de Hurwitz , veurem que f no s’anul-la mai. Finalment, fent s del Teorema de
Factoritzacié de Hadamard, provarem que f és el desenvolupament en serie de potencies
de aoe‘“z/ao.
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Sigui n > ng, 1 siguin &1, ...,&, els zeros del polinomi ]3n(z) = ZZ:O a,zP, alesho-

res ﬁn(z) = an(z — &) (2 — &), 1 conseqiientment, |ag| = |15n(0)| = lan||&1] - |€n]-
Aleshores, aplicant (i) per a cada zero, tenim

0= je] - [&al > (no)”

n

1, per tant,
1/n
a
— > ne.
Qn
Prenent logaritmes,
1
5(log lag| + log |1/an|) > logn + logec,
és a dir,
log |ag| + log |1/an| > nlogn + nlogec. (3.6)
Aleshores,
nlog(n) nlogn+nlogc—nlogc
log[1/ax] log[1/az]
10g\a0|—|—log|1/an|—nlogc_1 loglag| ~ nloge
log]1/az| log|1/a,] ~ Tog|1/an]

Donat que f és una funcié entera, es té lim,_, |an| = 0. Aleshores, quan n tendeix a
infinit,

log [aq|
=— — 0.
" log1/ay
Llavors, per (3.6) un cop més,
nlog(n) nlogc n|log c|
— <1 - <1 =1 )
log |1/ay| Ten log |1/ay| +€"+nlogn+nlogc—log\a0] Ten

i prenent el limit superior en cada banda de la desigualtat,

_ nlog(n)
limsup ———— < 1.
n—oo 10g|1/ay|

o0

Pel Teorema 2.4, aixo garanteix que f(z) = > 2, ap2? té ordre py < 1.

_ Passem a veure que f no s’anulla mai. Suposem que f s’anulla en zp € C. Com que
P, — f uniformement sobre compactes de C, aplicant el Teorema de Hurwitz a {P"}n i
f, velem que per tot 6 > 0 prou petita i per a n prou gran (depenent de ¢),

Z(P,) N D(z0,0) # 2.

En particular,

Z(B,) ND(0, | 20| + ) £ @.
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Aixo contradiu el fet que, per tot n > ng,
Z(P,) ND(0,cn) = .

Per tant, f no s’anul-la en cap punt.

Finalment veiem que f(z) = ape®?/90_ La funcié f és una funcié entera d’ordre Py
més petit o igual a 1, que no s’anul-la mai. Aleshores, pel Teorema de Factoritzacié de
Hadamard, existeix un polinomi complex g € C[z] de grau deg(g) < py tal que f(z) =
e9?) per a tot z € C. Es a dir, existeixen bg, by € C tals que

o0
flz) = Zapzp — otz vy e C.
p=0

En particular, per z = 0 s’obté que ag = €. Per tant, ag # 0 i

f(z)= Zapzp = ape?® = GOZ (b12) , VzeC.
p=0 p=0

p!

Igualant els termes de grau 1 d’aquesta igualtat, obtenim que b; = aj/ag. Llavors,
finalment,

o0
g apz’ = age™*/% . vz e C.
p=0
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4 Prova del Teorema de Szeg6

En aquesta seccié explicarem el treball de Szeg6 sobre el comportament asimptotic dels
zeros dels polinomis @)y, seguint un fil conductor similar al de I’article de Bernardo de la
Calle i Francisco Gibaja [Cal, Car|. La secci es dividira en tres subseccions.

En la primera, analitzarem la funcié h(z) = e!~?z. En la segona, utilitzarem I’estudi

de la funcié h per provar la inclusié Z’ C S del primer apartat del Teorema de Szegd.
Finalment, en la tercera subseccid, demostrarem el segon apartat del Teorema de Szego,
que provara també la inclusié S C Z’ restant del primer apartat.

Per justificar la férmula (1.1) vista a la Introduccid, utilitzem la segiient férmula de
Taylor amb terme de resta integral.

Proposicié 4.1. Per tot n > 0 i per tot z € C

62 z
e = Pulz)+ '/ e " dt.
n! Jo
Demostracid. Fem induccié sobre n. Observem préviament que integrem funcions de
tipus f(w) = e"“w”* per algun k > 0. Aquestes funcions sén enteres i, per tant, tenen
primitiva també entera; la integral no dependra del cami que triem per anar de 0 a z, siné
només del punt d’inici i final.

Cas n = 0. Tenim Fy(z) = 1, i aleshores

eZ z z z
Py(s)+ & / et0dt = 1 + ¢* / ottt =14 ot| —et]
0! Jo A )

Suposem que la igualtat és certa per a n amb n > 0, i veiem el cas n + 1. Utilitzem
integraci6 per parts amb u = t"t1 i dv = e~ tdt:

z Zn+1 e?

(& z —t,n+1 ‘ —tn+1
¢ gt = p, gy —
(n+1)!/0 © (Z)+(n+1)!+(n+l)!/06

Zn—i—l e? z
=P, —e %M 1 / “hHdt | =
(z)+(n+1)!+(n+1)!< e 2"+ (n+1) ; e

62 z
=Po(2)+ — [ e 't"dt =¢”
n! 0

Pn-l—l(z)—'_

O

Com hem observat a la Introduccié, amb aquesta igualtat veiem que els zeros de P,
equivalen a les solucions de I'equacio

1 z
1 = = [ elt"at,
TL' 0

i fent el canvi de variable t = nu a la integral, i emprant la Férmula de Stirling, hem
provat que, per n gran, les solucions de P,(nz) = @,(z) = 0 sén les solucions de I’equacié

(1.3),
/0 2(61_“u)”du = \/f (1+€).
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Finalment, a partir d’aquesta igualtat hem raonat, sense entrar en demostracions, que la
corba candidata a ser la regié limit dels zeros de @, és la Corba de Szego,

S={zcC : |e%z| =1, |2|] <1}

La intencié principal a partir d’aqui és demostrar amb rigor aquest resultat. En concret,
quedara provat en el Corol-lari 4.12 de la Proposicié Principal (Seccié 4.2), que diu que
tot punt d’acumulacié del conjunt de zeros dels @),, pertany a S.

Un pas fonamental en aquest objectiu és entendre el comportament asimptotic de les
funcions

H,(z) :/0 (e' ™ u)"du, n >0,

que queda determinat pel comportament de la funcié h(z) = e!=?z.

4.1 La funcié h(z) =e' 72z

Es clar que h és una funci6 entera i que la seva derivada h/(z) = (1 — z)e! ™% només s’a-
nul-la en z = 1. Per tant, pel Teorema de la funcié inversa, h és localment invertible en
tots els punts zg # 1, amb inversa h~! holomorfa.

L’objectiu principal d’aquesta seccié és veure que h és una transformacié conforme entre
un domini €, que conté S, i C\ [1, 00). Es a dir, volem veure que h és bijectiva, holomorfa
i amb inversa holomorfa en aquests conjunts. També veurem que aquesta mateixa h és
una representacié conforme entre la regié U tancada per S i el disc unitat D.

Observaci6 4.2. Per definicié de S'i h, la Corba de Szegd és la part inclosa dins el disc
unitat tancat de la corba de nivell |h(z)| =1. Es adir, S={z€ C: |h(z)| =1} ND.

Per comengar amb ’estudi de h, reescrivim-la en coordenades polars. Sigui z = x—+iy =
re? amb r > 01i6 € (—n,7]. Aleshores

h(z) —el77, — el—rcos(@)—irsin(é’)reie _ rel—rcos(@)ei(e—rsin(ﬁ))

i, per tant, el modul i I'argument principal de A sén:

Ih(2)] = relTeos) — gl=v /17 2
Arg(h(z)) =60 — rsin(9), 6 e (—m, .
Observem que la funcié g(f) = Arg(h(re®)), § € (—m,n], és senar; ja que per tot
0 € [0,7] es té Arg(h(re?)) = — Arg(h(re=%)).
Considerem tot seguit la corba formada pels punts on aquest argument s’anul-la.
Definicié 4.3. Sigui r: (—m,7) — (0,00) la funcid definida per

0
r(6) = { sin(6)’ 670
1, 6= 0.

Definim la corba '
F={z=r?cC : r=r(9), c(-mmn)}
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De fet, la corba de nivell Arg(h) = 0, que és el conjunt format pels z = re? que tenen
Arg(h(z)) = 0 — rsin(f) = 0, esta formada per I' i la semirecta §# = 0. Per tant, es pot
veure I' com el conjunt format per 1iels z ¢ R amb Arg(h(z)) = 0.

Aquesta corba es pot parametritzar per 6 € (—m, ) de la segiient manera:

7(0) = (r(8) cos(9), 7(6) sin(6)) = <9sz?$) , e) , (4.1)

entenent que quan 6 = 0 la funcié es?g?((g) pren el valor limy_y as‘;ﬁ?g) = 1.

(VB

N
-

Figura 4: Corba I' i Corba de Szego.

Lema 4.4. La funcid r(0) és parell, positiva, i diferenciable en (—m, 7). A més, és creizent
en linterval (0,7), amb imatge (1,00). En particular, r(0) té asimptotes horitzontals en
0=—-mif=m.

Demostracié. Que r(6) és parell, positiva i diferenciable en (—7, ), és evident.

Veiem ara que 7(#) creix de 1 a infinit en (0, 7). Tenim que

ooy Sin(f) — 6 cos(0)
") = — e

és positiva si i només si sin(6) > 0 cos(#), la qual cosa es compleix si i només si § = 7/2 o

tan(f) > 0 per 6 € (0,7/2)
tan(f) < 0 per 0 € (w/2, ).

Com que aix0 és cert per tot § € (0, ), aleshores r(6) és creixent en aquest interval. A
més, com que
limr(#) =11 lim r(0) = +oo,

0—0 0—m—
r(0) té una asimptota en 6 = m i, pel Teorema del valor intermedi, recorre l'interval
(1, 00). O
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Com a conseqiiencia del Lema 4.4, de la definicié de I', i de la parametritzacié que
n’hem donat a (4.1), veiem que I és una corba simetrica respecte 1’eix real, que viu entre
les asimptotes Im(z) = —7 1 Im(z) = 7.

Observacié 4.5. Podem veure la corba I' com I' = TP UT'~ U {1}, on

I't={z=7r(0)e":0c (0,7)} =T N{zecC:Im(z) >0}
I~ ={z=7r0)e?:0c(-m,0}=I'n{zecC:Im(z) <0}.

Aixi doncs, T'" és una corba al semipla superior {Im(z) > 0}, formada pels z = r(6)e®
que “comencen” (quan # — 0) amb radi 1, i després es van desplagant en sentit antihorari
(els seus arguments 6 van de 0 a 7) i els seus moduls 7(f) van creixent cap a infinit; en
concret, quan § — 7, z tendeix a asfmptota Im(z) = 7. La corba I'™ és simetrica a I'"
respecte 'eix real.

Figura 5: Corbes I'", I'", i el seu comportament asimptotic.

La corba I' divideix el pla complex en dues regions obertes i no acotades.

Definicié 4.6. Diem
Q={z= pe? 10 e (—m,m), 0<p< r(0)} U (—00,0).

Aquest domini esta limitat per la corba ', que és la seva frontera, i conté el disc unitat.
En particular, conté la Corba de Szegd, llevat del punt 1.

Observacié 4.7. Analogament a T, el domini € es pot veure com Q = QT UQ~U(—o00,1)
on

Ot ={z=pe?:0c(0,7), p<r(@)}=2n{ze€C:Im(z) >0}
Q ={z=pe?:0c(—70), p<r®}=2n{zecC:Im(z) <0}

Passem a veure el resultat més important d’aquesta seccio.
Teorema 4.8. La funcid h és una transformacidé conforme entre Q@ i C\ [1, 00),
h: Q@ — C\|[l,00).

A més, cada x € (1,00) té dues preimatges 2™ € TV, 2~ € I'™, simétriques respecte R.

Demostracié. Per veure que h és una transformacié conforme entre i C\ [1, 00) caldra
demostrar que h és holomorfa en Q, que és una bijeccié entre Q i C\ [1,00) i que h™! és
holomorfa en C\ [1,00). Ja sabem que h és entera, i ja hem comentat a I'inici de la seccié
que, pel Teorema de la funcié inversa, h~! és localment holomorfa; per tant, és suficient
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veure que h és una bijecci6 entre i C\ [1, 00).

En primer lloc observem que h és una bijeccié del segment (—oo,1) amb ell mateix,
ja que per tota x € (—o0,1), la funcié h(z) = e!~%z és real, continua i amb derivada
h'(x) = (1 — x)e!™® > 0. Per tant h és estrictament creixent sobre aquest segment. A
més, donat que

lim A(x)=—-oc0 1 h(l)=1,

Tr——00

tenim que h((—o0, 1)) = (—o0,1).

A continuacié veurem que per a tot w € C\ R existeix una tnica z € Q \ R tal que
h(z) = w, tot demostrant que h és una bijecci6 entre Q \ Ri C\ R.

Fixem ¢ € (0, ) i considerem la semirecta Ly = {w = Re®¥ : R > 0}, que és el conjunt de
punts del pla complex amb argument . Aleshores, com que Arg(h(re?)) = 6 — rsin(6),
les antiimatges z = re’? de punts de la recta Ly hauran de tenir § — rsin(f) = ¢, o
equivalentment

_0-9

 sin(f)’
Caldra que 0 € (¢, ), perque r > 0 (r # 0, perque h(z) = 0 si i només si z = 0). Aix{
doncs, tenim que I'antiimatge de L., existeix i és la corba a Q7:

vy =hH(Ly) = {re’e 20 e (Y,m),r= :m(;/;}
De fet, aquesta corba té un comportament molt similar a la corba I'", ja que és una altra
corba de nivell de Arg(h), i es pot estudiar de manera analoga. Si anomenem 7(6) = S?H_T%)’
tenim que 7 és una funcié continua en [, 7), derivable, i amb derivada positiva en (¢, ),
per tant, és una funcié creixent des de 7(¢)) = 0 a limg_,, 7(f) = co. A més, la corba 7,
es pot parametritzar per 6 € (¢, ) de manera analoga a I't:

7(6) = (7(6) cos(6), 7(6) sin(9)) = <W o— ¢> |

Per tant, la corba surt del punt 0 amb un angle inicial ¥ i després es va desplagant en
sentit antihorari, mentre el seu modul va creixent de zero a infinit, i té una asimptota en

Im(z) =m — 1.

\ L¢)
h='(Lg) .
1 h(T)
0 0 1

Figura 6: Accié de h sobre I' i antiimatges per h de les semirectes Ly, Ly.

24



Donat que aquest aquest raonament es valid per qualsevol ¢ € (0,7) (existeix h™!(Ly)
per tots aquests angles), i per cada angle ¢ la corba h_l(Lw) és diferent, aleshores
{h_l(Lw)}we(O,ﬂ) és una familia de corbes diferents que omplen QF, és a dir, QT =
Upe,m h=!(Ly). De la mateixa manera, {Ly}ye(o,r) ¢ una familia de rectes diferents
que omplen {z € C : Im(z) > 0}. Llavors, la funcié h és una bijeccié linia a linia entre
Oti{zeC:Im(z) >0}

Analogament, la funcié h és una bijeccié linia a linia entre Q7 i {z € C: Im(z) < 0}.
Es pot veure utilitzant el mateix raonament perd fixant ¢ € (—m,0) i amb h~(L,) defi-
nida per 6 € (—7,1); o també es pot deduir per la simetria de Pargument de h respecte
6 = 0. Tenim que h™'(Ly) és simetrica respecte l'eix real a h™1(L_y).

Queda per veure que cada x € (1,00) té dues antiimatges, 2™ € 't i 2~ € I'". Primer
demostrem que h : I't — (1,00) és una bijecci6. Com que per cada z € 't existeix un
tinic 6 € (0,7) tal que z = r(0)e? (compleix h(z) = |h(2)|), podem representar h en T'T
amb la seglient funcié de 6:

6
sin(6)

61_% cos ()

$(0) = h(r(0)e") = r()e! ) cos) = , 0€(0,7).

Donat que es tracta d’una funcié real, positiva, continua en (0, ), i tal que

lim ¢(0) =1, lim ¢(0) = oo,

6—0t O0—m—

aleshores ¢ recorre tots els punts de 1 a infinit, per tant h(T't) = (1,00). A més, es pot
comprovar que ¢ és derivable i té derivada positiva en (0, 7). Per tant, per tot = € (1, c0),
existeix una tinica § € (0,7) tal que h(r(0)e?) = x i, per tant, una tinica 2+ € T'* tal que
h(z) = x.

Analogament, es pot veure que h : '™ — (1,00) és una bijeccid, definint ¢ per 6 en
(—m,0) com a dalt i tenint en compte la seva paritat.

Aleshores per tot z € (1,00), x té exactament dues antiimatges per h, 27 € Tt iz~ e ™.

O

Observacié 4.9. Com que h : Q — C\ [1,00) és una transformacié conforme, preserva
angles. Podem veure, en la Figura 6, com I'angle que formen les corbes h ™1 (L) i A1 (Ly)
en 0 és el mateix que formen les semirectes Ly i Ly, en h(0).

Anomenem U a la regié envoltada per la Corba de Szegd, és a dir,
U={zeC:|h(z)| <1,|z] < 1}.
Com a conseqiiencia directa del Teorema anterior, tenim el segiient resultat.

Corol-lari 4.10. La funcié h restringida a U és una representacic conforme entre U i D,
h:U— D, amb h(0) = 0.
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4.2 Prova de la inclusié Z' C S

L’objectiu d’aquesta seccié és demostrar una inclusié de ’apartat 1 del Teorema de Szeg6
de la Introduccid, en concret, provar que els zeros dels polinomis @), s’acumulen ne-
cessariament a la Corba de Szegd.

Ara que ja sabem com actua h sobre €, i que els zeros dels @, viuen a D\ {1} C Q,
continuem l’estudi del comportament asimptotic de les funcions H,,, restringint-nos a la
regié (). Recordem que

H,(z) = /Oz(eluu)ndu i h(z) =€z

El resultat principal és el segiient.

Proposicié Principal.
I H,(z) z
im n =
n—00 (h(z))n 1—2z

uniformement en subconjunts compactes de 2.

Demostracié. Comencem estudiant el limit al punt z = 0. La funcié H, /h™ € H(C\{0})
té una singularitat en z = 0, ja que 'inic zero de h™ és z = 0 (d’ordre n). A més,
H,(0) = 0. Anem a veure que és una singularitat evitable.

Tenim H/,(z) = (h(2))"; aleshores, desenvolupant la série en poténcies de e”1=2), s’obté:
H.\(2) = 2"e"37%) = 2"(ag + a1z + agz? + -+ ) = apz™ + ar12" ! a2 4

amb ag # 0, la qual cosa ens duu a la segiient expressio:

ap 1 ai 2 1 ap aj
Ho(s) = % nt1 @ nt2 a1 90 )
n(z) n+1z +n+22 + z n—|—1+n—|—22+

Per tant, H,(z) té a z = 0 un zero d’ordre n + 1, i

Hy(2) :ZnJrl(naiﬁ1 na—+12z_|_) . agp ai s e n(12)
(h(z))™ Znen(1—2) n+1l n+2 '

Amb aixo,

H,
lim n(2) =0,
z—0 (h(z))"
de manera que H,/h™ té una extensi6 holomorfa a 0, i trivialment es compleix la relacié
del teorema per z = 0.

Demostrem ara la convergencia per a z € 2\ {0}. Com que h™ és entera, la integral
de H,(z) no depen del cami triat per anar de 0 a z. Per cada z = e € Q\ R, puc triar
com a cami de 0 a z al cami -, que segueix la corba de nivell de Arg(h) que passa per
z. Si anomenem ¢ = Arg(h(z)) € (—m,7)\ {0} i R = |h(2)], tindrem h(z) = Re™ i, per
tant, la corba de nivell de Argh de z serd vy, = h™1(Ly).
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D’aquesta manera, si fem el canvi de variable w = h(u) en H,(z), que té sentit per la
bijectivitat de h en Q, tindrem que w recorre el segment h(v,) = [0, Re'¥], inclos en la
semirecta L, i podrem fer un nou canvi de variable w = re, r €[0,R], en C\ [1,00).

D’altra banda, per cada z € R\ {0}, podem triar com a cami d’integracié de H,(z)
al segment v, = [0, z], i procedir analogament amb els canvis de variable, tenint en comp-
te que w = h(u) recorrera el segment h(7,) = [0, R], inclos en (—o0,0), si z < 0, i inclos
en (0,1), si z > 0.

h™*(Ly) Ly

@)
:

Figura 7: Cami v, en Q i cami h(y,) en C )\ [1, 00).

Fem primer el canvi de variable w = h(u) a la integral que defineix H,(z): llavors
u="h"Y(w)idw=h(u)du on

h/(u) _ _el—uu+el—u _ th’U,) N h(U) _ h(U) (i . 1> _ h(u)l ; u.
Definim -
G(w) = M% w € C\ [1,00),

que és holomorfa en C \ [1,00), perqué h~(w) = 1 si i només si w =1¢ C\ [1,00).

Aleshores 1 1
du=——2 dw= —G(w)dw,
(u)l—u w

i podem procedir a fer el canvi de variable:

w

z h(z) h(z)
Hn(z):/o (h(u))”du:/o w”lG(w)dw:/O w" G (w)dw.

A continuacié parametritzem el segment de 0 a h(z) de la manera habitual. Essent
R = |h(2)|, tenim w = re™ amb r € [0, R], d’on dw = e™¥dr i, per tant,

R . . . R . . . R .
H,(2) :/0 (Tew)”lG(Tew)ewdT:/o r"lemd’G(Tew)dr:emw/o LG (ret)dr.
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Com que h(z) = Re',

Ho(2) N /R i O P
n = " " Gre™)dr = — "7 G(re'™)dr. 4.2
)~ ooyt fy 1 U= g T GUreR)dr o (42)

A continuacié enunciem un lema que ens servira per veure que el limit d’aquesta expressié
és z/(1 — z) uniformement en compactes de €\ {0}, tal i com requereix I’enunciat de la
proposicié.

Lema 4.11. Si f és una funcié real de dues variables, i f € C*([0,00)x (=7, 7)), aleshores

R
i [0 o = F(R)
0
uniformement en compactes de [0,00) X (—m, ).

Demostracio. Primer demostrarem que si f és una funcié real d’una variable, i f €
CY([0,00)), aleshores

R
lim 2~ /O e = F(R)

uniformement en compactes de R > 0. Després ho generalitzarem a dues variables.

Fixem un compacte [0, R1], on R; > 0, de [0,00). Utilitzant integracié per parts amb
u = f(r) idv=r""ldr obtenim, per R < Ry,

/OR P (r)dr = [f(r)ﬂ: = /OR ™ pryar = LA 1 /OR £ (r)dr.

n n n

Aleshores, prenent M = max|f’(r)|, que és finit per hipotesi, tenim

[0,R1]
n R n—1 d R)l = n f(R)Rn 1 R n pl d R
o | ) = | (PR o pyar) - gy
R R R
:% /0 ™ f'(r)dr S];”/O ™ f (r)|dr < ]];{L/o r"dr

o n+l 7 n4+1

_ M [m" MR _ MR
- R n+1

Aquesta desigualtat mostra la convergencia uniforme a [0, R1], ja que 'acotacié no depén
de R (és la mateixa per tots els R € [0, Ry]).

Aquest argument es pot generalitzar per a f funcié real de dues variables, r i v, tal
que f € CY([0,00) x (—m, 7)), com en I'enunciat del Lema.

Fixem un compacte [0, R1] X [¢)1, 2], on Ry > 01 [¢1,12] C (—m,m), i considerem ara

of
or

M = max
[0,R1] X [31,%2]

()|
que també és finit, per la hipotesi sobre f.

Aleshores, per R < Rj i v € [1)1, 9] arribem a la mateixa desigualtat. O
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A continuacié utilitzem aquestes propietats per a la funcié G(re*) de la férmula (4.2),
com a funcié de dues variables, r i 1. Escrivim G(re*¥) = a(r,1) 4 ib(r,%)) on a i b sén
la part real i imaginaria de G. Com que a i b s6n de classe C*°, els podem aplicar el lema
anterior i deduir que

lim —— /R Tn_lG(Tew)dT — lim =~ /R " La(r,p)dr + i /R " o(r,)dr | =
n—oo ™ 0 - R 0 > Rn ; , =

= a(R,¥) + ib(R,v) = G(Re™)

uniformement en compactes de [0, 00) x (m, 7).

Per tant, a partir de (4.2),

lim n Hn(2) =1 i

lim — i
n—o0 (h(z))n B n—oo RN

:1—7;

/R r1G (reV)dr = G(Re™) = G(h(2))
0

uniformement en compactes de [0,00) x (7, 7); equivalentment, en compactes de 2\ {0}.

Per acabar, veiem que la convergencia és uniforme en tots els compactes de €2, també
els que contenen el punt z = 0.

Definim, per a cada m > 1, el compacte

Ky, ={2€Q:d(2,T) >1/m} NnD(0,e™).

{z€Q:d(z0T)=1/m}

Figura 8: Compactes K,,.

Per qualsevol compacte K de 2, existeix m tal que K C K,,, i per tant, és suficient
veure la convergencia uniforme en aquests Kp,.

Si anomenem F,(z) = n(g(’lz()il =,

volem veure que, per tot m > 1,

nh_)nolo glaéi\Fn(z)| =0.
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Fixem m i escrivim K,,, = K}, U K2, on K}, és un compacte sense el punt z = 0, com
els considerats anteriorment, i Kfn és la part que conté z = 0. Més precisament:

K =K,\D0,1/m) i K2 =D(0,1/m).

m m

Aleshores,

g |1 (2] = e [P (2) |2 ).

1
Com que K}, és compacte a Q\ {0} i F}, convergeix a 0 sobre compactes de 2\ {0}, tenim
que

Jim (rglaé IFn(z)!> = lim_ (I?%}si \Fn(2)|>.
Pel Principi del modul maxim, per al disc K2,,

Fo(2)| = F,
ZIQ%I n(2)] \zﬁﬂ?fm‘ n(2)];

i com que {|z| = 1/m} és compacte de Q\ {0}, també tenim

lim <max|Fn(z)y) = lim ( max |Fn(z)|> = 0.

n—00 \ z€Km, n—0o0 \ |z|=1/m

O

A continuacié, volem demostrar la primera inclusié del primer apartat del Teorema de
Szegd, que el lloc limit dels zeros del polinomis @), esta inclos en la Corba de Szegd, S.

Recordem que Z = J,-(Z(Qn) és el conjunt dels zeros dels polinomis Q. Sigui Z’
el conjunt derivat de Z, és a dir, el conjunt de punts d’acumulacié de Z:

Z' = {Z € C: IHzpte>0 € Z\ {z} tal que lim 2 = z}
- k—o0

El segiient corol-lari de la Proposicié Principal mostra que els punts de Z només es poden
acumular a la Corba de Szegd.

Corol-lari 4.12. Els zeros dels polinomis Q, s’acumulen en S, és a dir, Z' C S.

Demostracié. En primer lloc, donat que Z C D, els punts limit de Z també pertanyen
a aquest tancat, és a dir, Z’ C D. Aix{, podem centrar-nos en quins z de D pertanyen a Z’.

Observem que, com que per cada z € Z hi ha algun n > 0 tal que Q,(z) = 0, per

la igualtat (1.2), tenim
nn
1 = —'an(z)

en

A més, per la Férmula de Stirling, existeix ng > 0 tal que per tot n > ng i per tot z € £,

eZ—;an(z) = 6:—;|an(@| = \/Fn(11+e)nH”(z)| = (1;\/?6;)|an(2)|. (4.3)
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Per provar el corol-lari, prendrem z € D\ S qualsevol i veurem que z ¢ Z’, tot mos-
trant que no existeix cap successié {2z }r>0 € Z amb z; # z tal que z; — 2. Ho veurem
prenent conjunts compactes en D que continguin z, i observant que en cadascun d’ells
nomsés hi pot haver un nombre finit d’elements que compleixin la igualtat (1.2) per algun
n, mostrant aixi que no poden haver-hi successions de Z \ {z} que tendeixin a z en aquest
compacte. Distingim dos casos: z amb |h(z)| < 11 z amb |h(z)] > 1.

Cas 1. Sigui z € D\ S tal que |h(z)| < 1. Sigui D; C Q un disc tancat, centrat en z, i
de radi tal que |h(w)| < 1 per tot w € D1. Prenem ¢ tal que 0 < ¢ < 1i |h(w)| <1 —¢
per tot w € D;. Com que D; és compacte de €2, per la convergencia de la Proposicié
Principal, existeix ny > ng tal que per tot n > nq i per tot w € Dy

nHy,(w)  w
(h(2))"  1-w

‘ <e. (4.4)

Llavors, pel que hem vist a (4.3), per tot n > ny i per tot w € Dy

e gnt(w) = ) < e (|2 L)

s(l_en)(l—e)”<w

2mn 1—w

re)

Aleshores, sigui C; = max|w/(1 — w)|, que és finit perque 1 ¢ Dy, per tot n > ny i per

weDy
tot w € Dy tenim
n" (C1+¢) (1—e)"
T -y
emn! "(w)‘ Var 1) NG

Com que la banda dreta d’aquesta desigualtat tendeix a 0 quan n tendeix a infinit, exis-
teix nj > ny tal que per tot n > n} aquest valor és menor que 1. Aleshores, per tot
n > n), w no és un zero de Q. Per tant, en D; només hi ha un nombre finit, menor que
n), d’elements de Z. Conseqiientment, no existeix cap successié d’elements de Z \ {z}
que tendeixin a z.

Cas 2. Sigui z € D\ S tal que |h(z)] > 1. Analogament, considerem Dy C € un
disc tancat, centrat en z, i de radi tal que |h(w)| > 1 per tot w € Da. Per la Proposici6
Principal, per tot € > 0 existeix un nz(g) > ng tal que per tot n > na(e) i per tot w € Dy
val la desigualtat (4.4) i, per tant, també val

)| = > S (| 2| ).

Diem ara Cp = min |w/(1 — w)|, triem € > 0 tal que Co —e > 01 |h(w)| > 1 + ¢ per tot
wED2
w € Dy. Aleshores existeix na(g) > ng tal que per tot n > ny(e) i per tot w € Dy tenim

n'I’L

an(w)‘ > (02\/2_7:)

Com que la banda dreta d’aquesta desigualtat tendeix a co quan n tendeix a infinit, com
en el cas anterior, aixo prova que z ¢ Z'.

e"n!

O
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4.3 Prova de la inclusié S C 7’ i del segon apartat del Teorema de Szeg6

En aquesta seccié estudiarem com els zeros dels polinomis @), es distribueixen al voltant
de S; en concret, es veura com aquesta distribucié és uniforme respecte ’argument de
la funcié h sobre S. Aix0 implica, en particular, que S C Z’. Aixi doncs, aquest estudi
acabara la demostracié del Teorema de Szeg6 de la Introduccié.

El primer pas és definir entorns adients per cada interval de S en €, per després veure
quants zeros de ),, hi ha en cadascun d’ells i com es reparteixen. Triarem aquests entorns
tenint en compte l'estudi que hem fet de la transformacié conforme h: Q@ — C\ [1, 00).

Siguin 7, R € R amb 0 < r < 1 < R i siguin ¥1, 1y € (0,27) amb 0 < 91 < ¢ < 2.
Considerem en C \ [1,00) el quadrilater en coordenades polars K = K(r, R,1,12) amb
vertexs

rel, Re™', Re™2, re'2,
Els seus costats sén els segments [re’¥1, Ret¥1] C Ly, i [Re™2,re'¥?] C Ly,, i els arcs de
circumferéncia de centre 0 que uneixen Re’¥! amb Re'¥2, i re'¥? amb re'¥1.

Per la bijectivitat de h i la definicié de S, ’antiimatge per h de K és una regi6 en {2
que conté el segment I de S que es troba entre les corbes de nivell argh = 1 i argh = 1.
Aixi doncs, triant diferents 7, R, 11,19, podem triar com a entorns dels intervals de S a
les antiimatges dels quadrilaters. Per cada r, R, 1, %2, denotem

\7 - j(ra R7 ¢17¢2) = hil(KOﬁ‘? R7 wlva))'

Com que els zeros dels polinomis @), s’acumulen en S, és suficient considerar quadrilaters
amb r i R propers a 1. A més, com que cada I C S es pot posar com la unié d’intervals
més petits de S, és suficient considerar angles 11, ¥ amb 12 —1)1 petit. D’aquesta manera,
la distribucié per n gran dels zeros al voltant de qualsevol tros de S, surt de la distribucid
dels zeros en els diferents conjunts 7, que sén practicament petits segments de S.

Ret2

Tein

h(S) = oD
Figura 9: Frontera del quadrilater K = h(J).

El resultat més important de la seccié és el segiient teorema provat per Szegd en [Sz].

Teorema de Distribucid. Siguin v, R, 11,12 i J definits anteriorment. Aleshores,

1 P2 — 1
n#[Z(Qn)ﬂj]—%+O<n>7

on O(1/n) és independent de r, R, 1, 1s.
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Observacié 4.13. Sigui I = J NS el segment de S que es troba entre les corbes de
nivell arg h = 11 i arg h = 9. Tenim que h(I) és I'arc de circumferéncia de 9D que uneix
e amb 2. Com que #Z(Q,) = n i els zeros dels polinomis @,, s’acumulen a S, el
Teorema de Distribucié diu que la proporcié de zeros de @),, propers a I es va acostant a

Yo =1 do
o /h(,) o~ M)

Per tant, la demostracié del Teorema de Distribucié prova el segon apartat del Teorema
de Szegb i que S C 7.

Demostracio del Teorema de Distribucio. En primer lloc recordem que, per la féormula
(1.2), z € Z(Qy) si i només si

nn

1= o nHy(z).
Definim, per cada n > 0, la funcié
nn
hn(z) = o nHy(z).

Llavors, els zeros de (), son exactament els valors en que h,, val 1, i el problema equival
a demostrar que la funcié h,, pren n % + O(1) vegades el valor 1 en J.

Utilitzant la Férmula de Stirling, tenim que

n(2) = emrnme/21n(1 + €,) nHa(z) = V2mn

D’altra banda, com que J és un compacte d’Q2, per la Proposicié Principal de la Seccié
4.2, per n > 0 gran i per tot z € 7,

(1 —€p).

1 z n
hn(2) = o S (A(2)" (1 + en(2)),

on {e,(z)}n és una successi6 real, no necessariament positiva ni negativa, que tendeix a
zero uniformement en compactes de J.

Per simplificar encara més aquesta expressié de h,,, observem que és suficient triar r i
R tan propers a 1 com vulguem, i ¢, ¥ tals que 19 — 21 sigui tan proxim a zero com
vulguem. Amb aix0, podem triar J prou petita tal que el valor % practicament no
varil. Sigui z7 l'antiimatge per h del centre de K i sigui

4
Ag = .
J 1—Zj

Triem J prou petit per tal que, per tot z € 7,

z
1—=2

— Ay(146(2)) amb |5()] < %

D’aquesta manera, per tot z € J, tenim




Malgrat aquesta funcié ja és més simple que amb la que hem comencgat, volem una nova
funcié que valgui 1 el mateix nombre de vegades que h, en 7, i que faci encara més facil
calcular-ne el nombre de punts en que val 1. Per cada n > 0, definim la funcié

que en J és molt similar a h,,, ja que
ho(2) = ha(2)(1+6(2)) (1 +en(2)), z€ J. (4.5)

A partir d’aqui, la intencié és aplicar el Teorema de Rouché, per veure que h,, — 1 i
hy, — 1 s’anul-len el mateix nombre de vegades en J, i aplicar el Principi de ’argument
per calcular el nombre de vegades que h,, — 1 s’anul-la en 7.

Per poder aplicar el Teorema de Rouché a h, — 1 i izn — 1 en J, ens cal veure que
es compleix la hipotesi:

|(ha(2) = 1) = (ha(2) = 1)| < |hn(2) = 1|, z €07

Observem que, per la definicié de iLn, per tot z € J, tenim que

|hn(2) — 1| = ’AJ (f/(% — 1‘

i per la igualtat (4.5),
|(hn(2) = 1) = (hn(2) = D)] = |hn(2)]

+0(2))(1+en(z —1‘
‘ n
= [Ag]

(1
(=)l \<>+6<> 2(2) + en(2)
Vamn (@)

A més, com que [0(2)] < % i ,(2) tendeix a zero, podem suposar, prenent n prou gran,

que existeix £(z) < @ tal que, per n prou grani z € 7,

|(hn(2) = 1) = (hn(2) = 1)| <

Per tant, en aquesta situacid, per provar la hipotesi del Teorema de Rouché és suficient
veure que

|\h/(%zs(z) < ‘AJ (f/%l — 1‘, z€0J. (4.6)

A continuacié volem veure que aquesta darrera desigualtat es compleix en cadascun
dels quatre trossos que formen 0.7:

Tros 1. Antiimatge per h de I'arc que uneix 7e?¥2 amb re?¥! (verd a la Figura 9).
Tros 2. Antiimatge per h del segment [re®!, Re™¥1] C Ly, (lila a la Figura 9).
Tros 3. Antiimatge per h de I'arc que uneix Re™ amb Re'¥? (roig a la Figura 9).

Tros 4. Antiimatge per h del segment [re?¥2, Re'¥?] C Ly, (taronja a la Figura 9).
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Tros 1. Aqui |h(z)| =r < 1. Llavors,

|h(z)\”5z . e(z)
V21N 2mn

mentre que

pE
V2mn V2mn

Com que la dreta de la primera igualtat decreix cap a 0 quan n tendeix a infinit, i la dre-
ta de la segona desigualtat creix cap a 1, per n prou gran, es compleix la desigualtat (4.6).

_1’21_AJ\

Tros 3. Aqui |h(z)| = R > 1, i per tant, per n prou gran,

|h(2)[" R" 1 R" R" ‘ (h(2))"
= <Ayl —/—=< |Agy|—-1< |4 -1},
V2mn #(z) \/27m€<z) 2‘ j‘\/QWn | J’\/27rn =7 V2mn

. R™ . . .
Ja que —o— tendeix a infinit.

Tros 2. Es té que h(z) = pe’¥t amb p € [r, R]. Llavors,

3

" e "
Vo ) T Vamn

Per altra part, dient A7 = |A 7]’ a7 € [0,27),

L )| [[Agles (pe)" || [Aglpneiles i
J \/2— = =
™

Aqui ens trobem amb un problema per provar la desigualtat (4.6). Sigui

14
Vi 2mn

1
() < 51471

1].

2™ 2m™n

_ |Aj|pn ei(ay-{—nzpl)_

Wn,
2mn

Donat que p € [r, R] amb r < 1 < R, el modul de w,, passa de ser molt proper a zero a
ser molt gran. En particular, en algun moment aquest modul val 1. Com que no podem
controlar I’argument a s + ni; de wy, no podem assegurar que wy, no és 1, i per tant, no
podem assegurar que es compleix la hipotesi del Teorema de Rouché (desigualtat (4.6)).

2 4 o1 1 1 :

La solucié a aquest problema és canviar ’angle 11 per 11 + «,,, amb «a,, molt petit que

permeti controlar 'argument de w,. En concret, triant ) de manera que w, sigui un

valor real negatiu, s’assegura que w,, és un valor allunyat de 1, de manera que el terme
de més amunt és “gran”, i es pot provar la hipotesi del Teorema de Rouché.

A continuacié cerquem o tal que w,, canviant argument 11 per 11 + o, sigui un

nombre negatiu. Per tal que w,, sigui negatiu, cal que
eilagtn(¥rtan)) — 1
la qual cosa es té si i només si
agz +mny +nal =+ 21k, k€Z,

és a dir, si i només si

1 m™—ag —nyY + 21k

o, =

keZ.

n
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Per cada n, existeix m,, € Z tal que
T —ag — iy € 2nmy, 2m(my, + 1))
i, per tant,
T—ag —nY; —2mmy, € [0,21) i 7™ —ag —nyYy —2x(m, + 1) € [—27,0).

Llavors, per cada n fixat, triant k = —m,, i k = —(m,, + 1), obtenim dues successions
d’angles {a}, C [0, 25), {a}}, C [~22,0), que tendeixen a zero, i tals que

ei(ag—i—mpl—‘rna}l) _ 6i(ay+nw1+nd}l) - 1

La situacié del Tros 4 és la mateixa que la del Tros 2 i, per tant, es resol igual; per
cada n es trien o2 € [0,25) i 42 € [-2%,0) amb les mateixes caracteristiques que abans.

A partir d’aquests o, &L, a2, &2, construim uns compactes 7, , 7.5 en 2, molt sem-

blants a J, amb J, C J C jj , 1 tals que la desigualtat (4.6) del Teorema de Rouché es
compleix per tot z € 87, UdJ, .

Especificament, considerem en C \ [1,00) el quadrilater en coordenades polars K, C K

de vertexs

i el quadrilater en coordenades polars K, O K que té vertexs

Aleshores definim

To =h"HKL) 1 g =hT ).

h(S) = oD

Figura 10: Fronteres de K = h(J) (blau), K,7 = h(J,}) (roig), K,, = h(J,;) (verd).

Aix{ doncs, val la desigualtat (4.6) tant a la frontera de J,, com a la de J,/, i pel
Teorema de Rouché,

#(Z(h = )N T = #[Z(he ~ )N T 1 #[Z(ha = 1) N T = #[Z(he — 1) 0 T,
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Per acabar la demostracid, aplicarem el Principi de 'argument a hn — 1 en /A
provarem que, per n > 0 gran,

#(Z(hy —1)NT ] =n % +O(1).

De manera analoga tindrem el mateix resultat per J,7. Conseqiientment, com que

o — Lo L +
o =D 0T] L #Z( =)0 T) o #20 =) 0 5]
n—oo n n—00 n n—00 n

ja tindrem que
o #ZQINT] =

n—o00 n 2

Apliquem doncs el Principi de I'argument a hy, — 1 sobre J,, - El nombre de solucions
de hy, —1 en linterior de J,, és el nombre de voltes que fa la corba B (0,7 ) —1 al voltant
de z = 0. Per tant, hem d’examinar la variacié de Pargument de h,, — 1 en 87, Ho fem
tros a tros de 0.7, .

Tros 1. Antiimatge per h de I'arc que uneix re?¥2+8%) amb ref1ton) - Aqui |h(z)| =
r < 11, per tant,
h(2)[" "
= |4yl
V2mn V2mn

tendeix a zero quan n tendeix a infinit. En particular, existeix ng tal que per tot n > ng,

|hn(2)] < %, de manera que hn(z) —1 € D(—1, 3). Conseqiientment, per n prou gramn,

()] = [A7]|

h, — 1 no fa cap volta al voltant de z = 0.

Tros 2. Antiimatge per h del segment [rei(qbﬁai),Reiw”a#)] C Ly +ar)- Aqul
h(z) = pei®1+eon) amb p € [r, R]. De la manera que hem triat o), es té que
|Ag|preilagtrvitnan) _\fomn  —|Ag|p" — 2mn

iLn z)—1 = € (—o0, —1),
(2) 2mn 2mn ( )

i en aquest tros no hi ha variacié de I’argument.

Tros 4. Antiimatge per h del segment [re(V2+6%) | Reilv2+63)] Ly, 4a2)- Lasituacié
és analoga al Tros 2, per tant, no hi ha variacié de I'argument en aquest tros.

Tros 3. Antiimatge per h de l'arc que uneix Rei¥itan) amb Rei(2+67)  Tenim
h(z) = Re™ amb ¢ € [y + o, 2 + G2]. Llavors,

|AJ|Rn€i(aJ+nw) _

2mn

arg(hn(z) — 1) = arg ( 27Tn) = arg(|A7|R"e@TH) _ /o).

El punt |A7|R"e!(@7+7%) pertany a la circumferéncia de radi |[A7|R™, que per n gran és
molt major que v/2mwn. Per tant, pels diferents 1, els punts |A J\R”e’(“J ) _ /21
viuen en una corona d’amplada v/27n al voltant de la circumferéncia |z| = |A7|R"™. Aix{

doncs, per n gran, I’argument recorregut per fzn(z) — 1 és el mateix que el recorregut per
|A 7| R @7 +7%) “amb un error +v/27n/(|A7|R™) que tendeix a zero.
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Donat que arg(|A7|R"e"*7+)) = a7 + nap i que 1 varia de ¥; + a a ¥y + 42, per
n gran, la variacié de I'argument de h,, — 1 en 07, és de

n(g + %) — n(¥1 + o) = n(ths — 1) + (a3 — o).

Com que |al|, |62 | € [0,27/n], tenim que n(42—a)) = O(1) és independent de n, 7, R, 11, 5.
Aleshores, pel Principi de argument, per n > 0 gran,

#Z(hn —1)N T ] =n % +0(1).

O

Observacié 4.14. Hi ha resultats més recents que formulen de manera més precisa en
quin sentit els zeros de @), es distribueixen segons la mesura harmonica de I’enunciat del
Teorema de Szegd. A continuacié esmentem un dels resultats de Pritsker i Varga.

Donat z € C, sigui 6, la delta de Dirac a z, és a dir, la mesura que sobre B C C val

5.(B) = 1, sizeB
0o, siz¢ B

Definim, per cada n > 0, la mesura de recompte de zeros de @), normalitzada
1
Mn = a Z 527
2€2(Qn)

que és clarament una mesura de probabilitat.

El resultat que es mostra en 'article [Pri, Var, Theorem 2.1] és el segiient.

Proposicié 4.15. Siguin u, les mesures que acabem de definir, i sigui p la mesura
harmonica de U al punt 0, tal © com apareiz al Teorema de Szegd.

1) Les mesures i, convergeizen a la mesura harmonica p, en la topologia feble *. Es
a dir, per tota funcid f € C.(C) continua de suport compacte,

lim /fdun:/fdu.

2) h_)m e Qn (2)|Y™ = |h(2)| uniformement en compactes de C\ U.
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5 Posicioé dels zeros de (), respecte S

Després de Szeg6 altres matematics han seguit investigant el comportament dels zeros
dels polinomis @, al voltant de la Corba de Szegé. En aquesta seccié donarem alguns
d’aquests resultats, que hem cregut interessants.

El primer és un teorema de J. D. Buckholtz, provat en [Buckl], que ens assegura que
els zeros de @, es troben fora de la regié U limitada per la Corba de Szego.

Teorema 5.1 ([Buckl], Theorem 2). Per tot n > 0, la regié U = UU S no conté cap zero
de Qp.

Demostracio. Per definicié de S i U, tenim que
U={zecC:le 7z <1,|z| <1}

Prenem z € U i veiem que Q,(2) # 0. Sera suficient veure que |1 — e™*Q,(z)| < 1, ja que
els zeros de @, evidentment no compleixen aquesta desigualtat.

Per la igualtat (3.1), per tot n > 0,

N 5 (nz)k) e 3 02

Llavors, per tot n > 0,

nk‘z‘k*”

oo
1= eQu(z)] < [e=afre ST

k=n+1

Com que |e!™%2| < 11 |z| <1, per tot n > 0, tenim

Donat que, per la igualtat (3.1), la serie de la banda dreta de la desigualtat és e — @, (1),
tenim que, per tot n > 0,

11— e ™Qu(2)| < e (" — Qu(1)) =1 — e "Qn(1) < 1.

O

A continuacié presentem més resultats de Buckholtz, que mostren que els zeros del
polinomi @Q,, estan a una distancia controlada de la Corba de Szegd.

Definicié 5.2. Per tot z € C i per tot n > 0, sigui la funcié Sy, (z) definida per la igualtat

n

i - S0(2). (5.2)

p=0
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Com que (nz)" Sn(z) =>2>"2 M, tenim, explicitament,

] p=n+1 p!
T (nz)? (nz)3 _ 2 (nz)kn!
Sn(2) = i’ (n+1)(n+2) " (n+1)(n+2)(n+3) T ;(”Jrk)!.

Definicié 5.3. Per tot z € C i per tot n > 0, definim de manera similar la funcié T, (z)
per la igualtat

ORI S (5.3)
’ p=n+1 '

Com que 2" To(2) = >0 %, ara tenim

n! nn—1)---2 nn—-1)---3 n B = n!
~ (n2)n (nz)n—1 (nz)n—2 teoet (nz)! 1= kzok!(nz)"_k’

Tot seguit enunciem un lema que recull propietats de les funcions que acabem de definir.

Lema 5.4 ([Buck2], Lemma 1). Sigui n > 0, les funcions Sy (z) i T,,(z) compleizen:

(a) Per a tot z € C,
Sul2) + Tu(2) = 5

(b) La funcié Sy,(z) és entera, i esta relacionada, per tot z € C\ {1}, amb la seva

derivada per la igualtat
z Sl (2)
Sp(z) = —— |1 — —=|.
(2) 1-=2 [ n }

(¢) La funcié T, (z) és holomorfa en C\ {0}, i esta relacionada, per tot z € C\ {0, 1},
amb la seva derivada per la igualtat

76 = o[ ).

z—1 n

(d) Pern >0 gran,
i) Si|z| <1, llavors |Sy(z)] < ey/n.
1) Si|z| > 1, llavors |Ty(2)| < ey/n.
iii) Si le!™%z| > 1, llavors |Sp(2)| < 2ev/n i | T (2)| < 2e/n.

Demostracio. (a) Per definicié de Sy, (z) 1 T,(2), per tot n > 0, tenim

Su(z) = T (102) £ 50(2)).

n!

_ (n2)"

Aleshores, (e%) (1/n) (e/n)
eA)"nl nl(1/n)™ nlle/n)”
To(z) + Sn(2) = nzn (e cz)n (elFz)n
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(b) Que Sy, (2) és entera és evident. Per veure la relacié de Sy, (z) amb la seva derivada,
derivem ambdues bandes de la igualtat (5.2) que defineix S, i obtenim

n—1

ne"? = nz (n2)” + n(nz)"_ Sn(z) + (n2)" S (2).

p! (n—1)" n!

p=0

Aquesta equacié equival a

e - 5 ) -l s+ s

p! (n—1)! n!

p=0
Per definicié de €* i de S,,(z), la banda dreta d’aquesta igualtat és

p=0 p=n p=n+1

Aleshores, substituint aixd a la dreta de l'altra igualtat, tenim que S,(z) compleix la

igualtat o -1 -1
e ) = s+ S

Redistribuint els termes d’aquesta equacid, obtenim la igualtat equivalent

nz)"1 nz)"
ann—)l)! _ n!) Si(z) =n(l-2)

(n2)"

(nz)n—l

Llavors,

m((nz)”* (n2)"! ZIC) (n2)!

(n—1)! B (n—=1)! n (n—1)! n(2),

i d’aquesta manera, per z # 1, arribem a la igualtat que voliem

2 {1_ S (2)

1-— n

] = Su(2).

(¢) Es evident que la funcié Ty (z) és holomorfa en C\ {0}. La relacié amb la seva
derivada es prova analogament a com ho hem fet per S,,(z), derivant I'equacié (5.3) que
defineix la funcié T),(z).

(d) Per definicié de Sy, (2) 1 T (2),

= (n2)fnl R n!
Sn(z) = Z(n k) i Ta(z) = gm(n@n—k

k=1

Aleshores, en cas que |z| < 1, tenim

00 ) k

n"n! n"n!
SaE< DG 1 < L = 5 () < Sa D+ D),

ien cas que |z| > 1,
. n! ol
Tl < D fmap® < g = Ta(1) < Sa(1) + To(1),
k=0 k=0
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Per tant, per veure que |S,(z)| < ey/n quan |z| < 1,1 que |T,(z)| < ey/n quan |z| > 1, és
suficient provar que Sy, (1) + T,,(1) < ey/n.

Per la propietat (a), val la igualtat

Sp(1) + Tp(1) = n‘(Z)n

Aix{i doncs, només cal provar que, per n > 0 gran,
e n
n! <> < ev/n.
n

Aixo surt de la Férmula de Stirling (2.1), ja que, per n > 0 gran,

n

n! <e>n = n"e "V2mn(1 + €,) (Z) =V2mn(l +€,) < ev/n.

n

Ens queda demostrar la propietat iii). Sigui z € C tal que |e!=*z| > 1, volem veure
que |S,(2)| < 2ey/n i |T,,(2)| < 2ey/n. Distingirem dos casos, quan |z| < 11 quan |z| > 1.

Per la propietat (i) i el que acabem de veure, tenim que, per tot n > 0,

1S(2) + Ty ()] = 2Le/m)" n'<z>n < ev/n.

‘el—zz‘n -
En cas que |z| < 1, ja hem provat que, per tot n > 0, |S,(2)| < ey/n. A més,
T (2)] = [Sn(2)] < [Sn(2) + Tu(2)| < ev/n,

llavors, per tot n > 0,

Tol(2)] < ev/i+ ISu(2)] < 26/
En cas que |z| > 1, hem provat que, per tot n > 0, |T,,(2)| < ey/n. A més,
1S (2)] = [Tn(2)] < [Sn(2) + Tu(2)] < ev/n,
per tant, per tot n > 0,
1S (2)] < evn + [Ty (2)] < 2ev/n.

O

A partir de les propietats de les funcions S, (z) i T,,(z), podem controlar la distancia
maxima de Z(Qy) a S
Teorema 5.5 ([Buckl|, Theorem 3). Pern > 0 gran, si z € Z(Qy), aleshores

dist(z,S) < k.

B
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Demostracié. Per la definici6 de T),(z), sabem que

(n2)"

n!

Qn(z) = Th(z).

A més, com Q,(0) # 0 per tot n > 0, els zeros del polinomi @, (z) sén els zeros de la
funcié T,,(z). Per tant, volem veure que, per tot z € C tal que dist(z,S) > 2e/+/n, es té
que T,,(z) # 0.

Com que, pel Teorema 5.1, els zeros de @, estan fora de Y = U U S, només hem de
provar que, per tot z € C\ U tal que dist(z,S) > 2e/\/n, es té T,,(z) # 0.

En primer lloc veiem que, per tot z € C\ U i n gran, tenim |T,,(z)| < 2ey/n. Aixo
surt de l'apartat (d) del lema anterior. Com que

U={zeC:le %z < 1,|2| < 1},

tot z € C\ U compleix |z| > 1i/o |e!7?| > 1. Aleshores, per les propietats ii) i iii), es té
IT,(2)| < ey/n < 2ey/n, si |z| >1,1ies té |T(2)| < 2ey/n, si e ~%z] > 1.

Ara prenem zy € C\ U tal que dist(z0,S) = § +¢&, amb § = 2¢/y/n i e > 0. Volem
provar que T),(z9) # 0; d’aquesta manera, per tot zg € C tal que dist(zg,.S) > 9, es tindra
que zp 1o és zero de Qn(2).

Com que el disc D(zp, d + ¢) esta inclos en C\ U, per 'observacié que hem fet de |T},(z)|,
tenim que

M= max |T,(z)| < 2ey/n.
z€D(z0,0+¢)

Llavors, utilitzant les desigualtats de Chauchy en el disc D(zp,d + €), obtenim que

M §%< 2e/n -
b " 2e/\n

Per altra part, per 'apartat (c) del lema anterior, com que zy és diferent de 01 1,

20 [1 + TA(Z())] '
20— 1 n

Tn(ZO) =

Llavors, Ty, (z9) = 0 si i només si

T (=
1+ Tulzo) _ 0.
n
Per tant, si zg és zero de T,(z), cal que n = |T(29)|. Perd, com que hem vist que
T} (20)] < n, la igualtat anterior no és possible, per tant, zy no és zero de la funcié T,,(z).

0

Per acabar, oferim un recull de propietats dels polinomis @, i la seva distribuci6 al
voltant de la Corba de Szegd, demostrades per Peter Walker en [Walk].

La tercera d’aquestes propietats és particularment interessant, ja que, aixi com l’ante-
rior teorema de Buckholtz ens dona una distancia maxima a la qual poden viure els zeros
de @, respecte S, aquesta propietat ens dona una distancia minima. Per tant, conjunta-
ment, obtenim una regié controlada per n on viuen els zeros de @),,.
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Teorema 5.6 ([Walk], Theorem 1). Sigui n >0,
(@) Qu(1) = Pa(n) > 5.
(b) Z(Qu)N{zeC:|z| <1,le! 72| <2V} =g,

(c) Size Z(Qy), aleshores dist(z,S) > i1,

2e2

Demostracio.

(a) El cas n = 0 és trivial. Veiem que passa per n > 0.

Per la Proposici6 4.1, per tot n > 01 tot z € C,

—z 1 : —tyn
e "Pu(z) =1—— [ e't"dt.
n: Jo

En particular, com que per tot n > 0
[e.e]
I(n+1)= / e 't"dt = nl,
0

tenim

-n 1 " —tin 1 > —tyn
e Pn(n)zl——' ettt = — e ‘t"dt.
n:Jo n.Jn

1 /M 1 [
Qn(l)=¢€" <1 - ‘/ ett”dt> =e" <'/ ett"dt>.
n: Jo n. Jn

Per aquesta darrera igualtat, tenim @, (1) > & si i només si

Per tant,

1 Ooftn 1 1 nftn
1> — e thdt > = > — e "t"dt > 0.
n! J, 27 nl )

Llavors, per demostrar que aixo, és suficient provar

n o
/ e Hdt < / e tndt.
0 n

Fent el canvi de variable v = t/n, amb ndu = dt, en ambdues integrals, la desigualtat

anterior equival a
1 00
/(e“u)"du</ (e “u)"du.
0 1

Per veure aix0, comparem la integral entre 0 i 1 amb la integral entre 1 i 2. Considerem
la funcié g(z) = €*(1 — x), per z € (0,1). Es tracta d’una funcié decreixent, perque
g (z) = —xe®. A més, g(0) = 1, aleshores, per z € (0, 1), tenim

1
11—z

xT

Fent el quadrat en ambdues bandes, per z € (0,1) tenim

1

2x
< —) .
© Sy
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A continuacié, prenent la integral entre 0 i x de cada banda per separat, obtenim

z 1 z 1 1/1+=x
2s 2 :
ds = — —1 ——ds = — -1
/0 € as 2(e ) ! /0 (1—3)2 5 2(1—3: >’

que ens duu a la desigualtat

1
62z < +x

1).
T £€01)

Aquesta desigualtat equival a
e’(1—x)<e *(1+4x), perz e (0,1)
que és el mateix que
e 1721 — z) < e~ U+ (1 4 2), per z € (0,1).

Observem que, per x € (0,1), u = 1 — x recorre el segment (0,1) i u = 1 + x recorre el
segment (1,2). Aleshores, per la desigualtat anterior, obtenim

1 2 o)
/ (e “u)"du </ (e7"u)"du g/ (e "u)"du,
0 1 1

com voliem demostrar.

(b) Sigui z tal que |z| <11 |e'~#2z| < 2/™ per provar que z no és zero de Q,,, com en
la demostracié del Teorema 5.1 de Buckholtz, és suficient demostrar que [1—e™*Q,,(2)| < 1.

Seguint el mateix procediment que en aquella demostracié, per la desigualtat (5.1) i
per com hem triat z,

P < -z _n_—n = nk|Z|k—n < e M = nk — 2 (" — 1
1= e Qu()| < e 22e 30 BE i <2e 37— 2e (e - (1)),
k=n+1 ’ k=n+1

Llavors, aplicant la propietat (a),

11— e ™Qn(2)| < 2(1 — e "Qu(1)) < 2(1 - e_"e;> =1

(c) Sigui z € C tal que dist(z,S) < d = (2Y/™ — 1)/2¢?, volem veure que Q,(z) # 0.
En cas que |z] > 1, pel Teorema de Iyengar, ja sabem que z no és zero de @, per tant,
podem suposar |z| < 1.

A continuacié demostrem que |e!~?z| < 21", ja que aixi, aplicant la propietat (b), ja
tindrem que z no és zero de @Q,.

1

Recordem que la funcié h(z) = el =%z és entera i h/(z) = (1 — 2)e!~*. Llavors compleix

M = max|h (w)| < 2¢2.
lw|<1
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Per provar que |h(z)| < 2Y/™, prenem u € S (|h(u)| =11 Ju| < 1) tal que |z — u| < d. Pel
Teorema del valor intermig per a funcions de diverses variables, si D és un disc que conté
z i u, aleshores

() ~ )] < (magli' (o)) |2 =

weD

Per tant,

K21/ — 1

202 2'/",
e

|h(2)] < |h(u)|+ M|z —u| <1+ 2e*d =1+ 2e

que és el que voliem demostrar.

Corol-lari 5.7. Pern > 0 gran, si z € Z(Qy,), aleshores

ol/m—1 2e
? < dZSt(Z,S) < %

Observacié 5.8. Considerant f(z) = 2% — 1 i fent el desenvolupament de Taylor de f a
zg = 0, es pot veure que ol/n _ 1 ~ log2/n. Per tant, la menor distancia respecte a S
a la qual els zeros de @, poden viure va a zero amb ordre de velocitat 1/n, i la major
distancia a la qual poden viure va a zero amb ordre de velocitat 1//n (més lentament

que 1/n).

Aquests resultats han estat millorats posteriorment pels matematics Carpenter, Varga
i Waldvogel. Es poden trobar aquestes millores en [Car, Var, Wald]. Entre les millores es
troba una quantificacié del fet que hi ha una convergencia més rapida a S pels zeros de
Q. que es troben uniformement més lluny del punt z = 1.
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6 Conclusions

Utilitzant diferents conceptes sobre funcions enteres i els seus zeros hem aconseguit de-
mostrar el Teorema de Szegd exposat en la Introduccid.

Hem vist que, efectivament, la Corba de Szegé esta formada pels punts d’acumulacio
del conjunt de zeros dels polinomis truncats reescalats de l’exponencial. Després hem
vist que aquests zeros es distribueixen, per fora de S i la regié que envolta, de manera
uniforme respecte 'argument de la funcié h, que hem provat que és una transformacié
conforme entre Qi C\ [1,00).

A banda d’aix0, hem estudiat la velocitat a la qual s’apropen els zeros dels polinomis
truncats reescalats a S, acotant les distancies minima i maxima a la qual poden estar
aquests zeros de S.

En definitiva, la Corba de Szegd ha resultat ser un tema d’estudi molt enriquidor; amb
conceptes inicialment simples, ens hem endinsat en una teoria interessant i sorprenent
que ha resultat ser més complexa del que semblava.
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