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Abstract

We study systems of exponentials as subsets of square-integrable functions on an inter-
val, proving that if a set of frequencies is a small enough perturbation of the integers, then
the associated system of exponentials is a Riesz basis. We also prove that this result can
be extended to complex frequencies that lie in a horizontal strip in the complex plane.

Resumen

Estudiamos sistemas de exponenciales como subconjuntos de las funciones de cuadrado
integrable en un intervalo, demostrando que si un conjunto de frecuencias es una perturba-
cion suficientemente pequena de los niimeros enteros, entonces el sistema de exponenciales
asociado es una base de Riesz. También demostramos que este resultado se puede extender
a frecuencias complejas que se encuentren en una banda horizontal en el plano complejo.
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Introduccién y estructura de la memoria

En las asignaturas del grado, particularmente en la asignatura de Anéalisis harmoénico
y Teorfa de la sefial, hemos estudiado en detalle el espacio de Hilbert L?[—, 7] y la base
ortonormal clasica dada por las funciones exponenciales {e™}° _ . Hemos visto que
toda funcion de L?[—m, ] puede ser escrita como

£ =3 fme,

ne”L

donde la igualdad significa la convergencia en la norma de L%[—7, 7. La pregunta que nos
hacemos a continuacién es la siguiente: dada una sucesién de escalares reales o complejos
{\n}, ipodemos decir que el sistema de exponenciales asociado {e*#*} es una base de
L?[—7,7]? Esta claro que dada una sucesion {\,} cualquiera no obtendremos una base
ortonormal, pero podria ser que las funciones exponenciales asociadas tuviesen buenas
propiedades como sistema generador de L?[—,7].

Esto es lo que exploraremos en profundidad en el primer capitulo, introduciendo las
nociones de base de Schauder y de base de Riesz, y viendo un teorema que da diversas
caracterizaciones de las bases de Riesz en espacios de Hilbert que mostrara porque su estu-
dio es de gran interés. Ademés, en el primer capitulo demostraremos uno de los resultados
principales del trabajo, el teorema de % de Kadec: si una sucesion {\,,} de nameros reales
cumple sup,, |\, — n| < %, entonces el sistema de funciones exponenciales asociado sera
una base de Riesz.

En el segundo capitulo, nuestro interés sera demostrar dos resultados acerca de la
constante que aparece en el teorema de Kadec. En primer lugar, veremos que la condicién
A = n| < % no sera suficiente para garantizar el resultado del teorema, ya que daremos
un contraejemplo explicito. También veremos que tampoco es suficiente que |\, — n| < %
para todo n € Z para garantizar que tengamos una base de Riesz. Cabe destacar que
para llegar a estos resultados antes tendremos que hacer un estudio en profundidad de las
funciones enteras de orden finito hasta llegar al teorema de factorizacién de Hadamard.

Finalmente, en el dltimo capitulo demostraremos la siguiente generalizaciéon del teo-

1
rema de Kadec a escalares complejos: si {\,} C C cumple que sup,, |[Re(\,) — n| < R4

sup,, |[Im(A,)| < oo, entonces el sistema exponencial asociado sera una base de Riesz de
L?[—n, 7). Para ello, necesitaremos introducir dos conceptos clave. El primero es el espacio
de funciones de Paley-Wiener, que esta formado por las funciones enteras, de tipo expo-
nencial menor o igual que 7 y de L2(R). Y el segundo es el concepto de frame en espacios
de Hilbert, que nos servird para poder caracterizar las bases de Riesz como frames exactos
y asi poder afrontar nuestro problema desde un angulo distinto.

Es interesante observar que aunque este problema trata sobre funciones de variable real
(definidas en un intervalo), necesitamos herramientas profundas del analisis de variable
compleja, como lo son el teorema de Hadamard o el espacio de Paley-Wiener, para poder
llegar a los resultados que queremos, como se mostrara en este trabajo.
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1. Bases en espacios de Hilbert

1.1. Bases de Schauder

En un espacio de Hilbert H llamamos base ortonormal a cualquier sistema ortonormal
completo. Es decir, una base ortonormal es un conjunto de vectores ortonormales { f,,} tal
que el conjunto generado por sus combinaciones lineales es denso en H. Sabemos también
que la nocién de completitud es equivalente a que {f,,}* = 0 y a que el conjunto {f,} sea
maximal, es decir, que no esté estrictamente contenido en otro sistema ortonormal.

En la siguiente definicion generalizamos esta idea a espacios de Banach X, que serén
siempre sobre R o C, y que asumiremos, a no ser que se diga lo contrario, que son de
dimensién infinita.

Definiciéon 1.1. Se dice que una sucesion de vectores {f,} de un espacio de Banach X
es una base de Schauder si a todo € X le corresponde una tinica sucesiéon de escalares

{c,} tal que
o0
= cnfn,
n=1

donde se entiende que la convergencia es la de las sumas parciales,

N
T — chfn

n=1

N—o0
— 0.

Se tiene entonces que las bases ortonormales en espacios de Hilbert son bases de Schau-
der, que llamaremos simplemente bases a partir de ahora.

En ocasiones el concepto de base es mas restrictivo de lo que querriamos y por ello se
usa el concepto de completitud, que recordamos a continuacién.

Definiciéon 1.2. Un subconjunto {f,} C X es completo si sus combinaciones lineales
finitas, que denotamos por Span({f.}), son densas en X; esto es, sidadoz € X y e >0
existen escalares cq,...,c, tales que

|z — (c1fi+ - +enfn)l <e.

Se observa que toda base es un conjunto completo, pero no al revés, puesto que en un
conjunto completo los coeficientes ¢y, ..., ¢, no tienen porque ser tinicos.

Como ya hemos dicho, en espacios de Hilbert, no es dificil ver que un sistema ortonormal
{x,} es completo si y solo si se cumple que {z,}* = {0}. En espacios de Banach se
tiene un resultado analogo, que es consecuencia del siguiente teorema avanzado de analisis
funcional (el teorema tiene versiones mas generales, lo que usamos nosotros es un corolario
del mismo).

Teorema 1.3 (Hahn-Banach). Sea Y un espacio de Banach y X CY con X # Y. Dado
y € Y\ X, existe un operador lineal y acotado T : Y — C tal que T(X) = 0 (y también
T(X) =0 por ser T continuo) y T(y) # 0.

El teorema de Hahn-Banach nos da un criterio para saber si un conjunto {f,} es
completo: si comprobamos que dado un operador lineal y continuo 7', la condicion T'( f,,) =
0 para todo n > 1 implica que T" = 0, entonces no existira ningin y € X \ Span({f.})
con T(y) # 0, y por el teorema de Hahn-Banach esto significara que X \ Span({f.}) =0
y finalmente X = Span({f,}), por lo que Span({f.}) es denso y {f.} es completo.



Observacion 1.4. Sabemos que el dual del espacio LP[a,b] (1 < p < 00) es L9[a,b], con
1/p+1/q = 1. Es decir, que a toda forma lineal T" le corresponde una tnica g € L4[a, b]

tal que ,
T(H) =1,(0) = [ f)glo)do

Por lo tanto, un sistema { f,,} sera completo si dadas las relaciones

b
/ fu(x)g(x)dx =0

para n > 1 se tiene que necesariamente g = 0.

Usando esta ultima observacién se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.5. El sistema trigonométrico {e™}2° __ es completo en LP[—m, wt] para todo
1<p<oo.

Demostracion. Necesitamos ver que dada una funcion f € Li[—n, 7], las relaciones

fe ™ dt =0

para n € Z implican que f = 0. Sea F(t f fly)dy. Dado c € Cy n = £1,£2...
tenemos, integrando por partes con u = F(t) —cy dv=e Mt
7T int e—int ™ 1 .
F(t) — —t gt = — (F(t) — - —1ndt
/W(() c)e (F(t) - ) — tal " (e

- (1.1)
:ie—int -0
mn o ’

ya que F'(7) y la segunda integral son 0 por hipétesis y claramente F'(—m) = 0. Escogemos
entonces ¢ para que esto también se cumpla para n = 0 y definimos g(t) = F(t) —
Tenemos que tanto F' como g son continuas, y g cumple que g(w) = g(—m). En efecto,
como | f(t)xj.q] < |f(E) y f € LU—m,m] C L'[—m,7], por el teorema de convergencia
dominada podemos entrar el limite dentro de la integral en el calculo que sigue:

lim F(t) — F(ty) = hm/ fly)dy = hm/ F@W)Xto,q dy = 0.

t—to t—to t—to

Al ser g 2m-periddica (en nuestro caso, que tenga el mismo valor en —7 y 7) y continua,
el teorema de Weierstrass de aproximaciéon de funciones continuas por polinomios trigo-
nométricos (consecuencia del teorema de Stone-Weierstrass visto en Analisis Matematico)
nos dice que para todo ¢ > 0 existe un polinomio trigonométrico

n

p(t) _ Z Ckeikt

k=—n

tal que |g(t) —p(t)| < e si |t| < 7. Pero por (1.1)) y la linealidad de la integral tenemos que

0= / " g(t)p(t) dt = / " gt)p(e) dr,

—T —T



porque esta integral es el producto escalar en L?[—m, 7] y es hermitico ({(g,p) = (p, g)).
Tenemos ademéas que

ol =5 [ lo®P = o [ ggwae— 5 [ gop
- [ a0 -pe)dr < - [ lowlde < <lgl,

donde en la ultima desigualdad hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Como ¢
es arbitrario llegamos finalmente a que ¢ =0, F'=cy f = 0 como queriamos ver. O

1.2. Funcionales asociados a una base

Si {xy} es una base y consideramos un elemento z € X, la unicidad de los coeficientes

{cn} en la expansion = > | ¢z, da lugar a la siguiente definicion.

Definiciéon 1.6. Dada una base {x,} de un espacio de Banach X, llamamos funcionales
de los coeficientes a las funciones f, : X — C que asignan a cada elemento x € X su
coeficiente ¢, en la base, es decir, tales que si = > | ¢pxp, entonces f,(z) = ¢, para
n > 1.

Cuando se estudia un espacio de Banach X, una herramienta tutil para hacerlo es
intentar entender la estructura de su dual topolégico X™*. Los funcionales asociados a
una base son claramente lineales, pero a primera vista no esté claro que sean operadores
acotados. Afortunadamente el teorema[I.9 nos dird que estos funcionales son efectivamente
del dual, lo que nos ayudaré méas adelante en el estudio de bases en espacios de Hilbert.
Para demostrarlo, necesitamos previamente enunciar otro importante teorema de anélisis
funcional, muy tutil cuando se quiere demostrar que un operador entre dos espacios de
Banach es un isomorfismo.

Teorema 1.7 (Aplicacion abierta). St X e Y son dos espacios de Banach y T : X =Y
es un operador lineal, acotado y exhaustivo, entonces T es abierto (es decir, que envia
abiertos de X en abiertos de Y).

Corolario 1.8 (Inversa acotada). Si X e Y son espacios de Banach y T : X —Y es un
operador lineal, acotado y biyectivo, entonces T es un isomorfismo entre X e Y.

Demostracion. Como T es biyectivo, en particular es exhaustivo, por lo que por el teorema
de la aplicacién abierta T es abierto y T~ es continuo, que demuestra que 7' es un
isomorfismo topoldgico. O

A partir de ahora en ocasiones llamaremos operador invertible a un operador biyectivo;
tendremos entonces por el teorema de la aplicaciéon abierta que un operador acotado
invertible serd un isomorfismo.

Teorema 1.9. Sea {z,} una base de un espacio de Banach X y {fn} su sucesion de
funcionales asociada. Entonces f, € X* para todo n > 1 y ademds existe una constante
M tal que 1 < ||zp|| x| frllx+ < M.

Demostracion. El primer paso de la demostraciéon es considerar el espacio de Banach Y
de sucesiones de escalares {¢,} C C para las que la serie )7 | ¢,@y converge en X, junto

con la norma
n
E CrTk < 00.
k=1

X

[{en}lly = sup
n>1




Se puede comprobar facilmente que la aplicaciéon asi definida cumple las propiedades de
una norma, y que Y es completo es consecuencia del hecho de que los escalares pertenecen
a C, que es un cuerpo completo (la comprobacion con rigor de la completitud de Y no la
hacemos aqui; es larga y se sale de los objetivos de este escrito).

Este espacio Y es isomorfo a X, y el isomorfismo viene dado por el operador que envia
una sucesion de escalares a su correspondiente elemento en X,

T({en}) = Z Cnn.

T es lineal y como {x,} es una base, también es biyectivo (a todo elemento x € X
le corresponde una tnica sucesion de escalares de Y'). Para ver que T' es continuo, si
{en} C Y, observamos que

IT({enDlx = = [Heatly

< sup
n>1

9]
E CnTn g CLTL
n=1

por lo que ||T||zv,x) < 1y T es acotado. Finalmente, por el teorema de la aplicacion
abierta obtenemos que T es un isomorfismo.

El segundo paso de la demostracion es usar este isomorfismo T para dar una cota
superior de la norma de los funcionales de los coeficientes f,, como operadores del dual,
lo que nos dird que son continuos. En efecto, dado un elemento x € X, x = > °°
tenemos que

n=1 nTn,

lfn(@)llznllx = lenlllznllx = llenzallx = chxk - chxk
k=1 X
< 2sup chl‘k =2 T zlly <2 ||T_1||L(X,Y)||$||Xv
n>1 k=1 P%

donde en la pentdltima igualdad hemos usado el hecho de que T es biyectivo y en la ultima
desigualdad que T~ es continuo. Observamos finalmente, escogiendo como constante M =
2T | z(x,v), que

M
| fu(z)] < WHJUHXa

por lo que los funcionales f,, son continuos con || f,||x* y se cumple entonces

B H nH
1= fo(zn) < || fallxllznllx < M. O

que

Cuando pensamos en la sucesion de funcionales {f,,} asociada a una base {x,}, una
pregunta que surge de manera natural es qué propiedades tiene Span({ f,}) como subespa-
cio del dual X*. En los siguientes dos teoremas veremos una situaciéon en la que podemos
asegurar que los funcionales asociados a una base son efectivamente una base del dual.
Para hacerlo, introducimos primero dos conceptos que necesitaremos.

Definicién 1.10. Con la notacion del teorema definimos la n-ésima suma parcial
asociada a la base {z,,} como el operador S,, : X — X definido por

= frl@)ax
k=1



Observacion 1.11. Como los f, son lineales se observa que S,, también lo es, y ademas
fijado . = >°° | cpy, € X y n > 1, observamos que

n=1
n n
g CrTk E CrTE
k=1 k=1

donde la ltima desigualdad la hemos visto en la demostracion del teoremal[I.9] Obtenemos
entonces que ||Spllzx) < [T zx,y) ¥ la sucesion {S,} tiene norma uniformemente
acotada, es decir que sup,, ||Sy||z(x) < oo (y en particular son operadores continuos).

[Sn ()]l x = < sup < NT Ml gx vl x
n>1

X

X

Definicién 1.12. Dado un operador T : X — X en un espacio de Banach, se define el
operador adjunto de T' como el operador 7™ : X* — X* tal que para todo g € X* y todo
x € X, se verifica que

(T"g)(x) = 9(Tx).

Similarmente, si H es un espacio de Hilbert y T': H — H, entonces el adjunto de T es
el operador T* : H — H tal que Vz,y € H, (T'z,y) = (x,T*y). Notamos que la similitud
reside en el hecho de que H* es isomorfo a H y por lo tanto toda forma del dual se puede
pensar como hacer el producto escalar con un elemento de H.

Finalmente, decimos que T es autoadjunto si T = T™.

Observacion 1.13. Si T es continuo entonces T también y ||T*| = ||T’||. Presentamos
la demostracion para espacios de Hilbert ya que es donde en tultima instancia aplicaremos
estos resultados. Tenemos que si T es continuo,

|T*x|| = sup (T*z,y)| = sup [(z,Ty)| < |||
llyll=1 lyll=1

por lo que ||T*|| < ||T||. Ademas, dados x,y € H, se tiene que
(T,y) = (&, T"y) = (T""x,y),
por lo que T** = T'. Tenemos finalmente que
[T = [T < [[77]]
por lo que acabamos de ver, y finalmente || T']| = ||T™]|.

Teorema 1.14. Sea {x,,} una base de un espacio de Banach X y {fn} su sucesion de fun-
cionales asociada. Entonces { f,,} es una base de Span({fn}) C X* y dado g € Span({fn})
tenemos la expansion

g = Zg<mn)fn
n=1

Demostracion. Dado g € X™, observamos que

(Sp9)(x) = 9(Snzw) = g (Z fk(fv)wk> = (Z g(ﬂﬂk)fk) (z)
k=1 k=1

para todo z € X, por lo que S’g = >"}_, g(xk) fr. El primer paso de la demostracion es
ver que si g € Span({f.}), entonces habra convergencia S}g — g cuando n — oo, por
lo que habremos visto que toda g admite al menos una representacién como la deseada.



Supongamos primero que g es una combinacion finita de los f,, g = >~ ¢k fi. Entonces
para n > m se tiene que

Srg = glae)fr = glzr)fr =g
k=1 k=1

Y si g € Span({f,}) es un elemento cualquiera, es decir g = Y, ; ¢k fk, entonces por
la convergencia de las sumas parciales dado € > 0 podemos encontrar un h =3 ;" | ¢ f
con [lg — hl| < /(M + 1), donde M = sup,,>; [|Sn|z(x) (que existe por la observacion
1.11]). Entonces, si n > m, usando el caso finito que ya hemos demostrado,

1529 = gllx= <[1Shg = Sphllx- + 152 = bl x- + [|h — gl x-
=[155g = Spbllx- +llg = hllx-
=[152(9 = W)llx~ + llg = Allx-
<(ISnllecxs) + Dllg = hllx- <e,

donde hemos utilizado que ||S}|| = ||Sx]|-

Para ver la unicidad observamos que, por lo que acabamos de demostrar, los coeficientes
en la expansion g = Y 7 ¢ fn son ¢, = g(xy,) y estan univocamente determinados por
la funcién g. O

Para demostrar el segundo teorema, necesitamos introducir en primer lugar la idea de
espacio de Banach reflexivo.

Definiciéon 1.15. Un espacio de Banach es reflexivo si X** =2 X. Concretamente, X
es reflexivo si la aplicacion P que envia un elemento z € X al operador “evaluar en x”,
P: X — X* x+— P, es un isomorfismo. Observamos que P, : X* — C cumple que

Py(f) = f(z) para f € X*.

Teorema 1.16. Si {z,} es una base de un espacio de Banach reflexivo X, entonces la
sucesion de funcionales {f,} asociada a la base es una base de X*.

Demostracion. Por el teorema anterior, solo es necesario ver que Span({f,}) = X*, o
lo que es lo mismo, que {f,} es completo en X*. Para ello utilizaremos el teorema de
Hahn-Banach. Hay que ver que dado un operador 7' € X** si T'(f,,) = 0 para todon > 1,
entonces necesariamente T' = 0. Como X es reflexivo, por la definicién anterior existe un
x € X para el que T' = P,. Es decir, que la hipotesis T'(f,,) = 0 se convierte en f,(x) =0
para n > 1. Finalmente, como {z,} es base, sabemos que z = Y ° | fn(x)x, = 0 por lo
que P, =T =0 como queriamos ver. O

Para acabar la seccién, consideraremos el caso particular en que X = H es un espacio
de Hilbert. Necesitamos antes la siguiente definicion.

Definicion 1.17. Dada una sucesion {z,,} C H, decimos que la sucesion {y,} es biorto-
gonal a {z,} si para todo n,m > 1

0 si n#*m,

<$naym> =0pm = {

1 si n=m.

En primer lugar, observamos que dada una sucesion {x,} existird una sucesion bior-
togonal {y,} si y solo si {z,} es minimal; esto es, que todo elemento de la sucesiéon no



pertenece a la adherencia del subespacio generado por las combinaciones lineales de los
otros elementos de la sucesion: para todo k > 1, zy ¢ Span({z,}22, \ {zx}), donde en
este caso {xy} ha denotado el conjunto unitario formado por zj. En efecto, por el teorema
de Hahn-Banach, fijado k > 1, como la sucesion {x,} es minimal, vemos que existe un
operador lineal y acotado T} tal que T(x,) = 0sin # ky Ti(xg) # 0, que podemos nor-
malizar multiplicando por una constante para que Ty (z;) = 1. Ahora, por el isomorfismo
entre H y H*, sabemos que al operador T} le corresponde un dnico y; € H tal que

Tk(w) = <$,yk>,

y la sucesion {yx} es precisamente la sucesion biortogonal a {x,} que buscdbamos.

También tenemos que la sucesion biortogonal seré tnica si y solo si {x,,} es completo en
H. Para ver esto, supongamos que {x,} es completo y que existen {y,} y {z,} sucesiones
biortogonales a {z,}, es decir, que

<xnaym> = <xna2m> = Opm.-

Como {z,} es completo, todo z € H admite al menos una representacion del estilo

x =) cpZy. Fijado m > 1, tenemos que

<$7ym> = ch<$naym> = ch<xnazm> = <J}, Zm)a
n=1 n=1

por lo que ¥, = 2, y como m era arbitrario, obtenemos que las dos sucesiones son en
realidad la misma.

Tenemos también el siguiente resultado.

Proposicion 1.18. Si{z,} es una base de un espacio de Hilbert H, la sucesion biortogonal
(tinica) a la base es también una base.

Demostracion. Sea f, el n-ésimo funcional asociado a la base {z,}. De nuevo por el
teorema de dualidad de Riesz, existe un tunico y, € H tal que f,(x) = (z,y,). Por
definicién de los f,, observamos que

fo(Tm) = (Tm, Yn) = dnm,

por lo que la sucesion {y,} es biortogonal a {z,} y es unica.

Y como todo espacio de Hilbert es reflexivo, los teoremas y implican que {f,}
es base del dual y que {y,} es base de H. Tenemos ademéas, dado = € H cualquiera, las
expansiones

T = an(x)xn = Z<x79n>xn = Z(xaxn>yn O
n=1 n=1 n=1

1.3. Bases de Riesz

Cuando se conocen bases de espacios de Banach, un objeto de estudio natural es el de
construir bases nuevas a partir de las ya conocidas. Para ello definimos primero el concepto
de bases equivalentes.



Definicién 1.19. Dos bases {x,,} y {yn} en un espacio de Banach son equivalentes cuando

(e} : : o)

Y ey Cny converge siy solo si ) | ¢y, converge.

Nuestro objetivo sera construir nuevas bases que sean equivalentes a una base dada. Solo
con la definicién no esté claro como hacerlo, pero el siguiente teorema nos da una propiedad
que caracteriza las bases equivalentes. Necesitamos para su demostraciéon enunciar un
resultado auxiliar, que usaremos sin demostrar, que es un corolario de un teorema de
analisis funcional mas avanzado conocido como teorema de Banach-Steinhaus.

Teorema 1.20 (Banach-Steinhaus). Sea X un espacio de Banach y {T,,} una sucesion
de operadores cumpliendo que T, € X* para todo n > 1 y que para todo x € X, Tx =
limy, oo Thx. Entonces T € X*.

Teorema 1.21. Dos bases {xn} y {yn} de un espacio de Banach X son equivalentes si y
solo si existe un isomorfismo topolégico T : X — X tal que para todon > 1, Tx, = yy,.

)
n=1

Demostracion. Supongamos que existe el isomorfismo 7. Dado z = ) cnty € X,

tenemos que
o
T = § CnYn
n=1

y el resultado es consecuencia de que T es biyectivo. Para la otra implicacién, supongamos
que {z,} v {yn} son equivalentes y consideremos la aplicacion que dado un elemento
z=7 " chtn € Xloenviaay=> " cpy, € X. Esta bien definida por ser las bases
equivalentes y ademas T'x,, = y,, y falta ver que es un isomorfismo.

La funcién es lineal como consecuencia de que la suma lo es. Es inyectiva porque
dados a,b € X sabemos que tendran representaciones distintas respecto a la base {z,} y
daran lugar a elementos distintos cuando les apliquemos T por ser {y,} base. También es

exhaustiva ya que si y = > 07| Cpln, T =Y oy Cny existe y Tz = y.

Para ver que es acotado, usaremos el teorema de Banach-Steinhaus. Para ello definimos
para cada n > 1 el operador T, como T,z = >;'_, ckYk, que es acotado por la observacion
[[.1T} Claramente fijado = tenemos la convergencia puntual

o0 n
Tx = Z cpyr = lim Z cryr = lim Tz,

y por el teorema de Banach-Steinhaus obtenemos que T es acotado. Finalmente, T es
un operador lineal, biyectivo y acotado y por el teorema de la aplicaciéon abierta es un
isomorfismo. O

Si nos restringimos a espacios de Hilbert, las bases ortonormales son de gran interés
por sus buenas propiedades, pero no es en general facil obtenerlas. Esta limitacién motiva
la siguiente definicién.

Definicién 1.22. Una base de un espacio de Hilbert que es equivalente a una base orto-
normal se llama base de Riesz.

Comenzamos observando que si {e, } es base ortonormal y 7" es un isomorfismo tal que
Te, = fn, entonces || fullg = || Tenllzr < ||T|| g+ y también

1= T fullr < IT el fullr = < |l fnlle,

1T



por lo que obtenemos las desigualdades < |fullzr < ||T||g+ para todo n > 1,

1
1T =
de manera que las normas de las f,, estan uniformemente acotadas.

Nuestro objetivo en esta secciéon es demostrar un teorema que nos dara varias caracte-
rizaciones de las bases de Riesz y en particular ilustrara parte del interés que tienen estas
sucesiones. Para ello demostramos primero una serie de lemas.

Lema 1.23. En un espacio de Hilbert H, bases equivalentes tienen bases biortogonales
equivalentes.

Demostracion. Sean {xn} y {yn} dos bases de un espacio de Hilbert. Se sigue por lo que
hemos visto al final de la seccion que ambas tienen una tnica sucesiéon biortogonal
asociada, llamémoslas {f,} v {gn}, y por la proposicion sabemos que también son
bases de H.

Sea T el isomorfismo que cumple T'z,, = vy, para n > 1. Observamos que para n,m > 1
fijos tenemos las igualdades

<T*gn7xm> = <ngxm> - <gn7ym> =0pm = <fn7xm>

Entonces dado x = > _°7 | ¢z, € X tenemos que

n=1

o0 00
gm Z Cn gn,xm Z Cn fnyxm *<fn:w>7

m=1 m=1

por lo que T*g,, = f,, y como T* es también un isomorfismo, {f,} y {gn} son equivalentes
como querfamos ver. O

Corolario 1.24. La sucesion biortogonal a una base de Riesz es también una base de
Riesz.

Demostracion. Sea {f,} una base de Riesz obtenida de la base ortonormal {e, } mediante
T. De la propiedad (e, €y,) = dpm vemos que la sucesion biortogonal (tnica) a {e,} es ella
misma, por lo que por el lema la sucesion biortogonal a { f,} también es equivalente
a {en} y es base de Riesz. O

Consideremos ahora un operador 7' : H — H en un espacio de Hilbert. Se tiene la
siguiente caracterizacion: T' es autoadjunto si y solo si (Tx,z) € R para todo x € H. En
efecto, T es autoadjunto si y solo si para todo = € H,

0= (Tx,z) — (T"x,x) = (Tx,x) — (Tz,z) = 2ilm((Tz,z)) & (Tz,z)€R.

Definicion 1.25. Un operador T : H — H en un espacio de Hilbert es positivo si
(Tx,z) > 0 para todo = € H.

Por el calculo anterior, todo operador positivo es autoadjunto. Los operadores positivos
tienen una propiedad que necesitaremos para demostrar el teorema:

Teorema 1.26. Si T es un operador positivo, entonces T tiene una unica raiz cuadrada
positiva. Es decir, existe un tnico operador invertible P tal que T = P? y (Px,z) > 0
para todo x € H.



Demostracion. Es consecuencia de que los operadores positivos forman parte de un conjun-
to mas grande de operadores, llamados operadores normales, para los que hay un resultado
analogo al teorema espectral para operadores compactos que se ha visto en la asignatura
de Anélisis Real y Funcional. Esto permite encontrar la raiz cuadrada P de T, pero no
lo veremos aqui ya que es un resultado avanzado de analisis funcional y no es de mayor
interés para nosotros. ]

Demostramos también el conocido teorema de la grafica cerrada (en espacios de Ba-
nach), que es una consecuencia directa del teorema de la aplicacion abierta.

Teorema 1.27 (Gréafica cerrada). Sea T : X — Y un operador lineal entre espacios de
Banach, y sea G(T) = {(z,Tz) € X xY : x € X}. Entonces T es continuo si y solo si
G(T) es un subconjunto cerrado de X x Y.

Demostracion. La implicaciéon directa estd clara, ya que si z, — z y T es continuo,
entonces Tx,, — Tz y por lo tanto (z,,Tx,) — (z,Tx) € G(T), por lo que G(T) es
cerrado.

Supongamos ahora que G(T') es un subconjunto cerrado de X x Y. Si dotamos X x Y’
de la norma ||(z,y)||xxy = l|z]lx + ||lylly, X X Y es también un espacio de Banach por
serlo X e Y. Como T es lineal, G(T") es un subespacio vectorial cerrado de un espacio de
Banach, y es también un espacio de Banach.

Definimos ahora las proyecciones p; : G(T) — X, p1(z,Tx) =z yps: X XY =Y,
p2(x,y) = y. Las proyecciones son aplicaciones lineales entre espacios de Banach cum-

pliendo ||p1]| = ||p2|| = 1, por lo que son continuas. Ademas, p; es claramente inyectiva y
exhaustiva y por el teorema de la aplicacion abierta su inversa pfl es continua. Finalmente,
observamos que T = pgy o pl_l es composicion de funciones continuas, y es continua. ]

Teorema 1.28. Sea H un espacio de Hilbert separable. Son equivalentes:

(1) {fn} es una base de Riesz.

(2) Existe un producto escalar equivalente (es decir, que genera una norma equivalente
a la que genera el producto escalar original ) en el que la base {f,} es ortonormal.

(3) La sucesion {f,} es completa en H y existen constantes A, B > 0 para las que dado
n > 1 y una coleccion finita de escalares c1,...,c, Se verifica que

n 2 n
A el < <B> |l
k=1 k=1

n

> entr

k=1

(4) La sucesion {fn} es completa en H y su matriz de Gram asociada

{({fi, Jj>}z', =1
J
genera un isomorfismo de 1% en .

(5) La sucesion {f,} es completa en H y tiene una sucesion biortogonal {g,} completa
en H tal que para todo x € H,

[e.9]

Z\<$afn>|2<00 y Z\(x,gn>]2<oo.
n=1 n=1
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Demostracion. (1) = (2): Como {f,} es una base de Riesz, existe un isomorfismo T’
y una base ortonormal {e,} tales que T'e,, = f,, para n > 1. Si definimos nuestro nuevo
producto escalar como

(x,y)1 = (T'z, Ty),

como T' es acotado, ||z|1 = [|[Tz| < ||T||lzm)llz]l y también como T' es biyectivo, |z|| =
|7 %y < | T7Y|z(m)ll#(l1. Combinando las desigualdades obtenemos que

) <zl < 1Tl el

y las dos normas son equivalentes, por lo que los productos escalares también. Finalmente,

<fnafm>1 = <Tfnanm> = <€n7€m> = 5nma

y en efecto {f,} es una sucesion ortonormal con este nuevo producto escalar. Como los
productos escalares son equivalentes, {f,} también es completa y vemos que es base or-
tonormal respecto a (-, )1.

(2) = (3): Por la equivalencia de normas y de igual forma que en el parrafo anterior,
vemos que {f,} es completa respecto a (-,-). Ademaés, para x € H tenemos las relaciones

mllzly < llz| < Mz, m, M > 0.

Como {f,} es ortonormal respecto a (-,-); (y cumple la identidad de Parseval), si
x =Y p_ ckfr, obtenemos elevando al cuadrado las desigualdades anteriores que

n n 2 n
m? > el <D erfil| <MD el
k=1 k=1 k=1

(3) = (1): Por hipétesis, la sucesion {f,} es completa y existe una base ortonormal
{e,} parala que ), ¢y fn convergesiysolosi ) cpey, converge. Para ver que es una base,
notamos que si existiese una combinacion lineal con algin ¢ # 0 tal que Y ) cxpfr =0
llegarfamos a que

n
0< A el <0,
k=1
que es una contradiccién, y deducimos que los f,, son base.

(1) = (4): Sea {e,} una base ortonormal y T el isomorfismo que envia {e,} a {fn}.
Por ser T invertible, T* y T*T también lo son. Sea A = (ai;) = ((I"*Tej,e;)) la matriz
(infinita e invertible) del operador 7T en la base {e,}. Observamos entonces que

aij = (T"Tej, e;) = (T'ej, Tei) = (fj, fi),

por lo que la matriz de Gram de {f,} es la matriz A conjugada, y es invertible.

(4) = (3): Supongamos que la matriz de Gram de {f,,} genera un operador acotado
e invertible en [?; es decir, la aplicaciéon S : 12 — 2

[e.e]
[e.9]

{ei}2 = QD _(fin fide

j=1 i=1

11



es un isomorfismo. En consecuencia, si {e,} es una base ortonormal de H, entonces el
operador T : H — H definido como

T Zciei :Zei Z(fmfj)cj
i>1 i>1 i>1

es un isomorfismo, ya que T = G~1SG, donde G es el isomorfismo canénico (fijada la base
ortonormal {e,}) entre H y [2. Si llamamos a; = >_j>1 (fis 5)¢j, podemos ver que

<T D cie 7zci€i> = <Z aieiyzciei> => aic =Y D (e;fcifs)

i>1 i>1 i>1 i>1 1>1 i>1 \j>1

2

- <chfj,zcifi> =D _efi

j>1 i>1 i>1

Se tiene entonces que (T'x,z) > 0 para todo x € H, por lo que T es positivo y por el
lema existe un operador P tal que P? = T. Como P es también autoadjunto por ser
positivo, (T'z,x) = (Px, Px) y llegamos a que

2 2

Zcifi =||P Zciei

i>1 1>1
Finalmente, como P es invertible tenemos que
2
1 2 2 2
WZ’M < Zcz’fi < 1Pl Z’CJ :
i>1 i>1 i>1

(1) = (5): Por el lema como { f,} es base de Riesz, su sucesion biortogonal {g,}
también lo es. En la proposicion [I.18] hemos visto que en este caso tenemos para cada
r € H,

T = Z<x79n>fn y x*= Z<xagn>gn'
n=1 n=1

Finalmente, como {f,} es equivalente a una base ortonormal {e,}, dado x € H la
convergencia de Y 7 (x, gn) fn implica la de Y 7 | (x, gn)en, por lo que la identidad de
Parseval nos da que Y o2 | |[(x,gn)? < co. El mismo argumento aplicado a la base {g,}
demuestra que > o0, [(z, fn)|? < oo.

(5) = (1): Consideremos el operador P : H — [? definido por P(z) = {(x, f,)}°%,
que por hipotesis estd bien definido. Veamos que su gréfica es cerrada. En efecto para
n > 1 fijo,

(s ) = (2, fu)| = Waew — 2, fu)| < e = 2([[[full = 0 sl g — 2.

Vemos entonces que (zx, { (x5, fo) }521) “= (2, {{z, fa) }321) € HxI2. Por el teorema

el operador P es continuo y tenemos que existe una constante C' > 0 tal que

1Pz]* =" [z, fu)]? < C?||||.
n=1

12



Similarmente, haciendo el mismo argumento para la sucesion {g,}, llegamos a que
existe una constante D > 0 tal que

> @, gn)* < D?[|z)*. (1.2)
n=1

Sea {e,} una base ortonormal de H, y definamos operadores S y T en Span({f.})
y Span({gn}) (es decir, sobre sus combinaciones lineales finitas) respectivamente de la
siguiente forma:

S <Z Ckfk) =Y ey T (Z Cka) = cep
k=1 k=1 k=1 k=1

Si lamamos « = Y ;4 cpfe = > p_y1(2, g) & (por biortogonalidad), la identidad de
Parseval y (|1.2)) muestran que

ISz =

n n

> g2 < DD et

k=1 k=1
Como las combinaciones lineales finitas de las {f,} y las {g,} son densas, podemos

extender S a un operador acotado en todo el espacio H (y T también por el mismo argu-

mento). De nuevo, la biortogonalidad implica que dados f =" anfn v 9 =D, bmGm,

se verifica que

<Sf’Tg> = <f’g>?

y en consecuencia (f, S*Tg) = (f,g). Es decir, que S*T' = I por lo que S* tiene inversa
por la derecha, y necesariamente es exhaustivo. Se puede demostrar, usando el teorema
de Banach-Steinhaus, que la exhaustividad del operador adjunto S* es equivalente a que
S admita una inversa continua |TL80, Capitulo 4.9]. Como S es también exhaustivo,
obtenemos que S es invertible, y {f,} una base de Riesz. O

Presentamos finalmente un teorema que nos dara un criterio para saber cuando una
sucesion {y,} es una base equivalente a una base dada {z,}.

Teorema 1.29 (Paley-Wiener). Sea {z,} una base de un espacio de Banach X y sea
{yn} C X una sucesion. Si existe un X\, 0 < X\ < 1 tal que para cualquier coleccion finita

de escalares c1,...,Cp,
n
< A E CLXL
k=1

)

n
Z ck(Tk — Yr)
k=1

entonces {yn} es una base equivalente a {xy}.

Demostracion. Sea x = > o2, cpxy, € X un elemento cualquiera pero fijo. La serie

> o2y en(zn —yn) es también convergente (por ser de Cauchy), por lo que podemos definir

el operador T': X — X como
oo oo
Te =T <Z cna:n> = Z cn(Tn — Yn).
n=1 n=1

T es lineal y ademas por hipotesis esta acotado en un conjunto denso de X (las com-
binaciones lineales finitas de elementos de la base {x,}). Esto implica que es un operador
acotado en X, y ademas ||Tz|| < A||z||, por lo que ||T|| < A < 1. Por la serie de Neumann,
I — T es invertible y como (I — T')z,, = yn, obtenemos que {y,} es una base equivalente
a{z,}. O

13



1.4. El teorema de % de Kadec

En esta seccién, nuestro objetivo sera demostrar el teorema de % de Kadec. Este re-
sultado sera consecuencia del teorema de Paley-Wiener, que reformulamos a continuaciéon

para el caso concreto de espacios de Hilbert.

Teorema 1.30. Sea {e,} una base ortonormal en un espacio de Hilbert H y sea {fn,} C H
una sucesion para la que existe una constante X, 0 < A < 1 de manera que

> cnler — fi)
k=1

para cualquier coleccion finita de escalares cq,. .., c,. Entonces {f,} es una base de Riesz
de H.

Observamos que podemos reducirnos a estudiar solo el caso en que Y lex|? < 1. En

efecto, si en caso contrario C' = /> ;_; |cx|?> > 1, entonces

> enler—fi)|| <AC & G > enlen—fi)| = Za(ek_fk) <A
k=1 k=1 k=1
2
y la nueva coleccién de escalares %, ceey %L cumple />0 %k‘ =1.

Observamos entonces que en el contexto del espacio L?[—, 7] y el sistema trigonomé-
trico, el criterio de Paley-Wiener se puede escribir finalmente como

Z cn (e — ety < X < 1
In|<N

para cualquier coleccion de escalares finita cumpliendo Zlnl <N len |2 < 1. Notamos también
que en lo que queda de seccion, escribiremos || - || para denotar la norma asociada al
producto escalar de L?[—, 7]

1

(f,9) = 3 _W f(t)g(t) dt.

1
Para demostrar el teorema de 1 de Kadec, necesitamos 2 lemas previos.

Lema 1.31. El sistema {l,ﬂcosnt,\/isin (n— %) t}>° , es una base ortonormal de
L?[—7, 7).

Demostracion. La verificacién de que es un sistema ortonormal es sencilla y larga y no la
haremos aqui. Solo requiere aplicar técnicas de integracion sencillas como la integracion
por partes o que la integral de una funcién impar en un intervalo simétrico es 0.

Veamos que es un sistema completo. Para ello, veremos que cumple las hipotesis para
poder aplicar el teorema de Stone-Weierstrass. Si definimos A como el conjunto de las
combinaciones lineales de elementos de nuestro sistema ortonormal, vemos que claramente
es un subespacio vectorial de C[—m,x]. Para ver que es estable respecto al producto,
usamos las identidades que transforman productos de senos y cosenos en sumas, ya que si
n,m > 1, entonces

14



cos(n —m)t + cos(n +m)t

(1) cosntcosmt = 5 €A,
sin(n +m — )t —sin(n —m + ¢
(2) cosntsin(m — %)t = ( 2) 5 ( 5) €A,
: 1y 1 cos(n —m)t — cos(n +m — 1)t
(3) sin(n — 5)tsin(m — 3)t = cA

2

Por lo que A es una subélgebra de C[—7,7]. A continuacién veremos que separa to-
dos los puntos que no sean —7 (que identificamos de forma periddica con 7). Para ello,
supongamos que z,y € (—m, ), x # y, y consideramos la funciéon cost. Si cosx # cosy,
ya hemos acabado. Si cosx = cosy, entonces necesariamente y = —x por lo que llega-
mos a que sin § # sin§ = —sin§ y A separa puntos. Finalmente, como A contiene las
constantes, para todo z € (—m, ) la funcion constante f = 1 no se anula en z.

Por el teorema de Stone-Weierstrass, se tiene que A es un subconjunto denso en las
funciones continuas 2m-peridédicas, que a su vez es un subconjunto denso en Lz[—T{', 7|, por
lo que A es denso en L2[—, 7] y nuestro sistema original es completo. ]

Lema 1.32. Para z € C, se tiene

oo

‘ n 2z ; i 2z
colme = — 9 o y anmTe = 1 .
Tz m(2? —n?) —r((n—3)?— 2%

Demostracion. Tomando la derivada logaritmica en la identidad (vista en la optativa de
Funciones de Variable Compleja)

sinmz = 7rzH (1 — 2) ,
n
n=1

llegamos a
1 = =2z
cotmz = — —.
reotes = 1S

De manera similar, tomando la derivada logaritmica en

s 472
CoSTZz = H <1_(2n_1)2)7

n=1
tenemos que
oo oo
—82 2z
—mtanmz = = tan7wz = —_—. O
TR nz:l (2n —1)2 — 422 " nz:lﬂ(n— $)2— 22

Observacion 1.33. Usaremos también que se cumplen las siguientes afirmaciones, que
no demostramos aqui ya que son un ejercicio elemental:

(1) La funcion f(z) = ST o decreciente en [0,3].
X

(2) La funcién g(x) = z cosmz es creciente en [0, 1.

_ : . 1
(3) h(z) =1+sinmr —cosme <1si0<z< 3.
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Ya estamos listos para demostrar el teorema.

Teorema 1.34 (3 de Kadec). Si {)\,} es una sucesion de nimeros reales para la que
1
A —n| <L < 1 para todo n € Z,
entonces {en'}° __ es una base de Riesz de L?[—7, ).

Demostracion. Por el teorema de Paley-Wiener, hay que ver que

Z Cn<eint - eiAnt) <\A<1

In[<N

si Zln\SN lca|? < 1. Si escribimos 6, = A\, — n, entonces tenemos que e — et =

et (1 — ei‘snt). El primer paso de la demostracion sera expandir la funcion 1 — e respecto
a la base ortonormal {1, v/2cosnt, v2sin(n — 3)t}52 ;. Calculamos el coeficiente de 1:
1 [" el — gmimd sin wd

S R R A R
o) € ) o

Usando que (1,+/2cosnt) = 0, vemos que

. 1 (™ , 2
(1 — e \/2cosnt) = 2/ (1 —e¥V2cosnt dt = \[ et cosnt dt = ;fJ.
-7

s 2 o T

0t

Para calcular J = f cosnt dt, integrando por partes dos veces llegamos a

10 nr im Cin 52 Z’&(_l)n(eiwé _ efimi)
7= iyt —emimy £ Sy o g )
por lo que
ist V2 (-1)"V28sinwé
(1—e ,\/icosnt>_—%!]_ )
Llamando a, =n — 35 y usando de nuevo que (1, V2 sin apt) =0, vemos que

1 7 2
(1 — e \/2sinant) = / (1 —€e¥V2sina,t dt = \[ sin a,t dt = £I,

2 2T o 27
0t

donde de manera similar a antes, I = f:r e"*sina,t dt. Con otra doble integracién por

partes vemos que

20 . . 52 2‘5(_1)n(eiﬂ6+e—im§)
=2 (—1)" 1o —imd = [=—
S ) G e,

por lo que

e sina —_Q _ i0v/2(=1)" cos w4
(= evasinant) = 5l = S0 Ty

Finalmente, llegamos a la expansion

] . oo k;

1_em:<l_81“§5>+2< (>k§58g”5 kmz 256087;)8111@_;)@

T T —
k=1
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donde recordamos que la convergencia es en la media (norma de L?[—m,7]).

N ., . . . 2
Sea ahora {cy};,__y una coleccion finita arbitraria tal que >, < |cn|* < 1. Por ser
una suma finita, podemos intercambiar el orden de los sumatorios y vemos que

Z cn (e — ety || = Z (1 — et e,e™|| < A+ B+C,
In|<N In|<N
donde
- A
A=) 5 (1T e
In|<N "
(o @]
(—=1)*26, sin 7w, ;4
= Z cos kt Z cpe'™
2 _ 2 mn )
k=1 [n|<N m(k* = or)
Yy

= 1 (—1)*26, coswénc gint
€= |ein ) S r(k— 1P —o2) "

In|<N

Como |6,| < L < i, por la observacion usando la identidad de Parseval y también
que 33|, < len|* < 1, tenemos que

Z < smmS >Cn

[n|<N

2 . 2 .
sinwL sinwL
<(1-— = A<1-— .

7T - ™

Observamos ahora que |6,| < L = k> —L? <k*-§2 = ﬁ < k2 . También,
si feL?ylgt)| <|h(t)| parat € [-m, 7] con h € L?, entonces || fgl|| < Hth en nuestro
caso, usamos que | cos kt| < 1). Entonces, de manera similar al caso anterior vemos que

i 2L n7rL
=

00 . 2
(—1)*26,, sin 76,
<
pey (3 [,

Finalmente, usando de nuevo la observacion y que |sin(k — 3)t| < 1, llegamos a

[e.9]

NP

k=1 \|n|<N

[e.9]

Z 2L cos 7TL
1 LZ) ’

17'['

(—1)*26,, cos 77(5”0
m((k—3)2—02) "

Pero por las identidades que hemos visto en el lema [[.32] se tiene que

Z cn(eM — ety < X =1—cosmL +sinmL
In|<N

Y ya hemos acabado, porque por la observaciéon m, L < % implica A < 1. [
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Llegados a este punto, hay varias observaciones interesantes a hacer. La primera de
ellas es que, efectivamente, podemos responder a nuestra pregunta principal de forma
afirmativa: se pueden escribir funciones de L?[—n, 7] como series de Fourier no arménicas,
con convergencia en la norma, si la sucesion {\,} es una perturbacién pequena de los

enteros: ‘
f(t) = Z Cnev\nt

nez

con Y,z len]? < oo

La segunda observaciéon es acerca de la constante i. Una pregunta natural es si la
constante % puede ser reemplazada por otra mayor, de manera que el resultado siga siendo
cierto. La respuesta no es sencilla y la daremos en el capitulo 2. Concretamente, veremos
que la constante L que aparece en el teorema no puede ser igual a i, ya que entonces
el sistema exponencial asociado no tiene porqué ser una base de Riesz, y también que la
condicién ]

A, — n| < 1

para n € Z tampoco es suficiente para garantizar que el sistema exponencial asociado sea
una base.

Finalmente, comentamos que el estudio de bases de Riesz de exponenciales es un tema
de investigacion que atn esta en desarrollo en la actualidad. Por ejemplo, aunque nosotros
hemos dado una condicién para asegurar que un sistema de exponenciales sea una base de
Riesz de L? de un intervalo, un trabajo reciente [KNO23| mostré que existe un subconjunto
acotado S C R en el que no se puede construir bases de Riesz de exponenciales para L2(S).
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2. La constante %1 del teorema de Kadec

Consideremos una sucesion de exponenciales {e**"*} en LP[—m,7]. Por el teorema de
Hahn-Banach, sabemos que si el sistema {e**"!} es incompleto en LP[—m, 7] entonces
existird g € L[—m, 7] no idénticamente cero para la cual

/ ePnlg(t) dt = 0.

—Tr

Si definimos ahora la funcion

T
£ = [ (o at
—TT
se tiene que f(\,) = 0 para todo n y que f no es nula porque no lo es g. Vemos entonces
que la completitud de un sistema exponencial esta estrechamente relacionada con los ceros
de una determinada funcién. Podemos ademéas deducir dos propiedades importantes sobre

una funcién f asi definida: es entera y su médulo tiene un determinado crecimiento.

En efecto, para ver que es holomorfa, aplicaremos el teorema de Morera. Sea entonces
T un tridngulo de C y 9T el camino formado por sus lados. Tenemos aplicando el teorema
de Fubini y el teorema de Cauchy que

f(z)dz = / / e?tg(t) dt dz = / g(t)/ et dz dt = 0.
oT or J—m —m orT

Para la segunda afirmacién sobre el crecimiento del modulo de f, observamos que

s s

£ [ [ lgolde= [ e mOlg(o)| e < Clgl, O, 2
—Tr —T

por lo que f no puede crecer més rapido que una exponencial. Las observaciones que hemos

hecho aqui muestran que una manera de estudiar la completitud de conjuntos de expo-

nenciales es intentar entender como son los ceros de funciones enteras de un determinado

crecimiento, que es lo que haremos en la primera seccién de este capitulo.

2.1. El teorema de factorizacion de Hadamard

A la hora de estudiar los ceros de funciones enteras, un resultado fundamental que
hemos visto en la asignatura de Funciones de Variable Compleja es el teorema de facto-
rizacién de Weierstrass, que recordamos a continuaciéon. Supongamos dada una sucesion
de nameros complejos {z,} con z, # 0 para todo n > 1 y lim,_ |2,| = +00 (donde
permitimos que un elemento aparezca repetido un ntmero finito de veces, que serd su
orden como cero de f). Entonces podemos construir una funciéon entera con ceros en esos
puntos de la siguiente manera:

W%MW@HO—;%W%
n=1 n

donde m es el orden de 0 como cero de f, g es una funcién entera y



Observamos que la utilidad de esta factorizaciéon esta limitada por el grado de los
polinomios p,(2), que puede crecer sin control. Pero si anadimos una hipotesis sobre el
crecimiento de la sucesion {z,}, la expresion anterior se puede simplificar enormemente.
Introducimos antes la muy usada notacién para los factores elementales:

1 1
Eu,0)=1—u y FE(u,p)=(1—-u) exp<u+2u2+---up>, p=1,23...
p

Teorema 2.1. Si existe un nimero natural p para el que S oo 1/|2n[PT < 00, entonces
f(2) admite la representacion mds simplificada

f(z) = 2"eSPP(2),
donde P(z) = [[°, E (zn,p>

Demostracion. La idea es usar el criterio M de Weierstrass para demostrar la convergencia
absoluta y uniforme del producto P en cualquier region acotada. Para ello trabajaremos
con su logaritmo, y veremos que este converge. Primero observamos que si |w| < e < 1,
tomando el valor principal del logaritmo,

L wh N wk = wk
log E(w,p) = Z?-FZ?__ Z =
k=1 k=1 k=p+1

por la expansion en serie de potencias de log(1 —w). Y también

|log E(w, p)| < Z |wy’f<z\ |“’| . (2.2)

k=p+1

Usando la hipdtesis, vemos que
> z

logE | —
LCRIEPS

n:|zn|<|2]
por lo que el producto converge absoluta y uniformemente por el criterio M de Weierstrass
en cualquier regién acotada del plano que no contenga ninguno de los puntos z,. Esta
convergencia del logaritmo de P demuestra la convergencia de P en cualquier regiéon
acotada (en los puntos z,, P(z,) = 0), por lo que P define una funcién entera que por
construccion se anula solamente en los z,. Como {z,} son los ceros de f, se obtiene el
resultado. O

z |zpHL 1
logk | — — <
o8 (anp)‘ " 1-¢ Z |z [Pt OO:

n:|zn|>|z|

Definicién 2.2. El menor nimero natural p para el que Y o2 | 1/|2z,[PT! < oo se llama el
género de la sucesion (y, por extension, el género de la funcion f que se anula en los z,) y

i z
=11e (Z’P>
n=1 n
es el producto candnico asociado a la sucesion.

Para poder continuar con el estudio de los ceros de funciones enteras, necesitamos
antes introducir diversos conceptos fundamentales. Dada una funcién entera f, usaremos
la notacion

M(r) = max|f(z)].

|z|=r

20



Observamos que M (1) es estrictamente creciente como consecuencia del principio del
modulo méaximo y lim, _,o M(r) = oo por el teorema de Liouville.

Definicion 2.3. Una funcion entera se dice que es de tipo exponencial si existen constantes
positivas A y B para las que
£ (2)] < AP,

Decimos ademés que es de tipo exponencial k si k es el infimo de todos los nimeros
¢ > 0 para los que |f(2)] < ecl?l.

Definicion 2.4. Una funcién entera se dice que es de orden finito si existe una constante
¢ > 0 para la que
M(r) <e™

si r > r. es suficientemente grande. De manera similar, el infimo de todos los niimeros
¢ > 0 para los que esto ocurre es el orden de f, que denotaremos por p.

El objetivo de esta seccion, el teorema de factorizaciéon de Hadamard, nos dird que
una funcién de orden finito admite una factorizacién mucho més sencilla que la expresiéon
general que propone el teorema de Weierstrass sin hipotesis adicionales.

Observamos para empezar que de la definicién de tipo exponencial se deduce que dado
e >0, si f es de tipo exponencial k entonces

M(r) < Aeth+o)r,

De manera similar, de la definicién de orden finito tenemos que dado € > 0, si f es de
orden p entonces
M(r) < et
si r es suficientemente grande. Se tiene entonces como consecuencia de estas observaciones
que toda funciéon de tipo exponencial tiene orden p < 1, y que también si p < 1 entonces
es de tipo exponencial 0. Observamos también la importancia de que trabajamos con el
infimo; la desigualdad puede ser falsa para p o k pero basta con que sea cierta sumando

e > 0.

Vemos en este primer teorema una relacion fundamental entre el crecimiento de una
funcion y los ceros que puede tener. Introducimos antes la notacién n(r) para designar el
nimero de ceros de una funcién entera en un disco de radio r.

Teorema 2.5. St f es una funcion entera de orden p, entonces para todo € > 0 se tiene
n(r) € O(rP*e).

Demostracion. Para poder aplicar la formula de Jensen con facilidad, supongamos que
f(0) = 1. Esto esta claro si f(0) # 0, y si 0 tiene orden m lo “eliminamos” considerando
la funcion f(z)/2™; el resultado seguira siendo valido en el limite. Si llamamos

T‘n )

N(r) = /0 Ttdt,

entonces aplicando la formula de Jensen que hemos visto en Funciones de Variable Com-
pleja,

2m
N(r)= 2171/0 log | f(re')]| de.
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Por hipotesis, dado € > 0, si 7 es lo suficientemente grande tenemos la desigualdad
|f(re?)| < e™ " por lo que se cumple también

N(r) < rfte.

Finalmente, usando que n(r) es una funcion creciente de r (no de forma estricta) vemos
que

2r 2r
n(r)log2 = n(r)/ n dt < / nit) dt < N(2r),

. 20t .
de donde deducimos que n(r) < —274’*5 si r es grande, como queriamos. ]

log
Tenemos dos resultados como consecuencia del comportamiento asintotico de n(r) que
nos acercan al teorema de Hadamard.

Teorema 2.6. Si f es una funcion entera de orden p y {z,} son sus ceros distintos de 0,

entonces
o0

1
> e < oo

n=1

sia > p.

Demostracion. Supongamos que los {z,} estan ordenados de manera creciente respecto al
modulo, de manera que si llamamos r, = |z,|, n(r,) = n. Sea ahora /3 tal que p < 8 < a.
Por el teorema [2.5] se tiene que existe una constante A > 0 para la que

1 A
n(r) < Arf = n(rp,) =n < Alz)? = < —.
lzn|® ~ B
1
Y el resultado es consecuencia de que % > 1 implica ) 7, —a7F < 00. ]
n

Corolario 2.7. Si f es una funcion entera de orden p y {zn} son sus ceros distintos de

0, entonces
— D T E( 2
oy == 1] (Z0).

donde p es el género del producto y p < p.

Demostracion. Sea k+ 1 un ntimero natural tal que p < k4 1. Por el teorema se tiene
que S°°°  1/]2,|F! < 00 y por el teorema

f(z) = 2med?) ﬁ E (;,k) .
n=1 n

Escogiendo el menor natural con esta propiedad obtenemos el género del producto, p,
que a su vez cumplird p < p. O

Este resultado nos acerca al resultado principal, ya que nos dice que una funcién de
orden finito admite una factorizacién “sencilla” mediante el producto canénico. El teo-
rema de Hadamard nos dard informacién sobre como es la funciéon g que aparece en la
factorizacién. Para continuar, damos la siguiente definicion.
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Definicion 2.8. Dada una sucesion de nimeros {z,}, llamaremos exponente de conver-
gencia, que denotaremos por A, al infimo de todos los ntimeros positivos ¢ para los que

o0

1
> PaC < o0.

n=1

Observamos que de manera similar a cuando hemos definido el orden, > >, 1/|z,|*
converge si A < a y diverge si A > «, pero si &« = A no podemos deducir nada y hay que
estudiar la sucesion concreta. Se tiene también como consecuencia del teorema [2.6] que si
f es de orden p y sus ceros tienen exponente de convergencia A, entonces

A< p,
y observamos también que si p es el género del producto canénico asociado,
p<A<p+1, (2.3)
donde ambas desigualdades salen de la definiciéon de p y de A. Notamos ademas que si A

es un nimero natural, entonces A = psi > 1/]z,|* diverge y A = p+ 1 si la serie converge.

Para llegar al teorema de Hadamard, necesitamos varios resultados previos, dos de ellos
relacionados con el crecimiento del médulo del producto canénico asociado a la funcién
que queremos factorizar.

Teorema 2.9. FEl orden de un producto candnico es igual al exponente de convergencia de
sus ceros; es decir, p = A.

Demostracion. Sea P(z) = [[}2| E (i, p) el producto canénico de género p asociado a

la sucesion {z,}, y sea p su orden. Por el teorema sabemos que A < p, por lo que
necesitamos ver la desigualdad p < A. Sea entonces z € C tal que z # z, para todo n,
r = |z| y rn, = |zn|. Tenemos la descomposicion log |P(z)| = S + S2, donde

Si=Y log‘E <;p>' y o S=Y log‘E <;p>'

rn<2r Tn>2r

Por (2.2 del teorema tenemos que si u < § entonces |log E(u, p)| < 2JulP*!, y en

consecuencia
r \PH1 1
Sy <2 E () = 2pPt! E 7T
Tn T

T >21 rp>2r '

ya que % < % Distinguimos los dos casos posibles que nos da la desigualdad 1' Si

A =p+ 1, la serie converge por lo que

Sy € O(rP™) = O().

Si A < p+ 1y e es suficientemente pequeno, A +¢ < p+ 1 y entonces

1 T/\+E*p*1
p+1 Z _ 9,.pt+1 Z n___
Sy < 2r Em) = 2r =
n

Ty >21r ™ o >21
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Como la funcién z® es decreciente si a < 0y z > 0, y en nuestro caso A+ —p—1<0
y 2r < ry, llegamos a

c O(T)‘+€),

Sy < 27“p+1(27“))‘+5 p—1 Z

rn>2r Tn

ya que la serie es convergente por la definiciéon de .

Para la suma finita S1, distinguimos de nuevo dos casos. Si p > 0, entonces

L 2 Juft
exp Z? Slog]l—uH—ZT.

k=1 k=1

log | E (u, p)| = log <\1 — ul

Notemos ahora que si |u| > %, entonces para 1 < k < p tenemos
1< 2| & 1< 2P Fup o |uf < 2P Fup,

que a su vez implica
p
fhed BN D, |P . D, |P
kz < 2yl Zk2k<2 ulP.

También se tiene la desigualdad log |1—u| < 2P|u|P; si |[1—u| < 1 el logaritmo es negativo
y la desigualdad es trivial, y si el logaritmo es positivo también es cierta la desigualdad
porque el logaritmo crece mas lentamente que un polinomio si |u| > % Combinando estas
dos desigualdades llegamos a

log |E(u,p)| < 277 ful?.

Ahora, usando que A +¢ —p > 0,

)\Jrs —p
w1 3 () = M syt er 3 c00

rn<2r rp<2r T'n rn<27"
(2.4)

de manera trivial porque la suma es finita.

Finalmente, observamos que si p = 0 entonces log |E(u,0)| € O(|ul*) para todo £ > 0
porque como hemos dicho el logaritmo crece més lentamente que cualquier polinomio, por
lo que el mismo célculo reemplazando p por € en (2.4) muestra que S; € 0(7“)‘+€).

Y ya hemos acabado, porque si combinamos los dos resultados llegamos a
log|P(2)| = Sy + Sz € O(r9)
para todo € > 0, que implica p < . O
Lema 2.10. 5S¢ P es un producto canonico de orden p, entonces para todo € > 0 se tiene
P()] > e
en circulos |z| = r de radio arbitrariamente grande.

Demostracion. Este es un lema de caracter técnico que no demostraremos aqui porque
tampoco es de mayor interés para nosotros; una demostraciéon se puede encontrar en
[You80, Capitulo 2, Parte 1, Seccion 4]. O
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Los dos tltimos resultados que necesitamos son mas generales y conocidos en el anélisis
complejo. Presentamos aqui las demostraciones que se encuentran en |Tit39, Capitulo 5.

Teorema 2.11 (Lema de Schwarz). Sea f una funcion holomorfa en D(0,R), R > 0, con
f(0)=0y|f(2)| <C en|z| = R. Entonces para todo t € [0,27] se tiene

f(z)

Demostracion. Si consideramos la funciéon g(z) = “—=, entonces g es holomorfa porque

f(0) = 0 y ademas |g(z)] < C/R en |z| = R. Por el principio del médulo méximo la
desigualdad también es cierta en el interior del disco, por lo que si z = re®,

ity _ [fre™)] _ C
=—-=< —. O

gtrety] = LN < 2
Teorema 2.12 (Desigualdad de Borel-Carathéodory). Sea f una funcion holomorfa en
D(0, R) y sean M (r) y A(r) el mdzimo de |f| y Re(f) en|z| = r respectivamente. Entonces

se tiene la desigualdad

2r R+r
M(r) < AR
@ (R) +

“R-—r

If(0)], 0<r<R.

Demostracion. Observamos que si f es constante entonces un simple célculo llamando
M(r) = |f(0)] = |c| y A(R) = Re(c) muestra que la desigualdad siempre es cierta.
Supongamos ahora que f no es constante y que f(0) = 0. Vemos que como f es holomorfa,
cumple la propiedad de la media, lo que implica que A(R) > A(0) = 0. Si consideramos
la funcién

entonces g es holomorfa en D(0, R) porque la parte real del denominador no se anula y
ademas ¢g(0) = 0. Si ademas llamamos f(z) = x + iy, tenemos que

I O
l9(2)* = 2AR) —z —iyl? ~ AR -2+ 42 =

donde la dltima desigualdad es consecuencia de |z| < 2A(R) — x. Se tiene entonces por el
lema de Schwarz que |g(re?)| < r/R, por lo que reescribiendo f en funcién de g y usando
que |1+ g(re?)| > 1 — %, llegamos a

24(R)|g(re)| _ 2r

A
e = Ty grem] = R—7

A(R). (2.5)

Finalmente, si f(0) # 0, aplicando (2.5 a la funcion f(z) — f(0) obtenemos

2r
R—r

()| = [fO)] < |f(=) = f(O)] < méx Re(f(2) — £(0)) <

R—17|z=R

(A(R) + [£(0)]),

lo que nos da la desigualdad deseada. O

En esencia, esta desigualdad nos da informacién sobre el médulo de una funcién en un
disco de radio r a partir de cotas de su parte real en un disco de radio mayor R. Ahora ya
estamos listos para demostrar el teorema de Hadamard, que es consecuencia del estudio
que hemos hecho en esta seccién sobre ceros de funciones holomorfas.
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Teorema 2.13 (Hadamard). Si f es una funcion entera de orden p, entonces f admite

la factorizacion
f(z) = zmeg(Z)P(z),

donde P es el producto candnico asociado a f y g es un polinomio de grado no mayor que
0.

Demostracion. Sea A el exponente de convergencia de los ceros de P. Por el teorema [2.9
el orden de P es A. Dado € > 0, como f es de orden p, si llamamos |z| = r entonces

log | f(2)] < r?T*
si r es suficientemente grande. Pero por el lema [2.10
log |P(z)| > =€ > —PTe = _log|P(2)| < ¢

ya que A < p, en discos de radio arbitrariamente grande. Observamos ademas que por la
definicién de logaritmo complejo,
Re(g(2)) = log | -7 Z)| < 1o (2)] — mlog 2| ~ log | P(2)] < 20°**
2MmP(z)
para |z| arbitrariamente grande, ya que en este caso — log |z| < 0. Como ¢(z) es entera,
podemos aplicar la desigualdad de Borel-Carathéodory para obtener que

l9(2)| € O(r"™)

para r arbitrariamente grande, lo que implica que g es un polinomio de grado menor que
p + €, pero como ¢ era arbitrario, obtenemos que g es de grado no mayor que p. O

2.2. Un contraejemplo

Equipados con el teorema de Hadamard, nuestro objetivo en esta seccién es demostrar
que el resultado de Kadec es 6ptimo y la constante % no se puede reemplazar por ninguna
otra mayor. De hecho, el teorema de Levinson nos dard una visién méas amplia sobre la
aparicién de esta constante. Para demostrar estos dos teoremas, necesitamos dos lemas
previos.

Lema 2.14 (Binomio generalizado). Si a € R, entonces se tiene la igualdad
> (a
== (1) Rl

n
n=1

donde

Demostracion. En primer lugar observamos que si |z| < 1, entonces Re(1 + z) > 0 por
lo que 1 4 z evita la semirrecta de los reales negativos, y elevar a la potencia a esta
bien definido tomando la determinacién principal del logaritmo. Para ver la igualdad, solo
necesitamos expandir la funcion en serie de potencias

0 f£(n)
f(z) = Z 7f nl(o)z”. d
n=0 ’
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Antes de demostrar el segundo lema, dada una sucesion {\,} C C, denotamos

n(r) = #{ : Al <7}y Nm:/;”ff)dt.

Lema 2.15. S¢ )
lim sup <N(7") —2r+ logr> > —00,
p

7—00

entonces el sistema {e'} es completo en LP[—m, ).

Demostracion. Lo demostraremos por contrarreciproco. Para ello, supongamos que el sis-
tema {e**'} es incompleto en LP[—x, 7]. Por las observaciones que hemos hecho al prin-
cipio de este capitulo, la incompletitud del sistema implica que existe una funcién entera
no idénticamente cero .
£ = [ e ar

—T
con g € LY—m 7]y f(An) = 0 para todo n. Como estas propiedades de f no se ven
alteradas por la multiplicacién por constantes, dividiendo entre la norma de g podemos
suponer que ||g||; = 1. Si fijamos € > 0, como [—7, 7] = [-7, -7 +e]U(—m+¢e,m—¢) U
[r — e, 7], escribiendo z = x + iy tenemos

uuﬂs/ rmmeﬁ+/’ lg()le ™" dt = Tyjar—c + Ly _cxn-

—7mte m—e<|t|<m

Aplicando la desigualdad de Holder, llegamos a

m—e g _emup(m—e) 4 p—yp(—m+e) clyl(m—e)
I|t|<71'fs < (/ e vP! dt) = < 0171'
- —m+e yp ‘y|5

1
De manera similar obtenemos que si v = <f7r_€<|t|<7r lg(t)]4 dt) ?, entonces

1
P
I7r—6§|t\§7r =7 (/ e VP dt>
m—e<|t|<m

1
___7 (efypﬂ _evp(m—e) | o—yp(—m+e) _ eypw) P« vl

D=

= T < Co—
(yp)» ly|»

)

donde ademéas v — 0 cuando € — 0.

Como los A, son un subconjunto de los ceros de f, aplicando la férmula de Jensen a f
y usando que |f(z)] < Ce™¥l|y|=1/P(e=2l 4 ), tenemos

e 27 1 1 2m .
N(T)_/ ni)dtggf | sin 6] d@—logr—i—/ log‘e_a”S‘“e'—i-’y do+C',
1 0 P 2 Jo

por lo que

1 2T .
N(T)—2T+plogr§/0 1og‘e—”|8m9|+v) dg + C'.
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Finalmente, observamos que si € es suficientemente pequeno y r suficientemente grande,
e~erlsindl 4 ~ sera cercano a 0 y la integral de la derecha puede ser menor que cualquier
ntmero negativo, por lo que

1
lim sup <N(7“) —2r + logr> = —00. O
p

r—00

Tenemos como consecuencia de este lema el siguiente teorema, fundamental para en-
tender la completitud de las exponenciales no armoénicas en los espacios LP[—, 7].

Teorema 2.16 (Levinson). Sea 1 < p < 0o y {A\,} una sucesion de nimeros reales para
los que
1
A —nl<—, nez.
2p

Entonces el conjunto {e?nt} es completo en LP[—m,t]. Ademds la constante es dptima,
en el sentido que cualquier otra constante mayor no permite garantizar la completitud.

Demostracion. Observamos que la hipotesis implica que n(t) crece en 2 unidades en el
intervalo (n — %, n+ %), por lo que considerando el peor caso posible, se tiene la des-
igualdad

1
n(t)21+2[t—2p} si t>1,

donde [z] denota el mayor entero menor o igual que z. En consecuencia, si r > 1, tenemos

T ‘a _i
N(r)—/l "ff)dtz/l Wdt

Tl_i rt_i_t_i_l
_2/ LI T 2/ i TR dt.
1 t 1 13

Observamos en primer lugar que la funciéon z — [z] — % es periodica con periodo 1 y

ademas, si k € N, entonces

k1 1 2k +1 1
/ S M L S ) (2.7)
k

(2.6)

Como consecuencia de esta observacion, veremos que la segunda integral en el ultimo
termino de ([2.6) se mantiene acotada cuando r — oo. En efecto, integrando por partes
conu=1ydv=2—[2]-%dr = v(z)=F(z) (donde F es una primitiva cualquiera),

vemos que
T o _ 1 T r
JE= = Y P
1 x z |, i =

Pero 1) y la periodicidad de =z — [z] — % implican que F' se mantiene acotada en

x
(1,00), por lo que ——= — 0 si r — oo y también

e

que implica que nuestra integral objetivo esta acotada si r — oo.

<1
d:):‘ < ]FHOO/ — dx < o0,
1 x

28



Finalmente llegamos a que
1
N(r)>2r——logr —c,
p

para todos los valores de 7, que por el lema anterior implica que nuestro sistema original
es completo.

Para ver que la constante i es Optima definimos, dado € > 0, la sucesién

1
n+ -—+e¢, n > 0,

2p
Ap = 0, n =0,
L <0
n———g, n .

2p

Nuestro objetivo es ver que el sistema exponencial asociado no es completo en L[—7, 7].

Para ello, llamando ¢ = % + €, aplicaremos el teorema de Hahn-Banach viendo que la

2c—1 34,
sin 5 cumple

/ g(t)ert dt =0

funcion g(t) = (cos )

para todo n € Z, siendo g una funciéon de L?[—7, 7] no idénticamente nula.

Para ver que g es en efecto de L4[—m, 7], observamos que 2¢ — 1 = —% + 2¢, y en
consecuencia ¢(2¢ — 1) = —1 4 2¢ge > —1, y como ademas
cos £
lim 2 -1

T—T
T—T S
2

—zy\2c—1 o - o
con (%) e Li[—m7, x|, por el criterio de comparacion por paso al limite g € LI[—m, 7).
Supongamos ahora que n es estrictamente positivo. Escribiendo el seno y el coseno en

forma exponencial, tenemos

s . ™ . i 2c—1 i . . 1
/ g(t)ent dt = i2_2c/ ((1 + elt)e_5t> T e E (1= eyl et gy

—Tr —Tr

™
— i2_2c/ (1 + ezt)Qc—l(l . ezt)eznt dt,
-7
ya que ¢ = i + ¢. Claramente (1 — e®)e'mt = ¢t — e/t bor 1o que el calculo
/ (1 +ezt)20—1eznt dt = lim (1 +T€zt)25—leznt dt
- r—1- J_n

= [2c—1 T
= lim Z( Ck >rk /_We’(m'k)t dt

r—1- =0
muestra que la integral original es 0. Como la funcién que estamos integrando es de variable
real, podemos tomar conjugados en el calculo anterior y meter el conjugado dentro de
la integral, lo que muestra que si n es estrictamente negativa el resultado es el mismo.
Finalmente, si n = 0 la integral es 0 porque g es impar. [
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Teorema 2.17. El sistema de exponenciales {eii(n*i)t}go:l es completo en L?|—m, 7).

Demostracion. Lo demostraremos por contradiccion. Llamemos en primer lugar A, = n—i

v A_p, = —Ap si m > 1 y supongamos entonces que el sistema es incompleto. De igual
manera que en el teorema anterior, existe una funcién entera no idénticamente nula

1) = [ ge e (2.8)

con g € L*[—m, 7| para la que f()\,) = 0 para todo n = +1,+2... Observamos ademas
que podemos asumir que f(0) = 1. Si f(0) # 0 esto esta claro multiplicando por una

constante. Y si m es la multiplicidad de 0 como cero de f, entonces la funcién F(z) = %
se anularia de igual manera en los )\, y cumpliria F'(0) # 0.

Se tiene también que por el teorema el conjunto {1} U {e*#!} es completo, por lo
que identificando g con su elemento correspondiente del dual Ay, las relaciones

(g, =0, n==41,42... y (9,1) =27

determinan A, de manera tnica y por lo tanto también g. Esto serd importante porque la
contradiccion la causara el hecho de encontrar otra funcion que cumpla (2.8]) y no sea de
L?[—7, 7]. Procedemos en 3 pasos:

(1) La funcion f definida en (2.8]) es par.

Es suficiente demostrar que g es par ya que en este caso usando el cambio de variable

u = —t vemos que f también lo es. Para ver que g es par, definimos la funciéon
T og(t —t) .
Como A_,, = —\,, usando el cambio u = —t para la segunda integral vemos que
1 (7 ~ 1 (7 ,
G(\n) = / g(t)et dt + / g(—t)et dt = 0.
2 ) . 2 )
g9(t) +g(-1)

Como hemos visto que g es unica, se tiene que g es par ya que g(t) = 2

2
(2) Tenemos la expansion f(z) =[]~ (1 — ;)

Para ver esta igualdad, llamamos al producto infinito P y definimos F(z) = ]J;(é)) Se

observa que F' es entera porque todos los ceros del denominador son de orden 1, mientras
que los del numerador pueden ser de orden mayor. Lo que demostraremos a continuacion
es que esto no ocurre: F' no se anula.

Sea n(r) el namero de ceros de f en el disco |z| < r. Usando que al principio del capitulo
hemos visto que una funcién f asi definida cumple |f(re??)| € O(e™ 59|, tenemos por
la férmula de Jensen que

r 1 2m )
/ nlt) dt = / log | f(re®)| do < C + 2r. (2.9)
0 t 2 0

Sean ademas n1(r) y na(r) el nimero de ceros de F'y P en el disco |z| < r respectiva-

mente, de manera que
/ () dt:/ n(t)dt—/ n2t) 4
o ¢ o t o t
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ya que n(r) = ni(r) + na(r). De la definicion de P y los A, vemos que na(t) crece en 2
unidades en los puntos 3/4, 7/4... por lo que na(t) = 2[t + 1/4]. Procediendo igual que
en el teorema anterior, vemos que

lArnfw‘ﬁ_iér2hji]

re_ 1 T 1_ n_1
_ / ¢ 4dt—2/ t4 g —[t+ 3l 2 gt (2.10)
o 1 0 ¢

dt

> 2 11
r— —logr—c
2 ’

ya que la altima integral se mantiene acotada, y ¢ es el supremo de los valores que toma
cuando varia 7.

Combinando (2.9) y (2.10) llegamos a

r 1
/ m® g < Logra o,
.t 2

lo que es una contradiccion si ni(t) no es idénticamente cero, que a su vez implica que F
no puede tener ceros, como querfamos ver. Observamos ademas que como f es de orden
finito no mayor que 1, por el teorema de Hadamard

f(z) = e P(2).

Finalmente, tanto f como P son funciones pares, y llegamos a A =0y f = P.

(3) h(A,) =0 para cada A, donde

™ t .
h(z) = a/ (cos 5)7%62'& dt,

—T
y a se escoge para que h(0) = 1.
Sin >0,

_1
2

=Dt gy

a " . m . .
/(COSQ)%eMntdt:\fz ((1+etye)

™

™
=2 lim (1+ re”)_%emt dt
r—1= J_n
o0

_1 T
~ V2 I Z(,j)r’“ [t =o,

r—1- =0
Igual que en el teorema anterior, tomando conjugados y pasando el conjugado dentro
de la integral se obtiene el resultado para n negativo (A_, = —\,).

Finalmente, como (cos %)*% € L'[-n, 7, el calculo hecho al principio del capitulo
muestra que h es de tipo exponencial y por tanto de orden finito no mayor que 1, por lo
que concluimos al igual que con f que h(z) = g(z) y por lo tanto que f(z) = h(z). Pero
esto solo es posible si

(1) = alcos )%,

que no pertenece a L?[—, | ya que por el criterio de comparaciéon por paso al limite, tiene
1

la misma integral que (%)75, que no pertenece a L2[—, 7]. Como habfamos anticipado

hemos llegado a una contradiccion, y obtenemos el resultado. O
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Observamos en primer lugar que si el sistema de exponenciales del teorema es completo,
entonces al afadir la funcién idénticamente 1 y obtener F = {1} U {e*!}  tendriamos
dos maneras distintas de representar la funcién 1. Pero esto implicaria que no tendriamos
unicidad y que por lo tanto F no puede ser una base de L?[—7, 7]. Como queriamos ver,
hemos encontrado un contraejemplo que muestra que el resultado de Kadec es 6ptimo.

. . _1 ..
Comentamos también que la funcion (cos %) 2 es mas importante de lo que parece

y, de hecho, este tipo de funciones han sido estudiadas de forma exhaustiva (para el
lector interesado, se puede encontrar informacion sobre ellas en [Tit48, Capitulo 7.6]). Si

llamamos
a s

t
(cos = )22 qt,

ha 5

:% .

con a escogida para que hy(0) = 1, se atribuye a Ramanujan la identidad

B () - B 22
fa = I'(a—2)(a+2) _nl;I <1 (n+a—1)2> '

1

Si @ = 2 recuperamos la funcién que hemos usado nosotros y ademas vemos que

4
1 1
h% (n—4> :h% (—n+4> =0.

Como hemos adelantado, demostraremos a continuacion que la hipotesis |\, — n| < i
para n € Z tampoco es suficiente para garantizar que el sistema exponencial asociado sea
una base.

Lema 2.18. Sea o € LP[—7,7w], 1 <p< o0y

f(z) = /Tr aft)e dt.

—Tr

Si f(u)=0yg(z) = j: )\f(z), entonces se tiene que
g(z) = i B(t)e#t dt (2.11)
con | . |
B(t) = alt) +i(A — p)e-int / a(s)e ds. (2.12)

Demostracion. Para demostrar este teorema, supondremos que g se puede representar
como en y llegaremos a que necesariamente 3 debe ser la de . Como todos
los pasos son reversibles, podremos concluir que una funcién § asi definida da lugar a la
funcién g que queremos. Supongamos para ese fin que g se puede escribir como en .
Entonces

! /7r at)e™ dt = B B(t)et dt. (2.13)

2= HJ -z z—A -

Para aislar la funcion 8, escribimos e'#! = e!(z=#teitt ¢ integramos por partes a ambos
lados de la ecuacion. Al hacerlo llegamos a que simultdneamente

1 ™ . T . 1 T ) T .
/ a(t)ezzt dt = / al(t)ezzt dt y - 5(75)617;75 dt = Bl (t)ezzt dt,

2= HJ -z -7 2= A -
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con

—Tr

. t X ) t A
ay(t) = —ie—wt/ a(s)e™ ds y Bi(t) = _Z-e—zAt/ 6(5)6”\5 ds.
Por (2.13)) se tiene que aq(t) = B1(t) y que

t t
ei()‘“)t/ afs)es ds = B(s)e™ ds,
—Tr —Tr
por lo que derivando ambos lados respecto a ¢t obtenemos la expresién de . Obser-
vamos que 3 € LP[—m, 7] por serlo v y que efectivamente todos los pasos, como integrar
o derivar, son reversibles por lo que esta 5 que hemos encontrado al final da lugar a la g
que queremos. ]

Observamos que este lema nos permite cambiar un cero de una funcién por otro con
solo saber la relaciéon entre las funciones « y 5. Este hecho es fundamental para el siguiente
teorema:

Teorema 2.19. Sea 1 < p < 0o y sean {\n} y {pn} dos sucesiones de nimeros reales que
cumplen

o
Z [ A — pin| < oco.
n=1

Entonces si {e?'} es un sistema completo en LP[—m, 7], {e#nt} también lo es.

Demostracion. Como es habitual, lo demostraremos por contrarreciproco. Supongamos
entonces que {e”*7} no es completo en LP[—7, 7], de manera que existe una funcién entera
no idénticamente nula -
£ = [ ate at

—T
tal que f(un) =0 paratodon > 1y g € Li—m,x|. Laidea ahora es construir una sucesion
de funciones de manera que la funcién f,, se anula en los puntos A1, ..., An, fnt1, fbnt2 - - -
Es decir, que en cada paso la funcién resultante ya no se anula en uno de los ug pero si
en un nuevo . La sucesion de funciones es {g,} paran >0 tal que go =g y

t
In(t) = gn-1(t) +i( A\, — ,un)e_“‘"t/ gn—1(s)e** ds. (2.14)

—T

Tenemos la sucesién asociada

™

Fulz) = / (B dt,

—T

y por el lema anterior
Z— An
fn(z) T Mnfn—l(z)a

que demuestra lo que hemos dicho del cambio de ceros de las f;, en cada paso de la sucesion.

Veamos ahora que la sucesion {g,} es de Cauchy en Li[—m,7]. De (2.14), se tiene que

T q %
10 — gntlla < [P — i ( / dt)
—Tr

1

T t q 1
gmn—m(/ [ mar dsdt) < @05 D = an] - g1l

™

t .
/ gn—1(s)e** ds
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donde en la segunda desigualdad hemos usado la desigualdad de Jensen ya que la funcion
h(z) = |z|? es convexa si ¢ > 1. Equivalentemente podemos escribir ||gn, — gn—1|lq <
enllgn—1llq, que a su vez implica

(1 =en)llgn-1llg < llgnlly < (1 +en)llgn-1llg, (2.15)

donde Y7 | e, < oo por hipétesis. De la segunda desigualdad en (2.15) se tiene que las
normas de las funciones g, estdn uniformemente acotadas, ya que

n
lgnllg < llglla [T +2n) < Cliglla,
k=1

donde C' = []77 (1 + &) < 0o porque la serie asociada es convergente. Finalmente,

l

l z
lgnst = gnllg <D Ngntk = gnsnaillg <D ensr - lgnra-1llg < Cllglla > Entrs
k=1 k=1 k=1

que tiende a 0 si n,l — co ya que Z;’il €; < 00, por lo queda demostrado que la sucesion
{gn} es de Cauchy en Li[—m,7].

Tenemos entonces que existe una funcion G tal que g, — G en la norma de L[—m, 7.
Observamos que como las funciones f, no son nulas, ninguna de las g, asociadas lo es, y
también que la primera desigualdad de (2.15) muestra que la funcién limite G tampoco es
nula. Finalmente, si llamamos

F(z)= G(t)e™ dt,

—T

tenemos convergencia puntual de las f, a F' ya que

s

]fn(z)—F(z)|</ gn() = GO dt >0 si n— oo,

—T

y en consecuencia F()\,) = 0 para todo \,, por lo que {e**'} no es completo y hemos

llegado a una contradiccion. O

Tenemos los siguientes corolarios del teorema anterior, con los que se podra ver que la
hipodtesis del teorema de Kadec es 6ptima.

- 1 1
Corolario 2.20. EI sistema {eﬂ(n_frm)t}%o:l es completo en L?|—m, 7).

Demostracion. Es una consecuencia directa del teorema y del teorema anterior, ya que
la diferencia entre cada uno de los términos de las dos sucesiones es ﬁ que es sumable. []

Corolario 2.21. La condicion |\, — n| < i para n € Z no es suficiente para garantizar
que el sistema de exponenciales asociado a la sucesion {\,} sea una base de Riesz de
L?[~7, 7).

. 1 1
Demostracion. El sistema {eil(n_ﬁm)t}fﬁ:l cumple la hipétesis y es completo, por lo
que al anadir la funcién constante igual a 1, no obtendriamos una base. O
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3. El teorema de Kadec generalizado

Nuestro objetivo en este tltimo capitulo es dar una generalizacién del teorema de i de
Kadec a escalares complejos {\,} que tengan la parte imaginaria uniformemente acotada.

3.1. El espacio de Paley-Wiener

La primera herramienta que necesitaremos para ver este resultado es el bien conocido
espacio de Paley-Wiener. Al principio del capitulo anterior, hemos visto que una funcién
definida como

f(z) = / " gt dt (3.1)

—T
con g € L%[—7, 7], es entera, de tipo exponencial como mucho 7 y por la identidad de
Plancherel, es de L?(R). El teorema de Paley-Wiener nos dird que de hecho todas las
funciones f con estas propiedades tienen que ser obtenidas como en . Necesitamos
para ello enunciar dos lemas y un teorema, que usaremos sin probar. Sus demostraciones
se pueden encontrar en [You80, Capitulo 2, Parte 2| y se basan en resultados avanzados
de analisis complejo como, por ejemplo, el teorema de Phragmén-Lindelof.

Lema 3.1. Si f es una funcion entera para la que |f(2)| < AePl?l para todo z € C y
|f ()] < M para todo = € R, entonces |f(x +iy)| < MeBlWl.

Lema 3.2. Si f(z) es una funcion entera de tipo exponencial para la que
f(z) =0 si |z| = o0, v € R,

entonces
flz+iy) =0 si |z| — o0

de manera uniforme en toda banda horizontal de C.

Teorema 3.3 (Plancherel-Polya). Si f es una funcion entera, de tipo exponencial w y de
L3(R), entonces

/ T @t i) de < 2 / @) de. (3.2)

—00

El teorema anterior resulta ser central para lograr nuestro objetivo. Tenemos como
consecuencia directa la siguiente proposicién y su respectivo corolario, que necesitaremos
para demostrar el teorema de Paley-Wiener.

Proposicién 3.4. Sea f una funcién entera, de tipo exponencial m y de L*(R), y sea
{A\n} una sucesion creciente de nimeros reales para la que existe ¢ > 0 de manera que
Ant1 — A > €. Entonces

SO <C / @) de,

donde C > 0 es una constante que solo depende de €.

Demostracion. Comenzamos observando que si S = {z € C: |Im(z)| < M} es una banda
horizontal, entonces integrando respecto a y entre —M y M en (3.2) obtenemos que

/ |f(2)|? dx dy < 2Me*™ /oo |f(x)]? do < .
S —00
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Por otro lado, por ser f entera (y por ende, f? también), sabemos por la propiedad de
la media que para todo zg € C,

1 2

o/ F2(z0 + re'?) df.

F*(20) =
Multiplicando ambos términos por r e integrando entre 0 y J, obtenemos que

1
fP < o [ 1P dody.

Tomemos ¢ = 5. Entonces los discos D(Ap,§) son disjuntos dos a dos y si la altura M
de la banda horizontal S cumple M > ¢, obtenemos que

Do 1FOw) va/ (2)]? dz dy < 62/|f dedy<c/ (2)|? da,

donde C' = C(¢g) ya que M y 6 solo dependen de e. O

Corolario 3.5. Si f es una funcion entera, de tipo exponencial ™ y de L?*(R), entonces
f(z) = 0 si x| = 0o (z € R).
Demostracion. Si no fuese el caso, podriamos encontrar una sucesion {\,} creciente y

separada (An4+1 — Ap > € > 0) para la que la serie Y, |f(\,)|? serfa divergente. O

Teorema 3.6. Sea f una funcién entera de tipo exponencial © y de L?(R). Entonces existe
una funcion g € L?[—n, 7] tal que

)= [ " gt dt.

Demostracion. Sea g la transformada de Fourier de f(z) (z real), de manera que

_ % /_ Z F@)e= it dt. (3.3)

Como f € L%*(R), g también y por la transformada de Fourier inversa tenemos la
igualdad
S .
f@ = [ g at

—0o0

Por lo tanto es suficiente ver que g es cero fuera de [—m, 7|. Esto es asi porque ambos
lados de la ultima igualdad seran funciones enteras que coincidiran en la recta real, por lo
que serén necesariamente iguales por el principio de prolongacién analitica.

Sea entonces T' > 0 y v el camino que recorre los tres lados superiores del rectangulo
[-T,T] x [0, T], y consideremos para t fijo la integral

_ —izt
I—Lf(z)e dz.

Nuestro objetivo es ver que I — 0 si T — oo y |t| > m. Supongamos primero que
t < —m. Parametrizando la curva obtenemos

T
1< [ s g+ [
0

-T

T T
fla+iT)| dx+/ M f(~T +iy)| dy = I + I+ Is.
0
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Por el corolario (3.5)), se tiene que f(x) — 0 si |z| — oo y como f es entera y en
particular continua en R, esto implica que | f(x)| esta acotado por una constante M para
z € R. Se tiene entonces que por el lema [3.1]

|f(z +iT)| < Me™,
con lo que llegamos a
L <2TMeT 50 si T — oo,
ya que t < —.
Para estudiar I, fijado R, 0 < R < T, dividimos la integral de la siguiente manera:
n= [ silars [ i) a 3.4

Aplicando ahora el lema obtenemos que f(7 +iy) — 0 si T — oo de manera
uniforme en y, para 0 < y < R, y en consecuencia

R
/ e f(T +iy)| dy — 0 si T — oc.
0

Finalmente para acotar la segunda integral en (3.4)), usando de nuevo el lemavemos

que

T T M

[ et vl dy < ar [ emnay -

R R t+m
que tiende a 0 si R y T tienden a infinito ya que ¢ < —m, con lo queda demostrado que
I; - 0si T — oo. Observamos que I3 se estudia de la misma forma ya que ambos lemas
también se aplican a | f(—T + iy)|.

(e(t+7r)T o e(t-‘rﬂ')R)’

Con esto queda demostrado el caso t < —m, y el caso t > 7 es muy similar y no lo
haremos aquf; la idea es la misma pero integrando sobre los 3 lados inferiores del rectangulo
[-T,T] x [-T,0].

Para acabar de demostrar el teorema, solo queda observar que por el teorema de Cauchy

T
— —ixt
I= /Tf(a:)e dx,

y por (3.3) .
/ f(z)e ™ do — g(t) si T — o0,
-T
por lo que g(t) =0 si [t| > . O

Denotaremos entonces por PW? al espacio vectorial de las funciones enteras, de tipo
exponencial menor o igual que 7 y de L?(R). Acabamos esta seccién con la siguiente
propiedad bésica de PW?2.

Lema 3.7. Si f € PW?, entonces f' € PW? y ||f'll pw2 < 7|l fll pwe-

Demostracion. Si f viene dada por (3.1), entonces por el teorema de derivacion bajo el
signo integral tenemos que

F(2) = % /_ itg(t)ei* di

con tg(t) € L?[—x,7]. Finalmente f’ € L?(R) ya que

1f'lpw2 = [Itg()l2j—rm] < 7lGllL2(—n ) = T fl P2, O
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3.2. Bases de Riesz como frames exactos

Nuestro siguiente objetivo sera caracterizar las bases de Riesz como frames exactos,
para poder ver la estabilidad de bases a partir de la estabilidad de los frames.

Definiciéon 3.8. Decimos que una sucesion de vectores {f,} en un espacio de Hilbert H
es un frame si existen constantes 0 < A < B < oo tales que

AFIP < YKL )P < BIFIP

para toda f € H.

Observamos que un frame es un conjunto completo ya que las relaciones (f, f,) = 0
para todo n implican que f = 0. Presentamos los siguientes resultados que necesitaremos
mas adelante.

Lema 3.9. Dada una sucesion {f,} C H, si Y oo [(f, fa)|? < oo para toda f € H
entonces existe una constante M para la que

L F) P < MIFIP.
n=1

Demostracion. Lo vimos en la demostracion de (5) = (1) del teorema [1.28] O

Teorema 3.10. Sea {f,} una sucesion de vectores de H. Entonces son equivalentes:

(a) 3252y [{f, fn)? < M| f|I* para toda f € H.
(b) Para toda coleccion de escalares finita {ci1,...,¢en}, |2 p_y enfill? < M Sy ekl

Demostracion. Para la implicacion directa, si {ci,...,c,} es una coleccion finita de esca-

lares y f = >"}_, ci fi, entonces
(zw) (Z\(f, mr?)
k=1

A1 = 1 D12 = D el f fr)
k=1
donde hemos usado la desigualdad de Cauchy-Schwarz de 2.

< M| f]” <Z|0k!2>,

k=1

Para la otra implicacion, observamos que la hipotesis implica que si {c,} es de [2, se
tiene la desigualdad

) 2 e
chfn < MZ |Cn‘2
n=1 n=1

tomando limites en n en la hipotesis b) (observamos que la serie de la izquierda es con-
vergente por ser de Cauchy). Entonces dada f € H y {c,} de I?, se tiene que

] 2 00 2 oo 2 00
S enlfs fa) ='<f,zcnfn> IS da]| < MIARS Jenl.
n=1 n=1 n=1 n=1
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Finalmente, tenemos por dualidad que si escribimos ¢ = {c,} € I?, entonces

2 2

[e.e] oo
ST FaP = sup D enlf, fu)| = sup |(f, chfn < M| fII?,
n—1 lell=1 =1 llell=1
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la hipotesis. O

A lo largo de esta seccion, dado un frame { f,, }, denotaremos por 7" al siguiente operador
lineal asociado a la sucesion:

Tf=>> (ffa)fn
n=1

Por la condicién de frame tenemos que para toda f € H, > oo | [(f, fa)|? < co. Ademas,
combinando el lema [3.9]y el teorema vemos que

ITFIP < MY [ f)P < M2 )%
n=1

por lo que T es continuo. De hecho, tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 3.11. El operador T asi definido es invertible.

Demostracion. Observamos que (T'f, f) = 3" |(f, fa)|%, por lo que la condicién de frame
muestra que

AllfIIP <(Tf,.£) < ITALISI = AlFI < ITf]-

Es decir, T esté acotado inferiormente, por lo que Ker 7' = {0} y es inyectivo con inversa
continua. Finalmente, en la demostracion (5) = (1) del teorema comentamos que
un operador con inversa continua debe cumplir que su adjunto sea exhaustivo, y como T’
es positivo (y por lo tanto, autoadjunto), se obtiene el resultado. ]

Una vez introducido el operador T, necesitamos dos lemas para demostrar la caracte-
rizacién de bases de Riesz como frames exactos.

Lema 3.12. Sea {f,} un frame en un espacio de Hilbert separable H y f € H. Entonces
eriste una unica sucesion para la que

fZZEZ:anfn
n=1

donde an, = (g, fn) y Tg = f. Si ademds {b,} es otra sucesion para la que f =y " by fn,

entonces
Z |bn|* = Z |an|* + Z |an — bn|*. (3.5)

Demostracion. La primera parte del enunciado estéa clara ya que T es invertible (y por lo
tanto, g es tnica) y f = T(T~'f). Para la segunda parte, si

E::anfnzzjzzbnfna
n=1 n=1
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entonces tomando el producto escalar con g a ambos lados, llegamos a que
o o
> lanl* =D @b
n=1 n=1

Pero como |ay, — by|? = |an|? + |bnl? — @nbn — anbn ¥ |an|? = @uby = anb, (la segunda
igualdad se obtiene tomando conjugados ya que |a,|?> € R), obtenemos ([3.5). O

Lema 3.13. Si a un frame se le quita uno de sus elementos, queda o bien un frame o bien
un sistema incompleto.

Demostracion. Sea {fn,} un frame, y supongamos que quitamos el elemento f,, para un
m particular. Por el lema anterior sabemos que podemos escribir

[e.o]
fm = Z an f,
n=1
con ap = (gms fn) ¥ T9m = fm. Distinguimos dos casos. Si a,, = 1, entonces

Z anfn =0,

n#m

y en consecuencia
[e¢)
§ /
Cbnfn = 07
n=1

donde a], = a, si n # m y a,, = 0. Lo escribimos asi para aplicar de nuevo la segunda
parte del lema anterior con la sucesién donde todos los b, son 0, para llegar a que

o9
Z |a{n‘2 =0,
n=1

por lo que a, = 0 para n # m. Y finalmente, por la definicion de los a,, se tiene que g,
es ortogonal a todos los f,, si n # m. Pero como (gm, fm) = am = 1, se tiene que g, # 0
y que el sistema { f, }nm no es completo.

Supongamos ahora que a,, # 1. Tenemos la igualdad

Z an fn.

n#Em

1—a.,

Tomando el producto escalar con un elemento f arbitrario de H llegamos a
1
(< (o | 0 laal? | | D 5 Sl
m n#m n#m

usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y si llamamos C = 1 + |1 — a;,| 2 > ngm |an|?,
vemos que

STUA P <O ST U )
n=1

n#Em
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Finalmente, usando que {f,} es un frame con constantes A y B, vemos que

A
Sllfl < Y 1L fa)l? < BIFI

n#Em
por lo que {f,}n4m también es un frame. O
Este resultado motiva la siguiente definicion.

Definicién 3.14. Llamamos frame exacto a un frame que deja de serlo si se le quita
cualquiera de sus elementos.

Corolario 3.15. Si {f,} es un frame exacto y g, = T 1f,, entonces {fn} v {gn} son
sucestones biortogonales.

Demostracion. En la demostracion hemos visto que para el caso en que {f,} es un frame
exacto, (gm, fn) = Onm para todo n,m € N. O

Ya estamos listos para demostrar el resultado principal de esta seccion.

Teorema 3.16. Si H es un espacio de Hilbert separable, {f,} es una base de Riesz si y
solo si es un frame exacto.

Demostracion. Supongamos primero que {f,} es una base de Riesz y consideremos el

operador S : H — [? definido como Sf = {(f, fu)}.

Vemos que S es claramente lineal. Por el corolario [[.24] sabemos que existe una tunica
base de Riesz {g,} biortogonal a {f,}, y por la proposicién se tiene que dado un
elemento f arbitrario de H,

F=Y A fadgn
n=1

por lo que {(f, fn)} € 1% (por la definicién [1.19) y S esta bien definido.

También es inyectivo porque si (f, fn) = (g, fn) para todo n € N, entonces la completi-
tud de {f,} implica que f = g. Para ver que S es exhaustivo, dada una sucesiéon {c,} € I?,
la serie Y > | ¢,gn converge a un elemento f € H y de nuevo por la proposicion se
tiene que ¢, = (f, fn)-

Ahora combinando el teorema [I.28)y el lema [3.9] S es acotado y por el teorema de la
aplicacion abierta, su inversa también, por lo que {f,} cumple las condiciones de frame.
Finalmente, como eliminar un vector de una base nos deja un sistema incompleto, {f,}
es un frame exacto.

Supongamos ahora que {f,} es un frame exacto. Por el lema podemos escribir

para toda f € H
[ = Z an fn,
n=1

con a,, = (g, fn) donde g = T~1 f. Para ver que la representaciéon dada es tinica, suponga-
mos que

n=1
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Si definimos g, = T~ f,,, entonces por el corolario {fn} v {gn} son biortogonales
y como hemos visto que T es autoadjunto,

an = <gv fn> = <97Tgn> = <Tgvgn> - <fvgn> = bn,

donde la ultima igualdad sale de tomar el producto escalar con g, a ambos lados de ([3.6))
y usar que las sucesiones son biortogonales.

Solo queda ver que {f,} es equivalente a una base ortonormal. Por definicion, es su-
ficiente ver que > ¢, f, converge si y solo si {¢,} € I2. Supongamos en primer lugar que
f=>cnfncon f € H. Entonces ¢, = (g, f,) con g =T~1f, por lo que

D leal? =D Ko, f)? < Blgll* < oe.

Finalmente, si {c,} € I2, como {f,} es un frame, podemos aplicar el teorema para

obtener
m 2 m
> afil| B el
k=n k=n

Y ya hemos acabado; el término de la derecha tiende a cero cuando n,m — oo por
ser una suma convergente, por lo que las sumas parciales de > ¢, f, son una sucesion de
Cauchy y la serie converge. O

Acabamos esta introduccion a los frames en espacios de Hilbert haciendo la siguiente
observacion, que resultara ser una reescritura de la condicién de frame muy futil en el caso
de exponenciales no armonicas.

Observacién 3.17. Sea el sistema {e"*"'} un frame. Por el teorema de Paley-Wiener, la

condicién de frame

2 T
<B / lg()[? dt

—T

Al lgPdt<y

—T

/ g(t)e et gt

para toda g € L?[—, 7| es equivalente a que

A @R e < SO0 <B [ @) o

para toda f € PW?2.

3.3. Estabilidad de bases de Riesz

En las dos secciones anteriores hemos introducido las herramientas necesarias para
demostrar el resultado principal del capitulo. Continuamos con el siguiente teorema, que
serd fundamental para lograr nuestro objetivo.

Teorema 3.18. Sean {\,} y {pn} dos sucesiones en una banda horizontal de C, y su-
pongamos ademds que

Re(An) = Re(pn).
iAn

Entonces se tiene que si {e?'} es completo en L*[—7, 7], entonces también lo es

{eiunt}'
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Demostracion. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que ni el conjunto {\,} ni
{pn} contienen el punto z = 0. Esto es asi porque por el teorema podemos cambiar
un numero finito de funciones sin afectar a la completitud del sistema. Como hemos
hecho en varias ocasiones en el capitulo anterior, lo demostraremos por contrarreciproco.
Supongamos entonces que {e#*7'} no es completo, de manera que existe una funcién entera
f que se anula en todos los p,, no idénticamente nula y que se puede expresar como

f(2) = / " gty dt,

con g € L*[—,7]. Podemos ademés suponer que f(0) = 1. En efecto, si f(0) = 0, podemos
dividir f por 2™, donde m es el orden de 0 como cero de f, y la funciéon resultante seguira
siendo de PW? y se anulara tinicamente en los puntos fi,.

Definimos entonces la sucesion de funciones {f,,} con n > 0 de la siguiente manera:

_ Z

h)=FE) v fulz) = H

Si n > 0, cada f, pertenece a PW? y ademas cumple f,(0) = 1y fu(Ax) = 0 para
k=1,...,n. Pasemos a ver que las f,, tienen normas uniformemente acotadas (la norma

de PW?).

Para ello, usamos que el teorema de Paley-Wiener nos permite escribir

fu(z) = /7T gn(t)em dt

—T

con g € L*[—,7]. Como tenemos la relacién

ey =12 g

el lema [2.18 nos permite escribir

t

n(0) = 22 (gueslt) 00 — e

N, - Gn_1(s)en® ds) .

A continuacion, usando que Re(\,) = Re(u,) v que [Im(\,)| < M y |Im(p,)| < M
para todo n € N, vemos que

1
lien] 2M t 2 gsat) | < altal
lgnll < o] lgn—all + |9n-1(3)|” ds dt Is ,H gn—1

para alguna constante A. Observamos que hemos usado la desigualdad de Jensen para
entrar el modulo al cuadrado dentro de la integral. Esto a su vez implica la relacion

Ml DY Mn
A< Allgl] - [P |
ool < Al [
Se tiene entonces que
pe|* _ Re(u))® + (Im(up))* _ p o (ImGu)” = m())® M2
Ak (Re(Ak))? + (Im(Ag))? Ak|? LY




ya que Re(ui) = Re(A), y en consecuencia

() o

2
‘:Ufl"':un
k=1

A A

Como f es una funcién entera de tipo exponencial, por las observaciones que siguen
a la definicion [2.4] obtenemos que es de orden finito p < 1, y por el teorema [2.6] que el
exponente de convergencia de sus ceros es también menor o igual que 1. En particular,

esto implica que
Z |Mic|2

Como la serie converge y la parte imaginaria de los py (y la de los Ag) esta uniformemen-
te acotada, obtenemos que limy_,o |Re(ux)| = limg_,o |[Re(Ag)| = +00 y en consecuencia
que limg_, oo % = 1. Por el criterio de comparacion por paso al limite, la serie Y -, ﬁ
también converge. Esto implica que el producto infinito de es convergente, y por
lo tanto que las normas ||g,| tienen una cota superior uniforme. Por la isometria entre

L?[—m, 7] y PW?2, llegamos finalmente a que

B = sup [ fu]| < o0
n

Para acabar la demostracion, aplicaremos el teorema de Montel a las funciones f,. Sea
entonces K C C un compacto y 29 € K. Por ser K acotado, podemos encontrar una
constante L > 0 tal que K esta incluido en una banda horizontal S de anchura L. Por lo
que hemos visto en la demostracién de la proposicién podemos concluir que

\fn(zo)lz < C/S \fn(z)|2 dzdy < 2LC’6:2”L/ |fn(x)\2 de < 2LCe*™ B, (3.8)

por lo que sup{|fn(2)] : 2 € K y n > 1} < co. Por el teorema de Montel, la familia
{fn} es normal y por lo tanto tiene una parcial {fy, } convergente. La funcion limite h es
entera por serlo las f,, es de tipo exponencial porque adaptando el argumento que hemos

dado en ({3.8)), tenemos que

< If < 1 7|z
W) < Jim [, (2)] < O,

con C’ independiente de k ya que la cota B es uniforme. Finalmente, h es de L?(R) porque
por el lema de Fatou,

/ \h(z)|* do = / lim inf | (z)* dx < limkinf/ | foy, (2)|? dz < B.

—0o0 — 00 — 00

La demostraciéon estd acabada, ya que h es una funciéon de PW? tal que h(0) = 1y
h(An) = 0 por ser limite puntual de una parcial de las f,, lo que muestra que el sistema
{e*n!} no es completo como queriamos ver. O

Necesitamos ahora dos resultados auxiliares que tratan sobre la estabilidad de frames
de exponenciales bajo perturbaciones suficientemente pequenas de los escalares A,,.
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Lema 3.19. Sea {\,} una sucesion de nimeros complejos para la que

S 1FW)P < Bf)?

n

para toda f € PW?2. Si para una segunda sucesion {yu,} se verifica que |\, — pin| < L para
todo n € N, entonces

D 1fn) = Fun)® < B(e™ = 1)?||f|1?

para toda f € PW?2.

Demostracion. Si f es de PW?, podemos escribir f como una serie de potencias alrededor
del punto \,, y por ende

(k)
Flm) — £ = 3 T

k=1

Si p > 0, multiplicando y dividiendo cada término de la serie por p* obtenemos que

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,
|f®) - p%!un —A [
< (S50 (5 |

o0

Z kk‘ Hn

k=

| f(ptn)—

Aplicando ahora el lema vemos que

Z FP P < BIFPIP < Br¥| £

para todo k > 1, y en consecuencia

2 2 2k = (PL)% _ 2/ m2/p? p?L?
21 0) = £ < B Z%k, > ) = BIFPE T (et - 1),

k=1

ya que |\, —pn| < L por hipotesis. Como p era arbitrario, obtenemos la estimacion deseada

sip:,/%. 0

Lema 3.20. Si {¢*t} es un frame, existe una constante L > 0 para la que si | My —jtn| < L
para todo n € N, entonces {e*nt} también es una frame.

Demostracion. Si {e*'} es un frame en L?[—m, 7], por la observacion se tiene que
para toda f € PW?

AllfIIP < Z [FOn)? < BIIFIIP.

La idea es ver que si |\, — pn| < L con L pequeno, entonces también tendremos
desigualdades parecidas para los puntos ji,. Por el lema anterior, para toda f € PW? se

tiene que
D 10w = Flun)® < Be™ = 12IfIP < C Y _1f ()P
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B
donde C' = —(e™ —1)2. Aplicando que en un espacio normado se cumple ’ x|l — llyll ’ <

||z — yl|, obtenemos que

l\/Zf \/Z|fﬂn|2 \/Z!f un|2<\/cny 2, (3.9)

y que por lo tanto,

VAL =VOfl <[> 1f ()2 < VBA+VO)If-

Como C' es menor que 1 si L es suficientemente pequefio, tendremos que vA(1—C) > 0
y por lo tanto que el sistema {e*t} también es un frame. ]

Finalmente podemos demostrar el teorema principal de estabilidad de frames de expo-
nenciales por perturbaciones de la parte imaginaria de los A,,.

Teorema 3.21. Sea {\,} una sucesion de puntos en una banda horizontal de C. Si
{eBeC)Y o5 un frame en L?*[—m, 7], entonces también lo es {e*'}.

Demostracion. Para simplificar la notacién, llamemos A\, = a,, + i8,. Por hipotesis, se
tiene que existe un M > 0 tal que |3,| < M para todo n € N. También por hipotesis el
sistema {e‘® !} es un frame, de manera que

AP <Y1 f(an)® < BIFIP

para toda f € PW?. En primer lugar, como |\, — a,,| < M, por el lema se tiene que

Zlf flan)P? < Ble™ —1)?| £

De manera similar a como hemos procedido en (3.9)), llegamos a que
DO <D 1) = Flan)l + D [f(an)l* < BIFIP (€™ = 1)* + 1),

por lo que {e*#*} cumple la segunda desigualdad de la condicion de frame.

Queda entonces ver la primera desigualdad. Comenzamos observando lo siguiente: si
f € PW? no es idénticamente cero, como toda funciéon de tipo exponencial es de orden no
mayor que 1, el teorema de Hadamard nos permite escribir

f(z) = 2Fea=tt H < ) e*/#n, (3.10)

donde k es el orden de 0 como cero de f, a y b son nimeros complejos y {z,} son los ceros
de f (a excepcion de z = 0).

1 Im(z
Pasamos a ver la convergencia absoluta de > >, Im <) = > m(zn) para
z

n n=1 |Zn|2

{zn} C {z : Im(z) > 0} (también conocida como condicién de Blaschke en el semiplano
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superior). Dada f € PW?2, podemos definir la funcién g(z) = f(2)e"™ en {Im(z) > 0}.
Como |f(z)] < Ce™™) vemos que |g(z)| < C. Hemos construido entonces una funcion
g holomorfa y acotada en el semiplano superior y que tiene los mismos ceros que f. Si
ahora consideramos la transformacion conforme de {Im(z) > 0} en el disco unidad D,

z—1
O(z2) = T tenemos que la funcién h = g o @~ es holomorfa y acotada en el disco por
z+1i

ser g acotada. Ademaés, sus ceros son de la forma ®(z,), con z, cero de g y tienen que
cumplir la condicién de Blaschke. Es decir, que

Z(l - |(I)(Zn Z <

Pero tenemos que

(o]
Z<1_ Zn +1

n=1

Z Im Zn
‘Zn"‘Z’z’

que converge si y solo si lo hace la serie que queremos estudiar. El argumento se puede
adaptar al semiplano inferior cambiando ligeramente la funcién g, por lo que tenemos
la convergencia absoluta de la serie para todos los ceros de f. Si a su vez llamamos

— = ay + tb,, podemos reescribir (3.10) como
Zn

f(z) = heletiD=0 IT (1 - ZZ) e, (3.11)
n=1 "

donde ¢ = Re(a) y d = Im(a) + Y77 by. Observamos que en particular, la convergencia
uniforme de (3.10) sobre compactos de C implica la de (3.11]), ya que es una reescritura
de f.

La idea de la demostracion es llevar a cabo un proceso que nos permita reducir la
magnitud de la constante M de manera que podamos aplicar el lema [3:20] Procedemos en
dos pasos.

(1) Existe una sucesion de escalares {)\g)}n y una funcién f; € PW? cumpliendo que

para todo n > 1,
M

Re(AD) = Re(An),  [Im(AD)] < > (3.12)

Asumimos en primer lugar que d > 0 y definimos la sucesion {w,} de manera que

zn st Im(z,) >0,
Wnp = .
Zn si Im(z,) <0,

y una funcién g especifica que se anula en estos puntos,

g(z) = ZFeletid)z+b H (1 - > en?. (3.14)

w
n=1 n
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Pasamos a ver que la funcion ¢ asi definida pertenece a PW?2. Para ello, definimos la
sucesion de funciones {gn} tal que

mo|_ z
gm(z) = f(Z) H — 2
k=1 Zn

De la definicién de g en , la convergencia de Y7, ﬁ implica que g es entera.
Ademas, el cociente ¢,,(2)/g(z) tiende a 1 de forma puntual cuando m — oo por ser las
colas de productos convergentes (de hecho, uniformemente sobre compactos), por lo que
g es el limite de las g,,. También observamos que |g,(x)| = |f(z)] si z es real, ya que si
Wy = Zp, llamando z = % se tiene que

|1 —1/z| B |z — 1] B |7‘ei971\ |7“ei971|

1—1/z] |z—2/z] |re® —e2if] ~ |re i — ¢ 2i0] 1

Como esto se cumple para todo m, también es cierto en el limite y llegamos a que
lg(x)| = |f(z)] si = es real y en consecuencia, que g € L?(R). Finalmente, como todas las
gm son de PW? con norma ||gm|| = |||, tenemos la desigualdad |gm,(2)| < || f]|e™ ™)
para todo z € C, por lo que pasando al limite en m obtenemos que |g(z)| < || f||e™™ ),
por lo que ¢ es de tipo exponencial 7 y esta en PW?2.

Ademas, se cumple que si Im(z) > 0, entonces |g(2)| < |f(2)| ¥ |g9(2)| < |f(Z)|. Esto
se puede ver comparando las definiciones de g y f y viendo que para cada factor del
producto se cumple que efectivamente |1 — z/wy| < |1 — z/z,| y |1 — z/w,| < |1 —Z/2y]
(multiplicando a ambos lados por |z,|, que coincide con |wy,]|). Para ver |g(z)| < |f(Z)],
usamos ademas que d > 0 para comparar las exponenciales.

Con lo que hemos visto, si llamamos

An si Im(A,) >0,
Hn =

An st Im(A\,) <0,

obtenemos una sucesion de escalares en la que todos sus elementos tienen parte imaginaria
positiva, y ademas |g(pn)| < | f(An)|. Definimos finalmente la sucesién que buscamos como

M M
M) =pn—— vy flz)=g(z+5 ).
2 2
Se sigue de lo que hemos hecho en la demostracion que esta sucesion cumple (3.12) y

también que | fl()\,(ll) )| < |f(An)|. Observamos también que para obtener la desigualdad
(3.13), es suficiente ver que ||f1]|> > e~™™|| f||?. Para ello, en primer lugar escribimos

o) =5 [ ot d
con ¢ € L?[—m, n]. Tenemos entonces que
| @i de= [ lg@P o= o [ 1o0P a
y si llamamos ¢ (t) = ¢(t)e MY, vemos que

M

fl(Z)=g<z+ !

1 [7 ,
) == [ o) dt,
2 J_,
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y en consecuencia

00 1 i 3 .
/ @ P de= o [ o dr > e M/ ()] de.

—T

(2) Dada f € PW?, podemos aplicar el apartado anterior sucesivamente para encon-

trar, dado un ntimero natural k, una sucesion de escalares {)\%k)} y una funcién f;, € PW?2

tal que

M
Re(\(Y) =Re(An),  [Im(A)] < o

y de manera que se cumpla

Sl _ aerr S lf )P
Il = T

donde escribimos 2rM en vez de 7M + M + -+ + = M. Con tal de aplicar el lema
escogemos k de manera que M/2¥ < L, donde L es la constante del lema asociada

; . -y (k) ., .
al frame {e'*n'}. Entonces el sistema {¢*» *} también es un frame, de manera que existe
una constante positiva A1 cumpliendo

S A2
A n
A T

lo que a su vez implica que

e M2 < T On))?

para toda f € PW?2, por lo que hemos obtenido la cota inferior buscada y {e*#*} es un
frame.

En el caso en que d < 0, solo hace falta considerar la funcion h(z) = f(Z) para
reducirnos al caso anterior. O

Acabamos este capitulo con dos corolarios de este teorema, que nos permiten dar la
generalizaciéon a escalares complejos del teorema de i de Kadec que buscabamos.

Corolario 3.22. Sea {\,} una sucesion de nimeros complejos en una banda horizontal
de C. Si el sistema {e™R¢XM)tY es una base de Riesz de L*[—m, 7], entonces también lo es

{eiknt}.

Demostracion. Por el teorema es suficiente ver que {e*»t} es un frame exacto. Que
es un frame es consecuencia directa del teorema anterior. Para ver que es exacto, supon-
gamos que quitamos el elemento e+t del sistema. Como {eZRe (An) t} es un frame exacto,
{eiRe@n)t} ) es incompleto y por el teoremau 3.18] {e*n!},, ), también es incompleto, por
lo que no puede ser un frame, como queriamos ver. O

Corolario 3.23. Si {\,}22__ es una sucesion de escalares cumpliendo
1
sup |Re()‘n) - TL| < 1 y sup |Im()‘n)’ < o0,
n n

i)\nt}oo
n

entonces el sistema {e ° . s una base de Riesz de L*[—, 7).

49



Referencias

[Tit39]
[Tit4s)]
[TL8O]
[Yous0]
[Ruds7]
[Rud91]

[KNO23]

E. C. Titchmarsh. The Theory of Functions. Second Edition. Oxford University
Press, 1939. 1sBN: 0195618831.

E. C. Titchmarsh. Introduction to the Theory of Fourier Integrals. Second Edi-
tion. Oxford University Press, 1948. 1SBN: 0198533209.

Angus E. Taylor y David C. Lay. Introduction to Functional Analysis. Second
Edition. John Wiley & Sons, 1980. ISBN: 0471846465.

Robert M. Young. An Introduction to Nonharmonic Fourier Series. Pure And
Applied Mathematics. Academic Press, 1980. 1SBN: 0127728503.

Walter Rudin. Real and Complex Analysis. Third Edition. McGraw-Hill, 1987.
ISBN: 0070542341.

Walter Rudin. Functional Analysis. Second Edition. McGraw-Hill, 1991. 1SBN:
0070542368.

Gady Kozma, Shahaf Nitzan y Alexander Olevskii. «A set with no Riesz basis
of exponentials». En: EMS Press (2023). DOI: 10.4171/RMI/1411.

50


https://doi.org/10.4171/RMI/1411

	Introducción y estructura de la memoria
	Bases en espacios de Hilbert
	Bases de Schauder
	Funcionales asociados a una base
	Bases de Riesz
	El teorema de 14 de Kadec

	La constante 14 del teorema de Kadec
	El teorema de factorización de Hadamard
	Un contraejemplo

	El teorema de Kadec generalizado
	El espacio de Paley-Wiener
	Bases de Riesz como frames exactos
	Estabilidad de bases de Riesz


